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ONSOz

Bu tez ¢alismasimin ilk boliimiinde 6zel bariyerli Giggensel midahaleye sahip rastgele
yiiriiyiis stirecinin ergodikligi tartisilmis, iiggensel miidahaleye sahip rastgele yiiriiyiis
stirecinin - momentleri icin G¢ terimli asimptotik ifadeler elde edilmis, Monte Carlo
benzetim yontemi kullanilarak simiilasyon sonuglari bulunarak bu degerler asimptotik
ifadelerle karsilastirilmistir. Calismanin ikinci boliminde ise ilk bolimine benzer sekilde
ticgensel dagilima sahip gecikmeli bir rastgele yiirliyiis siireci i¢in ilk boliimde bahsedilen
hesaplamalar yapilmis ve sonuclar Monte Carlo benzetim yontemi kullanilarak
karsilastirilmistir.

Calismamin bu noktaya gelmesindeki her asamada sabrini, ilgisini ve destegini
esirgemeyen danisman hocam saym Dog. Dr. Zafer KUCUK ’e tesekkiirii bir borg bilirim.

Ankara TOBB Universitesi dgretim iiyesi saym Prof. Dr. Tahir KHANIYEV e
calismam siiresince tavsiye ve elestirilerinden dolay tesekkiir eder saygilarimi sunarim.

2008-2011 yillar1 arasinda boliimiimiizde sdzlesmeli yabanct uyruklu 6gretim tiyesi
olarak ¢alismis olan Azerbaycan Bakii Devlet Universitesi Olasilik Teorisi ve
Matematiksel Istatistik Boliimii 6gretim iiyesi saym Dog. Dr. Rovshan ALIYEV’e
calismam konusundaki yardimlarindan dolay1 tesekkiir ederim.

Tez caligmam boyunca her tiirlii soru ve sorunumda beni sabirla dinleyen saymn
hocam Yrd. Dog. Dr. Tiillay KESEMEN’e siikranlarim1 sunarim.

Sonsuz desteklerini esirgemeyen Matematik Bolimii boliim bagkani sayin Prof. Dr.
Thsan UNVER e ve Istatistik ve Bilgisayar Bilimleri Béliimii béliim baskani saymn Dog. Dr.
Tiirkan ERBAY DALKILIC a tesekkiir ederim.

Son olarak tez ¢caligmam siiresince desteklerini esirgemeyen degerli aileme ve sevgili

arkadaslarima tesekkiir ederim.
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Yiksek Lisans Tezi
OZET

OZEL BARIYERLI YARI-MARKOV RASTGELE YURUYUS SURECI
UZERINE BiR CALISMA
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Karadeniz Teknik Universitesi
Fen Bilimleri Enstitlsi
Istatistik ve Bilgisayar Bilimleri Anabilim Dali
Danisman: Dog. Dr. Zafer KUCUK
2013, 69 Sayfa

Bu ¢alismada kesikli sans karisimli yari-Markov bir X (t) rastgele yiiriiyiis stireci ele alindi

ve siirecin zayif varsayimlar altinda ergodikligi gosterildi. Kesikli sans karisimli {; rastgele
degiskeni % merkezli [s,S] araliginda iiggensel dagilima sahip oldugunda strecin ergodik

dagiliminin ilk doért momenti ic¢in kesin formiiller elde edildi. Bu sonuglara dayanarak
S-s

a=—-—o iken X(t) siirecinin ergodik dagilimmin ilk dort momenti i¢in ii¢ terimli

asimptotik acilimlar olusturuldu. Ayrica X(t) siirecinin ergodik dagiliminin varyans,
carpiklik ve basikliklar i¢in asimptotik denklemler kuruldu. Son olarak a parametresinin
kiiciik degerleri i¢in bile verilen formiillerin yiiksek dogruluk sagladigi Monte Carlo
deneyleri ile gosterildi. Calismanin ikinci boliimiinde ise yukarida belirtilen tiim iglemler

gecikmeli kesikli sans karigimli yari-Markov bir rastgele yliriiyiis siireci i¢in de uygulandi.

Anahtar Kelimeler: Yari-Markov rastgele yirlyus siireci, liggensel dagilim, ergodik
dagilim, sinir fonksiyoneli, asimptotik acilim, basamak degiskenleri,
Monte Carlo similasyon metodu.

Vi



Master Thesis
SUMMARY
ON THE SEMI-MARKOVIAN RANDOM WALK WITH SPECIAL BARRIERS
Burcu HASANCEBI

Karadeniz Technical University
The Graduate School of Natural and Applied Sciences
Statistic and Computer Science Graduate Program
Supervisor: Assoc. Prof. Zafer KUCUK
2013, 69 Pages

In this study, a semi-Markovian random walk with a discrete interference of chance (X(t))
is considered and under some weak assumptions the ergodicity of this process is discussed.
The exact formulas for the first four moments of ergodic distribution of the process (X(t))

are obtained when the random variable ¢;, which is describing a discrete interference of
chance, has a triangular distributionin the interval [s,S] with center Szi Based on these
results, the asymptotic expansions with three-term are obtained for the first four moments
of the ergodic distribution of X(t), as a a E%—HJO. Furthermore, the asymptotic

expansions fort he variance, skewness and kurtosis of the ergodic distribution of the
process X(t) are established. Finally, by using Monte Carlo experiments it is shown that the
given approximating formulas provide high accuracy even for small values of parameter a.
In second section of this study above mentioned all processes carried out for semi-

Markovian random walk with a discrete interference of chance with delay.

Key Words: Semi-Markovian random walk, triangular distribution, ergodic distribution,
boundary functional, asymptotic expansion, ladder variables, Monte Carlo
simulation method.
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1. GENEL BiLGILER

1.1. Giris

Bilim adamlarinin pek ¢ogu olasilik hesabinin dogusunu Blaise Pascal (1623-1662)
ile Pierre de Fermat (1601-1665)’in XVII. yiizyildaki yazigsmalarina baglamaktadirlar.
Ancak bu donemdeki Olasilik Teorisinin olusumundaki en 6nemli rol Jacob (James,
Jacques) Bernoulli’e (1654-1705) aittir. Jacop Bernoulli’nin elde ettigi en 6nemli sonug
“En Biiyiikk Sayilar Kanunu”dur. Bu kanun Olasilik Teorisinin uygulamalar1 i¢in temel
olusturmaktadir. Bu kanun ilk kez J. Bernoulli’nin O6limiinden sonra 1713 yilinda
yayinlanan “Ars Conentandi (The Art of Conjecture) ” isimli kitabinda limit teoremi
seklinde yer almistir. “Biiylik Sayilar Kanunu” kavrami 1835 yilinda Poisson tarafindan
teklif edilmistir. J. Bernoulli’den sonraki donemde (XVIII-XIX. yiizyilin birinci yarisi)
Olasilik Teorisinde iz birakmis bilim adamlarindan Pierre-Remond de Montmort (1678-
1719), Abraham de Moivre (1667-1754), Thomas Bayes (1702-1761), Pierre Simon de
Laplace (1749-1827), Carl Friedrich Gauss (1777-1855) ve Simon Denis Poisson (1781-
1840) ‘u siralamak miimkiindiir. Bu donemde Olasilik Teorisinin analitik yontemleri
gelistirilmeye baglanmistir. Moivre’ nin ismi daha ¢ok Binom dagiliminin normal dagilima
yaklasimiyla bilinmektedir. “Biiyiik Sayilar Kanunu”nda J. Bernoulli frekanslarin, belli bir
anlamda, olasiliga yakinsadigini gostermisse de, Moivre normal yaklagim ile beklenen
degerden sapmalarin davranigindaki diger bir evrensel kurali ortaya koymustur. Moivre’nin
sonucunu ifade eden “Integral Limit Teoremi” o kadar biiyiik bir éneme sahipti ki bu
teorem sonraki donemlerde “Olasilik Teorisinin Merkezi Limit Teoremi” olarak anilmaya
baslandi. Bu donemin en degerli bilim adami olarak Laplace kabul edilmektedir.
Laplace’nin “Theorie Analitique des Probabilities” (1812) adli kitabt XIX. yiizyilda
Olasilik Teorisi iizerine yazilmis temel ders kitab1 sayilmistir. Hatalar teorisinde normal
dagilim kullanilmas1 Laplace ve Gauss’un isimlerine baglidir.

XIX. ylizyilin ikinci yarisindan itibaren Olasilik Teorisinin temel problemlerinin
incelenmesinde P.L. Chebyshev (1821-1894), A.A. Markov (1856-1922), A.Liapunov
(1857-1918) vs. biiyiik rol oynamislardir. Ornegin, Chebyshev rastgele degiskenler ve
beklenen deger kavramlarinin Olasilik Teorisinde 6nemli yer almasina biiylik katkida

bulunmustur. Diger taraftan bu dénemde, J. Bernoulli, Moivre, Laplace ve digerlerinin elde



ettikleri sonuclar daha genel bir bigimde incelenmistir. Bu sonuglar genel olarak bagimsiz
rastgele degiskenler dizisi ile ilgiliydiler. Fakat A.A. Markov tarafindan bagiml rastgele
degiskenler dizisinin ele alinmasi1 ve incelenmesi ile olasilik teorisinde yeni bir dalin temeli
atilmis oldu.

Stokastik siire¢ kavrami ise sistematik olarak A.N. Kolmogorov ve A.Y. Khinchin
gibi iinlii olasilik¢ilar tarafindan ortaya konulmus ve bu alanda ilk esasli sonuglar elde
edilmeye baglanmistir. A.N. Kolmogorov giiniimiizde Markov tipli stiregler olarak
adlandirilan stokastik siireglerin esaslarini ortaya koyarken. A.Y. Khinchin ¢alismalarinda
duragan siirecler olarak adlandirdigi stokastik siirecler iizerinde caligmalar yapmuistir.
Cagimizda stokastik siireglere iligkin problemlere biiylik ilgi gosterilmektedir. Bu alanda
emegi gegen baslica bilim adamlar1 N. Wiener, W. Feller, J. Dobb, R. Fisher, J. Neumann
ve H. Cramer olarak siralanabilir.

Markov veya yari-Markov modelleri ile ilgili olan bir ¢ok teorik ¢alismalar
literatiirde mevcuttur. Bu g¢alismalarin pek ¢ogundaki sonuglar teorik bakimdan 6nemli
olsalar da, uygulamanin ihtiyaglarini karsilayabilecek nitelikte degillerdir. Asikar ifadeleri
igeren ve uygulama igin yararli olabilecek caligmalar da vardir. Fakat bu ¢alismalarin eksik
olan y&nii, ele alman modellerin gereginden fazla idealize edilmis olmalaridir. Ornegin,
Saaty’nin ele aldig1 (s,S) tipli modelleri banka sistemlerinin veya sigorta sirketlerinin
caligmasina uygulamak miimkiindiir. Fakat bu modele gore calisabilen bir banka sistemine,
sistemdeki toplam kapital miktarinin belli bir kritik seviyenin altina inmedigi siirece
sisteme bir miktar ekleme yapmak miimkiin degildir. Boyle bir varsayim, ele alinmis
modelin matematiksel olarak incelenmesini kolaylastirsa da gergeklik bakimindan gereksiz
ve yapaydir.

Rastgele yiiriiylis problemi ilk kez Karl Pearson tarafindan ortaya atilmistir. Karl
Pearson sarhos bir adamin yiirliylis problemini ele almistir. Bu problemde bir adam
hareketine orijinde baglamakta ve rastgele yonlerde L uzunluklu bir adim atmaktadir. Bu
adimdan sonra rastgele bir a¢1 ile L uzunluklu bagka bir adim atar ve bu siireci n defa
tekrarlar. Burada n adim sonunda orijinden uzakliginin olasilik dagiliminin ne oldugu
problemi ortaya ¢ikiyor. Pearson aslinda bu problemi ¢ézememistir ama 1905 yilinda “The
Problem of the Random Walk” adli yazisin1 Nature dergisinde yayinlatmigtir. Bir hafta
sonra Lord Rayleigh ayn1 dergide bu sorun igin bir ¢bzim yaymlamistir. Ciinkii, Rayleigh
rastgele yliriiyiis problemini farkli bir yolla 1880 yilinda ¢6zmiistiir.



Rastgele yiiriiylis ardisik rastgele adimlardan olusan yoriingelerin matematiksel
ifadesidir. Rastgele yiiriiyiis i¢in, bir molekiiliin s1vi ya da gaz igerisinde izledigi yol, bir
hayvanin yiyecek aramak icin takip ettigi yol, bir hisse senedinin bir donem i¢indeki fiyat
hareketleri ve bir kumarbazin oyun esnasinda parasimin degisim miktar1 gibi birgok 6rnek
verilebilir. Rastgele yiiriiyiis siireci bilgisayar bilimlerinde, fizikte, ekolojide, ekonomide,
psikolojide ve diger alanlarda temel bir model olarak kullanilmaktadir.

Bu calismada, A.N. Kolmogorov tarafindan 1960-1970’li yillarda tanimlanmis ve
literatiirde “kesikli miidahaleli yari-Markov siiregler” olarak bilinen genis bir stokastik
stirecler ailesinin 6nemli bir alt sinift ele alinmig ve asimptotik yontemlerle incelenmistir.
Literattirde bu konuda 6nemli sonucglar mevcut olsa da elde edilen sonuclar uygulanabilir
matematiksel yapida degillerdir. Genel durumda sade formiillerin alinamayacagi
anlagildigl icin 1980’11 yillardan sonra daha dar, fakat onemli smiflar ele alinmaya
baslanmigtir. Fakat bu giine kadar bu siiregler her yoniiyle tam olarak arastirtlamamastir.
Bunun temel nedeni, bu siireglerin olasilik ve sayisal karakteristiklerinin ¢ok karmasik bir
matematiksel yapiya sahip olmasidir. Ozellikle miidahaleyi ifade eden rastgele degiskenler
yeterince genis bir sinifa ait olduklarinda siirecin temel karakteristikleri i¢in kullanilabilir
formdllerin elde edilmesi ¢ok zordur. Bu zorlugu ortadan kaldirmak ig¢in 1990’11 yillardan
sonra iki yoOnde arastirmalar yogunlagtirllmistir. Bir taraftan benzetim yoOntemlerini
kullanarak bilgisayar yardimi ile sayisal sonuglar alinmakta; diger taraftan ise integraller
icin asimptotik yOntemlere basvurarak yaklasik, fakat yeterince sade ifadeler elde
edilmektedir.

Bu calismada bahsedilen bazi temel kavramlar asagidaki gibidir:
(Q,F,P) bir olasihik uzayi, X:Q >R ve X,:Q - R,n=1,2,.. birer rastgele

degisken olmak iizere,
Ve > 0icin P ({w: lim X, (w) = X(a))}) =1
n—->oo

oldugunda (X,,) rastgele degiskenler dizisine X rastgele degiskenine hemen hemen her

hhh
yerde yakinsar denir ve X, alcd X bi¢iminde gosterilir. Bu yakinsamaya bir olasilig ile

yakinsama ya da gii¢lii yakinsama da denir.

Ve > 0icin lim P({w: |[X,(w) —X(w)| <e}) =1
n—-oo



oldugunda (X,,) rastgele degiskenler dizisine X rastgele degiskenine olasilik Ol¢iisiinde

(olasilikta) yakinsar denir ve X, x biciminde gosterilir.
Aynm1 bir (Q,F,P) olasiik uzayinda t € T < R olmak uUzere {&,(w,t)},n=>1
stokastik fonksiyonlar dizisi ve &(w,t) stokastik fonksiyonu verilsin. Bunun yani sira

E|lé,(w,t)| < o ve E[é(w,t)| < o olsun. Eger Vt € T icin,
lim E[&,(w,t) — §(w,t)]* =0
n—->0o

ise {&,(w,t)},n=>1 stokastik fonksiyonlar dizisi, &(w,t) stokastik fonksiyonuna

kuadratik orta anlamda yakinsaktir denir ve

Limy,eén(w,t) =¢(w,t)

ile gosterilir.
X:Q - R,(Q,F,P) olasilik uzayinda tanimli 6lgiilebilen bir fonksiyon yani, her
x € X icin {w: X(w) < x} € F ise X e bir boyutlu rastgele degisken denir ve

F(x) = P{w: X(w) < x}

olasilik fonksiyonuna X rastgele degiskeninin dagilim fonksiyonu denir.

t € T c R" igin X, ler aym bir olasilik uzayinda taniml rastgele degiskenler olmak
Uzere, {X;:t € T} ailesine bir stokastik stre¢ denir. Buradaki t parametresi zaman olarak
diistintilebilir. T kiimesi sonlu veya sayilabilir sonsuz ise siirece kesikli zamanl stokastik
siire¢, T kiimesi bir aralik (sonlu veya sonsuz) ise siirece siirekli zamanli stokastik stireg
denir.

X,y € R olmak Uzere t, < t; < -+ < t,, Ozelligini saglayan t,, t,, ..., t, € T’ler icin
P{X, <y |Xe_, = xXe, , = Xn-2, .. Xe, = %1, X, = %0} =P{X,, <y |X,_, = x}

esitligi her x,,_,, ..., Xo € R i¢in saglaniyorsa X (t) surecine bir Markov sureci denir.

n;, 1 = 1,2, ... rastgele degiskenleri bagimsiz ve ayni tiir dagilima sahip olmak {izere,

n
S, = Z n; ile tanimh {S,,},n = 0 slirecine,
i=1



a) n; ler pozitif degerli ise yenileme siireci
b) n; ler pozitif degerli ve keyfi dagilima sahip ise 6diillii yenileme siireci

b) n; ler hem negatif hem pozitif degerli ise rastgele yiiriiyiis siireci denir.

P{Xy =j|Xn-1=1,Xn_2 =X 2,.... X1 = %1, X0 = X} = P{X, = j | Xp_q = i}
= Dij

esitligi her x,_,, ..., xo € R igin saglamyorsa {X,;:n € N} = {X,, }nen SUrecine bir Markov
zinciri ve p;; ye de i durumundan j durumuna bir adima gegis olasilig denir.

Yari-Markov rastgele yiiriiyiis siirecleri yari-Markov sureglerinin - 6zel bir
durumudur. Yari-markov siireci kavramini ilk kez, birbirinden bagimsiz olarak ve hemen
hemen ayni1 zamanlarda iinlii olasilik¢ilar Levy, Smith ve Takacs tarafindan verilmistir. Bu
tanimlardan Levy’nin tanimin1 kisaca verelim,;

X:(w) siirecinin durumlar uzayr {0,1,2,...} olsun. Eger X,;(w) siirecinin gecis
olasiliklar1 asagidaki fonksiyonlar ailesi ile belirlenirse, bu silirece yari-Markov sureci

denir.

fi: (i, j,u) = P{ek_l; Tt(ek(w)) <u; g(w) = i}, i,j=012,..s

burada €, (w), k. sicramada sistemin durumu ve y,(k), k. sigrama ani1 olmak tizere

Tt(gk(w)) = xe(k+1) — x:(k)

dir. Fakat bu tanimda durum uzay1 sonlu elemanli oldugundan ve sicrama anlar1 fiziksel
olarak belirlenebildiginden bu tanimin genellestirilmesi ve matematiksellestirilmesi geregi
vardi. Bu nedenle Cinlar, Gihman ve Skorohod, Serfoza, Ezhov ve Koroljuk
caligmalarinda genel durum uzayina sahip yari-Markov siireci tanimlarini vermisler ve
boylece yukaridaki tanimi genellestirmislerdir. Bu tanimlardan Gihman ve Skorohod’un
vermis oldugu tanimi asagidaki gibidir;

(Q,F,P.),x € X,olasilik uzaylart ailesi ve bir (Q,0,P.) olasilik uzayinda bir
{Xp(w);n =0,1,2,...} Markov zinciri verilsin. Bu zincirin, P.{X,(w) = x} =1 olmak
tizere, durum uzay1 (X, B) ve gecis olasiligi m(x, B) dir. n;(w),n,(w), ... bagimsiz, ayni

tir dagilima sahip ve {X,(w);n = 0,1,2, ...} ailesinden [0,1] araliginda diizgiin dagilima



sahip rastgele degiskenler dizisi olsun. Her x,y € X igin F,, (t), herhangi bir negatif
olmayan rastgele degiskenin dagilim fonksiyonu olmak {izere, [0,1] de Oyle bir negatif
olmayan ¢, ,,(t) fonksiyonu belirlensin ki, ¢, ,,($) nin [0,1] de dagilim fonksiyonu F, ,, (t)

olsun. (burada &,[0,1] araliginda diizgiin dagilima sahip bir rastgele degiskendir). Bu
takdirde

Tk = (pXk—LXk (T’k)

olmak Uzere
k-1 k 0
X(t) = Xi_1(w), eger ZTi <t< ZTL- ise Z =0
i=1 1 1

ile tanmimlanan X (t) siirecine bir yari-Markov sireci denir.

Yari-Markov stirecinin diger bir tanimin1 da Shurenkov 1987 yilinda vermis ve bu
tanimin Gihman ve Skorohod’un vermis oldugu tanima denk oldugu gdsterilmistir.
Nasirova ise 1970 yilinda Skorohod’un vermis oldugu yari-Markov slreci kavraminin 6zel
bir durumu olan yari-Markov rastgele yiirliyiis siireci kavramini su sekilde vermistir;

{(&,m;);i=1,2,..}bir (Q,F, P) olasilik uzay1 iizerinde tanimli, bagimsiz, ayni tiir
dagilima sahip bir rastgele degiskenler ¢ifti dizisi ve &; ler pozitif degerli olsun. Bu
takdirde

X(t) = zn: uli
i=1

eger,

T, <t <Tp4 ise

n
TnZZfi,TIZl,TO:O
i=1

ile tanimlanan X (t) siirecine bir yari-Markov rastgele yiiriiyiis siireci denir.



Not: v tam degerli rastgele degiskeni ve {,} dizisi (€,F, P) olasilik uzayinda
tanimlanmis olsunlar. Ayrica v > 0 ve ¢, rastgele degiskenleri kendi aralarinda bagimsiz
olsunlar. F,, ile &, ..., &, rastgele degiskenlerinin iirettigi sigma cebir, yani Fj, =
o(&, -, &) ile gosterilsin.

Tammm: Her n=1,2,.. icin {v <n} olayt F, 11, sigma cebrinden bagimsiz
oldugunda v rastgele degiskenine “gelecekten bagimsiz” rastgele degisken denir.

Tammm: Her n=1,2,... icin {v<n} € F;, oldugunda v rastgele degiskenine
Markov rastgele degiskeni veya durdurma ani denir.

Baska bir degisle, bu durumda ¢;,..,¢, rastgele degiskenlerinin degerleri
bilindiginde {v < n} olaymin gerceklesip gerceklesmedigini kesin olarak sdylemek
mimkunddr. Markov rastgele degiskeni v, &, rastgele degiskenler dizisi igin “gelecekten
bagimsiz” rastgele degiskendir.(Borovkov, 1976).

Sy =& + -+ &, olarak tanmimlandiginda S, rastgele sayida rastgele degiskenin
toplamudir.

Teorem : (Kolmogorov-Prokhorov Teoremi), (Borovkov, 1976).

Negatif olmayan tam degerli rastgele degiskeni v, “gelecekten bagimsiz” bir rastgele

degisken olsun. Eger

> P E(ED <
k=1

kosulu saglaniyorsa, bu takdirde
E(Sy) = P(v = k)E(§k)
esitligi yazilabilir.

Bu teoremin &nemli bir sonucu olan asagidaki teorem literatiirde Wald Ozdesligi

olarak bilinmektedir.



Ispat:

E(S,) = (Z fl) i
>

k,(m)

zn:fk/v =n
i=1

n:

F,(m)

i EG)

Burada,
ZnP(v=n) =ZP(v2n)
n=1 n=1

oldugu gosterilmelidir.

D P@zm=P@21D+Pw22)+P@23)+-

=Pw=1)+Pw=2)+Pw=3)++Pw=2)+Pw=3)+
+Pv=4)+-+PWw=3)+Pwv=4)+Pwv=5)+--
=1P(v=1)+2P(v=2)+3P(v=3) +

[oe)

= ZnP(v =n)

n=1

Boylece Teorem ispatlanmis olur.

Teorem: (Wald Ozdesligi)

&1, &,, ... rastgele degiskenleri kendi aralarinda bagimsiz ve ayni dagilima sahip, v
rastgele degiskeni ise gelecekten bagimsiz bir rastgele degisken olsun. Ayrica E(&;,) < oo
ve E(v) < oo olsun. Bu takdirde,



v

EG)=F <Z ek> = E(50F )

k=1

olur. Bu esitlige Wald Ozdesligi denir (Borovkov, 1976).
Ispat: Kolmogorov-Prokhorov Teoreminden bilinmektedir ki;

e

D REE) R = E() ) nPy(n) = EGDE®)

n=1

bu ise ispat1 tamamlar.
Tanmm: {&,},n=12,.. (Q,F,P)olasilik uzayinda tanimlanmis bagimsiz, ayni

dagilima sahip ve pozitif degerli rastgele degiskenler dizisi olsun. Bu dizinin yardimu ile

N(t) = min{n >1:

n
& >t},t>0
=1

L

stokastik siireci insa edilsin. Bu sekilde kurulan N(t) sirecine literatirde “Yenileme
Sureci” denir.

Teorem: N(t),t > 0 yenileme siirecinin dagihm F(t) = P(é; < t) ile gosterilsin.
Bu takdirde,

P{N(t) = n} = F™(t) — F*™*V (1)

seklinde yazilabilir.
Ispat:

T,= ) & veP{T, <t} =F"(t)
2

dir. Buradan,

P{N(t) =n}=P{TnStSTn+1}
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yazilabilir.

P{T, <t <Tpyi} =

o8] (o]

0 0
co t

=]P{Tnedu; 0St—u£§n+1}=jP{Tnedu}P{g‘nﬂZt—u}
0 0

t

] P{T, € du}[1 — P{Enss < t —u}]
0

= ]P{Tn € du} — f P{Ty € du}P{$p41 < t —u}
0 0

= FTn(u) - FTn(u)FEn+1 (t - u) = Fs(1+fz+"'+fn(u) - Ff1+fz+"'+s(n(u)Fs(n+1(t - u)
= F"(t) — F""(t)F(t)
= F"(t) — F** ()

Not: N(t) yenileme siirecinin beklenen degerine “Yenileme Fonksiyonu” denir ve

genellikle U (t) semboli ile, yani

u(t) = E(N(t))

seklinde gosterilir.

Teorem: {£,,},n = 1,2, ... rastgele degiskenlerinin dagilim fonksiyonu F(t), yani

F®) =P <)
seklinde olsun. Bu takdirde, U(t) yenileme fonksiyonu asagidaki sekilde gosterilebilir:

[ee)

Ut) = Z F*™(t)

n=0

burada F*(t) ile F(t) dagilim fonksiyonunun n. konvoliisyon ¢arpimi gdsterilmis olup

asagidaki sekilde tanimlanmistir.
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P = FOD@ « F©) = [ FOD(E - 5)dF(s)
0

burada,

1;t=>0
*0 — ) =
FPm = {0 ;t<0
ve
F*O() = F(t)
dir.
Ispat: I,, = I,(t),n. yenilemenin [0, t] araliginda olmas1 olaymin gostergesi olsun.
Yani,

I = {1 ; n.yenileme [0, t]
™ (0; aksi durumlarda

olsun. I,’in beklenen degeri ise

E(l,) = 1P{L, = 1} + OP{I, = 0}
E(l,) = P{l, =1}

seklindedir. Burada,
{h=1}= T, =t}

oldugu agiktir. Buradan,

N(t) = i I,
n=0

oldugu goriiliir. Buna gore,
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Ut) =E(N@®)) =E (i 1n> = i E(L,) = i P{I, = 1}

n=0 n=0 n=0
=) P <= F()
n=0 n=0

dir. U(t) fonksiyonu monoton azalmayan ve pozitif degerli bir fonksiyondur. Ayrica
U(0) = 1 dir.

Teorem: Her sonlu ticin U(t) < oo dur.

Ispat: F*"(t) = P{T, <t} =P{& + &+ -+ &, < 8}

<P{E <t,§ <t,.. & <t}

o8] [o9]

U@ =) Fr© < Y FOR

n=0 n=0

dir. 0 < F(t) < 1 oldugundan bir geometrik dizi olusturur ve F(t) < 1 kosulunu saglayan
tm t’ler i¢in seri yakinsaktir, dolayisiyla U(t) < oo dur.

Tamm: A bilinmeyen bir fonksiyon, F bir dagilim fonksiyonu olmak tizere

A(t) = a(t) + fA(t —x)dF(x),t >0
0

dir. Burada a(t) integrallenebilir bir fonksiyondur. A(t)’ye “Yenileme Denklemi” denir.

o)

ut) = Z F*(£) = F*O(t) + F*1(¢t) + F*2(t) + -

n=0

=1+F({t)+F(t)«F(t)+ -
=1+F@)*[14+F()+F2(t) + -]
=14+F(@)*xU(t)
U =1 +]U(t—s)dF(s); £>0
0
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U(t) fonksiyonunun asimptotik davranisini incelemek, olasilik teorisinde 6nemli bir
yer tutmaktadir. Bu nedenle, U(t)’nin t — oo iken asimptotik davranisi ile ilgili literatiirde
bircok 6nemli sonuglar mevcuttur. Bu sonuglarin en 6nemlilerinden birisi “Kesinlestirilmis
Yenileme Teoremi” adi ile bilinmekte olup, Feller W. tarafindan 1971 yilinda ispat
edilmistir.

Teorem: (Elementer Yenileme Teoremi)

{N(t);t = 0} bir yenileme siireci olsun. Ardigik yenilemeler arasi gegen siireler
aritmetik olmayan F(t) dagilim fonksiyonuna ve u < oo ortalamaya sahip olsun. Bu
takdirde,

E(N(®))=U(t)
M - l 't —> o

t u’
dir.
Teorem: (Kesinlestirilmis Yenileme Teoremi)

F(.) dagilimi aritmetik olmayan bir dagilim, beklenen degeri u ve varyansi da

0% < oo olsun. Bu takdirde, t — oo iken

12 + g2
2u?

t
o<u)——-
u

dir.
Teorem: (Birinci Yenileme Teoremi)

F(.) dagilim1 aritmetik olmayan bir dagilim ve beklenen degeri u < oo olsun.

VY h>0icgint — ooiken

Ut)—U(t—h) —>%

olur.

Ispat: Elementer yenileme teoreminden,



14

U t

olur. Buradan,

tlim Uit)—-U(t—h) = tlim Ut) — }im U(t—h)
t t—h _h

[T T

elde edilir.

Tanmm: {n,},n > 1 dizisi (Q, F, P) olasilik uzayinda tanimlanmis, bagimsiz ve ayni
dagilima sahip rastgele degiskenler dizisi olsun. Ayrica n,,n = 1,2,.. rastgele
degiskenleri hem pozitif, hem de negatif degerler alabilsin. Bu rastgele degiskenlerin

yardimut ile agagidaki rastgele yiiriiyiis siireci tanimlansin:
n
SO=0;Sn=Zm,n21
i=1

Birinci basamak ani1 ve birinci basamak yiiksekligi de asagidaki sekilde tanimlansin:

U
vfzmin{n21:5n>0};)(f=zfli

=1

vi rastgele degiskenine birinci basamak ani, y; rastgele degiskenine ise birinci
basamak yiiksekligi denir (Feller, 1971).

0 < E(1,,) < o kosulu saglandiginda, E (v{)<co ; E(x;) < oo olur (Feller , 1971).

Teorem: {S,} bir rastgele ylriiyis siireci oldugunda {S,,} rastgele yiiriiyiis siirecinin
sinir fonksiyonelleri olarak bilinen N(x) ve Sy() rastgele degiskenleri agagidaki gibi

tanimlansin:

N(x)

N(x) =min{n > 1: S, > x},x > 0ve Sy, = Z i

=1
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N(x) simir fonksiyoneli, {S,} rastgele yiiriiylis stirecinin x > 0 seviyesini ilk kez
asma ani olarak yorumlanir. Sy —x ise, {S,} rastgele yiriiyils siirecinin x > 0
seviyesini ilk kez astiginda x seviyesinin ilizerinde kalan “artik” kisim olarak yorumlanir.
Ayrica, N(x) Ve Sy(y) rastgele degiskenlerine, {S,} rastgele yiirilyiis siirecinin belli bir
sinir1 agmast ile ilgili olduklari i¢in sinir fonksiyonelleri denir.

{Spn} rastgele yiirliylis siirecinin incelenmesinde N(x) Ve Sy sr
fonksiyonellerinin ¢ok biiylik 6nemi vardir. Fakat n; hem negatif hem pozitif degerler
alabildigine gore N(x) Ve Sy(y) sir fonksiyonellerini sadece yukaridaki tanimlarindan
yararlanilarak incelemek oldukca zordur. Bu nedenle, bu fonksiyonellerin incelenmesi igin
literatiirde  “Dykin  Prensibi” olarak  bilinen bir matematiksel diisiinceden
yararlanilmaktadir. Bu diislinceyi ortaya koymak icin {S,} rastgele yiirliylis siirecinin

birinci basamak am1 v; ve birinci basamak yiiksekligi y; asagidaki gibi tammlansin:

U1
vy =minfn>1:5,>0}; x; =z:SUIr
i=1
Ayrica (v xt),n = 1,2,3, ... rastgele degisken ikilileri (v;; i) ile aym1 dagilima

sahip bagimsiz rastgele ciftler dizisi olsun. Bu rastgele degiskenler yardimi ile asagidaki

yenileme siireci inga edilsin:

H(x) = min{n > 1:2:)(1-+ Zx}

Bu takdirde, Dynkin prensibi matematiksel olarak asagidaki gibi ifade edilebilir:

H(x) H(x)
N(x) = Z v, Sney = Z xi
i=1 i=1

Dolayisiyla, Dynkin prensibine gore, rastgele yliriiylis siirecinin iginde Oyle iki
odilli yenileme siireci insa etmek miimkiindiir ki, N(x) Ve Sy() smir fonksiyonelleri bu

odiilli yenileme siiregleri yardimiyla ifade edilebilsin (Rogozin, 1964).
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Tamim: N (x) sinir fonksiyoneli yukaridaki gibi tanimlandiginda, Dynkin prensibine

gore,

H(x)

N(x) = Z v

i=1

seklinde gosterilebilir. Burada H(x) ile {3/ ,n=1,2,..} basamak yiksekliklerinin

olusturdugu yenileme siireci gosterilmistir. Wald Ozdesligine gére,

H(x)

EING@] = E( ) vf | = EGHEH®)

i=1

olur.

H(x) bir yenileme siireci oldugundan her z < oo igin E[H(x)] < co’dir. (Feller,
1971). Diger taraftan 0 < E(1;) < o oldugu takdirde, E(v;") < co’dur (Feller, 1971).
Ozetle, her 0<z <o igin 0<E(n) <o oldugunda, hem E(v;) hem de
E[H(x)] sonlu olur. Bunlar yukaridaki esitlikte g6z 6niinde bulundurulursa E[N (x)]’inde
sonlu oldugu sonucu elde edilir. Yani, E[N(x)] < oo olur.

E[N(¢y)]in sonlu oldugunu goéstermek igin Wald Ozdesligi ve E[N({;)]'in tanimi

geregi,
H({1)
BINGDI = E{ ). vf | = EQuDEIHE))
i=1
olur. Burada,
FIHG)] = [ BlHGoldnGo)
0

dir. 0 < E(n1) < o oldugu i¢in E(v;") < oo’dir (Feller, 1971). Dolayisiyla, E[N({;)]’in

sonlu olmast i¢in E[H({;)]’in sonlu olmasin1 gostermek yeterlidir.
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Kesinlestirilmis yenileme teoremine gore z — oo iken,

Uz

EIHCO] = U, () = -+

+ g(x)

seklinde yazilabilir. Burada, p, = E(x7%) dir. g(x) ise sirl bir fonksiyon olup, z — oo
iken sifira yakinsamaktadir. Bu takdirde, dyle bir b > 0 sayis1 bulmak miimkiindiir ki, her

g > 0icin z > b oldugunda |g(x)| < ¢/, olsun. Bunu g6z 6niinde bulundurarak,
| Etenanco

0

integrali asagidaki sekilde degerlendirilebilir:

co b 0o
fE[H(x)]dn(x) = fE[H(x)]dn(x) +]E[H(x)]dn(x)
0 0 b

[oe)

b
< U+(b)fd7r(x) +f U, (x)dm(x)

b

< U,(b) +J {Il +£+ }dn(x) =U,(b) +ibf xdm(x) + (ZH_:%-'_%)J dm(x)

2uz 2

E({1) U &
<U.(b)+ +—+=
+(b) H1 2uf 2

burada,

b co 00 oo

Ofdn(x) < Of drn(x) = 1,bf dr(x) < Of drn(x) =1,

oo o8]

fxdn(x) < j xdm(x) = E({y)

b 0
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esitsizlikleri  kullanilmistir.  Boylece 0<E(n,) <ove E([1?) <o kosullar
saglandiginda E[Nn(x)] ve E[N({;)]’in sonlu olduklar ispatlanmis olur.

Tanmm: a,(x,z) =P{z—S,>s,k=1n,z—S, <x}n=>1

[oe)

Alx,z) = Z a,(x,z),x,z>0

n=0

Burada,
n
snzzm,nzn Sy =0
i=1

ile {n,} dizisinin olusturdugu rastgele yiiriiyiis siireci gosterilmistir. Hatirlanacak olursa,
{n.},n = 1 dizisi (Q, F, P) olasilik uzayinda tanimlanmis bagimsiz, ayn1 dagilima sahip
rastgele degiskenler dizisidir. {n,} rastgele degiskenler dizisi hem pozitif hem negatif
degerler alabilen rastgele degiskenlerdir. Ayrica, 0 < E(n;) < oo kosulu saglanmaktadir.
Bu durumda, A(x, z) serisinin sonlu olup olmadig arastirilmalidir.
{w:z—-85,>0}=C,k=1,..,nve{w:z—S5,<x}=D,,(x),n=0
olsun. Bu durumda,
a,(x,z) =P{C;nC,Nn..NnC,ND,(x)},n=0,1, ...
olur. Kisaca C; N C, N ...n C,, = B, olsun.

D,(x) = {w:z—-S5,<x}cQ

olduguna gore a,(x,z) < P(B, N Q) = P(B,) olur.

A(x,z) < ZP(Bn) = ZP{Z—Sk >0;k=1,n}
n=0 n=0
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elde edilir. Diger taraftan, N(z) =min{n>1:z—-S5, <0} sinir fonksiyonelinin
tanimindan

(Nz)>n}={z—-S5,>0,k=1,n}

oldugu goriilmektedir. Dolayistyla,

A(x,2) < z P{N(z) > n} = Z P{N(z) >n+1} = Z P{N(z) = m} = E[N(2)]

dir. E[N(z)]’in sonlu oldugu yukarida gosterilmistir. Boylece her x > 0,z > 0 igin
E(n,) > 0 oldugunda A(x,z) sonludur, yani A(x,z) < oo’dir. Boylece A(x,z) serisinin
sonlu oldugu gosterilmis olur.

Tamm: Bir {X,, },cx Markov zinciri verilsin.

fi=PX,=0,Xp_1 #1,...,|1 Xy =1}
Pij(n) = P{Xm+n =JjlXm = i}

olmak Uizere

Fy = i fuG), Rig = ) nfy(n) = ) Pu(w)
n=1

tanimlansin. Fj;, baslangigta i durumunda olan zincirin eninde sonunda tekrar i durumuna
gelme olasiligidir. R;;” ye i durumunun ortalama tekrarlama zamani denir. Eger,

1) F; = 1 ise i’ye tekrarlanan durum denir

2) i tekrarlanan durum ve R;; = +oo ise i’ye sifir (null) durum, R;; < oo ise i’ye sifir
olmayan (non-null) denir.

3) P;(ny) >0,P;(ny) >0,.. ve ny >n, > - olan ny,n,, ... sayilar i¢in d; =
(nqy,ny,...) > 1 ise i’ye d; periyodlu durum, d; =1 ise i’ye periyodik olmayan durum
denir (buradaki parantez, igindeki sayilarin en biiyiik ortak bolenidir).

Bu tanimlardan sonra ergodik durumu asagidaki gibi verilebilir;
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Tekrarlanan, sifir olmayan ve periyodik olmayan duruma ergodik durum denir. Bir
Markov zincirinin ergodikligi, biitiin durumlarin ergodik olmasi ile tanimlanir. Bir Markov
stirecinin ergodikligi ise asagidaki gibi verilir;

X(t) bir Markov siireci oldugunda f(x) sinirh, Olgiilebilir bir fonksiyon olmak

Uzere;

T
Jim | FOe)de
0

limiti mevcut, sonlu ve rastgele degisken degil (yani X(0) = zvet degerlerinden
bagimsiz) ise bu X (t) Markov surecine ergodiktir denir ve bu limit degerine de siirecin en
genel ergodik dagilim fonksiyonu denir.

Bir Markov siirecinin ergodik olmasi i¢in bu siiregten ergodik bir Markov zincirinin
insa edilebilmesi gerekmektedir, ancak bu yeterli degildir.

Hem pratik hem teorik bakimdan yari-Markov surecleri icin ergodik teoremler ve bu
stireclerin ergodik dagilimlar1 da oldukga Onemlidir. Kesikli miidahaleli yari-Markov
srecleri icin genel ergodik teorem Gihman ve Skorohod (1975) tarafindan asagidaki gibi
verilmistir;

Teorem: X(t) sureci kesikli miidahaleli bir yari-Markov siireci olsun. Ayrica
asagidaki iki varsayim saglansin:

1.Varsayim: Oyle bir 10 =0<1; <7, < <71, <+ <00 artan zaman anlar
bulunsun ki, X(t) siirecinin bu anlardaki degerleri (X(7,,),n = 1,2, ...) ergodik bir Markov
zinciri olusturmus olsun.

2. Varsayim: 7, T4, Ty, ..., Tp, --- anlar1 arasinda gegen siirelerin beklenen degeri sonlu
yanivn =1,2,..icin E(t,, — t,_1) < oo olsun.

Bu takdirde X (t) slreci ergodiktir.

Teorem: Yukaridaki teoremin varsayimlar saglandiginda, her sinirlt dlgiilebilir f(x)

fonksiyonu i¢in asagidaki esitlik 1 olasilig1 ile dogrudur:

E(t1)

t=0

tli_)rg%ff(X(s)ds =S = ! f f f f()P{t; > t; X(t) € dx}dtdn(z))
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Burada, 7 (z) {X(z,)} Markov zincirinin ergodik dagilimidir.

Not: Bu teorem zaman ortalamalarinin durum ortalamalarma 1 olasiligr ile
yakinsadigini ifade eden bir dnermedir ve ergodik siirecler i¢in en temel bagintiy1 ortaya
koyar.

Not: Yukarida zaman ortalamalarinin durum (mekan) ortalamasina yakinsadig: ifade

edilmis ve asagidaki esitligin 1 olasilig1 ile dogru oldugu verilmistir.

limlff(X(u)dqu ff ff(x)P {r1 > t; X(t) € dx}dtdm(z))
=¥ TTE®mG) 1@1))0 J T

t=0

burada f (x) fonksiyonu sinirli dlgiilebilen bir fonksiyondur.

e FEOI =M < oo

olsun. Bu takdirde,

[

Z=

fO)PAT, > t; X(t) € dx}dtdn(z)

<M j" IIPZ{Tl > t; X(t) € dx}dtdn(z)

o

x=0t

=M

ST I——g

jj
f

P,{ty > t}dtdn(z) = Mf E[t,(2)]dr(2)

olur. Wald Ozdesligine gore,

N1(z)

Fln@]=E| ) & | = EGEN ()]

i=1

ve 0 < E(&;) < oo’dir. Dolayisiyla E[71(z)]’in sonlu olabilmesi igcin E[N;(z)]’in sonlu
olmasi yeterlidir. Dynkin prensibine gore,

H(z)

N(z) = Z v

i=0
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seklinde yazilabilir. Burada vy, birinci basamak ani; v, ’lar ise v ile ayn1 dagilima sahip
bagimsiz rastgele degiskenlerdir. H(z) slreci, {)y;}},n = 1,2, ... basamak yuksekliklerinin

olusturdugu bir yenileme siirecidir. Wald Ozdesligine gore,

H(z)

EIN@] =E| ) vt | = EQDEH@)]

i=1

olur. E[H(z)] =U,(z) bir yenileme fonksiyonu oldugundan her sonlu z igin,
E[H(z)] = U,(2z)’nin sonlu oldugu bilinmektedir (Feller, 1971). 0< E(n;) <
oldugunda E (v;}") < oo’dir (Feller, 1971). Dolayisiyla E[N; (z)] sonludur. Ayrica

[oe)

| EEnG)

0

integralinin sonlu oldugu E (;) > 0 ve E(n%) < oo kosullar altinda ilerleyen boliimlerde

gosterilecektir. Bu takdirde,

[ee)

[ Em@line) = B [ BN @)dn) = B@EOD [ EH@]anG) <o
0 0

0

olur. M = 727 | f(x)| < oo sonlu oldugu da goz 6niinde bulundurulursa, yukaridaki ii¢ katl
integrallerin sonlu olduklar1 ispat edilmis olur.

Tanm: {n,},n = 1,2, ... dizisi (Q, F, P) olasilik uzayinda tanimli bagimsiz ve ayni
dagilima sahip rastgele degiskenler dizisi olsun. n,, rastgele degiskenleri hem pozitif hem
negatif degerler alabilsin. n, rastgele degiskenlerinin dagilim fonksiyonu F(x) ile,

karakteristik fonksiyonu ise ¢(0) ile gosterilsin, yani

F(x) = P{n1 < x}; ¢(6) = E(exp(i6n,))

olsun.

{n,},n = 1,2, ... dizisinin yardimiyla asagidaki rastgele yiiriiyiis siireci tanimlansin:
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n
Sn=2ni,n21;50=0
i=1

A S R reel sayilar kiimesinin keyfi bir alt kiimesi olsun. A’ ile A’nin tiimleyicisi
gosterilsin, yani A" = R\A olsun (Genellikle A" sonlu veya sonsuz bir aralik seklinde
ortaya ¢ikar). I € A’ oldugunda Eger S; € A; S, € A4; ...;S,_1 € A;S, € A'(I1 < A") ise bu
takdirde, “rastgele yiiriiyiis sireci ilk kez A’ kiimesine n. adimda ulasmis ve bu andaki
degeri I kiimesindedir” denir. A" kiimesine ilk kez ulasma a1 N ile, surecin bu andaki

degeri ise Sy ile gosterilsin. Dolayisiyla,

N
N=min{fn>1: S, €4; S, €A4;...;S,_.1 €A;S, €A'}; Sy =Zni
i=1

olsun. (N; Sy) ikilisinin ortak dagilimi i¢in agsagidaki notasyon tanimlansin:
P{N=mn; S,e€l}=H,{I},)] <A ,n=1,2,..

Tanimu geregi H,,{I} asagidaki gibi yazilabilir:
H,{I} =P{S; €A; S, €A;...;S,_1 €A S, €}

Ayrica, I € A icin H,{I} = 0 olarak kabul edilsin. Bu durumda, her I € R i¢in
H,{I} =P{S, €A; S, €A;...;Sp_1 EA;S, EA’;S, € I}

seklinde gosterilebilir. H,{I} olasiliklarina “ilk kez ulasma olasiliklar’” denir. H,{I}
olasiliklarinin incelenmesi, rastgele yiirliyiis siire¢lerinin A’ kiimesine ilk kez ulagsmasina
kadar olan davranisi ile baglantilidir.

Ayrica, her IC A ve n=1,2,... i¢cin G, {I} =P{S, €4; S, €A;...;S_1 €A S, €}
olsun. G,{I}, ilk n adimda siirecin A" kiimesine ulasmamasi ve n. adimda I kiimesinde
olmasi olasiligidir. I € A’ oldugunda G,{I} = 0 olsun. Bu takdirde, G,{I} olasiliklar1 tiim

I € R’ler i¢in tanimlanmis olur ve asagidaki sekilde gostermek daha uygundur:
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G {l}=P{S, €4A; S, €4;..;S, €A;S, €I}

Tanima gore, G,{A} = P{S, € A4; S, €A4A;...;S, €A} =P{N>n}=1—-P{N <n}
dir.

Amag, (N; Sy) ikilisinin dagilimini incelemektir (Feller, 1971). Bu amaca ulagsmak
icin Fourier analizi yontemi kullanilir. N tam degerli rastgele degisken oldugu igin N’nin
moment ¢ikaran fonksiyonu, Sy’ nin ise karakteristik fonksiyonu kullanilsin. Bunun igin

asagidaki notasyonlar tanimlansin:

(o] (o]

x(s,0) = Z s™ f el®*H {dx}; y(s,0) = Z s™ f el9*G {dx};

n=1 Al n=1 Ar

(n = 0.terim 2.seride 1'dir.)

|s|] < 1 oldugunda her iki seri de yakinsak olur. Rastgele yiiriiyiis siiregleri igin temel
ozdeslik (s, 0) ve y (s, ) arasinda kurulan iliskiyi ifade eder (Feller, 1971).
Temel Ozdeslik: Her 6 € R ve |s| < 1 igin

1= x(s5,0)=y(s,0)[1—-5¢(6)]

dir.

Not: Diizgiin dagilim, her siirekli deger i¢in ayni sabit olasilik gdsteren bir olasilik
dagilimlart ailesidir. Desteklenen aralik iki parametre ile, yani minimum deger a ve
maksimum deger b ile, tanimlanmaktadir. Bu dagilim kisa olarak U(a,b) olarak gosterilir.
Simulasyon denemelerinin isletilip sonuglar alimmasinda, siirekli diizgiin dagilim
kullanilmast simulasyon tekniginin vazgecgilmez bir 0Ogesidir. Bilgisayar yazilim
dillerinin hemen hepsi, s6zde-rastgele sayilarin Uretilmesi igin 6zel komutlar igermektedir;
bu sbzde-rastgele sayilar aslinda bir standart diizgiin (yani U(0,1)) dagilimdan elde
edilirler. (a,b) parametreli bir strekli diizgiin dagilim igin olasilik yogunluk fonksiyonu

asagidaki gibi ifade edilir:


http://tr.wikipedia.org/wiki/Olas%C4%B1l%C4%B1k_da%C4%9F%C4%B1l%C4%B1m%C4%B1
http://tr.wikipedia.org/wiki/Olas%C4%B1l%C4%B1k_da%C4%9F%C4%B1l%C4%B1m%C4%B1
http://tr.wikipedia.org/w/index.php?title=Yaz%C4%B1l%C4%B1m_dil&action=edit&redlink=1
http://tr.wikipedia.org/w/index.php?title=Yaz%C4%B1l%C4%B1m_dil&action=edit&redlink=1
http://tr.wikipedia.org/w/index.php?title=S%C3%B6zde-rastgele_say%C4%B1lar&action=edit&redlink=1
http://tr.wikipedia.org/w/index.php?title=S%C3%B6zde-rastgele_say%C4%B1lar&action=edit&redlink=1
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1
——a<x<b
f(xX)=<b-a

0 ;x<aveyax>hb

Sinirda olan degerler, a ve b genellikle teorik bakimdan 6nemli degildirler; ¢iinkii
herhangi bir aralikta f(x)dx integral degerine ve xf (x)dx degerine ve benzer degerlere bu
sinir degerler hig bir teorik etkide bulunmazlar

(a,b) parametreli bir siirekli diizgiin dagilim i¢in birikimli dagilim fonksiyonu

asagidaki gibi ifade edilir:

o

X<a
F()=42"%:-a<x<b
b-a
1 :x>b

(a,b) parametreli bir siirekli diizgiin dagilim i¢in beklenen deger, varyans, moment
cikaran fonksiyon ve karakteristik fonksiyon gibi dnemli karakteristikler de asagidaki gibi
ifade edilebilir:

a+b (b — a)?
E(X) = V(X) =1
th __ eta eitb _ eita

My(t) = th—a) ; px(t) = Gth—a)

Bu c¢alismada yukarida (a,b) parametreleri ile verilen diizgiin dagilim (s,S)
parametreleri ile kullanildi ve belirtilen tiim olasilik yogunluk fonksiyonu, birikimli
dagilim fonksiyonu ve diger karakteristikler bu parametrelere gore hesaplandi.

Uggensel dagilimi elde etmek iki diizgiin dagilima sahip rastgele degiskenin
toplanmasi ile miimkiindiir. Bu islem konvoliisyon ¢arpimi metodu ile yapilmaktadir

f ve g gibi iki fonksiyon olsun. Bu iki fonksiyonun konvoliisyonu asagidaki gibi

tanimlanir;
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(f * 9)(8) = f gt — &) dty
0

Konvoliisyon operatorii adi c¢arpmadaki gibi davranir. Eger f, g veh uygun

fonksiyonlar ise bu durumda, konvoliisyon

i) Dagilma : fx(g+h)=(f*g)+( *h)
it) Degisme : fxg=gx*f
iii) Birlesme : f* (g*h) = (f *g) *h

Ozelliklerine sahiptir. Bununla birlikte konvolisyon operatorli, carpma operatérinden
farklidir. Ornegin, genel olarak f * 1 # f ve f = f # f2 dir.

Ucgensel dagilim iizerine yazili ilk kayitlar 18. y.y.’in ortalarinda yani olasiligin
kombinasyonel problemlerinin en iist diizeylerde oldugu zamanlarda goriiliir. Uggensel
dagilimdan ilk bahseden Thomas Simpson’dir (1755-1757). Thomas Simpson’in Roger
Boscovich (1711-1787) ve iinlii Italyan bir astronom ve istatistik¢i ile mektuplasmalari
mevcuttur. Daha sonra Stigler (1984) ve Farebrother (1990) Thomas Simpson’a bazi
detaylar ilave etmistirler. 1997°de D. Johnson tiggensel dagilimin Beta dagiliminin vekili
oldugunu soylemistir.

Ucgensel dagilim, genellikle smirli &rneklem verileri ve &zellikle degiskenler
arasindaki iligskinin bilindigi ancak verilerin zor bulunur oldugu (veri toplamanin yiiksek
maliyeti gibi sebeplerden) durumlar i¢in kitlenin 6znel bir sekilde tanimlanmasi igin
kullanilir. Model degeri maksimum deger, minimum deger ve bunlardan esinlenilmis bir
tahmin yoluyla belirlenir. Bu nedenle tiggensel dagilima bilgisizlik dagilim1 da denir.

Ucgensel dagilim aym zamanda &zellikle simiilasyonda karar vermede siklikla
kullanilir. Genellikle bir sonucun dagilimi hakkinda fazla bir bilgiye sahip olunmadig
durumlarda kullanilir. Bu gibi durumlarda diizgiin dagilimi kullanmakta miimkiindiir fakat
eger en olas1 sonug biliniyorsa o zaman sonuca iiggensel dagilim yardimiyla simiilasyon
uygulanir.

Uggensel dagilm Beta dagilmi ile birlikte proje ydnetiminde maksimum ve

minimum degerler yardimiyla bir aralik ile tanimlanabilen durumlarda yaygin bir sekilde
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kullanilir. Simetrik ticgensel dagilim ise ses titresimleri konusunda yaygin bir sekilde
kullanilir.

Uggensel dagilimm olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki gibi verilebilir:

0 Xx<0
—é < x<—
a
f(x)=
2a—-Xx S
—<X<S

a 2
0 :S<x

1.2. Literatiir Arastirmasi

Stok kontrol, givenilirlik, kuyruk, matematiksel biyoloji, stokastik finans,
matematiksel sigorta teorisi gibi alanlardan sonuglanan ¢ogu problem rastgele yiirliyiis ya
da siirecin degisiminin yardimiyla ifade edilebilir. Literatiirde bu siireclerde birgok degerli
calisma vardir. Alsmeyer G. (1991), Anisimov V. ve Artalejo J.R. (2001), Aras G. (1993),
Borovkov A.A. (1976), Brown M. (1975), Solomon (1975), Khaniyev T.A. (2003), Lotov
V.1. (1996), Nasirova T.1. (1984), Rogozin B.A. (1964), Spitzer F . (1964). Buna ragmen
matematiksel formiillerin karmasikligindan var olan caligmalar genellikle teoriktir ve
pratikte somut problemleri ¢ozmeye yardimer degillerdir. Bu yiizden kesin formiillere ek
olarak birkag yaklagik formiil onerilir. Yaklagik formiiller kesin ifadelere yeterli derecede
yakin olmalidir. Bu tarz yaklasik formiilleri elde etmek i¢in en etkili metot asimptotik
metottur. Birgok 6rnekte elde edilen asimptotik denklemlerdeki terimlerin artan numaralari
ile kesin ifadelere yakin yaklasik formiiller elde etmek miimkiindiir. Buna ragmen
asimptotik denklemlerdeki terimlerin numaralar1 epeyce azaldiginda yaklasik ifadeler
basitliklerini ve anlamlarin1 kaybetmeye baslar. Bu yiizden bu ¢alismada sadece ti¢ terimli
asimptotik denklemleri ele alacagiz.

Literatiirde bu ve buna benzer sirecler igin bir¢ok ¢alisma mevcuttur, (Aliyev vd.,
2010) “Pareto Miidahaleli Yari-Markov Rastgele Yiiriyiis Siireci i¢in Asimptotik
Sonuglar” adli galismada midahaleyi ifade eden {,},n = 0 rastgele degiskenler dizisinin
duragan dagilim fonksiyonu (a,A) parametreli Pareto dagilimina sahip olan bir Markov

zinciri oldugu durumda, E({,) — o iken, siirecin ergodik dagiliminin ilk dért momenti
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icin asimptotik acilimlar elde etmistirler. (Khaniyev, 2003) “Ozel Bariyerli Yari-Markov
Rastgele Yiirliylis Siireci icin Bazi Asimptotik Sonuclar” adli ¢aligmada siirecin ergodik
dagilimmin 1. ve 2. momentleri igin bazi kesin formiiller ve NveYy rastgele
degiskenlerinin ortak dagilimlar1 kullanilarak siirecin ergodik dagiliminin karakteristik
fonksiyonu elde edilmistir. Bu sonuglara dayanarak, S — s — oo iken bu srecin beklenen
deger ve varyansinin asimptotik davraniglar1 elde edilmistir. Son olarak, siirecin ergodik
dagiliminin S — s i¢in yeterli biiylik degerler alindiginda (S,s) Uzerinde bir dizgin
dagilima yakin oldugu ispatlanmistir. (Khaniyev ve Kiglk, 2005) “iki Bariyerli Normal
Dagilima Sahip Rastgele Yiiriiyiis Sureci igin Asimptotik A¢ilimlar” adli ¢aligmada O ve
B > 0 seviyeli iki bariyerli toplamlari normal dagilimli yari-Markov rastgele yiiriiyiis
stireci ele alinmis, ayrica, bazi zayif varsayimlar altinda siirecin ergodikligi tartigilmis ve
stirecin ergodik dagilimi Sy’nin karakteristik fonksiyonlarin yardimiyla ifade edilmistir.
Bu iliski kullanilarak, ergodik dagilimin ilk dort momenti i¢in kesin formiiller ve ff — oo
iken i¢ terimli asimptotik agilimlar elde edilmistir. (Kesemen vd., 2010) “Gamma
Miidahaleli Yari-Markov Rastgele Yiiriiyiis Sdrecinin Momentleri icin Asimptotik
Agilimlar” adli ¢alismada, kesikli miidahaleyi tanimlayan {; rastgele degiskeni (a, 1); a >
1,4 > 0 parametreli gama dagilimina sahip oldugunda siirecin ergodik dagiliminin ilk dort
momenti i¢in kesin formiiller elde edilmistir. Bu sonuglara dayanarak, A — 0 iken strecin
ergodik dagiliminin ilk dort momenti i¢in asimptotik agcilimlar elde edilmistir. Ayrica, X(t)
stirecinin ergodik dagiliminin basiklik ve carpikligi i¢cin asimptotik acilimlar bulunmustur.
Son olarak, elde edilen asimptotik agilimlar kullanilarak ortaya ¢ikarilabilen bu siirecin
duragan karakteristikleri i¢in alternatif tahminler tartisgtimistir. (Kokangul vd., 2008) Ustel
Midahaleli Yari-Markov Bir Rastgele Yirtiylis Surecinin Momentleri icin Asimptotik
Acilimlar adli ¢alismada {; rastgele degiskeni A > 0 parametreli iistel dagilima sahip
oldugunda, siirecin ergodik dagiliminin 1. ve 2. dereceden momentleri i¢in bazi kesin
formiiller elde edilmistir. Burada {; rastgele degiskeni, kesikli miidahalenin miktarini ifade
eder. Bu sonuclara dayanarak, 4 — 0 iken X(t) siirecinin ergodik dagiliminin beklenen
deger ve varyansi icin 3. derece asimptotik acilimlar elde edilmistir.

Ayrica, (Khaniyev vd., 2001) “iki Yansitan Bariyerli Yari-Markov Rastgele Yiiriiyiis
Surecleri Uzerine” adli galismada rastgele yiiriiyiis siireci ve yenileme siirecinin olasilik
karakteristikleri yardimiyla duragan olmayan dagilim fonksiyonlar1 bariyersiz olarak ifade
edilmistir. Ozellikle zaman iki sigrama am arasinda iistel veya Erlang dagilimimna sahip

oldugunda, silirecin duragan olmayan dagilim fonksiyonu i¢in acik formiiller elde
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edilmistir. Ayrica, siirecin alt yansitan bariyerden onemli bir sinir fonksiyonu olan ilk
yansitan anin beklenen degeri, varyanst ve moment iireten fonksiyonu icin agik ifadeler
verilmistir. (Khaniyev vd., 2011) “(s,S) Tipli Yari-Markov Bir Depo Modeli igin
Asimptotik Bir Yaklasim” adli caligmada (s, S) tipli yari-Markov bir depo modeli olarak
ifade edilen bir stokastik siire¢ kurulmus ve siirecin bazi1 zayif varsayimlar altinda ergodik
oldugu gosterilmistir. Ayrica, S —s — oo iken siirecin ergodik dagiliminin n.dereceden
momentleri (n = 1,2,3,...) igin kesin ve asimptotik ifadeler elde edilmistir. Son olarak,
elde edilen yaklasik formiillerin kesin ifadelere ne kadar yakin oldugu gosterilmistir.
Yari-Markov siireclerin ergodik dagiliminin yakinsaklig: iizerine de literatiirde bazi
calismalar vardir. (Khaniyev ve Atalay, 2010) “(s,S) Tipli Bir Depo Modeli icin Ergodik
Dagilimin Zayif Yakimsakligi Uzerine” adli ¢alismada sans karisimli bir 6diilli yenileme
stireci kurulmustur (bu stire¢ 6zellikle (s,S) tipli yari-Markov bir depo modelini tanimlar).
Siirecin ergodik dagilimi yenileme fonksiyonu ve miidahale tiggensel dagilima sahip
oldugunda S —s — oo iken elde edilen siirecin ergodik dagilimi i¢in 2. dereceden
yaklasimlar yardimiyla ifade edilmistir. Ayrica, ergodik dagilim igin zayif yakinsaklik
teoremi ispat edilmis ve limit dagilimi elde edilmistir. Son olarak, yaklasik formiillerin
dogrulugu Monte Carlo simiilasyon metoduyla test edilmistir. (Aliyev ve Khaniyev, 2010 )
“Yari-Markov Bir (s,S5) Depo Modelinin Ergodik Dagilimi igin Asimptotik A¢ilimlarinin
Yakinsaklik Oranlar1” adli calismada, (s,S) depo modeli ad1 verilen bir stokastik siire¢ ele
alinmig, siirecin ergodik dagilimmnin asimptotik davraniglart elde edilmistir. (s,S)
araliginda diizgiin dagilim egilimi gosteren siirecin ergodik dagilimmnin f =S —s

parametresinin yeterli biiylik degerleri ve yakinsaklik oranlar1 tahmin edilmistir.



2. YAPILAN CALISMALAR
2.1. Gecikmesiz Model

Herhangi bir sistem t = 0 aninda z = s 4+ at durumunda olsun. Burada x > 0 ve
s > 0 onceden belirlenen bir kontrol seviyesidir. Sisteme rastgele T,, anlarinda arz ve
talepler gelmektedir ve T,, = 7., {; ,n = 1 seklinde tanimlanmaktadir. Sistem (X (t)) arz
ve talebin ({—n,},n = 1) miktarina gore T,, aninda bir durumdan digerine asagidaki kurala

gore gegcmektedir:

X(TH=X1=z—1n4,
X(Tz) EXZ = Z_nl _772,...,

X=Xy =z—11 =03 — - — Ny,

Sistemin bu degisimi, strecin s > 0 seviyesini ilk kez ge¢cme ani olan rastgele 1,
anina kadar devam eder. Sistem s > 0 kontrol seviyesini gectigi anda derhal {; degerini
alir ve hareketine buradan devam eder. Burada {; rastgele degiskeni [s,S] araliginda
tamiml1 bir rastgele degiskendir. Bir periyot sistemin (X(t)) s > 0 seviyesini ilk kez
gectigi iki an arasi olarak tanimlanmaktadir. Bu tanimlamaya gore ilk periyot 7, de ikinci

periyot t,’de v.b. biter. Burada,
X(t, +0)=¢,n=123,..

dir. X(t, + 0) biciminde yazilmasinin nedeni siirecin sagdan siirekli olmasidir. Burada
{y’ler aymi dagilima sahiptir. Bu boliimde amaglanan yukaridaki gibi ifade edilen X(t)
stirecini matematiksel olarak tanimlamak ve surecin ilk dort momenti igin U¢ terimli
asimptotik acilimlar elde etmektir. Ayrica elde edilen yaklasik formiillerin dogruluklar
Monte Carlo similasyon yontemiyle test edilmistir.

Midahalenin Ustel dagilima sahip oldugu durumda calisilmistir (Khaniyev vd.,

2008). Fakat bu caligmada miidahale [s,S] araliginda % merkezli tiggensel dagilima
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sahiptir. Mdudahalenin [s,S] araliginda tiggensel dagilima sahip olmasinin anlami
miidahalenin S ve s degerlerini ¢ok diisiik bir olasilikla almasidir. {;’in s degerine ¢ok
yakin olmasi ortalama stok miktarini arttirir ki bu da stoklama masrafinin artmasina neden
olur. Eger {;’in degeri s’ye ¢ok yakin olursa talebin miktarina bagl olarak sistem kiigiik
araliklarla miidahaleye gerek duyabilir. Talebin sayisinin artmasi uygulamada ¢ok istenen
bir durum degildir ¢iinkii bu siparis masrafinin artmasina neden olmaktadir. Asagida ifade
edilen gercek model miidahalenin neden [s,S] araliginda tiggensel dagilima uygun

olabilecegine ait bir 6rnektir.

2.2. X(t) Siirecinin Matematiksel Kurulusu

{& G} n = 1,2, ... rastgele degisken iigliileri ayn1 bir (Q, F, P) olasilik uzayinda
taniml1 birbirinden bagimsiz ayni dagilima sahip rastgele degiskenler olsunlar. Burada

&, ler pozitif, n,,’ler hem pozitif hem negatif degerler alabilen rastgele degiskenlerdir.
Ayrica {,;’ler ise % merkezli [s,S] araliginda ti¢gensel dagilima sahip rastgele

degiskenlerdir. Bu rastgele degiskenlerin dagilim fonksiyonlari sirasiyla,

dp@) =P{& <t}t>0
F(x)=P{n; <x}L x>0
n(z) = P{{; < z},z € [s,S]

seklindedir.

{T,,} yenileme sureci ve {S,,} rastgele yiiriiyiis asagidaki gibi tanimlanir;

n n
To= D §S0= ) uTo=5=0n=12..
i=1 i=1
Tam degerli {N,,} rastgele degiskenler dizisi ise;
No = 0,Npyq =inf{lk > N, + 1:¢, — S+ Sy, <s},n=0,{, =z€[s,S]

dir. Burada inf{@} = +oo dir. Clinkii infimumun 6zelliklerinden,
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)Vx€Aigina =infA
ii)Ve>0iginda, €A: a, <a+c¢
inf{@} = max{—o0, +o0, R} = +©

dir.
T,Ve v(t) sirasiyla;
Tp = Ty,,n = 0vev(t) = max{n = 0:T,, < t}

seklinde tanimlansin.

Yukaridaki bilgiler 1s1¢inda bu bélimde incelenen X (t) slreci tanim olarak,
X(t) =0 — Sy t SnpTn St <Tpp,n=0,12,..; {(=2z€[s,S]

biciminde ifade edilebilir.
Yukarida matematiksel olarak insa edilen X(t) slreci literatirde *“Ucgensel
miidahaleli yari-Markov rastgele yiiriiyiis siireci” olarak adlandirilir. Bu siireci ifade eden

grafiklerden birisi Sekil 1’ de verildigi gibidir.

v qae e . . . - o e S-s .
Bu boliimiin esas amact X(t) siirecinin duragan momentlerinin a = - > iken

asimptotik davranislarini incelemektir. Bu amag i¢in dncelikle X(t) siirecinin ergodikligi
incelenmelidir.
X(t) stirecinin ergodikliginin incelenebilmesi icin asagidaki gosterimlere ihtiyag

vardir:

a,(x,2) =P{z=S, =>2s,k=1,nz-S, <x},n>1;

ag(x,z) =e(x —z);

%) S

A(x,z) = Z a,(x,2); A(x,.) = fA(x, 2)dn(2)

n=0 S

burada,
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t = 0 oldugunda e(t) = 1vet < 0 oldugunda &(t) = 1

dir.

Ele alinan X(t) siirecinin duragan karakteristiklerini incelemek icin siirecin bazi
varsayimlar altinda ergodik oldugunu ispat etmek gereklidir.

Onerme 2.2.1: {&,,, M, {x} rastgele degiskenler dizisi baslangicta verilen kosullara
ek olarak asagidaki kosullarli da saglasin:

NO<EE <oo

ii)0 < Eny, <

iii) n4 aritmetik olmayan bir rastgele degiskendir.

Bu ii¢ sarti saglayan X(t) sureci ergodiktir ve asagidaki esitlik 1 olasiligi ile

dogrudur.

fF:[s51 = R)

1
A(o,.)

S
f fx)d, Alx,.), (2.2.1)

N

t
1
%i_r)g?ff(X(u))du =
0

Burada

A(x,.) = chi_r)lgoA(x,.)

Ispat 2.2.1: Literatiirde X(t) siireci; kesikli sans karisimli yari-Markov siirecler
olarak bilinen bir sinifa aittir. Ayrica bu sinif i¢in literatiirde “Smith’in anahtar yenileme
teoremi” olarak bilinen bir ergodik teoremde mevcuttur (Gihman-Skorohod) Bu genel
teoremin varsayimlari Onerme 2.2.1°in kosullari altinda saglandiginda X(t) sireci

ergodiktir ve (2.2.1) esitligi 1 olasilig1 ile dogrudur.
px(a) = th_)rglo E{exp(iaX())},x € R

olarak tanimlansin.
Rastgele yiiriiyiis i¢in temel 6zdeslik ve Onerme 2.2.1 kullanilarak Onerme 2.2.2
elde edilir.
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Onerme 2.2.2: {; rastgele degiskeni kesikli sans karigiml, % merkezli [s,S]

araliginda iicgensel dagilima sahip olsun ve Onerme 2.2.1’in kosullar1 saglansin. Bu
durumda X(t) siirecinin ergodik dagiliminin @y (x) Kkarakteristik fonksiyonu
(N(x),Sy(x)) ikililerinin ve n; rastgele degiskeninin karakteristik fonksiyonlar

yardimiyla asagidaki gibi verilebilir:

px(a) = th_)rglo E{exp(iaX(t))},a € R

s
; 1 . Ps (—a) —1
= li iaX(6)) — iaz ' °N(z=s)
¢x(a) = lim Efe } v | e p s g dn(z), (2.2.2)
S

Burada,

S
EN = jENl(Z—s)dT[Z;

S
@sy(a) = Eexp(iaSN,);
¢y (a) = Eexp(ian,),a € R {0}

dir.
Ispat 2.2.2: ¢,(—a) —1=E({e7"}) —1 oldugu bilinmektedir. n, rastgele
degiskeninin karakteristik fonksiyonunun 0 civarinda Taylor a¢ilim1 asagidaki gibidir:
(ia)?> , (ia)®

E(e‘“”’l) =FE[1 —ian, + T ny — T 73 + 0(a®)]

Karakteristik fonksiyonun payda kismi ise:

N (—ia)? . (—ia)®

¢op(—a) — 1 = —iam, o 2=~y M3 + 0(a®))
_ iam, (ia)*ms
= —iamy{1 — 2 + 6 + o(a?)}
, ia (ia)?
= —iam {1 — —my, + ——mg; + 0(a?)}

2 6
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seklindedir.

Karakteristik fonksiyonun pay kismi ig¢in yukaridaki islemlere benzer islemler

yapildiginda;

(pSN(x)(_a) —1= E(e_iaSN(x)) -1
(ia)?

= —iaM ({1 = 5 My, () + —— M3, () + 0(a?)}

elde edilir.

Karakteristik fonksiyonun pay1 paydasina boliindiigiinde;

2
La ia
‘PSN(Z_S)(—OC) -1 _ M;(x) [1-— 7 M2 + @ 6) mz; + o0(a®)]

e =1 =m0 10Dy 0+ o(a)

ia (ia)?
y = 7M21(x) + TM31(x)

olarak alindiginda;

1 . .. .
pa—y ifadesinin 0 civarinda Taylor agilimi;

;=1+y+y2+0(y2)
1-y

M, (x) ia (ia)?
= (L g ma g ms (@)}

2
La ia
‘PSN(Z_S)(—OC) -1 _ M;(x) [1-— 7 M2 + @ 6) mz; + o0(a®)]

e =1 =m0 10Dy 60+ o(a)

dir.

1 ia (La)2 ia (ia)?
= G m31+( My +—— e

ia (ia)? (ia)> , (i0)* , (ia)3
> —m31+Tm21—?m31 2—— 12 5 Mz21M3q

mzq)? ]

Paydanin 0 civarinda Taylora agilmis haliyle geri kalan terimler ¢arpilsin:
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ia (ia)? ia (ia)? (ia)? (ia)* (ia)?
{1 - 7M21(x) + TM31(x)} {1+ 7m21 - 6 m3z; + 4 m%l - 36 m§1 —2— 12 My1M3q}

ia (ia)? 2
=1- B [M31 (%) — mapi] + T[ZMM(X) — 3M,1(x)myy + 3mg; — 2mg,]

y |
=M 1) ) ) + 0 205,00 — 3 s + )+ o)
1

elde edilir. Burada ¢; = 3m3,; — 2ms, Ve bir sabittir.

e ifadesinin 0 civarinda Taylor agilimi;
= 1+laz+( ) z% + o(a?)

oldugu bilinmektedir.

Integralin icindeki ifade igin;

az fﬂsN(z_s)(—a) -1
(pn(_a) -1

= My () [1+iaz + (i(zll)z z% + 0(a®)][1 - i?a [M3(x) — my]

my

(llaz) [2M31(x) — 3My1 (x)myy + ]

1(x)

{1+= [ZZ — My, (x) + my] +

P )2
a
+ ( ) [2M31(x) - 3M21(x)m21 + Cl - 6ZM21 + 6Zm21 + 6Z2 + O(Clz)]}

12

yazilir.
x = z — s i¢in bulunan ifade integrallenirse;

¢ . (PSN(Z—S) (_Of) -1
et*z dn(z) =
| P B W

N

E[M - a [
_ [ 155111 s)] + Zl:ll f [2(x + s)M;(x) — My (x)Ma1(x) + myy My (x)]dm(x + 5) +
0
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[ee)

P N2
({a) f 2Myy (X)My (x) — 31 Myy (X)My () + ¢ My () — 6(x + )My (X)M; (x) +
0

12m,

+

+6(x + s)Myq (x)M;(x) + 6(x + s)my; M1 (x) + 6(x + s)M;(x) dn(x + s)

[oe]

E[M - [
_ [ 155:1 s)] n Zl:ll J [2(x + s)M;(x) — My(x) + my My (x)]dr(x + s) +
0

(ia)? [

+
12m,

f [2M5(x) — 3my; My (x) + ¢ M1 (x) — 6(x + s)M,(x) + 6(x + s)M;(x)] +
0
+6(x + 5)?my My (x) + 6(x + 5)2M; (x)]dr(x + s) + 0(a?)

sonug olarak;

[ee) [oe] o)

EN =fEN(Z—S)dTL’(Z) =J-EN(x)f<(x+s)dx=f

0 0 0

M, (x)
m

fz(x + s)dx

1
EN = m_lE[Ml(Q —s)]

ve

S
1 ei(XZ (pSN(Z_S) (_a) -1

Px(a) = —

EN on(—a) — 1 dn(z) =

f [2(x + s)M; (x) — M, (x) + my My (x)]dre(x + s) +
0

T
- 2E[My (S — 9)]

i1)2
* 12E[A§‘121 —5)] oj [2M3(x) — 3my My (x) + ¢; M, (x) — 6(x + s)M,(x) +

+6(x + )M (x) + 6(x + 5)?>my M (x) + 6(x + 5)?M;(x)]dr(x + 5) + 0(a?)

elde edilir.
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Sekil 1. X(t) siirecinin bir goriiniisii
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2.3. Ergodik Dagihmun ilk D6rt Momenti igin Kesin Formiiller

Bu boliimiin amaci; X(t) strecinin ergodik dagilimmin ilk dért momentini 74
rastgele degiskeni ve Sy(,_g) sinir fonksiyonunun momentleri yardimiyla ifade etmektir.

Bu amag i¢in asagidaki gosterimler yapilsin:

me = EMm) My = E(S*ye), k=15 x>0

Gosterim kolayligi igin,

my M, (x)
My, = —, M, (x) = Jk =2,5;
k1 m, k1 Ml(x)
2a
S—s
Jin (@) =] X"M, (X)p,(x)dx,k = 1,5, n=0,4; a = >
0

olarak yazilsin.; rastgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu,

seklindedir. Ayrica,

E(X¥) = lim E(X()*), k = 14
bi¢ciminde tanimlanir. Burada,
X)) =X(t)—s

dir.
Sinirli ve dlgiilebilir M (x) fonksiyonu igin asagidaki esitlik dogrudur,
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X
cxM(x) = ch(u)du,x >0
0

burada c bir sabittir.

Asagidaki teoremler bu boliimiin esas sonuglarini ifade etmektedir.

Teorem 2.3.1: Onerme 2.2.2’nin kosullar1 ve E|n,3| < oo sart1 saglandiginda X (t)
stirecinin ergodik dagilimimin birinci ve ikinci momenti vardir ve 7, rastgele degiskeni ile

Sn(x) sinir fonksiyonelinin karakteristikleri yardimiyla agagidaki gibi ifade edilebilirler.

2J11(@) — Jz0(@)

EX) = A, 2.3.1
X) 2o (@) + Ay (2.3.1)
E(X?) = ;{]12(61) — Jo1(@) + myq [J11(@) — l]20(05)] +1]30(05)} + 4, (2.3.2)
J1io(@) 2 3
burada,
Al—@;[lz :m212_&

dir.
Teorem 2.3.2: Onerme 2.2.2’nin kosullar1 ve E|n,°| < oo sart1 saglandiginda X (t)
stirecinin ergodik dagiliminin igiincii ve dérdiincti momenti vardir ve 1, rastgele degiskeni

ile Sy(x) sinir fonksiyonelinin karakteristikleri yardimiyla asagidaki gibi ifade edilebilirler.

_ 1 3 1
EQE) = 7 s {1a (@) = 3 a@) + Ja: (@) = (@] +
1 1
{+3A1 []12(05) —J21(a) + §]30(a)] + 34; []11(“) - 5120(05)]} + 343
E(X*) = == [14(@) = 2/23(@) + 232(a) = Ja1(@) + G50 (@)]+

+441 [J13(@) = 2 J22(@) + J51(@) = s (@) ]+

{+6A2 []12(05) — Jo1(a) + %]30(“)] + 1245 []11(“) - %]20(“)]}"‘3'0\4
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burada,
3
Ao = Mgy MgqMpy  Myy
3712 3 4’
4 2 2
A, = M1 M3qM731 My My  M73p M3y
4 4 2 6 9 30
dir.

Teorem 2.3.1 ve 2.3.2°nin Ispati: S N(x) 1n ilk bes momentinin varligi ve sonlulugu

Teorem 2.3.1 ve Teorem 2.3.2’nin baslangi¢ kosullarindan elde edilir (Feller, 1971). Bu

nedenle, a — 0 iken @, (—a) ve (psN(x)(—a) karakteristik fonksiyonlarinin Taylor agilimi

elde edilebilir. Bu bilgiler kullanilarak 2.2.2°deki Taylor agilimlari yardimiyla Teorem

2.3.1 ve Teorem 2.3.2’nin ispat1 tamamlanir.

2.4. Ergodik Dagilimin ilk Dort Momentinin U¢ Terimli Asimptotik A¢ilimlar

Bu bolimiin amac1 X(t) surecinin ergodik dagilimmin ilk dért momenti igin ig
terimli asimptotik acilimlar elde etmektir. Bu amag igin bir rastgele yiiriiyiis siirecinin
basamak degiskenleri kullanilir. S, = 0 baslangi¢ durumunda S,, rastgele yiiriiyiis siireci
ele alinsin ve v{” = min{n > 1: S, > 0}, x{ = S, olarak tanimlansin.

v ve y; rastgele degiskenleri sirasiyla S, rastgele yiiriiyiis siirecinin birinci
basamak am ve birinci basamak yiiksekligi olarak adlandirilirlar. {y;3},n > 1 dizisi y;
rastgele degiskeni ile ayn1 dagilima sahip bagimsiz rastgele degiskenlerden olusmaktadir.

H(x) = min{n > 1: ¥, ¥/ = x},x = 0 olarak tanimlandi§inda H (x) bir yenileme
surecidir ve bu sire¢ y;/,n =1 pozitif degerli rastgele degiskenler yardimiyla elde
edilirler.

Dynkin prensibine gore,

H(X) H(X)
N(x) = Z v, Snexy = z X
i=1 i=1

yazilir.
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Yardimer Teorem 2.4.1: Teorem 2.3.1°in kosullari altinda x — oo iken Sy,y’in ilk

bes momenti i¢in asagidaki asimptotik agilimlar dogrudur:

DM, (x) = x +% + 0(%)

1
2)My(x) = x* + ppix +§Il31 +0(1)

3
3)M3(x) = x° + §H21x2 + Uz1x + o(x)
DM, (x) = x* + 20163 + 2131x% + 0(x?)

5 10
5)Ms(x) = x° +§,u21x4 -I—?,u31x3 +o0(x%)

burada,

e = EQet )% ey = ’;—’;,k =2,3; Mi(x) = E(S*y), k=15

dir.
Sonu¢ 2.4.1: Yardimcr Teorem 2.4.1°in kosullart altinda x — oo iken Sy(y’in

momentlerinin integralleri i¢in agagidaki asimptotik a¢ilimlar dogrudur.

1 1 1
D1xM;(x) = ;xz T oUaax + [3u?,, — 2us:] + 0(D)

k+2 xk+1

2)1 % [ka1(x)] = K+ 2 + 2(k + 1) fa1 + 0(x"),

k>1

k+3 k+2 xk+1

3)1 % [ My ()] = o o iy + ———p1ay + 0(*H), k>0
L+ XM (O1 = g gt Y e o), =

k+4 3xk+3 xk+2

kvd 2kl Tzt ok

4)1 * [x*M3(x)] = 2y k>0

1 1 2
5)1 % M,(x) = gxs "‘5.1121354 +§H31x3 +o0(x%)

1 2 1
6)1 x [xM,(x)] = gx6 + §H21x5 + §H31x4 +o(x*)

N1 *M =_1 6 1 5 E 4 4
)1 * Ms(x) g +2.U21x +6.U31x + o(x%)
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31 M :l 7 i 6 E 5 5
)1 [xM5(x)] 7x +12u21x +3/131x +o(x)

Yardimc1 Teorem 2.4.2: Teorem 2.3.1°in kosullar altinda @ — oo iken asagidaki

asimptotik acilimlar dogrudur.

1 1
Jio(a) =a+ §ﬂ21 + 0(5)

7 01
]11(51)2651 +§u21a+0(1)

35,1 2
]12(a):§a +§Il21a + o(a)

31 3
Jiz(a) = Ea4 + 1.1121513 + 0(a2)

31
J1a(a) = 3a® + %M21a4 + O(ag)

7 5
J20(a) = gaz + Uza + FHa1 + o(1)

3 5.7 2
]21(a)=§a +g#21a + o(a)

31 4 3 3 7 2 2
]zz(a):Ea +§Il21a +EH31“ + o(a*)

5 31 4 1 3 3
J23(a) = 3a +Eﬂz1a +§y31a + o(a”)

5 . 15
]30(a)=§a +Tll21a + o(a)

31 9
J31(a) = Ea4 + 1.1121513 + 0(a2)

31 3
J32(a) = 3a° + Eﬂz1a4 + 5#31513 + 0(a3)
31 7
Jao(a) = Ea4 + 3#21“3 + §#31a2 + 0(a2)
62
Js1(a) = 3a° + Eﬂz1a4 + 3/131a3 + O(ag)
31
Jso(a) = 3a° + ?H21a4 + 5#31a3 + O(ag)

Ispat: Federyuk’un integral metotlar1 (1984) kullanilarak Sonug 2.4.1 ve Yardimci

Teorem 2.4.1°den Yardimci Teorem 2.4.2 elde edilir.
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Teorem 2.4.1: Teorem 2.3.1’in kosullar1 altinda @ — oo iken X (t) surecinin ergodik

dagiliminin ilk iki momenti i¢in asagidaki asimptotik agilimlar dogrudur.

7,1 7 1/7 1 1
BOR) = 350 +5(mar = g500) + 5 (%21 =5 3+ 0 (3) (24.1)
- 1 ) 1 m?y; mzy 7 1 2
E(X )=Ea +E(7m21_3”21)Q+T_T_ﬁm21'u21 +§# .1 to(1) (2.4.2)
burada,

E(X®) =lim;,, E[X(t) —s]%, k>1

dir.

Ispat: @ — oo iken Yardimci Teorem 2.4.2°ye gore;

1 _111 1_|_12 1 13 1+<1)] 243
2J10(a)  2a ph g Ty a2 T gl a1z T O\ (243)
elde edilir. Diger taraftan, @ — oo iken,
7 , 5
2J11(a) — Jao(a) = e & T3Ha +0o(1) (2.4.4)

dir.

2.4.1 ve 2.4.2 ifadelerini (2.3.1) formilunde yerine yazilirsa 2.4.1 asimptotik agilimi
elde edilir. Benzer sekilde Yardimct Teorem 2.4.2°deki
Ji0(@), J12(a),J21(a), J11 (@), Jo0 (@), J30(a) asimptotik agilimlart 2.3.2 kesin formiiliinde
yerine yazilip gerekli hesaplamalar yapilirsa 2.4.2 asimptotik a¢ilimi elde edilir.

Sonug 2.4.2: Teorem 2.4.1’in kosullar1 saglandiginda a — oo iken X(t) surecinin

ergodik dagiliminin varyansi asagidaki gibi yazilabilir.

23 231y,
V(X) = 2
X =122+ 11z

a+B+o0(1)
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dir.
Teorem 2.4.2: Teorem 2.3.2’nin kosullar1 altinda a — oo iken X(t) sirecinin
ergodik dagiliminin {igiincii ve dordiincii momenti i¢in asagidaki asimptotik agilimlar

dogrudur.

3. 31, (3 31 , 3 7N, 77
E(X)=@a —(§A1—m#z1)a +[(m—§A1)# 21 " gH3 +ZAz]a+0(a)

4 3, (31 3 , (3, 1 L
E(X)=§a +<%A1—EH21)Q +(Eli 21—§A1H21+3A2)a +0(a®)

burada,

2
_ My m=z1 Mzq

dir.
Ispat: Teorem 2.4.2’in ispat1 Teorem 2.4.1’in ispatina benzer sekilde yapilabilir.
Uyan 2.4.1: X(t) surecinin elde edilen ilk dort momenti kullanilarak siirecin ergodik

dagiliminin basiklik ve garpiklik katsayilar1 asagidaki gibi hesaplanabilir.

E(X —p)?
V3 = 5
EXX —w)*
Ya = ———7;1———'-'3
burada,

u=EX), o2 =VX)

dir.



46

Sonu¢ 2.4.3: Teorem 2.4.2’nin kosullar1 altinda a — oo iken X(t)’nin ergodik

dagiliminin basiklik ve garpiklik katsayilari i¢in asagidaki asimptotik agilimlar yazilabilir.

1 1
y3 = 0.6056 + O (E) vey, = —0.3357 + 0(5)

2.5. Simiilasyon Sonuclar

Calismanin esas amaglarindan olan X(t) siirecinin ergodik dagiliminin ilk dort
momenti i¢in asimptotik agilimlar bu boliime kadar elde edildi. Bu boliimde ise elde edilen
momentlerin dogrulugu Monte Carlo simiilasyon metodu ile test edilecektir. Burada,
E(X*),k = 1,4 ile simulasyon sonucu elde edilen momentleri, £(X*),k = 1,4 ile de

asimptotik degerler gosterilmektedir. Ayrica,

A= |EXF) - E(XM)|;
Ay
o) ===
KTE®XR
Ay, =100% — 6, k=123

olarak tanimlanan formiiller sirasiyla mutlak hata, goreli hata ve asimptotik sonugclar ile
simiilasyon sonuglarinin uyum yiizdesidir. Burada 7, rastgele degiskeni (1,1) parametreli
normal dagilima sahiptir. Momentlerin asimptotik ifadelerinde bulunan puq, u,, u; degerleri
“On the Stationary Characteristics of the Extended Model of Type (s,S)” (Khaniyev, vd.,
2006) calismasindan alinmustir. Simiilasyon sonuglar1 her bir deneme 108 kez yapilarak
elde edilmistir. Buradaki momentlerin asimptotik degerleri s = 0 oldugunda Teorem 2.4.1
ve Teorem 2.4.2°de kalan terim goz ard1 edilerek alinmistir.

X(t) surecinin ergodik dagiliminin ilk dért momenti igin asimptotik ve simiilasyon

degerlerini igeren tablolar asagida verilmistir.



47

Tablo 1. E(X)’nin simiilasyon ve asimptotik degerlerinin karsilagtirilmasi

a EX) EX) A 6,(%) Ap, (%)
50 29.653119 29.801254400 | 0.148135402 0.4995609 99.50044
40 23.818905 23.961542390 0.142637388 0.5988411 99.40116
30 17.993536 18.117577920 | 0.124041919 0.6893693 99.31063
20 12.167070 12.262982320 0.095912317 0.7882943 99.21171
10 6.313335 6.365862175 0.052527175 0.8320036 99.16800
9 5.711445 5.768353995 0.056908995 0.9964028 99.00360
8 5.129110 5.167302104 0.038192104 0.7446146 99.25539
7 4532171 4.561187768 0.029016768 0.6402399 99.35976
6 3.972255 3.947479764 0.024775236 0.6237071 99.37629
5 3.382124 3.321621892 0.060502108 1.7888791 98.21112
Tablo 2. E()_( 2)’nin simiilasyon ve asimptotik degerlerinin karsilagtirilmasi
a B ()—(2) i (Xz) A, 8, (%) Ap, (%)
50 1288.490552 1288.4505500 0.0400062 0.003105 99.9969
40 830.063400 830.6295770 0.5661771 0.068209 99.93179
30 472.465982 472.8086080 0.3426263 0.072519 99.92748
20 214.455051 214.9876400 0.5325885 0.248345 99.75165
10 57.314823 57.1666708 0.1481522 0.258489 99.74151
9 46.998902 46.8845739 0.1143281 0.243257 99.75674
8 37.753640 37.6024770 0.151163 0.400393 99.59961
7 29.649688 29.3203801 0.3293079 1.110662 98.88934
6 22.311508 22.0382833 0.2732247 1.224591 98.77541
5 16.222781 15.7561864 0.4665946 2.876169 97.12383
Tablo 3. E(X3)’nin simiilasyon ve asimptotik degerlerinin karsilastiriimasi
a E ()_(3) E ()_(3) A; 85(%) AP3 (%)
50 67325.56881 67499.70306 174.1342555 0.2586451 99.74135
40 34837.64027 34920.18329 82.54302433 0.2369363 99.76306
30 14932.32594 14980.4531 48.1271605 0.3223018 99.6777
20 4555.035026 4580.51249 25.477464 0.5593253 99.44067
10 625.658769 620.3614558 5.297313167 0.8466777 99.15332
9 463.308736 459.1847792 4.123956775 0.8901099 99.10989
8 332.576351 328.3059984 4.2703526 1.2840217 98.71598
7 230.766167 224.6251134 6.141053642 2.6611586 97.33884
6 152.170722 145.0421241 7.1285979 4.6846054 95.31539
5 92.626459 86.45703063 6.169428375 6.6605465 93.33945
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Tablo 4. E(X*)’nin simiilasyon ve asimptotik degerlerinin karsilastiriimasi

a B (;—(4) P (;‘(‘) A, 84(%) Ap, (%)
50 3961304.609000 | 3962737.4000 | 1432.791100 0.03617 99.96383
40 1643938.562000 | 1644679.0100 | 740.445940 0.045041 99.95496
30 531999.940500 531678.4200 314.520500 0.059121 99.94088
20 109522.243000 109433.2880 88.954956 0.081221 99.91878
10 7625.999060 7641.2640 15.264936 0.20017 99.79983
9 5114.708570 5126.9421 12.233571 0.239184 99.76082
8 3279.874903 3288.2255 8.350633 0.254602 99.7454
7 2009.204611 1992.4118 16.792777 0.835792 99.16421
6 1149.358449 1121.1986 28.159761 2.450042 97.54996
5 590.531283 570.6837 19.847533 3.360962 96.63904

2.6. Gecikmeli Model

Bu bolime kadar gecikmesiz bir yari-Markov rastgele yiirliylis siirecininin
ergodikligi ispatlandi ve siirecin ergodik dagiliminin ilk doért momenti i¢in kesin ve
asimptotik denklemler elde edildi. Ayrica siirecin ergodik dagiliminin varyansi, basiklik ve
carpiklik katsayisi i¢in de asimptotik denklemler bulundu. Burada ise gecikmeli model igin
yukarida bahsedilen islemler tekrarlanacaktir.

Herhangi bir sistem t = 0 baslangi¢ aninda z = s + x durumunda olsun. Burada
x = 0 ve s > 0 6nceden bilinen bir kontrol seviyesidir. Sisteme rastgele T,, anlarindaarz ve
talepler gelmektedir ve T, = Y=, & ,n =1 seklinde tanimlanmaktadir. Sistem arz ve

talebin miktarina gore T,, zamaninda bir durumdan digerine asagidaki kurala gore gegsin:

X(T)=Xy=z—m,
X(Tz) EXZ = Z_nl _nz, ey

X(T=Xpn=z—Mm—N2— = Np-
Sistemin bu degisimi siirecin s > 0 seviyesini gectigi anda 6; rastgele an1 kadar

bekler ve sonra ¢; konumuna gelir. Burada {; rastgele degiskeni [s,S] araliginda mutlak

bir dagilima sahiptir. Sistemin s > 0’1 gectigi iki ardisik an arasindaki zaman bir periyod




49

olarak tanimlanir. Bu tanmima gore ilk periyod y; = v, + 6; de biter, ikinci periyod
Y2 = Ty + 0,,... seklinde devam eder.

Burada,
X(yn + 0) = {n ,n=1273,..

dir ve ¢,,’lerin dagilimi ¢; ’in dagilimi ile aynidir.

Bu alanda var olan galismalar genellikle teoriktir ve matematiksel formiillerin
karmasikligindan dolayr uygulamada somut problemlerin ¢ozlimiinde yardimci degildir.
Bundan dolay1 literatiirdeki bu tarz problemler i¢in kesin formiillere ek olarak bazi
yaklasik formiiller onerilir. Yaklagik formiiller uygulamada genellikle daha basit ve
kolaydir. Yaklasik formiiller kesin ifadelere olduk¢a yakin olmalidirlar. Bu tipteki yaklagik
formiilleri elde etmenin en etkili yollarindan biri asimptotik metottur. Cogu durumda elde
edilen asimptotik ifadelerin terim sayilar1 arttirilarak kesin ifadelere olduk¢a yakin yaklagik
formiiller elde edilebilir. Buna ragmen asimptotik ifadelerdeki terim sayilari arttirildiginda
yaklasik ifadeler kolayliklarini ve anlamlarini 6nemli 6l¢iide kaybederler.

Amac matematiksel olarak tamimlanan X(t) surecinin ilk dort ergodik momentini

S—s

elde etmektir. Burada {; rastgele degiskeni kesikli sans karigimli [s, S] araliginda a = -

merkezli liggensel dagilima sahiptir.
Elde edilen yaklasik formiillerin dogrulugunu test etmek amaciyla Monte Carlo

simiilasyon yontemi kullanilir.

2.7 X(t) Surecinin Matematiksel Kurulusu

{&.) (), {6,3, n = 1 rastgele degisken tgliileri ayni bir (Q, F, P) olasilik uzayinda
tanimli birbirinden bagimsiz ve ayni dagilima sahip rastgele degiskenler olsunlar. {(,},
n>1, n(z),z € [s,S] duragan dagilima sahip kesikli sans karigimli ergodik bir Markov

zinciridir. &;,n, ve 6 rastgele degiskenlerinin dagilim fonksiyonlar1 sirasiyla;

dp() =P{& <t},t>0
F(x) =P{n, <x}, x>0
H(u) =P{6, <u},u>0
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dir.

{T,,} yenileme sureci ve {S,,} rastgele yiiriiyiis siireci asagidaki gibi tanimlanir:

n n
To= D §S0=) i, To=So=0,n=123,.
i=1 i=1

Tam degerli {N,,} rastgele degiskenler dizisi ise:

No = 0; Npyqy = inflk = N, + 1: ¢, — S, +Sy, <s},n >0
Burada, inf{@} = oo dir.

T, Vn Ve V(t) sirasiyla

T =Ty, nZ20y, =7, + 6,

v(t) =max{n > 0:T,, < t}

seklinde tanimlansin.

Yukaridaki bilgiler 1s1¢inda bu boliimde incelenen X (t) slireci tanim olarak
Yn <t <VYns1 ise X(t) = max{s, $n — Sy, +Sn,, },n =0,12,..; {y=z€[s,S]

biciminde ifade edilebilir.
Yukarida matematiksel olarak insa edilen X (t) sureci literatirde ticgensel midahaleli
yari-Markov bir rastgele yiirliylis siireci olarak adlandirilir. Bu sireci ifade eden

grafiklerden birisi Sekil 2.’de verildigi gibidir. Bu boliimiin esas amaci1 X(t) surecinin
duragan momentlerinin a = % — oo iken asimptotik davraniglarini incelemektir. Bu amag

icin oncelikle stirecin ergodikligi incelenmelidir.
X(t) siirecinin ergodikliginin incelenebilmesi i¢in asagidaki gOsterimlere ihtiyag

vardir:
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a,(x,2) =P{z—=S, >s,k=1,n;z—S5, <x},n>1; ag(x,2) = e(x — 2);

b,(x,z) =P{z—-S, >s,k=1,n—-1; z— S, < x};

[e9) S

Alx,z) = Z a,(x,z); A(x,.) = fA(x,z)dn(z); B(x,z) = Z b, (x,2)
n=1

n=0 S
burada,

t=>0isee(t)=1vet <O0isee(t) =0dm.
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2.8. Siirecin Ergodikligi

Ele almman X(t) surecinin duragan karakteristiklerini incelemek igin slrecin bazi
varsayimlar altinda ergodik oldugunu ispat etmek gereklidir.

Onerme 2.8.1: {§,.}, {n,},{6,},n > 1 rastgele degisken dizileri baslangicta verilen
kosullara ek olarak asagidaki kosullar1 da saglasin:

D) E(§) <o

i)0<E(m;) <o

iii) n aritmetik olmayan bir rastgele degisken

iv)E(0,) <

Bu dort sart1 saglayan X(t) siireci ergodiktir ve asagidaki esitlik 1 olasiligr ile
dogrudur.

f) [f:[s,5] = R]

E) [ F)dAx,) + E6y) [ f(x)dB(x,.)
E(EDA(,.) + E(0,)

lim % j f(X(w))du = (2.8.1)
0

Burada

A(oo,.) = ;i_g)loA(x,.)

dir.

Ispat: Literatiirde X(t) siireci kesikli sans karisimli yari-Markov siregler olarak
bilinen bir sinifa aittir. Ayrica bu sinif igin Smith’in “Anahtar Yenileme Teoremi” olarak
bilinen bir ergodik teoremde mevcuttur (Gihman ve Skorohod, 1975). Bu genel teoremin
varsayimlari 6nerme 2.8.1°in kosullar1 altinda saglandiginda X (t) sureci ergodiktir ve

(2.8.1) esitligi 1 olasiligi ile dogrudur.
px(a) = tlim E{exp{iaX(t)}},a € R

olarak tanimlansin.
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Rastgele yiiriiyiis i¢in temel 6zdeslik ve Onerme 2.8.1 kullanilarak Onerme 2.8.2
elde edilir.
Onerme 2.8.2: Onerme 2.8.1’in kosullar1 saglandiginda ¢y (a), X(t) sirecinin

ergodik dagilimmin karakteristik fonksiyonu (N (x), Sy(x)) ikililerinin karakteristikleri ve

1, rastgele degiskeni yardimiyla asagidaki gibi ifade edilebilir:

¢x(a) = lim E{exp[iaX ()]} =

s s
1 - PSN(zs) (ma)—-1 J .
— iaz d iaz _ 8.
EN T K_f e on () — 1 n(z) + INTE] € (pSN(Z_S)( a)dn(z) (2.8.2)
S N
Burada,
s

BN) = [ E(Mgp-g)dn(a)

N

‘PSN(a) = E[exp(iaSNl)];
@y (a) = E[exp(ian,)], a € R\{0}

dir ve

_E®)
E@)

gecikme sabitidir.

2.9. Ergodik Dagihmin ilk D6rt Momenti icin Kesin Formiiller

Bu boliimiin amaci X (t) siirecinin ergodik dagiliminin ilk dért momentini n, rastgele

degiskeni ve Sy(,_s) smir fonksiyonelinin momentleri yardimiyla ifade etmektir. Bu amag

icin Oncelikle asagidaki gosterimler yapilsin:

my, = E(nf); My(x) = E(S§(), k =1,5,x>0
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Gosterim kolayligi igin;

my M, (x)
My = — , My, (x) =

—= k=25;
my M, (x)

E(X*k) = tlim EX®, k=14,
Burada,
X)) =X(t)—s

dir.
Sinirh ve dlgiilebilir M (x) fonksiyonu igin asagidaki esitlik dogrudur:

X
cxM(x) = ch(u)du,x >0
0

burada c sabittir.

Teorem 2.9.1: {{,},n =1 rastgele degiskenleri kesikli sans karisimli a ESZ;S

merkezli [s,S] araliginda iiggensel dagilima sahip bir Markov zinciri olsun ve Onerme
2.8.2’nin kosullar1 ile E|n,|> < o saglansm. Bu durumda X(t) surecinin ergodik
dagiliminin birinci ve ikinci momentleri vardir ve 1, rastgele degiskeni ile Sy(y) smir

fonksiyonelinin karakteristikleri yardimiyla asagidaki gibi ifade edilebilirler:

_ 1 my

E(X) = @ +mK2 [Mm21/10(a@) — J20(a)] +m [er — J10(a)] (2.9.1)
_ 1 1 1

E(X?) =m [(Em%1 - §m31>]10(a) + myi/11(a) + J12(a)

1 1
- <§m21)]20(a) —J21(a) + §]30(a) + KmyJy0(a) — 2KmyJi1(a) + e;Kmy]  (2.9.2)

Burada,



56

2a

Jin(a) = f XM (x)g,(x)dx, k=15,n=04:;

a

dir. {; rastgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu;

X
—Z,OSx<a
a

ga(x)= 20 — x

seklindedir.

2

A _ My A _ M3y Mgy

) 3’
s

ey = kaga(x)dx,k =14

N

Teorem 2.9.2: Teorem 2.9.1’in kosullar1 ve E|n,|°> < o sart1 saglandiginda X (t)
stirecinin ergodik dagiliminin {igiincli ve dordiincii momentleri vardir ve 7, rastgele
degiskeni ile Sy(y) sinir fonksiyonelinin karakteristikleri yardimiyla asagidaki gibi ifade

edilebilirler:

E(Xg)_;@“ = ) @ - Cm3, - (@) +
_jlo(a) +m1K[ 4m21 myimsq 4m41 ]10 a (4m21 2m31]20 a )

1 1 3 3 3
+§m21]30(a) - 1140(‘1) + (§m21 - m31)]11(a) - Em21]21(a) + J31(a) + Em21]21(a) -

—gfzz(a) + J13(a) + 3KmyJ,1(a) — KmyJ30(a) — 3KmyJ(a) + Kmye;];

_ , 2
E(R") = s 1Buo(@) = Bafao(@) + BaJus (@) + (my = 3may ) Jao(a) -

1
—(3m%1 —2m3q)Jp1(a) + (3m%1 — 2mgzq)/12(a) — §m21]40(a) — 2my4J31(a) —

—3my1/z2(a) + 2my Ji3(a) + KmyJue(a) — 4KmyJ3,(a) + 6Kmyj,,(a) +
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1
+§]50(a) _]40(a) + _4Km1]13(a) + 2]32(a) - 2]23(61) +]14(a) + Kmle4] ’
burada,

_3_ 4 2.2 1 2
B, = ZM21 + M3y — Mgy — 3m3msq + myMy,,

3 . 1

B, = Zle —§m31 )
3 2

B; = Ele — M3y

dir.

Teorem 2.9.1 ve 2.9.2¢nin Ispati: S N(x) 1n i1k bes momentinin varligi ve sonlulugu
Teorem 2.9.1 ve Teorem 2.9.2 ‘nin baslangi¢ kosullarindan elde edilebilir ve smirliligimi
saglar (Feller, 1971). Bu nedenle a — 0 iken 7, rastgele degiskenin ve Sy(y)’in
karakteristik fonksiyonlarinin Taylor agilimlar1 elde edilebilir. Bu bilgiler kullanilarak

Teorem 2.9.1 ve Teorem 2.9.2’nin ispat1 tamamlanir.

2.10. Ergodik Dagilimin ilk Dért Momenti Icin Ug Terimli Asimptotik Acilimlar

Bu boliimiin amaci1 X(t) silirecinin ergodik dagiliminin ilk dort momenti igin g
terimli asimptotik acilimlar elde etmektir. Bu amag igin rastgele yiiriiylis siirecinin
basamak degiskenleri kullanilir. S, = 0 baslangi¢ durumunda S, = Yj-,;n;,n =1
rastgele ytiriiylis siirecini ele almsin ve v{ =min{n > 1:5, > 0}, x{ = S, olarak
tanimlansin. v; ve y{ rastgele degiskenleri sirasiyla S, rastgele yiiriiyiis siirecinin
basamak an1 ve basamak yiiksekligi olarak adlandirilir (Feller, 1971). {y;t},n > 1 dizisi y{

rastgele degiskeni ile ayn1 dagilima sahip bagimsiz rastgele degiskenlerden olusmaktadir.

n
H(x) = min{n > 1: Z}(f’ Zx},x >0
i=1

olarak tanimlansin. H(x) bir yenileme sirecidir ve bu sire¢ y;7 ,n > 1 pozitif degerli

rastgele degiskenler yardimiyla elde edilir.
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Dynkin prensibine gore;

H(x) H(x)

N(x) = Z Vi veSyw) = Z X
i=1

i=1

yazilir.

Yardimer Teorem 2.10.1: Teorem 2.9.1 in kosullar1 altinda x — o iken Sy,’in

momentleri i¢in asagidaki asimptotik agilimlar dogrudur.
H21 (1>
DM;(x) = x+ 22 +0(=);
IM;(x) =x + > + 0 .

1
2)Mp(x) = x? 4 U21X + 5#31 + o(1);

3
3)M;(x) = x3 ‘*‘5/121352 + pz1x + o(x);

DM, (x) = x* + 2pp1x3 + 2p31x% + 0(x?);

5 10
5)Ms(x) = x5 +§,u21x4 +?M31x3 + o(x?);

Burada,

25’
e =EQ* e = k=23 M) = E(SN) k=15

1

dir.
Sonug¢ 2.10.1: Yardimci Teorem 2.10.1°in kosullart altinda x — oo iken Sy,y’in

momentlerinin integralleri igin asagidaki asimptotik a¢ilimlar dogrudur.

1 1 1
D1+ My(x) = 5x% + s ppx +—= [3us; — 2p31] + 0(1);

2 2 12
xk+2 xk+1
2)1*(ka1(x)) :k+2+2(k+1)1121+0(xk_1),k 2 1;
k3 k+2 k+1
k _ k :
3)1*(x Ml(x))—k+3+k+2u21+3(k+1)u31+0(x ), k=0;
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xk+4— gxk+3 xk+2

Uzq + ) Uzg + O(xkt1), k>0;

D1 (M) = K+ 20+ 3)

1 1 2
5)1x Mu(x) = gxs "‘5.1121354 +§H31x3 +0(x?);

1 2 1
6)1 * (xM,(x)) = gxf’ + gumxs + §u31x4 + 0(x3);

N1« M :l 6 1 5 E 4 0 3).
)1 * Ms(x) 6x +2/121x +6Il31x + 0(x°);

1 5 2
8)1 * (xMs(x)) = 7x7 + Eumxf’ + §u31x5 + 0(x%).

Yardimer Teorem 2.10.2: Teorem 2.9.1’in kosullar altinda a — oo iken asagidaki

asimptotik acilimlar dogrudur.

1 1
Jio(a) = a+ S 21 +o (E);

7 1
Ji1(a) = gaz + §H21a + o(a);

3 7
Ji2(a) = za® + —= pya® + 0(a?);

2 12
31 4 3 3 3
Jiz(a) = Ea +le21a + o(a®);

31
Jia(@) = 3a® + %#21514 + o(a*);

7 5
J20(a) = gaz + Uz1a + §ﬂ31 +0(1);

3 7
J21(a) = za® + —pya® + o(a?);

2 6
31 3 7
J22(a) = Ea4 + §H21a3 + Eﬂmaz + o(a?);

31 1
J23(@) = 3a® + Eﬂz1a4 + E#31a3 + o(a®);

3 7
J30(a) = §a3 + Zﬂz1a2 + o(a?);

31 4 9 3 3
]31(a):Ea +le21a + o(a®);

5 31 4 3 3 3
J32(a) = 3a +Eﬂz1a +§y31a + o(a>);
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31 4 3 7 2 2
]40(a):Ea + 3uy.a +§y31a + o(a®);

_ 4.5, 02 4 3 3y.
Js1(a) = 3a> + 1a* + 3uza® + o(a®);

Eﬂz

Jso(a) = 3a® +2 a* + 5uza® + o(a®)
50 6 H21 H31 :

Ispat: Federyuk’un integral metotlar (1984) kullanilarak Sonug 2.10.1 ve Yardimci
Teorem 2.10.1°den Yardimci Teorem 2.10.2 elde edilir.

Teorem 2.10.1: Teorem 2.9.1’in kosullart saglanmis olsun. Bu takdirde a — oo iken
X(t) siirecinin ergodik dagilimmin ilk iki momenti i¢in asagidaki asimptotik acilimlar

yazilabilir.

_ 7 5 1 7
EX) = Ea + [§m21 _ﬁﬂn +ﬁKﬂz1] +
7 ) 5 7 ) 5 1 2 1 1
+ I:E'uz:l _g/.l.gl + K (EKle _ﬁmlﬂz:L _Zmz +§m15):|a + o (a), (2101)
_ 1 7 1 1 m2, m? 7
E(X?) = Eaz + [Emn TgHa T ZKml] a+ % _%_ 24 M21k21
1 ) 4 7 ) 1 1 ) 1
+§H21 + K |:§m15 - ﬁmz:l +Zm21‘u21 +§Km1] + (0] <E> (2102)
Burada,
X=X-5s
dir.

Ispat: a — oo iken Yardimci1 Teorem 2.10.2’ye gore,

1
Jio(a) + Kmy a
1 1 1 1 1
=3 [1 _5(#21 + Km1);+z(ﬂz1 + Km1)2_2—

a

1 1 1
5 Gtz + Km)* 5+ 0 ()] (2103)



61

5
Jio(a) — fzo(a) —a - 6#31 +0(1) (2.10.4)

elde edilir.
2.10.3 ve 2.10.4 ifadeleri 2.8.1 formullinde yerine yazilirsa 2.10.1 asimptotik agilimi elde

edilir. Benzer sekilde Yardimci Teorem 2.10.2°deki J1o(a), J12(a),J21(a), J11(a), Jo0(a), J30(a)
asimptotik acilimlar1 2.8.2 kesin formullinde yerine yazilip gerekli hesaplamalar yapilirsa
2.10.2 asimptotik acilimi elde edilir.

Sonug 2.10.2: Teorem 2.10.1’in kosullar1 saglandiginda a — oo iken X(t) surecinin

ergodik dagiliminin varyansi asagidaki gibi yazilabilir.

VOx) = 23 N 13 13K +1 ) 1 75 35
= a? ( M1 T my)a mszq Mmzq — 576#21 36

144 144 144 42173 36Hst T

17 7 75 5 1
+K(Em2 +%m1u21 ~opM T T — Km3, + 9m15) +o0 (a)

Teorem 2.10.2: Teorem 2.8.2’in kosullar1 saglandiginda a — oo iken X (t) sirecinin

ergodik dagiliminin ii¢lincli ve dordiincii momentleri i¢in asagidaki asimptotik agilimlar

yazilabilir.
E(X3)—2a (3m _3L —iKm )a? +
60 4" T 0t T2 ™
31 , 7, 7 7
+(%.U21 + gMe1 —;Ma1 ~ gHar — §m21#21) +
31 3 12 1
+K<120m1u21 g™ +?mls+me%)]a+o(a);
E()?4)=§a4—(£m +i —5—9Km )a® +
5 10 2t T 10Mr T
3 3 31
+[(§m21 201121 50 M2t — 3m; +
158 31 64 65
+K(— 20 Mkar T esma e smy —%Kmf)]az + o(a).

Ispat: Teorem 2.10.2’nin ispat1 Teorem 2.10.1’in ispatina benzer sekilde yapulir.
Uyar 2.10.1: Bu kisma kadar X(t) strecinin ilk dort ergodik momenti igin (g

terimli asimptotik agilimlar elde edildi. Bu momentler kullamlarak X (t) strecinin ergodik
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dagilimimin carpiklik (y3) ve basikligi (y,) igin ii¢ terimli asimptotik agilimlar yazmak

mUmkundr.
E(X —a)3 E(X —a)*
)/3 = 0_3 ) ]/4 = 0_4 — 3 5
Burada,

a=EX), o2 =V(X)

dir.
Sonug 2.10.3: Teorem 2.10.2’nin kosullar1 altinda a — oo iken X(t) strecinin

ergodik dagilimiin basiklik ve ¢arpikligi i¢in asagidaki asimptotik agilimlar yazilabilir.

1 1
y3 = 0.6056 + O (E) vey, = —0.3357 + 0(5)

2.11. Simiilasyon Sonuclar:

Caligmanin esas amaglarindan olan X(t) siirecinin ergodik dagiliminin ilk dort
momenti i¢in asimptotik agilimlar bu boliime kadar elde edildi. Bu béliimde ise elde edilen
momentlerin dogrulugu Monte Carlo similasyon metodu ile test edilecektir. Burada,
E(X*),k =1,4 ile similasyon sonucu elde edilen momentler, E(X*),k = 1,4 ile de

asimptotik degerler gosterilmistir. Ayrica,

Ae= |EXF) — (X))
Ay
8 = —
KT EXN
Ap, = 100% — &, , k = 1,2,3.

.100% ;

olarak tanimlanan formiiller sirasiyla mutlak hata, goreli hata ve asimptotik sonugclar ile
similasyon sonuglarinin uyum yiizdesidir. Tablo 1-4’de (4) parametreli Laplace

dagilimina sahip n, rastgele degiskeni icin Monte Carlo deneyleri yardimiyla hesaplanmis
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E X, k=14 degerleri bulunmustur. Simiilasyon sonuclar1 her bir deneme 102 kez
yapilarak elde edilmistir. Buradaki momentlerin asimptotik degerleri s = 0 oldugunda
Teorem 2.10.1 ve Teorem 2.10.2°den kalan terim gdz ardi edilerek alinmistir. Burada X (¢t)
stirecinin ergodik dagiliminin k. momentlerinin bulundugu tablolar 7, rastgele degiskeni

Laplace dagilimina sahip oldugu durumlar igin verilmistir.

Tablo 5. E(X)’nin simiilasyon ve asimptotik degerlerinin karsilagtirilmasi

A EX) EX) A 8:(%) Ap, (%)

50 29,653119 29,801254400 0,148135402 0,4995609 99,50044
40 23,818905 23,961542390 0,142637388 0,5988411 99,40116
30 17,993536 18,117577920 0,124041919 0,6893693 99,31063
20 12,167070 12,262982320 0,095912317 0,7882943 99,21171
10 6,313335 6,365862175 0,052527175 0,8320036 99,16800
9 5,711445 5,768353995 0,056908995 0,9964028 99,00360
8 5,129110 5,167302104 0,038192104 0,7446146 99,25539
7 4,532171 4,561187768 0,029016768 0,6402399 99,35976
6 3,972225 3,947479764 0,024775236 0,6237071 99,37629
5 3,382124 3,321621892 0,060502108 1,7888791 98,21112

Tablo 6. E(X?)nin simiilasyon ve asimptotik degerlerinin karsilastiriimasi

a EX?) E(X?) A, 82(%) Ay, (%)

50 1288,490552 1288,4505500 0,0400062 0,003105 99,9969

40 830,063400 830,6295770 0,5661771 0,068209 99,93179
30 472,465982 472,8086080 0,3426263 0,072519 99,92748
20 214,455051 214,9876400 0,5325885 0,248345 99,75165
10 57,314823 57,1666708 0,1481522 0,258489 99,74151
9 46,998902 46,8845739 0,1143281 0,243257 99,75674
8 37,753640 37,6024770 0,151163 0,400393 99,59961
7 29,649688 29,3203801 0,3293079 1,110662 98,88934
6 22,311508 22,0382833 0,2732247 1,224591 98,77541
5 16,222781 15,7561864 0,4665946 2,876169 97,12383




Tablo 7. E(X3)'nin simiilasyon ve asimptotik degerlerinin karsilastiriimasi
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a E(X?) E(X?) A; 83(%) Ap, (%)
50 67325,56881 67499,70306 174,1342555 0,2586451 99,74135
40 34837,64027 34920,18329 82,54302433 0,2369363 99,76306
30 14932,32594 14980,4531 48,1271605 0,3223018 99,6777
20 4555,035026 4580,51249 25,477464 0,5593253 99,44067
10 625,658769 620,3614558 5,297313167 0,8466777 99,15332
9 463,308736 459,1847792 4,123956775 0,8901099 99,10989
8 332,576351 328,3059984 4,2703526 1,2840217 98,71598
7 230,766167 224,6251134 6,141053642 2,6611586 97,33884
6 152,170722 145,0421241 7,1285979 4,6846054 95,31539
5 92,626459 86,45703063 6,169428375 6,6605465 93,33945
Tablo 8. E(X*)'nin simiilasyon ve asimptotik degerlerinin karsilastiriimasi

a E(XY E(XY A, 5.4(%) Ay, (%)
50 3961304,609000 | 3962737,4000 1432,791100 0,03617 99,96383
40 1643938,562000 | 1644679,0100 740,445940 0,045041 99,95496
30 531992,940500 531678,4200 314,520500 0,059121 99,94088
20 109522,243000 109433,2880 88,954956 0,081221 99,91878
10 7625,999060 7641,2640 15,264936 0,20017 99,79983
9 5114,708570 5126,9421 12,233571 0,239184 99,76082
8 3279,874903 3288,2255 8,350633 0,254602 99,7454
7 2009,204611 1992,4118 16,792777 0,835792 99,16421
6 1149,358449 1121,1986 28,159761 2,450042 97,54996
5 590,531283 570,6837 19,847533 3,360962 96,63904
Uyarr: Yukaridaki tablolardan goriildiigii gibi yaklasik formiiller = SZ;S

parametresinin kiiciik degerleri igin bile yiiksek dogruluk saglarlar. Ornegin, Tablo1-4’de
goriildiigii tizere a = 10 parametresinin her bir degeri i¢in %99’dan daha iyi bir dogruluk
saglanmistir. Bu ise uygulamanin g¢esitli ihtiyaglari i¢in elde edilen yaklagimlarin givenli

bir sekilde kullanilabilirligini gdsterir.



3. SONUCLAR

Bu calismada gecikmesiz ve gecikmeli 6zel bariyerli iki yari-Markov rastgele
yiiriiyiis siireci ele alinmig ve bu siirecler i¢in asagidaki sonuclar elde edilmistir.

1. iki fiziksel model ele alinarak bu modelleri ifade eden stokastik stirecler
matematiksel olarak insa edilmistir.

2. Matematiksel olarak kurulan sireclerin ergodik olduklarini ifade eden teoremler
ispat edilmistir.

3. Siireglerin ergodik dagilimlarinin ilk dort momenti icin kesin formiiller elde
edilmistir.

4. Ergodik momentler i¢in ii¢ terimli asimptotik acilimlar elde edilmistir.

5. Siireglerin varyanslari, ¢arpiklik ve basiklik katsayilari i¢in asimptotik agilimlar

elde edilmistir.
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