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Doktora Tezi

OZET

n —BOYUTLU OKLID UZAYINDA DOGRULAR AILESI
INVARYANTLARININ TAM SiISTEMLERI

Tufan OZDIN

Karadeniz Teknik Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Danigman: Prof. Dr. Djavvat KHADJIEV
2014, 105 Sayfa

Bu tezde, n-boyutlu Oklid uzaymin [z(n) tiim izometriler grubu ve O(n) tiim

ortogonal dontisiimler grubu i¢in asagidaki temel sonuglar elde edildi.

1) n —boyutlu reel vektoér uzayinda, dogruya egrinin 6zel hali olarak bakilarak ve
egrinin 3 tane farkli tanim1 kullanilarak dogrunun 3 tane farkli tanimi verildi. Dogru igin
verilen bu ii¢ tanimdan tgiinciisii biraz degistirilerek dogrunun yeni bir tanimi verildi.
Buna, kisaca 4. tip dogru diyelim. Dogrunun bu tanimlar1 arasindaki iliskiler incelendi.

2) n —boyutlu Oklid uzayinda noktalar ve parametrik dogrulardan olusan ailenin
0(n) ve Iz(n) gruplarina gore denklik problemi incelendi ve polinomyal invaryantlarinin
tam sistemleri bulundu.

3) Noktalar, 2. tip ve 4. tip dogrulardan olusan ailenin O(n) ve Iz(n) gruplarina gére
denklik problemi, sadece noktalar ve 4. tip dogrulardan olusan ailenin O(n) ve Iz(n)
gruplarina gore denklik problemine indirgendi.

4) Noktalar ve 4. tip dogrulardan olugan ailenin polinomyal invaryantlari halkasinin
sonlu tiretecli oldugu gosterildi ve iiretecler sayisina ait esitsizlik verildi.

5) n —boyutlu Oklid uzayinda bir veya iki dogrudan olusan sistemin Iz(n) ve 0(n)
gruplarina goére polinomyal invaryantlari halkasinin iretegleri bulundu ve polinomyal

invaryantlarinin tam sistemleri bulundu.

Anahtar Kelimeler: invaryant, Dogru, Egri, Oklid Geometri.
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SUMMARY

COMPLETE SYSTEMS OF INVARIANTS OF A LINES FAMILY
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Tufan OZDIN

Karadeniz Technical University
The Graduate School of Natural and Applied Sciences
Mathematics Graduate Program
Supervisor: Prof. Dr. Djavvat KHADJIEV
2014, 105 Pages

In this thesis, for groups G = Iz(n) and G = 0(n), where Iz(n) is the group of all
isometries and O(n) is the group of all orthogonal transformations of n —dimensional
Euclidean space, the following main results have been obtained:

1) Using three different concepts of a curve in differential geometry, three different
concepts of a line have been obtained. Using the third concept of a line, the forth
definitions of a line is given. Correlations between concepts of a line are investigated.

2) The problem of equivalence of points and parametric lines in the n-dimensional
Euclidean space with respect to groups Iz(n) and O(n) is investigated and complete
systems of polynomial G —invariants have been obtained.

3) The problem of equivalence of points, 2nd type lines and 4th type lines in the n-
dimensional Euclidean space with respect to groups Iz(n) and O(n) is reduced to that
problem for points and 4th type lines.

4) It is proved that the ring of polynomial G —invariants of a family of points and
lines in the n —dimensional Euclidean space has a finite number of generators. The
inequality for the number of generators is given.

5) For a family consisting of one or two 4th type lines in n —dimensional Euclidean
space, generators of the ring of polynomial G —invariants and complete systems of

polynomial G —invariants have been found.

Key Words: Invariant, Line, Curve, Euclidean Geometry.
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SEMBOLLER DiZiNi

Reel sayilar kiimesi
x ile y vektorlerinin i¢ garpimi
x vektorlinliin normu

n X m tipinde reel katsayili bir matris

A = (a;;)_ matrisinin transpozesi

n boyutlu reel vektor uzayi

n boyutlu Oklid uzayinda tiim izometriler kiimesi

n boyutlu Oklid uzayinda tiim lineer izometrilerinin
kiimesi

n boyutlu uzayda tiim otelemeler kiimesi

n boyutlu ortogonal doniisiimler grubu

G grubunun X kiimesi tizerindeki etkisi

x eleman1 y elemanina G —denktir

k tane noktadan olusan aile

{x;:i=1,.., k}ailesi {y;:i =1, ..., k} ailesine
G —denktir

x noktasinin G —yoriingesi

Reel katsayili tek bilinmeyenli polinomlar halkasi
Reel katsayili tek bilinmeyenli G —invaryant
polinomlar halkasi

m-tane bilinmeyenli reel katsayili polinomlar
halkas1

m-tane bilinmeyenli reel katsayili G —invaryant
polinomlar halkas1

G4, G grubunun alt grubu

G4, G grubunun normal alt grubu

&€ = {-1,+1} kiimesi



Z Tam sayilar kiimesi

N Dogal sayilar kiimesi
{u, v}, a dogrusunun kanonik parametrizasyonu
n Ispatin sonu



1. GENEL BILGILER
1.1. Giris
Bu tezin temel amaglart:

1) Dogruya diferansiyel geometrideki egrinin 6zel hali olarak bakilarak, dogru
kavramini gelistirmektir.
2) n —boyutlu Oklid uzayinda noktalar ve dogrulardan olusan aile i¢in O(n) ve Iz(n)

gruplarina gore invaryantlarin tam sistemlerini bulmaktir.

Dogru kavrami, matematigin temel kavramlarindan biridir. Bu kavram, antik
matematikgiler tarafindan genisligi ve derinligi olmayan nesne olarak tanimlanmistir.
Oklid (M.0.365 — M.0.300) bir dogruyu, “genisligi olmayan uzunluk” ve Oklid
geometrisinin kanitlanmayan temel 6zelliklerinden biri olarak tanimlamistir [8, 9]. Boylece
17. yy’a kadar dogru, bir boyutlu derinligi ve genisligi olmayan ayni dogrultu boyunca
uzanan noktalar olarak tanimlanmistir. 19. yy’mn sonlarinda gelisen Oklid disindaki
geometrilerde de dogru kavrami, Oklid geometrisine yakin bir sekilde tanimlanmustir [6, 9,
15]. Dogrunun oOzellikleri bagvurulan aksiyomlar tarafindan belirlenir. Bu yaklagim
sayesinde geometriyi kullananlara bir esneklik saglar.

Dogrulara ait caligmalar oldukc¢a fazladir. Dogrular teorisine ait temel bilgiler
Pottman ve Wallner’in [31] kitabinda verilmistir. Bu kitapta verilen bilgiler dogrular
geometrisindeki caligmalarin, esasen projektif geometriye (yani, afin uzaydaki sifir
noktasindan gegen dogrular ailesine) ve Oklid uzayimdaki dogrusal yiizeylere, dogrularin
kongruanslarma ve dogrularin komlekslerine ait oldugunu gosterir. 3-boyutlu Oklid
uzaymda dogrusal yiizeylere ait elde edilen temel sonucglardan biri 1925 yilinda Sannia
tarafindan bulunan dogrusal yiizeylerin Oklid invaryantlarmin tam sistemidir ([31, s.275]).

Dogru kavrami, analitik geometride iki farkli sekilde tanimlanir. Bunlardan birincisi,
parametrik dogru (yani bir doniisiimiin deger kiimesi seklinde) digeri ise verilen bir lineer
denklemin ¢ézlimiinii saglayan tiim noktalarin kiimesi seklindedir.

Matematik analizde ve diferansiyel geometride dogru, egrinin bir 6zel halidir.
Bugiine kadar matematik analizde ve diferansiyel geometride egrinin 3 tane fakli tanim

verilmistir. Bunlardan birincisi, parametrik egri (yani R reel sayilar kiimesindeki bir (a, b)



araligin n —boyutlu R™ uzayina siirekli doniisimii veya siirekli tiirevi mevcut olan
doniistimii) seklindedir. Bu sekildeki tanim O’Neill [24, s.15] kitab1 ile Khadjiev ve
Peksen’nin [20] makalesinde verilmistir. Egrinin ikinci tanimi, Siirekli parametrik egrinin
goriintii kiimesi seklindedir. Bu sekildeki tanim, 1882°de C. Jordan tarafindan verilmistir.
1890°da Peano, goriintii kiimesi R?’deki [0,1]? kare olan siirekli parametrik egriye drnek
vermistir. Bundan etkilenerek 1897°de F. Klein s0yle yazmustir: “Keyfi bir egri
nedir?...Soylenebilir ki su anda matematikte bu kavramdan daha karanlik ve belirsiz bir
kavram yoktur...”. Bundan sonra yapilan ¢aligsmalarda tiirevi mevcut ve tiirevi siirekli olan
doniigimiin  gorlintii kiimesi i¢in Peano Orneginin benzerinin mevcut olmadigi ispat
edilmistir. Buna gore egri, tiirevi mevcut ve tiirevi siirekli olan doniistimiin goériintii kiimesi
olarak tanimlanmistir. Baz1 kitaplarda buna doniisiimiin bire-bir olma sart1 da eklenilmistir.
Guggenheimer’in [11, s.21] kitabinda egrilerin G —denklik tanimi verilirken egrinin
goriintli kiimesi seklindeki tanimi kullanilmistir. Egrinin iiclincli taniminda ise egri,
parametre degisimi grubuna gore denk olan parametrik egrilerin ailesi seklinde verilmistir.
Egrinin bu sekildeki tanimi, 1906°da M. Frechet tarafindan verilmistir ve bu tanim
Alexandrov ve Reshetnyak’in [2, $.5-6], Kiihnel’in [22, s.9], Klingenberg’in [21, s.9]
kitaplarinda ve Khadjiev ve Peksen’in [20, 28] makalelerinde kullanilmistir.

Tezde, dogruya egrinin 6zel hali olarak bakilarak ve egrinin 3 tane farkli tanimi
kullanilarak, dogrunun 3 tane farkli tanimi verildi. Dogru i¢in verilen bu 3 tane tanimdan
ticlinciisti dogru i¢in yeni bir tanimdir. Bu {iglincli tanim biraz degistirilerek dogrunun daha
onemli yeni bir tanimi1 daha verildi. Buna, kisaca 4. tip dogru diyelim. Tezde ayrica
dogrunun tanimlar1 arasindaki iligkiler incelendi.

Tezde n —boyutlu Oklid uzayinda noktalar ve parametrik dogrulardan olusan ailenin
0(n) ve Iz(n) gruplarina gore denklik problemi incelendi ve polinomyal invaryantlarinin
tam sistemleri bulundu. Oklid uzaymnda noktalar ve parametrik dogrulardan (yani 1.tip
dogrulardan) olusan ailenin O(n) ve Iz(n) gruplarina gére polinomyal invaryantlarinimn
tam sistemlerini bulma problemi, invaryantlar teorisi agisindan basit bir problem olsa da bu
probleme ait sonucglar bugiine kadar yapilan calismalarda net sekilde verilmemistir.
Bundan dolay1 tezde bu problem incelendi ve tam ¢oziimii verildi.

Klasik invaryant teorisinde sonlu tane noktalardan olusan ailenin O(n) grubuna gore
polinomyal invaryantlarinin tam sistemi, tiim polinomyal O(n) invaryantlar1 halkasinin
iireteg sistemi seklinde bulunmustur. Bu firete¢ sistem 1897°de E. Study tarafindan

verilmistir. Bunu, daha sonra iyi bir sekilde H. Weyl [33] kitabinda gelistirmis ve acik bir



sekilde vermistir. O(n) ve psevdo ortogonal gruplarinin invaryantlar1 [7, 18, 26, 27]de ki
calismalarda incelenmistir.

R™ uzayinda n+ 1 tane vektor igin Iz(n) izometriler grubuna gore denklik
probleminin ¢6ziimii, M. Berger’in 1987 yilinda yayinlanan kitabinda [5] verilmistir.

M. Karatas, [16] yiiksek lisans tezinde n —boyutlu Oklid geometrisinde noktalarin
invaryantlarini bulma problemini incelemistir. G. Kaya [17] yiiksek lisans tezinde, O(n) ve
Iz(n) gruplari igin noktalar sisteminin denklik problemini ¢6zmiistiir.

R. Hofer’de Reel Geometrilerde m tane noktanin invaryantlarini bulma ile ugrasmis
ve bu noktalarin yoriingelerini, Gram matrisler ve daha baska denklikler yardimiyla ifade
etmistir.

1988’de D. Khadjiev ve R. Apirov’un [3] makalesinde G —invaryant rasyonel
fonksiyonlardan olusan cismin iiretegleri problemini G = O(n) ve G = Iz(n) gruplari i¢in
¢Ozmiistiir.

4. tip dogru invaryant teorinin incelenecek yapisi olmadigindan dolayr 4. tip
dogrulardan olusan ailenin denklik problemi invaryantlar teorisi disinda kaldi. Diferansiyel
geometride sadece tek bir egri inceleniyor, egriler ailesinin denklik problemi incelenmiyor.
Bundan dolay1 4. tip dogrulardan olusan ailenin denklik problemi klasik diferansiyel
geometride de incelenmemis bir problemdir. Parametrik egriler ailesinin O(n) ve Iz(n)
gruplarina gore denklik problemi, D. Khadjiev’in [18] kitabinda incelendi ve ¢oziildii.

Tezde n —boyutlu Oklid uzayinda noktalar, 2. tip ve 4. tip dogrulardan olusan ailenin
O(n) ve Iz(n) gruplarma gore denklik problemi incelendi. Noktalar, 2. tip ve 4. tip
dogrulardan olusan ailenin O(n) ve Iz(n) gruplarina gore denklik problemi, Sadece
noktalar ve 4. tip dogrulardan olusan ailenin O(n) ve [z(n) gruplarina gore denklik
problemine indirgendi.

Klasik  diferansiyel = geometride  egriler teorisinde, egrinin  invaryant
parametrizasyonlar: kullanilmigtir.  Oklid geometrisindeki egriler teorisinde, egrinin
invaryant parametrizasyonu, egrinin yay uzunlugu seklinde tanmimlanmistir ve
kullanilmistir. Egrinin invaryant parametrizasyonu, Psevdo-Oklid, centro-afin ve equi-afin
geometrilerde de tanimlanmistir ve kullanilmistir ([4, 19, 28, 29, 30]). Egri invaryant
parametrizsyonunun genel tanimi, D. Khadjiev’in [18] kitabinda verilmistir. Psevdo-Oklid
geometrisi icin egrinin invaryant parametrizasyonu Peksen, Khadjiev ve Oren’in [30]

makalesinde verilmistir.



Tezde 4. tip dogru i¢in egrinin invaryant parametrizasyonun benzeri olan kanonik
parametrik dogru tanimlandi. Kanonik parametrik dogrular kullanilarak, noktalar ve 4.tip
dogrulardan olusan ailenin polinomyal invaryanti tanimlandi. Noktalar ve 4.tip
dogrulardan olusan ailenin polinomyal invaryantlart halkasinin sonlu tretegli oldugu
gosterildi ve liretecler sayisina ait esitsizlik verildi.

Invaryant polinomlar halkasinin sonlu iiretecli olup-olmadig: invaryantlar teorisinin
eski ve temel problemlerinden biridir.

Invaryant teori alanindaki ¢alismalara 1850-1870 yillar1 arasinda baslanmustir. Bu
calismalarm temelinde, G-invaryant polinomlardan olusan R[x]% halkasinmn sonlu iiretecli
olup olmadiginin incelenmesi yer almistir. Bu problem ilk defa 1860’11 yillarda binary
formlart i¢in verilmistir (Gordan teoremi). 1900’de David Hilbert, Paris’teki uluslararasi
konferansta sundugu 23 problemden 14.’siinde, hangi G gruplari icin R[x]¢ invaryantlar
halkasmin sonlu iretegli oldugu problemini ortaya koymustur. Daha sonra 1962’de M.
Nagata, R[x]’nin, G’nin lineer reduktif olmasi kosulunda sonlu iiretecli oldugunu
gostermistir. Lineer reduktif olmayan G gruplari igin R[x]%’nin sonlu iiretecli
olabilmesinin sartlar1 da D. Khadjiev, F. Grosshans ve V. L. Popov’in ¢aligmalarinda

verilmistir.

Tezde bir veya iki tane 4. tip dogrudan olusan ailenin O (n) ve Iz(n) gruplarina gére

denklik problemi incelendi ve polinomyal invaryantlarinin tam sistemi bulundu.

1.2. Oklid Uzay

Bu boliimdeki tanim, teorem ve ornekler igin [1], [10], [12] ve [14]’teki kitaplar
kaynak olarak g6z oniine aldik. R reel sayilar cismi olsun.

Tanmm 1.2.1. E bir reel vektor uzay: olmak tizere bir ¢: E X E - R donilisiimii

i) Vx,y,z € EveVa € Rigin
px+y,2) = ox,2) + ¢y, 2),
p(ax,y) = ap(x,y).
i) ¢ simetrik form. Yani, Vx,y € E igin
p(x,y) = ¢y, x).
Iii) ¢ pozitif taniml. Yani, Vx € E igin
p(x,x)=0vep(x,x)=0ex=0.



aksiyomlarin1 sagliyorsa ¢:E X E = R donilisiimiine E de bir skaler (i¢) carpim denir.
(E, @) ikilisine ise bir i¢ ¢arpim uzayi denir.
Ornek 1.2.2. R™ toplama ve skalerle carpma islemi sirasi ile su sekilde tanimlansin.

Vx = (X1, %2, e, %), Y = V1, V2, ., Vn) € R* ve VA € R igin

+: R*" X R*" — R
X +y = (xlle' '"Ixn) + (yllyZI ""yn) = (X1 +y11x2 +y21 v X +yn)
RXR"—R
Ax = (Axy, Axy, ..., Axy)

Bu sekilde tanimlanan toplama ve skalerle ¢arpma islemleri altinda n —boyutlu R"

reel vektor uzayini goz oniine alalim. R™’de tanimlanan

(,)R"XR*"— R
n

(6 y) = (1 yh= )

i=1

standart i¢ ¢arpim doniisiimii i¢ carpim aksiyomlarini saglar. Boylece R™ sonlu boyutlu bir
i¢ carpim uzayidir.

Tanim 1.2.3. Sonlu boyutlu i¢ carpim uzayma Oklid Uzay1 denir.

Ornek 1.2.2°de tammlanan (x,y): = YI-; x;y; standart i¢ ¢arpim doniisiimii ile R
bir Oklid uzayidur.

Tanim 1.2.4. E i¢ carpim uzayinda x € E i¢in

llxll: = v/ {x, x)

sayisina x vektoriiniin normu (uzunlugu) denir.

(x,x) = 0 oldugundan +/(x,x) tanimlidir. Biz bu saymin negatif olmayan degerini
alacagiz.

Onerme 1.2.5. (Cauchy-Schwarz Esitsizligi) Vx,y € E igin

) 1| < lixllllyll
i) ¢,y = lxllllyll © x ile y lineer bagimlidir.



Onerme 1.2.6. (Norm Aksiyomlari) E i¢ ¢arpim uzayinda tanimlanan ||x|| = /{x, x)
ifadesi agsagidakileri gergekler:

Vx,y € E ve VA € Rigin,

) lxll=z0vellx|| =0 & x=0.
i) [lAx]l = 12[llx]l.

i) e+ yll < llxll + llyll.

Tamm 1.2.7. ||x|| = 1 ise x vektoriine birim vektor denir.
Tamm 1.2.8. E i¢ carpim uzayida x ve y sifirdan farkli iki vektor olsun. x ile y

vektorleri arasindaki a1,

_ oy
vl

ile tanimlanir.

Tanmim 1.2.9. E i¢ ¢arpim uzayinda x ve y iki vektor olsun. Eger, (x,y) = 0 ise x ve
y vektorlerine ortogonal (dik) vektorler denir ve x L y bigiminde yazilir.

Tamim 1.2.10. E i¢ ¢arpim uzayinda k tane vektérden olusan {xq, x5, ..., x; } vektor
sistemi verilsin. Eger Vi,j=1,2,..,k icin, i#j olmak iizere, (x;x;)=0 Iise
{x1, x5, ..., x; } sistemine ortogonal sistem denir.

Tanmmm 1.2.11. {x,x,, ..., xx} € E vektor sistemi verilsin. A, 4,, ..., 4, € R olmak

uzere,
k
/11x1 + )lzxz + -+ lkxk = z lixi
i=1
vektoriine x4, X5, ..., Xj vektorlerinin lineer toplami (lineer birlesimi) denir.
Tanim 1.2.12. {x;,x,, ..., x;} € Eolsun. ;; € R, i = 1,2, ..., k igin
/11x1 + Azxz + - +/1kxk =0 iken Al = /12 = e = Ak =0

ise {xq, x5, ..., X } Sistemine lineer bagimsizdir denir.
Teorem 1.2.13. {xy,x,,..,x,} € E ortogonal ve i=1,..,k i¢in x; # 0 olan

sistemse {x;, X5, ..., X; } lineer bagimsizdir.



Tanmm 1.2.14. {x;, x5, ..., x;} € E sistemi verilsin. i,j = 1, ..., k igin

(xi, %)) = 8 = {éi ;j
ise bu sisteme, ortonormal sistem denir.

Teorem 1.2.15. Keyfi Oklid uzayinda ortonormal taban mevcuttur.

Teorem 1.2.16. Sonlu boyutlu uzayda, keyfi ortonormal sistem, ortonormal tabana
kadar genisletilebilir.

Sonug 1.2.17. n-boyutlu keyfi Oklid uzay1 R™’ye izomorftur.

1.3. Iz(n) ve O(n) Gruplari

Bu béliimdeki tanim, teorem ve ornekler igin [1], [10], [12], [13], [14], [16] ve
[17]’deki kaynaklar1 g6z oniine aldik.
Tanim 1.3.1. X bostan farkli bir kiime ve

d:XxXX->R
fonksiyonu asagidaki sartlar1 saglasin.

i) Vx,yeXicgind(x,y)=0ved(x,y) =0 x=y.
i) Vx,y€Xicind(x,y) =d(y,x).
i) Vx,y,z€ Xi¢ind(x,y) < d(x,z) + d(z,v) (Uggen Esitsizligi).

Bu taktirde dfonksiyonuna X de bir metrik ve (X, d) ikilisine ise bir metrik uzay denir.

Ornek 1.3.2. R® Oklid uzaymda Vx,y € R™; x = (X1, ..., X,) V&€ ¥V = (V1 eee) Yn)

icin, d(x,y) = |[x —y|| = \/Z?=1(xi — y;)? ise d fonksiyonu R™’de bir metriktir.
Sonug¢ 1.3.3. (R™, d) bir metrik uzaydir.
Tamm 1.3.4. R" Oklid uzayinda x,y € R™ vektorleri verilsin

d(x,y) = llx =yl

reel sayisina x ve y vektorleri arasindaki uzaklik denir.



Tamm 1.3.5. (X, d) bir metrik uzay olsun. F: X — X doniisiimii Vx,y € X igin

d(F(x),F(y)) = d(x,y)

kosulunu sagliyor ise F doniisiimiine X metrik uzayinda bir izometri denir.
Ornek 1.3.6.

1)  R"™ uzayinda keyfi bir a € R"sabit vektoriinii alalim.
T,:R" > R"

dontisimii T,(x) = x + a seklinde tanimlansin. Bu doniisime R™’de bir Gteleme
doniistimii denir. Keyfi 6teleme doniistimii R™’de bir izometridir.

2) R?uzayinda Dg: R? > R? dénme déniisiimii, x = (xy, x,) olmak iizere,
Dg(x) = (x,cos6 — x,5in6, x,sin6 + x,cos0)

seklinde tanimlanir. R?’de dénme doniisiimii bir izometridir.
3) R"uzayinda I: R™ - R", I(x) = x birim doniisiimii izometridir.

Not 1.3.7. R" uzayinda tanimli tiim izomerilerin kiimesini [z(n) ile gosterelim.

Yani,

I1z(n) = {F:R™ - R"|F bir izometri}
dir.

Onerme 1.3.8. F;, F, € Iz(n) ise F; ve F, doniisiimlerinin bileskesi F; o F, € Iz(n)
dir.

Onerme 1.3.9. (Iz(n),c) fonksiyonlarin bileske islemine gore birimli bir yari
gruptur, yani bir monoidtir.

Onerme 1.3.10. Keyfi F: R"® — R" izometrisi birebirdir.

Tanmm 1.3.11. V ve W iki vektdr uzayr ve L:V - W doéniisimii Vx,y €V ve
Va € Rigin

1) L(x+y)=L(x)+L().
i)  L(ax) = aL(x).

kosullarini gergekliyorsa L: V — W doniisiimiine bir lineer doniisiim denir.



Ornek 1.3.12.

1)  R"™ uzayindaki birim doniisiim bir lineer déniistimdiir.

2)  R? uzayindaki dénme doniisiimii bir lineer doéniisiimdiir.

Tanmim 1.3.13. F: R" — R" doniisiimii hem lineer hem de bir izometri ise F’ye bir

lineer izometri denir. R™’deki tiim lineer izometrilerinin kiimesi;
Liz(n) = {F:R™ — R" |F bir lineer izometri}

ile gosterilir.

Ornek 1.3.14. R? uzaymdaki donme doniisiimii bir lineer izometridir.

Onerme 1.3.15. F;, F, € LIz(n) ise F; o F, € LIz(n) dir.

Onerme 1.3.16. (LIz(n),°) fonksiyonlarin bileske islemine gore bir monoidtir.

Sonug 1.3.17. (LIz(n),°), (I1z(n),°) monoidinin bir alt monoididir.

Onerme 1.3.18. F: R® — R™ doniisiimii birebir ve lineer ise F ortendir.

Sonuc 1.3.19. Keyfi F: R™ — R" lineer izometrisi ortendir.

Sonu¢ 1.3.20. Keyfi F:R™ — R" lineer izometrisinin F~! tersi mevcuttur ve
F~1°de lineer izometridir.

Sonug 1.3.21. (LI1z(n),°) bir gruptur.

Not 1.3.22. R™’deki tiim 6telemeler kiimesini Tr(n) ile gosterelim.

Onerme 1.3.23. (Tr(n),°) doniisiimlerin bileske islemine gore degismeli bir gruptur.

Onerme 1.3.24. T,: R™ -» R", T,(x) = x + a otelemesinin lineer izometri olmasi
icin gerek ve yeter kosul a = 0 olmasidir.

Sonug 1.3.25. I, R™ uzayinda birim doniisiim olmak tizere Tr(n) N Liz(n) = {I} dir.

Onerme 1.3.26. Keyfi 6teleme 6rtendir.

Tamm 1.3.27. F: R" — R" doniisimii Vx,y € R™ igin

(F(),F(y)) = (x, y)

kosulunu sagliyor ise F doniisiimiine bir ortogonal doniisiim denir.
Not 1.3.28. R™’deki tiim ortogonal doniisiimler kiimesini O (n) ile gosterelim.

Teorem 1.3.29. F: R"™ — R" doniisiimii i¢in asagidaki kosullar denktir.

i)  F ortogonal doniisiimdiir.

i) F lineer izometridir.
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iii) F izometri ve F(0) = 0 dur.

Sonug 1.3.30. Lineer izometriler grubu, ortogonal doniisiimler grubu ile ¢akigiktir.

Teorem 1.3.31. Keyfi F: R" — R™ izometrisi igin F = T,°C olacak sekilde tek tiirlii
T, € Tr(n) ve tek tiirlii C € O(n) doniistimleri vardir.

Sonu¢ 1.3.32. Keyfi F:R"™ — R" izometrisinin F~1 tersi mevcuttur ve F~1’de
izometridir.

Sonug 1.3.33. (I1z(n),°) bir gruptur.

Onerme 1.3.34. Iz(n) grubu

Iz(n) ={F:R" - R F(x) =g(x)+b,g €0(n),b € R"}

seklindedir.

Onerme 1.3.35. F € 0(n) ve {ej,e,,..,e,}, R™’de bir ortonormal sistem ise
{F(e1),F(ey),..., F(ey)} de bir ortonormal sistemdir.

Onerme 1.3.36. F, R™’de bir lineer doniisiim olsun. Eger, R™’deki bir {eq, e5, ..., e}
ortonormal taban i¢in {F(e,),F(e,),..,F(e,)} ortonormal sistem ise F ortogonal
doniistimudir.

Tamm 1.3.37. A = (aif)nxn bir matris olsun. Eger, AAT = ATA = I ise A matrisine
ortogonal matris denir.

Onerme 1.3.38. R™ nin keyfi ortonormal sistemleri {e,, ..., e,,} ve {fi, ..., f,} olmak

tizere, F(e;) = f; (i = 1, ...,n) olacak sekilde tek F ortogonal doniisiimii mevcuttur.

1.4. Bir Grubun Bir Kiime Uzerindeki Etkisi

Bu boéliimdeki tanim, teorem ve Ornekler igin [16], [17], [23], [25] ve [33]’teki
kaynaklar1 g6z oniine aldik.
Tanmm 1.4.1. (G,") bir grup, X bir kime ve G X X = {(g,x): g € G,xeX} olmak

lizere @: G X X — X doniisiimii verilsin. Eger,
i)  Vg1,9, € GveVx € X igin

©(g1° g2, %) = 9(g1, (g2, X))
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i) e € G birimeleman ve Vx € X igin

ple,x) =x

ise @ doniisimiine G grubunun X kiimesi lizerindeki etkisi denir ve bu etki G:X ile
gosterilir. ¢(g, x) ifadesini gx ile gosterelim.

Ornek 1.4.2.

1) X = Rreel sayilar cismi ve G = R* = R — {0} olsun. (R*,) reel sayilardaki
carpma islemine gore gruptur. G:X = R™:R etkisini g € R* reel sayisinin x € R reel

sayisli ile ¢arpimi olarak alalim. Yani,

p:R* xR — R
(9,x) » o(g,x) = gx

olarak tanimlansin. Bu bir etkidir. Ciinkii,

i) p(91,9(92,%)) = 91(92%) = (9192)x = 9(9192, %), Vg1, 92 € R" ve Vx € R;
i) o(1,x) =1x = x, Vx € Rve 1 € R* birim eleman,

dir.

2) X =R?% = {(x1,%,):x1,x, ER} = {(2) X1, X, € R} ve G=002)=

{A = (CCL Z) : A ortogonal matris; a,b,c,d € [R{} ikinci mertebeden ortogonal matrisler

kiimesini alahm. G = 0(2) kiimesi, matrislerin ¢arpma iglemine gore gruptur. G = 0(2)

grubunun X = R? kiimesi iizerindeki G: X = 0(2): R? etkisini, g = (Ccl Z) ve x = (Xl)

olmak iizere,

:0(2) X R? — R?
(g,x) » @(g,x) = gx

ile yani g matrisinin x siitun matrisi ile ¢arpimi olarak tanimlayalim. Bu bir etkidir.

Gergekten,

) Vg, = (Ccl Z),gz = (; Z) € 0(2) ve Vx € R? igin,
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0(91,0(g2,0)) =9 <(? Z) : (; {l) (2)) =@ <(Ccl Z)(;);l :ZZ))

_ ((ae +bg)x; + (af + bh)x,\ _ (ae+bg af + bh\ x;
B ((ce +dg)x; + (cf + dh)x2> (ce +dg cf + dh) (xz)

=@ 2) (Z D (4) = 9102% = 9(9192,)

1 0
0 1

ot =(5 ()= (=

i) Vx eR?vel = ( ) € 0(2) birim elemani igin,

dir.
X1
3) X =R" ={(xq, e, Xp): X1, o, Xp ER} = < : ):xl, O = R} ve
xn
A1 0 Qi
G=0n)=4=| : : ):Aortogonal matris; a;; € R;i,j =1,..,n
Ap1 = Qpn

n —inci mertebeden ortogonal matrisler kiimesini alalim. G = 0(n) kiimesi, matrislerin

carpma islemine goére gruptur. G = O(n) grubunun X = R™ kiimesi lizerindeki G: X =

a1 vt Qan X1
0(n): R" etkisini, g = < P )ve X = ( : )olmak iizere,

ap1  °° Qpn Xn

@:0(n) X R* — R"
(9,x) =» (g, x) = gx

ile yani g matrisinin x siitun matrisi ile ¢arpimi1 olarak tanimlayalim. Bu bir etkidir.

4) X =R"X ..XR"={(x,..,xp):x; ER"i=1,..,m} ve G=0(n)=
i1 vt Qi

A= < : : >:A ortogonal matris; a;; € R;i,j =1,..,n n —inci
Anp1 Qun

mertebeden ortogonal matrisler kiimesini alalim. G = O(n) grubunun X = R™ X ... x R"

ai1 ot Qun
kiimesi iizerindeki G:X = 0(n):X etkisini g = : Pl ove x = (xq, ., X)
an1  *° Qun

olmak tizere,

p:0(n) xX — X
(g,X) = QD(g»x) =gx = g(xlr "'rxm) = (gxl' ""gxm)



13

olarak tanimlayalim. Bu bir etkidir.

Gergekten,

) Vgi,9, E0(n) ve Vx = (Xq,...,Xp) EX =R" X ..XR" alalim. 0(n)
grup oldugundan g, g, € O(n) dir. Buna gore,

©(g192.x) = ((9192)%1, -, (9192)%m) = (91(g2X1), -, 91(G2%m))
= g1(g2X1, o) G2Xm) = gl(gz(xlr ---rxm)) = (P(gpfp(gz'x))

i) Vx = (X, .., Xp) €EX = R" X ... X R" ve | € 0(n) birim eleman igin,

oI, x) =10xq, o, X) = X, oo, IX) = (X1, 0 X)) = X

dir.
X1

5) X =]R§"={(x1,...,xn):xiE]R,izl,...,n}z{(5
xn

>:x1,...,an]R{

kiimesini ve G =1Iz(n) ={F:R" > R™: F(x) = g(x) + b,g € 0(n),b € R"} grubunu
alahm. G =1z(n) grubunun X = R™ kiimesi tizerindeki G:X = Iz(n): R™ etkisini,

g €0(n), b € R"ve x = (x4, ..., X;n) olmak lizere,

@:1z(n) X R — R"
(F,x) » o(F,x) =Fx=gx+b

ile tanimlayalim. Bu bir etkidir.

1.5. Noktalar Sisteminin G —Denkligi ve G —Yoriingesi

Bu boliimdeki tanim, teorem ve 6rnekler igin [16], [17], [32] ve [33] teki kaynaklar1
g0z Oniine aldik.

Tamm 1.5.1. X bir kiime, G bir grup ve G: X etkisi verilmis olsun. Eger x,y € X i¢in
y = g - x olacak sekilde g € G varsa x ve y elemanlar1 G —denk’tir denir ve x £ y

seklinde gosterilir.
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Ornek 1.5.2. G = {—1,1} grubunun X = R iizerindeki
@(g,x) = gx

etkisini alalim. Bu etkiye gore 2 £ 2 dir. Clnki, x =2 ve y=—2 i¢in 2 = (—1)2 ve
—1 € G dir. Fakat 2 ve 3 sayilar1 3 # (+1)2 oldugundan G —denk degildir.

Onerme 1.5.3. G grubunun bir X kiimesi iizerindeki etkisi verilmis olsun. Bu taktirde

Vx,y € X igin x £ y bir denklik bagintisidir.
Tanim 1.5.4. {x,...,xn} Ve {y1, ..., ¥m}, R™’de iki vektor sistemi, G bir grup ve
G: R" etkisi verilmis olsun. Eger Vi = 1,2, ..., m i¢in y; = gx; olacak sekilde g € G varsa

{x1, ., X} ve  {yiy..,ym} sistemlerine G —denk  sistemler  denir  ve

{x1, s X} £ {1, -, Y} ile gosterilir.

Onerme 1.5.5. {x, ..., X} V& {y1, ..., ¥}, R™de iki vektor sistemi, G bir grup ve
G:R™ etkisi verilmis olsun. Bu taktirde {x;, ..., x,,} £ {y1, -, Y} bir denklik bagintisidur.

Tammm 1.5.6. G bir grup, H € X ve G:X etkisi verilmis olsun. Eger Vh € H ve
Vg € G icin gh € H ise H c X altkiimesine G —invaryant alt kiime denir.

Bu tanimda H olarak H = {x,} € X alindiginda Vg € G i¢in gx, = x, ise X,
noktasina G —invaryant nokta denir.

Tamm 1.5.7. G bir grup, x € X ve G: X etkisi verilmis olsun.
Gx ={g-x:g € G}

kiimesine x noktasinin G —ydriingesi denir.

Ornek 1.58. G ={-1,1}, X = R ve Omek 1.5.2°deki G:R etkisini alalim. Bir
x € R noktasinin G —yoriingesi Gx = {+x: x € R} seklindedir.

Onerme 1.5.9. G: X etkisi verilmis olsun. Keyfi x € X elemaninin G —y&riingesi bir
G —invaryant alt kiimedir.

Onerme 1.5.10. G: X etkisi verilmis olsun. Keyfi x € X elemaninin G —ydriingesi
Gx olmak lizere Gx in kendisinden farkli G —invaryant alt kiimesi yoktur.

Sonug 1.5.11. Keyfi a € Gx i¢in Ga = Gx dir.

Onerme 1.5.12. G bir grup ve G:X etkisi verilmis olsun. x,y € X (x # y)
noktalarin yoriingeleri Gx ve Gy olmak iizere Gx N Gy # @ ise Gx = Gy dir. Bagka bir
ifadeyle Gx # Gy ise Gx N Gy = @ dir.
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1.6. G —invaryant Fonksiyonlar

Bu boliimdeki tanim, teorem ve Ornekler igin [16], [17], [23], [25] ve [33]’teki
kaynaklar1 g6z Oniine aldik.

Tamm 1.6.1. X kiimesi, G grubu ve G: X etkisi verilmis olsun. f: X = R olmak iizere
Vg € GveVx € Xicin f(g - x) = f(x) ise f fonksiyonuna G —invaryant fonksiyon denir.

Ornek 1.6.2.

1) G ={-1,1}, X =R ve Omek 1.5.2°deki G:R etkisini alalim. f(x) = x?

fonksiyonu, Vx € R igin

f-x)=f(),
f((-D - x) = (—x)? =x? = f(x)

kosullarin1 sagladigindan G —invaryant fonksiyondur. Fakat f(x) = x3 fonksiyonu bir

G —invaryant fonksiyon degildir. Ciinkii

f((=Dx) = (=x)* = =x* # f (%)

dir.
2) X =R% X R? = {(x1,%,): x4, X, € R?}, G=1z2)={F:R" ->
R"™: F(x) = h(x) + b,h € 0(2),b € R?} ve Ornek 1.4.2 (5)’teki 1z(2): R? x R? etkisini

alalim. f: X — R fonksiyonu f(xq,x;) = [|x; — x,|| ile verilsin. Vg € G igin,

f(Fxy, Fx3) = |[Fxy — Fxoll = ||(gx1 + b) — (gxz + b)|| = |lgx, — gx.||
= |lg(xy —x)|l = llxy — %20l = f(x1, x2)

oldugundan f (x4, x,) = |[x; — x5, ||, bir G —invaryant fonksiyondur.
Tamim 1.6.3. X kiimesi, G grubu ve G: X etkisi verilmis olsun. C = {f;:i =1, ..., k}

bir G —invaryant fonksiyonlar sistemi olsun. X kiimesinin x ve y elemanlar1 igin f;(x) =

fiy) (i=1,..,k)ikenx £ y ise C sistemine G —invaryant fonksiyonlarin bir tam sistemi
denir.

G —invaryant fonksiyonlarin tam sistemine 6rnek, Ornek 1.7.1.7°de verilecektir.
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Tamm 1.6.4. K bir kiime olsun ve K iizerinde toplama, ¢carpma ve reel sayilarla

carpim islemleri tanimlansin. Eger

1) (K,+,) halka.
i) (K,+,1-) Riizerinde vektor uzayu.
i) Vx,yeKveVAeERIgnA-(x-y)=A-x)-y=x-(1-y).

ise {K,+,,1-, A1 € R} sistemine bir R —cebir denir.

Ornek 1.6.5. + ve - R’deki dogal islemler olmak iizere, {R,+,,1-,1 € R} bir
R —cebirdir.

Ornek 1.6.6. Katsayilar1 R’den olan tiim bir bilinmeyenli polinomlar halkasini R[x]
ile gosterelim. Bu durumda, +, -, ve A- sirasiyla R[x]’deki polinomlarin toplamasi,
polinomlarin c¢arpmast ve bir polinom ile bir reel saymin carpilmasi olmak iizere
{R[x], +,, 4,4 € R} bir R —cebirdir.

Ornek 1.6.7. Katsayilar1 R’den olan tiim m bilinmeyenli polinomlar halkas:
R[x4, ..., x| oOlsun. Bu durumda, +, -, ve A- sirasiyla R[xy, ..., X;,]’deki polinomlarin
toplamasi, polinomlarin ¢arpmasi ve bir polinom ile bir reel saymin g¢arpilmasi olmak
tizere {R[x4, ..., X;n], +,, 4 -, 4 € R}bir R —cebirdir.

Not 1.6.8. G bir grup ve bir G:R etkisi verilmis olsun. Tiim bir bilinmeyenli
G —invaryant polinomlarm kiimesini R[x]¢ ile gosterelim. Ayrica, G: R" etkisi verilmek
lizere, katsayilart R’den olan tim m bilinmeyenli G —invaryant polinomlar kiimesini
R[xq, ..., X, |¢ ile gosterelim.

Onerme 1.6.9. G bir grup, bir G: R™ etkisi verilmis ve x £ y olsun. Bu taktirde,
Vf € R[x]% igin f(x) = f(y) dir.

Tamm 1.6.10. {K,+,, 4,1 € R} bir R —cebir ve K; c K olsun. {K;,+,,1-,1 € R}
bir R —cebir ise K; alt kiimesine K ’nin bir R —alt cebiri denir.

Onerme 1.6.11. G bir grup, bir G:R etkisi verilmis olsun. R[x]¢, R[x]’nin bir
R —alt cebiridir.

Onerme 1.6.12. G bir grup, bir G:R" etkisi verilmis olsun. R[xy, ..., %n]%,
R[x4, ..., X, ] ’nin bir R —alt cebiridir.

Onerme 1.6.13. {K,+,,1-,1 € R} bir R —cebir ve {K;:T €T}, K nmn R —alt

cebirlerinin bir ailesi olsun. Bu taktirde, N,¢r K; bir R —alt cebirdir.
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Not 1.6.14. {K,+,,A-,1 € R} bir R —cebir ve S c K olsun. K, lar S’yi kapsayan
K’nin R —alt cebirleri olmak iizere, Ngck, K; R —alt cebirini [S]g seklinde gosterelim.
S’yi kapsayan en az bir tane K’ nin R —alt cebir vardir bu ise K ’nin kendisidir.

Tanmim 1.6.15. {K, +,,1-,1 € R} bir R —cebir ve S c K olsun. [S]g = K ise S’ye
K’nin {ireteg sistemi denir.

Ornek 1.6.16. K = R[x] olsun. S = {1, x} alalim. Burada 1, K ’nin birimidir.
[SIg = {ag + a1x + ayx* + -+ apx™a; ER,i =1,2,...,n}

olup [S]g = K dur.
Ornek 1.6.17. K = R[x] olsun. S = {x} alalim.

[SIg = {a1x + axx? + -+ apx™a; ER,i = 1,2,...,n}

olup [S]g # K dur.
Ornek 1.6.18. K = R[x, ..., x,,] olsun. S = {1, x4, ..., x,,} almirsa [S]g = K olur.

1.7. Noktalar Sistemi I¢in O(n) ve Iz(n) Denklik Problemleri

Bu boliim [17] ve [33]’ten alinmustir.

1.7.1. Noktalar Sistemi icin 0(n) — Denklik Problemi

Bu béliimde, 0(n): R™ etkisini Ornek 1.4.2 (3)’teki gibi alalim.
Tamm 1.7.1.1. O(n) ortogonal dontisiimler grubu ve O(n): X etkisi verilmis olsun.
Katsayilart R’den olan tim m bilinmeyenli O(n) —invaryant polinomlar kiimesini

o(n)

R[xq1, .o\ X ] ile gosterelim.

Teorem 1.7.1.2. x4, x5, ..., X, ler R™’de bilinmeyen vektorler olsun. Bu taktirde,
(xl-,xj); l,] = 1,2, ...,m;i S]

sistemi, R[xq, x5, ..., xm]o(n) R —cebirinin iirete¢ sistemidir.
Tanmm 1.7.1.3. {x4,...,x} ve {y1, ..., ¥m}, R™’de iki nokta sistemi olsun. Eger

Vi=1,2,..,m igin y; = gx; olacak sekilde g € O(n) varsa {xq, ..., X;n} V& {V1, e, Vin}

0
nokta sistemlerine O(n) —denk denir ve {x, ..., X, } o {y1, -, Y} ile gosterilir.
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Teorem 1.7.1.4. {xq,...,xpn} Ve {y1, ..., ¥m}, R™"de iki vektor sistemi olsun. Bu

takdirde,
om) .. , .

X, xm} ~ Y ym S VL =1, ,mpi < Jicin (x;, X)) = (Vi V)
dir.

Ornek 1.7.1.5. R?’de {x;, x,} ve {y;, ¥,} noktalar sistemi i¢in

1) x; = (2,3),x, = (3,4) ve y; = (1,3), y, = (4,5) olarak alalim.
(xq,x1) =13, (y1,¥1) = 10 ve dolayisiyla (xq,x;) # (y;,y1) oldugundan {x;,x,} =

(23), G4} * Doy} = (13), (45)] dir.

2)  x1=1(23),x, =034 ve y; =(32),y, = (4,3) olarak alalim.
(x1,x1) = (Y1, ¥1) = 13, (X1, %2) = (y1,¥2) = 18, (x3,x2) = (¥2,¥2) = 25 oldugundan

0(2)
{le x2} = {(2'3)' (3'4)} ~ {yll 3’2} = {(312)1 (4‘;3)} drr.
Tamim 1.7.1.6. 0(n): R™ etkisini alalim. Bu etkiye gore tiim invaryant fonksiyonlari

alalm. C = {fi(x4, .., xp):i =1,...,k}, 0(n) invaryant fonksiyonlar sistemi olsun.

{xi, 0 Xmby 1o vm) dcin fi(xy, e xm) = iV eV (@ =1,..,k) iken

om) . . . ..
(X1, e, X}~ V1) e, Y} i858 C = {fi(Xg, o) X)) i = 1, ..., K} sistemine {xy, ..., %, } icin

O(n) invaryant fonksiyonlarmin tam sistemi denir.
Ornek 1.7.1.7. Teorem 1.7.1.4°ten C = {(x;, x;):i,j =1, ..., mi <j }, {x1, o, X}

icin O(n) grubuna gore invaryantlarin tam sistemidir.

1.7.2. Noktalar Sistemi i¢cin Iz(n) — Denklik Problemi

Bu béliimde, Iz(n): R™ etkisini Ornek 1.4.2 (5)’teki gibi alalim.
Tanmm 1.7.2.1. {xq,...,xn} Ve {¥1, ..., ym}, R™de iki nokta sistemi olsun. Eger

Vi=1,2,..,m igin y; = Fx; olacak sekilde F € Iz(n) varsa {xq, ..., Xm} V& {¥1, -, Vi }

I
nokta sistemlerine Iz(n) —denk denir ve {x;, ..., X,;,} 7 {y1, .., ym} ile gosterilir.

Teorem 1.7.2.2. {x1,...,x;m} V€ {y1, .., Vi), R™de iki vektor sistemi ve m > 1

olsun. Bu takdirde,
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I1z(n)
{le""xm} ~ {J’p---»J’m}
o(n)
A {xl X o Xm-1— Xmy O} ~ {yl ~Ymr - Vm-1 — Ym» 0}

o(n)
= {xl —Xmy ey Xm—1 xm} ~ {yl —Yms - Ym-1— ym}
dir.
Teorem 1.7.2.3. {xy, ..., X;u } V€ {y1, ..., ¥}, R™’de iki nokta sistemi ve m > 1 olsun.
Bu takdirde,

I1z(n) ..
i, xm} ~ Doy S @ — XX — X)) = Vi =YYy —Ymh Vi j=1,.m—1

dir.

1.8. Egrinin Tanimlari

Tamm 1.8.1. I = (a,b) € R olmak iizere x: I — R" siirekli doniisiimiine bir siirekli
parametrik egri (stirekli yol) denir.

1882°de C. Jordan, egri tanimini asagidaki gibi vermistir.

Tamim 1.8.2. (C. Jordan) I = (a,b) S R olmak iizere x: I — R" siirekli parametrik

egri olsun. Gor(x) ile R™’deki
{x(t):t € R}

kiimesini gosterelim. Gor(x) kiimesine egri (Jordan egrisi) denir.

1890°da Peano, x:1 —» R?, Gor(x) = {(a;,a,):0 <a; <1,0 < a, < 1} esitligini
saglayan Jordan egrisi 0rnegini vermistir. Bu 6rnek, egrinin geometrik tasviri ile yani, “eni
olmayan uzunluk” (Oklid) tanimiyla celismekteydi.

Bundan dolayr Tanim 1.8.1 ve Tanmim 1.8.2, diferansiyel geometride su sekilde
verilir.

Tammm 1.8.3. [ = (a,b) € R olmak {izere tiirevi mevcut ve tiirevi siirekli olan
x:1 - R™ doniisiimiine C* —parametrik egri (C* —yol) denir.

Tammm 1.84. [ = (a,b) € R olmak {iizere her mertebeden tiirevi mevcut olan

x:1 = R™ doniisiimiine C* —parametrik egri (C* —yol) denir.
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Tanm 1.8.5. x:1 - R™ bir C! —parametrik egri olmak iizere G6r(x) kiimesine
C! —egri (Jordan C! —egrisi) denir.

Matematik analizde, C! —egriler icin Peano 6rnegi benzerinin mevcut olmadig
gosterilmektedir.

Guggenheimer [11, s. 21]’de egrilerin G denklik tanimini verirken Tanim 1.8.5’i
kullanmastir.

1906’da M. Frechet egri tanimin1 asagidaki gibi vermistir.

Tamm 1.8.6. R™’de tanim kiimesi I; = (a,b) € R olan x(t) ve I, = (c,d) € R

olan y(t) C* —parametrik egriler verilmis olsun. Eger,

vr € I, igin ¢’ (1) > 0 ve y(r) = x(p(r))

olacak sekilde bir ¢:I; - I, C! —diffeomorfizmas1 mevcut ise x(t) ve y(t) parametrik
egrilerine C! —denk denir. C* —denk olan parametrik egriler ailesine egri (yonlii egri,
parametrik olmayan egri, 3. tip egri) denir. Bu ailedeki parametrik egriye 3. tip egrinin
parametrizasyonu denir.

Bu sekildeki tanim, Kiihnel’in [22, s.8] kitab1 ile Khadjiev ve Peksen’in [20, 28]
makalelerinde kullanilmistir. Bu tanima yakin olan siirekli egri (parametrik olmayan)

tanimi, Guggenheimer’in [11, s.2] kitabinda verilmistir.



2. YAPILAN CALISMALAR

Bu bolimde G grubu olarak O(n) ortogonal doéntisiimler grubunu veya Iz(n)

izometriler grubunu alacagiz.

2.1. Parametrik Dogru ve Dogru Kavramlari

Bu boliimde dogruya diferansiyel geometrideki egrinin 6zel hali olarak bakilacak ve
Bolim 1.8’de verilen diferansiyel geometrideki 3 farkli tanimi kullanilarak dogrunun 4
farkli tanimu1 verilecektir.

Tamm 2.1.1. Vt € R icin
D(t) =u+tv

olacak sekilde u € R™ ve v € R™ — {0} varsa D: R — R" siirekli doniisiimiine R™’de bir
parametrik dogru (1. tip dogru) denir.

Tamm 2.1.2. R™’de x(t) parametrik egrisi olarak D = u + tv parametrik dogrusunu
alalim. Gor(D) ile R™’deki

{fu+tv:t € R}

kiimesini gosterelim. Gor (D) Jordan egrisine R™’de goriintii dogru (2. tip dogru) denir.

Tamim 2.1.3. Parametrizasyonlar1 iginde D = u + tv parametrik dogrusu olan 3. tip
egriye 3. tip dogru (yonlii dogru) denir.

Bu tanim, dogrunun yeni bir tanimidir. Simdi 3. tip dogru tanimini kullanarak
dogrunun yeni bir tanimin1 daha verecegiz.

Tamm 2.1.4. R"’de D; = u, + tv,; ve D, = u, + tv, parametrik dogrular1 verilsin.
Eger, uy = u, ve v; = v, ise D; ve D, parametrik dogrularina ayni (esit) parametrik
dogrular denir ve D; = D, ile gosterilir.

Tamm 2.1.5. R"’de D; = u; + tv; ve D, = u, + sv, parametrik dogrulari olsunlar.
Eger, ¢: R — R donisimi ¢@(t) =ct+d, ce R—{0}, d € R ve D;(t) = D,(¢(t))

olacak sekilde mevcut ise D; ve D, parametrik dogrularina P —denk parametrik dogrular

: P oo
denir ve D; ~ D, ile gosterilir.
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Onerme 2.1.6. R"de D, =u; +tv; ve D, =u,+sv, parametrik dogrular

olsunlar.
D, EDZ & 3Jdc e R—{0}ve3dd € Roylekiu, =u, +dv, ve v, = cv,

dir.

ispat:=: D, £ D, olacak sckildle R™de D, =u, +tv, Ve D, =u, +sv,
parametrik dogrular olsun. Bu durumda ¢: R — R donisiimi ¢(t) =ct+d, ce R—
{0}, d € Rve D;(t) = D,(¢(t)) olacak sekilde mevcuttur. Buradan,

U +Htry =u, + (ct+d)vy, > uy +tvy =uy, +dv, +tcv,

dir. Tanim 2.1.4°ten, c € R — {0} ve d € R 6yle ki, v; = cv, Ve u; = u, + dv, dir.
<. R"de D =uy +tv; ve D, =u,+sv, parametrik dogrulari verilsin ve

dc € R — {0} ve 3d € R 6yle ki u; = u, + dv, ve v; = cv, olsun. Bu durumda,
Uy +tvy =u, +dvy, +tcvy, 2 uy +tv; = uy, + (et + d)v,

dir. Buradan, 3¢: R — R donisimii ¢(t) =ct+d, c € R—{0}, d € R i¢in Tanim
2.1.4°e gore D;(t) = D,(¢(t)) dir. Dolayistyla, Dy £ D, dir.m

Onerme 2.1.7. P —denk parametrik dogrular bagintis1 bir denklik bagimtisidir.

Ispat: P —denk parametrik dogrular bagmtisimin  denklik bagmtis1 oldugunu
gostermek i¢in yansima, simetri ve gegisme Ozelliklerini sagladigini gostermeliyiz. Simdi
bunlar1 gosterelim;

R™de D; = u; + tvy, D, = u, + sv, ve D3 = uz + qv; parametrik dogrular olsun.

i) D L D; dir. ¢: R — R, ¢(t) = t birim doniisiimiinii almak yeterlidir.

i) D, L D, olsun. D, L D; oldugunu gosterelim.

D, £ D, oldugundan, 3¢:R — R, ¢(t) =ct+d, c € R—{0}, d € R doniisiimii
mevcuttur 6yle ki D, (t) = Dz(q)(t)) dir.
@:R — R, ¢(t) = ct + d doniisiimii birebir ve 6rten oldugundan tersi mevcuttur ve

p 1(t) = %t — % seklindedir. Burada% € R — {0} ve —% € R dir. Buna gore,



23

D1(<P_1(t)) =D, (‘P(‘P_l(t))) = Dl(fp_l(t)) = D,(t) = D, z D,

dir.
P P P 9 ) .
i) Dy ~ D, ve D, ~ D3 olsun. D; ~ D3 oldugunu gosterelim.
D, L D, oldugundan, 3¢:R — R, ¢(t) =ct+d, c € R— {0}, d € R doniisimii

mevcuttur oyle ki

D,(t) = D, ((p(t))

ve
D, X D; oldugundan, FY:R > R, Y(s)=c's+d, ¢’ €R—{0}, d'€R

dontisiimii mevcuttur dyle ki
D,(s) = D3(¥(s))

dir. ¢: R — Rve : R — R oldugundan ¢ o ¢: R — R mevcut ve
Wep)t) =yY(ct+d)=c'ct+c'd+d

seklindedir ve ayrica ¢'c € R — {0} ve ¢'d + d' € R dir. O halde,

Dy () = D,(p(1)) = D3 (¥(9(1))) = Ds((W o @) (©) = Dy % Dy

dir.m
Tamm 2.1.8. P —denk parametrik dogrular ailesine dogru (parametrik olmayan

dogru) (4.tip dogru) denir ve bu
a:={D,:t € T,D,, P — denk dogrular}

seklinde gosterilir. Burada, D; ya a —dogrusunun parametrizasyonu denir.
Not 2.1.9. D(t) = u + tv, R™’de bir parametrik dogru olsun. D’yi kapsayan 4. tip «

dogrusunu [D]p seklinde gosterecegiz.
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Onerme 2.1.10. R"’de D; = u, + tv; ve D, = u, + sv, parametrik dogrular olsun.
Bu taktirde,

D, £ D, & Gor(D,) = Gor(D,)

dir.
Ispat: =: D, L D, olsun. Bu durumda ¢:R — R doniisimii ¢(t) = ct +d,
c € R—{0},d € Rve D;(t) = D,(p(t)) olacak sekilde mevcuttur. Buradan,

Gor(D,) € Gor(D,)

dir. D;(t) = D,(¢@(t)) esitliginden D,(s) = D;(¢~1(s)) olur. Burada, s = ¢(t) = ct +d

vet =@ 1(s) = %s - % dir. Buradan,

Gor(D,) € Gor(D,)

&: Gor(D;) = Gor(D,) olsun. Gor(D,) = Gor(D,) oldugundan t = 0 igin

Dl(O) =Uu € GOT(Dz) = U, = Dz(sl) = Uy + S1V>
olacak sekilde s; € R vardir. Benzer sekilde t = 1 i¢in

Dl(l) = u1 + Ul € GOT(Dz) = u1 + 171 = DZ(SZ) = uz + Szvz

olacak sekilde s, € R vardir. u; = u, + s,v, Ve uy + vy = u, + s,v, den
Vy = Uy + SV — Uy = Uy + SV, — Uy — 1V, = (S — 50,

bulunur. Gosterelim ki, s, —s; # 0 dir. Eger, s, —s; = 0 olsaydi s, =s; ve D;(0) =
D;(1) olurdu. Buradan u; =u; +v; ve v; =0 bulunur. Bu bir geliskidir. Ciinkii

parametrik dogrularda v; # 0 dir. Dolayisiyla s, — s; # 0 dir. Buradan,
Uy = Uy + 510, Ve vy = (S5 — S1) 1,

yani, D, L D, dir.m
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Sonug¢ 2.1.11. R™’de D; = uy + tv; ve D, = u, + sv, parametrik dogrular olsun.

Bu taktirde,
[D1]p = [D;]p & GOr(Dy) = Gor(D,)

dir.
ispat: =: [D,], = [D,]p olsun. O halde, D, ~ D, dir. Onerme 2.1.10°dan

Gor(Dy) = Gor(D,)

dir.

&: Gor(D,) = Gor(D,) olsun. Bu taktirde Onerme 2.1.10°dan D, ~ D, dir. Yani,
[D,]p = [D]p dir.m

Bu sonuca gore asagidaki tanimi verebiliriz.

Tamim 2.1.12. @, R™’de bir dogru ve D € a olsun. Gor(D) kiimesini Gor(a) ile
gosterelim.

Sonug 2.1.11°e gore GOr(a) kiimesi D € a se¢imine bagl degildir.

Sonug¢ 2.1.13.

1) R™de D = u + tv keyfi parametrik dogru ve a dogru olmak iizere,
Gor(a) =Gor(D) D e

dir.

2) R™de a ve f dogrular olmak iizere,
a=pf e Gor(a) = Gor(p)

dir.
Tamim 2.1.14. D = u + tv, R™’de parametrik dogru olsun. Eger,

(v,v) =1ve(u,v)=0

ise bu parametrik dogruya kanonik parametrik dogru denir.
Teorem 2.1.15. Keyfi @ dogrusunun kanonik parametrizasyonu mevcuttur. Yani,

D = u + tv olmak iizere (v, v) = 1 ve (u, v) = 0 olacak sekilde D € a mevcuttur.
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Ispat: D' = u' + tv’ seklinde parametrik dogru ve D' € a olsun. 3c € R — {0} ve
3d € R icin
v=cv' veu=u+dv’

vektorlerini goz Oniine alalim. (v,v) =1 ve (u,v) = 0 olacak sekilde 3c € R — {0} ve

3d € R sayilarini secelim:

1 1
(v,v) =(cv,cv') = W, v)=1>c% = >c=+
X v, v') V', v')

dir. v" # 0 oldugundan, (v',v") # 0 dir. Buna gore ¢ # 0 olur. Yani, ¢ € R — {0} dir.

(w,v) = +dv',cv') = {dv',cv') + (u',cv') = 0 = cd(v',v') + c(u',v') =0
0
= ¢ (d,v)+ W, v) =0=d,v)+W,v) =0

#0

(u',v")

d=—
= (v',v")

dir. v' # 0 oldugundan (v', v") # 0 dir. Buna gére d € R dir.

1 _ W)
o Ve d= W' ')

O halde, ¢ = + alinirsa,

v=cv'veu=u +dv',{(v,v)=1ve(u,v)=0

olur. Buradan D = u + tv olmak iizere D ~ D' dir. Dolayisiyla D € a dir.m

Teorem 2.1.16. Bir a dogrusu iginde sadece iki tane kanonik parametrik dogru
vardir. Bunlar, (v,v) =1 ve (u,v) =0 olmak iizere, Dy =u+tv ve D, =u—tv
seklindedir.

Ispat: Teorem 2.1.15’e gore (v,v) = 1 ve (u,v) = 0 olacak sekilde D; = u + tv,
D; € a vardir. Bu taktirde D, = u — tv parametrik dogrusu ve ¢:R — R, ¢(t) = —t
dontisimii i¢in D, = D, (¢(t)) dir. Yani, D, £ D, ve D, € a dir. Dolayisiyla D; = u + tv

ve D, = u — tv, a dogrusunda iki kanonik parametrik dogrudur.
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Simdi, D' =u' + tv’', @ dogrusunda kanonik parametrik dogru olsun. Buradan,
w,vYy=1ve(u',v')=0dm.

Dy, D,, D' € & oldugundan D, % D' ve D, ~ D’ dir.

D, £ oldugundan 3c € R — {0} ve 3d € R dyle ki cv’' = v ve u' + dv' = u du.

Buradan,

(v,v) =(cv,cv)=>c?W,v)=1=>c? =1=>c=+1
T/ T/

(u,v) =W +dv',cv')y=(dv',cv')+ WU, cv')=0=2cd (v, v')+ c(u',v')=0
0 1 0
=>cd=0=>d=0

bulunur. Yani, D, LD isec=+1ved =0 elde edilir. Buradan, D’ = u + tv dir. Yani,
D' = D, veya D' = D, olur.

Sonu¢ olarak, a dogrusunun sadece iki tane kanonik parametrik dogrusu
mevcuttur.m

Not 2.1.17. Bir a dogrusu ve @ dogrusunun bir kanonik parametrik dogrusu D = u +
tv ile verilsin. Bu durumda, D nin a dogrusunun kanonik parametrizasyonu oldugunu

{u, v}, ile gosterecegiz.

2.2. n —Boyutlu Oklid Uzayinda Parametrik Dogrularin 6 —Denklik Problemi

Tamm 2.2.1. R™ de {uy, ..., u;; vy, ..., U} Ve {ug, ..., u;; vy, ..., v} nokta sistemleri

verilsinvel > 1 olsun. Egeri = 1,...,lvej =1, ..,k i¢in,
u; = gu; + b ve vj = gv;

olacak sekilde bir g € O(n) ve bir b € R®™ mevcut ise {uq,..,u;vy, ..., v} Ve

{ui, ..., u;; vy, ..., vy} sistemlerine yart — Iz(n) (Izy(n)) —denk sistemler denir ve

IZy(n) ! ! ! 1A
{ug, . up vy, v~ {ug, e U U, e, Uk

ile gosterilir.

Onerme 2.2.2. [z, (n) —denk bagintis1 bir denklik bagntisidr.
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Ispat: Iz,,(n) —denk bagintisimin ~ denklik bagmtist oldugunu gdstermek igin
yansima, simetri ve gecisme Ozelliklerini sagladigini gostermeliyiz. Simdi bunlan
gosterelim;

R™de A = {uq, ..., u;; V1, .., Ui}, B = {ug, ..., up; vy, o, vt ve € = {uf, .., vfs o, vf
nokta sistemlerini alalim.

1zy(n)

1) A '~ Adir. Gergekten, i =1,...,lvej=1,..,kigin,
u; =Iu; + 0vev; = [y

. 1z (n) .
yazilabilir. I € O(n) ve 0 € R" oldugundan A '~ A dir.

B 1zy(n) 1zy(n) .
i) A ~ Bolsun.B '~ A oldugunu gosterelim.

1zy(n)

A '~ Boldugundan 3g € O(n) ve 3b € R"* 6yle ki, i = 1,...,lvej =1, ...,k igin,
u; = gu; + b ve vj = gv;

dir. Buna gore,
u=gu+b=2u-b=guy=>u =g W -b=>u=9g"u—g'b

ve
v =gv; 2> v; =g v

dir. Burada g € 0(n) ve b € R" oldugundan g~ € 0(n) ve g~'b € R" dir. O halde,

1zy(n)

~ Adir.

Izy(n) 1zy(n) 12y (n) ‘
iii) A ~ BveB '~ C(Colsun.A '~ C oldugunu gosterelim.

1zy(n)

A '~ Boldugundan 3g; € O(n) ve 3b; € R"* 6yle ki, i =1,...,lvej =1,..,k igin,
u; = g,u; + by ve v]f = g1v;

ve

1z,,(n)
Tc oldugundan 3g, € O(n) ve 3b, € R" dyleki, i =1,..,lvej=1,..,k icin,



29

u' = gyuj + b, ve vj' = g,v]
dir. Buna gore,

w;' = goui + b, = g,(g1u; + by) + by = gog1u; + goby + by
ve

vJ{, = 92'71{ = 92917

dlr Burada, 91,92 € O(n) ve bl’ bz € IRTL Oldugundan 9291 € O(Tl) ve gzbl + bz € Rn

dir. O halde, 4 %" ¢ dir.

Sonug olarak, 1z, (n) —denk bagmtisi bir denklik bagintisidir. m

Teorem 2.2.3. R™’de {uy, ..., u;; Vg, ..., U} Ve {u3, ..., u;; v, ..., v} nokta sistemleri
verilsin ve [ > 1 olsun.

IZy(n) I ! 1A !
{ug, .., up vy, v~ {wg, e up v, vl S

O(n) ! 1A 1A 1A ! !
{fug —wy, Wy —up vy, v~ U U e, U — UG VY, e, V)

dir.

. 1zy(n) .
Ispat: =: {uy,..,u;vq, .., 0} ~ {ug,...,u;vq, ..., v} olsun. Bu taktirde,

i=1,..,lvej=1,.. kigin

u;=gu; +b
v = gv;

olacak sekilde 3g € O(n) ve 3b € R* dir. Buradan,i =1,...,l—1vej =1, ..,k i¢in
ui —u = (gu; + b) — (gu + b) = gu; — g = g(u; — W)
dir. Dolayisiyla,

{ u—u=gu—-w) i=1.,1—-1
vjfzgvj j=1,..k
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dir. O halde, Tanim 1.7.1.3’ten

O(n) ! ! ! ! ! !
{fug —uy, oo, Wy — U Vg, V)~ U U e, U — U Vg, e, VRS

dir.
. . 0(n) 1 / / 1o 1 |
< {uy —up e, W — UG Vg, e, Ut~ {ug — Uy, e, wy—g — U Vg, -, vy oolsun,

Bu taktirde,

u—u=gu—w) i=1.,1—1
v]f = gv; j=1,..k

olacak sekilde 3g € 0(n) dir. u;, u; € R™ oldugundan ve g € O(n) bilindiginden dolay1

u; — gu; € R™ dir. O halde, b = u; — gu; olmak tizere, i = 1, ..., — 1 igin

14 I o__ _ I — ! ! —
-y =g —uw) =gy —guy >y —guy =u—gu;>u —gu, =b
b

dir. Dolayisiyla, i = 1, ...,lvej =1, ..., k igin

{ u; =gu; +b
v = gV

olacak sekilde 3g € O(n) ve 3b € R™ dir. Buradan

IZy(n) ! ! ! !
{ul,...,ul; vl,...,vk} ~ {ul,...,ul;vl,...,vk}

dir.m
Teorem 2.2.4. R™de {uy,..,u; vy, ..., v}, [ > 1, noktalar sistemi igin Iz,(n)

grubuna gore invaryantlarin tam sistemi
C={(w—uw—w)(w—w,v), (Vv 1<i<j<l-11<t<q<k}

dir.
Ispat: R™de {uy,..,u;vy, ..., v} ve {ul,.., uj;v;, ..., v} sistemleri verilsin ve

1<i<j<l-1,1<t<q<kign
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(w —w, uy —wy) = (U —ug, uf — up)

(up = uy, ve) = (uj — g, ve)
(vt' vq) = (U{L, Ué)

olsun. Bu esitliklerden Teorem 1.7.1.4°e gore

O(n) ! ! ! ! 1A !
{fug —uy, oo, Wy — UG Vg, L V)~ U — U e, W — UG VY, e, V)

dir. Buradan Teorem 2.2.3’e gore

Izy(n) ! ! ! 4
{ug, . up vy, v~ {wg, e up g, e, vgd
dir. Sonug¢ olarak {uy,...,u; vy, ..., vk} noktalar sistemi ic¢in Iz,(n) grubuna gore

invaryantlarin tam sistemi
C={(w—uw—w) (W —w,v), (Vv 1<i<j<l-11<t<q<k}

dir.m
Tanim 2.25. R™de i =1, ...,k i¢in D; = u; + tv; ve D] = u; + tv; olmak iizere
{D,, ..., Dy} ve {Dj, ..., Dy} parametrik dogrular sistemleri verilsin ve G < Iz(n) olsun.

Eger
D =gD;,(i=1,..,k)yani,u; +tv; = glu; + tv;), (i = 1, ..., k)

olacak sekilde bir g € G mevcut ise {D,...,D,} ve {Dji,...,Dy} parametrik dogrular
sistemlerine G —denk parametrik dogrular sistemleri denir ve {D;, ..., Dy} £ {Di, ..., Dy} ile
gosterilir.

Teorem 2.2.6. R™de i = 1, ...,k i¢in D; = u; + tv; ve D; = u; + tv; olmak iizere

{D,, ..., Dy} ve {Dj, ..., D}, } parametrik dogrular sistemleri verilsin.

om) __, o) _ , ,
{Dy,....,Di} ~ {Di,...,Dp} & {uy, ., U; V1, oo, Ui} ~ {UL, e, Up VY, oo, Vg }

dir.
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. o
Ispat:=: {D,,...,Dy} o {Di,...,D} olsun. Bu durumda 3Ig € O(n) Oyle ki
i=1,..,kicin

D = gD,
dir. Buna gore,

D/ =gD; = u;+tv; = g(u; +tv)) = u; + tv; = gu; + tgv;
olur. Buradan, Tanim 2.1.4°ten, i = 1, ..., k i¢in

I _

{ui = gu;
, —

Vi = gvi

. om) _ , . -
dir. O halde, Tanmim 1.7.1.3’ten {uy, ..., Uy; V1, ..., Vg } N {ui, ..., up; vy, ..., vy} dir.

o(n)
& {uy, o, W vy, o, U}~ {ug, e, Ugs v, -, g} Olsun. Bu durumda 3g € 0(n)

Oyleki, i =1, ...,k i¢gin

{ul{ = gu;
v = gv;
dir. Buradan,

uj + tv] = gu; + tgv; > u + tv; = g(w; + tv;) = D] = gD;

(0]
elde edilir. Yani, {Dy, .., D} > (D}, ..., DL} dir.m
Teorem 2.2.7. R™de i=1,..,k igin D; = u; +tv; olmak tlzere {Di,...,Dy}

parametrik dogrular sistemi i¢in O(n) grubuna gore invaryantlarin tam sistemi
C = {(uy W), (U ve), (Vv 1< i< j<k1<t<q<k}

dir.
Ispat: R™de i=1,..,k ig¢in D; =u; +tv; ve D] =u}+tv] olmak iizere
{D,, ..., Dy} ve {Dj, ..., D}, } parametrik dogrular sistemleri verilsin.

1<i<j<k1<t<q<kign
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(uy ) = (u;, u]f)
(uy, ve) = (uj, ve)
(v, vg) = (vg, 1)

olsun. Bu esitliklerden Teorem 1.7.1.4°e gore

o(n)
{ug, o U v, v}~ U, e, W VY, e, Vg

dir. Buradan Teorem 2.2.6’ya gore

om
{Dll""Dk} ~ {Dl""’Dk}

dir. Sonu¢ olarak {D,...,D,} parametrik dogrular sistemi i¢in O(n) grubuna gore

invaryantlarin tam sistemi
C = {(u, w) (uy,v), (Vv 1< i< j<k1<t<q<k}

dir.m
Teorem 2.28. R™de i =1, ..., k, k > 1, igin D; = u; + tv; ve D] = u; + tv; olmak

tizere {Dy, ..., Dy} ve {Dy, ..., D}, } parametrik dogrular sistemleri verilsin.

IZ(n) ! 1A Izy(n) ! ! ! !
{Dy,....,Dr} ~ {Di,....,D} & {uq, ., up; Vg, o, v}~ U, e, Wy Vg, o, Vg

dir.

. 12(n) .
ispat: =: {D,,.., D} ~ {D},..,D,} olsun. O halde, 3F € Iz(n) &yle ki, i =

1, ..,k igin

D! = FD;

l

dir. F € Iz(n) oldugundan F(x) = gx + b olacak sekilde, 3g € O(n) ve 3b € R" dur.

Buna gore, i = 1, ..., k i¢in

D! =FD; > u+tv] = F(u; + tvy) > u] +tv; = glu; +tv;) + b
=>u; +tv, = gu; + b + tgv;
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dir. Buradan, Tanim 2.1.4°ten, i = 1, ...,k igin 3g € O(n) ve 3b € R" dyle ki,

{ u; =gu; +b
v = gv;

1z,,(n)
. y R
dir. Yani, Tanim 2.2.1°den {uy, ..., U; vy, oo, U}~ {Uq, o, Ug; vy, .., vp 3 dir.

1z (n)
& {uy, U Vg, v}~ {ug, e, U Ve, -, g 3 Olsun. Bu durumda, 3g € 0(n)

ve 3b € R* oyle ki, i = 1, ..., k i¢in

{ u; =gu; +b
v = gV

dir. Buradan, F(x) = gx + b yani, F € Iz(n) olmak iizere,

u; +tv, = gu; +b+tgv, = u; +tv; = g(u; +tv)) + b
= u; +tv; = F(u; + tv;) = D; = FD;

dir. Sonug¢ olarak, 3IF € Iz(n) oyle ki, i=1,..,k i¢in D] =FD; dir. Yani,

1
Dy, .03 2 (pr, .., DL} dir.m

Teorem 2.2.9. R™’dei =1, ..., k, k > 1, igin D; = u; + tv; olmak tizere {Dy, ..., D}

parametrik dogrular sistemi igin /z(n) grubuna gore tam invaryantlar sistemi
C={(w —wewj —we), (U —wp, v, (W, s 1S i<j<k-11<t<q<k}

dir.

Ispat: Ispat, Teorem 2.2.4’iin ispatina benzer sekilde yapilir.m

2.3. n —Boyutlu Oklid Uzayinda Noktalar ve Parametrik Dogrular Ailesinin

G —Denklik Problemi

Tamm 2.3.1. Xy, ..., X, X1, ..., Xop € R™® ve R™de Dy, ...,Dy,Dyq,...,D;, i =1,...,k
icin D; =u;+tv; ve D] =u;+tv] seklinde parametrik dogrular olmak tizere
{x1, .., Xm, Dy, ..., D} ve {x1,...,%xp, D1, ..., Dy} sistemleri verilsin ve G < Iz(n) olsun.

Eger
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{x{ =gx; i=1,..,m
D} =gD; j=1,.k
olacak sekilde bir g € G mevcut ise {xi,..., %y, Dy, ..., D} ve {x1,...,%Xm, Dy, ..., D}

. . . . G .
sistemlerine G —denk sistemler denir ve {x, ..., X;,, Dy, ..., Dy} ~ {x1, .., Xy, D1, ..., Dy} ile
gosterilir.

Teorem 2.3.2. X4, ..., Xy X1, -, Xm € R™ ve R™’de Dy, ...,D, Dy, ...,D i =1,...,k

icin D; = u; + tv; ve D; = u; + tv; seklinde parametrik dogrular olsunlar. Bu taktirde,

O(n) ! ! 1A !
{x1, e, Xm, D1, ., D}~ {x1, ., X, D1, ..., Dy}

O(n) ! ! ! 1A ! 1A
S {X1, ey Xy Uy ooy Wi Ve, ey U~ {XL, e Xy UL,y woey Ups VY, ooy Vg )

dir.

. o(n)
ispat:=:  {x1, o, % Dy, ) D} ~ {xL, e X, DY, ., DL} olsun. Bu  durumda

dg € O(n) dylekii=1,..,mvej=1,..,kicin

{x{ = gXxi

J
dir. Buna gore, j = 1, ..., k i¢in
D/ = gD; = uj + tvj = g(u; + tv;) = uj + tvj = gu; + tgv

olur. Buradan, Tanim 2.1.4°ten, j = 1, ..., k igin

[ —
{uj = gy

! —
vj = gvj

dir. Buna gore, i = 1,...,mvej =1, ..,k i¢in

r_
xl_gxl
r_
uj = gu
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dir. O halde, Tanim 1.7.1.3’ten

O(n) ! ! 1A ! 1A !
(X1, o) Xy Uty oy g3 V1, oo U}~ (X, oo, Xy Ug,y ey Wp VY, oo, Vg )
dir.

O(n) ! ! ! 1A ! 1A
& X1, e Xy Uy ooy Wi Vg, vy Vet~ {X, ooy Xy Uy ooy U V1, -, Ui} OlSUN. Bu

durumda3g € O(n) oyleki,i =1,..,mvej=1,..,kigin

r_
Xi = gXx;
r_

U = gy
— .
v = gv;

dir. Buradan, j = 1, ..., k igin
w +tv) = gu; +tgy; S uj +ty) = g(uj + tvj) = Dj = gD;
elde edilir. Buna gore,

{x{ = gXi
Dj = gD

. . o(n) .
dir. Yani, {xy, ..., Xy, Dy, e, D}~ {X}, e, 2y, D}, .., DL} dir.m

Teorem 2.3.3. x4, ..., X, €E R®" ve R"de i =1, ...,k i¢in D; = u; + tv; parametrik
dogrular olmak tizere {xy, ..., %y, D1, ..., D} i¢in O(n) grubuna gore tam invaryantlar

sistemi

C = {{xg 2 ), Qo wy), (g, ), (6, ), (U3, 1), (U, Vg ); 1 S g S 7 <
1<i<j<kl1<t<q<k}
dir.
Ispat: Ispat, Teorem 2.2.7’nin ispatina benzer sekilde yapilir. m
Teorem 2.3.4. x4, ..., X, X1, -, Xm € R® ve R™de Dy, ...,D, Dy, ..., D i =1,...,k
icin D; =u; +tv; ve Dj =u;+tv; seklinde parametrik dogrular olmak iizere

{x1, ., Xm, D1, ..., D} ve {x1, ..., Xpn, D1, ..., D} } sistemleri verilsin.
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1z(n)
{x1, ., Xm, Dy, .., Dy}~ {x1, ... Xm, D1, ..., Dy}

1z,,(n)
. ¥ / ’ ' ! ! /
S X1, s Xy Ugy ooy U Ve, oo, U )~ {0, oo, Xy UL, we, Ups Vg, ey Uk )

dir.

. 1z(n)
Ispat: =: {xq,...,x, Dy, ..., D} i~ {x1, ..., Xm, D1, ..., D;.} olsun. O halde 3IF €

Iz(n) oyle ki, i =1,..,mvej=1,..,kigin

{x{ = Fx;
D! = FD

dir. F € Iz(n) oldugundan F(x) = gx + b olacak sekilde 3g € O(n) ve 3Ib € R™ dur.

Buna gore, i =1,...,mvej=1,..,kicin
xi =F(x;)) > x{ =gx;+b
ve

Dj =FD; = uj + tv; = F(y +ty) = uj +ty) = g(u; +tv;) +b

= u; + tvj = gu; + b + tgv;
dir. Buradan, Tanim 2.1.6°dan, j = 1, ..., k i¢in

{ u; =gu; +b
vj = gv;

dir. Buna gore, i = 1,...,mvej =1,..,k i¢in

x; =gx;+b
u =gu;+b
vj = gvj

dir. Yani, Tanim 2.2.1°den

IZy(n) ! ! li ! li !
{10, s Xy Uty oy U3 Vg, o, Uk}~ X0, ey Xy UL, woey, Ups VY, ooy Vi)
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dir.

1z,,(n)
. . ¥ ! 1 ' [ I
& {Xg, e, Xy Uy ooy W3 Vg, v, Vi)~ (X, ooy Xy Ug,y oo, U V1, -0, U} OlSUN. Bu

durumda, 3g € O(n) ve 3b € R" 6yle ki, i = 1,..,mvej =1,..,k icin

Xi =9gx;+b
w =gu+b
vj = gvj

dir. Buradan, F(x) = gx + b yani, F € Iz(n) olmak tizere,i = 1,..,mvej =1, ..., k i¢in
x; = gx; +b = Fx;
ve

1 r_ ! I _ ’ ’
uj+tvj—guj+b+tgvj:>uj+tvj—g(uj+tvj)+b:>uj+tvj

= F(u; +tv;) = D] = FD;

dir. Sonug olarak, 3F € Iz(n) oyle ki, i =1,...,mvej =1,..,k igin

{x{ = Fx;
D} = FD;

dir. Yani, {x,, ., X Dy, o, Dicd < {xl, o %, DY, .o, DL} dir.m

Sonug 2.3.5. xy, ..., Xp, X1, .., Xy € R® ve R™de Dy, ...,Dy,Dq,...,D, i =1,..,k
icin D; =u;+tv; ve D] =u;+tv] seklinde parametrik dogrular olmak tzere
{x1, ., Xm, D1, .., D} ve {x1, ..., Xpn, D1, ..., D} } sistemleri verilsin ve m > 1 olsun.

1z(n)
{x1, «,Xm, D1, .., Dy}~ {x1, ... Xm, D1, ..., D}

om)
S {1 — Xy oy X1 — X Uy — Xomy eoes Ug — X3 Vs o Uk ~ {1

! 14 ! 14 14 ! ! !
— Xy s X1 — Xy U — Xy ooy U =X V1, ey Vg }

dir.

Ispat: Teorem 2.2.3 ile Teorem 2.3.4’iin sonucudur.



39

Teorem 2.3.6. x4, ..., xp, € R®* ve R™de i = 1, ..., k i¢in D; = u; + tv; parametrik
dogrular ve m > 1 olmak tizere {xq,...,%;, Dy, ...,Dy} icin Iz(n) grubuna gore tam

invaryantlar sistemi

C =

Xg — Xy Xy — Xy ), (X — Xy, U3 ),
{(u <q mrAr m)(r m l) ;1qursm_1'
i

— XmyUj — X ) (X — X, Vi), (Ui — Up, V), (U, Uq)

1SiSjSk,1StSqSk}

dir.

Ispat: Ispat, Teorem 2.2.4’iin ispatina benzer sekilde yapilir.m

2.4. n —Boyutlu Oklid Uzayinda Dogrularin G —Denklik Problemi

Not 2.4.1. G < 1z(n), g € G ve D = u + tv R™’de bir parametrik dogru olsun. Bu
taktirde gD ile tiretilen [gD]p dogrusunu g[D]p seklinde gosterelim.
Onerme 2.4.2. D; = u; +tv; ve D, = u, + sv, olacak sekilde R™’de parametrik

dogrular ve g € O(n) olsun. Bu durumda,
P P
Dy ~ D, < gDy ~ gD,
yani,

[D1]lp = [D;]p © g[D1lp = g[D;l1p

dir.
Ispat: =: D, EDZ olsun. Bu durumda Onerme 2.1.6’dan u; = u, + dv, ve

v; = ¢V, olacak sekilde 3¢ € R — {0} ve 3d € R dir. g € O(n) oldugundan,

D; =uy +tvy, = gD, = gluy +tvy) = gD; = gu, + tgv,
D, = u, +tv, = gD, = g(u, + tvy) = gD, = gu, +tgv,

dir. Ayrica,

cv, = vy = g(cvy) = g(vy) = cgv, = gvy
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ve

u; +dvy = uy = g(uz +dvy) = g(uy) = guy +dgv, = guy
dir. Sonug olarak, ¢ € R — {0} ve d € R dyle ki

cgv, = gvy Ve gu, + dgv, = guy

dir. Dolayisiyla, Onerme 2.1.6°dan gD, ~ gD, dir.

&: gD £ gD, olsun. O halde, gD; = gu, + tgv, ve gD, = gu, + tgv, olmak
tizere, 3c € R — {0} ve 3d € R oyle ki,

gu, +dgv, = gu, ve cgv, = g,
dir. g € 0(n) oldugundan, g~—! € 0(n) dir. Buna gore,

cgv, = gv1 = g(cvy) = g(v1) = g7 'g(evy) = g7 g(w1) = cv, = vy
ve

gu, +dgv, = guy = g(uy +dvy) = g(wy) = g~ tg(u, + dvy) = g7 g(wy)

:>u2+d172=u1

dir. Yani, 3c € R — {0} ve 3d € R oyle ki, cv, = v, Ve u, + dv, = u, dir. Dolayisiyla,
Onerme 2.1.6°dan D; ~ D, dir.m

Onerme 2.4.3. D, = u, +tv; ve D, = u, + sv, olacak sekilde R™’de parametrik

dogrular ve F € Iz(n) olsun. Bu durumda
D, 2 D, & FD, £ FD,

yani,
[D1]p = [D;]p © F[D1]p = F[D;]p

dir.
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ispat: =: D, £ D, olsun. Bu durumda Onerme 2.1.6°dan u, = u, + dv, Ve
v, = cv, olacak sekilde 3c € R — {0} ve 3d € R dir. F € Iz(n) oldugundan, F(x) =
g(x) + b olacak sekilde g € O(n) ve b € R™ vardir.

D1 =u1+tv1 :>FD1 :F(u1+tv1):>FD1 :g(u1+tvl)+b:>FD1
=gu, +b+tgv,

D2 :uZ‘l‘tUZ ﬁFDZ :F(u2+tvz):>FD2 :g(u2+tvz)+b:>FD2
= gu, + b + tgv,

dir. Ayrica,

cvy = vy 2 g(cvy) = g(v1) = cgv, = gv,
ve

U, +dv, = uy = g(u, +dv,) = g(u,) = gu, +dgv, = gu,
dir. Sonug olarak, c € R — {0} ve d € R 6yle ki

gu, +dgv, + b = gu; + b ve cgv, = gv,

dir. Dolayisiyla, Onerme 2.1.6°dan FD, L Fp, dir.
<: FD, L FD, olsun. O halde, FD, = gu, + b + tgv, ve FD, = gu, + b + tgv,
olmak tizere, 3c € R — {0} ve 3d € R dyle ki,

gu, +dgv, + b = gu, + b ve cgv, = gv,

dir. Burada, F € Iz(n) oldugundan g € O(n) ve b € R" olmak iizere F(x) = g(x) + b
bi¢imindedir. g € 0(n) oldugundan, g~! € 0(n) dir. Buna gére,

cgv, = gy = g(evy) = g(vy) =2 g 'glev,) = g7t g(wy) = cv, =1y

ve



42

gup +dgvy, +b = guy + b = gu, +dgv, = gu; = glu, +dvy) = g(uy)
= g7 gy +dvy) = g7 lg(wy) @ up +dv, = uy

dir. Yani, 3c € R — {0} ve 3d € R oyle ki, cv, = v; ve u, + dv, = u, dir. Dolayisiyla,
Onerme 2.1.6’dan D; ~ D, dir.m
Onerme 2.4.4. a = {D,: 7 € T} bir dogru ve g € 0(n) olsun. Bu taktirde,

ga={gD;:T €T}

ailesi de bir dogrudur.
Ispat: ik 6nce Vt,9 € T icin gD, £ gDy oldugunu gosterelim.
vr,0 €T i¢in D, Dy €a igin D, ~ Dy dir. Bu taktirde Onerme 2.4.2°den

gD, £ gDy dir. Dolayisiyla, ga = {gD,: T € T} bir P —denklik sinifinin alt kiimesidir.

Simdi, bu alt kiimenin, bu alt kiimeyi kapsayan P —denklik simnifina esit oldugunu

gosterelim. Bunun i¢in D parametrik dogrusu ity € T i¢in D L gD, seklinde ise u € T
olmak iizere D = gD, bi¢ciminde yazilabilecegini gostermeliyiz.

g € 0(n) oldugundan g~* € 0(n) dir. Onerme 2.4.2°den,
D~ gDy, = g'D ~ g'gD,, = g~'D ~ Dy,

dir. @-dogrusu denklik sinifi oldugundan, g~D € a dir. Yani, u € T olmak lizere g~1D =
D, olacak sekilde D, € a vardir. O halde, u € T i¢in D = gD, dir.
Dolayisiyla, ga = {gD;: T € T} bir dogrudur.m
Onerme 2.4.5. « = {D,: 7 € T} bir dogru ve F € Iz(n) olsun. Bu taktirde,
Fa={FD;:1€T}
ailesi de bir dogrudur.
ispat: ilk 6nce V7,9 € T icin FD, ~ FDy oldugunu gosterelim.
Vi,0 €T icin D, Dg € a igin D, ~ Dy dir. Bu taktirde Onerme 2.4.3’ten

FD, e FDy dir. Dolayisiyla, Fa = {FD,:7 € T, } bir P —denklik simifinin alt kiimesidir.
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Simdi, bu alt kiimenin, bu alt kiimeyi kapsayan P —denklik sinifina esit oldugunu
gosterelim. Bunun i¢in, D parametrik dogrusu 37y € T i¢in D LF D, seklinde ise p € T
olmak tizere D = FD,, bi¢iminde yazilabilecegini gostermeliyiz.

F € Iz(n) oldugundan F~! € Iz(n) dir. Onerme 2.4.3’ten,
D X FD, = F™'D ~ F7'FD, = F~'D ~ D,

dir. a-dogrusu denklik smifi oldugundan, F~1D € «a dir. Yani, u € T olmak iizere F~1D =
D, olacak sekilde D, € a vardir. O halde, u € T i¢in D = FD,, dir.

Dolayisiyla, Fa = {FD;: T € T} bir dogrudur.m

Onerme 2.4.6. {u,v},, a dogrusunun kanonik parametrizasyonu ise g € O(n)
olmak iizere, {gu, gv} 44, ga dogrusunun kanonik parametrizasyonudur.

Ispat: {u,v},, dogrusunun kanonik parametrizasyonu ise (v,v) = 1 ve (u,v) =0

dir. Simdi, g € 0(n) olmak iizere, (gv, gv) = 1 ve (gu, gv) = 0 oldugunu gosterelim.
(gv,gv) = (v,v) = 1ve(gu,gv) =(u,v) =0

olur. Buradan, {gu, gv} 44, ga dogrusunun kanonik parametrizasyonudur. m

Onerme 2.4.7. {u,v},, a dogrusunun kanonik parametrizasyonu ise F € Iz(n) igin
Fa dogrusunun kanonik parametrizasyonu F(x) = gx + b, g € O(n) ve b € R™ olmak
tizere, {gu + b — (b, gv)gv, gv}p, dir.

ispat: {u, v},, @ dogrusunun kanonik parametrizasyonu ise (v,v) = 1 ve (u,v) =0

dir. F(x) = gx + b, g € O(n) ve b € R™ olmak tizere,
D;(t) =F{u,v},) =F(u+tv) =gu+b+tgv, () =t—(b,gv)
ve
D,(t) = Di(e(®)) = (gu + b — (b, gv)gv) + tgv
Simdi, (gu + b — (b, gv)gv, gv) = 0 ve (gv, gv) = 1 oldugunu gosterelim.
(gv,gv) = (v,v) =1

ve
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(gu + b — (b, gv)gv, gv) = (gu, gv) + (b, gv) — (b, gv)gv, gv)
= (gu, gv) + (b, gv) — (b, gv){gv, gv)
= w + (b,gv) - (b;gv)w = (b,g’l]) - (b,gv) =0

0 1

olur. Buradan, {gv,gu+ b — (b, gv)gv}ra, Fa dogrusunun kanonik
parametrizasyonudur. m

Tamim 2.4.8. a ve a’, R™’de iki dogru ve G < Iz(n) olsun. Eger

!

a' =ga

olacak sekilde bir g € G mevcut ise a ve a’ dogrularina G —denk dogrular denir ve a <o
ile gosterilir.

Problem: a ve a’, R™’de iki dogru olsun.
omn)
1) Nezamana ~ a' dir?

1z(n)
2) Nezamana ~ a' dir?
Teorem 2.4.9. R™de a ve a' dogular siras1 ile {u,v}, ve {u',v'}, kanonik

parametrizasyonlari ile verilsin. Bu durumda,

0
a o a' ©3g € 0(n)dylekiv' = +gvveu' =gu

dir.

. 0
Ispat: =: o a' olsun. Bu durumda, Tanim 2.4.8’den,

a'=ga

olacak sekilde 3g € O(n) dir. {u, v}, ve {u',v'},s oldugundan (v,v) =1, (u,v) =0 ve
(w,v')y=1 &, v')=0dr.
a' = ga oldugundan {u',v'} L {gu, gv}ge dir. Gergekten, a’ = ga oldugundan

keyfi x + sy € a’ i¢in x + sy € ga dir. Buradan,

x+sy€ea ={xy} L fu',v'}, vex +sy e ga={xy} L {gu, gv}4a
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dir. Dolayisiyla,

o p P ror P
{u U }a’ ~ {x,y} ~ {gu'gv}ga = {u v }a’ ~ {gu, gv}ga

dir. Buradan Onerme 2.1.6’ya gére,
u', v’} L {gu, gv}se = v' = cgv ve u' = dgv + gu olacak sekilde 3¢ € R — {0} ve
3d € R dir.

O halde,

1=, v')={cgv,cgv) = c¥gv,gv) =c*(v,v)=c?>c*=1>c=+1
1

ve

0 =(u',v') =(dgv + gu,cgv) = cd{(gv, gv) + c{gu, gv) = cd (v, v) + c (u, v)
1 0

Dolayisiyla, v/ = +gv ve u' = gu dir.
<:v' = +gv veu' = guolacak sekilde 3g € 0(n) olsun.
Keyfi x + sy € a’ alalim ve x + sy € ga oldugunu gosterelim.

x + sy € a’ oldugundan {x, y} L {u',v'}, dir. O halde, 3c e R— {0} ve 3d € R

oylekiy =cv'vex =dv' + u' dir.

y=cv' =c(tgv) = tcgv=c'gv (c' = tc #0)
x=dv' +u' =d(+gv)+gu=tdgv+gu=d'gv+gu (d €R)

dir. Yani, 3¢’ € R—{0} ve 3d' € R dyle ki y = ¢'gv ve x = d'gv + gu olur. Buradan,

{x,y} L {gu, gv} 4, dir. Buna gore x + sy € ga ve dolayisiyla
a' € ga (2.1)

bulunur.

Simdi keyfi x' + ty' € ga alalim ve x" + ty’ € a' oldugunu gosterelim.
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x' +ty' € ga oldugundan {x',y'} L {gu, gv}4e dir. O halde, 3c € R — {0} ve 3d € R
oylekiy' = cgv ve x’ = dgv + gu dir.

y =cgv=c(xv') =xcv' =cv' (¢ =+c #0)
x'=dgv+gu=d@v)+u =tdv' +u' =dv' +u' (d' =1d €R)

dir. Yani, 3¢’ € R—{0} ve 3d' € R oyle ki y =c'v’ ve x =d'v' + u’ olur. Buradan,

{x, v} £ {u',v'}, dir. Buna gore x" + ty’ € a' ve dolayisiyla
gaca (2.2)

bulunur.

0
(2.1) ve (2.2) den 3g € O(n) byle ki ' = ga dir. Yani, « < ' dir.m
Teorem 2.4.10. R™’de a ve a' dogulart sirast ile {u,v}, ve {u',v'}, kanonik

parametrizasyonlari ile verilsin. Bu durumda,

I1z(n)

a ~ a'©3Igeon),abeR"oylekiu’' = gu+b—<(b,gv)gvvev' = +tgv

dir.

. 1z(n)
Ispat: =: a i~ a' olsun. Bu durumda, Tanim 2.4.8’den,
a' =Fa

olacak sekilde IF € [z(n) dir. F € Iz(n) oldugundan, F(x) = g(x) + b olacak sekilde
g €0(n) ve b € R" vardir. {u,v}, ve {u',v'}, oldugundan (v,v) =1, (u,v) =0 ve
(v,v')=1,,v")=0dr.

a' = Fa oldugundan {u',v'}, L {gu + b, gv}p, dir. Gergekten, a' =Fa
oldugundan keyfi x + sy € a’ igin x + sy € Fa dir. Buradan,

x+syea ={xy} 2 {u',v'}, vex +sy € Fa = {x,y} 2 {gu + b, gv}p,

dir. Dolayisiyla,

! ! P P ! ! P
{u, v}y ~{x,y} ~{gu+b,gvir, = {u',v'}y ~{gu+b,gv}p,
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dir. Buna gore,

u',v'}, L {gu+b,gvipe = u =dgv+gu+b ve v' =cgv olacak sekilde
dc € R— {0} ve 3d € R dur.
O halde,

1=, v')={cgv,cgv) = c*gv,gv)=c*(v,v)=c*>c*=1=>c=+1
1

ve

0=(u',v') =(gu+ b +dgv,cgv) = c{gu, gv) + c(b, gv) + cd{gv, gv)
= c{(u,v) + c(b,gv) + cd (v,v) = cd + c(b, gv)

0 1

= £(d+(b,gv)) =0=>d+(b,gv)=0=d = —(b,gv)
+1
Dolayisiyla, u’ = gu + b — (b, gv)gv ve v’ = t+gv dir.
< u' =gu+b— (b gv)gv ve v = +gv olacak sekilde 3g € O(n) ve 3b € R"
olsun.
Keyfi x + sy € a' alalim ve x + sy € Fa oldugunu gosterelim.
x + sy € a’ oldugundan {x, y} L {u',v'}, dir. O halde, 3c e R— {0} ve 3d € R

oylekiy =cv'vex =dv' +u' dir.

y=cv' =c(tgv) =tcgv=c'gv (¢’ =xc#0)
x=dv' +u =d(+gv)+gu+b—(b,gv)gv = (xd — (b, gv))gv+gu+Db
=d'gv+gu+b(d ==xd— (b gv) ER)

dir. Yani, 3¢’ € R—{0} ve 3d' €R oyle ki y=c'gv ve x=d'gv+gu+b olur.

Buradan, {x, y} L {gu + b, gv}p, dir. Buna gore x + sy € Fa ve dolayisiyla
a' € Fa (2.3)

bulunur.

Simdi keyfi x' 4+ ty' € Fa alalim ve x" + ty’ € a' oldugunu gosterelim.
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x" + ty' € Fa oldugundan {x, y} £ {gu + b, gv}g, dir. O halde, 3c € R — {0} ve 3d € R
oylekiy' = cgvvex' =dgv+ gu+ b dir.

y' =cgv=c(xv') ==xcv' =cv' (c' =1xc #0)
x'=dgv+gu+b=d@Fv)+u —b+ (b gv)v
=d(@v')+u —b+ (b gv)(xv') = (xd £ (b, gv)v' +u'
=dv' +u' (d' =+d+(b,gv)€R)

dir. Yani, 3¢’ € R— {0} ve 3d' € R oyle ki y =c'v’ ve x =d'v' + u’ olur. Buradan,

{x,v} £ {u',v'}, dir. Buna gore x" + ty’ € a' ve dolayisiyla
Fa c a' (2.4)

bulunur.

I
(2.3) ve (2.4) den 3F € Iz(n) dyle ki @’ = g dir. Yani, @ < a’ dir.m
Tamm 2.4.11. {ay, ..., a;} ve {a],...,a;} R™de iki dogru sistemi olsun ve G <

Iz(n) olsun. Eger, i = 1, ..., k icin
a; = ga;

olacak sekilde bir g € G mevcut ise {ay,..,a;} ve {ay,..,a;} dogru sistemlerine
G —denk dogrular sistemi denir ve {a, ..., a;} < {ai, ..., @y} ile gosterilir.

Teorem 2.4.12. {ay, ..., a;} ve {ay, ..., a;} R™de iki dogru sistemi ve i =1, ..., k
icin a; ve a; dogrularmin kanonik parametrizasyonlar1 sirastyla {u;, v;}q, Ve {u{,v{}ag
olsun. Bu durumda,

{aq, ..., ai} o {ai, ..., a} © 3g € 0(n) dyle ki, &; € € = {—1,+1} olmak {izere,

u; = gu; vev; = ggv; (i =1, .., k)

dir.

. o)
Ispat: =: {ay,..,a;} ™ {ai, ...,a;} olsun. Bu durumda, Tanim 2.4.11°den

i=1,..,kicin

r_
a; = 9ga;
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olacak sekilde 3g € O(n) dir. {u;,v;}q, Ve {u{,v{}ai oldugundan i=1,..,k igin
(vi,v;) = 1, (u, v;) = 0 ve (v;,v]) = 1, (uj,v{) = 0 di.
a; = ga; oldugundan i =1,..,k igin, {u{,vi’}alg L {gui, gvi}gq, dir. Gergekten,
i =1,..,kicin a; = ga; oldugundan keyfi x + sy € «; i¢in x + sy € ga; dir. Buradan,
x + sy € af = {x,y} ~ (], v}y vex + sy € ga; > {x,y} ~ (9w, 9vdge

dir. Dolayisiyla,
14 14 p p ! ! p
{uiJ vi}al{ ~ {xl y} ~ {gu’i) gvi}gaL{ = {uil vi}al{ ~ {gu‘i' gvi}gai

dir. Buna gore, i = 1, ..., k i¢in,

{ulf,vl-'}alg L {gui, gvilge, @ vi = cigv; ve u;=d;gv; + gu; olacak sekilde
dc; € R— {0} ve 3d; € R dir.

Ohalde,i =1, ..., k i¢in,

1= (V{» Ui') = {c;gv;, cigv;) = Ci2<gvi:gvi> = Ciz (v, v;) = Ciz

1
:>Ci2:1:>Ci:i1€g

ve

0 = (u;, v;) = {d;gv; + gu;, c;gv;) = c;di{gv;, gv;) + ci{gu;, gv;)

= Cidi (Ui, Ui) + Ci (ui, vi) = Cidi = & di =0= di =0
1 0 +1

dir. Dolaysiyla, i = 1, ..., k i¢in, u; = gu; ve v; = g;gv; dir.
i =1,.., kig¢in, u; = gu; ve v; = g;gv; olacak sekilde 3g € 0(n) olsun.
i =1,..,kigin, keyfi x + sy € a; alalim ve x + sy € ga; oldugunu gosterelim.

X + sy € a; oldugundan {x, y} L {u;, v{}ai dir. O halde, 3¢c; € R — {0} ve 3d; € R 6yle ki

y=cvivex=dv;+u; (i=1,..k)
dir.

y = cv; = c;(ggv;) = &ic;igv; = cigv; (¢; = &c; # 0)



50

x =dv; +u; = d;i(g,gv;) + gu; = gd;gv; + gu; = digv; + gu; (d; = &d; € R)

dir. Yani, 3c; € R — {0} ve 3d; € R 6yle ki y = ¢/gv; ve x = d;gv; + gu; olur. Buradan,
i=1,.., k icin, {x,y} £ {gui, gvilge, dir. Buna gore, i = 1, ...,k icin, x + sy € ga; ve
dolayistyla

a; S ga; (i=1,..,k) (2.5)

bulunur.

Simdi, i =1,...,k igin, keyfi x" +ty’ € ga; alalim ve x' +ty' € a; oldugunu
gosterelim.

x' +ty' € ga; oldugundan {x’,y'} L {gui, gvi}gq, dir. O halde, 3c; € R — {0} ve
3d; € R 6yle ki

y' =cgvivex' =d;gv;+gu; (i=1,..,k)
dir.

4

Y =¢Cigvi = ¢ (Slivi) =

Ci 1 _ 1.1 r _ Ci
—v; =y (¢ =_#0)
i 13

&i

1y ’ di ’ o1 ’ ’ di
X = digvi + gUi = di (;vi) + ui = —_vi + ui = divi + ui (dl = S_ € IR)
t i

dir. Yani, 3c; € R— {0} ve 3d; € R 6yle ki y = c;v; ve x = d;v; + u; olur. Buradan,
i=1,..,k icin, {x,y} 2 {u;, v{}cd dir. Buna gore, i =1,...,k igin, x" +ty' € a; ve

dolayisiyla
gaiSa; (i=1,..,k) (2.6)

bulunur.
(2.5) ve (2.6) dan 3g € 0(n) oyle ki i =1,..,k i¢in, a; = ga; dir. Yani,

o(n) ,
{ay, ...,a} ~ {af, .., a )} dir.m

Teorem 2.4.13. {ay, ..., a;} ve {ay, ..., a;} R™de iki dogru sistemi ve i =1, ...,k
igin a; ve a; dogrularmin kanonik parametrizasyonlari sirasiyla {u;, v;}q, Ve {u, v}y
l

olsun. Bu durumda,
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I
{aq, ..., ax} 2 {aj,...,a;} & 3Ig € 0(n) ve Ib € R" dyle ki, ¢; € € = {—1, +1}

olmak tizere,

v = ggviveu; = gu; + b —(b,gvy)gv; (i =1, .., k)

dir.

. 1z(n)
Ispat: =: {ay,..,a;} S~ {ai, ..., 2} olsun. Bu durumda, Tanim 2.4.11°den,

i=1,.., kicin
a; = Fa;

olacak sekilde IF € Iz(n) dir. F € Iz(n) oldugundan F(x) = gx + b olacak sekilde
dg € O(n) ve 3b € R™ dur.

{u;, vi}q, ve {u;, v{}ai oldugundan i =1,..,k i¢in (v;,v;) =1, (u;,v;) =0 ve
(vi,v{) =1,(u;,v{) = 0dr.

a; = Fa; oldugundan i = 1, ..., k igin, {u{,vi’}alg L {gu; + b, gv}pq, dir. Gergekten,

i =1,..,mi¢in @; = Fa; oldugundan keyfi x + sy € «; i¢in x + sy € Fa; dir. Buradan,
x+sy€a;={xy} L {u;, v{}ai vex +sy € Fa; = {x,y} L {gu; + b, gvi}rq,
dir. Dolayisiyla,
! ! P P ! ! P
{w, Ui}a{ ~{x,y} ~ {gui + b, gvi}pq, = {ui,vi}a{ ~{gw; + b, gvi}rqa,

dir. Buna gore, i = 1, ..., k i¢in,

{ulf,vl-’}alg L {gu; + b, gvi}pe, ® vi = cigv; Ve wu;=d;gv;+gu; +b olacak
sekilde 3¢c; € R — {0} ve 3d; € R dur.

Ohalde,i =1, ..., k i¢in,

1= (v}, v{) = {cigvi, cigvi) = c.*(gvi, gvi) = ci* (v v)) = ¢* = ¢ = 1> ¢
1

=i1$CiEg

ve
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0 = (u;,v;) = (d;gv; + gu; + b, c;gv;)
= c;di{gv;, gv;) + ci{gu;, gv;) + cib, gv;)

= ¢;d; (v, v;) + ¢; (u;, v;) + ci{b, gv;) = ¢;(d; + (b, gv;))
1 0

= ¢; (d; +(b,gv;)) = 0=>d; +(b,gv;) = 0= d; = —(b, gv;)

+1

dir. Dolayisiyla, i = 1, ..., k i¢in, v; = &;gv; ve u; = gu; + b — (b, gv;)gv; dir.

& i=1,..,k i¢in, & € € olmak lizere, v; = €;gv; Ve u; = gu; + b — (b, gv;)gv;
olacak sekilde 3g € O(n) ve 3b € R" olsun.

i =1,..,kicin, keyfi x + sy € ;] alalim ve x + sy € Fa; oldugunu gosterelim.

X + sy € a; oldugundan {x, y} L {ui, v{}q, dir. O halde, 3c; € R — {0} ve 3d; ER

oyle ki
y=cvivex=dwv,+u (i=1,..k)
dir.

y = v = ¢i(egvy) = &icigvi = ¢ gv; (¢ = &¢; # 0)
x = div; +u; = di(gigvi) + gu; + b — (b, gvi)gv;
= (gd; — (b, gvi))gv; + gu; + b
=d;gv; + gu; + b (d] = d; — (b, gv;) € R)

dir. Yani, 3¢c; € R— {0} ve 3d; € Royle ki y = c;gv; ve x = d;gv; + gu; olur. Buradan,
i=1,..,k igin, {x,y} £ {gu; + b, gvi}pq, dir. Buna gére, i =1, ..., k i¢in, x + sy € Fa;

ve dolayisiyla
a; €S Fa; (i=1,..,k) (2.7)

bulunur.
Simdi, i = 1,...,k i¢in, keyfi x" +ty' € Fa; alalm ve x' +ty’ € a; oldugunu

gosterelim.
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x' +ty' € Fa; oldugundan {x’,y'} £ {gu; + b, gv;}pe, dir. O halde, 3¢; € R — {0}
ve 3d; € R oyle ki

y' =cgvivex' =d;gvi+gu;+b(i=1,..,k)

dir.

1 i ! o1 l i
Yy =cgv; = ¢ (g_ivi) = z_l,vi =cv; (¢ = Z—L # 0)
x=digvi+gui+b=di(év{)+u{—b+§(b,§vi’)v{+b

d; 1 1 ’ ’ ror ’ ’ d; 1 1y
= (£—z+£—l(b,£—lvl))vl +ui =divi +ui (dl =5_l+€_l(b'€_lvl)€R)

dir. Yani, 3c; € R — {0} ve 3d; € R 6yle ki y = c;v; ve x = d;v; + u; olur. Buradan,
i=1,..,k icin, {x,y} L {u;, v{}alg dir. Buna gore, i =1,...,k igin, x" +ty’' € a; ve

dolayisiyla
Fa;ca; (i=1,..,k) (2.8)

bulunur.
(2.7) ve (2.8) den Ig€ 0(n) oyle ki i =1,..,k igin, a; = Fa; dir. Yani,

I1z(n) , ,
{ay, ....,ar} ~ {aj, .., ap} dir.m

Tamm 2.4.14. R™de {uy, ..., u;; vy, ..., Ux} Ve {u3, ..., u;; v, ..., v} nokta sistemleri

verilsinve € = {—1,+1} olsun. Egeri = 1, ...,lvej = 1, ..., k igin,
u; = gu; Ve vj = g gv;

olacak sekilde bir g € O(n) ve bir g €& meveut ise {uy, .., u;vq, ..., v} Ve

{u},,...,uj;vi, ..., v} nokta sistemlerine (0 (n), £¥) —denk sistemler denir ve

(O(n)'gk) 1 I /
{ug, . up vy, v~ T {ug, e up g, e, g d

ile gosterilir.

Teorem 2.4.15. (0(n), £¥) —denk bagintis1 bir denklik bagmtisidir.
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Ispat: (0(n), ) —denk bagmtismin denklik bagintis1 oldugunu gostermek igin
yansima, simetri ve gecisme Ozelliklerini sagladigini gostermeliyiz. Simdi bunlar
gosterelim;

R™’de A={uq, .., u; vy, ..., U}, B = {uy, .., u;; vy, ..., 03} ve
C ={uy,...,u;v{, ..., vy} nokta sistemlerini alalim.

(om),gk)
A~ ~ Adir Gergekten, i =1,..,lvej=1,..,kigin,

u; = Iu; ve v; = 1v;
yazilabilir. [ € 0(n) ve 1 € € oldugundan, A~ A dir.

(om),gk) (o(n),gk) ]
A ~ "Bolsun.B ~  Aoldugunu gosterelim.

i)

(o(n).e¥) )
A~ B oldugundan, 3g € O(n) ve 3, € Edyle ki, i=1,...,lve j=1,..,k

i¢in,

u; = gu; Ve vj = g gv;
dir. Buna gore,

U= gu P u =gy
ve

I'— ¢, @l — >y, =g ! l "l > .—l =1,
Vi &9V 2V =920 =9 Y V=29 Y
j j j

dir. Burada g € 0(n) ve ¢ € € oldugundan g~' € 0(n) ve ies dir. O halde,
]

o(n),gk
B( ~ )A

dir.
L (ome9) (0(m.£¥) (om),¥) .
i) A ~ "BveB ~ "Colsun.A ~ ° Coldugunu gosterelim.
(o)) .
A~ B oldugundan, 3g; € O(n) ve 3¢; € Edyle ki, i =1,..,lvej=1,..,k

i¢in,

r_ r_
u; = gru; ve Uj = ejglvj
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ve

(o(m),e¥) )
B~  C oldugundan, 3g, € O(n) ve 3¢; € Edyle ki, i =1,..,lvej=1,..,k

i¢in,
" o__ ! no__ I !
U = gou; VeV = € gov;
dir. Buna gore,

u;' = goui = go(g1u;) = 929:1U;

ve
vu T ro__ I ( . ) — ol e .
i = €192V = £i920Ei91Vj) = €j€j9291Vj

dir. Burada, g4, g, € 0(n) ve g, ¢ € € oldugundan g,g, € 0(n) ve &g € € dir. O halde,

o(n),gk
2 WD

Sonug olarak, (0(n), £¥) —denk bagntisi bir denklik bagintisidir. m
Tamm 2.4.16. R™’de {uy, ..., u;; vy, ..., Ui} V€ {13, ..., u;; V1, ..., U } NOkta sistemleri

verilsin. € = {—1,+1} olsun. Egeri =1, ..., ve j = 1, ..., k igin,
u; = gu; + bvevj = ggv;

olacak sekilde bir g € O(n), bir b € R™ ve bir g; € € mevcut ise {uy, ..., u;; vq, ..., U} Ve
{u}, ..., uj; vy, ..., v} nokta sistemlerine (Iz(n), £¥) —denk sistemler denir ve

(1z(n),€¥)

. I roaar 1
{uy, oo, U vy, e, Vg UL, s U VY, e, Uk}

ile gosterilir.

Teorem 2.4.17. (Iz(n), £¥) —denk bagmntis1 bir denklik bagintisidir.

Ispat: (I1z(n),EX) —denk bagintisinin  denklik bagintis1 oldugunu gostermek igin
yansima, simetri ve ge¢isme Ozelliklerini sagladigini gostermeliyiz. Simdi bunlar
gosterelim;

R™’de A={uq, .., u; vy, ..., Ui}, B ={uy, ..., u; vi, ..., v} ve

C ={u,...,u; vy, ..., vy} nokta sistemlerini alalim.
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(1z(n),e¥) ) ..
A ~  Adir. Gergekten, i =1, ...,lvej=1,..,kigin,

Uu; =Iui+0vevj = 117]
(1z(n),e¥)

yazilabilir. I € O(n), 1 € e ve 0 € R" oldugundan. A~ ~ Adir.

1z(n),k 1z(n),k
) (128

i) olsun.B~ ~ ~ A oldugunu gosterelim.

(1z(n),e¥) )
A~ B oldugundan, 3g € O(n), 3¢; € € ve Ib € R" dyle ki, i =1,..,1 ve j =

1, ..., k igin,
u; = gu; + bve v = ggv;
dir. Buna gore,
u=gu+tb=s>u—b=guy=>u=g"'u-b)=>uy=g9"uy—-g"'b
ve

vl =g v-:>lv'— v,>v,=g" 1v’ :>~v-—1 “ly!
jTEIVI VI TIY RN T j iT=e9 Y

j & j

dir. Burada g € 0(n), ¢; € € ve b € R" oldugundan g~ € 0(n), gl € Eve g~1b € R™ dir.
J

1z(n),EX
o hatde. B "% 4 dir.

L (1zmE) (&"12m) (12(n),£%) .
i) A ~ "BveB ~ “Colsun.A ~ ° Coldugunu gosterelim.

(1z(n),€¥) .
~ " B oldugundan, 3g, € O(n), 3¢; € £ ve b e R" dyle ki, i = 1,...,1 ve

j=1,..,kicin,
u; = g,u; + b ve vj = £ g1V;

ve

(1z(n),£%) .
~ 7 C oldugundan, 3g, € O(n), 3¢/ € £ ve b’ € R" dyle ki, i = 1,...,1 ve

j=1,.., kigin,
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w' = goui +b'vev =¢gig,v;
dir. Buna gore,

ui' = goui +b' = go(gru; + b) +b' = g,g1u; + gob + b’
ve

no__ I ro__ — !
v’ = & 0,v] = & 92(501v)) = €€9291Y)

dir. Burada, g4, 9, € 0(n), ejf, & € Eve b,b’ € R" oldugundan g,g; € 0(n), &/ € € ve

. (Iz(n),Sk) .
g2b+b" € R*dir.Ohalde, A~ ~ Cdir.

Sonug olarak, (I1z(n), £¥) —denk bagmtisi bir denklik bagintisidir. m
Teorem 2.4.18. R™de {uq, .., u;vq, ..., v} Ve {uy, .., u; vy, ..., v} Sistemleri

verilsin.

(1z(n),€¥)

! I ! 1A
{uy, oo, U vy, e, Vg {ug, .., up; vy, e, Ui

(om.") .

1A 1A ! 1A
S {uy —up, e, Upmg — Uy, 0 U4, .o, Ui} Uy — Upy e, Up_q — U, 0307, o, Vi)

(O(n),gk) 1] ! r ! 1] r
S {uy — Uy, e, Upmg — UG Vg, o, V)~ {fwy —uy, e, uy_y —up vy, -, vy}

dir.

¥ (Iz(n),sk) ’ [ ’ H
Ispat: =: {uy, .., u; vy, .., v} ~ ~{ug,..,u;vq, ..., v} olsun. Bu taktirde,

i=1,..,lvej=1,.. kicin

{u{ =gu;+b

4 — . -
v; = &9V;

olacak sekilde 3g € O(n), 3b € R" ve 3¢; € € dir. Buradan, i = 1,...,1 — 1

w —w = (gu; + b) — (qu + b) = guy — gu; = g(w — wy)
dir. Dolay1siyla,

{u{—u{=g(ui—ul) i=1,.,1—-1

vjf =¢ggv; j=1,...k
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dir. O halde, Tanim 2.4.14’°ten

(om.e*) |

! ! ! ! !
fu, —up, o, Uy — U Uy, L U Uy — Up, e, Up_q — U VY, o, Ut
dir.
. (O(n),gk) ’ ’ ’ ’ ’ 1
= fug —uwp, e, g —up Uy, e, vk~ {fug —uy, o, up_ — U vy, e, VRS

olsun. Bu taktirde,

{u{—u{zg(ui—ul) i=1,..,1-1

v]f =¢ggv; j=1,...k

olacak sekildle 3g € O(n) ve 3Ig €& dir. uju, € R™ oldugundan ve g € 0(n)
bilindiginden dolay1 u; — gu; € R™ dir. O halde, b = u; — gy, ile gosterelim.

] r_ _ 1] R ’ _
-y =g —uw) =gy, —guy >y —gu =u—gu;>u —gu; =b
b

Dolayisiyla, i =1, ...,kvej=1,..,kicin

{ulf =gu;+b

! — - .
Vi = &9V;

olacak sekilde 3g € O(n), 3b € R" ve 3¢; € € dir. Buradan,

(1z(n),€¥)

li ! 14 !
{uy, oo, U Ve, e, Vg UL, e, U VY, e, Uk}

dir.m
Sonug 2.4.19. {ay, ..., a;} ve {aj, ..., ax} R™’de iki dogru sistemi ve i = 1, ..., k igin

@;, a; dogrularinin kanonik parametrizasyonlari sirasiyla {ui, vi}q, {u,vi}, ve k>1
L

olsun. Bu durumda,

o(n) (o(n),€%)
{ay, ..,a} ~ {ai, ., ) & {uqg, o, U Vg, 0, 0k}~ {UL, e W U e, U

dir.

Ispat: Teorem 2.4.12 ve Tanim 2.4.14’{in sonucudur.
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Sonu¢ 2.4.20. {a4, ..., @y} ve {ay, ..., @} R™de iki dogru sistemi ve i = 1, ..., k i¢in

a; ve a; dogrularimin kanonik parametrizasyonlart sirastyla {u;, v;}q, Ve {u;, v}, olsun.
l

Bu durumda,
Iz(n) r ! (Iz(n),Sk) 1 1] 1 1]
{ay, ..o} ~ {ag, ...} © {uyg, o, W Vg, 0, v~ {UL, e U Vg, e, VRS
(O(n),gk) ’ 1 1 1 I 1
S {Uy — Uy ooy Upg—q — U Vqy ooy Vet ~ fug —up, oo, U g — Up; V1, e, Vi)
dir.

Ispat: Teorem 2.4.13, Tanim 2.4.16 ve Teorem 2.4.18’in sonucudur.

Tamim 2.4.21. G < Iz(n) ve A € R" alt kiimesi verilsin. g € G igin
gA ={ga:a € A} € R"

ile tanimlansin. A, B € R™ kiimeleri i¢in B = gA olacak sekilde bir g € G mevcut ise A ve

B kiimelerine G —denk kiimeler denir ve A < B ile gosterilir. A £ B bir denklik
bagmtisidir.
Tanmm 2.4.22. Xy, .., Xy X1, o, Xy €ER™ ve R™de Dj,...,D;,Disq, s Digk,

Di,...,D;,D{,4, ..., Di; parametrik dogrular olmak {izere,

{x1, < Xmy Gér(Dl)' ) GdT(DZ)' [Dl+1]P; e [Dl+k]P}
ve

{x1, .., X, GOT(Dy), .., GOT(DY), [Df411p, -, [Drsic]p}
sistemleri verilsin ve G < Iz(n) olsun. Eger

xi =gx,i=1,..,m
Gor(D;) = gGorD,,s =1, ...,1

D], =9[Dj],j=1+1,...l+k

olacak sekilde bir g € G mevcut ise

{x1, oo, X, GOT(Dy), ..., GOT(Dy), [Dys1lps ooy [Disilp}

ve
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{x1, .., xm, GOor(D1), ..., Gor(D]), [Di41]p, s [Di+xlp}

sistemlerine G —denk sistemler denir ve

{xl, e X, GOT(Dy), ...\ Gt')r(Dl),} G {x{, wer Xgn, GOT(D1), ..., Gbr(D{),}
[Dis1lps oes [Disilp [D{41]ps s [Disic]p

ile gosterilir.
Onerme 2.4.23. Xy, .., XX}, 0, X;p ER®  ve R™de Dy, ..,D;,Dis1s e, Disies

Di,..,D{,D/,4, ..., D], parametrik dogrular olsun. Bu taktirde,

{xl, ey X, GOT(Dy), ..., Gt')r(Dl),} G {x{, e X, GOT (D7), ...,Gér(Dl’),}
[Di41]ps s [Disklp [D+1lp, s [Disilp

{xl, ...,xm, [Dl]p, ey [DZ]PI} E {X{, ...,x,ln, [D{]P' ey Dl’]Pl}
[Dr+1lp, s [Drsiclp [Dis1lp, s [Disilp

dir.

Ispat: Bu énermenin ispat1, Sonug 2.1.11 ve Onerme 2.4.2’nin sonucudur. m

Bu onerme ile noktalar, 2. tip dogrular ve 4. tip dogrulardan olusan sistemlerin
G —denklik problemi, noktalar ve 4. tip dogrulardan olusan sistemelerin G —denklik

problemine indirgenir.

2.5. G = 0(n) x ¥ Grubu ve R[x]¢ Halkasmn Urete¢ Sistemi
2.5.1. G = 0(n) x E¥ Grubu ve R[x]¢ Halkas:

Onerme 2.5.1.1. £ ={-1,+1} olsun. (£,), Z tam sayilar halkasindaki garpma
islemine gore gruptur.

Ispat: Aciktir.

Not 2512 G=0n)xE&E={(g,¢)lge0on),sec&} kimesi 0(n) ve &
gruplarinin  direkt carpimi olsun. G kiimesi O(n) ve &£ gruplarmin direkt carpimi

oldugundan, h; = (g4, &1) Ve h, = (g5, &;) olmak iizere

*: GXG — G
(hy,hy) = hyxhy=(91°92 61" &)
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ikili islemi ile bir gruptur.
Onerme 2.5.1.3. G = 0(n) X € grubu ve X = R™ x R™ kiimesi verilsin.
p: GXX — X
(h,x) +» @hx)=hx=(g¢).(uv)=(gu egv)
bir etkidir. Burada h = (g,¢) € G ve x = (u,v) € X dir.
Ispat:
i)  Vhy,h, € G veVx € X verilsin.

hl' hz €EG |Se 91,92 S O(n) ve &1,& € £ olmak tizere h1 = (g1’ 81) ve hz = (gz, 82)

olsun. x € X ise u, v € R™ olmak iizere x = (u, v) olsun.

<p(h1,<p(h2,x)) = h,.(h,.x) = h,. ((gz,ez). (u, v)) = hy.(gau, £29,V)
= (g1, €1)- (g2, £292V) = (91(g2w), €191 (£2927))
= ((g1° 92)(W), £182(g1 ° 2))) = (g1 ° g2, €182)- (u, V)
= (hy * hy).x = @(hy * hy, x)

i) e=(,1) € GveVx € X verilsin.
ple,x)=e.x=(,1).(uv) = (I(u), 11(17)) =wv)=x=¢(ex)=x

Sonug olarak

p: GXX — X
(h,x) +» ¢@(hx)=hx

bir etkidir.m

Onerme 2.5.1.4. £ = € x ... x &, € grubunun k defa direkt carpimi olsun. 0(n) ve
EX gruplarmin direkt ¢arpimi olan G = 0(n) x £* grubu ve R™’in kendisiyle m + k defa
direkt ¢arpimi olan X = (R™ X ... X R") X (R" X ... X R") = {(ul, vy Uy, V1, oo, Ui )i U; €

R", v; € R%;i=1,...mj=1, ...,k} kiimesi verilsin.

p: GXX — X
(h,x) +» ¢@(hx)=nhx
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h.x = (g, €1, s &) (Upy o, Uy V1, oo, Vi) = (GU4, ooy GUM, E19 V1, ) Ex V) 1le Dir
etkidir. Burada h = (g, &4, ..., &) € G ve x = (Uq, ..., Uy, V1, .., Vi) € X dir.

Ispat:

i)  Vhy,h, € G veVx € X verilsin.

hi,h, € G oldugundan gq,g, € O(n), &, ..., &1, -, € €& olmak lizere h; =
(91, €1y -r &), hy = (g2, €1, -, ) V€ x € X oldugundan uy, ..., Uy, Uy, ..., Vx € R™ olmak

tizere x = (Uq, ..., Uy, V1, -, V) ) bigimindedir.

(p(hl,w(hz,x)) = h,.(h,.x) = h,. ((gz,e{, ey &) (Uq, ooy U, V1, ...,vk))
= hy. (GoUy, ) Golm, E192Vis - ExG2VK)
= (91, €1, - &)- (GaUa, ) G2 Ui, E192Vi, -+, EG2 Vi)
= (91 (921), -, 91(gaum), €191 (€192v1), ..., 5k91(51’cgzvk))
= ((91 © go)Uy, ) (91 © 92)Um, €1€1(91 © 92) V1, -, EkEL (G2
0 g)Vi) = (g1 © G2, €161, ver EkER)- (Ug, ooe) Unn, V1, wov, V)

= (hy * hy).x = @(hy * hy, x)

i) e=(,1,..,1) € G veVx € X verilsin.

ple,x) =e.x=(,1,..,1). (U, e, Uy, V1, o, Vi) = (TUy, ory, TUy, 1V, .0, 1T V,)

= Uy, Uy, 0 U, V) = x =2 @(e,Xx) = X

Sonug olarak

p: GXX — X
(h,x) +» ¢@(hx)=hx

bir etkidir.m
Onerme 2.5.1.4’teki etki Béliim 2.4 te ortaya ¢ikmusti.
Onerme 2.5.1.5. e =(1,...,1) olmak iizere G; = 0(n) Xe ve G = 0(n) x E*

olsun. Bu durumda G; grubu, G grubunun normal alt grubudur (G; < G).
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Ispat: Once G; = 0(n) X e nin G = 0(n) x £¥ nmn alt grubu oldugunu goésterelim.
Va,b € G; alalim. O halde a = (g4,1,...,1) ve b =(g,,1,...,1) olacak sekilde
g4, 9, € 0(n) mevcuttur,

ab™! = (g.,1,..,1)(g;41,..,1) =(g1° 9541, ...,1)

g> € 0(n) oldugundan g;* € 0(n) dir ve g, € 0(n) oldugundan g, o g;* € O(n) olur.
O halde g = g, o g5 * dersek,

ab™'=(g,1,..,1) €E0(n) Xe = G,

dir. Yani, G; < G dir.

Simdi G; < G oldugunu gosterelim.
Vh € G ve Vh, € G, alalim. h € G ise h = (g, &4, ..., &) olacak sekilde 3g € O(n) ve
deq, ..., & € Edirve hy € G, ise hy = (94,1, ...,1) olacak sekilde 3g, € O(n) dir.

h~'hih = (g% ert o, eg D (91, 1, ..., 1) (g, &1y -ov s E1)
=(g logi0g 67 ey, .., e 1ey)
= (g_l ° gl ° g’gl_lgl’ ""glzlgk) = (g_l ° gl ° g' 11 ;1) € Gl
€o(n)

> 6,96

dir.m

Not 2516. 0OMm)x&* grubu, X=(R"X..xR") x(R"X..xR") =
{(ul, iy Uy, Uy, -y Vg )i U; € R, v, ERYGi=1,..,mj=1, ...,k} kiimesi ve 0(n) X
E*: X etkisi Onerme 2.5.1.4’teki gibi verilmis olsun. Katsayilar1 R’den olan tiim m + k
bilinmeyenli O(n) x £¥ —invaryant polinomlar kiimesini R[uy, ..., U, Vg, ..., Uy ] O DE"
ile gosterelim. m + k bilinmeyenli 0(n) x £% —invaryant polinomlar, noktalar ve k tane

dogrudan olusan ailenin O (n) —denklik probleminin ¢6ziimiinde 6nemlidir.
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Teorem25.1.7.i=1,..,mvej =1,..,k i¢cin u;, v; € R" olmak iizere

k Ixgk
R[Uy, coe) U, Vg, woe, Vi) OOXET = (R[Uy, wor, Up, Vs, oor, V] OVXE)

dir.

. . (Sk

Ispat: Once ]R[ul,...,um,vl,...,vk]o(n)xgk < (R[uy, -, U, 171,...,vk]0(")xe)lX
oldugunu gosterelim.

Keyfi f € R[uy, ..., U, vy, ...,vk]o(”)xgk alalim.

Onerme 2.5.1.5°ten 0(n) X e < 0(n) x ¥ oldugundan
R[wy, oo, Uy U1y o Vi JOOXES € Ry, ey Uy Vg, e, Ui ] OO

dir. Buradan f € R[uy, ..., Uy, V1, -, V] OTD*€ dir. Ayrica,

f((l X &)(Uq, ooy Upy, V1, ...,vk)) = f(uqg, o, U, V1, - V)

dir. Ciinkii f, 0(n) X £¥ ye gére invaryanttir 6zel olarak I x £¥ gore de invaryanttir. O
halde,

gk
Rwy, oor) Uy V1 ooy vk]o(n)xgk c (]R[ul, oy Upyy Ve, oon) vk]o(")xe)lx (2.9)

dir.
o ek
Slmdl, (R[ull "')uml vl) "-ﬂvk]o(n)xe)lx c R[ul, --.,um, 171, ...,vk]o(n)xgk
oldugunu gosterelim.

k
Keyfi f € (R[uy, ..., Um, V1, ...,vk]o(")xe)lx‘g olsun. Bu durumda V(g, &1, ..., &) €

0(n) x £ icin

f((g, €1y ey E) Uy, oy Upy, Vg, ...,vk))
= f((g, 1,.., 1)U, &, o, &) Uq,y oo, Uy, Ve, ooy vk))
= f((g, D (uq, oony Uy, skvk)) = f(Uq, ey Uy, E1V1, o) E Vi)

= f((I, &1, ey E) (Uq, oy Uy, Vg, ...,vk)) = f(Uq, ey Uy V1, ey Vi)
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dir. Yani,

k
f € R[Uy, .., Upy, Vg, oo, Vg | ODXE

dir. O halde,

IxEX X
(R[ty, ooy Uy V1, s 7] ODX€) T C Ry, e, Uppy Vs oo, 0 [OODXE

dir.
(2.9) ve (2.10) dan
k
R, oty V1, ] O = (Rt oty 1, 1] 0%0)
dir.m
Sonug 2.5.1.8.
R[ull e yum; vl, ey Uk]O(TL)XEk
= R[(u, w), (uy, ), (v, v 6 = 1,0, mir, s = 1,
dir.

,k]IXSk

Ispat: Weyl’in [33, 5.53-54, 63-65] kitabindaki Birinci Temel Teorem’e gore,

Ry, ooy Uy Ve, oons vk]o(n)

= R[(uy, ), (i, vp), (0, vs); 6, = 1, .., myr, s = 1, ...

dir. Buna gore,

om)xe _ 0
R[Uy, oo, Uy Vg, ooes Vi ] OTX€ = Ry, ..., Uy, Vg, oo, V3]0

= R[(ui,uj), (up, vo), (v, v5); 4, =1,..,m;r,s =1, ...

oldugundan,

k]

(2.10)
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k Ixgk
Ry, coe) U, Vg, woe, Vi) OOXET = (R[Uy, wor, Uy, s,y oor, V] OVXE)

.. IXEk
= R[(ui,uj), (up, v, (v, v5);4,j =1,...,m;r,s =1, ...,k]

dir.m

Teorem 2.5.1.9. R[wy, ..., Uy, V1, o) V3 ]2 @*E" sonlu iireteclidir.

Ispat: I x £¥ sonlu grup oldugundan Weyl’in [33, 5.275-276] kitabinda verilen sonlu
gruplar i¢in Birinci Temel Teorem’e gore

.. IxEX
]Ri[(ul-,uj), (up, v, (v, v5); 4, =1,..,m;r,s =1, ...,k]

halkas1 sonlu iireteclidir. Buradan Sonug¢ 2.5.1.8’¢ gore R[uy, ..., U, vl,...,vk]o(")xgk

halkasi sonlu tireteclidir. m

Teorem 2.5.1.10. Rfuq, vq, ..., Ug, vk]o(”)xgk nin tretegleri sayisi

(2K +1) ... (2" +2n(m + k))
1.2..(n(m+k))

sayisina esit veya kiiciiktiir.
Ispat: Weyl’in [33, s.276] kitabinda verilen sonlu gruplar icin Birinci Temel

Teorem’de verilen lretegler sayisina ait esitsizlige gore lireteglerin sayisi

(2K +1) .. (2" +2n(m + k))
1.2... (n(m + k))

sayisina esit veya kiictiktiir. m
Onerme 2.5.1.11. ¥ = £ x ...x &, € grubunun k defa direkt carpimi olsun. Iz(n)
ve E¥ gruplarmin direkt ¢arpimi olan G = Iz(n) X £* grubu ve R™’in kendisiyle m + k

defa direkt ¢carpimi olan

X=(R"X..xR") x (R" X ... x R")

= {(ul, iy Uy, Vg, ey V)i U; € R, v, ERMi=1,..,mj=1, ...,k}
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kiimesi verilsin. Iz(n) grubunun eleman1 F: R" - R"*, F(u) = gu+b, g € 0(n), b € R"

olmak lizere

p: GXX — X
(h,x) +» ¢@(hx)=hx

h.x = (F,&q, ., &) (U, ooy U, V1, oo, V) = (guq + b, ..., gUyy + b, &1V, ..., € gVy) lle
bir etkidir. Burada h = (F, &y, ..., &) € G Ve x = (Uq, ..., Uy, Uy, ..., V) € X dir.
Ispat: Teorem 2.4.17’te ispat edildim

Teorem25.1.12.i =1,..,mvej = 1,.., k icin u;, v; € R" olmak lizere

Iz(n)xEk _ o(n)xek
R[Uy, oov, Uy, V1, ooes Vg JZXE = R[uy — Uy oovy Uppq — Upyy V1 oy Vg ] O

= R[(w; = Um, wj — Up), (W — U, ), (U, Us); 0, = 1, ., m — ;7,5

=1, k]

dir.
Ispat: Sonug 2.4.20 ve Sonug 2.5.1.8’in sonucudur. m

Teorem 2.5.1.10’un benzeri Iz(n) x £* grubu iginde dogrudur.

2.5.2. R[x]°™*€ Halkasimin Uretec Sistemi

Onerme 2.5.2.1. Bir (a, b) c R acik alt araliginda tanimli f(x) ve g(x) iki polinom
ve ¢ € (a, b) olsun. x # ¢ olmak iizere Vx € (a,b) i¢in f(x) = g(x) ise f(c) = g(c) dir.
Ispat: Keyfi x, — c dizisini alalim. f(x) ve g(x) polinomlar: reel degerli siirekli

fonksiyonlar ve Vx € (a, b) i¢in f(x) = g(x) oldugundan,
f(©) = lim f(x) = lim g(xa) = g(©)

dir.m
Teorem 2.5.2.2. Dereceleri sirasi ile n ve m olan reel katsayili iki polinom p(x) =
A X"+ a1 x" 1+ t+ax+a, ve qx)=bux™+b,_x™ 1+ -+ bx+b,

olsun. Eger, § > 0 mevcut 6yle ki Vx € (0,9) i¢in p(x) = q(x) ise 0 zaman
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2) 0 <i < nseklindeki her i i¢in a; = b;

dir.
Ispat: Farz edelim ki n # m olsun. Genelligi bozmadan n < m oldugunu kabul
edelim. vx € (0, §) igin

ApX™ + Ao X"+ o+ ayx? + agx + ag

= by x™ 4 by x™ 1+ -+ byx? + byx + b,

oldugundan bu esitlik x = 0 i¢in de gegerlidir. Ciinkii x € (0,6) komsulugunda tanimli
polinom x = 0 noktasinda siirekli oldugundan x = 0 noktasinda da p(x) = q(x) tir. O

halde son esitlikte x = 0 yazarsak,
ay = by
elde ederiz. ay = by oldugundan Vx € (0, §) i¢in
ApX™ + Ao X+t ayx? + agx = by x™ + by x™ T+ o+ byx? + byx
bulunur. x # 0 oldugundan esitligin her iki tarafin1 x ile bélersek, Vx € (0, §) igin
apx™ Tt an_x"2+tazx+a; = by x™ L+ by x™ 2+ -+ byx + by

bulunur. Esitligin her iki tarafindaki polinomlar x = 0 1 bir komsulugunda tanimli, siirekli
ve x # 0 igin esittir. Boylece Onerme 2.5.2.1°de ¢ = 0 alinarak bu iki polinom x = 0

noktasinda da esit olur. Yani, Vx € (0, 9) icin,

apx™ Tt an_x"2+tazx+a; = by x™ T+ by x™ 2+ -+ byx + by
dir. Bu son esitlikte x = 0 yazarsak,

a, = b,
elde ederiz. a; = by oldugundan Vx € (0, §) igin

Ap X"+ A X%+ o+ azx? + apx = by x™ T+ by x™ 72 + -+ byx? + byx
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bulunur. x # 0 oldugundan esitligin her iki tarafin1 x ile bolersek, Vx € (0, §) igin
AnX" 7%+ @ g X"+ e Az + @y = DX 4 by XM 4+ bax + by

bulunur. Esitligin her iki tarafindaki polinomlar x = 0 1n bir komsulugunda tanimli, siirekli
ve x # 0 igin esittir. Boylece Onerme 2.5.2.1°de ¢ = 0 alinarak bu iki polinom x = 0
noktasinda da esit olur. Yani, Vx € (0, 9) igin,

A X" 2+ A X"+t azx +a; = by x™ 2 + by x™ 3+ -+ byx + by

dir. Bu son esitlikte x = 0 yazarsak,
az = b2

elde ederiz. Siireci boyle devam ettirirsek, 0 < i < n seklindeki her i i¢in a; = b; bulunur.

Buradan,
Do x™ ™ 4+ by x™ 4o+ by x =0

dir. x # 0 oldugunu varsayalim ve esitligin her iki tarafin1 x ile bolersek, Vx € (0, §) i¢in
Dy XM by X2 e by =0

bulunur. Esitligin her iki tarafindaki polinomlar x = 0 1n bir komsulugunda tanimly, siirekli
ve x # 0 icin esittir. Boylece Onerme 2.5.2.1’de ¢ = 0 almarak bu iki polinom x = 0

noktasinda da esit olur. Yani, Vx € (0, §) i¢in,
bppx™ ™ 4 by x™ 2 i+ by =0
dir. Bu son esitlikte x = 0 yazarsak,
b1 =0
elde ederiz. Benzer sekilde,
bm =bm-1="=by1 =0

dir. Yani, derp(x) = derq(x) > n =mdir.m
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Teorem 25.23. Y Amm,.m,X1 Xy 2 Xy ™ V& X Bpim, ma X1 X5 Xy,

X1, Xz, .., Xn lerin polinomlari olsun. Eger, i = 1,2,..n i¢in §; > 0 mevcut Oyle ki Vx; €

(0,8;) igin

ise 0 zaman tim my, my,, ..., my, ler igin

Amlmz...mn = Bmlmz...mn

dir.
Ispat: n ye gore tiimevarimla ispat edelim.

n = 1 olsun. Bu taktirde

my _ mq

olur. O halde Teorem 2.5.2.2°den tiim m, ler igin A,, = By, dir.

Farz edelim teorem n — 1 igin dogru olsun. Yani,

§ my,my Mn-1 _ E my . m; Mn-1
Am1m2---mn—1x1 Xy "'xn—l - Bmlmz...mn_1x1 X, "'xn—l
iken tim my, m,, ..., my,_4 ler i¢in

A =B

mimy;.Muy—1 mimy;.Mpy—1

olsun.

Simdi n i¢in dogru oldugunu gosterelim. Tiim mq, m,, ..., m,, ler i¢in

§ my M3 Mn _ § my M3 Mn
Amlmz...mnx1 Xy "X = Bmlmz...mnx1 Xy "Xy

olsun.
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my,.my Mp-1 _ my,my Mn-1
= EAmlmZ---mnxl Xy S x, = E B my.m, X1 Xy XY

Teorem 2.5.2.4. R[{uy, uy), (ug, v1), (vy, 1)1 = R[{uy, uy), (ug, v1)?, (4, v1)] dir.
Ispat:  Keyfi f € R[(ug,uy), (ug, v1), (v, v)]"*¢  alam. Bu durumda bir

¢(z4,2,, z3) polinomu igin

f0) = o(uyg, ug), (g, v1), (vy, v1))

seklindedir ve Vh € I X £ igin

f() = f(hx)

dir. Burada &; € € olmak iizere h = (I, &;) seklindedir.

f(0) = f(hx) = @ug, ug), (ug, v1), (v, 1)) = @ug, uq), & Uy, v4), 512<V1» V1))

olur. &; € € oldugundan &; = +1 veya g; = —1 dir.
g1 = +1 ise asikardir.

&, = —1 olsun. Bu durumda
o (ug, ug), (ug, v1), (1, v1)) = (g, u), —(ug, v1), (v4, V1))
= Z A myms (e, Ug) Uy, 11) 12 (0, 11)3
= D Ay {1t 1) (= Dy, 03 (g, 0™
= Z A myms (e, Ug) Uy, 11)2(0y, 11)3

= > D Ay 2, gty 0, v ()
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dir. y2 = (uy,u;), v = (v, vy) olsun. Buradan, (u;,v,) = y,y,cose dir. y; = cosg

alirsak,

E 2mqi+my,  2mz+m; mz m, 2m1+m2 2mz+m, my,
Am1m2m3 1 y ( 1) mlmzmg yz y3

olur. §; > 0 bir say1 olsun. yZ = (uy, u;) oldugundan y, € (0, §;) keyfi secilebilir. §, > 0
bir say1 olsun. y? = (v,,v;) oldugundan y, € (0,8,), y; den bagimsiz sekilde, keyfi
secilebilir. 83 > 0 bir say1 olsun. y; = ||uy]| ve y, = ||lv;|| uzunluklarindan bagimsiz
sekilde u, ve v, vektorleri arasindaki ac1 keyfi alinabilir oldugundan y; € (0, 83), y; ve y,
den bagimsiz sekilde, keyfi secilebilir.

Buradan Teorem 2.5.2.3’e gore

Am1m2m3 = (_ 1)m2Am1m2m3

dir.
Buradan m;, tek ise Ay, m,m, = 0 dir. Dolayisiyla m; ¢ift olmalidir.

m, ¢ift olsun. Bu durumda 3n € N i¢in m, = 2[ seklinde yazilabilir. O halde,

Z A myms (U, Ug) Uy, 01) 12 (01, 01)3

invaryant polinomu,

D Ay 2,102V (a1, 0)7) (v, 03)™

bi¢iminde yazilabilir. Dolayisiyla bu keyfi polinom (uq,u,), (uy,v;)? ve (vy,v,) ile

tiretilir. Yani,

R[{uy, uq), (ug, v1), {vy, 771)]1)0g S R[{uy, u), (uy, v1)%, (v, v1)]

dir.

(ug, uq), (uq, v1)%, (vy, v1) ler I X € invaryant oldugundan,

R[{uy, uq), (uy, V1)2» (v, v1)] € R[{uq, uq), (uyg, v1), (v, v4 )]ng

dir. Dolayisiyla,
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R[{uq, uq), {ug, v1), (vy, U1)]ng = R[{uy, u), (uyg, v1)%, (vy, v1)]

dir.m

2.5.3. R[x]°™*€* Halkasimn Urete¢ Sistemi
Teorem 2.5.3.1. x4, x5, X3, x4 € R™ igin

Z Ay magmmgs (1 X0) 700, X2) ™12 L (X, Xg) T

= Z By iy (1 X1) T, X2) T2 L (X, Xg) T

olsun. Bu taktirde tim m;;, (1 < i <j < 4) ler i¢in,

Am11m12 Mgy Bm11m12 Mgy

dir.

Ispat: Once bir vektor icin ispatlayalim.

Z Amn(xp X))t = Z Bmm(xl' Xq)"

olsun. yZ = (x, x;) dersek,

2 2
Z Am11y1 = z Bm11y1 m

olur. y; = ||x;1|| oldugundan bir &; > 0 sayist ig¢in y; € (0,8;) olacak sekilde keyfi

secilebilir. O halde Teorem 2.5.2.2°den, tiim m4; ler igin

dir.

Simdi iki vektor icin ispatlayalim,
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Z Am11m12m22 <x1’ xl >m11 <x1’ xZ >m12 <x2’ xZ )m22

= Z Bm11m12m22 <x1’ xl >m11 <x1’ x2 >m12 <x2’ x2 )m22

olsun.

y2 = (x1,%1), ¥2 = (x5, x,) olsun. Buradan, {(x;,x,) = y;y,cose dir. y; = cose alirsak,

2mi+m, 2mz+my m, 2mqi+m, 2mz+my,_m,
z Am11m12m22y1 Y, Y3 © = anmlzmzzyl Y2 Y3

olur. §; > 0 bir say1 olsun. y? = (x;, x;) oldugundan y, € (0, 8,) keyfi secilebilir. §, > 0
bir say1 olsun. yZ = (x,, x,) oldugundan y, € (0,68,), y; den bagimsiz sekilde, keyfi
secilebilir. 3 > 0 bir sayt olsun. y; = ||x4|| ve y, = ||x;|| uzunluklarindan bagimsiz
sekilde x; ve x, vektorleri arasindaki a¢1 keyfi alinabilir oldugundan y; € (0, 83), y; ve y,
den bagimsiz sekilde, keyfi secilebilir.

Buradan Teorem 2.5.2.3’e gore tiim m4 1, m4,, My, ler i¢in

A myymy, = Bmyim,my,
dir.
Simdi teoremi ii¢ vektor i¢in ispat edelim.
z Ay miymysmaymyamas (X1, X1)™1{xq, X2) 121, x3)™13(X5, X2) 122 (X5, x3) 23 (X3, X3) 133
= Z B, myymyamaymysmas X1, X1) 71, X2) 12001, X3) 13 (x5, X2) 22 (x5, X3) 23 (x5, X3) 33
= Z (z A myymysmaymysmas (X1, X3) 13X, Xx3) 23 (x3, X3 )m33) (X1, X1)™1{x1, X2)"12(x, X )22

= (" Bz i 225 e, 225 i, 2™ ) G, 20) ™ G, 25 )

dir. Bir 6nceki adimdan, tiim m4, m;,, m,, ler igin
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Z Ay ymyymysmasmyzmas (X1, X3) 713 (X2, X3)™123 (X3, X3) ™33

- Z Binyymyymysmaymysmas (X1, X3) 713 (X2, X3)™M23 (X3, Xx3) ™33

olur. y2 = (x4, x1), v2 = (x5, %3), y5 = (x3,x3) olsun. Bu durumda,

(x1,x3) = llxalllxsllcos(x1x3) Ve (xz, x3) = [|lx2ll|x3]lcos(x1x3)

ve

D Ay I3 1175 2753 a3 a8 (cos () ™55 (cos ()™

= Bymyamymamamag [ I8 1 725 2730523 (cos () ™53 (cos ()™

dir. §; > 0 bir say1 olsun. y? = (x, x;) oldugundan y; € (0,8;) keyfi secilebilir. §, > 0
bir say1 olsun. yZ = (x,, x,) oldugundan y, € (0,68,), y; den bagimsiz sekilde, keyfi
secilebilir. 853 > 0 bir say1 olsun. y2 = (x3,x3) oldugundan y; € (0,83), y; Ve y, den
bagimsiz sekilde, keyfi segilebilir. §, > 0 bir say1 olsun. y; = ||x1]|, ¥, = |[x,|| ve
y3 = ||x3|| uzunluklarindan bagimsiz sekilde x; ve x3 vektorleri arasindaki a1 keyfi
alinabilir oldugundan cos(x;x3) € (0,83); V1, y» Ve y; den bagimsiz sekilde, keyfi
secilebilir. Benzer sekilde 85 > 0 bir say1 olsun, y; = ||x4|l, y2 = l|x2l| ve y3 = ||x3]|
uzunluklarindan ve cos(x;x3) den bagimsiz sekilde x, ve x3 vektorleri arasindaki ag1 keyfi
alinabilir oldugundan cos(x,x3) € (0,85); Y1, V2, Y3 Ve cos(x;x3) den bagimsiz sekilde,

keyfi secilebilir. Buradan Teorem 2.5.2.3’e gbre tiim my 1, Mq,, M43, M3y, My3, Ma3 ler igin

A

M11MyMy3Mp2M3M33 Bm11m12m13m22m23m33

dir.

Benzer sekilde dort vektdr igin ispat yapilir. Boylece teoremin ispati biter. m
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Teorem 2.5.3.2.

L IxE?
R[(ui,uj), (w, i), (v, v ) L, j = 1,2]

<uiP u])l <ui; vj)z; I’I] = 112

=R (v1,v2)%, (v, vy 0 = 1,2
[, vy, v, 1 < 0,j < 2,1 # j, k= 1,2

<U1, v2)<ui1 vl)(uj, U2>; l,] = 1,2

dir.
2
Ispat: Keyfi f € R[(u;,w;), (u;, vj), (v, v);0,j = 1,2]“(‘E alalim. Bu durumda bir

¢(z4, ..., Z10) polinomu i¢in

£ = (g w), (wy, vp), (v, vy); 1, j = 1,2)
seklindendir ve Vh € I X £? icin

f(x) = f(hx)

dir. Burada &, €, € € olmak lizere h = ((1, £), U, 32)) seklindedir.

f(x) = f(hx) = (g, w), (wy, vp), (v, vy); 1, ) = 1,2)

= (P((ui,uj>, giluy, v)), gii{vy, vi); 1, j = 1,2)

olur. &1, &; € € oldugundan (g4, ;) = (+1,41) veya (g4, &) # (+1,+1) dir.
(€1,&2) = (+1,+1) ise asikardir.
(€1,&2) # (+1,+1) olsun. Bu durumda

o ((up ), (ug vp), (i v 1) = 1,2) = o ((ug, wp), &{uy, vp), £58(vy, v); 6, = 1,2)

N 2 Ay .myo (U UD)TH Ug, Un) T2 (U, Up )3 (U, 1)Uy, U2) T (U, 1) (U, 1)
(v1, V)8V, V2)0(V5, 1) 10
_ z Amlmz .Myo <u1' Uy )m1 <u1' Uz >m2 (uZ' Uz )m3 glnll (ulﬂ vl)m4 8;715 (uli Uy )ms ‘S;ns (qu 171)m6

5?7 (U, 1) (v, vy )8 Elng S;ng (1, V2)™2(v,, vy) 10
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N Z A imy.myo (U W) TH (U, U) ™2 (U, Up )3 Uy, 1) Uy, 12) 5 (U, 1) 6 (Up, Vo)™
(v1, V1)8(Vy, 12) (v, V)0

+me+ +mo+
g4 m95;15 m mgAmlmz...mlo(upul)m1<u1'u2>m2(u2'u2>m3(u1;v1>m4

— 1
Z (Ug, 12)™5 Uy, V1) "6 (Uy, V2) ™7 V1, 11) 8V, U2) "9 (V,, 1) 10

Py _ m4+m6+m9 m5+m7+m9
Buradan, Teorem 2.5.3.1°den Ay, m,..m,, = & £ Am,m,..m,, dir.

Buradan m, +mg+mg veya ms+m; +mg tek ise Ay g, m,, =0 dir
Dolayisiyla ayni zamanda my, + mg + mg V€ ms + m; + mg ¢ift olmalidir. Dolayisiyla
keyfi o ((us, ), (wi, vj), (v, vj); 6, = 1,2), I x €2 invaryant polinom m, + mg + mgy Ve

ms + m, + mg ¢ift olan

(%) {<u1» up Y™ (U, Up) 2 (Up, U )3 (U, 1) T (U, 12) T (U, v1) 6 (Up, 1)
(v1, V1) (V1, V) (V,, V)10

2
polinomlariyla dretilir. Buna gore ]R[(ui,uj), (ui,vj), (vi,vj); i,j = 1,2]1%S halkasinin
tireteclerini bulmak i¢in (*) seklindeki polinomlarin iireteglerini bulmak yeterlidir.

(%) seklindeki polimomlar,

Cer) {Qug, ug) ™ (U, Up) ™2 (Up, Up) 3 (g, 1) 78 (V,, 1) 10

ve

Cerx) {(ug, v1)™ Uy, 2)™5(Up, V1) 6 Uy, V2) 77 (Vy, 1)

ayni zamanda my + mg + mg Ve mg + m, + myq ¢ift olmak tizere, seklindeki polinomlarla
uretilir.

(=) seklindeki polinomlar I X £2 invaryant olan (u;, u;), (uq, uy), (Uy, uy), (vy, v1)
ve (v,, v,) polinomlariyla tiretilir.

Simdi (***) seklindeki polinomlarin [ X £2 invaryant olan iirete¢ sistemlerini
bulalim. Buna gore asagidaki durumlar mevcuttur.

my +mg+mg Ve mg+m,+mg ¢ift olsun. Buradan asagidaki durumlar
mevcuttur,

1. Durum: my ¢ift olsun. Bu durumda m, + mg ve mg + m,, cifttir.

mg ¢ift oldugundan Ing € N i¢in mqy = 2n4 seklinde yazilabilir. O halde,
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(v1, V)™ = (v, v2)2)™

dir. Dolayistyla vy, v,)™ nin I X £2 invaryant olan iirete¢ polinomu (v4, v,)? dir.
1) mq ¢ift, m, ve mg cift, mg ve m; ¢ift olsun.
Bu durumda 3n,, ng, ng, n, € N icin my, = 2n,, mg = 2ng, mg = 2n, Ve m, = 2n,

seklinde yazilabilir. O halde,

(ug, v1)™(Uq, V2) ™5 Uy, U1) 76Uy, U2) 7 (v, 1)

= ((uy, v1)2)n4 ((uy, Uz)z)ns ((uz, U1)2)n6 (up, vy Y )m vy, vz)z)ng

dir. Dolayistyla (x**) seklindeki polinomlarin I X £2 invaryant olan iirete¢ polinomlar,

(uy, 171)2, (uy, 172)2; (uy, v1)2; (uy, vz)zl (v, vz)z

seklindedir.
i) mq ¢ift, m, ve mg cift, mg ve m, tek
Bu durumda 3In,, ns,ng,n; €N icin my = 2n,, ms = 2ng + 1, mg = 2ny Ve

m, = 2n, + 1 seklinde yazilabilir. O halde,

(ug, V)™ (g, V2) ™5 (U, V1) 76Uy, U2) T (U, 1)

_ (ug, v ) (ug, v2) (g, v1))™ ((ug, v2)2)75 ((ug, v1)?)"
((uz, v2)*)" ({vy, v2)?)"

dir. Dolayistyla (x**) seklindeki polinomlarin I X £2 invaryant olan iirete¢ polinomlar,

(ug, Uy, v2), (uy, V1)2, (uy, Vz)z, (uy, V1)2, (uy, Vz)z' (v1, 172)2

seklindedir.
i) mq ¢ift, m, ve mgy tek, mg ve m, ¢ift olsun.
Bu durumda 3n,, ng,ng,n; €N igin my, = 2n, + 1, mg = 2ng, mg = 2ng + 1 ve

m, = 2n, seklinde yazilabilir. O halde,
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(U, V)™ (g, V2) ™5 Uy, V1) 6 (Uy, V2) ™7 (U, 1)

_ (ug, 13 X(up, v1)(ug, v1)2)™ (g, v2)2)™ ((up, v1)2)"
((ug, v2)2)™ ((vg, v2)2)™

dir. Dolayistyla (x**) seklindeki polinomlarin I X £2 invaryant olan iirete¢ polinomlar,

(ug, v1 Uz, v1), Uy, 171)2, (uy, 172)2, (uy, U1)2, (uy, UZ)Z, (1, 172)2

seklindedir.
iV) mg ¢ift, m, ve mq tek, mg ve m, tek olsun.
Bu durumda 3Iny, ng,ng,n; € N igin my = 2n, +1,mg = 2n5+ 1, mg = 2ng + 1

ve m, = 2n, + 1 seklinde yazilabilir. O halde,

(ug, v1)™ Uy, v2) ™5 (Uy, V1) (U, V2) 7V, )™

_ (g, v Uz, v Uy, v Uy, v2) Uy, v1)2)™ (uyg, v,)%)s
(uz, v1))" ((up, v2)2)™ ((vg, v2))™

dir. Dolayisiyla (**x) seklindeki polinomlarmn I X £2 invaryant olan iirete¢ polinomlar,

(uyg, v1 (U, V1), (Ug, V2 ){Uy, V), (Uy, V1)2; (uy, Vz)z, (uy, 171)2' (uy, 172)2: (v, Vz)z

seklindedir.
2. Durum: mq tek olsun. Bu durumda m, + mg ve mg + m,, tektir.

mg tek oldugundan Ang € N igin mg = 2nqg + 1 seklinde yazilabilir. O halde,

(U1, 12)™ = (v, V) (vy, V)™

dir.
i) mq tek, m, tek ve mg cift, mg tek ve my, ¢ift olsun.
Bu durumda 3In,, ns,ng,n; €N igin my = 2n, + 1, mg = 2ng + 1, my = 2n4 ve

m, = 2n, seklinde yazilabilir. O halde,
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(U, V)™ (g, V2) ™5 Uy, V1) 6 (Uy, V2) ™7 (U, 1)

_ (v1, Vg, v XUy, V) (ug, v1)2) ™ ((uy, v2)*)™s
(uz, v1)2)" ((ug, v2))" ((vg, v2)2)™

dir. Dolayistyla (x**) seklindeki polinomlarin I X £2 invaryant olan iirete¢ polinomlar,

(v, Vo XUy, v1 Uy, v2), (Uy, 171)2, (uy, 172)2, (uy, U1)2, (uy, Uz)Z, (vy, 172)2

seklindedir.
i) mq tek, m, tek ve mg ¢ift, ms ¢ift ve m-, tek olsun.
Bu durumda 3In,, ng, ngn; €N icin my = 2n, + 1, mg = 2ng, mg = 2ng Ve

m, = 2n, + 1 seklinde yazilabilir. O halde,

(ug, v1)™ Uy, v2) ™5 (Uy, V1) (U, V2) 7V, )™

_ (V1, Vg, V3 Mg, v2) (U, v1)2)™ (U, v2)2)"s
(g, v1)2)™ ((uz, v2))™ (v, v2)2)™

dir. Dolayistyla (x**) seklindeki polinomlarin I X £2 invaryant olan iirete¢ polinomlar,

(v, Vo XUy, v1 XUy, v2), (Uy, 771)2, (uy, 772)2, (uy, V1)2. (uy, Vz)z' (v1, Vz)z

seklindedir.
iii) mq tek, my ¢ift ve mq tek, mg tek ve my, ¢ift olsun.
Bu durumda 3Iny, ng,ng,n, € N i¢in my = 2ny, mg = 2n5 + 1, mg = 2ng + 1 ve

m, = 2n, seklinde yazilabilir. O halde,

(ug, V)™ (g, V2) ™5 Uy, V1) 6 (Uy, U2) 7 (v, 1)

_ (V1, VU, Vo XUy, v1) (U, v1)2)™ (U, v2)2)"s
(g, v1)2) ™ ((uz, v2)*)™ (v, v2)2)™

dir. Dolayisiyla (x*x) seklindeki polinomlarin I X £2 invaryant olan iirete¢ polinomlar,

(v1, Vo Uy, Vo XUy, 1), (Uy, 171)2, (uy, 172)2, (uy, U1)2, (uy, U2>2; (vy, U2>2
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seklindedir.
IV) mg tek, m, ¢ift ve mq tek, me cift ve m,, tek olsun.
Bu durumda 3In,, ng, ngn; €N icin my = 2n,, mg = 2ng, mg =2ng+1 ve

m, = 2n, + 1 seklinde yazilabilir. O halde,

(U, v1)™ (U, V2) ™5 Uy, V1) 6 (Uy, V2) ™7 (U, 1)

_ (v1, V2 )(Uz, V1 Uz, v2) Uy, v1)2)™ (g, v2)2)7 ((up, 1))
(uz, v2)2)™ ((vg, v2)?)"

dir. Dolayistyla (x**) seklindeki polinomlarin I X £2 invaryant olan iirete¢ polinomlar,

(v1, Vo (U, V1 Uy, V), Uy, 171)2, (uy, 172)2, (uy, 171)2, (uy, 172)2' (v, v2>2

seklindedir.
Dolayisiyla keyfi

Z A imy . myo (U Un) T Uy, Un) T2 (U, Up )3 (Ug, 1) ™4 (U, U2) 5 (Up, 1)
(uz, v2)™7 V1, 11)8(v1, U2) "9 (v,, 1) 10

invaryant polinomunun I X £2 invaryant olan iirete¢ polinomlari,

(ug, ug), (U, up), (uz, Up), (V1, V1), (v, v3)
(ug, v1)%, (Ug, V2)?, (Uup, v1)?, (Up, V)%, (V1, 12)?
(ug, 1)Uz, v1), (g, V2 XUy, v2)

(v1, V2 XUy, V1 g, V2), (U1, V2 X Uq, V1 Uz, 12),
(v1, V2 WU, V1 U, V2), (V1, U Up, V1 Uy, V2)

dir. Yani,

.. IxE2
R[(W;uj), (ui;vj), <Ui,77j>: L] = 1,2]
(ug, i), (uy, v))%50,j = 1,2
<V1, UZ)ZI (vil vi); l = 112
[<ui,vk)<u,-,vk); 1<i,j<2i#j,k= 1,2J

<v11 v2)<uil v1)<ujl vZ): ll] = 112

=R

dir.m
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2
Not 2.4.3.3. R[(ui,uj), (u, vj), (v, i) 0, = 1,2]1X£ halkasinin iirete¢ sistemindeki

eleman sayis1 16 tanedir.

2.6. Bir Tane Dogrudan Olusan Sistem I¢in G — invaryantlarin Tam Sistemi

Teorem 2.6.1. R™’de {u,; v,} ve {uy; vy} sistemleri verilsin.

(0@.€?) (ug,up) = (ug, ug), (ug, v1)* = (ug, v1)?
{u;v} ~ {u’;v’}@ %1 1 “*1/H % ,1 . 1 Y1/
v v (v1, 1) = (v1,v1)

dir.
. (om),e")
Ispat: =: {u;;v;}  ~ ~ {ug; vy} olsun. Bu durumda 3g € 0(n) ve J&; € € dyle
ki,
Uy = guy Ve vy = & gv;
dir. Buradan,
(ug, ug) = (guy, guy) = (uy, ug) = (ug, ug) = (ug, ug)
(ug, v1) = (guy, &19v1) = &{guy, gvy) = &{uy, vy) = <u1,U1)2 = (ui.v{>2
(v1,v1) = (19V1, £29V1) = €1%(gV1, gv1) = (1, V1) = (v1,v1) = (v1, V1)
olur.

& (ug, ug) = (ug, ug), (ug, v1)* = (ug, v1)* ve (vy, v1) = (g, vy) olsun,

(uy, v1)? = (ug, 1) = (uy, v1)* — (uy,v1)* = 0

= ((ug, v1) + (ug, v1)) Cug, 1) — (ug, v4)) =0
= (uy, v1) + (ug, vi) = 0 veya (uy, v1) — (uy, v1) = 0

O halde asagidaki durumlar mevcuttur:

. Durum:

(ug, ug) = (ug, ug)
(ug, v1) = (uy, v1)
(v1,v1) = (v1, v1)
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dir. Teorem 1.7.1.4’ten 3g € 0(n) dyle ki u; = guy ve v; = gv; dir.

1. Durum:

(ug, uq) = (ug, us)
(ulJ vl) = —(ui,v{) = <uj,L) —U{)
(v, 1) = (v1,v1) = (v, —V1)

dir. Teorem 1.7.1.4’ten 3g € O(n) Oyle ki u; = gu; ve v, = g(—v;) = —gv; dir.
Sonug olarak 3g € O(n) ve Ig; € € oyle ki, u; = guy ve v, = g gv; dir. Yani,

(o)) .
{fupvi} ~  {upvi}dire

Teorem 2.6.2. R™’de {u; v,} ve {uy; vy} sistemleri verilsin.

(Iz(n),gl) ’ ! ’ /]
{uy; ve} ~ {ui; v} © (v, v1) = (vg,v1)

dir.

Ispat: Teorem 2.5.18’den

(1z(n),E1) . (om),eY) , .
{fupv} ~ {fupvitefui—ugv} ~ {w—upvgd
(om),eY) ,
e {0;v} ~ {0}

L (o(m).€*) .

dir. Simdi {0; v;}  ~ " {0;v;} © (v4,v1) = (vq, V1) oldugunu gosterelim.
(o(n).e*) )

=:{0;v,} ~ ~{0;vi}olsun. Budurumda3g € O(n) ve 3¢, € & dyle ki,

V) = &19V;
dir. Buradan,

(v1,v1) = (e1gv1, €19v1) = &%(gvy, gv1) = (v1,v1) = (vy,v4) = (v1, V1)
olur.

& (vy,v1) = (v, v1) olsun. Teorem 1.7.1.4’ten 3g € O(n) Oyle ki v, = gv; dir.

Buradan,
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(n),&t
00,3 2 (0,003

dir.m

Sonug¢ 2.6.3. R™’de {u;; v;} ve {us; vy} sistemleri
(vll vl) = 1) <u1!v1> = 0, <U1, U{) = 11 (ujll’vi) =0
olacak sekilde verilsin.

(O(n),gl) 1] r r 1]
{u; v} ~ " {up vl e (ugug) = (ug,uy)

dir.
Ispat: Teorem 2.6.1°in sonucudur. m

Sonug 2.6.4. R™’de {uy; v} ve {us; vy} sistemleri
(v1,v1) = 1,{uq,v1) = 0,(vy,v7) = 1,{u3,v;) =0

. . (1z(n).€) .
olacak sekilde verilsin. O halde {u,; v;}  ~ = {ug; vy} dir.

2.7. iki Tane Dogrudan Olusan Sistem I¢in G — Invaryantlarin Tam Sistemi

Teorem 2.7.1. R™’de {uy, u,; vy, v, } ve {uy, uy; vy, vy} sistemleri
(vir vi) = 1r (uil vi) = O, <vi,t vl,) = 1) (u{, vl,) =0 (l' = 112)

olacak sekilde verilsin.

(om).e?) ) )
{u, uy; vy, 05} ~ " H{ug,uy; vy, vy} ise, bu taktirde

(wp, wy) = (U, up) (1<k<l1<?2)
(Q) (vll UZ)Z = <v{) vé)z
(ug, v;)? = (uy, v])? (1<i,k<2i+k)

(ulr v2><u2r 171)(171, UZ) = <u1) vé)<ué) v:{)<v{i vé)

dir.
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. (o(n),€2)
Ispat: {u;, u,; vy, v5} ~ H{uy,uy; vy, vy} olsun. O halde 3g € O(n) ve 3¢; € €

oyle ki, i = 1,2 igin,
u; = gu; Ve v; = &gv;
dir. Buna gore,
(we, wp) = (gug, gup) = (W, up) = (W, wp) = (W, ), (1 < k <1< 2)
(v1,v2) = (e19V1, £29V;) = €162(gV1, gv;) = €162(V1, V) = (v, 1,)* = (1, v3)

(ug, vi) = (guy, £:9V]) = €{guy, gv;) = &{uy, v;)

= (U, ;)2 = (up, )4 (1 < i,k < 2,0 # k)

(g, Vo Uy, 1 (01, V2) = (gui, £29V2){gUs, €19V1)(€19V1, £29V3)
= efe5(gui, gvyXgus, gviXgvi, gvs)

= (gu1, gV guz, gr1XgvL, gva) = (wy, v XUz, v1 V1, v3)

= <u11 v2)<u21 171)(171, 172) = <uilv£)<uélv{)<vil vé)

Bu teoremin tersi de dogrudur.

Teorem 2.7.2. R™’de {uy, uy; vq, v, } ve {uy, uy; vq, vy} sistemleri
(vir vi) = 1r (uil vi) = O, <vi,t vl,) = 1) (u{, vl,) =0 (l' = 112)

olacak sekilde wverilsin. Eger (Q) esitlikleri saglanmiyor ise bu taktirde

(O(n),&’z) ’ ’ ’ ’ .
{ug, uy; vy, v,} ~  "H{ug, uy; vy, vy} dir,

Ispat: Bu teoremin ispat i¢in asagidaki durumlar mevcuttur. Bu durumlar icin ayr1
ayr1 ispat verilecektir.

I. Durum: (vq, v3) # 0,(uq, v3) # 0, (u,, v1) # 0 olsun.

Hipotezden (v1,v2) # 0,(uq,vy) #0 ve (up, v1) # 0 oldugundan

(uq, v (U, V1 V1, V2) # 0 ve dolayisiyla (ug, vs)(uy, v ){vy, v3) # 0 dir.
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(e w) = (upu)) A1<k<I1<2)

(v, v;) = (v, v{) (i=12) }(1)

olmak iizere, (vy,v,)% = (v, v5)? ve (w,v)? = U, v)) (1 <i,k<2,i+#k)
oldugundan asagidaki durumlar mevcuttur:

(vy,v,) = (v1,v3)

DI v = vl ALk <20 %K)

olsun. Bu durum (1) kosulu ile
(v, vj) = (v}, vj’), 1<i<j<2)
(U, vi) = (up, v{) (1 < i,k <2,i # k)
(U, w) = (upu)) 1<k <1<2)
olur. Teorem 1.7.1.4°e gore g € O(n) oyle ki, i = 1,2 igin
u; = gu; Veu; = gvj
dir.

(vll v2) = _<v{; vé)

L2 Durme () oy = vl (A <ik<2i%k)

olsun. Bu durumda,

(Ug, V2 XUz, V1 V1, V2) = —(ug, VX ug, Vi XV, v3) # 0
olur ki bu,

(Ug, Vo MUz, V1 V1, V2) = (ug, VX Up, V1NV, V) # 0

olusu ile ¢elisir.

(i) (ko,ip), 1 < ko <2,1<i, < 2, ky # i olacak sekilde mevcut oyle ki,
(Ukys Vi) = —(Uky Vi,

olsun. Bu durumda,
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(v1,v3) = (v1,v3)
(uko' Ui0> = —<u1’<0, U{O
(ukl vi) = <u1’() 7.7{) (k) I') # (kOI LO)

olur. Bu durumda,

(ug, va){Up, V1 V1, v2) = —(uy, vo Uy, vi vy, v3) # 0

olur ki bu,

(uq, Vo Uy, v1 (v, V7)) = (ug, va){uy, vi vy, v3) # 0

olusu ile ¢elisir.
(vll 172) = _<v{; vé)
1.3. Durum: (i) (uy, vp) = —(uy, v5)
(uz, 1) = (uy, vy)

olsun. Bu durum (1) kosulu ile

(up, wy) = (uy, up) 1<i<k<2i+k)
(g, v2) = (uy, —v3)

(uz, 1) = (uy, vy)

(v1,v1) = (v1,v1)

(v1,V2) = (v1, —3)

(v2,v2) = (—v3,—V3)

olur. Teorem 1.7.1.4°e goére 3g € O(n) Oyle ki,

w = gu; (i = 1,2), v, = gv; Ve v, = g(=v3) = —gv;

dir.
(vy,v2) = —(vg,v3)
(i) (uy,v2) = (ug, v3)
(uz,v1) = —(uy, vq)

olsun. Bu durum (1) kosulu ile
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(up, uy) = (ug, uy) (1<i<k<2i+k)
(g, v2) = (g, v3)

(uz, v1) = (uy, —vy)

(v1,v1) = (—vy, —v1)

(vy,v2) = (—v1,v3)

(v2, V) = (v3,V3)

olur. Teorem 1.7.1.4°¢ gore g € 0(n) Oyle ki,
w = gu; (L = 1,2), v, = g(—v;) = —gvi Ve v, = gv;

dir.

(v1,3) = (v1,v3)
(i) (uy, vz) = —(uy,vy)
(uz, vq) = _(ulzi 171)

Bu durum (1) kosulu ile

(e, wp) = (ug, uyp) 1<i<k=<2)
(U, vi) = —(up, vj) (A <i,k<2i+#k)
(vi, vj) = (v}, v)) 1<i<j<?2)
(g, ug) = (ug, up) 1<i<k=<?2)

= (W) =, —v) (A<ik<2i#k)
(wuv) =(-v,,—v)) (A <i<j<2)
olur. Teorem 1.7.1.4%¢ gore 3g € O(n) dyle ki, i = 1,2 igin
u; = gu; vev; = g(—v;) = —gv;
dir.

(vll vZ) = _<v{I vé)

4. Durum: v = —(ul, vl (A< ik<2i%k)

olsun. Bu durumda,
(Ug, VU, 1 V1, V2) = —(uy, v Uy, 1 (v, v3) # 0
olur ki bu,

(ug, V2 X(Us, V1 X(v1, V2) = (ug, v (U3, v1 Xvy, v2) # 0
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olusu ile ¢elisir.

Il. Durum: (vy,v,) # 0, (uy, v,) # 0,{uy, v;) = 0 olsun.

(e w) = (upu)) A1<k<I1<2)

(v, v;) = (v, v{) (i=12) } (2)

olmak iizere, (v, v,)? = (vq,v3)? Ve (uy, v,)? = (u}, v5)* oldugundan asagidaki durumlar
mevcuttur:

(v1,2) = (v1, V)

(ug, v2) = (uj, v3)

olsun. Bu durum (2) kosulu ile

11.1. Durum:

(v, vj) = (v}, v)) 1<i<j<2)

<U1,U2> = <u£;vé)
(uZ'v1> = <ué;v{) =0
(ug, wy) = (ug, up) 1<k<l<?2)

olur. Teorem 1.7.1.4°e gore 3g € O(n) dyle ki, i = 1,2 i¢gin
u; = gu; Ve v; = gv;

dir.

(v, v2) = —(v1,v3)

(ug, v2) = (uy, v3)

olsun. Bu durum (2) kosulu ile

[1.2. Durum: (i)

(vi, v;) = (v}, ;) (i=12)
(v1,v2) = —(v1,v3)

(ug, v2) = (ug, vy)

(uz,v1) = (up,vy) =0

(up, uy) = (ug, up) 1<k<lI< 2)}

(v, v1) = (—vy, —vyq)

(v, v2) = (—v1,v3)

(2, 12) = (v3,V3)

(ug,v2) = (uj, vy)

(uz, v1) = (uy, —v1) =0

(ug, wy) = (ug, uy) (1<k<l<?2)

olur. Teorem 1.7.1.4°e gore 3g € 0(n) Oyle ki,
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= gu; (i=12), v, = g(-vy) = —gv; Ve v, = gv,

dir.
(v1,v2) = (v, v3)
(ul, vZ) = _<u2,b vé)

olsun. Bu durum (2) kosulu ile

(i)

(vi, v)) = (v, v}) 1<i<j<?2)
(g, v2) = —(ug,v3)
(up,v1) =(uz,v1) =0
(W, wy) = (up, up) (1<k<1<2))
(vy, vj) = (—v;, —v}) (1<i<j<2)

(ug, v2) = (ug, —vy)
(uz,v1) = (uy, —v1) = 0
(ug, ug) = (ug, up) 1<k=<l=<?2)

olur. Teorem 1.7.1.4°e gore g € O(n) oyle ki, i = 1,2 igin
u; = gug vev; = g(—v;) = —gv;
dir.

(v1,V3) = —(v1,v3)
(ug, v) = —(ug, vy)

olsun. Bu durum (2) kosulu ile

11.3. Durum:

(vi, vi) = (vi, v;) (=12)
(v1,v5) = —(vy, v3)

(uy, v2) = —(uy, v3)

(up,v1) = (uy,v1) =0 J
(we, w) = (wpe, uyp) (1<k<l1<2)

(v1, V1) = (1, V1)

(v1,v2) = (vy, —v3)

(v2,12) = (—Vy,—V3)

(ug, v2) = (uj, —v3)

(uz,v1) =(uz,v1) =0

(up, uy) = (up, up) 1<k<l<?2)

olur. Teorem 1.7.1.4°e gore 3g € O(n) Oyle ki,
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w; = gu; (i=12), v, = gvy ve v, = g(—v3) = —gv,

dir.
[1l. Durum: (vy, v,) # 0,{uy,v,) = 0,{u,, v;) # 0 olsun.
Bu durumun ispati, Il. duruma benzer sekilde yapilir.

IV. Durum: (vl, 172) = 0, <ul, 172) * O, <uZ, 171) 0 0|Sun

(up, uy) = (uy, up) 1<k<l<?2)
(vi, v;) = (v}, v}) (i=12) 3)
(v, v2) =(v1,v5) =0

olmak iizere, (uy, v;)* = (uy, v{)%, (1 < i,k <2,i # k) oldugundan asagidaki durumlar
mevecuttur:

(ug,v2) = (uj, vy)

(uz, v1) = (uj, vy)

olsun. Bu durum (3) kosulu ile

1V.1. Durum:

(U, up) = (ug, up) 1<k=<l<2)
(vi, vi) = (v{l vl,) (l = 1;2)
(vllv2> = <U{,vé) = O

(ug, v;) = (uy, v;) 1<ik<2i+k)

olur. Teorem 1.7.1.4°e gore 3g € O(n) dyle ki, i = 1,2 igin
u; = gu; Ve v; = gv;

dir.
(ug,v3) = —(uj, vy)
(up, v1) = (uj, vy)

olsun. Bu durum (3) kosulu ile

IV.2. Durum: (i)
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(v1,v1) = (v1,v1) )
(v1,v2) = (v1,13) = 0
(V2, v2) = (v2,v2)

(g, v2) = —(ug, v3)
(uz, v1) = (uy, vy)
(Up, up) = (ug, up) 1<k=<1<2))

(v1, V1) = (1, v1)

(v1,v5) = (v, —v3) =0

(v2,v2) = (v, —13)

(ug, v2) = (wg, —v3)

(uz, v1) = (uy, vy)

(up, uy) = (ug, uy) 1<k<l<?2)

olur. Teorem 1.7.1.4°¢ gore 3g € 0(n) Oyle ki,
u = gu; (i=12), v, = gvy vev; = g(=v3) = —gv;

dir.

g ) = )
e S

olsun. 1. Durum (i) kosuluna benzer sekilde Teorem 1.7.1.4’¢ gére 3g € O(n) Oyle ki,
w; = gu; (I = 1,2), v, = g(—v1) = —gvi Ve v, = gv;

dir.

(ug, v2) = —(ug, v3)
(uz, v1) = —(ug, v3)

olsun. Bu durum (3) kosulu ile

1\V.3. Durum:

(vi, v;) = (v}, V) (i=1,2)
(v, 12) =(v1,v5) =0 l
(ug, v;) = —(ug, vy) A<i,k<2i+k)
(up, uy) = (up, up) 1<k<l<?2)
(vi, v;) = (—vi, —v;) (i=1,2)
N (v, v2) =(—v1,—v3) =0
(ug, v;) = (ug, —v;) 1<i,k<2i#k)

(U, ug) = (g, up) (1<k<1<2)
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olur. Teorem 1.7.1.4°¢ gore g € O(n) Oyle ki, i = 1,2 igin
u; = gu; Ve v; = g(—v;) = —gvj

dir.

V. Durum: (vl, 172) * 0, (ul, 172) = 0, <uZ, 171) =0 0|Sun
(g, wp) = (uy, up) (1<k<1<2)
(vi; vi) = <vi,i v{) (l = 1;2) (4)
(up, v;) = (U, v)) =0 (1 <i,k<2,i#k)
olmak iizere, (v;, v,)? = (v}, v5)? oldugundan asagidaki durumlar mevcuttur:

V.1. Durum: (vy,v,) = (v}, v5)

olsun. Bu durum (4) kosulu ile

(g, up) = (ug, up) 1<k<l<2)
(vi, v)) = (v, v}) (1<i<j<2)
(U, vi) = (U, v)) =0 (1<ik<2i#k)

olur. Teorem 1.7.1.4°e gore g € O(n) Oyle ki, i = 1,2 igin
u; = gu; Ve v; = gv;

dir.
V.2. Durum: (vy, v,) = —(v}, v3)

olsun. Bu durum (4) kosulu ile
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(v1,v1) = (v1, 1) )
(v1,v2) = —(vy,v3)

(v2, v2) = (v3,13)

(g, v2) = (ug,v3) = 0

(Uz,v1) = (uy,v1) =0

(up, up) = (up, up) 1<k<l<?2))

(v, v1) = (—vy, —v1)

<U1, 172) = <—171,Ué)

(v2,v2) = (v3,13)

(ug, v2) = (ug,v3) =0

(uz,v1) = (uy, —vy) =0

(up, uy) = (ug, uy) 1<k<l<?2)

olur. Teorem 1.7.1.4°e gore 3g € 0(n) oyle ki,
u; = guj (i = 1,2), vy = g(—v}) ve v, = g}

dir.

VI. Durum: (vq,v3) = 0,(uy, v3) # 0,(u,, v;) = 0 olsun.

(ug, uy) = (ug, up) 1<k<l<?2)
(vi, v;) = (v}, ;) (i=12)
(v1,v2) = (v, v2) =0

Uz, 1) = (up,vy) =0

(5)

olmak iizere, (u,, v,)? = (u}, v5)? oldugundan asagidaki durumlar mevcuttur:
VI.1. Durum: (uq,v,) = (uy, vy)

olsun. Bu durum (5) kosulu ile

(up, uy) = (ug, up) 1<k<l<?2)
(vi, v;) = (v}, ;) (i=12)
(v1,v2) = (v, v2) =0

(ug,v2) = (uj, vy)

(Up, 1) = (up,vy) =0

olur. Teorem 1.7.1.4°e gore 3g € O(n) oyle ki, i = 1,2 igin

u; = gu; Ve v; = gv;
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dir.
V1.2, Durum: (uy, v,) = —(u}, v5)

olsun. Bu durum (5) kosulu ile

(up, uy) = (up, up) 1<k<l<?2)
(vi, v;) = (v}, v;) (i=12)
(v, 12) =(v1,v5) =0
(ug,v2) = —(ug,v3)
(1, v1) = (uh,v}) = 0 )
(up, uy) = (ug, uy) (1<k<l<?2)

(v1,v1) = (v1, v1)
(v1,v2) = (v1, —v2) = 0
(V2,V2) = (—vp, —3)
(ug, v2) = (uy, —v3)
(uz, v1) = (uz,v1) = 0

olur. Teorem 1.7.1.4°e gore 3g € O(n) Oyle ki,
u; = gu; (i = 1,2), v, = g(=v1) ve v, = gv,

dir.
VII. Durum: (vl, 172) = O, (ul, 172) = 0, <uZ, vl) *0 O|Sun
Bu durumun ispati, V1. duruma benzer sekilde yapilir.

VIII. Durum: (vl, v2> = O, <ul, 172) = O, (uZ, 171) =0 0|SUI’1

Bu durumda
(Uge, ug) = (U, uyp) (1<k<1<2)
(v, vi) = (v}, v;) (i=12)

(vlr vZ) = <v{I vé) = O
(U, v;) = (up, ) =0 (1<, k<2,i+#k)

olur. Teorem 1.7.1.4°e gore 3g € O(n) dyle ki, i = 1,2 igin
u; = gu; Ve v; = gv;

dir.

Sonug olarak, i = 1,2 i¢in
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u; = gu; Ve v = ggv;
olacak sekilde 3g € 0(n) ve 3¢; € € vardir. O halde,

(O(n),gz) ’ ’ ’ ’
{ug, uy; vy, v,} ~ {uy, us; vy, v5}

dir.m

Teorem 2.7.3. R™’de {uy, uy; v1, v} Ve {ug, uy; vy, vy} sistemleri
(v, vi) = 1,{w;, v;) = 0,(vi,v;) = 1,{u;,v}) =0 (i = 1,2)
olacak sekilde verilsin.

(lzme?) (vy, 12)? = (vy, v5)?
U, Uy, V4,V ~ U, Uy; Ve, V5 &
{ 1, %2, Y1 2} { 1 %2, Y1 2} (ul _ uZ'vi>2 — <u:,l _ ué’vi’>2;l’ — 1'2

dir.
Ispat: Teorem 2.5.18’den

(1z(n),£?)
{us, uy;v1,v,} ~ {ui, uy; vy, vy}
(O(n),gz) ’ ’ ’ 1]
© {uy —uy, 0; vy, v,} ~ {u; —uy, 0; vy, v5}
dir. Teorem 2.7.1 ve Teorem 2.7.2°den
(o(m),€?)
{ul - qu 0; vlr vZ} ~ {ui - ué) Or v{l vé}
(ul - uZl O) = (ui - uél O)
(v1, 12)* = (v, v3)?
S Uy — up, ;) = (uy — up, v;)* i=1.2

<OI vi)z = (OI v1{>2 L= 1'2
(Ug — Uy, v 0, v {vq, V) = (U — Uy, v )0, vy vy, v3)

(vll UZ)Z = <v{) vé)z
(W —up, 1) = (uy —up, v))% i = 1,2

dir.m



3. IRDELEME

Dogru kavrami, matematigin temel kavramlarindan biridir. Bu kavram, antik
matematikgiler tarafindan genisligi ve derinligi olmayan nesne olarak tanimlanmigtir.
Oklid, (M.0.365 — M.0.300) bir dogruyu “genisligi olmayan uzunluk” ve Oklid
geometrisinin kanitlanmayan temel 6zelliklerinden biri olarak tanimlamistir. Boylece 17.
yy’a kadar dogru, bir boyutlu derinligi ve genisligi olmayan ayni dogrultu boyunca uzanan
noktalar olarak tanimlanmistir. 19. yy’1n sonlarinda gelisen Oklid disindaki geometrilerde
de dogru kavrami, Oklid geometrisine yakm bir sekilde tanimlanmistir. Dogrunun
ozellikleri bagvurulan aksiyomlar tarafindan belirlenir. Bu yaklasim sayesinde geometriyi
kullananlara bir esneklik saglar.

Analitik geometride ise iki farkli sekilde tanimlanir. Bunlardan birincisi, parametrik
dogru (yani bir doniisiimiin deger kiimesi seklinde) digeri ise verilen bir lineer denklemin
¢Oziimiinii saglayan tiim noktalarin kiimesi seklindedir.

Tezde, dogruya egrinin 6zel hali olarak bakilarak ve egrinin 3 tane farkli tanimi
kullanilarak dogrunun 3 tane farkli tanimi verildi. Dogru i¢in verilen bu 3 tane tanimdan
liclinciisii dogru icin yeni bir tanimdir. Bu {igiincii tanim, biraz degistirilerek dogrunun
daha 6nemli yeni bir tanimi verildi. Buna, kisaca 4. tip dogru diyelim. Tezde, dogrunun bu
tanimlar1 arasindaki iliskiler incelendi.

Tezde n —boyutlu Oklid uzayinda noktalar ve parametrik dogrulardan olusan ailenin
0(n) ve Iz(n) gruplarina gore denklik problemi incelendi ve polinomyal invaryanlarinin
tam sistemleri bulundu. Oklid uzayinda noktalar ve parametrik dogrulardan (yani 1. tip
dogrulardan) olusan ailenin O(n) ve Iz(n) gruplarina gore polinomyal invaryantlarinin
tam sistemlerini bulma problemi, invaryantlar teorisi agisindan basit bir problem olsa da bu
probleme ait sonuglar bugiine kadar yapilan ¢alismalarda net sekilde verilmedi. Bundan
dolay1 tezde bu problem incelendi ve tam ¢6zlimii verildi.

4. tip dogru invaryant teorinin incelenecek yapisi olmadigindan dolayr 4. tip
dogrulardan olusan ailenin denklik problemi invaryantlar teorisi disinda kaldi. Diferansiyel
geometride sadece tek bir egri inceleniyorken, egriler ailesinin denklik problemi
incelenmiyor. Bundan dolay1 4. tip dogrulardan olusan ailenin denklik problemi klasik

diferansiyel geometride de incelenmemis bir problemdir.
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Tezde n —boyutlu Oklid uzayinda noktalar, 2. tip ve 4. tip dogrulardan olusan ailenin
O(n) ve Iz(n) gruplarna gore denklik problemi incelendi. Noktalar, 2. tip ve 4. tip
dogrulardan olusan ailenin O(n) ve Iz(n) gruplarmma gore denklik problemi, Sadece
noktalar ve 4. tip dogrulardan olusan ailenin O(n) ve [z(n) gruplarina gore denklik
problemine indirgendi.

Klasik  diferansiyel  geometride egrilerin  teorisinde  egrinin  invaryant
parametrizasyonlart kullanilmisti. Oklid geometrisindeki egriler teorisinde egrinin
invaryant parametrizasyonu, egrinin yay uzunlugu seklinde tanimlanmisti ve kullanilmusti.

Tezde 4. tip dogru i¢in egrinin invaryant parametrizasyonun benzeri olan kanonik
parametrik dogru tanimlandi. Kanonik parametrik dogrular kullanilarak noktalar ve 4.tip
dogrulardan olusan ailenin polinomyal invaryanti tanimlandi. Noktalar ve 4. tip
dogrulardan olusan ailenin polinomyal invaryantlar1 halkasinin sonlu firetegli oldugu
gosterildi ve liretecler sayisina ait esitsizlik verildi.

Tezde bir veya iki 4. tip dogrudan olusan ailenin O(n) ve Iz(n) gruplarina goére

denklik problemi incelendi ve polinomyal invaryantlarinin tam sistemi bulundu.



4. SONUCLAR

Tezde asagidaki temel sonuglar elde edilmistir:

1) Egriler i¢in verilen ti¢ farkli tanim kullanilarak dogrular igin 3 farkli tanim verildi.
Ayrica verilen tanimlara ek olarak dogrunun yeni bir tanimi 4. tip dogru olarak verildi.
(Tanim 2.1.1, Tanim 2.1.2, Tanim 2.1.3 ve Tanim 2.1.8)

2) R™de parametrik (1. tip) dogrulardan olusan sistemin G —denklik problemi
incelendi ve bu problem, noktalar sisteminin denklik problemine indirgenildi. (Teorem
2.2.6 ve Teorem 2.2.8)

3) R™de parametrik (1. tip) dogrulardan olusan sistemin O(n) ve Iz(n) grubuna
gore invaryantlarinin tam sistemi verildi. (Teorem 2.2.7 ve Teorem 2.2.9)

4) R™’de noktalar ve parametrik dogrulardan olusan sistemin G —denklik problemi
incelendi ve bu problem, noktalar sisteminin denklik problemine indirgenildi. (Teorem
2.3.2, Teorem 2.3.4 ve Sonug 2.3.5)

5) R™’de noktalar ve parametrik (1. tip) dogrulardan olusan sistemin O(n) ve Iz(n)
grubuna gore invaryantlarin tam sistemi verildi. (Teorem 2.3.3 ve Teorem 2.3.6)

6) {ay, ..., ar} ve {ay, ..., ar} R™de iki dogru sistemi ve i =1, ...,k i¢in a; ve «;
dogrularinin  kanonik parametrizasyonlar1 swrastyla {u;, v;}q, Ve {u;,v; }a{ olsun. Bu

durumda,

o(n) P (o(n)gk) ' ’ ’ /
{ar, .,ar} ~ {ai, ...,ap} © {uyg, o, Uy V1, o0, v}~ UL, ooy U3 Vg, ee, Vgt
dir. (Sonug 2.4.19)
7) {ay, ..., ar} ve {ay, ..., a } R™’de iki dogru sistemi ve i =1, ...,k i¢in a; ve a;

dogrularinin  kanonik parametrizasyonlar1 swrastyla {uw;, v;}o, Ve {uj, v/}, olsun. Bu
i

durumda,
1z(n) (1z(n),£¥)
{ay, .., ~ {af, ..., } © {uq, o, uy; Uy, e, Vg ~ {ug, e ug vy, e, g}
(O(n)’gk) ' ’ ’ ’ ’ ’
S {u; — U, o Uy — U Uy, o, Uk) ~ 0 {U] = Upy s Upq — Ups U1,y ooy Vg )

dir. (Sonug 2.4.20)
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8) Noktalar, 2. tip dogrular ve 4. tip dogrulardan olusan sistemlerin G —denklik
problemi, noktalar ve 4. tip dogrulardan olusan sistemlerin G —denklik problemine
indirgendi.(Onerme 2.4.23)

9)

o(n)x&k
Ry, oor) Uy, V1, won, Vg ]

.. Ixek
= R[(ui,uj), (up, ve), (v, v5);4,j =1,...,m;r,s =1, ...,k]

dir. (Sonug 2.5.1.8)

10) R[ty, oo\ Upy, Ve, e vk]o(")xgk sonlu iireteclidir. (Teorem 2.5.1.9)

o(n)xek

11) R[wyq, or) Uy, V1, oee s Vg nin tretegleri sayisi

(2K +1) ... (2" +2n(m + k))
1.2..(n(m+k))

sayisina esit veya bu sayidan kiigiiktiir.(Teorem 2.5.1.10)
12)  R[{ug, ug), {ug, v1), vy, v1)]™€ = R[{uy, ug), (uy, v1)?, (1, v4)] dir. (Teorem
2.5.2.4)
13)
.. IxE2
R[(“—i! u] )! (uiy vj); <Ui, U]>, l;_] = 1;2]
<uii u])l <ui: vj)z; l;_] = 1;2
<v11 vZ)Zt (vil vi); l = 112
[<ui,vk><u,-,vk>; 1<i,j<2i#jk= 1,2J
<v11 v2)<uil vl)(ujl vZ); ll] = 112

=R

dir. (Teorem 2.5.3.2)

14) R™’de {u,; v,} ve {ug; vy} sistemleri verilsin.

(0m).€*) (ug, uq) = (ug, ug), {ug, v1)* = (ug, v;)?
{u ;U} ~ {u’;v’}(:) 1“1 1> %1/ 1, V1 1, Y1/ >
v v (v1,v1) = (v}, v})

dir. (Teorem 2.6.1)
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15) R™’de {u;; v, } ve {uy; vy} sistemleri verilsin.

(Iz(n),gl) 1 I o
{uy;ve} ~ {up;vi} © (v, v1) = (v, v7)

dir. (Teorem 2.6.2)

16) R™’de {uq, u,; vq, v} ve {ug, uy; vy, vy} sistemleri

(i, vi) = 1,{u;, v;) = 0,{v;, v;) = 1,{u;, v;) =0 (i = 1,2)

0(n),E?
olacak sekilde verilsin. {uq, u,; v, v, } ( o ) {uy, uy; v, v} ise, bu taktirde
( (upe, wy) = (uy, uyp) (1<k<l1<?2)
(Q) (vl’ U2>2 = <U{’ vé)z
(wpe, ;)% = (uy, v{)? 1<ik<2i+k)
(ug, VU, V1 V1, v2) = (ui, Vé)(“é; 171)(”1' Ué)

olmasidir. (Teorem 2.7.1)

17) R™de {uq, uy; vq, v} ve {ug, uy; vy, vy} sistemleri
(i vi) = 1,(uy v) = 0,4v;, vi) = L,{u;, v) =0 (i =12)

olacak sekilde wverilsin. Eger (Q) esitlikleri saglaniyor ise bu taktirde

(om),e?) .
{uy, uy; v1,v,} ~ " {uj, uy; vy, vy} dir. (Teorem 2.7.2)

18) R™de {u,, uy; vq, v, } ve {ug, ujy; vy, vy} sistemleri
(i vi) = 1,{uy 1) = 0,4v;, vi) = 1,{u;, v) =0 (i =12)

olacak sekilde verilsin.

(lzmee?) - (v, 12)% = (v, v;)°
Uq, Uy, V1, U ~ U, Uy, Ve, Vp5 &
{ 1, %2, Y1 2} { 1“2, Y1 2} (ul _ u2ﬁvi>2 — <u1 _ ué,vi’)z;i =1,2

dir. (Teorem 2.7.3)



5. ONERILER

Bu tez calismasinda, klasik geometriden farkli olarak dogru (parametrik olmayan
dogru) kavramu gelistirildi. 1 veva 2 tane 4. tip dogru i¢in invaryant polinomlar halkasinin

tiretecleri bulundu.

n —boyutlu Oklid uzayinda noktalar ve farkli tipteki dogrulardan olusan sistemler

icin O(n) ve Iz(n) gruplarina gore asagidaki problemlerin ¢6ziilmesi onemlidir.
1) Invaryant polinomlar halkasimnin iireteglerinin bulunmast.
2) G — denklik probleminin iiretegler ile ¢oziilmesi.

3) invaryantlarin minimal tam sisteminin bulunmas.
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