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0z

Insanoglu giindelik yasaminda, kendi dogasina en uygun olan on tabanini kullan-
maktadir. Ancak sayisal sistemlerde iki tabani tercih edilmektedir. Bu iki taban
arasindaki cevrim islemleri, hem zaman kaybina hem de hatalara neden olmaktadir.
Bu tur hatalar bazi kritik uygulamalarda ciddi sorunlara yol agmigtir. Bu sorunlari
onlemek icin yazihm kuattphaneleri siklikla kullaniimaktadir. Ancak gunimuizde fi-
nansal, ticari ve kullanici tabanli uygulamalar i¢in on tabaninda aritmetik islemlerin
donanimla gerceklestiriimesine duyulan ihtiyac artmaktadir. Bu tez calismasinda,
on tabanina gore carpicilarla ilgili 6nceden yapilmis olan calismalar irdelenmis ve
rakam carpimina dayalh bir yontem kullanilarak 6zgiin bir 16 rakamli paralel ¢arpi-
cinin donanimsal tasarimi gercgeklestirilmigtir. Yapilan ¢alismada, rakam ¢arpimina
dayall paralel carpma yonteminde kolon toplamlarinin alabilecegi en buylk dege-
rin bir eniyileme problemi olarak ifade edilebilecegi ortaya konmustur. Bu problemin
¢6zimd icin deneysel bir yonteme dayanan Genetik Algoritma araci ile benzetim ya-
piimistir. Daha sonra, degisken sayisinin az oldugu durumlar igin kapsamli yineleme
ile problemin kesin ¢6zumu hesaplanmistir. Elde edilen kapsamli yineleme sonucla-
rinin Genetik Algoritma benzetim sonuclarini dogruladigi gozlenmistir. Bulunan yeni
sinir degerleri, donanim tasariminda kullanilan toplayici ve iki tabanindan on taba-
nina gevirici birimlerinde bit sayisinin azalmasini saglamistir. Bu sayede tasarimin
butind icin alan veya gecikme basarimlarinda iyilestirme saglandigi gézlenmistir.
Bulunan yeni sinir degerlerinin, meydana gelebilecek gecici hatalarin tespitinde kul-

laniimast ile ilgili yapilan incelemeler ve benzetim sonuclari sunulmustur.
Anahtar Kelimeler: On tabaninda ¢arpma, Sinirli kolon toplami.

Danisman: Dog.Dr. Ali Ziya ALKAR, Hacettepe Universitesi, Elektrik ve Elektronik

Muhendisligi Bolumu



IMPROVEMENTS ON THE HARDWARE IMPLEMENTATION OF THE DIGIT
MULTIPLICATION BASED PARALLEL DECIMAL MULTIPLICATION
ALGORITHM

KENAN BOZDAS

ABSTRACT

Human beings use base ten in daily life since it is well suited for our nature. However
in digital systems, base two is preferred. Conversion operation between these bases
is not only time consuming but may lead to rounding errors as well. These rounding
errors cause serious problems in some critical applications. In order to prevent these
kinds of problems software libraries are often used. Nowadays, however, the need
for the hardware support for decimal arithmetic is growing for financial, commercial
and user-based applications. In this study, previous works on decimal multipliers
are investigated and a unique hardware implementation of a 16 digit parallel deci-
mal multiplier based on digit multiplication is designed. It has been revealed that
determining the maximum value of each column sum for a digit multiplication based
multiplier is an optimization problem. Genetic Algorithm which is based on a heuris-
tic approach is applied to find the solution to this problem. Subsequently, the exact
solution of this problem is found by using the exhaustive iteration method for cases
which the number of variables is small. Results of exhaustive iteration and Gene-
tic Algorithm confirm each other. The proposed boundaries for the column sums
decrease the number of bits for binary addition and binary to Binary Coded Deci-
mal conversion, leading to improved area and delay performances of the multiplier.
Results of analysis and simulations concerning using the proposed boundaries in

detection of contingent soft errors are presented.
Keywords: Decimal multiplication, Column sum boundary.

Advisor: Assoc. Prof. Dr. Ali Ziya ALKAR, Hacettepe University, Department of
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1. GIRIS

Insanoglu giindelik yasaminda, kendi dogasina en uygun olan on tabanini kullan-
maktadir. Ancak sayisal sistemlerde iki tabani tercih edilmektedir. Sayisal sistem-
lerde on tabaninda sayilarla aritmetik islem yapilabilmesi igin, on tabani ile iki tabani
arasinda cevrim igslemine ihtiya¢ duyulmaktadir. Bu ¢evrim islemleri yuvarlama ha-
talarini barindirmaktadir. Ornegdin; 0,2 sayisi iki tabaninda 0,0011 seklinde sonsuz
sayida bitle ifade edilmesi gerekirken, mevcut donanim sinirlamalari ile belirli bir
basamaga kadar hassasiyetle ifade edilebilmektedir. Bu tlr hatalar gercek hayatta
bazi ciddi sorunlara yol agmistir. Ornegin; 1991 yilinda Patriot fiizesi, icindeki za-
manlayici ve mesafe hesaplamasinda meydana gelen yuvarlama hatasi nedeniyle
SCUD fuzesini durdurmayi ba§aramam|§t||H. Bu zamanlama hatasi, SCUD fiize-
sinin yerinin tespit edilememesine ve hatta sonucunda 28 askerin 6limine sebep

olmustur.

Tsang tarafindan yapilan calismada, c¢esitli ticari veritabanlarinda incelenen bir mil-
yon situndaki verilerin %55’inin onluk sayilar icerdigi ve ek olarak %43'lik kismi-
nin da on tabaninda ifade edilebilecegi ortaya konmustur (Erle, 2008). Bu veriler
IsIginda ticari uygulamalarda, verilerin onluk sayilarla ifade edilmesi, on tabaninda
aritmetik islemleri destekleyen sistemlerin kullaniimasi ve saklanmasi énemli bir ihti-
yactir. Sayisal sistemlerde aritmetik islemlerin iki tabaninda yapilmasi ciddi bir avan-
taj getirdigi icin on tabanindaki aritmetik islemlerde meydana gelen hesap hatalari
yakin zamana kadar ya fazla 6Gnemsenmiyordu ya da yazilim kittiphaneleri kullani-
larak hatalar en aza indirilmeye c¢alisiliyordu. IBM tarafindan sunulan "decNumbe"
ve Intel tarafindan sunulan "Decimal Floating-Point MatfH" kutuphaneleri bunlara iki

ornektir.

Gunumuzde finansal, ticari ve kullanici tabanli uygulamalarda on tabanina gore arit-
metik islemleri gerceklestiren donanimlara duyulan ihtiya¢ artmaktadir (Cowlishaw,
2003). Bu tur uygulamalarda, her sayinin iki tabanina gore tam olarak ifade edi-
lememesi sebebiyle veya kullanici araytzlerinde kullanim kolayligi saglamak ama-
ciyla on tabani tercih edilmektedir. Ornegin; internet bankacihdi ile déviz veya hisse

senedi alim-satimi esnasinda kullanici tarafindan girilen miktarlar veya sistemde ta-

http://archive.gao.gov/t2pbat6/145960.pdf
2http://www.alphaworks.ibm.com/tech/decnumber
3http://software.intel.com/en-us/articles/intel-decimal-floating-point-math-library



niml birim fiyatlar, ondalik sayilardan olusabilmektedir. Bu sayilar ile gerceklestirilen
aritmetik islemler, ya kullanilan makinenin hassasiyetine (precision) bagl olarak yu-
varlama islemiyle ya da yazilim kuttphaneleri yardimiyla gerceklestiriimektedir. Bu
seceneklerin kesinlik (accuracy) acisindan yetersiz veya yavas kaldigi durumlar icin
on tabaninda iglem yapan donanimlarin kullanilmasi 6nem arz etmektedir. Cunku
aritmetik islem donanimlari, hem kesinlik hem de hiz yoniinden yazilima gére daha

Iyi bir ¢6zim sunmaktadir.

Mevcut sistemlerin buyuk bir bélimtnde, on tabanina gore karsiliklari ile depolan-
mis sayilarin islenebilmesi igin iki tabanina goére karsiliklarina gevrilmesi gerekmek-
tedir. Bu cevrim islemi hem zaman kaybina hem de hatalara neden olmaktadir.
Ortaya c¢lkan bu sorunlarin ¢6zumu icin, aritmetik islemleri on tabanina gore ger-
ceklestiren donanimlar dnerilmis ve uygulanmistir (Erle and Schulte, 2003), (Erle
et al., 2005), (Ueda, 1995), (Busaba et al., 2001), (Lang and Nannarelli, 2006),
(Vazquez et al., 2010), (Jaberipur and Kaivani, 2009). On tabaninda kayan noktali
saylilarin kullaniimasi ihtiyacinin artmasi ile birlikte, on tabaninda aritmetik islemle-
rin ve veri tiplerinin standardizasyonu 6nem kazanmistir. Bu amacla IEEE 754-2008
(IEEE 754-2008 - IEEE Standard for Floating-Point Arithmetic, 2008) standardi or-
taya cikmistir. Son yillarda, 6zellikle IBM firmasi tarafindan dretilen bazi mikroislem-
cilerde on tabaninda islem yapan aritmetik birimler mevcuttur (Busaba et al., 2001),
(Eisen et al., 2007), (Schwarz et al., 2009). Ayrica fikri mulkiyet hakki Silmindg
firmasina ait olan cesitli ondalik islem birimleri, IP (Intellectual Property) cekirdegi

olarak markete sunulmustur.

Yonga Uretiminin ucuzlamasi ve donanimin yazilim kuttphanelerine gére cok daha
hizl islem gerceklestirmesi etkenleri, on tabaninda aritmetik islem donanimlarina
olan ilgiyi arttirmistir (Erle et al., 2002). Aritmetik islemleri on tabaninda gergek-
lestiren donanimlar iki tabaninda islem yuriten donanimlara gore daha fazla alan
kaplamakta ve goreceli olarak daha yavas calismaktadir. Bu nedenle, bu sorunlari

gidermeye yonelik olarak farkli yaklasimlar dnerilmistir.

Farkli uygulamalarda, farkh aritmetik islemler gerceklestirildiginden, hangi uygula-
mada ne tur islemlerin yapildiginin belirlenmesi, yapilan ¢alismalara i1sik tutacaktir.
Bu amacgla Wang (Wang et al., 2007) ve Anderson (Anderson et al., 2009) tarafin-

4http://vww.silminds.com/decimal-products/ip-core



dan yapilan denektasi (benchmark) calismalari, 6nemli bilgiler ortaya c¢ikarmistir.
Yapilan calismalarda, on tabanindaki aritmetik islemlerin en ¢ok kullanildigi uygu-
lamalardan bazilari secilmis ve bu uygulamalarda ihtiya¢ duyulan islemlerin hangi
oranlarda kullanildigi tespit edilmistir. _On tabaninda kayan noktali sayilari iceren
SPECjbeOO, SPECjAppServerZOOAH, TPC-I—H ve telcoH gibi denektaslarinin ye-
terli olmadigini dusunen yazarlar, 4 yeni denektasi tanimlamislardir. Tanimladiklari
bu denektaslari; bankacilik sistemi, Avro donustirtcu, risk yonetimi ve vergi hazir-
lama uygulamalaridir. Bu uygulamalar, on tabaninda aritmetik islemler icin hedef
ticari uygulamalari barindirmaktadir. Denektasi uygulamalari sanal bir islemci Gize-

rinde kosturularak, uygulamalarin islem profilleri ¢ikariimistir. Bu uygulamalardan

elde edilen sonuglarin bir kismi|Cizelge 1.1[de verilmistir.

[Cizelge 1.1]de, IEEE standardinda (IEEE 754-2008 - IEEE Standard for Floating-
Point Arithmetic, 2008) belirtilen ondalik fonksiyonlarin, denektasi uygulamalarinda
toplam calisma suresine gore yuzdesel oranlari verilmistir. Buna goére, uygulamalar-
dan dérdunde (Bankacilik, Avro, Risk ve Telco) ondalik fonksiyonlar, ¢calisma suresi-
nin bayuk bir bélumunad (%75,4,% 93,1,% 85,1 ve %78,9) isgal etmektedir. Carpma
islemi bu dort uygulamanin hepsinde, en cok zaman harcanan ilk ti¢c fonksiyon icinde

yer almaktadir.

Bu tez calismasinda, on tabanina gore carpicilarla ilgili 6hceden yapilmis olan calis-
malar incelenmis ve 16 rakamli carpici tasarimi konusunda yogunlasiimistir. Litera-
turdeki calismalarda kismi carpimlarin hesaplanmasi asamasinda carpilan sayinin
belirli katlarinin hesaplanmasi ve daha sonra bu katlardan kismi ¢carpimlarin elde
edilmesi yaygin olarak kabul gérmustur. Carpma islemi, ardisik ekle-kaydir yéntemi
veya paralel yontemlerle gerceklestirilebilmektedir. On tabanina gore carpma yon-
temlerinde temel ¢ ara basamak tanimlanmistir (Jaberipur and Kaivani, 2009). Bu
ara basamaklar: kismi ¢arpimlarin hesaplanmasi, kismi ¢carpimlarin indirgenmesi
ve elde aktarimi ile son toplamdir. On tabaninda yapilan islemlerde ikili Kodlanmis
Onlu (Binary Coded Decimal, BCD) gosterimi kullaniimaktadir. Bu gosterimin kulla-
nilmasi ile aritmetik islemlerde BCD duzeltme islemi gereksinimi ortaya ¢cikmaktadir.

Bu gereksinim, ¢ ara basamagin her birinde fazladan gecikme olmasina sebep

Shttp://www.spec.org/jbb2005/
Shttp://www.spec.org/jAppServer2004/
Thttp:/imww.tpc.org/tpch/
8http://speleotrove.com/decimal/telco.html



Cizelge 1.1. Denektasi Uygulamalarindaki Fonksiyonlarin Ytzdeleri

Fonksiyon Bankacilik | Avro | Risk | Vergi | Telco
Toplama (Add) 10,1 45 111 | 75 19,0
Karsilastirma (Compare) 2,8 3,6 - 15 -
Kopyalama (Copy) 1,0 09 | 0,1 1,7 -
decimal64FromNumber - - - 2,1 -
decimal64ToNumber 1,3 27 | 0,6 2,8 51
Bdlme (Divide) 29,9 50,7 | 3,9 11 -
En Buyuk (Max) 0,3 - - - -
En Kuguk (Min) - - - 0,3 -
Negatif (Minus) 0,0 - - 0,0 -
Carpma (Multiply) 13,4 125 231 | 15 27,5
Yeniden Olgeklendirme (Rescale) - - 18,7 - 24,1
Yuvarlama Kipi (SetRoundMode) 0,7 09 | 1,3 0,0 2,3
Karekok (SquareRoot) - - 0,4 - -
Cikarma (Subtract) 7,0 6,3 | 256 | 1,3 -
Tamsaylya Yuvarlama (RoundTolnt) 8,5 10,8 - 0,4 -
Sifirlama (Zero) 0,3 0,3 | 0,2 | 13,6 0,9
Toplam Ondalik Islem (%) 75,4 93,1 | 85,1 | 33,9 | 78,9

olmaktadir. Gecikme basariminin arttiriimasi, on tabaninda aritmetik islem dona-
nimlarinin motivasyon kaynagi olmustur. Tez kapsaminda nihai hedef, 16 rakaml
iki BCD sayinin garpimini yapan paralel carpicinin donanim tasarimidir. Bu amagla
Rakam Carpimina Dayal Paralel Carpma (RDPC) yontemi irdelenmis ve donanim
tasarimi gerceklestirilmistir. Yapilan calismada, RDPC yontemine 6zgu bir 6zellik
ortaya cikarilmistir. Bu 6zellige goére, RDPC yontemi ile yapilan ¢carpma isleminin
ara basamaklarinda hesaplanan kolon toplamlarinin alabilecegi en buyuk deger, bir
eniyileme problemi olarak ifade edilebilmektedir. Bu eniyileme probleminin ¢6zimu
icin Genetik Algoritma kullanilarak sinir degerlerine ulasiimistir. Ayrica, degisken
sayisinin az oldugu bazi durumlar icin problemin kesin ¢ozimu kapsamli yineleme
ile elde edilmistir. Kapsamli yineleme ve Genetik Algoritma benzetim sonugclarinin
birebir uyumlu oldugu g6zlenmistir. Bulunan yeni sinir degerlerinin donanim tasari-

minda kullaniimasiyla alan ve gecikme basarimi acgisindan iyilestirme oldugu ortaya



konmustur. Onerilen sinir degerlerinin, hata tespitinde kullanilabilmesini irdelemek

amaclyla benzetim calismasi yapilmis ve elde edilen sonuclar sunulmustur.

Bu tez raporu alti bélimden olusmaktadir. Bolim [2/de, tez kapsaminda irdelenen
konulara ait temel bilgiler verilmistir. Glinimuzde kullanmakta oldugumuz rakamla-
rin ve say! sistemlerinin kisa bir tarihgesi anlatiimistir. Ayrica modern sayi sistem-
leri ve bu sistemlerde kullanilan farkl tabanlara gore gésterimlerden bahsedilmistir.
Daha sonra iki ve on tabaninda aritmetik islemler irdelenmistir. Tez kapsamindaki
eniyileme probleminde kullanilan genetik algoritma icin genel bilgiler verilmistir. Son
olarak, tez calismasinin olasi uygulama alanlarindan biri olan hata tespit sistemleri
anlatiimistir. Bolum [3lte, on tabaninda carpma algoritmalari ile ilgili literatiirde yer
alan calismalar 6zetlenmistir. On tabaninda carpma, ardisik ve paralel carpma ola-
rak iki farkh yaklasimla gerceklestirilebilir. Bu iki yontemle yapilan calismalar ve bu
calismalarda elde edilen iyilestirmeler yorumlanmistir. Bolum [4'te, bu tez kapsa-
minda irdelenen Rakam Carpimina Dayall Paralel Carpma (RDPC) yontemi detayli
bir bicimde incelenmistir. RDPC yonteminin ara basamaklarinda ihtiya¢ duyulan is-
lemler tanimlanmis ve bu islemler i¢in ihtiya¢ duyulan birimler irdelenmistir. RDPC
yonteminde her bir kolon toplaminin en blyuk degeri icin yapilan calismalar ve elde
edilen sonuglar bu bdlimde sunulmustur. Bolum Bite, RDPC yonteminin donanim
uygulamasindan elde edilen sonuglar ve hata tespit sistemlerinde kullaniimasiyla il-
gili yapilan calismanin sonuglari verilmistir. Bélim [6'da, tez kapsaminda yapilan ¢a-
hsmalar ve elde edilen sonuclar 6zetlenmis ve genel degerlendirmeler sunulmustur.
Ayrica, bu konuda gelecekte yapilmasi muhtemel ¢alismalar igin 6nerilerde bulunul-

mustur.



2. SAYI SISTEMLERI VE KURAMSAL ALTYAPI

Bu bélimde, tez kapsaminda irdelenen konulara ait temel bilgiler ve kuramsal altyapi
verilmistir. GUnimizde kullanmakta oldugumuz say! sistemlerinin kisa bir tarihgesi
anlatilmistir. Daha sonra iki ve on tabaninda aritmetik islemler irdelenmistir. Tezde
kullanilan genetik algoritma icin temel bilgiler verilmigtir. Son olarak, hata tespit

sistemleri anlatiimistir.
2.1 Rakam ve Sayilarin Tarihgesi

Insanoglunun say! olgusunu olusturmasi, ginlerin, hayvanlarin, tarihlerin, askerle-
rin, esirlerin, 6lulerin veya kayiplarin sayisini bilme kaygisiyla ortaya ¢ikmistir. An-
cak bu ortaya cikis, sanildiginin aksine ardi ardina gelismis bir olgu degildir. Farkh
kultarlerde, farkh ihtiyaclar icin, farkh sayilama sistemleri gelismistir. Bunlarin kimi
es zamanl iken, kimileri daha 6nceden var olan sayilama sistemlerinden bagim-
siz sistemlerdir (Ifrah, 1995a). Ancak ticaret veya benzeri sebeplerle ortaya cikan

etkilesimler yadsinamaz bir gercektir.

Insanoglunun sayilama kaygisi, her otlak seferinden dénen hayvan siirillerinde, hep-
sinin sag salim donup déonmediginden emin olmaktan, alet, yiyecek veya silah stok-
larinin yeterli olup olmamasina, mal degis tokusu yapabilmek icin deger bicebilmek-
ten, zamani 6lcmeyi becerebilmeye kadar cesitlilik gbstermistir. Bunun i¢in insanlik,
elindeki birgcok araci kullanmistir. Araclar baslangicta somut, deneysel ve gelisigtizel
olmus, giderek soyutlasmis, yetkinlesmis ve hatta bazen gizemli, mitolojik yapilara
barinmustir. Sonrasinda ise genellestirme bicimi almaya yatkin ve varolusu sorgu-

lanmayan bir sekilde hayatin vazgecilmez parcasi haline gelmistir.

Gunumuzdeki haliyle sayl saymasini bilmeyen eski ¢cag toplumlarinda sayi adlari
olarak bir, iki ve ¢coktan baska bir sey olmamasina ragmen bire bir uygunlugu belirten
kemik ve agac kertme yollari kullaniimistir (Ifrah, 1995a). Ornegin; agila giren her
bir hayvan icin bir ¢entik atilarak olmasi gerekenle bire bir uygun olup olmadigi kon-
trol edilmistir. Saymak icin kimi toplumlar cakillari veya comaklari Ust Uste yigma
ya da yan yana dizme yolunu kullanmiglardir. Kimileri ise, el ve ayak parmaklarina,
kol ve bacak eklemlerine, gozlere, buruna, agiz veya kulaklara yonelerek sayilar
betimlemislerdir (Ifrah, 1995a).



2.1.1 Tarihin ilk Rakamlari

Tarihin ilk yazili sayilamasinda, siradan gakillarin yerine belirli anlamlar tasiyan farkili
bicimlerde, pismemis topraktan yapilmis nesneleri kullaniimistir. Her bir nesnenin
boyutu ve sekli onu bir sayllama dizgesinin basamaklarindan birinin karsiligi haline
getirmistir. Ornegin; M.0. 4000 yillarinda, Arap-Iran kérfezinin yakinlarinda bulunan
ve bir Iran toprag! olan Elam'da birler basamag icin bir cubuk, onlar basamagi igin
bir bilye ve ylUzler basamag icin bir kiire kullaniimisti. Ayni ¢cagda, Asagl Mezopo-
tamya’daki Stimer ulkesinin sakinleri benzer bir dizgeyi ayni sekilde kullanmislardir.
Ama bu topluluk onluk yerine altmishk sayma yéntemini benimsemis ve yéntemi bir-
kag farklilikla uygulamistir: 1 icin kuguk bir koni, 10 igin bir bilye, 60 icin blyuk bir
koni, 600 icin delikli buytk bir koni ve 3600 icin bir kire (Ifrah, 1995a). Sumerlile-
rin kullanmis oldugu 60 tabani, ginimuizde saniye, dakika, saat kavramlarinin ve

ayrica geometride acilarin temelini olusturmustur.

Sozli olarak yayilan bu yontemin insan bellegi ile sinirh olmasi sorununu asmak
icin bu hesap dizgesinin nesnelerinin kilden yapilmis toplarin icine koyulmasi fikri
ortaya cikmistir. Bu fikir sayesinde, sadece aritmetik islemler yapma gereksinimi
degil, her ¢esit mal sayimi ve ticari islemlerin belgesinin arsivlerde saklanmasi ge-
regi de kolayca karsilaniyordu. Denetim igin, kilden yapiimis topu kirmak yeterliydi.
Daha sonralari topun i¢ine konulan nesnelerin simgelestiriimesi akla geldi ve kiiguk
bir koni kicuk bir kertikle, bir bilye ki¢uk bir yuvarlak delikle, blyuk bir koni kalin
bir kertikle, bir kiire bir daireyle betimlendi. Bdylece tarihin en eski rakamlari olan

Sumer rakamlari, M.O. 3200’e dogru ortaya ¢ikmis oldu (Ifrah, 1995a).
2.1.2 Sayilarin Simgelestiriimesi ve Taban llkesinin Kesfi

Insanoglu, sayilari soyutlamayi basarinca, eski sayisal aletleri (cakil, cubuk, bon-
cuk kolye, vb) bir kenara birakarak gergek sayisal simgeleri kullanmaya baslamistir.
O zamana dek sayilar cogu kez, cevreleyen doga ve dinyayla iliski icinde, algisal
terimler aracihgiyla yaziliyordu (bir icin glines veya ay, iki icin gozler veya kusun ka-
natlari, U¢ icin yonca, dort icin hayvanin ayaklari, vb). Sonra el ve ayak parmaklari
yardimi ile iki farkli bicimde gésterimler kullanilmistir. 1lk gdsterimde, birimi temsil
eden bir simge belirlenip, istenilen saylya ulasmak i¢in bu sayinin igerdigi birim ka-
dar, birimin simgesi yinelenmistir. Ornegin; 4 sayisi igin 4 parmak veya 4 centik

kullanilmistir. Ikinci gésterimde ise, her sayiya 6zgiin bir simge belirlenip, birbiriyle
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hic iliskisi olmayan simgelerin ardiligina bakiimaktadir. Ornegin; 1 sayisi icin bas

parmak, 2 sayisi i¢in isaret parmagi veya 3 icin orta parmak kullaniimistir.

Bu iki gosterimde de blyuk sayilarin ifadesinde yasanan zorluklar, "sayilarin en az
sayida olanakh simgeyle nasil gosterilebilecegi" sorusunu beraberinde getirmistir.
Cozum, belli bir 6beklemeye (onluk, on ikilik, yirmilik ya da altmiglik) ayricalik tani-
mak ve sayilarin kuralli dizisini bu temele dayanan sira dizenli bir siniflamaya goére
duzenlemek olmustur. Baska bir deyisle, sayilar belirlenen dbeklemeye gore basa-
makl bir merdiven seklinde ifade edilmis ve bu merdivenin sahanliklarina birinci ba-

samagin birimleri, ikinci basamagin birimleri, vb gibi adlar verilmistir (Ifrah, 1995a).
2.1.3 Konumlu Sayilar

Gecmiste kullanilan sayi gosterimleri temelde toplama esasina dayanmaktaydi. Or-
negin; Misir hiyeroglif sayllamasi, 1'e dikey ¢izgi, 10’a ters "U", 100’e bir sarmal
ve 1000’e bir nilifer cicegi betimliyordu. Buna goére 1253 sayisi, 1 nilifer cicedi,
2 sarmal, 5 ters "U" ve 3 dikey cizgi ile ifade ediliyordu. Sumerler ise 60 tabanini
kullandiklarindan, ayni sayiyi (600x2 + 5x10 + 3x1) seklinde ¢oézumleyip 600 igin
kullanilan simgeden 2 tane, 10 icin kullanilan simgeden 5 tane ve 1 icin kullanilan

simgeden 3 tane kullaniyorlardi.

Romalilar sayilari belirtmek icin 7 ayri harfi kullanmiglardir. Sayilar ilk 6nceleri sa-
dece toplama islemi ile elde ediliyordu (XXX=30, DLXIII=500+50+10+1+1+1=563).
Ancak daha sonra ¢ikarma isleminden de yararlanarak daha kisa yazmanin yollarini
ortaya koymuslardir (XC=100-10=90, 1X=10-1=9). Roma sayilamasinda, diger sa-
yilamalardan farkli olarak basamak sistemi yoktur. Bu nedenle Roma sayma dizeni

aritmetik islemlere uygun degildir.

Blyilk sayilarin gosterimi ciddi bir sorun teskil ettiginden, bu sorunun ¢6zimd icin
hem ¢arpma hem toplama ilkesini kullanarak gelistirilen karmasik bir ilke ortaya ¢ik-
mistir. Asur-Babil ve Arami dizgelerinde bu ilkeden yararlaniimistir. Buna goére 600
sayisini ifade etmek icin 100 simgesini 6 kere yazmak yerine, bu simgenin yanina

6'nin simgesini koyarak (6*100) islemini gerceklestirmislerdir (Ifrah, 1995b).

Bugin sayllamada kullandigimiz rakamlarin ve hesap islemlerinin kdkeni Hindis-

tan’dir. Bu rakamlar, ytzyillar stiren uzun bir gé¢ yolunu izleyerek Avrupa’ya gelmis



ve gelistirilerek modern Avrupa rakamlari olusturulmustur. Hint rakamlarinin ve sayi
sisteminin tim dinyada tutunmasinin ve kullaniimasinin tek nedeni, rakamlarin bu-
lunduklari yere gére basamak degerini almasi ve dort islemdeki hesap yapma kolay-
hgidir. Anakita’da Hint matematigi tutunurken, yeni kita olan Amerika’da Mayalarin
matematigi daha eskilerden beri vardi. Mayalarin rakamlari da bulunduklari yere
gore basamak degerini aliyor ve yirmi tabanina gore yaziliyordu. Oysa Hint mate-
matiginde sayilar, on tabanina gére yazilarak okunuyordu (Dénmez, 2002). Bugin
kullandigimiz sayillamada, "3" bir sayisal betimlemede birinci, ikinci ya da Uctncu
konumda bulunmasina goére, 3 birim, 3 on ya da 3 ylz degerini tasir. Ancak insa-
noglu bu sayilama sistemine erisinceye kadar birgcok basarisiz veya pek kullanish
olmayan deneme ve sonuclarla karsi karsiya kalmistir. Bugin kullandigimiz ko-
numlu sayllamada her bir basamakta yer alan rakamin ifade ettigi deger, kullanilan
tabana ve sayinin hangi basamakta yer aldigina baglidir. Her bir basamagin degeri,
sola gidildikge tabanin Ussel katlari olarak belirlenmektedir. Bu ilkenin tamsayilar
icin matematiksel ifadesi Es. [2.1lde verilmistir.

A=) ar (2.1)
i=1

Burada a;, sayinin rakamlarini ve r kullanilan tabani ifade etmektedir.
2.2 Modern Sayi Sistemleri

SayI, bircoklugu belirtmek icin kullanilan soyut birimdir. GUnumuizde genellikle ko-
numlu say sistemi kullaniimaktadir. Buna gére her basamakta yer alan rakam, bu-
lundugu basamaga ve kullanilan tabana gére bir deger ifade etmektedir. Ornegin;
on tabani icin "4" rakami birler basamaginda "dort", onlar basamaginda "kirk", yizler
basamaginda "dort yiz" degerini ifade etmektedir. Glindelik hayatta insan dogasina
en yakin olan on tabani siklikla kullaniimaktadir. Ancak ortaya ¢ikan ihtiyacglara gére
farkl tabanlar kullanilmaktadir. Taban n olarak tanimlandiginda, bu tabanda kulla-
nilabilecek tanimli rakamlar {0, 1, 2, ..., n—1} kimesindedir. En yaygin olarak kullani-
lan tabanlar 2, 3, 4,5, 8,10, 12, 16, 20 ve 60 tabanlaridir. Gundelik hesaplamalarda
dogal sayma sistemi olarak da adlandirilan on tabani kullaniimaktadir. Iki tabani ise
sayisal elektronigin gelisimi ile birlikte bu alanda cok sik kullaniimistir. Her ne ka-
dar bilgisayar caginin ilk yillarinda ENIAC (Goldstine and Goldstine, 1996), UNIVAC
(Eckert et al., 1951) ve IBM650 (Trimble, 1986) gibi bazi bilgisayarlarda on tabani
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kullanilmis olsa da, zamanla iki tabani daha baskin hale gelmistir. Bunun nedeni,
sayisal sistemlerin yapisi geregi tanimlanan "var" ve "yok" veya "agik" ve "kapal"
ifadelerinin iki tabaninda gosteriminin bu sistemler icin on tabanindan ¢ok daha el-
verisli olmasidir. 1ki tabaninda kullanilabilecek iki rakam vardir: ‘0’ ve '1’. Ancak
genel kullanimda iki tabanina gore gosterimlerde kullanilan karakterler (0 ve 1), bit
olarak tanimlanmaktadir. On alti tabanina gore gosterim ile iki tabanina gére goste-
rim arasindaki iliski, on alti tabanina gére gosterimin populer hale gelmesinde buyik

rol oynamaktadir.

Es. R.1lde verilen ifade tamsayilar icin gecerlidir. Ancak aritmetik islemler sadece
tamsayilarla yapiimamaktadir. Ayni zamanda ondalik bigcimde ifade edilen sayilar da
kullaniimaktadir (Ornegin; 1,657, -0,344, vb.). Genel olarak ondalik bir say1, (a,a,_1
...Qa1,C1CxC3...) ile ifade edildiginde ve kullanilan taban r oldugunda Es. [2.2lde veri-

len bicimde ifade edilebilir.
n . e .

(@n@n_1 ...a1,C1C2C3...)r = Z ari-l+ Z cir (2.2)
i=1 i=1

Burada a; tamsayi kisimdaki rakamlari, ¢; ondalik kisimdaki rakamlari ve r kullanilan

tabani ifade etmektedir.
2.2.1 On Tabanina Gore Gosterim

Gunumuzde siklikla kullanmakta oldugumuz on tabaninin kokleri Hint ve Arap uy-
garliklarina dayanmaktadir. On tabaninda kullanilan rakamlarin Araplardan Avrupa’ya
gectigi dusunulmektedir. Ancak Araplar kullandiklari rakamlari Hint rakamlari diye
adlandirmaktadirlar. Bu sebeple bu rakamlara Hint-Arap rakamlari da denmektedir.
On tabaninda gosterim, insanin on parmagi olmasindan hareketle insan dogasina
en yatkin olan gosterimdir. Bu sebeple bilgisayar ve sayisal elektronik ¢agi haric tu-
tuldugunda en fazla kullanilan tabandir. On tabanina gore gosterimin matematiksel
ifadesi Es. [2.3te verilmistir.

n
A=) al10™ (2.3)
i=1

Burada a;, sayinin {0, 1, ... 9} kimesinde yer alan rakamlarini ifade etmektedir.
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2.2.2 ki Tabanina Gore Gosterim

Iki tabaninda gosterimi ilk olarak M.©. 200 yillarinda Hintli bir yazarin siir ve sarkilar-
daki heceleri uzun ve kisa olarak ayirirken kullandigi tespit edilmistirlj. Gunumuzde
kullandigimiz ikili sayma sistemi ise 1703 yilinda Leibniz tarafindan yapilan cals-
mada sunulmustur?. 1853 yilinda Ingiliz matematikci Boole (Boole, 1853) énemli bir
calismaya imza atarak, gunimuzde Boole Cebiri diye adlandirilan iki tabanindaki
cebirsel ifadeleri tanimlamistir. Daha sonra Shannon, yaptigi yuksek lisans tezinde
(Shannon, 1940) ilk kez Boole Cebirini elektrik role ve anahtarlarinda kullanarak sa-
yisal sistemlerde ikilik sistemin kullaniimasinin temelini atmistir. Sayisal elektronik
sistemlerinin hizh gelisimi ile birlikte iki tabaninda gosterim populer hale gelmistir.
Sayisal sistemlerde temel olarak tanimlanan iki durum, "var" ve "yok" veya "acik" ve
"kapall" olarak tanimlanip ‘0’ ve ‘1’ ile ifade edilmistir. Bu noktadan hareketle kulla-
nilmaya baslanan ikilik sistem, sayilarin gosteriminde de kullaniimaya baslanmistir.
Buna gore her bir basamakta yer alan karakter O veya 1 ile ifade edilmis ve her bir
basamagin agirhgi 2'nin usleri olarak tanimlanmistir. iki tabanina gore gésterimin

matematiksel ifadesi Es. [2.4/te verilmistir.
n .

A= Z ai2"l (24)
i=1

Burada a;, sayinin 0 veya 1 degerini alabilen bitlerini ifade etmektedir.

On tabanina gore ifade edilen bir sayinin iki tabanindaki karsihgi, bu sayiyi ardisik
olarak ikiye bélerek hesaplanir. Her asamada kalan, iki tabanina gére gosterimin

bitlerini ifade etmektedir. Son asamada elde edilen bélim, son biti ifade etmektedir.
38 sayisinin iki tabanina ¢evrimi|Cizelge 2.1jde 6rnek olarak verilmistir.

Buna gore asagidaki esitlik yazilabilir:
(38)10 = (100110),

2.2.3 On Alti Tabanina Gore Gdsterim

On alti tabaninda {0, 1, ... 9} kimesine ek olarak {A, B, ... F} kimesinde yer alan harf-

ler de kullaniimaktadir. On alti tabanina gore goésterimin 6nemi, iki tabanina goére

Yhttp://iwww.sju.edu/ rhall/Rhythms/Poets/arcadia.pdf
2http://www.leibniz-translations.com/binary.htm
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Cizelge 2.1. On Tabanindan iki Tabanina Ornek Bir Cevrim Islemi

Say! | Bolim | Kalan
38 19 0
19 9 1

4 1
4 2 0
1 0

gOsterimle arasindaki iliskiden kaynaklanmaktadir. Bu iligskiye gore iki tabanindaki
sayinin en sagdan hizalanarak ayrilan 4 bitlik 6beklerin her biri on alti tabanindaki
her basamaktaki rakama karsilik gelmektedir. Bu sayede sayisal sistemlerde siklikla
kullanilan iki tabanindaki bir gosterimin, herhangi bir aritmetik isleme gerek kalmak-
sizin, daha az karakterle ve kullanici tarafindan daha kolay anlasilabilir bir yapida
ifade edilmesi saglanmistir. Farkli dért sayinin on, iki ve on alti tabanlarindaki karsi-
liklari [Cizelge 2.2lde érnek olarak verilmistir. On tabanindan iki tabaninda gevrimde
aritmetik islem gerekirken, iki tabaninda ifade edilmis olan bir sayinin on alti taba-

nindaki karsiligini bulmak icin bitleri 4'li 6beklemek yeterlidir.

Cizelge 2.2. Bazi Sayilarin On, Iki ve On Alti Tabanlarinda Karsiliklari

On Tabani Iki Tabani On Alti Tabani
11 1011 B
38 10 0110 26
109 110 1101 6D
1356 101 0100 1100 54C

2.3 Sayi Tipleri
2.3.1 Sabit Noktali Sayilar

Sabit noktali sayilar, ondalik sayilarin belli bir sinirlama ile ifade edilis bigimidir. Bu
sinirlama, bilgisayar sistemlerinde ondalik sayilari bellekte tutmak icin akla gelen
ilk yontemdir. Bu yontemde sayinin virgulden 6nceki ve sonraki kisimlari igin sabit

uzunlukta yer ayrilir. Bu sinirlama, virgilden sonra kag basamagin anlamli oldugunu
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ve ifade edilebilecek en blyuk sayiyi belirler. Ornegin; virguilden sonra sadece iki ba-
samagin anlamh oldugu varsayildiginda 2, 87 ile 2, 8796 ayni degeri ifade edecektir.
Bu sinirlama aritmetik islem yapilan cihazdan kaynaklanan bir sinirlama olabilecegi

gibi ¢cok hassas bir aritmetik islem gerekmemesinden de kaynaklanabilir.
2.3.2 Kayan Noktali Sayilar

Bilgisayar sistemlerinde sabit noktali gésterim ¢ok kullanish degildir. Clnku bellekte
fazla yer kaplar. Ama sabit noktall sayilar bir dlgcekleme katsayisi ile carpilarak ts-
sel bicimde de ifade edilebilir. Ornegdin; 2,87 sayisi, 0,287'nin 10 ile ¢arpiimis hali
olarak da ifade edilebilir. Bilgisayar sistemlerinde bu 6zellikten yararlaniimaktadir;
tamsay! kismi sifir olacak sekilde normallestirilir (normalization) ve gerekli dlgek-
leme Kkatsayisi icin tis bulunur. Ornegin; 2,87 sayisi igin kesir 0,287 ve s 1 olarak
tanimlanir. Sabit noktall sayilarin getirmis oldugu kisitlamalari en aza indiren, sakla-
nabilecek en buyuk degeri arttiran ve sayilarin gercek degerlerine en yakin bicimde

gosterimini saglayan bu sisteme "Kayan Noktali Sayilar" sistemi denir.

Kayan noktali gosterimde virgulin yerine dnceden karar verilir ve bu bilgi bellekte
tutulmaz. Ornegin; 2,87 sayisi icin normallestirme yapildiktan sonra bellekte 287 ve
1 degerleri ilgili alanda saklanir. Virgtlin, sifirdan farkli en anlamli rakamin hemen
solunda oldugu 6nceden belirlenmistir. 1ki tabaninda ise virgiliin, her zaman sifir-
dan farkli en anlamli rakamin saginda oldugu kabul edilir. Ornegin; iki tabaninda
10101,110 sayisi 1,0101110x2* biciminde normalize edilir. Normalize edilmis bir
ondalik sayi Es. [2.5te gosterilen sekilde ifade ile edilir.

A = £KxT*E (2.5)

Burada K kesiri, E tssu ve T tabani ifade etmektedir. Bellekte sadece isaret bitleri,

K ve E saklanir.

Bu gosterim, cok buyik ve ¢ok kicluk degerlerin ifade edilmesi icin avantaj sagla-
maktadir. Ornegin; sabit noktali gosterimde n bitlik alanda noktanin yeri belirlenmis
ve anlamli kisim igin x bit, virgtlden sonraki kisim i¢inse geriye kalan (n-x) bit ayril-
mistir. Bu durumda, 8 bitin 4 biti sayinin tam kismini, kalan 4 biti virgiilden sonraki
kismini ifade ederse "1011,1001", "1000,0001" ve "1111,1111" seklindeki sayilar

gOsterilebilir. Kayan noktali gésterimde ise daha genis araliktaki sayilar tretilebi-
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lir. Yani 8 bitlik alanda "1,0001101", "101, 10011" ve "111001, 01" seklinde virgulin
herhangi bir basamaga gelmesiyle olusacak tiim sayilar ifade edilebilir.

IEEE754-2008 (IEEE 754-2008 - IEEE Standard for Floating-Point Arithmetic, 2008)
standardinda iki tabaninda kayan noktali sayilar igin iki farkh bigim belirtiimistir. Bun-
lar, tek ve cift duyarl (precision) bigimlerdir. Tek duyarh kayan noktali sayi 32 bitle
ifade edilir. Bu bitlerden ilki isaret bitidir. Sonraki 8 bit is kismini igerir ve sonraki 23
bitlik kisim mantisi (anlaml kisim) tanimlar. Cift duyarl kayan noktali sayi bigciminde
ise Us 11 bitle ve mantis 52 bitle ifade edilir. Normallestirilmis bir say Es. [2.6lda
gosterilen sekilde ifade edilir.

A = Sx28x1,M (2.6)

Burada S isaret bitini gosterir ve pozitif sayilar icin +1, negatif sayilar icin -1 dege-
rini alir. Es. [2.6/da kullanilan E Us kismini ifade eder ve gercek Usten 127 ¢ikariimis
haliyle hafizada saklanir. Bu sekilde elde edilen s, saptiriimis (biased) Us olarak ta-
nimlanir. Islem gerceklestirilirken E'ye 127 eklenerek gercek tis bulunur. Saptirilmis
Us kullanilmasinin faydasi hafizada dssun isaret bitinin saklanmasi zorunlulugunu
ortadan kaldirmasidir. Es.[2.6/da kullanilan M, mantissay! ifade eder. Sayilar nor-
mallestirildigi icin "1,M" sayisi [1,2) araliginda bir deger alabilir.

Kayan noktali sayilarla aritmetik islemler, sabit noktali sayilara gore daha zordur,
gerceklestiriimeleri daha uzun sirer ve daha karmasik donanim gerektirir. Bu-
nunla beraber sabit noktali gosterimin icerdigi dlceklendirme problemleri yliziinden
bilimsel hesaplamalar icin kayan noktali gésterimin kullaniimasi bir zorunluluktur
(Mano, 2003).

2.4 Aritmetik Islemler
2.4.1 ki Tabaninda Aritmetik Islemler
2.4.1.1 Toplama

Iki tabaninda toplama islemi, kagit tizerinde on tabaninda yapilan toplama islemiyle
benzerdir. Ancak burada rakamlar yerine bitler toplanir ve elde olusursa bir sonraki
basamaga aktarilir. Iki bitin toplanmasi durumunda asagidaki durumlar ortaya cika-
bilir:
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0+0=0
0+1=1
1+0=1
1+1=0elde=1

Sekil 2.1/de iki sayinin iki tabaninda toplanmasi, on tabanindaki karsiligi ile birlikte
ornek olarak verilmistir. Sekilde gosterilen oklar, hangi basamaklarda elde olustu-

gunu belirtmektedir.

iki Tabaninda On Tabaninda

1001110 78
1100111 103

+ 4 ddd
10110101 181

Sekil 2.1. Iki Tabaninda Toplama

2.4.1.2 Cikarma

Iki tabaninda cikarma islemi, on tabaninda yapilan ¢ikarma islemi mantigiyla ay-
nidir. Eger cikarilan hane ¢ikan haneden daha kugukse, yiuksek anlamli haneden
odung 2 alinir. Ancak 2'ye timleyen yontemiyle ¢ikarma islemini yapmak ¢cok daha
verimli bir yéntemdir. Buna goére dnce cikarilacak sayinin tim bitleri O'dan 1'e ve
1'den O’a cgevrilir ve daha sonra 1 eklenerek 2'ye timleyeni bulunur. Buna gore ¢i-
kan sayinin 2'ye timleyeni, cikarilan sayiya eklenerek sonug elde edilir. [Sekil 2.2]de
iki yontem icin birer 6érnek verilmistir.

iki Tabaninda On Tabaninda  iki Tabaninda On Tabaninda

b bbb
1001110 78 1001110 78
- 1100111 103 + 0011001 -103
1100111 -25 1100111 -25
(a) Normal Cikarma islemi (b) ikiye Tumleyen ile Cikarma Islemi

Sekil 2.2. 1ki Tabaninda Cikarma
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[Sekil 2.2a'da gosterilen oklar, hangi basamaklardan 6ding alindigini belirtmekte-
dir. Ayrica en soldaki konumdan (8'inci bit) 6diing alinmis olmasi, sonucun negatif
oldugunu gostermektedir. Sonucta elde edilen 1100111 degerinin ikiye timleyeni
alindiginda 0011001 degerine ulasilir ve bu deger on tabaninda 25’e karsilik gel-
mektedir.

[Sekil 2.2pb'de gikan sayinin (1100111) ikiye timleyeni alindiginda 0011001 degerine
ulasihir. Bu deger cikarilan sayi ile toplandiginda yine 1100111 degerine ulasilir.
Burada yapilan toplama isleminde tasma (overflow) olmamasi, sonucun negatif ol-
dugunu belirtir. Bu sebeple sonucun ikiye tiimleyeninin alinmasi gerekir ve bu deger
on tabaninda 25’e denk gelmektedir. Tasma olmasi durumunda ise sonucun pozitif

oldugu anlasilir ve olusan tasma eldesi yok sayilir.

2.4.1.3 Carpma

Iki tabaninda tanimli olan rakamlarin sadece 0 ve 1 olmasi, carpma isleminde ko-
laylik saglamaktadir. [Sekil 2.3p'da ve [Sekil 2.3p'de farkli sayilarin iki tabaninda car-
pimlari, on tabanindaki karsiliklari ile birlikte 6rnek olarak verilmistir. Carpan sayinin
ilgili biti 1 oldugunda carpilan sayinin kendisi yazilmaktadir. llgili bit 0 oldugunda ise
sifir yazilmasina gerek yoktur. Bir sonraki konuma gecilerek kaydirma yapilmasi ye-
terlidir; ancak anlasilir olmasini saglamak amaciyla[Sekil 2.3[te ¢arpimin sifir oldugu

durumlar da belirtilmistir.

iki Tabaninda On Tabaninda Iki Tabaninda On Tabaninda
1110 14 1011 11
X 0111 7 X 1000 8
1110 14 0000 0x11
1110 2x14 0000 0x11
1110 4x14 0000 Ox11
+ 0000 + 1011 8x11
1100010 98 1011000 88

(a) 14x7 islemi (b) 11x8 islemi

Sekil 2.3. iki Tabaninda Carpma
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2.4.1.4 Bolme

Iki tabaninda bélme islemi iki farkl yolla yapilabilir: Tekrarlanan Cikarma veya Kaydir
ve Cikar. Tekrarlanan Cikarma yénteminde, bélen sayinin bélinen sayida kag kere
tekrar ettiginin bulunmasi mantigi yuratalir. Buna gore, bolinen sayidan bélen sayi
ctkarihr ve bolum bir arttirilir. Kalan, bolen sayidan biyik veya bdlen sayiya esit
oldugu muddetce bu isleme devam edilir. [Sekil 2.4te bu yontemle gergeklestirilen

basit bir bélme islemi 6rnek olarak verilmigtir.

Bélinen: (1100); =(12)40 Bolum=(01), =(1)10
Bolen: (11)2 =(3)10

“Kalan: (1001); =(9)10 B6Iim=(10) =(2)1o
Bolen: (11)2 =(3)10
Kalan:  (0110); =(6)10 BoIGm=(11)2 =(3)10
Bolen: (11)2 =(3)10

) Kalan:  (0011)2 =(3)10 Bolim=(100)2 =(4)10

Bolen: (11)2 =(3)10

Kalan:  (0000), =(0)1o BoIim=(100), =(4)10

Sekil 2.4. 1ki Tabaninda Tekrarlanan Cikarma Yoéntemi ile Bélme

Kaydir ve Cikar yonteminde ise, bélen sayinin bit sayisina esit olacak sekilde, bo-
linen sayinin en soldaki bitleri 6beklenir. Eger bu 6bek, bdlen sayidan blyuk ise,
bolim kismina 1 yazilir, 6bekten bolen ¢ikarilir ve ¢cikarma sonucunun sag tarafina
bélinen sayinin siradaki biti ilistirilir. Eger 6bek, bdlen sayidan kicik ise bolim kis-
mina 0 yazilir ve bu 6begin sag tarafina bélinen sayinin siradaki biti ilitirilir. Bu
islem, bolinen sayinin tim bitleri tamamlanincaya kadar devam eder. [Sekil 2.5/te
Kaydir ve Cikar yontemiyle gerceklestirilen bir bélme islemi 6rnek olarak verilmistir.

2.4.2 BCD Aritmetik Islemler

Iki tabanini esas alan sayisal sistemlerde, on tabaninda aritmetik islem yapabilmek
icin iki farkli yol izlenebilir. 1k ydntemde, on tabanindaki sayilar iki tabanina cevrilir

ve gerekli aritmetik islem yapildiktan sonra tekrar on tabanina c¢evrilmesi gerekir.
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Bolunen: 11011 =(27)10 BolGm=01

Bolen: 11 =3)10

Kalan: 00011 Bolim=010

Bolen: 11

Kalan: 00011 Bolim=0100

Bolen: 11

Kalan: 00011 Bolim=01001

Bolen: 11

Kalan: 00000 Bolim=(01001), =(9)10

Sekil 2.5. 1ki Tabaninda Kaydir ve Cikar Yontemi ile Béime

Bu yontem, cok yogun islem gerektiren durumlarda verimsizdir. ikinci yéntemde on
tabanindaki sayilarin iki tabaninda kodlanmasi gerekmektedir. Bu kodlama icin en
yaygin olarak benimsenen model Ikili Kodlanmis Onlu (Binary Coded Decimal, BCD)
kodlamasidir. BCD olarak kodlanan sayilar ile on tabaninda aritmetik islemlerin ya-
pilmasi mumktn olmaktadir. Bu kisimda BCD aritmetik islemler hakkinda genel bilgi

verilecektir.

Her bir BCD rakam, iki tabaninda 4 bitle ifade edilmektedir. [Cizelge 2.3]te BCD
rakamlarin karsiliklari verilmistir. On tabanindaki bir sayinin BCD olarak ifade edi-
lisinde sayinin, her bir rakami 4 bitle ifade edilerek yan yana yazilir. Ornegin; 438 sa-
yisi BCD olarak ifade edildiginde, 0100 0011 1000 olarak elde edilir. BCD aritmetik
islemler yapilirken, sayilarin BCD kodlandigindan kullanici haberdardir; ama islemi
gerceklestiren birim bundan habersiz olabilir. Bagka bir deyisle, 010000111000 sa-
yisinin on tabanindaki karsihgi 1080dir. Ancak kullanici bu sayinin 438 sayisini
ifade ettigini kabullenerek islem yapar. Gerekli durumlarda, aritmetik islemin sonu-

cunda duzeltme ihtiyaci dogabilir.

Cizelge 2.3. BCD Rakamlarin Gosterimi

BCD | 0000 | 0001 | 0010 | 0011 | 0100 | 0101 | 0110 | 0111 | 1000 | 1001
Rakam 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
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2.4.2.1 Toplama

Iki BCD rakam toplandiginda toplam, en fazla 18 olabilir. Ancak toplama islemi
iki tabaninda yapildigindan ve iki tabaninda {A, B,...,F} harfleri gecerli birer rakami
ifade ettiginden, toplama sonucunda diizeltme yapilmasi gereken durumlar ortaya
cikabilir. Ornegdin; 1000 ve 0100 rakamlari iki tabaninda toplandiginda, sonug 1100
olacaktir. Bu sonu¢ gecerli bir BCD rakam degildir. Ancak bu rakama 0110 eklen-
diginde, toplam sonucu 0010 ve elde 1 olacaktir ve dolayisiyla ulasiimasi gereken
12 sayisinin BCD gosterimi elde edilmis olur. Genel kural olarak, iki BCD rakam top-
laminda, toplam sonucu 9 (1001)'dan blyuk olursa veya toplam sonucunda elde olu-
sursa, sonuca 6 (0110) eklenerek dogru sonug elde edilir. [Sekil 2.6/da farkli rakam
ve sayllar i¢in BCD toplama drnekleri verilmistir. [Sekil 2.6a'da iki farkli BCD rakamin
toplanmasi durumunda olusabilecek 3 durum ve bu durumlarda izlenmesi gereken
adimlar gosterilmistir. [Sekil 2.6p’'de iki farkll BCD sayinin toplanmasi gosterilmistir.
Sekilde de gorilecegi gibi basamaklar arasinda elde aktarimi gereken durumlarda
birden fazla diizeltme islemine ihtiya¢ duyulmaktadir. [Sekil 2.6p'de alti cizili rakam-
lar 9'dan buyuk oldugu icin dizeltme gerekmektedir. Dizeltme sonucunda olusan

elde, bir sonraki basamaga aktariimistir.

0010 (2) 1000 (8)
+ 1000 (8) + 1001 __ (9)
0001 (1) 1010 >9 10001 elde

+0101  (5) + 0110 (6) + 0110 (6)
0110 (6) 10000 (10) 10111 (17)

(a) iki BCD Rakam Toplami

0011 1001 0101  (395)
+ 0101 0000 0110 (506)

1000 1001 1011 toplam
+_0000 0000 0110 diizeltme
1000 1010 0001 toplam
+ 0000 0110 0000 diizeltme

1001 0000 0001  (901)
(b) iki BCD Sayi Toplami

Sekil 2.6. BCD Toplama
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2.4.2.2 Cikarma

BCD c¢ikarma igin, ¢ikan sayinin 10’a timleyeninin, ¢ikarilan sayiya eklenmesi ge-
rekmektedir. Ancak bunun daha kolay yolu, 9'a timleyeninin hesaplanmasi ve top-
lama sonucuna 1 eklenmesidir. Toplama sonucunda elde olusursa, elde ihmal edilir
ve sonucun pozitif oldugu anlasilir. Elde olusmamasi durumunda, sonucun nega-
tif oldugu anlasilir ve dogru sonuca ulasmak icin tekrar 10'a timleyenin alinmasi
gerekir. Cikarilan sayi ile ¢cikan sayinin 9’a timleyeninin toplanmasi isleminde, Bo-
lum 2.4.2.Tde belirtilen kurallar gegerlidir. [Sekil 2.7]de farkli BCD sayilarla gergek-
lestirilen ¢ikarma islemleri 6rnek olarak verilmistir. [Sekil 2.7a'da ¢ikan say! ¢ikarilan
sayidan kiclk oldugu icin son basamakta olusan elde ihmal edilmektedir ve sonu-
cun pozitif oldugu anlasiimaktadir. [Sekil 2.7p'de ise ¢ikan sayl, ¢ikarilan sayidan
daha buyuk oldugu icin son basamakta elde olusmamistir. Bu nedenle sonucun

negatif oldugu anlasiimaktadir ve 10’a timleyeni hesaplanmaktadir.

0001 1000 0101  (185)
- 00110010 0100 (324)
0001 1000 0101  (185)
+ 011001110101 (675) 9'a timleyen

0101 0000 0110 (506)
- 0011 1001 0101 (395)
0101 0000 0110 (506)
+ 0110 0000 0100 _(604) 9'a timleyen

0111 1111 1010 toplam
L SRl toplam 0111 1111 1011 10'a timleyen
+ 0110 0000 0110 dizeltme N
+ 0000 01100110 diizeltme
1000100010000 (110) 01000 0110 0001 (861)
+ 0000 0000 0001 10'a timleyen ~ )

0001 0010 1000 (138) 9'a timleyen
0001 0010 1001 (139) 10'a timleyen
0001 0010 1001 (-139) sonug

(a) Kiiglik BCD Sayiy1 Buyik (b) Bilyiik BCD Sayiyi Kiiglik
Sayidan Gikarma Sayidan Cikarma

0001 0001 0001 (111)

Sekil 2.7. BCD Cikarma

2.4.2.3 Carpma

BCD carpma islemi iki tabaninda yapilan ¢carpma isleminden daha karmasik ve zor-
dur. iki tabaninda rakamlar, O veya 1 degerini alabildigi icin kismi carpimlar hesap-
lanirken carpilan sayinin kendisi veya sifir aliniyordu. BCD ¢arpma isleminde ise
carpilan sayinin {0,1,2,...,9} katlarinin hesaplanmasi gerekmektedir. BCD ¢arpma

yontemleri ile ilgili detayli inceleme Bolum 3’te verilmistir. Bu kisimda, ¢arpan sa-
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yinin rakamlarinin, ¢arpilan sayinin rakamlari ile sirayla ¢arpilmasi yontemi érnek
olarak verilmistir. Bu yontemde, rakam carpimlarinin birler ve onlar basamaklari alt
alta ilgili basamaga yazilarak toplanmistir. [Sekil 2.8/de iki BCD sayinin ¢arpimi or-
nek olarak verilmistir. GOsterimin kolay olmasi amaciyla [Sekil 2.8]de carpma islemi
icin on tabanindaki rakamlar kullaniimistir; ancak bu rakamlar 4 bitlik BCD olarak
kodlanmistir ve bu rakamlarin toplanmasi isleminde, Bolim 2.4.2.1lde belirtilen ku-

rallar gecerlidir.

4678
X 5329
6432
3567
8246
0111
2814
1122
0050
+2334
24929062

Sekil 2.8. BCD Carpma

2.4.2.4 Bolme

BCD boélme islemi igin iki tabaninda kullanilan yonteme benzer bir yontem izlenebilir.
BCD icin farklilik, sayilarin 4’er bitlik 6beklere ayrilarak bélme isleminin gercekles-
tirilmesiyle ortaya cikar. [Sekil 2.9/da iki BCD say! icin bélme islemi 6rnek olarak

verilmigtir.

Bolinecek sayilar basamak sayisi olarak birbirine yakinsa veya bu sayilar ondalik
sayllardan olusuyorsa[Sekil 2.9/da gosterilen yontem yetersiz kalmaktadir. Ornegin;
345/658 veya 3.456/0.015 gibi islemler icin Newton-Raphson yineleme yontemini
kullanan (Wang and Schulte, 2004) veya Goldschmidt bélme ydntemini kullanan
(Schulte et al., 2007) yontemler mevcuttur. Bu yontemlerde temel mantik, paydanin
carpmaya gore tersinin bir yaklasim ile hesaplanmasi ve pay ile ¢arpiimasidir. Bu

islem, hata sifir veya kabul edilebilir bir deger oluncaya kadar yinelenir.
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0011 1001 0101 0110 |[0100

- 0100 10000 1001 1000 1001
0011 1001
- 0011 0110
0011 0101 3956 |4
- 0011 0010 0989
0011 0110
: 0011 0110

Sekil 2.9. BCD Bolme

2.5 Genetik Algoritma

Bilgisayar caginin ilk yillarindan itibaren bilim adamlari, flize yoringeleri ve askeri
kodlarin ¢cézimlemeleri gibi problemlerle ugrasmanin yani sira dogadaki olaylari da
modellemeye calismislardir (beyin sinyalleri, insan 6grenmesinin taklidi, biyolojik ev-
rimin benzetimi, vb). Dogada g6zlemlenen evrimsel sirecten faydalanan ve "ev-
rimsel hesaplama" olarak adlandirilan yontemlerin en gbze carpani Genetik Algo-
ritma’dir (Mitchell, 1998). Genetik Algoritma (GA), evrimsel bir sire¢ kullanarak, bu
sure¢ sonunda en iyi sonucu veren ¢ozume erismeye ¢alisan bir arama ve eniyileme
yontemidir. GA ile, geleneksel analitik ve nimerik yontemlerle ¢6zimi mumkin ol-
mayan veya ¢ok uzun surede ¢oziime ulasilan problemlerde, en iyinin hayata devam

etmesi prensibine dayanarak en iyi ¢6zim aranir.

GA'nin temelleri, 1960’ ve 1970'li yillarda Michigan Universitesi’nde John Holland
ve Ogrencileri tarafindan yapilan calismalarda atilmistir. Holland, bu calismalari
daha sonra bir kitapta (Holland, 1975) toplayarak GA’'nin teorik ¢ercevesini olus-
turmustur (Mitchell, 1998).

GA terminolojisinde kullanilan terimler, biyolojik evrimde kullanilan terimlerle 6rtus-
mektedir. Ornegin; arama esnasinda kullanilan her degisken "birey (kromozom)",
bu degiskenlerin timud "nifus" ve her dongide yer alan bireyler "nesil" olarak ad-
landiriimaktadir. Genellikle kromozomlar GA programlarinda ikili kodlanir. Ayrica,
GA programlarinda isle¢ olarak "secim”, "caprazlama” ve "mutasyon” tanimlanmak-
tadir. Secim igleci, nufustaki bireyleri tekrar Gretim igin secer. Bireylerin secgilme

olasihgi, bu bireylerin problem icin ¢c6zim olup olmayacagina karar veren "uygun-
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luk islevi (fitness function)" degerine gore degisir. Uygunluk degeri yuksek olan bir
bireyin hayatta kalma ve niifustaki diger bireyler ile cogalma olasihgi ylksektir. Cap-
razlama isleci, uygun bir konum belirleyerek, iki kromozomun bu konumdan 6nceki
ve sonraki kisimlarini caprazlar ve sonucta iki yeni birey olusturur. GA programla-
rinda, caprazlama sikhgini belirlemek igin caprazlama olasiligi kullanilir. Mutasyon
isleci, programda ikili olarak kodlanan bireylerin rastgele herhangi bir bitinin degerini
cevirir; 1ise 0, O ise 1 yapar. Kromozomun parcalarinin ne kadar siklikla mutasyona

ugrayacagi, mutasyon olasihgi ile belirlenir.

GA, ayni anda birden fazla birey ile islem yapabildigi icin genis arama uzayina sa-
hip problemlerin ¢éziminde basarilidir. Ayrica uygunluk degeri dusuk olan bireyler
zamanla ndfustan c¢ikarildigi icin arama uzayinda, ¢6zim olma olasihg yuksek bi-
reyler ve bunlardan dogan cocuklar yer alir. Bu sayede, genis arama uzayina sahip,
geleneksel yontemlerle sonug alinamayan veya belli bir matematiksel modelle ifade
edilemeyen problemlerde etkili ve kullanishdir. Ancak GA, her zaman igin en iyi

¢c6zime ulasma garantisi vermez (Haupt and Haupt, 2004).

Basit bir GA'nin genel gorinimu ve ara basamaklari (Sekil 2.10/da belirtilmistir (Haupt
and Haupt, 2004). Bu bolimde ara basamaklar kisaca irdelenecektir.

2.5.1 Maliyet Islevi ve De giskenlerin Tanimlanmasi

Maliyet islevi (cost function), bir matematiksel islev, bir deney veya bir oyun olabi-
lir. Ornegin; bir sayisal filtrenin katsayilarinda yapilan yuvarlama islemi (Karaboga,
1994), bir haberlesme kanali igin kaynak tahsisi (Turgu, 2008), bir anten dizisi ta-
sarimi gibi problemler icin kullanilan maliyet islevi farkli bicimlerde tanimlanabilir.
Burada genel olarak amac, problemdeki girislerin (degiskenlerin) degistiriimesiyle
istenen maliyet islevini maksimize veya minimize etmektir. GA terminolojisinde ma-
liyet islevi ile uygunluk islevi terimleri ayni anlamda kullaniimaktadir (Haupt and Ha-
upt, 2004). Her bir bireyin uygunluk degeri, problemin uygunluk islevi ile belirtilen
degere gore hesaplanir. Bireyin uygunluk degeri, o bireyin sonraki nesillere aktaril-
masini belirleyen bir unsurdur. Bu sebeple her nesildeki her bir birey icin uygunluk

degeri hesaplanir.

Problemde tanimlanan degiskenler, nifustaki her bireyin yapisini tanimlar. Baska

bir deyisle n degiskenli bir problemdeki bireyler n boyutlu bir vektérden olusur. De-
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Malivet islevi ve
Degiskenlerin Tanimlanmasi

I

ik Niifusun Olusturulmasi

l
Her Birey igin Maliyet
Hesaplanmasi

|

Segim

I

Eslestirme

Hayir l

Mutasyon

Sekil 2.10. Genetik Algoritma Genel Semasi

giskenler farkli veri tiplerinde tanimlanabilirler. Ornegin; ikili (binary), tamsay1, gercel
sayI, karakter, vb. Literaturde siklikla ikili kodlama kullaniimaktadir; her bir degisken
'0’ veya '1’ bitlerini alabildiginden, bireyler iki tabaninda sayilardan olusmaktadir.

2.5.2 Ilk Niifusun Olusturulmasi

Problemin baglangicinda rastgele belirlenen bireyler, ¢oziim arayiginin ilk adiminda
yer alirlar. Bu bireyler genellikle rastgele sayi Uretecleri ile belirlenirler. Ancak li-
terattirde ilk nifusun kismen gelisigtizel olusturulmasinin etkileri arastirma konusu
olmustur (Karci, 2002). Baslangictaki bireylerin sayisi, sonraki nesillerdeki bireyle-
rin sayisini da belirler. Burada birey sayisinin kalabalik olmasi ¢6ziime ulasmay!

kolaylastirsa da her bir nesilde yapilan arama suresini arttirmaktadir.
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2.5.3 Her Birey Icin Maliyet Hesaplanmasi

Nufusta yer alan her birey icin maliyet (uygunluk) degeri hesaplanir. Bu degere goére
bireyin ¢c6ziime yaklasip yaklasmadigi belirlenmis olur ve bireyin sonraki nesillere

aktarllip aktarilmayacagi belirlenir.
2.5.4 Segim

Bireylerin uygunluk degerleri hesaplandiktan sonra, hangi bireylerin sonraki nesil-
lere aktarilacaginin karari bu asamada verilir. Uygunluk degerlerine goére bireyler en
glcluden en gugsiize dogru siralanir. Bu asamada gucstiz birey olarak tanimlanan
bireyler nifustan ¢ikarilir. Hangi bireylerin nifustan ¢ikarilacagina karar vermek ta-
sarimcinin kararina baglidir. Ancak az sayida bireyin hayatta kalmasina izin vermek
guclu bireylerin genlerinin aktariimasini engelleyebilir. Hayatta kalacak bireylerin
sayisini fazla tutmak da gic¢siz bireylerin soylarini devam ettirmelerine sebep olabi-
lir. Bu iki durumdan hareketle genellikle, nufustaki bireylerin yarisi hayatta kalirken

diger yansi nufustan cikarilir.
2.5.5 Egslestirme (Caprazlama)

Genlerinin sonraki nesillere aktarilmasina karar verilen bireyler eglestirilerek yeni bi-
reyler olusturulur. Burada, gucli bireyler birden fazla kez ebeveyn olabilir. Hangi
bireylerin eslestirilecegine karar vermek icin farkl yontemler kullaniimaktadir. Bun-
lardan en basiti, siradan her bireyin bir sonraki bireyle eslestiriimesidir. Bagska bir
yontem ise hayatta kalan bireyler arasinda rastgele eslestirme yapmaktir. En sik
kullanilan yontemler ise gucli bireylere daha fazla sans taniyan agirliklandirma yon-

temleridir.
2.5.6 Mutasyon

Eslestirme ile dogan yeni bireylerin genlerini mutasyona tabi tutarak, GA'nin ye-
rel minimum veya maksimum degerlere takilmasi engellenir. Bu sayede algoritma,
arama uzayinin farkh kesimlerine de atlamis olur ve kisa zamanda popduler bir ke-

sime yakinsamanin 6éniine ge¢cmis olur.
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2.5.7 Bitis Kontrol

Algoritmanin bitisini belirlemek igin iki farkli kistas kullanilabilir. Belirlenen nesil sa-
yisina ulasiimissa veya maliyet islevinde belirlenen seviyenin Ustlnde iyilestirme

olmamigsa algoritma bitirilir.
2.6 Hata Tespit Sistemleri

Sayisal sistemlerde, iletim esnasinda veya saklanan verilerde gurtltl sebebiyle hata
olusmasi siklikla karsilasilan bir durumdur. Bu durumlar igin gerek iletim protokolle-
rinde, gerekse veri depolama birimlerinde hata tespit ve/veya hata giderme yontem-
leri uygulanmaktadir. Ornegin; eslik biti (parity bit), saglama toplami (checksum),
cevrimsel artiklik kodlamasi (cyclic redundancy check) gibi yontemler bunlardan ba-
zilandir. Eslik biti ydnteminde, saklanan veya iletilen veride yer alan 1’lerin sayisinin
tek veya Gift oldugu bilgisi hesaplanir. Ornegdin; ASCIl 1001001 (49H) karakterinin
iletilecegini varsayalim. Bu karakterdeki 1'lerin sayisi 3'tur. Cift eslik biti kullaniimasi
durumunda, en soldaki bit eslik biti olarak kullanilir ve ¢ift sayida 1 olabilmesi igin
1 yapilir. Baska bir deyisle 11001001 bilgisi iletilir. Bu yontem ile sadece hata tes-
piti yapilabilmektedir. Hangi bitte hata oldugu bilinemez. Ayrica birden fazla bitte
hata olmasi durumunda hata tespit edilemeyebilir. Ornegin; 1’lerin sayisinin cift ol-
dugu bir veride, iki tane 1 olan bit O olursa, 1'lerin sayisi yine ¢ift olacaktir. Eslik
biti kullaniimasinin avantaji, tek bit ile ifade edilebilmesi ve "DISARAN VEYA (Exc-
lusive OR)" kapllari ile kolayca hesaplanabilmesidir. Saglama toplami yonteminde
ise gonderilen veya saklanan veriler, eldeler inmal edilerek toplanir ve toplamin ikiye
timleyeni saglama bilgisi olarak bu verilere ilistirilir. Ornegin; iletilecek bilgilerin on
altilik tabanda 14, 1A, 3E, 82 ve FC oldugunu varsayalim. Bu bilgilerin toplami
1EA'dir. Olusan elde ihmal edildiginde kalan EA olacaktir ve ikiye timleyeni 16'dir.
Alici tarafta, son iletilen bilginin saglama oldugu bilinir. lletilen tim veriler (saglama
bilgisi dahil) toplanir. Elde ihmal edildiginde toplam sifirdan farkli ise hata olustugu
anlasilir. Toplama saglamasinda, eslik biti yéntemine gore hesaplama daha uzun
surmesine karsin, hata tespit orani daha ytksektir. Cevrimsel artiklik kodlamasi,
polinom kodlama olarak da adlandirilir. Bu yontemde bir polinom treteci belirlenir
ve bu Uretecin her bir biti polinomun katsayilarini teskil ettigi kabul edilir. Ornegin;
110010 seklinde tanimlanan polinom Ureteci igin 1, 4 ve 5’'inci dereceden eleman-

larin katsayisi sifirdan farkl oldugundan, polinom x° + x* + x* bigiminde tanimlanir.
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Hata tespiti icin, gbnderilecek veya saklanacak veri bu polinoma boliunir ve kalan,
denetim verisi olarak gonderilir veya saklanir. Bu hesaplamalar diger yontemlere
gore daha karmasiktir ve uzun surede tamamlanir. Ancak, bir¢ok iletim ve saklama
sisteminde kullaniimaktadir. Tum bu yontemlerde hata tespit edildikten sonra, hatali

verinin en bastan tekrar gonderilmesi veya saklanmasi gerekmektedir.

Hata dizeltme yontemlerinde, hatanin nerede oldugu algilanarak hatasiz veriye
ulasmak mumkundur. Bu yontemlerden en ¢ok bilineni Hamming kodlamasidir (Mano
and Kime, 1999). Bu yontemin temeli, Hamming uzakhgi diye adlandirilan ve iki
kod kelimesi (codeword) arasinda, farkli olan bitlerin sayisi olarak tanimlanan pa-
rametreye dayanmaktadir. Hamming kodlamasinda d adet hatay: algilayabilmek
icin Hamming uzakliginin d + 1 olmasi gerekmektedir. Benzer sekilde, d adet ha-
tayl dizeltmek icin Hamming uzakhginin 2d + 1 olmasi gerekmektedir. Sistemdeki
kod kelimeleri bu sarti tasidiginda, hatali olan veriden hatasiz kod kelimesini bul-
mak mimkindir. Ornegin; sistemdeki kod kelimelerin, 0000000000, 0000011111,
1111100000 ve 1111111111 oldugunu varsayalim. Bdoyle bir kodlama sisteminde
herhangi iki kod kelimesi arasindaki farkl bit sayisi en az 5 oldugundan, Hamming
uzakhgi 5 olarak tanimlanir. Buna gore bu kod kelimelerinde olusacak 2 bitlik hata
dizeltilebilir. Alici tarafina 0000000111 bilgisi geldiginde, bu bilginin hatah oldugu
ve hatasiz bilginin 0000011111 oldugu bulunabilir (Tanenbaum, 1996).

lletim esnasinda veya sayisal devrelerde meydana gelen kalici bozulmalardan kay-
naklanan hatalarin yani sira kozmik parcaciklardan veya ambalaj kaynakli iIsimadan
meydana gelen gegici hatalar olusmasi da muhtemeldir. Bu hatalar, sunucu iglem-
cileri icin dnemli bir sorun teskil etmektedir. Yari iletken hafiza ve islem birimlerinde
meydana gelen bu hatalar cogunlukla gecici hatalardir. Bu tip hatalar tespit edildik-
ten sonra, hatal islem tekrarlandiginda ayni hatayla karsilasma olasiligi dusuktar.
Bu sebeple birgok glvenilir islemcide hata tespit ve duzeltme yéntemleri uygulana-
rak gecici hatalarin etkisi azaltilmaktadir.

Gecici hatalar birden fazla etki ile olusabilmektedir. 1970’li yillarda Uretilen rastgele
erisimli belleklerde (Random Access Memory, RAM), yonga ambalajindaki radyo-
aktif malzemelerin zamanla asinmasi ile gegici hatalar dikkat cekmeye baslamistir.
Zamanla uretici firmalar radyoaktif malzemeden arinmis ambalajlar Gretmeye basla-

diklarinda, gecici hatalarin baska nedenlerle de olustugu anlasiimistir. Kozmik 1sin
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diye adlandirilan ve %95’lik kismi notronlardan olusan etkinin blyuk bir kismi yer-
yuzine ulasmamasina ragmen siddetli ikincil parcacik yagmurlarina neden olurlar.
Notronlar ytksuz olduklarindan herhangi bir devrenin calismasina direkt etki etmez-
ler; ama yongadaki bir atomun cekirdeginde meydana gelen nétron yakalamasi,

yukla ikincil parcaciklarin olusmasina neden olur?.

lletim veya saklama sirasinda olusan hatalarin yani sira islevsel birimlerde mey-
dana gelebilecek hatalar da ayri bir arastirma konusudur. Ornegin; toplama veya
carpma islemi yapilirken hata tespitine karsi dayanikli tasarimlar gerceklestirmek
mumkuandur. Yilmaz tarafindan yapilan ¢alismada (Yilmaz et al., 2006) mikroiglem-
cilerdeki carpicilar icin hata tespiti ve giderilmesi i¢in 6neriler sunulmustur. Yilmaz
baska bir calismasinda (Yilmaz et al., 2007), toplayici ve carpici gibi islevsel bi-
rimler icin hata tespiti ve giderilmesi icin 6nerilerde bulunmustur. Mikroigslemcilerin
mevcut kaynaklarindan yogun sekilde kullaniimayan birimleri ve/veya alanlari hata
tespiti icin kullanilabilir. Ornegin; mikroislemcilerde veriler icin belirli bir blyuklikte
alan aynlir. Ancak genellikle karsilasilan veriler daha az bir alanda ifade edilebil-
mektedir. Bu durumlarda bos kalan alanlar, hassas bilgilerin kopyasinin saklanmasi
icin elveriglidir. Boylece hata tespiti icin asil veri ile kopyasinin karsilastiriimasi ye-
terli olacaktir (Ergin et al., 2006). Ergin baska bir calismasinda (Ergin et al., 2009),
yazmag yeniden adlandirma (register renaming) asamasinda bagimlilik testiicin sis-
temde mevcut olan karsilastiricilardan bos olanlarinin hata tespiti icin kullaniimasini
onermistir. Sistemde mevcut olan etiket esleme (tag-match) karsilastiricilarinin da

hata tespiti icin kullanilabilecegi ortaya konulmustur (Yal¢in and Ergin, 2007).

3http://en.wikipedia.org/wiki/Soft_error
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3. ON TABANINDA CARPMA

On tabanina gore carpma isleminde carpilan sayinin, ¢carpanin rakamlari ile ¢arpil-

masl sonucu kismi carpimlar elde edilir ve bu kismi carpimlarin agirliklarina gére

toplanmasi ile ¢carpim sonucuna ulasilir (Sekil 3.1)).
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Sekil 3.1. On Tabaninda Carpma Islemi

Carpma islemi temelde iki farkli yontemle gerceklestirilebilir:

e Ardisik toplama ve kaydirma

e Paralel carpma

Genel olarak, carpma islemi li¢ ara basamakta gerceklestirilir:

e Kismi carpimlarin hesaplanmasi

e Kismi ¢arpimlarin hizl bir sekilde indirgenmesi

e Elde Aktarimli Toplayici (Carry Propagate Adder, EAT) ile son toplam

3.1 Carpma Yontemleri

3.1.1 Ardisik Toplama ve Kaydirma Yontemi

Ardisik carpma yonteminde, her asamada kismi carpimlar hesaplanir ve kaydiri-
larak bir dnceki toplam sonucuna eklenir (Sekil 3.2). Basit bir yaklasimla, ¢arpan
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sayinin her bir rakami, ¢arpilan sayi ile ¢carpilarak bir carpim yazmacina yazilir. Her
basamakta hesaplanan bu kismi carpim, daha 6nceki ¢carpim yazmacindaki dege-
rin bir basamak saga kaydiriimis haliyle toplanir ve sonuc yine ¢carpim yazmacinda
saklanir. Carpan sayinin tum rakamlari icin bu dongt devam eder. Carpan sayinin
rakamlari ile garpilan saylyi her basamakta carpmak yerine, ¢arpilan sayinin 2 — 9
arasindaki katlari bir defaya mahsus olarak hesaplanip, her basamakta ilgili kat kul-
lanilabilir. Carpilan sayinin tim katlarinin saklanmasi yerine sadece bazi katlarin
saklanip, diger katlarin sadece gerektiginde dinamik olarak hesaplanmasi daha iyi
bir cozimdur. Her bir basamakta hesaplanan kismi carpimin, daha 6nceki toplam
degerine eklenmesi i¢in ara format kullanilmasi veya son agsamada ihtiya¢ duyulan
elde aktarimi gibi konularda literattirde cesitli calismalar mevcuttur. Bu kisimda, li-
terattirde yer alan on tabanina goére ardisik carpma yontemleri icin gelistirilen bu ttr

cozumler irdelenecektir.

Carpan Sayinin
Rakamlarn

| |
+ 4
Carpilan Sayinin lgili
Katinin Segilmesi/
Hesaplanmasi

Carpilan Say

Hayir Bir Onceki Toplami Kaydir ve Ekle

Tim Carpimlar Bitti mi?

Evet

‘ EAT ile Son Toplam

Sekil 3.2. Ardisik Carpma Blok Semasi

Bilgisayar tarihinde on tabaninda aritmetik islemlerin populer oldugu dénemlerde, ar-
disik carpma yontemleri ile ilgili cesitli calismalar patent ve teknik dokiimanlarda yer
almistir (Larson, 1973b), (Larson, 1973a), (Hoffman and Schardt, 1975), (Ohtsuki et
al., 1987), (Bradley et al., 1986) ve (Ueda, 1995). Daha sonraki donemlerde, iki ta-
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baninda aritmetik islemlerin daha yaygin olarak kullaniimasiyla birlikte on tabaninda

yaplilan calismalar popdlerligini yitirmigtir.

Larson (Larson, 1973b) tarafindan yapilan ¢calisma, carpan ve ¢arpilan sayilarin her
bir rakaminin ¢arpiimasi esasina dayanmaktadir. Bu rakam carpimlari, basvuru
tablolari yardimi ile hesaplanmigtir. Hesaplanan kismi ¢arpimlar, ardigik sekilde
bir 6nceki basamakta elde edilen sonuca, kaydirilarak EAT ile eklenmistir. Larson
daha sonraki calismasinda (Larson, 1973a), yine tablo yardimi ile rakam carpimla-
rini hesaplamis; ancak ara toplamlarda EAT yerine Elde Saklayan Toplayici (EST)

kullanmistir.

Ohtsuki (Ohtsuki et al., 1987) yaptigi patent calismasinda, carpilan sayinin 2,4 ve
8 katlari ile kendisi kullanarak diger katlari hesaplamistir. Ancak, 7 katini bulmak
icin sayinin kendisini hem 2 kati ile hem de 4 kati ile toplamak gecikme basarimini
olumsuz etkilemigtir. Bu ¢alismada, hesaplanan kismi carpimlar tim rakamlarina 6
eklenerek donguye dahil edilmigtir. Ardisik iki kismi ¢arpimin toplanmasinda elde

olusmamasi durumunda ilgili rakamdan 6 cikarilarak carpim sonucu elde edilmistir.

Ueda (Ueda, 1995) tarafindan yapilan patent calismasinda, ¢carpan sayinin her bir
rakami, carpilan sayinin rakamlari ile tek tek ¢arpilarak kismi garpimlar elde edilmis-
tir. Her bir rakam carpimi, programlanabilir mantiksal dizi (Programmable Logical
Array) kullanilarak gerceklestirilmistir. Rakam carpim birimleri, carpan ve carpilan
sayinin her bir rakamina uygun bicimde baglanarak rakam carpimlari elde edilmistir

ve ardisik toplama islemi ile garpim sonucuna ulasiimistir.

2000'li yillara gelindiginde, yonga uretimlerinin ucuzlamasiyla beraber on tabaninda
aritmetik islemlerin gerceklestirildigi donanimlarin tasarimi tekrar giindeme gelmis-
tir. Ornegin, Busaba (Busaba et al., 2001) tarafindan yapilan ¢alisma IBM z900
serisi islemcilerde kullaniimistir. Bu ¢alismada ¢arpilan sayinin 2,4, 6 ve 8 kati he-
saplanarak saklanmistir. Carpilan sayinin tek katlari, intiya¢c duyuldugunda, sayinin

kendisi ile daha dnceden saklanan katlari toplanarak elde edilmistir.

Erle (Erle and Schulte, 2003) tarafindan yapilan ¢alismada, on tabaninda ardigik
carpma yontemi onerilmistir. Bu ¢calismada, kismi ¢arpimlarin toplanmasi sirasinda
EST kullanilarak artik (redundant) biciminde ara degerler elde edilmistir. Carpilacak
sayinin (A) 2, 3,4 ve 8 katl hesaplanarak {0, A, 2A, 3A} ve {0, 4A, 8A} ikincil kiimeleri
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olusturulduktan sonra, ¢arpan sayinin ilgili rakamina gore bu iki kimeden birer ele-
man alinip toplanarak kismi carpimlar hesaplanmistir. Ornegin; carpan sayinin ilgili
rakami 7 ise ilk kiimeden 3A, ikinci kimeden 4A alinarak kismi ¢carpim elde edilmis-
tir. Daha sonra, her adimda hesaplanan kismi carpimlar, bir 6nceki toplam sonu-
cuna, ardisik ekle-kaydir yontemi ile eklenerek toplam ve elde vektorleri elde edil-
mistir. Bu asamada on tabani icin (3:2) sayac (counter) kullaniimistir. Son asamada,
bu iki vektor EAT ile toplanarak ¢carpim sonucuna ulasiimistir. Erle, ayni calismada
daha sonra {0, A, 4A, 5A} ve {0, 2A, 4A} kiimelerini olusturarak ve ekleme kisminda
on tabani icin (4:2) sikistirici kullanarak kendi tasarimini gelistirmistir (Sekil 3.3).

Ay
| Carpilan Sayl Yazmaci ] garpan sayinmn ilgili rakamma gore
' denetim biriminden dretilen sinyal
A 4 .
| ikincil Kat Uretim Birimi (24, 48, 5A) | Coklayici Denetim Yazimaci —I
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Sekil 3.3. Ardisik Ekle Kaydir Yontemi lle Carpma (Erle and Schulte, 2003)
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Kenney (Kenney et al., 2004) tarafindan yapilan ¢alismada, ana hatlariyla Erle (Erle
and Schulte, 2003) tarafindan 6nerilen yapi kullaniimistir. Erle, toplama igslemi so-
nucunda elde olusmasi durumunda 6 eklenmesini 6nerirken, Kenney, elde olusmasi
durumunda 6 eklenmesi islemini bir sonraki asamada gerceklestirmistir. Bu calis-

mada carpma islemi hizlandirilmis; ancak donanimin kapladigi alan artmistir.

Erle baska bir ¢calismasinda (Erle et al., 2005), carpan sayinin her bir rakamini
[-5, 5] araliginda isaretli buylklik (signed-magnitude) biciminde rakamlar olacak
sekilde yeniden kodlayarak carpilan sayi ile carpmistir. Bu sekilde elde edilen kismi
carpimlar ardisik olarak toplanmigtir. Erle, rakamlari isaretli blyuklik bigciminde ye-
niden kodlayarak hem kismi ¢arpimlarin elde edilmesini hem de kismi ¢arpimlarin

indirgenmesini iyilestirmistir.

Erle daha 6nce yapmis oldugu calismayi (Erle and Schulte, 2003) kullanarak kayan
noktal sayilar igin literatirdeki IEEE (IEEE 754-2008 - IEEE Standard for Floating-
Point Arithmetic, 2008) standardina uyumlu ilk calismayi gerceklestirmistir (Erle et
al., 2007). Bu calismada, kayan noktali sayilar icin standartta belirlenmis olan veri
bicimlerine, aritmetik islemlere ve yuvarlamalara uygun bir tasarim gerceklestirilmis-
tir.

James (James et al., 2008b) tarafindan yapilan calismada, 7 rakamli iki sayinin
on tabaninda carpimi gerceklestirilmistir. Bu calismada, ¢carpma sonucuna 8 saat
darbesinde ulasiimistir. Her bir saat darbesinde, carpan ve carpilan sayilarin ra-
kamlarindan 7 tanesi carpiimistir. Carpilan bu rakamlar, birler ve onlar basamagina
ayrilarak uygun agirliktaki rakamlar toplanmistir. Bu toplama sonucunda carpim so-
nucunun en sagdaki 3 basamagi hesaplanmistir. Ancak sonraki saat darbelerinde,
sagdan sola dogru sirayla 1,2,1,1,1 ve 5 basamak hesaplanmistir (Sekil 3.4). Bu
yontemde, sol taraftaki kalabalik kolonlara dogru hesaplama devam ettikge her bir
saat darbesinde daha fazla sayida rakamin toplanmasi gerekmektedir. Bu sebeple
7'den daha fazla rakam igin bu yontem uygun olmayacaktir. Ornegdin; 16 rakamli
iki sayinin carpimi icin diger ardisik yontemlerde, her bir saat darbesinde 2 veya 3

rakam toplanirken, bu yontemde 16 rakamin toplanmasi gerekecektir.

James yaptigl baska bir calismada (James et al., 2009b), Erle’nin 6nerdigi (Erle and
Schulte, 2003) kismi ¢arpimlarin hesaplanmasi yonteminden yararlanmistir. Bu ¢a-

lismada carpan sayinin iki rakami paralel olarak carpilan sayi ile carpiimis ve (4:2)
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Sekil 3.4. Kismi Carpimlarin Hesaplanmasi ve Indirgenmesi (James et al., 2008b)

sikistirici kullanilarak donguye dahil edilmistir. James bu calismasinda 7, 16 ve 34
rakamli sayilarin garpimi igin ¢arpici tasarlamistir. Bu ¢alisma, farkli alan program-
lanabilir kapi dizisi (Field Programmable Gate Array) Ureticilerinin farkli aygitlari igin
sentezlenmistir. Sentez sonugclarinda Uc¢ farkli tasarimin farkl aygitlarda kapladigi
alan ve gecikme basarimlari sunulmustur. James, ayni ¢alismayi tekrar etmis; an-
cak bu defa sentez sonuglarinda, her tasarimin alt birimlerinin de alan ve gecikme

basarimlari rapor edilmistir (James et al., 2009a).

On tabaninda aritmetik islemlerin hizlanmasi ve popdlerliginin artmasiyla beraber,
bu islemlerin kullanim alani da genisleyecektir. Bu sebeple son kullanicilar tara-
findan kullanimi daha elverisli olan FPGA teknolojisi i¢in on tabaninda aritmetik is-
lemlerin donanim tasarimi, yakin donemde daha fazla sayida arastirmanin konusu
haline gelmektedir. Sutter (Sutter et al., 2009) tarafindan FPGA i¢in gerceklestirilen
calismada, ardisik ve paralel BCD carpicilarin tasarimi gerceklestirilmistir. Yonte-
min ardisik veya paralel olmasina bagli olarak, FPGA igerisinde yer alan bloklarin

verimli sekilde kullanilmasina dair yaklasimlar sergilenmistir. Daha sonra Minchola
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bu calismayi, kayan noktali sayilar igin kullanmistir (Minchola and Sutter, 2009).
Minchola’'nin yapmis oldugu calisma literatlirde yer alan, FPGA ile kayan noktall

sayllar icin ¢arpici tasarimi konusunda bir ilk olmustur.
3.1.2 Paralel Carpma Yontemi

Paralel carpma yonteminde, kismi ¢arpimlar birbirinden bagimsiz oldugu icin pa-
ralel olarak hesaplanir. Kismi carpimlarin hesaplanmasi igin ardisik yontemlerde
bahsedilen yontemler kullanilabilir. Temel fark tim kismi ¢carpimlarin birbirinden ba-
gimsiz olarak hesaplanmasidir. Kismi ¢arpimlar, agac yapilari ile veya birden fazla
BCD rakam toplayan hizli toplayicilar ile indirgenir. Genellikle bu indirgeme sonucu,
artik ara bicimde ifade edilen toplam ve elde vektorlerinden olusur. Bu vektorler,
son toplama isleminde elde aktarimi yapilarak toplanir ve ¢arpim sonucuna ulasilir
(Sekil 3.5). Bu kisimda, literaturde yer alan, paralel carpma kullanilarak gelistirilen

on tabanina gére carpma yontemleri irdelenecektir.

Carpilan Sayi Garpan Say

| |
1 |

Kismi Carpimlarin Paralel Olarak
Hesaplanmasi

Kismi Carpimlarin Indirgenmesi

EAT ile Son Toplam

Sekil 3.5. Paralel Carpma Blok Semasi

3.1.2.1 Lang ve Nannarelli Y6ntemi

Lang (Lang and Nannarelli, 2006) tarafindan dnerilen yontem, literatlrde yer alan
paralel carpma yontemlerinin ilkidir. Bu yontemde, carpan sayinin rakamlar y; =
YuityL seklinde yeniden kodlanmistir. Buradayi, yui € {0,5,10} vey,; € {-2,-1,0,1,2}
kimelerinden secilerek kodlanir. Buna goére, 6rnegin ilgili rakam 7 oldugunda, ilk ki-

meden 5 ve ikinci kimeden 2 secilir. Bu yontemde kismi ¢carpimlarin hesaplanmasi
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icin, carpilan sayinin sadece 2 ve 5 katinin saklanmasina ihtiya¢ duyulmaktadir.

Bu sayede kismi ¢arpimlarin hesaplanmasi hizlandiriimistir. Carpan sayinin her bir
rakamina gore [Cizelge 3.I)de gosterilen sekilde carpilan sayinin katlar segilir.

Cizelge 3.1. Lang Yonteminde Carpan Sayinin Rakamlarina Goére Kat Secimi

Yi | YHi | Yu |Yi| YHi | Y
0 0 |[5]|]5A| 0
1 A |6|5A ]| A
2 2A | 7] 5A | 2A
3 |5A|-2A | 8 | 10A | -2A
4 |5A| -A |9 10A| -A

{0,5A, 10A} ve {0,A, —A, 2A, —2A} kimelerinden secilen katlar, EST’ler ile topla-
narak kismi ¢arpimlar bulunur. On tabanina gére 4 rakamli iki sayinin ¢carpiimasi

ekil 3.6[da 6rnek olarak gdsterilmigtir.

T : 1 9 6 3 X
Y & 1 4 5 =
xYo Sz 9 8 1 5
0 0O 0 0 0
TY1 ha 0 8 1 5
—x - 1 9 6 3
TYD T 1 9 6 3
0 0O 0 0 0
T3 10z 1 9 6 3 0
—2x - 3 9 2 6
1 5 9 8§ § 6 3 5

Sekil 3.6. Lang Yontemi lle 4 Rakamli Iki Sayinin Carpilmasi (Lang and Nannarelli,
2006)

Hesaplanan kismi carpimlarin toplanmasi igin on tabanina gore toplama yapan EST’ler

agac yapisinda kullaniimistir (Sekil 3.7). |Sekil 3.7]de gbsterilen agac yapisinin giris-

leri, |Cizelge 3.1]e gore secilen bilesenlerin EST ile toplanmasiyla elde edilen toplam
ve elde vektdrleridir. 16 rakaml bir carpicida 16 toplam ve 16 elde vektoéri olu-

sur. Toplam vektdrlerinin tamami ve elde vektorlerinin sadece cift indisli olanlari 8
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EST kullanilarak toplanmaktadir. Geriye kalan 8 tane tek indisli elde vektéri, sa-
ya¢ kullanilarak toplanmis ve besinci seviyeden agac¢ yapisina dahil edilmistir. Bu
agac yapisinin cikisinda 32 rakamli toplam vektort ve 32 bitlik elde vektori olusur.
Carpim sonucuna ulasmak icin bu iki vektoriin EAT ile toplanmasi gerekmektedir.
Lang tarafindan onerilen bu yontem, bu tez icin referans tasarim olarak alinmig ve
donanim tasarim dili kullanilarak gerceklenmistir. Tez ¢alismalarinin olgunlagsmasi

suresince yapilan calismalar, bu yontem baz alinarak gercgeklestirilen tasarimla kar-

silastiriimistir.

x.}'F ¥y ¥, XY, By XY, Y Ay, Xy, XY, ®y 2, Y, Y, Ay Y, Yyl eldeler

. | [ 0 I N [ I R I N A 1NN

EST EST EST EST EST EST EST EST Elde Savacy
13‘4,{' ,{'15 15'4* *15 15'4,{ ,{"-s -2'44' ,{'12 13*4,{ ,{'15 '3’4* *13 15-4,{' *13 '.a'q,l' ,{"3 I122*4
" 5‘:-_. st si; s1, =1, sty st si, sig
SR RS o S T T et (g P DU g S e
e R R
EST EST EST EST

519 Slqal 52 tek E'gtek aldeler

EST Elde Savack

oy W 1'32'4

Agag Seviye §

Sekil 3.7. Paralel Carpma Yonteminde Agac Yapisi (Lang and Nannarelli, 2006)

Daha sonraki bir calismada Dadda (Dadda and Nannarelli, 2008), Lang tarafindan

Onerilen yéntemde kismi carpimlarin indirgenmesi asamasinda, daha dnce yapmis
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oldugu calismayi (Dadda, 2007) kullanarak, birden fazla BCD rakam toplamini ger-

ceklestirmis ve tasarimin gecikme basarimini iyilestirmistir.
3.1.2.2 Vazquez Yontemi

Vazquez (Vazquez et al., 2007) tarafindan yapilan calismada, carpan ve carpilan
sayllarin rakamlari, klasik 8421 agirliklandirma yerine 4221 agirhiklandirma kullani-
larak yeniden kodlanmis ve kismi carpimlarin hesaplanmasi ve kismi carpimlarin
indirgenmesi asamalari hizlandinlmistir (Sekil 3.8). Bu calismada kismi carpim-
larin indirgenmesi icin EST’lerle kurulan agac yapisi kullaniimistir. Bu ydntemde
BCD4221 gosterimi kullaniminin en 6nemli avantaji, kismi toplamlarin indirgenmesi
asamasinda iki tabaninda EST’ler kullanilabilmesidir. Ayrica iki tabaninda EST'ler
sayesinde ayni tasarim iki tabaninda ¢carpma yapmasi icin de uygun hale gelmek-
tedir. BCD4221 gosterimi ile kurulan yapida iki tabaninda toplayici kullaniimasina

ragmen, elde hesabinda da avantaj saglamaktadir.

X (BCD)
4d¢

Katlarin Hesaplanmasi

B
5X 4X 3X 2X X ¥ {Eam)

4d
pA(d+1)p 4(d+1)  rd(d+T)  L4(a+1)b4d Y5,Y4; Y3, Y2,Y1; i

On Tabaninda
SD Kodlayicl

YY Yy \ Y Yy d+1SD rakam
5:1 Coklayici (x17 satir) | Ysi
4(d+3)

PPIi] (4221@ 4(d+3)-bit x (d+1) kismi carpim

Kismi Carpimlarin

indirgenmesi
H (4221) § 8d ¥ 84 S (@4221)
| x2 ” +6
2H (8cD) § 8¢ } 8 S (BCD excess-5)

#89‘

P (BCD)

Sekil 3.8. Paralel Carpma icin Vazquez Tarafindan Onerilen Yapi (Vazquez et al.,
2007)
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Vazquez tarafindan dnerilen BCD4221 gosterimi igin EST blok semasi [Sekil 3.9/da
ve bu EST ile 6rnek bir toplama [Sekil 3.10[da verilmistir. Bu EST'ler kullanilarak
15 rakamin toplanmasi icin kurulan 6rnek bir agac yapisi [Sekil 3.11lde verilmistir.
Vazquez sonraki calismasinda (Vazquez et al., 2010), birden fazla BCD4221 ve
BCD5211 bigiminde gosterilen rakamin toplanmasi igin bit sayaclari dnermistir.

R1R2 R3
Yy vy

Cout # 3:2 EST | Cin

B
W S

Sekil 3.9. BCD4221 Gosteriminde EST

R1=5: 1001
R2=9: 1111
R3=7: 1011

S=7: 1101

C=7: 1011 )
H=7: 1100+ (5211 gosterumi)
W=2H: 100Cm (4221 gosteruni)
Cout: 1
T=10*Cout+S+W
=10+7+4 =121

Sekil 3.10. BCD4221 Gosteriminde EST Igin Ornek Toplama

Vazquez tarafindan yapilan ¢alisma bu alanda yapilmis en 6nemli ¢galismalardan biri
olmustur. Daha sonra yapilan calismalarda Vazquez'in dnerdigi yonteme getirilen
lyilestirmeler olmustur ve bu yontemi temel alan kayan noktali ¢arpicilar tasarlan-
mistir. Ornegin; Hickman bu yontemi kullanarak kayan noktall sayilar igin IEEE 754-
2008 standardina uyumlu carpici tasarlamistir (Hickmann et al., 2007). Daha sonra
Hickmann, Vazquez'in 6nerdigi agac yapisini ve 2 ile carpma birimini degistirerek
gecikme basarimini iyilestirmistir (Hickmann et al., 2008). Raafat tarafindan gercek-

lestirilen (Raafat et al., 2008) ve fikri mulkiyeti SilmindsH firmasina ait olan, kayan
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R1R2R3 R4 R5 R6 R7 R8 R9 R10R11R12 R13R14 R15
Yy ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ Y v ¥ v v v

« 3:2EST |« « 3:2 EST |« « 3:2 EST }e « 3:2 EST }Q <« 3.2 EST }1
A

L 1 b

+ 3:2 EST (+ « 3:2EST |+ « 3:2 EST

1 1

« 3:2 EST & « 3:2 EST |«

T

« 3:2 EST &«

1]

« 3:2 EST [«

1]

« 3:2 EST |«
Y ¥

Sekil 3.11. EST Kullanilarak 15 Rakamin Toplanmasi

noktall ¢carpici tasariminda Vazquez tarafindan énerilen yontem kullaniimistir. Erle,
on tabaninda kayan noktal sayilar icin ¢arpici tasarimlarinda (Erle et al., 2009), ar-
disik carpici icin daha 6nce yapmis oldugu (Erle and Schulte, 2003) calismayi ve

paralel ¢carpici icin Vazquez'in dnerdigi yontemi kullanmistir.

3.1.2.3 Diger Yontemler

James, ardisik carpma yontemi icin 6nermis oldugu yapiy! (James et al., 2008b)
degistirerek paralel carpma yapmistir (James et al., 2008a). Bu ¢calismasinda da 7
rakamli sayilarin carpimi igin rakam c¢arpimlarindan faydalanmistir. Onerdigi paralel
yapi icerisinde her bir kolon icin gerekli olan, birden fazla BCD rakamin toplanmasi

ve son toplam islemi hakkinda agik bir bilgi mevcut degildir.

Gorgin (Gorgin and Jaberipur, 2009) paralel ¢arpici icin yaptigi calismada, on taba-

ninda toplama islemi icin énerdigi artik toplayiciyr kullanmistir. Bu ¢alismada 6neri-

Thttp://iwww.silminds.com
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len toplayicida eldesiz (carry-free) toplama yonteminden faydalaniimistir. Onerilen
toplayicinin paralel ¢garpma isleminde kullaniimasi ile iki farkh paralel ¢arpici tasar-
lanmistir. Bu tasarimlardan biri alan digeri de gecikme basarimi acgisindan daha

avantajlidir.

Jaberipur (Jaberipur and Kaivani, 2009) on tabaninda paralel ¢garpma islemini hiz-
landirmak icin Lang (Lang and Nannarelli, 2006) ve Vazquez (Vazquez et al., 2007)
tarafindan yapilan ¢alismalardan faydalanmistir. Jaberipur bu calismada, kismi ¢ar-
pimlarin hesaplanmasinda Lang tarafindan dnerilen yontemde carpilan sayinin 8 ve
9 katini direkt olarak hesaplayarak negatif katlarin hesaplanmasi gerekliligini orta-
dan kaldirmistir. Onerilen yontemde, 8 ve 9 katlar hesaplamak icin carpilan sayi-
nin tim rakamlari ¢carpilmis ve her bir rakam carpiminin birler ve onlar basamadgi
farkli iki vektérde saklanmistir. Diger katlarin hesaplanmasi ic¢in carpilan sayinin
kendisi, iki katl ve begs kat yeterlidir. Hesaplanan bu katlara gore ilgili katin segimi
[Cizelge 3.2/de belirtilen sekilde gergeklestirilmistir. Bu cizelgede belirtilen sinyaller
aktiflestirme sinyalleri olup, hangi katlarin toplanacagini belirtmektedir. Digerlerin-
den farkl olarak 8 ve 9 icin verilen sinyaller daha dnce hesaplanmis olan birler ve
onlar basamagindaki vektorlerin toplanmasini aktiflestirmektedir. Kismi carpimla-
rin indirgenmesi asamasinda agagc yapisi kullaniimistir. Bu yapida her bir seviyede
iki BCD rakam toplanmistir. Bu toplamlardan ortaya cikan eldelerin yarisi, agac
yapisindaki bir sonraki seviyeye aktarilirken geriye kalan eldeler saya¢ kullanilarak

hesaba daha sonra katiimistir.

Cizelge 3.2. Jaberipur Yonteminde Carpan Sayinin Rakamlarina Gore Kat Secimi

Y; | Aktif Sinyaller | Y; | Aktif Sinyaller
0 0,0 5 0,ds
1 di, O 6 di,ds
2 0,d, 7 d2 , ds
3 di, dy 8 ds , dg
4 d , dy 9 dy , dg
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3.2 Kismi Garpimlarin Hesaplanmasi

On tabaninda carpma yontemlerinin ilk asamasi olan kismi ¢arpimlarinin hesap-
lanmasinda farkli yontemler mevcuttur. Bolim [3.1lde bu yéntemlerin bazilari anla-
tilmistir. Bu bolimde ise kismi carpimlarin hesaplanmasi icin 6nerilen yontemler,
avantajlari ve dezavantajlari ile birlikte incelenecektir. Kismi carpimlar, temel olarak

iki farkli yontemle hesaplanabilir:

e Carpan ve carpilan sayimnin rakamlarinin garpilimasi,

e Carpan sayinin her bir rakaminin garpilan sayi ile garpiimasi.

Rakam carpimina dayali yontemlerde, rakam carpimi ¢ok kisa siirede hesaplan-
digi icin avantaj olusturmaktadir. Ancak ihtiya¢ duyulan rakam carpimlarinin sayisi
arttikca alan dezavantaji ciddi bir sorun haline gelebilmektedir. Ozellikle paralel ¢ar-
pim yontemlerinde ihtiya¢ duyulan rakam carpimlarinin sayisi, sayilarin basamak
sayisinin karesiyle orantili olarak artmaktadir. Bu sebeple, rakam ¢arpimina dayali
paralel ¢arpici tasarimlarina duyulan ilgi azdir. Ancak giuinimuzde yonga Uretimle-
rinin ucuzlamasi ve hiz parametresinin daha fazla 6énem kazanmasi ile bu yontem,

saglanabilecek herhangi bir hiz iyilestirmesi ile alternatif olmaya devam edecektir.

Carpan sayinin her bir rakaminin garpilan sayi ile ¢carpilmasi, her bir basamaktan
diger basamaklara elde aktarimi gereksinimini dogurabilir. Bu gereksinim de hesap-
lamanin uzun stirmesine neden olur. Bu nedenle ilk baslarda sayilarin tim katlari
hesaplanip saklanirken, sonraki ¢calismalarda, kolay hesaplanabilir katlar saklanmis
ve diger katlar bu kolay katlardan faydalanilarak hesaplanmistir. Genellikle bu yak-
lasimda iki farkh kime olusturulup carpan sayinin rakamina gore bu iki kiimeden
alinan birer eleman toplanmistir. Ayrica, kismi carpimlarin hesabini veya bir sonraki
asamada indirgenmesini kolaylastirmak amaciyla, sayilar yeniden kodlanmistir. Bu
yeniden kodlamalarin dezavantaji, hem ilk basta hem de en sonda kodlama gerek-
sinimidir. Ama ara basamaklarda elde edilecek avantaj ile bu dezavantaj, nemsiz

hale gelebilmektedir.
3.3 Kismi Carpimlarin Indirgenmesi

Kismi garpimlarin indirgenmesi on tabaninda toplama iglemidir. Sayisal sistemlerde

iki tabani kullanildigindan, on tabaninda islem yapilmasi ancak BCD veya benzeri
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bir gosterimle mimkun olabilmektedir. Kullanilan gdsterime gore iki tabaninda top-
lama yapildiginda elde edilen sonug istenilen sonucu yansitmayabilir. Bu durumda

diizeltme islemi gerekmektedir (Orn. BCD icin 6 eklemek).

Svoboda (Svoboda, 1969) tarafindan dnerilen toplayicida isaretli sayilar kullanilarak
elde aktarimi gereksinimi ortadan kaldiriimistir.

On tabaninda toplama islemi icin 6nerilen en hizli yéntem, direkt toplama yontemidir
(Schmookler and Weinberger, 1971). Bu yontemde, toplanacak rakamlarin O ile
9 arasinda olmasi gerceginden yararlanilarak mantiksal kapi seviyesinde hizli bir
devre Onerilmistir. Ancak burada Onerilen yontem 0zellikle iki rakamin toplanmasi

icin uygun iken ¢ok sayida rakamin toplanmasi icin uygun degildir.

Ohtsuki (Ohtsuki et al., 1987) ve Erle (Erle and Schulte, 2003) tarafindan onerilen
yapilarda, iki seviyeli (3:2) EST’ler dongu igerisinde kullanilarak kismi ¢arpimlar top-

lanmistir.

BCD rakamlarin toplanmasi sonucunda elde olusmasi durumunda 6 eklenerek di-
zeltme yapilmasi gerekmektedir. Bu diizeltme yapilmadan bir sonraki asamaya gec-
mek hatalara neden olabilir. Ancak dizeltme islemi zaman kaybina yol agmaktadir.
Bu soruna ¢6zim bulmak icin Kenney, spekulatif toplayici yapisi dnermistir (Kenney
and Schulte, 2004). Onerilen yapida birden fazla rakam toplaminda, ilk iki rakam
EST ile toplanirken paralel olarak tglincii rakama 6 eklenmektedir. Daha sonra EST
cikisindaki eldeye gore uglinct rakamin kendisi veya 6 eklenmig hali toplamaya da-
hil edilmektedir. Bdylece diizeltme islemi igin gereken sire ortadan kaldiriimistir.
Ancak, Kenney tarafindan onerilen yontemde kurulan agac yapisi, toplanacak ra-
kamlarin sayisi arttikca gecikme ve alan basarimlari agisindan kullanissiz hale gel-

mektedir.

Lang tarafindan 6nerilen carpma yonteminde (Lang and Nannarelli, 2006) kolonlar
EST kullanilarak indirgenmistir. Ancak ayni yapiy1 koruyan Dadda (Dadda and Nan-
narelli, 2008), kolon toplamlar icin daha 6énce 6nerdigi yontemi (Dadda, 2007) uygu-
lamistir. Kolon toplami i¢in Dadda, toplanacak rakamlarin en fazla 9 olabilmesinden
faydalanip toplama islemini 6nce iki tabaninda yaparak ve daha sonra bu toplami
on tabanina cevirerek gerceklestirmistir. Bu sayede cok sayida rakamin toplanmasi

icin uygun bir yapi olusturmustur.
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Vazquez tarafindan Onerilen paralel ¢carpicida (Vazquez et al., 2007) BCD4221 g6s-
terimini kullanarak kolon indirgenmesinde de fayda saglamistir. Bu gosterim saye-
sinde iki tabaninda kullanilan tam toplayicilar (Full Adder) kullanilarak birden fazla
rakam toplanmistir. Ayrica Vazquez baska bir calismasinda (Vazquez et al., 2010)
kismi carpimlarin indirgenmesi igin sayag kullanmistir. Kullanilan sayaclar BCD4221

gosterimi icin 6nerilmistir ve en fazla 9 bit saymaktadir.
3.4 Elde Aktarimli Son Toplam

Kismi carpimlar, dnceki kisimlarda da anlatildigi gibi genellikle toplam ve elde olarak
iki vektore indirgenirler. Bu artik gésterimden c¢arpim sonucunun BCD gdsterimine
EAT kullanilarak ulasilir. Elde aktarimi en kot duruma gore tasarlanir.  Ornegin
en sagdaki basamakta olusan elde, en soldaki basamaga kadar etki edebilir. Bu

sebeple elde aktarimi icin hizli yontemler tercih edilir.

Lang (Lang and Nannarelli, 2006), toplam ve elde vektérlerinden aktarilacak eldeleri
hesaplarken, bu isleme paralel olarak toplam ve elde vektorlerini O ve 1 ile toplamig-
tir. Elde hesabi bittikten sonra elde olusup olusmamasina bagl olarak 0 veya 1

eklenmis vektdrlerden birinden secim yapmistir.

Vazquez (Vazquez et al., 2010) ise daha 6nce yapmis oldugu calismada (Vazquez
and Antelo, 2006) 6nerdigi dortli agac toplayici (Quarternary Tree Adder) ile son

toplama islemini gerceklestirmistir.
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4. RAKAM CARPIMINA DAYALI PARALEL CARPMA

Bu boélimde Rakam Carpimina Dayall Paralel Carpma (RDPC) yontemi irdelenecek-
tir. Bu yontem, Vedic matematiginin kuramlarindan (sutra) biri olan Dikey ve Capraz
(Vertically and Cross-wise) Carpma Algoritmasini temel alarak rakamlarin capraz
carpimi ve bu ¢arpimlarin uygun sekilde agirliklandirilarak toplanmasi esasina da-
yanmaktadir. Bu yontem sinyal isleme uygulamalarinda kullaniimak tizere Thapliyal
(Thapliyal and Srinivas, 2004) tarafindan iki tabaninda carpim yapmak icin dnerilmis
ve uygulanmistir. Bu yontem, bu tez kapsaminda kisaca Vedic olarak adlandiril-
mistir. Vedic yonteminin BCD sayilar i¢in uyarlanmasi, anlatima yardimci olmasi
amaciyla 4 rakamli iki BCD sayinin ¢arpimi igin Bolim [4.1lde 6rneklendirilerek anla-
tilmistir. Tez kapsaminda nihai hedef, Vedic yonteminin 16 rakamli iki BCD sayinin
carpilmasi icin uyarlanmasiyla elde edilen RDPC yontemi ile donanim tasarimidir.

RDPC yontemi ile ilgili detaylar Bolum [4.2lde incelenmistir.
4.1 Vedic Yénteminin 4 Rakam Igin Uyarlanmasi

Vedic yontemi carpan ve ¢arpilan sayinin rakamlarinin ¢gapraz carpimina dayanmak-
tadir. Bu bélimde Vedic yonteminin 4 rakamli iki BCD sayinin ¢carpimi icin uyarlan-
masi anlatiimaktadir. 4 rakamli iki BCD sayi asagida goOsterilen sekilde tanimlana-
bilir:

A = ayazasa; ve B = bsbsbsbg

Burada a; ve b; birer BCD rakami ifade etmektedir.

Thapliyal (Thapliyal and Srinivas, 2004) tarafindan tanimlanan kismi ¢carpimlar, A ve

B sayilari icin Es. [4.1lde verilen sekilde tanimlanabilir:

CP; = aixb;

CP, = ayxb;+aixb,

CP3; = agxbi +ayxb, + a;xbs

CP, = ayxbi+ azxb, + ayxbs + a;xb,
CPs = asxby + agxbs + a,xba

CPg = a4Xb3+a3Xb4
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CP; = auxb, (4.1)

Bu esitliklerde "x" BCD rakam carpimini ifade etmektedir.

Her bir ¢capraz rakam ¢arpimi, C;;, su sekilde tanimlanabilir:

Ci’j = aiij (42)

Es.[4.2lde verilen ifade, Es.[4.1lde yerine koyuldugunda Es. [4.3| elde edilir:

CPy = Cia

CPy = Ci2+Cos

CP; = Cu3+Co2+Csy

CPy = Ci1at+Cy3+C3,+Cyy
CPs = Coa+C33+Cyp

CPeg = C34+Cy3

CP7 = C4,4 (43)

Carpim sonucu, bu kismi carpimlarin kaydir ve ekle yontemi ile toplanmasiyla elde
edilir (Thapliyal and Srinivas, 2004). Ancak bu tez kapsaminda, kismi ¢carpimlar di-
rekt olarak hesaplanmamaktadir. Bunun yerine, her bir kismi ¢carpimda toplanmasi
gereken capraz rakam carpimlari O ile 81 arasindaki tamsayilardan olusan kimede
yer aldiklari i¢in onlar ve birler basamaginda yer alan rakamlar ayrilarak ilgili kolona
yerlestiriimektedir. Bu yerlestirme yapildiginda piramit seklinde bir yapi elde edilir
(Bkz. [Sekil 4.1). Capraz rakam carpimlarinin (C;;) onlar ve birler basamaginda yer
alan rakamlar, sirayla "O" ve "B" indisleri ile ifade edilmektedir. Bu yontemin sonu-
cunda elde edilen yapi, daha dnce ardisik ¢garpma yontemi igin yapilan bir ¢calisma
ile benzerlik tasimaktadir (James et al., 2008a). Bu tez kapsaminda ise yapi, paralel

carpma yontemi icin olusturulmustur.

Sekil 4.1fde gdsterilen sekilde yerlestirme yapildiktan sonra, her bir kolonda yer alan
rakamlar toplanir. Burada her bir rakam toplami, "t" en sagdaki kolondan baslayarak

kolon numarasini gostermek Uzere, K, ile ifade edilmektedir. 1lk ve son kolonlar

46



disindaki tim kolonlarda birden fazla rakam toplanmaktadir. Bu sebeple her bir K;
toplami i¢in on tabaninda birden fazla BCD rakamin toplanmasini gerceklestirecek

bir tasarima ihtiya¢ duyulmaktadir.

Birden fazla rakamin on tabaninda toplanmasi, beraberinde dizeltme islemi ge-
rektirdiginden ve carpma yontemlerinin basarimini dogrudan etkilediginden litera-
turde bu konuda cesitli calismalar yapiimistir (Kenney et al., 2004), (Dadda, 2007),
(Vazquez et al.,, 2007). Dadda (Dadda, 2007) tarafindan yapilan ¢alismada, ra-
kamlar once iki tabaninda toplanmis ve daha sonra BCD go6sterimine cevrilmistir.
Toplanacak rakamlarin sayisi fazla oldugunda Dadda’nin 6nerdigi yontem, diger
yontemlere gére daha kullanighdir. Ayrica Dadda’nin ¢alismasi bu tez kapsaminda
yapilan calismada elde edilen kolon toplamlarinin sinirli olmasi durumunda da bu
sinir deg@erlerinin kullaniimasina imkan saglamaktadir. Bu nedenlerle bu tez kap-
saminda Dadda tarafindan 6nerilen yontem kullaniimistir. Yontem ile ilgili detaylar
Bolum [4.2.2/de irdelenecektir.

a4 a3 az al
by bs b2 by
CP4 By
CBay (93

(034 CY3 (By; CByj
B3y CBs3 (05, (92

(%4 (%3 (92 (B;n (CBra CBa

CByy CBys CBya %1 CO21 CY%)
C%,4 C%3 C%;2 C%1 CByy CB;1 By CBry

Ks K- K Ks K4 K3 K2 K1

Sekil 4.1. Dért Rakam Igin Vedic Algoritmasi

Elde edilen kolon toplamlari (K;), agirliklarina gére konumlandirilarak EST ile top-
lam ve elde vektorlerine indirgenir. Bu vektorler hizli bir EAT ile toplanarak carpim

sonucuna ulasilir.

47



4.2 Vedic Yénteminin 16 Rakam Igin Uyarlanmasi

Vedic yonteminin BCD rakamh sayilar i¢in uyarlanmasi ve bu uyarlamanin para-
lel carpma yonteminde kullanilmasi ile olusturulan yontem, RDPC yontemi olarak
adlandiriimaktadir. RDPC yontemi dort ana basamaktan olusmaktadir. Bu basa-

maklar, |Sekil 4.2[de bloklarla gosterilmigtir.

v

Capraz Rakam Carpmlan

Kolon Toplamlan

kP

Elde Saklayan Toplayici

Elde lTopIam

Elde Aktarimh Toplayici

'

Carpim Sonucu

Sekil 4.2. RDPC Blok Semasi

Capraz rakam carpimlari, paralel olarak hesaplanir ve agirliklarina gore yerlestirilir.
Daha sonra her bir kolonda birden fazla BCD rakam hizl bir bicimde toplanir. Bu
kolon toplamlari EST kullanilarak birlestirili. Son basamakta ise EAT ile toplam

yapilir ve carpim sonucuna ulasilir.

Bu yontem, rakamlarin ¢apraz ¢carpimi ve bu ¢arpimlarin uygun sekilde agirliklan-
dirilarak toplanmasi esasina dayanmaktadir. 1lk asamada, carpilacak olan 16 ra-

kaml iki sayinin (A ve B) capraz rakam carpimlari hesaplanmaktadir. On tabaninda
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carpim yapilacagindan, rakamlar 0,1, ...,9 kimesinin elemanlarindan olugsmakta-
dir. Rakam carpim sonucu en fazla 81 degerini alabilmektedir ve bu ¢arpma iglemi
tasarlanan mantiksal devre ile gerceklestirimektedir. RDPC yonteminin alan basari-
mini en fazla etkileyen birim, rakam carpim birimidir. Clinkli RDPC yonteminde 256
adet paralel capraz rakam carpim islemi vardir ve bu nedenle rakam ¢arpim birimin-
den 256 adet kullanilmaktadir. RDPC yonteminde ¢apraz rakam carpimlarinin her
birinin birler ve onlar basamagindaki rakamlar ayrilarak piramit yapisinda yerlestiril-

mektedir. n rakaml iki sayinin ¢arpilmasi isleminde kolonlara yerlestirilen rakamlar

ekil 4.3[te verilmistir.

An as az a1
bn 3 b2 I
COyn CB Ln
CB,. CO4n1
%, CBina
C%u2n . . . . CBy;3
CBoin ) . . . COz
l[:-1':'11-1,m {:'1011-1:11-1 . s s . . s e CB:,I CB L2
CB.. CBana C9%,1C%,
C2unCP%n1 COhna CO%.2 €Oy CBLy CBrayn OBy By CBy

Kon Kol Kn2 .. Ko Kol Kn Kal o0 K K2 K

Sekil 4.3. n Rakam Icin Vedic Algoritmasi

Sonraki asamada, bu yapida yer alan her bir kolondaki tim rakamlar toplanmakta-
dir. On tabaninda gosterilen (BCD) birden fazla rakamin iki tabaninda toplanmasi
beraberinde duzeltme yapilmasi sorununu da getirmektedir. Dizeltme yapilmasinin
sebebi iki tabaninda 4 bitle ifade edilebilen rakamlarin {0, 1, ..E, F} kimesinde ola-
bilmesidir. Ancak ikili kodlanmis onlu (BCD) gosterimde A,B,..F degerlerinin karsi-
hiklari 6 eklenerek hesaplanmalidir. RDPC yonteminin gecikme bagsarimini en fazla
etkileyen basamaklardan birisi, kolon toplamlarinin paralel olarak indirgenmesidir.

Bir sonraki asamada EST kullaniimaktadir. Bu toplayici ile bir dnceki asamada he-
saplanan kolon toplamlari toplam ve elde vektorlerine donustirilmektedir. Orne-
gin ardisik iki kolonun toplamindan ilkinin 127 ve ikincisinin 189 oldugunu varsaya-
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him. Bu iki kolon toplaminin birer basamak kaydirilarak toplanmasi gerekmektedir.
Baska bir ifadeyle, bu iki kolonun toplami 1890 + 127 olmalidir. EST’nin ¢ikislarini,
(elde, toplam) olarak tanimladigimizda, bu 6rnekte ayni basamakta yer alan 9+2 ve

8 + 1 islemlerinin sonucu, sirasiyla (1, 1) ve (0, 9) seklinde ifade edilmektedir.

Son asamada toplam ve elde vektérlerinden ¢arpim sonucuna ulasmak icin elde
aktarimli toplama islemi gerekmektedir. Elde aktarimi igin en koti durumdan yola
cikilarak en sagdaki basamaktan en soldaki basamaga kadar eldenin aktariimasi

ihtimali g6z 6ntinde bulundurularak aktarim yapilimaktadir.
4.2.1 On Tabaninda Rakam Carpimi

On tabaninda rakam carpim birimi icin ilk olarak, Jaberipur (Jaberipur and Kaivani,
2007) yontemi irdelenmistir. Bu yontemde, rakamlar 6nce iki tabaninda carpiimis ve
daha sonra on tabanina ¢evrim islemi 6nerilmistir. Ancak, incelemelerimiz sirasinda
iki tabanindan on tabanina ¢evrim igin dnerilen devrenin hatali oldugu
tespit edilmistir.

Pa P

PaPs PafPaf2 D1D4 P2 D5D4 psps P4 P2 3 Pa Pz P2 P1 P
pﬁ ’_T PzPs Po
P2 Pa PiPaPs  Pa

oo e
1 ﬁ% @?m

bs 2 ba bo o

Sekil 4.4. Iki Tabanindan On Tabanina Cevirici Devresi (Jaberipur and Kaivani,
2007)

Bu devrenin hatali bitleri [Cizelge 4.1/de verilmistir. [Cizelge 4.1/de, cevrilecek olan
carpimin iki ve on alti tabanindaki kargiliklari verilmistir. Ayrica ¢evrim sonucunda
elde edilmesi gereken BCD karsihgi verilmistir. BCD karsihginin bitlerinden hatal

olanlar ve bu bitlerin olmasi gereken degerleri "Bit HatasI" sitununda belirtilmistir.
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Cizelge 4.1. Jaberipur Tarafindan Onerilen Devrenin Hatali Oldugu Durumlar

Ps | Ps | P4 | Ps | P2 | P1 | Po | Hex | BCD | Bit Hatasi
o|ojfO0O|1|]0|1]|0] A 10 bp=1
o|ojo0|1|1(0]0 12 b =1
ojojoy;1(1;1]0 E 14 bo=1
o|o0o(0O|1]|1|1]|1 15 b =1
0O|0(1|0|0|0]|0] 10 16 bp=1
o|o0(1|0]0|1]|0] 12 18 bp=1
o011 |11)|0] 1E 30 bo=1
0O|1(0|0]0|0|0] 20 | 32 b =1
o|1(0|0|O0O|21]|1] 23 35 b, =1
0O|1(0|0|2|0]|0] 24| 36 b =1
o|of(o0|1|]0|0]|0]| 8 8 c3=1
o|o(o|j1j]0|0]|1] 9 9 cz=1
0O|1(1|0|212|1|0] 36 54 c;=0

Bu hatalarin dizeltiimesi igin ¢carpim tablosundan yararlanilarak gerekli ekleme ve

duzeltmeler gerceklestirilmistir. Gerekli dizenlemeler yapildiktan sonra elde ettigi-

miz cevirici devresi[Sekil 4.5/te verilmistir.

p2 p5p6 p3 r>l1

Sekil 4.5. Diizeltilmis iki Tabanindan On Tabanina Cevirici Devresi

51



Rakam ¢arpim biriminin, tasarimda kullaniima sayisi fazla oldugundan daha az alan

kaplayacak bir yéntem uygulanmasi uygun gorulmustir. Bu sebeple ikinci yontem

olarak carpilacak rakamlarin hangi rakam oldugunu belirlemek icin Es. [4.4'te goste-

rilen degiskenler tanimlanmistir. Carpilacak rakamlar a ve b olarak tanimlanmis ve

bu rakamlarin Ikili Kodlanmis Onlu (BCD) formatinda oldugu kabul edilmistir. Ayrica

her bir a; ve b; rakamlarin bir bitini ifade etmektedir.

Pag = @4.83.82.81
Pag = @4.@3.82.81
Pa7 = @4.83.82.81
Pas = @4.83.82.81
Pas = 8s.83.82.81
Pas = @4.83.82.81
Pa3 = @4.@3.82.81
Paz = @4.83.82.81

Pa1 = 8s.83.82.81

Poo = ba.b3.bs.by
Pos = bs.bs.b,.by
Po7 = ba.bs.bs.by
Pos = ba.bs.b,.by
Pos = ba.bs.bs.by
Pos = bs.bs.bs.by
Pbs = bs.bs.by.b;
Po2 = ba.bs.b,.by

Po1 = 64.63.62.b1

(4.4)

Carpma sonucu C = C7CgC5C4C3C2C1Co olarak tanimlanmis ve carpma sonucunun

bitleri carpim tablosu yardimi ile tek tek belirlenerek asagidaki mantiksal denklemler

elde edilmigtir:

C7 Pag-Pbo

Cs

+ (Pas + Pas + Pa7 + Pag T Pag)-Pos + (Pas + Pas + Pa7 + Pas)-Pbo

o
a
11

+ pa?)-pr + (pa4 + Pas + paG)-pr + (pa3 + Pas + Pas + pag)-pb7 + (pa3 + Pas

+ Pag + Pag)-Pos + (Pa3 + Pas + Pa7 + Pas)-Poo

Cy

(pa8 + pag)-pr + (pa7 + Pas + pa9)-pb6 + (pa6 + Pa7 + Pas + pa9)-pb7

(Pa7 + Pag * Pag)-Poz + (Pas + Pas + Pa7 + Pag + Pag)-Pba + (Pas + Pas + Pas

(Pas + Pas + Pa7 + Pag + Pag)-Po2 + (Pas + Pas + Pas)-Pbz + (Paz + Pas + Pas
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+ pa9)-pb4 + (paz + pa3 + pa6 + pa?)-pr + (paz + pa3 + pa5 + pa6 + pag)-pbﬁ
+ (Paz2 + Pas * Pas)-Po7 + (Paz + Pas + Paz + Pag)-Pos + (Paz + Pasa + Pas + Pas)-Poo

(Pag *+ Pag)-Po1 + (Pas + Pag)-Po2 + (Paz + Pas)-Pb3 + (Paz + Pa7)-Pba

Cs

+ (pa3 + paS)-pr + (pa4 + pa7)-pb7 + (pal + paﬁ)-pr + (pal + paz)-pb9

C2 (Pas + Pas * Pas + Pa7)-Po1 + (Paz + Pa3 + Pa7 * Pas)-Po2 + (Paz + Pas + Pas

* Pag)-Pos + (Pa1 + Pas + Pas + Pag)-Poa + (Par + Pa3 + Pas + Pa7 + Pag)-Pos
+ (Pat * Paa + Pas t Pag)-Pbs * (Pa1 + Paz * Pas + Pag)-Po7 + (Paz + Paz + Paz
+ Pag)-Pos + (Pas *+ Pas + Pas * Pas)-Poo

Ci = (Pa2 * Pa3 * Pas + Pa7)-Po1 + (Pa1 + Pas + Pas + Pas)-Po2 + (Pa1 + Paz + Pas

+ Pag)-Po3 + (Paz + Pas + Pag + Pag)-Poa + (Pa1 + Paz + Pas + Paz)-Pbe + (Pa1

+ Pas + Pas + pa9)-pb7 + (paz + Paa + Pa7 + pa9)-pb8 + (pa3 + Pas + Pa7 + paS)-pb9

Co ao.bo (4.5)
Es. [4.5te verilen denklemlerin olusturulma mantigi séyledir: ¢; bitinin hangi rakam-
lar carpildiginda 1 oldugu tespit edilir. 1lgili rakamin olusmasi olarak tanimlanan pa;
ve ppi, mantiksal VE kapisina sokulur. Her bir bit igin olasi tim durumlar mantiksal
VEYA kapisina sokulur ve sonuca ulasilir. Ornegin, a = 8 ve b = 6 ise pag Ve Pus
haricindeki tiim bitler sifir olur. Boylece pag.ppe = 1 olacaktir ve bu ifadeyi barindi-
ran cg ve cz haricindeki tum cikis bitleri sifir olacaktir. Elde edilmesi gereken deger
01001000 = 48 (BCD) bulunmus olacaktir. Bu yontem ile Ueda (Ueda, 1995) tara-
findan onerilen ve programlanabilir mantiksal dizi (Programmable Logical Array) ile

gerceklestirilen yontem ayni temele dayanmaktadir.
4.2.2 Kolon Toplamlarinin  Indirgenmesi

[Sekil 4.3te gosterilen sekilde, ayni agirliktaki rakamlar ayni kolonlara yerlestirilir.
Her bir kolonda yer alan rakamlarin toplanmasi i¢cin Dadda (Dadda, 2007) tarafin-
dan onerilen yontem kullaniimaktadir. Bu yontemde rakamlar iki tabaninda topla-
nip daha sonra Nicoud (Nicoud, 1971) yontemi ile iki tabanindan on tabanina cev-

rim islemi ile sonuca ulasiimistir. 1ki tabanindan on tabanina cevrim icin Nicoud
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(Nicoud, 1971) tarafindan 6nerilen yontem ile g farkh sayinin ¢evrimi |Sekil 4.6/da

drnek olarak verilmistir.

.1 11
0
d o(]1 -0 -0
1 0 0
4 o] <1 "0
(';1 -1 .0 .0 -0
. ' 0 8
H[)' 1[]1 <0 *0 1 r 0
] =] 0 6
IE-I]I <0 =0 <1 =0
el 0 2
o{]1 <0 +0

OQ
()]
W

s 1: 16 la

Sekil 4.6. Nicoud Yéntemi lle iki Tabanindan On Tabanina Cevrim (Dadda, 2007)

[Sekil 4.6/da verilen kutuda d; giris rakamini, b; giris bitini, d, ¢ikis rakamini ve b,
cikis bitini gostermektedir. Her kutuya gelen rakam 2 ile ¢arpilmakta ve girig biti ile
toplanmaktadir. Gelen rakam 5 veya daha buylkse 2 ile carpma sonucunda elde
olusacaktir; bu elde ¢ikis biti olarak alinmaktadir. Cikis rakami ise 2 x d; + bj(mod 10)
olarak elde edilmektedir. Son cikan rakam birler basamagini, eldelerden olusan
sayl ise onlar basamagini olusturur. Eger eldelerden olusan say! 10'dan blytkse
ayni islem elde sayisi icin de uygulanir ve sirayla onlar, ylzler, vb. basamagindaki
rakamlar bulunmus olur. [Sekil 4.3[ten hareketle her bir kolon toplami asagida verilen
esitlikle ifade edilebilir:

(
Ct, t=1
t t—1
Z CkB,(tfk+1) + Z Cl?,(tfk) ,2<t<n
K= L (4.6)
Z CkB'(t*k+1) + Z Cl?,(t—k) ,N+1<t<2n-1
k=t—n+1 k=t—n
\Cr?n , = 2n

Sekil 4.3[te gosterilen sekilde her bir kolona yerlestirilen rakamlardan B indisli ra-

kamlar en fazla 9, O indisli rakamlar en fazla 8 degerini alabilir. Piramidin sag ya-
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risinda yer alan kolonlarda rakamlarin sayisi (2t — 1)'dir. Bu kolonlarda yer alan B
indisli rakamlarin sayisi t ve O indisli rakamlarin sayisi (t — 1)'dir. Piramidin sol yari-
sinda yer alan kolonlar icin v = 2n+1—t degiskeni tanimlarsak, rakam sayisi (2v —1)
olur. Sol taraftaki kolonlarda B indisli rakamlarin sayisi v — 1 ve O indisli rakamlarin

sayisi v'dir. Buna gore, t numaral kolon toplaminin en byik degeri (Kim):

9xt+8x(t—1) ,2<t<n
Kim = 4.7)
9%x(v—1)+8xv ,N+1<t<2n-1,2<v<n

olarak bulunur. Ancak burada ayni kolonda yer alan O ve B indisli farkh rakamlar
ortak carpana sahip olabilmektedir (6rn. C¢, ve C?, rakamlarinda a; ortak garpan-
dir). Ayni kolonda yer alan O ve B indisli rakamlarin birbirinden tamamen bagimsiz
olmamasi, Es.[4.7lde bulunan degerlerden daha dustk bir tst sinir olabilecegi fikrini
dogurmustur. Bu fikir Bolum [4.2.3te detayli bir bicimde irdelenmistir.

4.2.3 Kolon Toplamlarinin Sinirl Olmasinin  Incelenmesi

RDPC yonteminde, carpilacak sayilarin rakamlari a; ve b; olarak tanimlandiginda,
capraz carpimlari[Sekil 4.3[te gosterildigi gibi rakamlarina ayrilarak piramit bigiminde
yerlestirilir. 1lk ve son kolonlar haricindeki her bir kolonda, onlar basamagini ifade
eden "O" indisli ve birler basamagini ifade eden "B" indisli rakamlar yer almakta-
dir. Kolonlarda yer alan bu rakamlar birbirinden tamamen bagimsiz degildir. Farkh
rakam carpim sonuclarindan elde edilen ve ayni kolona yerlestirilen O ve B indisli
rakamlar ortak garpana sahiptirler (6rn. C7; ve Cp,). Bu rakamlarin birbiriyle iliskili
olmasi, ayni anda tim O indisli rakamlarin 8 ve B indisli rakamlarin 9 olamayacag|
sonucunu dogurur. Bu noktadan hareketle kolon toplamlarinin alabilecegi en buyik
degerin sinirh oldugu 6ngoérulmastir. Bu kisimda bu sinirlarin deneysel yontemle

analizi irdelenecektir.

RDPC yontemi ile n rakamh iki saymin ¢arpiminda kolon toplamlarinin en blyuk
degerlerinin hesaplanmasinda kullanilmak tzere en kalabalik kolon toplamlari Bo-
lim [4.2.3.11de irdelenecektir. Elde edilen sonuglar Boluim [4.2.3.2lde 16 rakam icin
kullanilacaktir.
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4.2.3.1 En Kalabalik Kolonlarin Toplami

Piramit yapisinda sag ve sol taraftaki iki en kalabalik kolonun toplaminin (EKKT)
alabilecegi en blytk degerler sirasiyla EKKTR,, ve EKKTS,, olarak adlandiriimistir.
EKKTR, ve EKKTS, icin|Sekil 4.3[ten hareketle asagidaki denklemler yazilabilir:

n n-1
EKKTR, = max(z CkB,(n—k+1) + Z Cl?,(n—k)) (4.8)
k=1 k=1
n n
EKKTS, = max(z CkB,(n—k+2) + Z Cl?,(nfk+1)) (4.9)
k=2 k=1

Capraz rakam carpimlarinin onlar ve birler basamaginda yer alan rakamlar (CijQ ve

C?) asagidaki sekilde ifade edilebilir:
C? = Cij(mod10),C# €0,1,...,9

CS=1C,;/10/,C5€0,1,...,8
Burada "mod 10" islemi 10 tabanina gore kalani ve "| |" islemi en yakin kiiguk tam-

say! degere yuvarlamayi ifade etmektedir. Bu ifadelerin Es. [4.8 ve Es.[4.9/da yerine
konulmasiyla bu esitlikler birer eniyileme problemine déntismektedir. Bu sebeple, bu
esitliklerin ¢ézumda icin MATLAB Genetic Algorithm (GA) Toolbox (Chipperfield and
Fleming, 1995) araci yardimi ile benzetim yapilmistir.

Sag taraftaki en kalabalik kolon toplaminin maksimum degerini (EKKTR,) bulmak
icin GA aracinda niufus 6000 olarak secilmis ve diger parametrelerin 6n tanimh
degerleri degistiriimemistir. GA aracinda, problemin degiskenleri 0-9 araligindaki
tamsayilardan olustugu icin bireylerin de 0-9 araliginda olmasi saglanmistir. Bunu
saglamak i¢in nifus islevinde gerekli degisiklikler yapilmistir. Ayrica, mutasyon isle-
vinin de mutasyon asamasinda tamsayi Uretmesi icin gerekli degisiklikler yapilmistir.
Es.[4.8de verilen esitligin negatifi, maliyet islevi (cost function) olarak alinmis ve GA
aracl ile en kucuk degeri bulunmustur. Elde edilen benzetim sonuglari [Sekil 4.7/de
gosterilmistir.
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EKKTRn igin Genetik Algoritma Sonuglan
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Sekil 4.7. Sag Taraftaki En Kalabalik Kolon Toplami

GA aracinda, deneysel bir yontem olan genetik algoritma kullandigindan, bulunan
sonuclar global minimum veya maksimum noktasi olmayabilir (Haupt and Haupt,
2004). Bu nedenle 2, 3, 4,5 ve 6 rakamli sayilar icin kapsamli yineleme (exhaustive
iteration) yontemi ile tim sayilar ¢arpilarak problemin bu durumlar igin kesin ¢6zim

bulunmustur.

n rakamli iki sayinin carpiimasi isleminde, sag taraftaki en kalabalik kolonun topla-
mini maksimum yapan say! ¢iftleri (a,a,_1...a,a;, bpbn_1...b,b1) biciminde tanimlan-

mistir. Kapsamli yineleme ile elde edilen en buytik degerler ve bu degerlere ulasilan

say! ciftleri|Cizelge 4.2/de verilmistir.

Kapsamli yineleme sonuclari ile GA araci benzetim sonuglarinin birbiriyle tam uyumlu
oldugu gozlenmistir. Elde edilen sonuglarda bu sayi ciftlerinin hepsinde en soldaki
rakamin 1 ve en sagdaki rakamin 9 oldugu g6zlenmistir. Ayrica EKKTR,, degerleri-
nin, ¢arpilan sayilarin rakam sayisinin 13 katina esit (13*n) oldugu gozlenmistir.
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Cizelge 4.2. EKKTR, ve Karsilik Gelen Sayi Ciftleri Igin Kapsamli Yineleme Sonug-
lari

EKKTR, | Sayi Ciftleri

26 (19,19)

39 (179,179)

52 (1769,1869),(1779,1779), (1879,1769),(1919,1919)

65 (17679,17879),(17769,18779),(17779,17779),
(17879,17679),(17919,19179),(18769,18769),
(18779,17769),(19179,17919)
6 78 (176769,187879),(176779,177879),(176879,176879),
(176919,191879),(177679,178779),(177769,187779),
(177779,177779),(177879,176779),(177919,191779),
(178769,187679),(178779,177679),(179179,179179),
(187679,178769),(187769,187769),(187779,177769),
(187879,176769),(187919,191769),(191769,187919),
(191779,177919),(191879,176919),(191919,191919)

galb~|jw|[N|S

Sol taraftaki en kalabalik kolon toplaminin en biytk degerini (EKKTS,) bulmak igin,
EKKTR,'de izlenen adimlar tekrarlanmistir. Buna gore, Es. [4.9/da verilen esitligin

negatifi, maliyet islevi olarak alinmis ve GA araci ile en kuc¢uk degeri bulunmustur.
Elde edilen benzetim sonuglari [Sekil 4.8/de gdsterilmigtir.

EKKTS, i¢in elde edilen benzetim sonuglarinin dogrulanmasi amaciyla, kapsamli yi-
neleme yontemiile 2, 3, 4, 5 ve 6 rakamli tim sayilar carpiimistir. Elde edilen en bu-
yuk degerler ve bu degerlere ulasilan say ciftleri [Cizelge 4.3]te verilmistir. EKKTS,
degerine, 6 rakamli sayilar icin 28 farkli sayi cifti ile ulasiimistir; ancak bu ciftler
[Cizelge 4.3]te gosterilmemistir. Kapsamli yineleme sonuglari ile GA araci benzetim
sonuclarinin birbiriyle tam uyumlu oldugu g6zlenmistir. Elde edilen sonuclara gore

bu say ciftlerinin hepsinde en sagdaki rakamin 9 oldugu gdézlenmistir.

Kapsaml yineleme sonuclarinda gore, n > 3 icin EKKTR,, degerlerine ulasilan sayi
ciftleri kiimesinin her birinde (177 ...79,177...79) biciminde ¢6zim oldugu gozlen-
mistir. Bu noktadan hareketle, 7 < n < 16 icin bu bicimdeki tim sayilar carpilarak

EKKT degerleri bulunmustur. Elde edilen sonuclarin da GA araci benzetim sonuglari
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Sekil 4.8. Sol Taraftaki En Kalabalik Kolon Toplami

Cizelge 4.3. EKKTS, ve Karsilik Gelen Sayi Ciftleri icin Kapsamli Yineleme Sonug-

lari

n | EKKTS, | Sayi Ciftleri

2 21 (79,79)

3 34 (769,869),(779,779),(879,769),(919,919)

4 48 (7679,7879),(7769,8779),(7779,7779),(7879,7679),
(7919,9179),(8769,8769),(8779,7769),(9179,7919)

5 60 (76769,87879),(76779,77879),(76879,76879),
(76919,91879),(77679,78779),(77769,87779),
(77779,77779),(77879,76779),(77919,91779),
(78769,87679),(78779,77679),(79179,79179),
(87679,78769),(87769,87769),(87779,77769),
(87879,76769),(87919,91769),(91769,87919),
(91779,77919),(91879,76919),(91919,91919)

6 73 *
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ile tam uyumlu oldugu g6zlenmistir.

Sag ve sol taraftaki en kalabalik kolon toplamlari icin elde edilen sonuclar karsi-
lastiriidiginda, EKKTS,, degerini saglayan sayi ciftleri ile EKKTR,, degerini saglayan
say! ciftleri arasinda iliski oldugu sonucuna varilmistir. Bu sonuca gore n rakaml
sayllar icin EKKTR, degerini saglayan say! ciftlerinin en soldaki rakami kaldirildi-
ginda, n—1 rakaml sayilar icin EKKTS,_; degerini saglayan say: ciftlerine ulasildigi
gozlenmistir. Ayrica EKKTR, ve EKKTS,_; sayisal degerleri arasinda Es. [4.10/da

verilen bagintinin kurulabilecegi sonucuna ulasiimistir.
EKKTS,_; = EKKTR, — 18 (4.10)

4.2.3.2 EKKT Degerlerinin 16 Rakamli Sayilarin Carpiminda Kullaniimasi

RDPC yontemi ile 16 rakamli iki sayinin carpiminda her bir kolon toplami K; ile ifade
edildiginde, bu toplamlarin en biyik degerlerini bulmak icin Bolim [4.2.3.1'de elde
edilen sonuclardan faydalanilmistir. [Sekil 4.3]te n yerine 16 konuldugunda elde edi-
len piramit yapisinda sag tarafta yer alan ve kolon numarasi t olan kolon toplaminin
en buyuk degerinin (Kyy,), Bolim[4.2.3.1lde elde edilen EKKTR; degerine esit oldugu
ongorilmektedir. Ornegin; n = 16 ve t = 4 icin Es. 4.6 acildiginda:

Kqy=CP,+C5,+C5,+C;, +Cpy +C3, +Cy (4.11)
elde edilir. n = 4 icin Es.[4.8 acildiginda ise:
EKKTR, = max(Cg, + C55 + C5, + Cf, + CP3 + CP, + C3)) (4.12)

elde edilir. Bu iki esitlikten hareketle, RDPC yontemi ile 16 rakamli iki sayinin car-
piimasi i¢in olusturulan piramit yapisinda 4 numaral kolon toplaminin maksimum
degeri (K4m) ile 4 rakamli iki sayinin carpimi icin olusturulan piramit yapisinin sag
tarafinda yer alan en kalabalik kolon toplaminin maksimum degeri (EKKTR,) esittir.

Bu esitlik, piramidin sag yarisinda yer alan tim kolonlar icin genellenebilir:

Km = EKKTR, ,2<t<16 (4.13)
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Piramit yapisinin sol tarafinda yer alan kolonlar i¢cin v = 33 — t degiskeni tanimlan-
diginda Ky, degerinin, Bolim [4.2.3.1lde elde edilen EKKTS, degerine esit oldugu
ongorilmektedir. Ornegin; n = 16 ve t = 29 icin Es. 4.6l acildiginda:

K29 = Cfy16 + Cisas + Cro1a + Cizas + Claas + Cry 14 * Cloas (4.14)
elde edilir. n = 4 icin Es.[4.9 ac¢ildiginda ise:
EKKTS, = max(C3, +C{; +C;, +Cp, +CP; +CF, + C) (4.15)

elde edilir. Es.[4.14te yer alan ifadenin maksimum degeri ile Es. [4.15te yer alan
ifade 6zdestir. Bu 6zdeslik uygun indis degisimi yapilarak daha acik gorulebilir.
Ornegin; dort rakamli iki sayinin ¢arpimi igin sayi Gifti (X4X3X2X1, Yayay2y1) yerine
(X16X15X14X13, Y16Y15Y14Y13) biciminde yazilirsa, piramidin sol tarafindaki en kalabalik
kolon toplaminin maksimum degeri (EKKTS,) ile Es. [4.14!te verilen ifadenin maksi-
mum degeri (K,g) 6zdes olacaktir. Bu 6zdeslik, piramidin sol tarafinda yer alan tim

kolonlar igin genellenebilir:
Kim = EKKTS, , 17 <t <31, v=33-t (4.16)

Es.[4.13lve Es.[4.16/dan hareketle genelleme yapilarak su sonuca varilabilir: Rakam
carpimina dayali carpma algoritmasinda, carpilacak iki sayinin rakam sayisinin n
oldugunu varsayalim. Carpim esnasinda her bir kolon toplaminin en buyulk degerini
bulmak icin, ayni algoritma ile carpilacak sayilarin rakam sayisinin [2,n] araliginda
oldugu tim durumlar ele alinir. Ele alinan bu durumlarin her biri i¢cin sag ve sol
taraftaki en kalabalik iki kolon toplaminin en biyik degerleri hesaplanir. Bulunan bu
degerlerden hareketle Es.[4.13 ve Es.[4.16/da elde edilen bilgiler 1s1ginda, n rakamli
iki sayinin carpiimasi isleminde her bir kolon toplaminin alabilecegi en buyik deger

bulunmus olur. Bu genellemenin matematiksel ifadesi Es. [4.17/de verilmistir.

p

9 =1
EKKTR; ,2<t<n
Kim = (4.17)
EKKTS, ,N+1<t<2n-1,v=2n+1-t
8 ,t=2n

\
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16 rakamli iki BCD sayinin RDPC yontemi ile ¢arpilmasi igin olusturulan piramit ya-
pisinda, Onerilen sinir degerleri hesaba katildigi ve katilmadigi durumlarda, kolon
toplamlarinin sinir degerleri, bu toplamlarin iki tabaninda ve BCD biciminde goste-
rimleri icin gerekli bit sayilari [Cizelge 4.4]te verilmistir. Elde edilen sonuglara gére, 7
kolon toplami igin ihtiya¢ duyulan iki tabaninda toplayicinin bit sayisi bir azalmistir.
Bu kolonlarin ilgili alani [Cizelge 4.4te koyu renkle ifade edilmistir. Toplayicinin bit
sayisinin bir azalmasi, kullanilan toplayicinin hem alan hem de gecikme basarimina
katkida bulunur. Ayrica 13 kolon toplami icin BCD go6sterimde ihtiyac duyulan bit
sayisi bir azalmistir. BCD gdsterimde ihtiya¢ duyulan bit sayisinin azalmasi, iki ta-
banindan on tabaninda ¢evrim isleminin daha hizli olmasini saglar. 12 kolon toplami

icin toplayici ve cevirici icin ihtiya¢ duyulan bit sayilarinda degisiklik olmamigtir.
4.2.4 Elde Aktarimli Toplayici ile Son Toplam

Kolon toplamlarinin indirgenmesi isleminden sonra elde edilen ara toplamlar, EST
kullanilarak toplam ve elde vektorlerine dondsturilmektedir. Bu asamadan sonra
hizli bir elde aktarimi yaparak nihai carpim sonucunun hesaplanmasi gerekmektedir.
EAT birimi [Sekil 4.9/da gosterilen bigcimde 4 alt birime bolunerek tasarlanmistir.

d
— pe o elde _—
& —>
> _ L somg
segim
d: Toplam d —"> opla] —
e: Elde L —

Sekil 4.9. Elde Aktarimh Toplayici (EAT)

4.2.4.1 Aktarim ve Uretim Sinyalleri(pg)

Toplam (d) ve elde (e) vektorleri kullanilarak her bir basamakta aktarim ve Uretim
sinyalleri hesaplanmaktadir. Elde aktarimi olabilmesi icin iki kosuldan birinin ger-
ceklesmesi gereklidir. 11k kosul, toplanacak rakamin 9 ve eldenin 0 olmasidir. Ikinci
kosul, toplanacak rakamin 8 ve eldenin 1 olmasidir. Elde Uretilmesi igin toplanacak
rakamin 9 ve eldenin 1 olmasi gerekmektedir. Bu durumlar Es. [4.18/de gosterilen
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Cizelge 4.4. Kolon Toplamlarinin Maksimum Degerleri ve Gerekli Bit Sayilari

Kolon | Toplanan | Sinir Ikili Bit | BCD Bit | Onerilen | ikili Bit | BCD Bit
No Rakam Degeri Sayisi Sayisi Sinir Sayisi Sayisi
Sayisl Degeri
1 1 9 4 4 9 4 4
2 3 26 5 6 26 5 6
3 5 43 6 7 39 6 6
4 7 60 6 7 52 6 7
5 9 77 7 7 65 7 7
6 11 94 7 8 78 7 7
7 13 111 7 9 91 7 8
8 15 128 8 9 104 7 9
9 17 145 8 9 117 7 9
10 19 162 8 9 130 8 9
11 21 179 8 9 143 8 9
12 23 196 8 9 156 8 9
13 25 213 8 10 169 8 9
14 27 230 8 10 182 8 9
15 29 247 8 10 195 8 9
16 31 264 9 10 208 8 10
17 31 263 9 10 203 8 10
18 29 246 8 10 190 8 9
19 27 229 8 10 177 8 9
20 25 212 8 10 164 8 9
21 23 195 8 9 151 8 9
22 21 178 8 9 138 8 9
23 19 161 8 9 125 7 9
24 17 144 8 9 112 7 9
25 15 127 7 9 99 7 8
26 13 110 7 9 86 7 8
27 11 93 7 8 73 7 7
28 9 76 7 7 60 6 7
29 7 59 6 7 47 6 7
30 5 42 6 7 34 6 6
31 3 25 5 6 21 5 6
32 1 8 4 4 8 4 4
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bicimde mantiksal kapilarla ifade ebilebilir.

Pi di.(dio @ &)

Ji dis.(dio-€i) (4.18)

Es. [4.18/de "®" semboli "DISARAN VEYA (Exclusive OR)" kapisini, "." ise "VE"
kapisini ifade etmektedir. Bu esitlik igin, toplam vektérinin i'nci elemani d; =

dizdi»di1dip ve elde vektérinin i’'nci biti e; olarak tanimlanmistir.
4.2.4.2 Paralel Onek Elde Hesaplama

[Sekil 4.9/da verilen "elde" biriminde hizli bir bicimde elde hesabi yapmak icin Kogge-
Stone (Kogge and Stone, 1973) tarafindan dnerilen paralel 6nek elde (Parallel Prefix

Carry) hesabi kullaniimistir. (Sekil 4.10[da 16 (p,9) ¢ifti icin Kogge-Stone elde hesabi
ornek olarak verilmistir. RDPC yonteminde ise toplam 28 (p,g) cifti vardir.

(15 14 13 12 11 10 8§

15:014:013:012:011:010:0 8:0 8.0 7.0 6:0 50 4.0 3.0 2.0 1.0 0:0

Sekil 4.10. Kogge-Stone Paralel Onek Elde Hesabi (Kogge and Stone, 1973)

Es. 4.18/de verilen uretim ve aktarim sinyalleri kullanilarak, |Sekil 4.10/da ara basa-
maklarda ihtiya¢ duyulan 6bek uretim ve aktarim sinyalleri Es. [4.19lda verilen esit-
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liklerle hesaplanir.

Gij = Gik +Pix.Gk_1;j

Pij = Pik.Px_1;

Gii = G

. = p (4.19)

Es. 4.191da hesaplanan 6bek tretim sinyallerinden, Es. kullanilarak ilgili elde

bulunur.
Ci =Gio (4.20)
4.2.4.3 Elde Oncesi Kosulsuz Toplama

Sekil 4.9/da verilen "topla01" biriminde, elde hesabindan bagimsiz olarak toplam
vektoéruntn her bir rakami ve elde vektoruntn ilgili biti O ve 1 ile toplanarak iki farkh

vektor hesaplanmistir (sO; ve s1;). Bu vektorlerin i’nci rakamlari Es. [4.21lde veril-

migtir.
sO; = d+e
sl = di+e+1 (421)

4.2.4.4 Eldelere Gore Se¢im

Son asamada, Es.[4.20/de hesaplanan eldelere gére, s0 ve s1 vektorlerinden birinin
ilgili rakami secilerek sonuca ulasiimaktadir. Baska bir ifadeyle, ilgili elde 0 ise sO
vektoriinden veya elde 1 ise s1 vektoriinden ilgili rakam segilir. Bu islem, [Sekil 4.9/da
verilen "se¢im" biriminde gergeklestirilir. [Sekil 4.11}de 4 rakam ve 4 elde kullanila-
rak elde aktarimli toplayici icin 6rnek verilmistir. 1lk asamada rakamlara ve eldelere
gore p ve g hesaplanmis ve buna paralel olarak sO ve s1 vektorleri hesaplanmis-
tir. Daha sonra p ve g sinyallerinden paralel 6nek elde hesabi ile ¢ elde vektori
hesaplanmistir. Bu c vektorinin elemanlarina gore sO ve sl vektorlerinden ilgili
rakamlar secilerek toplam sonucuna ulasiimistir. Burada giris eldesinin sifir oldugu

kabul edilmistir ve ¢ikis eldesi olarak da ¢ vektorinin en soldaki biti kullaniimistir.
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d 9899
e 1001 9899 d
p 0010 1001 e
g 1001 0890 s0
C

10110 1901 sl

sereneanennnns]l 0900 SECIM

Sekil 4.11. Ornek Bir Elde Aktarimh Toplama

4.3 RDPC Yonteminde Piramidin U¢ Parcaya Ayrilmasi

RDPC yonteminde elde edilen piramit, (Sekil 4.12[de gdsterilen sekilde U¢ parcaya
ayrilarak gecikme basarimina katki saglanmasi hedeflenmistir. ilk kisimda (1), carpma

sonucunun ilk 13 rakami, ikinci kisimda (11) sonraki 6 rakami ve son kisimda (l11) son
13 rakami hesaplanmistir. 1k kisimda olusan cikis eldesi ikinci kisima giris eldesi
olarak aktariimistir. Son kisimda, ikinci kisimdan gelecek elde beklenmeksizin biri
digerinden bir fazla olacak sekilde iki farkli sonu¢ (T ve T+1) hesaplanmistir. Daha

sonra ikinci kisimdan gelen eldeye gore bu iki sonugtan biri segilmistir.

I II I
- .

Sekil 4.12. Piramidin Ug Parcaya Ayrilmasi

Elde edilen sentez sonuclari incelendiginde, ilk kisimdan gelen eldenin ikinci kisima
aktariimasinin gecikme basarimina katkisi olmadigi gézlenmistir. Bunun sebebi ilk
kisimda olusan cikis eldesinin ikinci kisimda baslayan toplama isleminden dnce ha-
zir olmasidir. Ayrica ikinci kisimdan aktarilan eldenin Gginct kisimdaki toplama is-

leminden daha gec olustugu sonucuna variimistir. Piramidin bu sekilde ¢ parcaya
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ayrilmasi isleminde en uygun noktanin belirlenmesi kritik 6neme sahiptir. Yapilan
calismalarin ilk sonuglarina gére bu uygun nokta bulunamamistir. Tasarimin sentez
sonuclari detayl incelendiginde, kritik gecikme yollarinin birbirine ¢ok yakin deger-
lerde gecikmelere sahip oldugu gézlenmistir. Bunun sebebi sentez araci tarafindan
gerceklestirilen karmasik eniyileme sireglerinin tasarimda meydana getirdigi degi-
sikliklerdir. Bu nedenle piramit birden fazla pargaya ayrilsa bile ayrim noktalarinin
cok yakinindaki kolonlardan baslayan kritik gecikme yollari, sistemin yeni gecikme
basarimini belirlemektedir. Ortaya ¢ikan bu sonuclara gore tasarimin gecikme ba-

sariminin bu yaklasimla arttiriimasi mumkan degildir.
4.4 RDPC Yénteminin FPGA Incelemesi

RDPC yontemi Xilinx firmasina ait Virtex4 ailesinden xc4vfx40 modeli FPGA yon-
gasl icin sentezlenmistir. Ancak elde edilen sonuclarda, RDPC yonteminin yapisin-
dan kaynakh karmasik giizergah (route) yapisi nedeniyle gecikme basarimi bekle-
nen dizeyde gerceklesmemistir. Bunun nedeni, RDPC ydnteminde rakam carpim
birimlerinin sayisinin fazlaligi ve bu birimler arasindaki giizergahlarin karmasikhgi-
dir. RDPC yontemi icin gizergahta kaybedilen zaman, mantiksal devrelerin gecik-
mesinden daha fazla olmustur. Ayrica, donanim tasarimi igin yazilan VHDL kodlari
FPGA yapisinda var olan kaynaklarin etkin bir bicimde kullaniimasina imkan tani-
mamaktadir. Ornegin; rakam carpim birimi sadece mantiksal kapilar kullanilarak
VHDL ile tasarlanmistir. Ancak FPGA yongasinin icinde ayarlanabilen mantiksal
bloklar mevcuttur. Bu bloklarin icerisinde tam toplayici, basvuru ¢izelgesi ve cokla-

yici gibi bu tasarim icin etkin kullanilamayan birimler vardir.

Literatirde son zamanlarda, FPGA teknolojisi icin Onerilen tasarimlar mevcuttur
(Sutter et al., 2009), (Minchola and Sutter, 2009). FPGA tasarimi hem iglevsel
test amaciyla hem de son kullaniciya erisme siresinin kisalhgi nedeniyle siklikla
kullaniimaktadir. Yakin gelecekte on tabaninda aritmetik islem donanimlari, FPGA
teknolojisine uygun tasarlanarak gunlik kullanim alanlarinda da yer bulacaktir.

4.5 RDPC Yoénteminin Ardisik Diizen Incelemesi

Cikan is oranini (throughput) arttirmak amaci ile ardigik diizen (pipeline) incelemesi
yapilmistir. Ardisik diizende tasarim, basamaklar arasinda dengeli gecikme basa-

rimi saglanarak birden fazla basamaga ayrilmalidir. Bu ayrim yapildiktan sonra,
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herhangi bir basamaktaki is yapildiktan sonra ayni kaynak kullanilarak bir sonraki
is baslatilabilir (Sekil 4.13). Ardisik diizende amag, ¢ikan is oranini (throughput)
arttirmaktir. RDPC yonteminde ara basamaklara ayirma isleminin dengeli ayirma
islemine uygun olmadigi tespit edilmistir. Ayrica kullanilan sentez aracinin sagla-
mis oldugu otomatik ayirma islemi sonuglarina gére de RDPC yontemi en fazla tg¢
basamaga ayrilabilir.

I51|is2|1s3|154 (1S5
Is1|1s2|1s3|154|1S5
I51|152|153|154|1S5

151|152 (153|154 1S5

Sekil 4.13. Ardisik Diizende Is Akisi

[Sekil 4.14}te Design Compiler (DC) sentez aracinda "retime" secenegi ile bilesimsel
bir devrenin ardisik devreye donustirilmesi 6rnek olarak verilmistir. Bu 6rnekte
hedef gecikme 10ns olarak belirlenmis ve sentez sonucunda gecikmesi en fazla
olan basamakta gecikme 8,9ns olmustur. Bu gecikme hedeflenen gecikme kriterini

saglamaktadir.

Oncesi Sonrasi
’? ;.f:" \ o
S A - -
— - [
" —
B e 10 ns —
i ;“-:;; i E'/L'ﬂ.?_r
Girigler Cikaglar Girigler Cikislar

Sekil 4.14. DC "retime" Secenegi ile Gecikme Dengeleme
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4.6 RDPC Yonteminde BCD4221 Gosteriminin Kullaniimasi

Bolum 2.1.2'de de bahsedilen ve Vazquez tarafindan yapilan calismalarda (Vazquez
et al., 2007) 6nerilen BCD4221 go6sterimi, RDPC yonteminde kullaniimistir. Buna
gOre rakam carpim biriminin sonucu BCD4221 gosteriminde olacak sekilde gerekli
degisiklikler yapilmis ve kolonlara yerlestirilen her bir rakam BCD4221 gosteriminde
ifade edilmigtir.

Vazquez tarafindan 6nerilen bu yontemin en énemli avantajlarindan biri, herhangi
bir kolonda 3 rakamin Sekil 3.9'da gosterilen EST ile toplanmasinda olusan eldenin
bir sonraki kolondaki EST’ye giris eldesi olarak aktariimasidir. Ancak BCD4221 g0s-
teriminin RDPC yontemine uyarlanmasinda bu elde aktarimi sorun olmustur. Orne-
gin; piramidin sol tarafindaki bir kolonda olusan eldelerin sayisi, bir sonraki kolonda
kullanilan EST'lerin sayisindan fazladir. [Sekil 4.15/te bu durumun genel géruntusu
kabaca ortaya konmustur.

Sekil 4.15. Kolonlar Arasi Elde Aktarimi

Sekildeki kutular EST'yi, yatay c¢izgiler ise aktarilan eldeleri gostermektedir. Olusan
fazlalik eldelerin ayrica hesaba katilmasi gerekmektedir ve bu islem paralel gercek-

lestirilen hesaplamalarin gecikme basarimini olumsuz etkilemistir.
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4.7 RDPC Yonteminde BCD4221 Gosteriminde Sayag Kullaniima — si

Kolon toplamlari igin Vazquez tarafindan 6nerilen (Vazquez, 2009) baska bir yontem
de sayac kullaniimasidir. BCD4221 gosterimindeki birden fazla rakamin toplanmasi
icin onerilen 8 ve 9 bitlik sayaclar [Sekil 4.16/da verilmistir. [Sekil 4.16a'da gosterilen
8 bitlik sayacta yarim toplayicilar (half adder) kullanilmistir. [Sekil 4.16p'de gosterilen
9 bitlik sayacta ise tam toplayicilar (full adder) kullaniimistir.

X7 X5 Xz X4 X3 X2 X4 X
N N R S R B
YT YT T YT
[ =" [ [ = |
YT YT YT YT
| | Xg X7 Xp X5 X4 X3 X2 ¥y Xp
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a) 8 bitlik sayac b} 9 bhitlik sayac

Sekil 4.16. BCD4221 Gosterimi Igin 8 ve 9 Bitlik Sayaclar

Vazquez dnerdigi carpma yonteminde bir kolonda yer alan 17 rakamin, 8 ve 9 bit-
lik sayaclar kullanilarak toplanabilecegini gostermistir. 17 rakamin, [Sekil 4.16]da
onerilen 8 ve 9 bitlik sayaclarla toplanabilmesi igin [Sekil 4.17]de gosterilen sekilde
kullaniimasi gerekmektedir. [Sekil 4.17]de kullanilan "x2" ve "x4" birimleri, BCD4221
gosteriminde sirasiyla 2 ve 4 ile garpma islemini gergeklestirmektedir.

Vazquez'in dnerdigi sayaclar VHDL ile kodlanmis ve sentezlenmistir. Bu tasarim,

tez calismasinda 17 rakami toplamak icin kullandigimiz, énce iki tabaninda toplayip
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sonra on tabanina donudstirme yontemi ile tasarlanan kolon toplayiciyla kargilasti-
riimistir. Sayag kullanilarak gerceklestirilen tasarimin gecikme basarimi, bizim kul-
landigimiz toplayicinin gecikme basarimindan %5 daha iyi sonu¢ vermistir. Ancak,
sayac kullanilarak toplanan rakamlarin BCD4221 goésteriminden BCD8421 gdsteri-
mine donusturilmesi gerektiginden, RDPC ydnteminde kullaniimasinin avantaj sag-

lamayacagi sonucuna variimistir.
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Sekil 4.17. BCD4221 Gosteriminde Sayac Kullanilarak 17 Rakamin Toplanmasi
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5. UYGULAMALAR

5.1 Donanim Tasarimi

Tez kapsaminda yapilan calismalarin donanim tasarimi, VHDL donanim tanimlama
dili kullanilarak gerceklestirilmistir. Bu tez kapsaminda 16 rakamli iki sayinin ¢arpi-

mini yapan BCD carpici tasarlanmistir.

Tez calismasinda tasarlanan carpicinin yani sira Lang tarafindan onerilen ¢arpici

tasarimi da (Lang and Nannarelli, 2006) referans olarak, VHDL ile tasarlanmistir.

Donanim tasarimi gercgeklestirilen garpicilarin, Mentor GraphicsH firmasina ait Mo-
delsim araci yardimiyla benzetimi gerceklestirilmistir. Benzetim araci yardimiyla,

gerceklenen tasarimlarin islevsel denetimi saglanmistir.

Islevsel denetimi basariyla gecen tasarimlar, SynopsysH firmasina ait Design Com-
piler araciyla sentezlenmistir. Sentez aracinda, hedef teknoloji kitiphanesi olarak
Faraday 90nm SP-RVT kitluphanesi secilmis ve normal calisma kosullari (1V ve

25°C) icin sentezlenmistir.

Tez kapsaminda, rakam carpimina dayali paralel carpma yontemi kullanilarak ger-
ceklestirilen iki farkli carpici tasarlanmistir. Bu tasarimlardan ilki, tez ¢calismasinin
bir sonucu olarak ortaya ¢ikan, kolon toplamlarinin en buyik degerinin sinirli olma-
sinin g6z éniinde bulundurulmadigr durumda tasarlanmistir. Ikinci tasarim ise, elde

edilen sinir degerleri g6z 6niinde bulundurularak gergeklestirilen tasarimdir.

Paralel carpicilarin donanim tasariminda, diger bircok sayisal tasarimda oldugu gibi,
alan ve gecikme basarimlari 6ne ¢ikan unsurlardir. Bu iki basarim parametresi g6z
onudne alinarak farkli senaryolar olusturulabilir. Olusturulan bu senaryolara gore,
sentez aracinda farkli kisitlar olusturulabilir. [Cizelge 5.1)de segilen 4 farkli senaryo
icin elde edilen sentez sonuglari verilmistir. 1lk senaryoda, gecikme basarimi agisin-
dan gevsek (relaxed) tutularak 2,3 ns olarak belirlenmis ve alan basarimi paramet-
resi agisindan irdelenmistir. Onerilen yeni sinir degerlerinin kullanildigi tasarimin,
diger tasarimdan %19 daha az alan kapladigi gdzlenmistir. Ikinci senaryoda, sini-

rin hesaba katilmadigi tasarimin ulasabilecegdi en iyi gecikme basarimi kisit olarak

http://iwww.mentor.com
2http://wWww.Synopsys.com
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belirlenmis ve bu durumda sinirlarin hesaba katildigi tasarimin alan basarimi ince-
lenmistir. Yeni tasarimin bu durumda da %20 daha az alan kapladigi gézlenmistir.
Uclincii senaryoda, iki tasarim da yaklasik ayni alani kapladiginda, gecikme basa-
rimlari agisindan karsilastiriimistir. Bu durumda yeni tasarimin gecikme basariminin
%10 daha iyi oldugu tespit edilmistir. Son senaryoda ise, her iki tasarimin gecikme
basarimi acisindan ulasabileceg@i en iyi durum incelenmistir. Bu senaryoda, yeni

tasarimin gecikme basarimi %8 iyilesmistir.

Cizelge 5.1. On Altt Rakamli BCD Carpici Sentez Sonuglari

RDPC Sinirsiz RDPC Sinirli lyilestirme

Kisit Alan Gecikme | Alan Gecikme | Alan (%) | Gecikme

(NAND2) | (ns) (NAND2) | (ns) (%)
2,3 ns|81.380 2,3 66.186 2,3 19 -
gecikme
2,1 ns|98.135 2,1 78.934 2,1 20 -
gecikme
Yaklasik | 81.380 2,3 82.157 2,07 - 10
ayni alan
En iyi ge- | 98.135 2,1 99.390 1,94 - 8
cikme

Literatlirde yer alan paralel garpma yontemlerinin sonugclari ile tez calismasinda ger-
ceklestirilen tasarimlarin sonuglari [Cizelge 5.2]de verilmistir. Bu ¢izelgede ilk U¢ sa-
tirdaki tasarimlar, tezde tasarlanan carpicilarin sentez sonugclaridir. Lang (Lang and
Nannarelli, 2006) ve Vazquez (Vazquez et al., 2007) tarafindan yapilan ¢alismalarin
sentez sonuglarl s6z konusu calismalarin raporlarinda sunulan degerlerdir. Jabe-
ripur (Jaberipur and Kaivani, 2009) tarafindan yapilan ¢alismanin sonucu ise ilgili
calismada Vazquez'in ¢calismasi ile yapilan kiyaslamadan yararlanilarak hesaplan-
mistir. Literattirde yer alan ¢calismalarda kullanilan sentez araci ve hedef teknoloji
kUtiphanesi, bu tez calismasinda kullanilanlardan farkhdir. Bu nedenle yapilan ki-
yaslamalar sadece genel fikir edinme amaciyla yapilmaktadir. Ancak sentez araci
ve kullanilan kitiiphane farkinin en aza indirgenmesi icin ¢aba sarfedilmistir. Orne-

gin; Lang tarafindan 6nerilen yéntem, tez calismasi esnasinda yeniden tasarlanmis
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ve sentezlenmistir. Ayrica, Vazquez'in kullandigi kitliphane ile ayni versiyona sahip
katiphane kullaniimistir.

Tez calismasinda tasarlanan carpicilar icin elde edilen sentez sonuclarindan, ge-
cikme basarimi en iyi olanlar secilerek [Cizelge 5.2]de mevcut ¢alismalarin sonug-
lari ile kiyaslanarak verilmistir. Bu sonuglara gore, RDPC yontemi ile 6nerilen si-
nirlar géz 6nidnde bulundurularak veya bulundurulmayarak tasarlanan carpicilarin
alan basarimlari, mevcut yontemlerinkine gore daha kétudiar. Bunun nedeni, RDPC
yonteminde kullanilan rakam carpim birimlerinin 256 kez kullaniimasidir. Ancak,
gecikme basarimi acisindan, 6zellikle sinirlar géz 6éntinde bulunduruldugunda elde
edilen tasarim, mevcut yontemlerle kiyaslanabilir seviyededir. Yonga Uretim mali-
yetlerinin ucuzlamasiyla, alan acisindan dezavantajina ragmen, sagladigi gecikme
basarimi ile RDPC yonteminin paralel carpicilar arasinda iyi bir alternatif oldugunu

disinmekteyiz.

Cizelge 5.2. Literaturdeki Calismalarla Karsilastirmali Sentez Sonuclari

Alan | Alan Gecikme | Gecikme

(NAND2) | Orani (ns) Orani
RDPC Sinirh 99.390 1 1,94 1
RDPC Sinirsiz 98.135 0,99 2,1 1,08
Lang 75.034 0,75 2,47 1,27
Lang (Lang and Nan- | 68.000 0,68 2,65 1,36
narelli, 2006)
Vazquez (Vazquez et | 44.500 0,44 2,3 1,18
al., 2007)
Jaberipur (Jaberipur | 79.636 0,8 2,62 1,35
and Kaivani, 2009)

5.2 Hata Tespiti

Tez calismasinda elde edilen, kolon toplamlari icin sinir degerleri, hata tespiti icin
kullanilabilir. Ancak, hatanin tespit edilebilmesi icin kolon toplaminin sinir dege-
rini asmasi gerekmektedir. Bu nedenle, 4 rakamli iki sayinin RDPC yontemi ile
carpilmasi esnasinda, rastgele bitlere hata enjekte edilerek sebep olduklari hatalar-
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dan ne kadarlik kisminin tespit edilebilecegi belirlenmeye calisiimistir. Bu amacla,
MATLAB'da RDPC carpma yontemi gerceklenmis ve U¢ farkh alanda hata enjekte
edilmistir. 1k olarak carpilacak sayilardan herhangi birininin, herhangi bir biti degis-
tirilmistir. Daha sonra, rakam carpimlarinin rakamlarindan herhangi birinin, bir biti
degistirilmistir. Son olarak da kolonlarda toplanacak rakamlardan herhangi birinin,
herhangi bir biti degistirilmistir. Enjekte edilen hatanin tiri bit cevirmedir. Bagka bir

deyisle, hata enjekte edilecek konumdaki bitin degeri 0 ise 1, 1 ise 0 yapilmaktadir.

"TeIcoH" denektasi uygulamasinda kullanilan sayilardan ilk 10.000 tanesi alinarak,
yukarida belirtilen noktalarda bir hata enjekte edilmistir. Elde edilen ortalama hata
analizi sonuglari [Cizelge 5.3[te gosterilmistir. Eger hata, ¢arpilacak sayilardan bi-
rinde meydana gelirse %0,36 rakam carpimlarinda meydana gelirse %1,07 ve kolon
toplamlarinda meydana gelirse %8,43 oraninda tespit edilmistir. Hatanin bu konum-

lardan herhangi birinde olmasi durumunda ise ortalama %3,3 oraninda tespit edildigi

gOzlenmistir.
Cizelge 5.3. Telco Denektasi Icin Tek Hata Tespiti
Olusma Yeri Tespit Edilen Hata Sayisi | Tespit Orani (%)
Carpilacak Say!i 36 0,36
Rakam Carpimlari 107 1,07
Kolon Toplamlari 843 8,43
Herhangi Bir Konumda 330 3,3

Kolon toplamlarinin sinir degerleri, hata tespitinde kullanildiginda, birden fazla bitte
hata olusmasi durumu da belirlenebilmektedir. Hatta hatali bit sayisi ne kadar fazla
ise hata tespit olasiligl da o kadar yuksek olacaktir. Bu 6zelligi sayesinde, mevcut
hata tespit yontemlerine gére daha avantajlidir. Telco verileri icin, birden fazla bi-
tin hatal oldugu durumda hata tespit sayilari [Cizelge 5.4Jte verilmistir. Burada, her
bir hatali bit sayisi icin, uygulama 10 kez calistiriimis ve ortalama degerleri elde
edilmistir. Cizelgede belirtilen sayilar, tespit edilen ortalama hata sayisini belirtmek-
tedir. Hatall bit sayisi arttik¢a, tespit edilen hata sayisi da artmaktadir. Bu uygula-
mada rastgele hata enjeksiyonu icin diizgiin (uniform) dagihmli rastgele say! Ureteci

3http://speleotrove.com/decimal/telco.html
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kullanilmistir. Bu nedenle hata sayisindaki artig, hatal bit sayisi ile orantili olarak
artmaktadir.

Cizelge 5.4. Telco Icin Birden Fazla Konumda Gerceklesen Hatall Bit Icin Tespit Sa-

yISI
Hatali Bit Sayisi

Yineleme 1 2 3 4 5 6 7 8

1 331 | 648 | 982 | 1335 1639 1988 | 2319 | 2677

2 336 | 664 | 978 | 1293 1644 | 1991 | 2335 | 2687

3 331 | 655 | 981 | 1304 1645 1977 | 2340 | 2674

4 331 | 655 | 981 | 1304 1645 1965 | 2331 | 2689

5 329 | 664 | 1001 | 1315 1635 1984 | 2330 | 2675

6 337 | 659 | 993 | 1308 1644 | 1973 | 2332 | 2681

7 331 | 671 | 992 | 1310 1654 | 1988 | 2328 | 2689

8 316 | 644 | 974 | 1317 1644 | 1997 | 2322 | 2672

9 334 | 655 | 981 | 1332 1638 | 2000 | 2315 | 2658

10 323 | 655 | 978 | 1294 1660 | 2003 | 2337 | 2673

Ort 330,2 | 657,5 | 984,5 | 1311,5 | 1645,3 | 1987,1 | 2329,3 | 2678,1
Ort/bit 330,2 | 328,7 | 328,1 | 327,8 329 331,1 | 332,7 | 334,7

Dort rakamli tim olasi sayilar goz 6niine alinarak gerceklestirilen hata tespit sonug-
lar1 [Cizelge 5.5/te verilmistir. Carpilan sayilardan biri [1-9999] araliinda degisirken,
diger say! bu aralikta 10 ayri alt araliga ayrilarak carpma islemi gergeklestirilmis-
tir. Burada amag, carpilan sayilarin bulundugu araligin hata tespit sayisina etkisini
gozlemektir. Sayilardan birinin aldigi degerler arttikca hata tespit sayisi da artmak-
tadir. Bunun sebebi, biyuk sayilarin carpiminda kolonlarda yer alan rakamlar da
blyik degerler aldigindan, hatali toplamin sinir degerini asma olasihgr artmaktadir.
Cizelge 4.2 ve 4.3'te bulunan sayi ciftlerinde gdzlenen ortak 6zellik, bu sayi ciftleri-
nin rakamlarinin genellikle 5’'ten blyutk olmasidir. Bu sayi ciftleri kolon toplamlarinin
en blyuk degerlerini aldigi durumlari ifade ettiginden, hata tespit oraninda sayilar

blyildikce bu degerlerin asilmasi olasihgr artmaktadir.

Diger araliklardan farkh olarak [5001-6000] araliginda hata tespit oraninda dusus

gozlenmistir. Bunun nedeni, ¢arpilacak sayilardan birinin birler basamaginin her za-
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man 5 olmasidir. Herhangi bir rakamin 5 ile carpilmasi durumunda birler basamagi
0 veya 5 olabilmektedir. Birler basamaginda yer alan bu rakam, kolon toplamlarinin
sinir degerine ulasmasini ve hatali durumlarda da bu sinirt asmasini engellemekte-
dir.

Dort rakamh tum olasi sayilar ile gerceklestirilen hata tespit sonuclari, Telco verileri
ile gerceklestirilen sonuglardan daha yuksektir. Bunun nedeni, Telco verilerinde yer

alan sayilarin ki¢uk olmasidir.

Cizelge 5.5. Dért Rakaml Tum Sayilar Igin Hata Tespiti

Say! Arali g1 | Tespit Edilen Hata Sayisi | Tespit Orani (%)
[1-1000] 275203 2,75
[1001-2000] 344077 3,44
[2001-3000] 396317 3,96
[3001-4000] 417521 4,17
[4001-5000] 427386 4,27
[5001-6000] 423615 4,23
[6001-7000] 475115 4,75
[7001-8000] 556494 5,56
[8001-9000] 594910 5,95
[9001-9999] 729852 7,30
Toplam 4640490 4,64
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6. SONUC VE DEGERLENDIRMELER

Bu tez calismasinda, ginumuzde populer hale gelen on tabanina goére aritmetik
islemlerin donanimsal tasarimi konusu irdelenmistir. Aritmetik islemlerin on taba-
ninda yapilmasi, ozellikle ticari uygulamalarda hassasiyet ve kesinlik kazandirmak-
tadir. Bu islemlerin mevcut bilgisayar sistemlerinde yapilmasi, yazilim kuttiphaneleri
kullanilarak yapilabilmektedir. Ancak on tabanina gére aritmetik islemlerin donanim
Uzerinde yapilmasi daha hizli bir ¢6zim sunmaktadir. Aritmetik islemler icerisinde
siklikla kullanilan ve gecikme basarimi 6nem arz eden islemlerden birisi carpmadir.
Tez calismasinda BCD carpicilarin alan ve gecikme basarimlarinin iyilestiriimesine

yonelik calismalar yuratalmustar.

Carpma yontemleri, ardisik ve paralel olarak ikiye ayrilabilir. Ardisik carpma yon-
temlerinde, islemin gerceklesmesi birden fazla saat darbesi stirerken, paralel yon-
temlerde genellikle tek saat darbesi sonunda ¢arpim sonucuna ulagilir. Paralel yon-
temlerinin bu 6zelligi, beraberinde daha dusuk alan basarimini getirir.

Paralel carpma yontemlerinin gecikme basarimi, hedef teknolojide ulasilabilecek
saat sikhgi ile sinirhdir. Ancak mevcut ¢alismalarda, bu sinirlardan daha disik sevi-
yede gecikme basarimlarina ulasiimistir. Bu sebeple, gecikme basarimini arttirmak

icin yapilan calismalara olan ilgi devam etmektedir.

Tez calismasinda, rakam carpimina dayal paralel carpma ydnteminin gecikme ve
alan bagsarimlarinin iyilestiriimesine ¢alisiimistir. Bu calismalar esnasinda, RDPC
yontemine has bir 6zellik ortaya ¢ikarilmistir. Ortaya ¢ikarilan 6zellige gore, carpma
islemi esnasinda her bir kolonda yer alan rakamlarin toplaminin alabilecegi en bu-
yuk deger bir eniyileme problemini icermektedir. Bu problemin genetik algoritma ile
¢OzUmi aranmis ve bulunan ¢dzimlerden bazilar kapsamli yineleme ile dogrulan-
mistir. Bulunan bu ¢ézimler kolon toplamlarinin yeni sinir degerlerini olusturmakta-
dir.

Bu yeni sinir degerleri hesaba katilarak carpici tasariminda gerekli degisiklikler ya-
pilmistir. Yapilan degisikliklerle beraber yeni tasarimin, ilk tasarima gére hem alan
hem de gecikme basarimi agisindan daha avantajli oldugu gdzlenmigtir. Bu iyilestir-
meler, yeni tasarimda kolon toplamlari i¢in kullanilan toplayicida, iki tabanina goére

toplama isleminde ve/veya iki tabanindan BCD gdsterimine ¢evrim isleminde ihtiyac
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duyulan bit sayisinin azalmasindan kaynaklanmistir. Bit sayisinin azalmasi ile do-

nanimin kapladigi alan azalmis ve daha dusuk bir gecikme basarimina ulasiimistir.

RDPC yonteminin donanim tasarimi gincel bir sentezleme araci ve hedef teknoloji
katiphanesi ile sentezlenmistir. Sentez sonuglarin literatirdeki mevcut ¢calismalarla
kiyaslanmasi, kesin yargiya varilmasina imkan vermemektedir. Clnkl, mevcut ¢a-
hsmalarda kullanilan araclarin versiyonlari ve kullanilan kutiphaneler, bu ¢alisma-
larda belirtilen sonuclari etkilemektedir. Ancak, mevcut diger yontemlerle kiyaslama
sonuclarindan genel bir degerlendirme yapildiginda, RDPC y6ntemi bu sonuclarda
alan basarimi acisindan kétl olmasina ragmen gecikme basarimi agisindan basa-
rili sayilabilecek sonuclar vermektedir. RDPC yonteminin alan basariminin nispeten
dusiuk olmasi, yontemin temelinde yer alan ¢apraz rakam carpim biriminin ¢cok sa-

yida kullaniimasi gereksiniminden kaynaklanmaktadir.

Tez calismasinin dnemli bir sonucu olarak ortaya c¢ikan yeni sinir degerleri, ayrica
hata tespit sistemlerinde de kullanilabilir. Kolon toplamlarinin sinir degerlerinin ts-
tinde bir degere ulasmasi islem sirasinda bir hata olustugunu belirtir. Bu sinir de-
gerlerinin hata tespiti icin mevcut yontemlere gore avantajli oldugu durumlar mev-
cuttur. Ornegin; hata olup olmadiginin tespiti icin bir karsilastirici yeterli olacaktir.
Ayrica, bazi hata tespit sistemlerinde sadece sinirli sayida bitte meydana gelen ha-
talar tespit edilebilirken, sinir degerleri kullanildiginda daha fazla bitte hata olussa
bile bu hata tespit edilebilmektedir. Hatanin tespit edilebilmesi icin sinir degerinin

asiimasi yeterlidir.

Yeni sinir degerlerinin, RDPC yontemini kullanan veya kullanacak diger calisma-
lara da 1sik tutacagini disiinmekteyiz. Newton Raphson yontemi gibi bazi bélme
yontemlerinde, carpma isleminin siklikla kullanildigi bilinmektedir. Bolme isleminde
ihtiya¢ duyulan ¢arpicinin RDPC ile tasarlanmasi, tez ¢alismasinda elde edilen ka-

zanimlarin bélme isleminde de kullaniimasini saglar.

Tez calismasinda tasarlanan carpici 16 rakamli iki sayinin ¢arpimini yapmaktadir.
Bu tasarim, cift duyarl kayan noktali sayilarin ¢carpiminda ihtiya¢ duyulan tamsay:
carpim birimi olarak kullanilabili. RDPC yodnteminin kayan noktali sayilarin ¢arpi-
minda yuvarlama asamasinda saglayabilecegi avantajlar arastirmaya deger bir nok-
tadir.
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RDPC yontemi, FPGA teknolojisi i¢in yeniden kodlanabilir. Ticari FPGA yongala-
rinin igindeki bloklara uygun bir tasarim yapilmasi, hem islevsel test hem de son

kullaniclya erisme siresini kisaltma imkanini sunabilir.

RDPC yonteminin alan basarimindaki dezavantaji, ayni anda ¢oklu okuma yapilabi-

len hafiza birimlerinin tasarimi ile azaltilabilir.

RDPC yonteminin gecikme basarimini en fazla etkileyen asama, kolon toplamlarinin
indirgenmesi asamasidir. Birden fazla BCD rakamin daha hizli bir sekilde toplan-

masil, ¢arpicinin gecikme basarimini olumlu etkileyecektir.
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