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Bu calismanin amaci, matematik 6gretmen adaylarinin kanitlama surecindeki
gucluklerini ve kanitlama bigimlerini belirlemek, 6grencilerin kanitlama deneyimi
yasadiklari ve grup tartismalariyla sosyal etkilesimde bulunduklari sinif ortaminda

kanitlama sureglerini biligsel ve duyussal yonlerden incelemek ve kanitlama

becerilerindeki degisimi dederlendirmektir.

Ogretmen adaylarinin kanitlama becerileri ve kanitlari anlamalar, kosullu
onermeler ve kosullu onermelerin kanitlanmasinda kullanilabilecek dogrudan

kanit, olmayana ergi ve karsit ters ile kanit yontemleri kapsaminda ele alinmigtir.

Calisma, 4. sinifa devam etmekte olan alti ortadgretim matematik 6gretmen
adaylyla gerceklestiriimigtir. Nitel olarak tasarlanan calismada, 6gretme deneyi
yontemi uygulanmigtir. Arastirmanin verilerini, o6grencilerin ¢alisma kagitlari,
bireysel gérismelerin ve sinif galismalarinin ses ve video kayitlari olusturmaktadir.
Kayitlarin ¢ézimlemesi yapilmis ve tum veriler, belirlenen kavramsal gergevelere

gOre arastirmaci tarafindan derinlemesine analiz edilmigtir.

Sonug olarak, kanitlama deneyimi yasadiklari, grup tartismasi ve sosyal etkilesime
dayali sinif calismalarinin, 6gretmen adaylarinin kanitla ilgili gugluklerini
gidermede etkili oldugu ve kanitlama sureglerini olumlu ydnde etkiledigi

sdylenebilir.

Ogretmen adaylarinin, calisma siresince gdsterdikleri gelisme goz 6niinde
bulundurularak, arastirmanin lisans duzeyindeki matematik derslerinin islenigine
katkida bulunacag! ve bundan sonraki ¢alismalara yon gdsterebilecek yararli bir

kaynak olacagi dustnulmektedir.

Anahtar Kelimeler: Matematiksel kanit, kosullu 6nerme, kanit yontemleri,

kanitlama bigimleri, duyussal durum, 6gretme deneyi
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ABSTRACT

The purpose of the present study is to determine preservice mathematics
teachers’ proving styles and their difficulties in constructing proofs, to investigate
their proving process from cognitive and affective aspects in group discussions
based classroom environment and to evaluate the change in their proving skills.

Preservice teachers’ proving skills and their understandings with proofs were
investigated with respect to conditional statements and three proof methods; direct

proof, proof by contradiction and proof by contraposition.

The study was conducted with six 4. grade preservice secondary mathematics
teachers. Teaching experiment method was used in this qualitative study. The
data includes students’ written works, tape and video recordings of interviews and
teaching episodes. All recordings were transcribed and the data was analysed
deeply by the researcher according to the theoretical frameworks.

As a result it can be concluded that classroom activities based on group
discussions and social interactions were effective in overcoming students’

difficulties and enhancing their proving skills.

The findings of this study will contribute to the instruction methods of

undergraduate mathematics courses and give insights to the future researches.
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styles, affective state, teaching experiment
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1. GiRIS

Kanit matematigin temelini olusturmaktadir. Ogrencilerin matematigin soyut ve
kavramsal yapisini anlamalari igin kanit kavramini, kanitin ne oldugunu, neden
kanit yapildigini ve kanitlama surecini bilmeleri ¢ok Onemlidir. Matematiksel
kanitin, ozellikle Universite duzeyindeki matematik derslerinde 6nemli bir yeri
olmasina ve oOgrencilerin bagarilari, genellikle kanitlama becerilerinin
degerlendiriimesiyle belirlenmesine ragmen, c¢alismalarda (Dreyfus, 1999;
Almeida, 2000) lise ve uUniversite 6grencilerinin kanit kavramlari arasinda fark
bulunmadi§i ifade edilmektedir. Universite dgrencilerinin bircogu kanitla ilgili
kavramsal bilgiye sahip olmadan, kanitin ne oldugunu ve nasil kanit

olusturulacagini bilmeden mezun olabilmektedirler (Dreyfus, 1999; Jones, 2000).

Akil yaratme ve kanit, matematik 6grenme ve ogretmede ¢ok onemli olmasina ve
her seviyedeki matematik derslerinin iceriginde yer almasi gerektigi
vurgulanmasina ragmen, ogrenciler formel kanitla genellikle Gniversitede
karsilasmaktadirlar. ilk ve ortadgretimde matematigin daha cok islemsel boyutuyla
ugrasan ogrenciler, universite duzeyinde matematigin soyut ve aksiyomatik
yapisiyla Kkarsilastiklarinda kavramlari, kavramlar arasi iligkileri, tanim ve
teoremleri anlayip yorumlayarak kanitlar olusturmada guglik c¢ekmektedirler.
Kanitlama ve formel matematikle ilk defa Universitede karsilasan o6grencilerin
matematiksel dile alismalarina, daha soyut ve Ust dizey diastinmelerine, formel
matematigi anlamalarina yardimci olmasi amaciyla bazi uUniversitelerde kanita
gecis ve matematiksel muhakemeye giris dersleri bulunmaktadir (Epp, 2003;
Baker & Campbell, 2004; Knapp, 2005; Smith, 2006; Selden & Selden, 2007a).
Bu derslerin standart bir icerigi olmasa da genelde; Onermeler, kumeler,
fonksiyonlar ve bagintilar, segme aksiyomu, cebirsel yapilar, sayi sistemleri gibi
temel matematik konularini, bu temel konular kapsamindaki kanitlari ve kanit
yontemlerini icermektedir (Epp, 2003; Selden & Selden, 2007a). Universite
ogrencilerinin kanit kavramlari, kanitla ilgili guglukleri ve kanitlama suregleri bu
derslerde (Segal, 2000; Atwood, 2001; Epp, 2003; Baker & Campbell 2004;
Knapp, 2005; Smith, 2006; Selden & Selden, 2007a) ya da sayilar teorisi (Smith,
2006), analiz (Gibson, 1998; Raman, 2001; Sari vd., 2007), reel analiz (Weber,
2004a; Alcock & Weber, 2005), cebir (Hart, 1994; Harel, 1999; Healy & Hoyles,
2000; Hazzan & Zazkis, 2003) gibi derslerdeki konular kapsaminda incelenmisgtir.



Kanitla ilgili bazi calismalarda, 6grencilerin kanitlari anlamalari ve kanitlama
becerileri, timevarim (Harel, 2001; Brown, 2003; Stylianides et al., 2007),
olmayana ergi ve karsit ters ile kanit (Thompson, 1996; Wu Yu et al., 2003;
Antonini & Mariotti, 2006; 2008) gibi belli kanit ydntemleri kapsaminda
arastinimistir. Bazi ¢calismalarda, olmayana ergi ve karsit ters ile kanit ikisi birlikte
dolayli kanit (indirect proof) adi altinda ele alinmistir (Thompson, 1996; Antonini &
Mariotti, 2007). Bu arastirma ise belli bir ders veya konu kapsaminda yapiimamig
ve calismada temel matematik konularindan, karmasik kavram tanimlari
gerektirmeyen ve &grencilerin temel bilgileriyle yapabilecekleri 6nermeler
kullanilmigtir. Harel ve Sowder (2007)’a gore, “eger... ise, o zaman...” seklindeki
ifadelerin matematiksel anlamlariyla ugrasmamis, akil ylUritmede basarili
olmayan, ifadenin dogru bir bicimde degilini belirleyemeyen kisilerin matematiksel
kanitlama becerisini gostermeleri hatta birgok matematiksel kaniti anlamalar
beklenemez. Bu tez galismasinda, 6grencilerin kanitlama suregleri, “eger... ise, 0
zaman...” seklindeki ifadeleri yani kosullu 6nermeleri kanitlamada kullanilan
dogrudan kanit, olmayana ergi ve karsit ters ile kanit yontemleri kapsaminda

incelenmisgtir.

Son yillarda, akil ylrutme ve kanit matematik egitimi arastirmalarinda 6n plana
cikmasina ragmen (Heinze & Reiss, 2003), Ulkemizde bu konuda yapilmis sinirh
sayida calisma bulunmaktadir. Bu calismalar ise genellikle ilkdgretim ve
ortadgretim seviyesindeki 6grencilerle gergeklestiriimis, ddrencilerin kanita iligkin

gorusleri ve kanitlama becerileri nicel yontemlerle belirlenmeye calisiimistir.

Aydogdu vd. (2003), 6, 7 ve 8. siniflardan dérder 6grenci ile gergeklestirdikleri
calismalarinda, ilkogretim ogrencilerinin ¢ozdukleri matematik problemlerinin
dogrulugunu gosterirken kullandiklari kanit semalarini incelemigler ve 6grencilerin
digsal, deneysel ve analitik semalarin Gg¢linu de kullandiklarini gozlemiglerdir.
Oren (2007), 10. sinif dgrencileri ile yaptigi calismada, 6grencilerin geometri
sorularinda kullandiklari kanit semalarini belirlemis; biligsel stilleri ve cinsiyetlerine
g6re kanit semalarini kullanmalarindaki farkhliklarini aragtirmigtir. Ozer ve Arikan
(2002) calismalarinda 10. sinif 6grencilerinin kanitlama becerilerinin istenilen
dizeyde olmadigini goézlemislerdir. Guven vd. (2005), ortadgretimde 6gdrenim
goren cocuklarin farkh geometri konularinda kanitlama becerilerinin yetersiz

oldugu sonucuna ulasmiglardir. Ogretmen adaylari ile yapilan bir bagka calismada



ise, Ogretmen adaylarinin kanitlamaya yonelik goruslerinin tam olugsmadigi,
kanittamanin matematik ve matematik ogretimi agisindan onemini bilmedikleri
gOrulmustir (Morali vd., 2006). Arslan (2007) calismasinda, 6, 7 ve 8. sinif
ogrencilerinin  muhakeme etme duzeylerinin dusuk oldugu ve kullanmalari
beklenen stratejileri kullanmadiklari, verilen ifadenin dogrulugunu gostermede
tercih ettikleri kanit tirinun sinif seviyesi ile birlikte belli oranda degistigi sonucuna
ulasmigtir. Cogkun (2009) ise 9. ve 10. siniflardaki 6grencilerin Van Hiele geometri
anlama seviyeleri ile kanit yazma becerileri arasinda pozitif ydonde orta dizeyde bir
iliski oldugunu belirlemistir. Ugurel (2010) ise ortadgretim ogrencilerinin kanit
kavramina yonelik bilgilerini nasil duzenlediklerini sdylem ¢o6zumlemesi ile
belirlemis ve c¢alismasinda, ogrencilerin kanita yonelik ogrenmelerinde
ogretmenleri ile aralarinda gecgen sinif i¢i séylemlerin etkisi oldugu, kanit yapma

yaklasimlarinin da sinirliliklar icerdigi ortaya ¢ikmistir.

Ogrencilerin kanit kavramina iliskin gérislerini, kanit semalarini, kanitlarla ilgili
gugcluklerini ve bu gugcluklerin nedenlerini ortaya c¢ikarmak icin bazi calismalar
yapllmig olsa da, henuz yanitlanmamig olan bir arastirma sorusu, ogrencilerin
kanitlama becerilerini gelistirmek ve biligsel c¢eligkilerini gidermek icin 6gretme
midahalelerinin nasil tasarlanacagidir (Antonini & Mariotti, 2007). Ogrencilerin
kanitla ilgili gucluklerinin nedenlerini ortaya koymak ve bu guclukleri gidermeye
yonelik ogretim tasarlayabilmek icin daha ¢ok sayida ¢aligma yapilmasina ihtiyag
vardir. Ogrenci guglikleri ile ilgili bilgiler, bu gigliklerin giderilmesine yonelik
ogretim ortamlarinin dizenlenmesinde ve 6gretim etkinliklerinin tasarlanmasinda

yol gosterici olacaktir.

Yapilan g¢alismalarda, daha ¢ok baslangi¢c duzeyindeki universite 6grencilerinin,
kanit kavramlari ve kanitlama suregleri incelenmis ve kanitla ilgili c¢esgitli
glcluklerinin oldugu gorulmuastur (Selden & Selden 2003; Baker & Campbell,
2004; Edwards & Ward, 2004; Knapp, 2005; Weber, 2006; Sari, vd., 2007).
Ogrencilerin, ilerleyen siniflarda kanit kavramlarinin nasil oldugunu belirlemeye ve
kanitlama sureclerini incelemeye yonelik az sayida c¢alisma bulundugu ifade
edilmektedir (Harel & Sowder, 2007; Ko & Knuth, 2009). Harel, Selden ve Selden
(2006) uUniversite 6grencilerinin formel tanimlarla nasil ugrastiklari, iddialari
kanitlarken tanimlari nasil agtiklari, anladiklari ve kullandiklari Gzerine daha ¢ok

arastirma yapilmasi gerektigini vurgulamiglardir.



Matematiksel kanitin basarilh bir sekilde ogretiimesi matematik ogretmenlerinin
konu ile ilgili bilgisine baghdir (Jones, 1997; Knuth, 2002; Hanna & De Viliers,
2008) ve bu ylzden, matematik 6gretmen adaylarinin kanitla ilgili bilgileri ¢ok
onemlidir. Lise 6grencilerinin kanitla ilgili yetersiz bilgilerinin sebeplerinden biri de
dgretmenin konu bilgisinin yetersizligidir. Universiteden yetersiz bilgiyle mezun
olmus ogretmenlerin 6grencilerinin de ayni yetersizliklere sahip olmasi beklenen
bir sonugtur. Kanit ogretiminde de, genel olarak o6gretmenin zihnindeki kanit
kavrami, &gretimi belirlemektedir (Heinze & Reiss, 2003). Gelecegdin
ogretmenlerine formel kanitin &gretim bigimi, onlarin kendi dgrencilerine
matematik ogretmelerini etkileyebilecektir (Pinto & Tall, 1999). Bu yuzden
ogretmen adaylarinin konu ile ilgili bilgilerinin istenen dlizeyde olmasi, kaniti dogru
anlamalari ve kanitlama becerilerinin gelismesini saglayan bir 6gretimin yapiimasi,

yetistirecekleri 6grencilerde de gelismeye yol acacaktir.

Yapilan galigmalarda ortaya g¢ikan ogrenci guglukleri, kanit 6gretiminde sorunlar
oldugunu ve var olan 6gretim bigimlerinin etkili olmadigini gostermektedir. Kanit
ogretimi genellikle 6gretmenin hazir kanitlari sunmasi, ogrencilerin yapilanlari
takip etmesi seklinde, 6grenci katilimi olmadan geleneksel sekilde yapilmaktadir.
Ancak bu sekilde yapilan ogretimde ogretmen, oOgrencilerin neleri 6grenip
ogrenmeyeceklerini fark etmemekte, 6grenciler kanittama deneyimi yasamadiklari
icin sinavlardan gecmeye yonelik olarak ezberleme yolunu se¢gmekte ve akil
yuritme becerilerini  kullanmamaktadirlar. Ogrencilerin  birgogu, matematik
Oogretimindeki bu yaklasimin sonucunda matematigi belli tlrdeki problemleri
¢6zmek icin kullanilan proseduirler toplami olarak gérmektedirler (Crawford et al.
1994; Alcock & Simpson, 2005; Kannemeyer, 2005). Matematigin bu sekilde
gorulmesinin ontne gecmek ve oOgrencilerin matematiksel bilgi ve becerileri
anlamli bir sekilde 6grenmesini saglamak igin onlara hazir bilgileri sunmak yerine,
problem ¢6zme, kanitlarla ugragsma ve dustnduklerini ifade ederek digerleriyle

tartisma firsatinin verilmesi gerekmektedir.

Caligmalar, 6grenenlerin gegmis deneyimlerinin ve 6drenmeye yaklagimlarinin
ogrenme ciktilarinin kalitesini etkiledigini (Crawford et al., 1994), 6grencilerin en
iyi, kendileri matematikle ve kanit olusturmayla ugrastiklarinda 6grenmenin
gerceklesecegini vurgulamaktadir (Mahavier, 1999; Knapp, 2005). Bu nedenle,
ogrenci gugluklerini gidermeye, kanitlama ve akil ylratme becerilerini geligtirmeye



yonelik olarak, ogretim yontemlerini gdzden gecirmek, daha etkili 6grenme

ortamlari tasarlamak 6nemlidir ve bu yonde kapsamli aragtirmalar yapilmahdir.

1.1. Aragtirmanin Amaci

Bu calismanin amaci, 6gretmen adaylarinin P = Q tarundeki ifadeleri yani kosullu
onermeleri kanitlama becerilerini, kanitlari anlama duzeylerini ve kanitlama
surecindeki gugluklerini belirlemek; 6grencilerin kanitlama deneyimi yasadiklari ve
grup tartismalariyla sosyal etkilesimde bulunduklari sinif ortaminda, kanitlama
sureclerini biligsel ve duyussal yonlerden incelemek ve kanitlama becerilerindeki
degisimi degerlendirmektir. Ogrencilerin giiclikleri ve kanitlama bigimleri bilissel,
kanittama slrecindeki duygusal durumlari duyussal, kanitlama deneyimi
yasadiklari ve tartigtiklari sosyal etkilesimli sinif ortami da sosyal ve o6gretimsel
boyutlar olarak ele alinmistir. Ayrica 6grencilerle yapilan goérusmelerde, kanitlara
yaklagimlarina etkisi oldugu dusunulen, aldiklari matematik derslerinin 6gretim
sekli, matematiksel kanita yonelik gorusleri, calisma bigimleri ve bireysel ¢abalari
ortaya c¢ikarilmaya calisilmistir. Calismada, o6gretmen adaylarinin kanitlama
surecinin biligssel, duyussal, sosyal ve ogretimsel yonleriyle kapsaml olarak
incelenmesiyle elde edilen sonuglara goére, kanitlama becerilerinin gelistiriimesini
destekleyen 6grenme-6gretme ortamlarinin dizenlenmesinde yol gdsterici olacak

onerilerde bulunulmasi amacglanmigtir.

Ogrencilerin kanitlama becerileri ve kanitlari anlamalari, kosullu énermeler ve
kosullu onermelerin kanitlanmasinda kullanilabilecek dogrudan kanit, olmayana
ergi ve karsit ters ile kanit yontemleri kapsaminda ele alinmigtir. Calismada,
ogrencilerin genel olarak kanitlama becerileri Uzerinde durulmaktadir, bu nedenle
belli bir konu ve ders kapsaminda gergeklestiriimemis, temel matematik konulari
(sayilar, kumeler, fonksiyonlar vb.) dizeyindeki kavramlarla ilgili &nermeler

kullaniimistir.

1.2. Problem Cumlesi
1) Ogrencilerin matematiksel kanitla ilgili gugclikleri ve kanitlama bigimleri

nelerdir?

2) Ogrencilerin kanitlama becerilerini gelistirmeye ve kanitla ilgili gugliklerini

gidermeye yonelik olarak ne tir 6grenme etkinlikleri uygulanabilir?



1.3. Alt Problemler

1) Ogrencilerin, kosullu 6nermeleri ve kanitlarini anlamalari ne diizeydedir?
2) Ogrencilerin, kosullu 6nermeleri kanittamada yasadiklari gliglikler nelerdir?

3) Ogrenciler, kosullu 6nermeleri kanitlarken hangi akil yuritme bigimlerini

(prosedurel, sentaktik, semantik) kullanmaktadirlar?

4) Ogrencilerin gecmis deneyimleri ve duyussal ozellikleri kanitlama sireglerini

nasil etkilemektedir?

5) Calismadaki 6grenme-6gretme ortami, o6grencilerin kanitlama slreclerini

duyussal ve biligsel ydonden nasil etkilemistir?

1.4. Arastirmanin Onemi

Son yillarda yapilan calismalarda, 6zellikle vurgulanan nokta; égdrencilerin kanita
yonelik tutumlarini, kanit semalarini, dogru ve gegerli kanit olusturmadaki
guglUklerini belirleyen c¢alismalarin sayisi gittikge artmasina ragmen, dégrencilerin
kanittama slrecine nasil basladiklarina, 06gretme stratejileri ve 6drenme
deneyimlerinin 6grencilerin anlamalarinin gelismesini nasil etkiledigine odaklanan
calismalarin sayisinin azligidir (Smith, 2006). Bu alandaki eksikligi gidermeye
yonelik olarak, matematik egitimi arastirmalari, &grencilerin gugluklerini
belirledikten sonra bu gugluklerin hangi 6gretme mudahaleleri ile giderilebilecegine
dogru yonelmektedir (Mariotti, 2006). Harel, Selden ve Selden (2006); 6grencilerin
nerede oldugunu biliyoruz, matematikgilerin nerede oldugunu biliyoruz ama
universite ogrencilerini  bulunduklari yerden olmalarini istedigimiz yere nasil
getirecedimizi  bilmiyoruz diyerek, Universite d6grencilerinin  kanitlamadaki
seviyelerinin nasil ilerletilebileceginin arastirilmasi gerektigini vurgulamiglardir.
Buna yonelik olarak, 6grenci gruplarinin birka¢ sinif bulusmasindaki ¢caligmalarinin
kaydedilip analiz edilebilecegini, bu tur 0Ogretme deneylerininin, yapilan
mudahaleler ve o6grencilerin 6nceki ve devamindaki kanit olusturma girisimleri

arasindaki iligkiyi gdzleme olanagi verecegini belirtmiglerdir.

Ogrencilerin kanit kavramlarinin olusmasinda, kanitlama becerisi kazanmalarinda
ve kanitla ilgili yasadiklari gugliklerde yapilan Ogretimin etkisi buyuktur.

Geleneksel yaklasimla, “tanim-teorem-kanit” biciminde ve dgretmenin anlatimina



dayali olarak islenen lisans derslerinin ogrencilerin kanitlama becerilerini
gelistirmeye katki saglamadigi, kanitlarin 6grencilere sunuldugu ve onlarin
olusturmak zorunda olmadigi kanit 6gretiminin basarisiz oldugu belirtiimektedir
(Weber, 2004a; Selden & Selden, 2007b; Pedemonte, 2007).

Calismalar, 6grencilerin kuiglik gruplarda birlikte ¢alisarak verilen gorevleri yerine
getirdikleri,  ¢6zUmlerini  sinifa  sunduklari, bu  ¢dzUmleri  tartisarak
degerlendirdikleri, 6gretimde aktif ve birbirleriyle etkilesim halinde olduklari sinif
ortamlarinda, 6grenmenin daha etkili oldugunu géstermistir (Cesar, 1998; Brown,
2003; Smith, 2006; Weber et al., 2008). Ogrencilerin kanitlama becerisini
kazanmalari ve bu becerilerini geligtirebilmeleri igin de, kanitlama deneyimi
yasamalarina olanak veren ve sosyal etkilesime dayali sinif ortamlarinin etkili
olacagi dusunulmektedir. Arastirmalar, 6grencilerin kiiglk gruplarda kanit yazma
girisiminde bulunarak (Selden et al., 2008a), grup tartismalari yaparak (Selden &
Selden, 2007b; Weber et al., 2008) o6grenmelerinin daha etkili olacagi ve
kanitlama becerilerinin gelisecegi gorusunu desteklese de, bu tur bir 6grenme-
ogretme ortaminda o6grencilerin kanitlama sureglerini inceleyen az sayida ¢alisma
bulunmaktadir (Weber et al., 2008; Blanton et al., 2009).

Bu calismalarda da, kanitlama sudreci genellikle bilissel olarak ele alinmis,
ogrencilerin  kanit kavramlari, kanitlama surecindeki guglukleri, kanitlamada
kullandiklari akil yaratme bigimleri incelenmistir. Ancak son yillarda, kanittamanin
duyussal ve sosyal yonlerinin de bulundugu, kanitlama surecinde bilissel etkenler
ve oOgretimin yaninda 6grencilerin duygusal durumlarinin da etkisi olabildigi ifade
edilmektedir (Weber, 2008; Heinze & Reiss, 2009; Furinghetti & Morselli, 2009).
Matematiksel etkinligin tumuyle bilissel bir aktivite olarak ele alinmasinin dogru
olmadigi (Schoenfeld, 1983), bireylerin matematik yapmalari sirasinda duyugsal

sistemin biligsel sistemin merkezinde oldugu vurgulanmaktadir (Goldin, 2002).

Arastirmalar, olumlu duygularin daha ayrintili galismayi destekledigini ve 6grenme
cabasi Uzerinde etkisi oldugunu gosterse de, duygularin argumantasyon ve kanit
gibi matematigin belli konulari Gzerinde etkisiyle ugrasan daha ¢ok c¢alisma
yapilmasina ihtiya¢ vardir (Heinze & Reiss, 2009). Kanitlama yetkinliginin biligsel,
duyussal ve sosyal yodnlerden etkilenen bir yapi olarak neleri icerdigi ve

ogrencilerin bu yetkinliklerinin nasil gelistirilecedi hala yanit arayan sorulardir



(Heinze & Reiss, 2009). Bu calisma, ogretmen adaylarinin kanitlama surecini
bilissel, duyussal yonleriyle sosyal etkilesimin saglandidi bir ortamda incelemesi,
bu surecteki degisim ve ilerlemeyi ortaya ¢ikarmasi bakimindan, bu sorularin
yanitlanmasina ve bu alandaki galismalara katki saglayacaktir. Ayrica, kanitlama
surecine iliskin yurtdiginda gittikge artan sayida arastirmalar yapilmasina ragmen,
ulkemizde, Universite dizeyinde kanitlama sureglerini kapsamli olarak inceleyen
ve kanitlama Dbecerisinin  nasil  gelistirilebilecegini  arastiran  ¢alisma
bulunmamaktadir. Bu c¢alisma, ilk olmasi nedeniyle, ileride bu konuda yapilacak
diger arastirmalara yol gostermesi ve matematik egitimi alanina katki saglamasi

bakimindan onemlidir.

1.5. Arastirmanin Sinirliliklarn

Arastirma, bir Gniversitenin Ortadgretim Fen ve Matematik Alanlar Egitimi Bolima,
Matematik Egitimi Anabilim Dali 4. sinifinda 6grenimine devam etmekte olan alti
ogrenciyle sinirlidir. Verilerin toplanmasi, ders saatleri disinda gergeklestiriien 8

haftalik calisma sureciyle sinirlandiriimistir.

1.6. Tanimlar

Onerme: Bir yargi tagiyan ve bu yarginin dogrulugu ya da yanlishgi kesin olarak

belirlenebilen timcelere dnerme denir.

Kosullu Onerme (Conditional statement): P ile Q dnermelerinden olusan bir bilesik

onerme, ancak P dogru ve Q yanlis oldugunda yanlis diger durumlarda dogru ise,
bu bilesik dnermeye kosullu énerme adi verilir, P = Q simgesiyle gosterilir ve
P ise Q diye okunur. P = Q kosullu 6nermesinin:

Degili (negation): P A ~Q

Tersi (inverse): ~P = ~(Q

Kargiti (converse): Q = P

Karsit tersi (contrapositive): ~Q = ~P

seklinde gosterilir.



Modus ponens: Cikarim kuralidir ve bu kurala gére hem P hem de P = Q’nun

dogru oldugu bilindiginde Q@’'nun da dogru olmasi gerektigi sonucuna ulagsilir
(Velleman, 2006).

Modus tollens: Bu gikarim kuralina gére P = Q’nun dogru ve Q’'nun yanls oldugu

bilindiginde P’nin de yanlis olmasi gerektigi sonucuna ulasilir (Velleman, 2006).

Dogrudan Kanit Yéntemi (Direct proof) : Bir teoremin varsayimi olan énermeyi P,

sonucu olan onermeyi Q ile gosterirsek, teoremi dogrudan kanit yontemi ile

kanitlamak P = Q gerektirmesini gdstermek demektir (Ozer, 1998).

Olmayana Erqgi Yéntemi (Proof by contradiction): Bir teoremi olmayana ergi ile

kanitlamada, teoremin varsayimi ve sonucunun degilinin dogrulugu birlikte kabul
edilir. Boylece P A ~Q Onermesinin dogru oldugu kabul edilmis olur. Bu kabulun,
dogrulugu bilinen bir énermenin ya da oncll énermelerden birinin yanhghgini
gerektirdigi gosterilirse, bu durum P’nin dogrulugu ile birlikte (~Q)‘nun dogrulugunu
varsaymanin olanakli olmadigini gosterir. O halde, P dogru iken (~Q) yanlis yani
Q dogru olmalidir. Bu yolla yapilan kanitlama, olmayana ergi yontemi ile kanit diye
adlandirihr (Ozer, 1998).

Bu kanit yontemindeki kabul olan P A~Q Onermesi, verilen P = Q Kkosullu
onermesinin degilidir ve degilinin yanlis oldugu gosterildiginde, dnermenin dogru

oldugu kanitlanmis olur.

Karsit Ters lle Kanit Yéntemi (Proof by contraposition): Bir teoremde P = (Q

gerektirmesi yerine ona denk olan ~Q = ~P gerektirmesi kanitlanabilir. Bagka bir
ifadeyle bir teoremde sonucun degilinin dogrulugunu kabul edip, bunun varsayimin
degilinin dogrulugunu gerektirdigi gosterilirse, dnermeye denk olan karsit tersinin
dogrulugu gosterilmis ve bu sekilde dnermenin dogrulugu karsit ters ile kanit

yontemiyle kanitlanmis olur.

Gosterim Sistemi ve Kanit Gosterim Sistemi (Representation System of Proof):

Goldin (1998), bir gosterim sisteminin 6ncelikle karakterleri, yapilanmayi ve
yaplilari igerdigini, ayrica karakterleri birlestirmek igin izin verilmis yapilanmalara ve
bir yapilanmadan digerine gegcisi saglayan kurallara sahip oldugunu ifade etmistir.
Weber ve Alcock (2009), Goldin'in gosterim sisteminden yola ¢ikarak



matematiksel kanitin gosterim sitemini agiklamaya ¢alismislardir. Buna gore kanit
gOsterim sisteminde, matematiksel ve mantiksal semboller ve kullanilan dile iligkin
sozciikler karakterlerdir. izin verilen yapilanmalar ise mantiga dayali olarak iyi
olusturulmus formdlleri, dogru kullanilan dili ve kelimelerle mantiksal sembolleri

birlestiren cumleleri icermektedir.

Matematiksel Kanit: Matematikte kanittama yapmak, verilen éncul énermelerden

belli bir sonucun mantiksal olarak g¢ikartilabilecegini géstermek demektir (Ozer,
1998). Formel kanit, formel aksiyomlar tzerine kurulu ve formel ¢ikarim kurallarina
dayanan formel kelime dagarcigi ile ifade edilmelidir (Hersh, 1993). Matematiksel
kanit, kabul edilmis timdengelim kurallarini takip eden ¢ikarim zincirini igerir ve
genellikle formel notasyon, sentaks ve manipulasyon kurallari ile karakterize edilir
(Hanna & De Villiers, 2008). ikna edici bir argiimanin matematiksel kanit olarak
kabul edilmesi igin, kabul edilmis aksiyomlara ve tanimlara dayanmasi, mantiksal
notasyonun uygun kullaniimasi ve belli bir kanit yontemine isaret eden kelimelerin
yer aldigi mumkin olan en acik sekilde yazilmasi gerekir (Tall, 1989; Weber &
Alcock, 2009).

Argimantasyon (Argumentation): Argimantasyon, timdengelimsel olmak zorunda

olmayan argUmanlar kullanan gerekgeli sdylemlerdir (Hanna & De Villiers, 2008).
Birini belli bir dnermenin dogruluguna ya da yanlisligina ikna etmek igin tim sozel

araclarin kullaniimasini igerir (Mariotti, 2006).
2. KURAMSAL GERGEVE VE ILGILi ALANYAZIN

2.1. Matematiksel Kanit Kavrami ve Onemi

Matematik tarihine baktigimizda, Yunan oOncesi donemde sinama-yanilma
yontemine baglh deneysel dizeyde kalan matematige, antik Yunanlilarin kuramsal
bilgi niteligi kazandirdid1 gértlmektedir (Yildirnm, 2000). Yunanlilar, bazi kabul
edilmis ilkelerden g¢ikan timdengelimsel kanit kavramini idrak etmis ve mantiksal
ctkarimi akil yUratme surecinin merkezine almiglardir (Harel & Sowder, 2007).
Bugiin anlasildigi anlamiyla kanitin kaynagini M.O. V. yizyilda yayinlanan,
Euclid’'in “Elements”i olugturmaktadir (Almeida, 2003).
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Matematik; aksiyomlar, tanimlar, teoremler ve kanitlar, varsayimlar tarafindan
yap! iskeleti olusturulan, bilimsel bir kanittama disiplinidir ve bu 6zelligi matematik
ile diger disiplinler arasindaki temel farki aciklar (Heinze & Reiss, 2003). Kanit,
onermelerin iligkisine dayanan mantiksal bir c¢ikarimdir ve eldeki genelleme,
dogrulugu varsayilan ya da bilinen bir veya daha fazla énermenin zorunlu sonucu

olarak gosterilebildiginde kanitlanmis olur (Yildirim, 2000).

Bir ifadenin dogrulugunu, bilinen gergeklerden, tanimlardan ve Onceki
teoremlerden ya da sonuglardan, dogru c¢ikarimlari yaparak ve mantik kurallarini
uygulayarak gosterme, kanitlama; sonugta ortaya c¢ikan gecgerli argiman ise

matematiksel kanit olarak ifade edilebilir.

Bell (1976), kanitin matematiksel olarak ¢ anlam tasidigini belirtmigstir. Birincisi,
bir dnermenin dogrulugu ile ilgili olan dogrulama (verification) ve gerekceleme
(justification); ikincisi, aydinlatma (illumination) yani iyi bir kanitin, dnermenin
neden dogru oldugu ile ilgili bir anlam ifade etmesi; Ug¢lncusu ise en matematiksel
olan anlami, sistemli hale getirme (systematisation) yani sonuglarin aksiyomlar,
temel kavramlar, teoremler ve bunlardan c¢ikarilan sonuglardan olusan

tumdengelimsel bir sistem iginde dlizenlenmesidir.

Tall (1989) ise kanitin, 6nemli bir sonucu saptamak igin bir dizi ¢ikarim tliretmek
anlaminda oldugunu sdylemistir. Matematiksel kanitin, hem acikc¢a formtle edilmis
tanimlar ve ifadeler hem de bir ifadeden digerinin dogrulugunu ¢ikarmaya yarayan
kabul edilmis prosedurler gerektirdigi igin, birini ikna etmekten farkli oldugunu ifade

etmistir.

Healy ve Hoyles (1998) da gecerli bir kanit olusturmanin karmasik bir sureg¢
oldugunu belirtmislerdir. Bu surecin, ¢ikarim yapilmasi gerekenle verilenleri
ayirmayi ve uygun, dogru c¢ikarimlari yapmak igin gerekli gecisleri duzenlemeyi

icerdigini ifade etmiglerdir.

Mingus ve Grassl (1999), kanitin matematigin hem kralicesi hem koélesi
sayllabilecegini belirtmisler ve matematiksel kaniti, matematikgilerin  kendi
bulduklarini ve akil yurutmelerini bir diger matematikgiye aktarmada kullandiklari

bir arac olarak tanimlamislardir.
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Weber (2005), kanitlamayr mantiksal, kavramsal, sosyal ve problem ¢6zme
boyutlari olan karmasik bir matematik aktivitesi olarak tanimlamigtir. Kanit
olusturmay! da, kisiye bazi baslangi¢ bilgilerinin (6rn. varsayimlar, aksiyomlar,
tanimlar) verilip, istenilen sonucu ¢ikarana kadar ¢ikarim kurallarinin uygulamasi

beklenen bir matematiksel gorev seklinde ifade etmistir.

Kanit, matematigin temel 6zelligidir ve bu yuzden matematik egitiminde de anahtar
bilesen olmasi gerekir (Hanna & Jahnke, 1996). Ogrencilerin matematigin soyut ve
kavramsal yapisini anlamalari i¢in kanit kavramini, kanitin amacini ve kanitlama
siurecini bilmeleri gok dnemlidir. Universite diizeyindeki matematik derslerinde,
Oogrencilerin basarilari, buylk Olgide matematiksel kanit kavrami ile ilgili
anlamalarina ve kanitlama becerilerine baglidir. Ogrencilerin matematiksel
kanittamada basarili olabilmeleri; tanim, teorem ve kavram bilgilerinin tam
olmasini, bilgilerini kullanarak mantiksal c¢ikarim yapmalarini, matematigin
sembolik dilini anlamalarini ve kullanmalarini, kanitlama yontemlerini bilmelerini ve
bu yontemleri dogru yerde ve dogru bicimde uygulamalarini gerektirmektedir.
Kanit ogretimine erken yillarda baslanmasi onemlidir ve surecin bagarisi
ogretmenlerin sinifta neler yaptiklarina, o6grencilere kanitla ugragsma olanagi
verecek gorevleri nasil yorumladiklarina, kanitlamadaki guglukleri nasil teshis
ettiklerine ve bunlar gidermek icgin nasil 6gretim mudahaleleri tasarladiklarina
bagldir (Hanna & DeVilliers, 2008)

Kanit ve kanitlama ile ilgili farkli disunceler ve yaklagimlar olsa da bir ifadeyi
kanitlamalan istendiginde, profesyonel matematikgilerin ve uygun vyeterlikteki
matematik 6grencilerinin hepsinin, kanitlanan ifadeyle sonuglanan ve mantiksal
gecerligi olan bir argiman ortaya ¢ikarmak gibi ortak bir amaci vardir (Weber &
Alcock, 2004). Kanitin anlami, rolu, olusturulma, dogrulanma ve kabul ediime
bigimi kisiler ve toplumlar arasinda farklilik gdsterebildigi gibi (Harel & Sowder,
2007), kanitin 6gretim programlarindaki yeri ve kapsami da matematigin Ulkeler

arasinda en ¢ok farklilik gosteren yonudur (Bell,1976).

Ulusal Matematik Ogretmenleri Konseyi (NCTM), 2000 vyilindaki okul
matematiginin ilkeleri ve standartlarinda; akil yuriGtme ve kanit, 06gretim
programinda 6zel zamanlar veya 6zel konular i¢in ayrilan 6zel etkinlikler olmamali,

caligilan konu ne olursa olsun, sinif tartigmalarinin dogal ve surekli devam eden
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bir parcasi olmalidir, seklinde matematiksel kanitin 6Gnemini vurgulamistir (Mariotti,
2006).

Ulkemizde ise 2005 yilinda 6gretim programlarinin yeniden yapilandiriimasiyla
kanit kavrami, “Tanim, aksiyom, teorem ve ispat kavramlarini agiklar, bir teoremin
hipotezini ve hikmini belirtir’ ve “Ispat yéntemlerini kullanarak basit ispatlar
yapar’ gseklinde iki kazanimla, 9. sinif matematik dersi 6gretim programinda,
mantik 6grenme alani igerisinde, ispat yontemleri alt 6grenme alaninda yer
almistir (MEB, 2005). Geometri dersi 6gretim programi da yapilan calismalar
sonucunda yeniden hazirlanmis ve ddrencilerin “ispat yéntemlerini ve bigimlerini
tanimlamalari” 10. sinif geometri dersinin amaglari arasinda yer almistir (MEB,
2010). Bu gelismeler, kanit 6gretiminin sadece ileri dizey matematik derslerinde
deqil, her duzeydeki matematik konulari kapsaminda yer almasi gerektigini ve
ogrencilerin kanitla ilgili kavramsal bilgiye sahip olmalarinin ve kanitlama becerisi

kazanmalarinin 6nemini gostermektedir.

2.2. Kanit Kavrami ve Kanitlama ile ilgili Giigliikler

Ogrencilerin kanit kavramlarini ve kanitlamaya iligkin glicliklerini belirlemeye
yonelik c¢cok sayida calisma yapilmistir. Bu c¢alismalarin buydk g¢ogunlugu,
ogrencilerin matematiksel kanit kavramlarinin yetersizligine, kanit olusturma
surecinde ¢ok cgesitli guclukler yasadiklarina, kanitlama ile ilgili hatalarina ve

kavram yanilgilarina dikkat cekmektedirler.

Moore (1994) calismasinda, uUniversite 6grencilerinin formel matematiksel kanit
yapmay! ogrenirken yasadiklari bilissel guglikleri ve bu gugliklerin kaynagini
incelemigtir. En dnemli G¢ guclugu; kavrami anlama, matematiksel dil ve notasyon,

kanita baglama olarak ifade etmis ve diger glglukleri su sekilde belirlemigtir:
1) Ogrenciler tanimlari bilmiyor yani ifade edemiyorlar,

2) Ogrenciler kavramlarla ilgili cok az sezgisel anlamaya sahipler,

3) Ogrencilerin kavram gériintisi kanitlamalari igin yeterli degil,

4) Ogrenciler kendi 6rneklerini Gretmede ve kullanmada ya yetersizler ya da bunu

istemiyorlar,
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5) Ogrenciler kanitin genel yapisini elde etmek igin tanimlari nasil

kullanacaklarini bilmiyorlar,
6) Ogrenciler matematiksel dil ve notasyonu anlayamiyor ve kullanamiyorlar,
7) Ogrenciler kanita nasil baslayacaklarini bilmiyorlar.

Gibson (1998) ise yapilmis ¢alismalar ve kendi gézlemleri sonucunda kanitla ilgili

ogrenci gugluklerinin su faktorlerle iligkili oldugu sonucunu ¢ikarmistir:
1) Kanitin dogasini ve kurallari anlama,

2) Kavramsal anlama,

3) Kanit teknikleri ve stratejileri,

4) Bilissel yuk

Selden ve Selden (1995) calismalarinda, Universite 6grencilerinin, bir kanitin
gecerligi igin gereken mantigl anlamakta zorlandiklarini bulmus ve 6grencilerin, bir
durumu kanitlamak igin 6n sart olan, informel durumlari dengi olan mantiksal
formel duruma donustirmeyi yapamadiklarini gérmuslerdir. Selden ve Selden
(2003) bir diger ¢alismalarinda, uzun yillar verdikleri soyut cebir derslerinden elde
ettikleri orneklere dayanarak, matematiksel akil yarutmede kargilagilan hatalari ve
bunlarin altinda yatan kavram yanilgilarini belli bagliklar altinda toplamislardir.
Ogrencilerin yaptiklari akil ylriitme hatalarinin bir kisminin kavram yanilgilarina,
bir kisminin da teknik ve diger sebeplere bagll oldugunu belirtmiglerdir. Kavram
yanilgilarina dayanan yedi ve kavramsal olmayan diger sebeplere bagh on akil
yuritme hatasi belirlemiglerdir. Daha sonra belirledikleri bu hatalari;
genellegtirme, teoremlerin kullanimi, notasyon ve semboller, kanitlarin dogasi ve
niceleme basliklar altinda siniflamiglardir. Kanita sonugla baslayarak bilinen bir
dogruya ulasinca kanitin tamamlandidini dusinme; esitligin her iki tarafina ayni
islemin uygulanmasiyla (6rn. fonksiyonlarda bileske alma) esitligin korunacagini
disunme; islemdeki kime semboll yerine kimenin bir elemanini koyma ve
sonucun degismeyecegdini disunme; hipoteze ekleme yaparak olmayan bir 6zelligi
varmig gibi kanitta kullanma; hipotezi goz ardi etme veya sonucu yanhg

yorumlama nedeniyle teoremleri hatali kullanma, ogrencilerde belirlenen bazi

14



kavram yanilgisi ve hata érnekleridir. Ogrencilerin bir diger hatasini “mantiksal
olarak anlagiimaz kanit’ olarak isimlendiren Selden ve Selden (2003), bu turdeki
kanitlari bigimsel olarak kabul edilebilir gibi gorinen, sentaktik olarak dogru
cumleler bulunan ancak varsayimlari yanlis veya anlagilmayan yanitlar olarak
tanimlamiglardir. Ogrencilerin bu turdeki kanit girisimlerini siniftaki veya kitaptaki

kanitlari taklit yaklagsimi olarak degerlendirmiglerdir.

Knapp (2005) ise kanitla ilgili gucltkleri genel olarak iki sinifa ayirmigtir. Birincisi,
ogrencilerin, mantik, dil ve toplumun belirledigi kanit kultirdyle ugrasmak
durumunda olmalari; ikincisi, tanimlar, teoremler, horistikler (heuristics) gibi alana
0zgu bilgilerinin ve drnek uretme becerilerinin yetersiz olmasidir. Birinci gruptaki
gucluklerin 6grencilerin kanit kavramlari ve kanita verdikleri degerle; digerinin ise
ihntiya¢g duyduklari ve genellikle alana 6zgu olan stratejik bilgi ile iliskili oldugunu

belirtmigtir.

Baker ve Campbell (2004)’in ¢alismalarinda, 6grencilerin bazi mantik kurallarini

uygulamalarinda yanligliklar ve guglukler ortaya ¢cikmistir. Bunlar:
1) Mantiksal argiimanlarin dogru kullaniminda yasanan guglikler,

2) Onermeyi ve uygulamalarini tam olarak degerlendirmeden once kaniti

yazmaya kalkisma,
3) Matematiksel dilin tam ve dogru kullaniminda karsilasilan guclikler
olarak belirlenmistir.

Edwards ve Ward (2004), dégdrencilerin tanimlari, kanittamada nasil kullandiklarini
arastirmiglar ve ¢ogu 6grencinin matematiksel tanimlari, dodru bir sekilde ifade
edip acikladiklari durumlarda bile matematikgiler gibi kullanamadiklarini,
matematiksel dil ile gunluk dili ayiramadiklarini gérmuslerdir.

Coe ve Ruthven (1994) calismalarinda, ogrencilerin kanit deneyimlerini ve

olusturduklari kanitlari incelemislerdir. Bu ¢alismada;

1) Ogrencilerin ¢ok azinin kurallarin ve ériintiilerin ortaya ¢ikisini agiklamak veya

onlari daha genig bir matematiksel sisteme yerlestirmekle ugrastigini,
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2) Kanit stratejilerinin oncelikle ve baskin olarak deneysel oldugunu, ¢ok az

stratejinin tumdengelimsel olarak degerlendirilebilecegini,

3) Ogrencilerin, 6ncelikli olarak varsayilan kural ve oruntllerin gecerliligini

gOstermekle ugrastiklarini ve gogunlukla birkag ornekle test ettiklerini,

4) Takildiklari noktalarda, kitaplarinda yer alan ve oncelikli olarak sayisal verilerin
analizinde kullanilan inceleme tekniklerini rutin olarak kullanma egiliminde

olduklarini,

5) Bir baslangic noktasindan Uretilen sayisal verilerin, bir anda incelemenin

nesnesi haline gelebildigini ve asil ifade ya da durumun terk edildigini
belirlemislerdir.

Gholamazad (2005) calismasinda, Universite o6grencilerinin  olusturduklari
kanitlarin sezgiye dayali ve kanitin sosyal yonunun tersine 06znel oldugunu;
ogrencilerin, kaniti Gguncl bir kisi okudugu zaman ikna edici olmasi gerektigi
sosyal yonunu goz énunde bulundurmayarak kendileri igin yeterince ikna edici bir

argumanla yetindiklerini ifade etmistir.

Di Martino ve Maracci (2009), 6grencilerin matematiksel kanitlardaki gugliklerinin
1) On bilgi eksikligi 2) Elemanter matematikten ileri matematiksel disiinmeye
gecisteki zorluklar 3) Matematige yénelik negatif tutum 4) Ust biligsel ve dilsel
becerilerde (6rn. yorumlama, anlama, matematiksel metin Gretme, bilgi ve fikirleri
anlatma, farkli gosterim sistemlerini kullanma) eksiklikler seklinde belirttikleri dort
faktore bagli oldugunu ve bu faktorlerin de birbirleriyle siki sikiya iliskili oldugunu

One surmuslerdir.

Weber (2006), ogrencilerin, kanitlamadaki gugluklerinin nedenlerini belirlemeye
yonelik galismalarin genel olarak ¢ bagslik altinda siniflanabilecedini belirtmigtir.
Bunlari; 6grencilerin genellikle dogru olmayan kanit kavramina sahip olmalari ve
kanitin ne oldugunu bilmemeleri; bir teorem veya kavrami anlayamiyor ve
sistematik olarak uygulayamiyor olmalari; nasil yapilacagina dair karar verme

stratejilerine sahip olmamalari olarak ifade etmigtir.
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Alcock ve Simpson (2005) da bir grup 6grencinin, verilen gorevlerde notasyonu
uygun bicimde kullanamadiklarini, genel bir sonucu kanitlamaya nereden
baglayacaklarini bilmediklerini ve tanimlari hatirlamada vyetersiz olduklarini

belirlemiglerdir.

VanSpronsen (2008) calismasinda &grencilerin kanitlama sureglerinde c¢esitli
glglikler belirlemistir. Ogrencilerde, kavramsal ve islemsel hatalar, notasyonun
yanlis kullanimi ve tanimlari yanlis yorumlama, gecerli bir kanitin nasil olmasi
gerektiginin farkinda olmama, nereden baslayacagini ve nasil ilerlemesi gerektigini
bilememe, formel kanit yazamama, belli bir kanit yontemine fazla odaklanma ve
gegerli kanit olusturmalarina yarayacak kanittaki bolumlerin farkina varamama gibi
ortak guglukler goralmuastur. Bunlarin yaninda 6grencilerin kargilastigi duyussal
kaynakli olarak degerlendirilebilecek bazi guclukler de; 6grencilerin becerilerinin
kanit yapmalari igin yeterli olmayacagdi dusuncesi, dogrulugu acik olan bir
onermeyi kanitlamayi istememe ve diusuk motivasyona sahip olma, tikandigi
noktada yeni bir ydontem denemek yerine hemen vazgecme, izleme ve duzenleme
becerilerinin eksiligini gosteren duzensiz ve rastgele aramalar gibi davranislar

seklinde ortaya ¢ikmistir.

Atwood (2001) calismasinda, matematiksel kanita gegis dersine baslamakta olan
universite ogrencileriyle calismig ve dersin sonunda kanitla ilgili becerilerinde
degisme olup olmadigini incelemistir. Ogrencilerin, dersin basinda ve sonunda
kanitla ilgili guclukleri ortaya c¢ikmistir. Bu guglUklerin; kanitlanacak onermeleri
yorumlama, tanimlarin rolini anlama, kanitta elde ettikleri ¢eligkiyi yorumlama ve
celiskiden yapilacak ¢ikarimin kaniti nasil tamamlayacagini anlama, niceleyicileri

kullanma, 6nermelerin tersini, degilini belirleme ile iligkili olduklari belirlenmigtir.

Ogrencilerin kanitla ilgili genel gugcliklerini belirleyen caligmalarin yaninda, bazi
calismalarda 6grencilerin kanitlari anlamalari ve kanitlama becerileri, tUmevarim
(Harel, 2001; Brown, 2003; Stylianides et al., 2007) olmayana ergi ve karsit ters
ile kanit (Thompson, 1996; Wu Yu et al., 2003; Antonini & Mariotti, 2006; 2007,
2008) gibi belli kanit yontemleri kapsaminda arastiriimistir. Bilissel ve oOgretici
bakis agisiyla, karsit ters ile kanit ve olmayana ergi yontemleriyle yapilan kanitlar
arastiran fazla sayida calisma bulunmamasina ragmen, yapilan c¢alismalar

ogrencilerin, bu yontemlerin uygulandigi kanitlarda karsilagtiklari gugluklerin,
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dogrudan kanit yontemi ile yapilan kanitlardaki gugliklerinden daha buyuk

oldugunu gostermektedir (Antonini & Mariotti, 2008).

Olmayana ergi ve karsit ters ile kanit yontemlerinin kullaniimasi, matematiksel ve
kavramsal bilgi yaninda, yontemin uygulanmasina yonelik prosedurel bilgi ve bazi
mantik kurallar bilgisi de gerektirmektedir. Ogrencilerin karsit ters ile kanit
yontemini kullanabilmeleri igin kanittanmasi istenen ifadenin karsit tersinin, ifadeye
denk oldugunu ve karsit tersin kanitlanmasiyla ifadenin kanitlanmis olacagini
bilmeleri ve de ifadenin dogru bir sekilde karsit ters ifadesini belirlemeleri
gerekmektedir. Karsit ters ile kanit yontemi aslinda kanitlanmasi istenen ifadenin
karsit ters ifadesinin dogrudan kanitlanmasidir. Dolayisiyla bu yontemle ilgili
gucliklerin nedeni genellikle, 6grencilerin yontemin farkinda olmamalari veya
verilen ifadenin karsit tersini dogru ifade edememeleri, hipotez ve hikmin ne
olmasi gerektigini dogru belirleyememeleridir. Olmayana ergi yonteminin
kullanilabilmesi icin de ifadenin degilinin yanhs oldugunun gdsterilmesi gerektigi
bilinmelidir. Bu yontemde, verilen 6nermedeki hikmun degilinin kabul edilmesiyle
baglanir ve baslangi¢ hipotezi veya bilinen bir gercekle celisen bir sonuca
ulasiimasiyla kanit tamamlanmis olur. Bu iki yontemde, hipotez ve hikmun net
olarak belirlenmesi, degillerinin ifade edilmesi ve uygun varsayimlarla kanita
baslanip neyin gosterilmesi gerektiginin fark edilmesi, kanittamadaki mantiksal 6n

kosullar olarak dugunulebilir.

Antonini (2004), dgrencilerin bir dnermenin karsit tersi ile arasindaki denkligi
gerekgelendirmedeki argimantasyon sureglerini incelemis ve dgrencilerin karsit
ters denkligini bilmedikleri zaman, orneklerle denkligi gerekgelendirmeye
caligtiklarini; o6gretmenin argiUmantasyonu, dogruluk cizelgeleri ve benzer
orneklere dayandigi halde, o6grencilerin ¢ok azinin yanitlarini gerekgelendirmek
icin bu tur aciklamalari kullandiklarini belirlemigtir. Calismada, 6grencilerin bir
Oonerme ve tersi arasindaki (yanls olan) denkligin sezgisel oldugu, énerme ile

karsit tersi arasindaki (dogru olan) denkligin sezgisel olmadigi ortaya ¢ikmistir.

Goetting (1995)'in g¢alismasi, 6grencilerin olmayana ergi ile karsit ters ile kanit
yontemlerini ayirmakta zorlandiklarini ve bazi 6grencilerin neyin varsayilip neyin

gOsterilmesi gerektigini karistirdiklarini géstermistir.
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Thompson (1996)'In c¢alismasi da o6grencilerin dolayli kanit yontemlerindeki
gucluklerinin, bir ifadenin kargitini, karsit tersini, degilini dogru belirleyememeleri
ile iligkili oldugunu gostermis ve olmayana ergi ve karsit ters ile kanit yontemlerinin
ogrenciler igin gu¢ yontemler olduklarini ortaya cikarmistir. Bu c¢alismada,
ogrencilerin ifadeye denk olan karsit tersinin kanitinin ifadenin kaniti oldugunu
sezgisel olarak kabul edemedikleri belirtiimigtir. Bunun nedeninin ise 6grencilerin
modus tollens ¢ikarim kuralini sezmelerinin modus ponens ¢ikarim kuralina goére
daha zor olmasi olarak disunudlmektedir (Harel & Sowder, 2007; Antonini &
Mariotti, 2008)

Wu Yu vd. (2003)’'nin ¢alismalari da 6grencilerin buyudk kisminin olmayana ergiyle
kanitin prosedurinua hatirladiklarini, daha azinin sdreci aciklayabildiklerini ve

dogru agiklayanlarin gok az bir bolumunun dogru uygulayabildiklerini gostermistir.

Ogrencilerin kanitla ilgili anlamalarini, kanitlama becerilerini incelemeye ve
kanitlama surecindeki gugliklerini belilemeye yonelik olarak yapilan galismalar
ogrencilerin  kanitla ilgili kavramalarinin ve kanitlama becerilerinin yetersiz
oldugunu gostermektedir. Kanitla ilgili 6grenci gugluklerini daha sistematik olarak
belgelemek, bu gugliklerin dogasini anlamak ve 6gretimi gelistirmek igin daha
kapsamli ¢alismalar yapilabilir (Harel & Sowder, 2007). Ancak var olan ¢alismalar
cercevesinde, kanitlamada karsilasilan bilissel gugclikler ve bu gugliklere neden

oldugu dusunulen etkenler su sekilde siralanabilir:

o Kanit ile ilgili algilar ve kanit kavramini, kanitin ne oldugunu, rolind, amacini
ve gerekliligini anlamadaki yetersizlikler (Martin & Harel, 1989; Alibert &
Thomas, 1991; Knuth & Elliot, 1997; Almeida, 2000; Knapp, 2005; Weber,
2006; Harel & Sowder, 2007)

e Kanita nereden baslanacaginin bilinmemesi (Moore, 1994; Atwood, 2001;
Baker & Campbell, 2004; Selden & Selden, 2007a)

o Matematiksel tanimlarla ilgili bilgi eksikleri; tanimlarin matematikteki roltnun,
oneminin ve kanitlamada nasil kullanilacaginin bilinmemesi (Atwood, 2001;
Edwards & Ward, 2004; Knapp, 2006)

19



e Bir teorem veya kavramla ilgili yeterli bilgiye sahip olunmamasi (Moore, 1994;
Hart, 1994; Dreyfus, 1999; Weber, 2006; Ko & Knuth, 2009)

e Teorem ve kavram bilgisi olsa bile bunlarin dogru kullanilamamasi (Weber,
2001; Selden & Selden, 2007a; Pedemonte, 2007)

e Mantik konusundaki eksikler, niceleyicilerin kullanimindaki yetersizlikler
(Atwood, 2001; Epp, 2003; Baker & Campbell, 2004; Selden & Selden, 2007a;
Harel & Sowder, 2007)

e Mantiksal olarak gerekli olgunluga ve yeterlige ulagilamamasi, akil yurutme
zincirinin takip edilememesi (Selden & Selden, 1995; Weber, 2001; Knapp,
2005; Harel & Sowder, 2007)

e Matematiksel kanit yontemlerinin yeterince bilinmemesi ve dogru
uygulanmamasi (Goetting, 1995; Thompson, 1996; Wu Yu et al.,, 2003;
Stylianides et al, 2004; 2007; Antonini & Mariotti, 2007; 2008)

o Matematiksel dilin dogru kullanilmamasi, gunluk dil ile matematiksel dilin
farkhlik goéstermesi ve bunun matematiksel dilin anlasilmasini guglestirmesi
(Epp, 2003; Ferrari, 2004; Baker & Campbell, 2004; Selden & Selden, 2007a)

o Kanit yazamama ve dugunduklerini ifade edememe (Dreyfus, 1999; Dubinsky,
2000; Ko & Knuth, 2009; Weber & Alcock, 2009)

2.3. Kanitlama Siirecine Yonelik Kavramsal Cercgeveler

Ogrencilerin, matematiksel kanitlama stirecinde kargilastiklar gigliikleri gidermek,
kanitla ilgili anlamalarini ve kanitlama becerilerini gelistirebilmek igin 6ncelikle
kanit olusturma surecinde neler oldugunu, o6grencilerin bu slregte ne
dusunduklerini ve nasil davrandiklarini belilemek onemlidir. Bu amagla cesitli
calismalar yapilmis ve bireylerin kanitlama surecindeki davraniglarini, akil
yurutmelerini, kanitlama bicimlerini tanimlamaya yonelik ¢erceveler ortaya
cikmistir. Bu bolimde bu cergevelerden s6z edilecek ve galismada temel alinan

prosedurel, sentaktik ve semantik kanit tirleri tanitilacaktir.

Raman (2003), universite oOgrencileri ve ogretmenlerinin kanita bakiglarini

incelemis ve kisilerin kanit olusturmalarinda ve kanitlari degerlendirmelerinde tg¢
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farkh duslnce bicimi tanimlamistir. Bunlar, bulussal (heuristic) disince,
prosedirel diiglince ve anahtar diglince olarak isimlendirilmistir. Bulussal dugunce
informel anlamalara dayanir. Ornegin, deneysel veriye dayandirilir veya sekille
gosterilir. Anlamli olabilir ama formel kanita gétirmez. Bulussal dislnce, bir seyin
dogru olduguna dair bir his verir ama ikna etmez. Prosedurel dusince ise
kanittamada kullanilir ve informel anlamalarla baglanti kurmaksizin, mantik ve
formel kanita goétiren formel manipulasyonlara dayalidir. Prosedurel duslince bir
seyin dogru oldugunu gosterir, ikna hissi verir ama anlama hissi vermez. Anahtar
dusunce, uygun mantiksal gecerlikle birlikte formel kanita donusturilebilen
bulugsal dusuncedir. Hem anlama hem de ikna hissi verir. Bulugsal disunce 6zel,
prosedurel dusunce geneldir ve anahtar disunce bunlarin ikisi arasinda baglanti
saglar. Raman (2003)'a goére, matematikgiler icin kanit, anahtar duslncelerle
ilgilidir ancak ogrenciler icin bu sekilde degildir. Clnkd o6grencilerin anahtar
dugunceleri yoktur ve kanitin anahtar dusiuncelerle ilgili oldugunu fark
etmemektedirler. Matematikgiler ise anahtar duguncelere deger verseler de

ogretimde bu anahtar dustinceleri vurgulama egilimi gdéstermemektedirler.

Almeida (2000), universite ogrencileriyle yaptidi calismasinda, goérusmelerin

sonunda ogrencilerin kanitla ilgili algilarini dort tipte siniflandirmigtir.
Tip A: Ogrenci formel kanitin gerekliligini kabul eder ve informel kaniti reddeder.

Tip B: Ogrenci formel kanitin gerekliligini kabul eder ancak formel kanitlarda usta

olana kadar gegici olarak informel kanitlari kullanir.
Tip C: Ogrenci sezgisel ve deneysel argiimanlari kanit olarak kabul eder.

Tip D: Ogrenci formel kanitin gerekliligini kabul eder ama genellikle bunu sembolik

manipulasyon olarak gorur.

Harel ve Sowder (2007), bir kiginin veya toplulugun kanit kavramini agiklamak igin
kanit semasi terimini tanimlamiglardir. Kanit semasi; kiginin kendini ve digerlerini
bir matematiksel durumun dogruluguna veya yanhghgina ikna etmede kullandigi
argumanlardir. Kanit semasini; digsal ikna kanit semasi, deneysel kanit semasi ve
timdengelimsel kanit semasi olarak U¢ sinifa ve bu siniflari alt siniflara

ayirmiglardir (Harel & Sowder, 1998).
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1) Dissal ikna kanit semalari: Kisi kendini ve digerlerini digsal bir sey kullanarak

ikna eder. Ug sinifa ayrilir:

Otoriter _kanit semasi: Kisi 06gretmenin, kitabin veya baska bir otoritenin

soyledigine dayali olarak ikna olur.

Rittel (ritual) kanit semasi: Burada ikna edicilik, kanitin icerigine degil bigimine

dayalidir.

Sembolik kanit semasi: Sembolik kanitta ikna edicilik, anlamini bilmeden sembolik

manipulasyonla olur. Matematiksel ifadeler, sembollerin islevi ve anlami

dusunulmeden, sembolik akil yuritmeyle kanitlanir.

2) Deneysel kanit semalari: Deneysel kanit semalari tUmevarimsal veya algisal

olabilir.

Tumevarimsal kanit _semasi: Bu kanit semasina sahip olan 6grenci, genel

durumun dogruluguna ikna edici delil olarak, bir veya daha ¢ok 6rneg@i g6z énunde

bulundurur, argimanlar 6zel durumlara ve drneklere dayanir.

Algisal kanit semasi: Ogrenci, timdengelimden saglanmamis, yetersiz zihinsel

gOsterimlere dayal cikarimlar yapar ve bu ¢ikarimlarin kendisi ve digerleri icin ikna

edici oldugunu duasunar.
3) Tiumdengelimsel kanit semalari: Dontisimsel veya aksiyomatik olabilir.

Dénusumsel (transformational) kanit semasi: Bu kanit semasinda 6grenci kendini

ve baskalarini ¢gikarimsal bir surecle ikna eder. Bu suregte 6grenci genellenebilir
durumlari gdéz énidnde bulundurur; amaca yonelik zihinsel operasyonlari uygular;
tanimlar, teoremler ve sekiller arasinda gecisler yapar. Uc¢ ozelligi vardir:

genellenme, operasyonel dusinme ve mantiksal ¢ikarim.

Aksiyomatik kanit semasi: Bu sema, donusimsel kanit semasinin 6zelliklerine

sahiptir ve bu Ozelliklere ek olarak 6grenci, matematiksel sistemlerin kanitsiz
olarak kabul edilen durumlara dayandigini fark eder (Housman & Porter, 2003;
Harel & Sowder, 1998; 2007; Knapp, 2005 )
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Boero (1999) ise, teoremler iceren matematik etkinliklerinde argimantasyonun
rolunin incelenmesinde, bu etkinliklerin ~ farkli  yonlerinin g6z 6nlinde
bulundurulmasi gerektigini belirtmis, varsayim ve matematiksel kanit olusturma

etkinliklerinde bunlari evreler halinde tanimlamistir.

) Varsayim olusturma (problem durumun kesfedilmesi, duzenli tekrarlarin
tanimlanmasi, bu duizenliligin hangi kosullar altinda gergeklestiginin
belirlenmesi, Uretilen varsayimin inandiricihdi igin argimanlarin tespiti): Bu

evre matematikgilerin galismasinin kisisel yanina aittir.

1)) Kabul edilmis olan ortak kurallara gore onermenin formule edilmesi: Bu
asama genellikle yayinlanabilir bir metne yol agmaktadir. (Bu evre daha
sonraki tum etkinlikler igin temel olusturacak tam olarak hazirlanmis bir

varsayim saglamayl amacglamaktadir.)

1)) Varsayimin igeriginin (ve gegcerliliginin sinirinin) belirlenmesi: Hipotezler ve
tezler arasindaki baglarla ilgili bulussal, semantik (hatta formel) hazirhklarin
yapiimasi, gegerlilik icin uygun argumanlarin belirlenmesi. Bu evre de

genellikle matematikgilerin caligmalarinin kigisel yonune aittir.

IV)  Tutarh ve teorik argimanlarin timdengelimsel bir zincir icin secilmesi ve
birlestirimesi: Bu evre genellikle, matematikgiler  ¢alismalarini

meslektaslarina informel bir yolla sunacaklarinda baslar.

V) Zincirlenmig argumanlarin, var olan matematiksel standartlara gore kabul

edilebilir bir kanitta duzenlenmesi
VI)  Formel kanita yaklagsma

Boero (1999)ya gore, bu evreler matematikgilerin normal ¢aligsmalarinda genellikle
dogrusal olmayan sekilde birbirleriyle iligkilidir. Ayrica bu evrelerin, okullarda
matematiksel kanit yaklasimlarindaki sorunlarla ugrasirken yardimci olabilecegini
ifade etmistir. Boero (1999), urin olarak teorem ifadesinin belirtimesi ile sure¢
olarak varsayimda bulunmanin; drin olarak matematiksel kanit ile slreg¢ olarak

kanitlamayi ayirmanin dnemli oldugunu vurgulamigtir.
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Selden ve Selden (2009), 6grencilerin ilerleyisini takip edebilmek igin, teoremleri
belli bir kanit yontemiyle kanitlayip kanitlayamadiklarina bakmak yerine
kanittamaya katkida bulunacak daha kuguk becerileri kapsayan ayrintili bir
gerceve onermis ve ogrenci caligmalarini bu c¢ergceveyle tanimlamislardir.
Ogrencilerin kanitlama becerilerini ve kanitlarini analiz etmek igin tanimladiklari bu
cercevede, kaniti bir batin olarak gosteren yonleri, nasil organize edildigi ve nasil
yazilabilecegi seklinde U¢ kanit yapisi ortaya koymuslardir. Bu U¢ yapiyi; alt kanit
ve alt yapilarin (6rn. ¢ — & kanitinda & ‘y1 bulma) dikkate alindigi hiyerarsik yapi,
hicbir zaman hata yapmayacak ve yanlis yola girmeyecek ideal bir kanitlayicinin
izleyebilecegdi adimlarin sirasini ifade eden yapilandirma yolu, kanitlarin formel—
retorik (formal-rhetorical) ve problem odakli (problem-centered) olarak adlandirilan
iki kisma ayrilmasi seklinde ifade etmislerdir. Formel-retorik kisim, kanitin daha
derin anlamalarina veya Schoenfeld (1992)'in ifade ettigi anlamiyla problem
¢bzmeye basvurmadan, sadece tanim ve teoremlerin mantiksal ve formel
yonlerine bagli olarak yazilan kismidir (Selden et al., 2008a). Problem odakl diger
kisim ise, kanitin igerdigi kavramlarin derin anlamina ve problem ¢dézmeye bagl
olan kismidir ve Selden vd. (2008a) bu kisimdaki alt kanitlarin, Weber ve Alcock
(2004)'un onerdikleri sentaktik ve semantik acidan karsilastiriilmasinin faydal

olabilecegini belirtmislerdir.

Heinze ve Reiss (2003), dgdrenci kanitlarinin analiz edilmesine yonelik olarak
yapilan arastirmalarin, kavram, kurallar ve teoremler bilgisinin ogrencilerin
matematiksel kanit olusturmalari i¢in yeterli olmadigini distundurdagunt belirtmis
ve dogru matematiksel kanit prosedurleri bilgisinin de gerekli oldugunu ifade
etmiglerdir. Metodolojik bilgi olarak tanimladiklari bu bilginin, birbiriyle baglantili
olan kanit gemasi, kanit yapisi ve mantiksal zincir olmak Uzere U¢ yonu oldugunu

belirtmiglerdir. Bu yapilari su sekilde tanimlamiglardir:

1) Kanit semasi: Matematiksel kanit timdengelimsel akil yaritme oruntusuduar ve
kanittaki her sonuc igin tumdengelimsel 06zellikte, destekleyici arguman
bulunur. Otoriteye dayandirilan deneysel-tumevarimsal argumanlar ya da
algisal argimanlar gibi diger arguman turleri ise matematiksel kanit igin yeterli
degildir. Buradaki tanimda tiumdengelimsel karakterli argiman dogru olmak

zorundadir.
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2) Kanit yapisi: Bir kanit verilen onclllerle bagslar ve belirli bir iddiayla biter. Eger
butin argumanlar matematiksel agidan gecerliyse bu iddia kanitlanir. Bir diger
ifadeyle; bir kanit neyi kanitlamasi gerekiyorsa onu kanitlamaldir ve iddianin

arguman olarak kullanimi yeterli degildir.

3) Mantiksal zincir: Kanitin her adimi bir énceki adimdan c¢ikarilabilir (ek olarak

gecerli bir matematiksel bilgi ile de desteklenebilir).
Balacheff (1988), dort tlr kanit yaklagsimi tanimlamistir. Bunlar:

e Basit deneycilik: Bir sonucun dogrulugu bir kag érnekle dogrulandiktan sonra
iddia edilir.

e Kesin deney: Onerme dikkatle secilmis tipik bir drnekle dogrulanir.

e Genelleyici 6rnek: Bir iddianin dogrulugunun nedenleri prototip bir drnekle agik
hale gelir yani belli bir sinifa ait tim durumlar temsil eden bir 6rnekle

gerekceleme yapilir.

e Dusiince deneyi: Kanittaki islemler ve temel iligkiler, sonuglarin kullanimindan

baska bir yolla, drneklerden bagimsiz olarak gosterilir.

Balacheff (1988)’e gore bu farkh duzeyler 6grenme surecindeki basamaklari da
temsil etmektedir. Balacheff, 6grencilerin Urettikleri kanitlari pragmatik kanitlar ve
kavramsal kanitlar adiyla daha genis iki kategoride ele almigtir. Pragmatik kanitlar,
sonucun, c¢alistigi icin dodru oldugunu gostermekle ilgilidir, orneklere ve
gOsterimlere dayanir. Kavramsal kanitlar ise, kanitlanacak ifadedeki ozelliklerin
formule edilmesine ve bunlar arasindaki iligkilere dayanir. (akt. Chazan, 1993; Coe
& Ruthven, 1994)

Kanitlama ile ilgili farkli distnceler ve yaklasimlar bulunsa da ortak amag,
mantiksal ¢ikarim kurallarina dayanan ve o6nermenin dogrulugunu gosteren,
gecerli bir matematiksel argiiman ortaya cikarmaktir. Ogrenenlerin kanita iliskin
bilgileri ayni olmayabileceginden bu amaca ulasirken farkli surecler
kullanabilmektedirler (Weber & Alcock, 2004). Ogrencilerin kanitlama sireglerini
inceleyen Weber (2004b), calismalarinin sonucunda, ileri matematik derslerinde,

kanitlama surecinde go6zlenen farkh yaklasimlar tanimlamak igin bir cergeve
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Onermistir. Bu cergceveye gore ogrencilerde gorulen yaklagimlar; prosedurel
(procedural) kanit olusturma, sentaktik (syntactic) kanit olusturma ve semantik

(semantic) kanit olusturma olarak belirlenmistir.

Prosediirel kanit olugturmada, Kigi bir prosedur uygulayarak kanit olusturmaya
caligir ve ongorulmas belli adimlarin onu gegerli bir kanita ulastiracagini sanir
(Weber, 2004b). Bir ogrenci prosedurel yolla kanit olusturdugunda elde ettigi
sonucun kanitlanmasi gereken ifadeyi nasil gdsterdiginin farkinda olabilir veya
olmayabilir. Weber (2004b)in calismalarinda, o6grenciler genellikle prosediird,
kendileri i¢cin anlamli olmadan ve kanitlarinin ne anlama geldigini agiklayamadan,
uygulayarak kanit olusturmuslardir. Bu sekildeki kanit girigsimleri ise 6gretmenin
yaptiklarini taklit etmek ya da gegerli bir kanit olusturacagi sdylenen bir dizi adimi
uygulamak seklindedir. Ornegin, bir 6grenci déJretmenin v2 sayisinin irrasyonel
oldugunu kanitlamasini izledikten sonra ogretmeni taklit ederek ayni sekilde,
benzer bir kanit olan /3 ‘iin de irrasyonel oldugunu kanitlamasi prosediirel kanit

olusturmadir (VanSpronsen, 2008).

Weber (2003)'e gore kanit tekniklerini mekanik prosedurler olarak goren bazi
ogrenciler belli agsamalardan gecer ve basarili olurlarsa gecerli bir kanitin ne
oldugunu anlayabileceklerdir. Weber (2003), kanit kavramini prosedurel yolla
ogrenen ogrencilerin gegecekleri asamalari; kaniti dnce algoritma olarak anlama,

sonra sureg olarak ve son olarak da arguman olarak gérme seklinde tanimlamistir.

Algoritma olarak kanit: Bu asamada ogrenciler kaniti, adimlari mekanik ve belli

turdeki onermeler igin olan bir algoritma olarak gorur ve ugrastiklari prosedurin
genel yapisinin farkinda olmazlar. Weber (2003)’'in ¢alismasinda, bu asamadaki
ogrenciler 6gretmenin onlara gdsterdigi teknigi taklit edebilmis ama ne yaptiklarini
gercekten anlamamig, teknigi genelleyememis ve bu teknigin, oOnermenin

dogrulugunu gosterme gerekgelerini belirleyememiglerdir.

Surec olarak kanit: Bir kanit teknigini defalarca ve farkli baglamlarda uyguladiklari

zaman, bazi &grenciler algoritmayl, matematiksel bir sure¢ olarak
icsellestirebilirler. Kaniti bir sire¢ olarak gormeye baslayan o6grenciler, kanit
teknigini, kanitladigi belli dnermelerden ayirabilir ve birgok farkli, belki de daha

once gérmemis olduklari durumlara genelleyebilirler.
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Weber (2003)'in calismasinda, bu asamadaki o6grenciler, bir kanit teknigini ¢ok
sayilda duruma uygulayabilmis ama kanitlamay! aciklayici veya ikna edici

bulmamiglardir.

Arguman olarak kanit: Bazi basarili ogrenciler, uyguladiklari prosedur uzerine

dusunduklerinde, neden bu prosedurud uygulamalarinin istendigini, bu prosedurin
neyi basarmak icin tasarlandigini sorgulamaya baslar ve bu yolla, prosedurun
Otesinde, gecerli bir kanit nelerden olusur diye dusunarler. Weber (2003), yaptigi
calismadaki ogrencilerin  ¢ogu, uyguladiklari prosedurd bile anlamaya

calismadiklari igin, bu gegisin zor bir sture¢ oldugunu belirtmistir.

Sentaktik kanit olusturmada kisi, dogru bir sekilde ortaya konmus tanimlari ve
iligkili diger gercekleri, mantiksal olarak kabul edilebilir bir yolla manipule ederek
kanit yazmaya calisir (Weber, 2003). Sentaktik kanit olusturmada kanitlayan Kisi,
diyagramlari veya diger sezgisel, informel gdsterimleri kullanmaz, sadece kanit
gOsterim sistemiyle c¢alisir (Alcock & Inglis, 2008). Matematik toplulugunda,
sentaktik kanit olusturma, tanimlari agma ve sembolleri ilerletme olarak
tanimlanabilir (Weber & Alcock, 2004).

Semantik kanit olusturmada kisi, bir dnermenin neden dogru oldugunu, ilgili
matematiksel nesnelerin gdsterimlerini (6rn. diyagramlar) inceleyerek anlamaya
calisir ve bu sezgisel argumani, formel kanit olusturmak icin kullanir (Weber,
2004b). Semantik kanit olusturma suresince, kanitlayan kisi, ornekleri fiziksel
olarak cizer veya yazar ya da onlarla zihinsel olarak calisir. Burada dnemli olan
kanitlayan kisinin, ornekleri, ifadeyi daha iyi yorumlayabilmek ve cikarilabilecek
formel c¢ikarimlari dusunmek igin anlamh bir gekilde kullanmasidir (Weber &
Alcock, 2004). Semantik kanit olusturma surecinde, sentaktik stratejinin aksine
kanitin en azindan bir kisminda kanittan farkh bir gdsterim sistemiyle calisilir
(Alcock & Inglis, 2008).

Weber’in tanimladigi bu Ug yaklagimla Uretilen kanitlar arasinda, ortaya ¢ikan trin
bakimindan fark olmayabilir. Burada 6énemli olan 6grencinin hangi yolla o kanita
ulastigi ve kanitin ilk adimlarini yazarken soruyu nasil dusundugudur
(VanSpronsen, 2008). Ornegin, kanitlama siirecinin semantik akil yiriitmeyi

icerdigi durumlarda bile ortaya g¢ikan sentaktik bir tGrin olabilir (Alcock & Inglis,
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2008). Weber (2004b), prosedurel ve sentaktik kanitlarin, kanitlayan kisiye
ifadenin dogrulugunu agiklamada vyetersiz kalabilecegini ifade etmistir. Ayrica
sentaktik yaklasimla kanitlanabilecek ifadelerin kapsaminin da sinirh oldudu,
lisans derslerinde Ozellikle kanita gegis derslerinde yer alan onermeler igin yeterli
olsa da kavramsal olarak daha kapsamli konulardaki kanitlar icin yeterli
olamayabilecegdi belirtiimistir (Weber, 2001; Weber & Alcock, 2004; Alcock ve
Weber, 2009). Ancak bundan, &grencilerin prosedirel ve sentaktik kanit
olusturmayla ugragsmamalari gerektigi sonucunun gikarilmamasi gerektigi, bu tur
kanitlarin  Gzerinde dusunmenin daha Gst dizey oOgrenmelere temel
olusturabilecegi ifade edilmistir (Pinto & Tall, 1999; Weber, 2003).

Weber ve Alcock (2004; 2009) sentaktik ve semantik kanit yaklagimlarinin, é6grenci
acisindan ustunlukleri ve sinirhliklart bulundugunu belirtmigler ve bu iki yaklagimi,
ogrencilere sunduklari 6grenme firsatlari ve 6grencilerin kanit olusturma surecinde
karsilasabilecekleri guglukler acgisindan degerlendirmiglerdir. Alcock ve Inglis
(2008) ise bu iki akil yuritme slrecinde gozlenebilecek davranislari belirlemis ve
senmantik akil yuritme ile sentaktik akil ydritmenin karsilastirmasini  Sekil

2.1°deki gibi gostermislerdir.
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Sekil 2.1. Semantik ve sentaktik akil yuritmenin karsilastirmasi (Alcock & Inglis,

2008)

Bu calismada, oOgrencilerin kanitlama surecindeki akil yuratmeleri ve ortaya

cikardiklari kanitlar

cercevesinde incelenmistir.

prosedurel,

sentaktik ve semantik kanitlama bicimleri
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2.4. Kanit Ogretimi ile ilgili Yapilan Galigmalar

Kanitlama ve formel matematikle ilk defa Universitede karsilagsan o6grencilerin
matematiksel dile alismalarina, daha soyut ve Ust dizey disunmelerine, formel
matematigi anlamalarina yardimci olmasi amaciyla bazi Universitelerde kanita
gecis ve matematiksel akil yarutmeye giris dersleri bulunmaktadir (Epp, 2003;
Baker & Campbell, 2004; Knapp, 2005; Smith, 2006; Selden & Selden, 2007a). Bu
derslerin standart bir icerigi olmasa da genelde, mantik, kimeler, baginti ve
fonksiyon gibi kanitlamada gerekli temel konular ders kapsaminda yer almaktadir
(Epp, 2003; Selden & Selden, 2007a). Universite diizeyinde, &6grencilerin
kanitlama sureglerini, bu suregte yasadiklar guglikleri ve kanitla ilgili algilarini

incelemeye yonelik ¢aligmalar genellikle bu dersler kapsaminda yapilimistir.

Calismalarda, kanit agirlikli  matematik derslerinin  veya kanitlamaya ve
matematiksel akil ylratmeye gegis derslerinin beklendigi kadar etkili olmadigi ve
amacina ulagsmadigi gorulmekte ve bunun sebebi olarak yapilan 6gretim
gOsterilmektedir. Clnku derslerde 6grencilere bitmis trlnler sunulmakta ve onlarin
kanittama  surecinde yer almalari, kanitlama deneyimi  yasamalari
saglanmamaktadir (Alibert & Thomas, 1991; Ferrari, 2004). Ogretmenler
genellikle, dgrenciler i¢cin kanitin ne olduguna, onlarin zihnindeki matematiksel
dogrulamaya oOnem vermemekte ve kanit kavramini ogrencilerin zihninde
netlestirmek yerine kanit yontemlerini, kanitta uygulanacak kurallari, kanit
kavramiyla baglantisiz olarak sunmaktadirlar (Harel & Sowder, 1998). Bu sekilde
ogretimin sonucu olarak dgrenciler, matematigi ezberlenmesi gereken gergeklerin
uzun bir listesi olarak gormekte ve kavramlar, kurallar arasi iligkileri gdoz 6nune
almamaktadirlar  (Jones, 1997). Ayrica okulda &gretiien matematikle,
matematikgiler tarafindan yapilan matematik farkli olabildiginden, 6grencilerin
matematik kavramlari matematikgilerden farkh olmaktadir. Matematikgiler
matematigi sezgi-deneme ve yanilma-spekulasyon, varsayim-kanit seklinde
yaptiklari halde ogrencilere bu akigin sadece son noktasina odakli 6gretim
yapiimaktadir (Almeida, 2000). Bu da &grencilerin matematiksel kanitla ilgili
anlamalarinin yetersiz olmasina ve ogrencilerin kabul edilebilir matematiksel
kanitin ne oldugu ile ilgili olarak matematikgilerin kabul ettiginden farkl bir anlayisa

sahip olmalarina neden olmaktadir (Knuth & Elliot, 1997).
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Ogrencilerin kanitla ilgili glgliiklerini, kanita yénelik tutumlarini, kanit semalarini
inceleyen arastirmalarin yaninda, az sayida galigmada kanit ogretimine iligkin
yontemler denenmis ve  Ogrencilerin  kanitlama  becerilerinin  nasil
gelistirilebilecegine  yonelik  Onerilerde  bulunulmustur. Bu arastirmanin

planlanmasinda, incelenen bu galismalar yol gosterici olmustur.

Kanit 6gretiminde kullaniimis olan yontemlerinden biri R. L. Moore (1882-1974)
adli matematikginin, derslerinde kullandigi ve kendi adiyla anilan Moore
metodudur. Kesfederek 6grenme veya Texas yontemi olarak da anilan Moore
metodu, bazi matematikgiler (Cohen, 1982; Chalice, 1995; Patrick, 2003; Good,
2006) tarafindan modifiye edilerek, kanit agirlikli Gniversite matematik derslerinde
ogrencilerin teoremleri kanitlama becerilerini gelistirmek amaciyla kullaniimistir.
Moore metodunun orijinal bigiminde, ogrencilere tanim ve teoremlerin bir listesi
verilmekte, tanimlar GUzerinde konusup aciklamalar yapildiktan ve o6rnekler
verildikten sonra, listedeki teoremleri 6grencilerin kanitlamasi beklenmektedir
(Mahavier, 1999). Ogrenciler sinifta ve sinif disinda, verilen teoremleri kanitlamak
icin bireysel olarak galismakta, 6gretmene soru sorabilmekte ancak kanitlarla ilgili
olarak birbirleriyle konusmamalari ve kitaplara bakmamalari gerekmektedir.
Kanitlama surecinde 6gretmen tarafindan dgretim yapilmamakta sadece gerektigi
yerde ve uygun sorularla ydnlendirme yapilmaktadir. Ogrencilerden biri tahtaya
kalkarak kanitini sunmakta, arkadaslari ve 6gretmeni tarafindan sorulan sorulari
yanitlamakta ve kanitlarin sunumu bu sekilde sinif tartismasiyla gergeklesmektedir
(Smith, 2006). Moore metodunun iddiasi, parlak 6grencilerin matematigi, rekabetgi
bir ortamda bireysel ¢alisarak gelistirebilecekleridir (Dancis & Davidson, 1970). Bu
yontemi uygulayan matematikgiler, 6grencilerin kanitlama deneyimi yasamalarina
ve basarma duygusunu tatmalarina firsat verdigi igin (Jones, 1977; Mahavier,
1999; Good, 2006) ve Moore’dan ders almis olan birgok 6grencisi sonrasinda
oldukga uretken matematikgiler oldugundan (Cohen, 1982), kanit 6gretiminde
kullanilabilecek, etkili bir yontem oldugunu ileri surmektedirler. Diger yandan
olumlu taraflarina ragmen, bu ydntemin ortalama ve ortalamanin altinda olan

ogrenciler Uzerindeki etkisi tartisma konusudur (Cohen, 1982; Good, 2006).

1967°de Moore metodundan yola c¢ikarak Neil Davidson kuglk grupla kesfetme
metodunu gelistirmis ve uygulamistir. Bu yontemde oOgrenciler, 3 veya 4 Kkigilik
kiguk gruplara ayrilmakta, birlikte tartisarak her grup teoremleri kanitlamaya

31



calismakta ve yaptiklarini tahtada sunmaktadirlar. Bu yontem, farkh seviyedeki
daha ¢ok 6grenciye uygulanabilir olarak gorulmekte ve ortalama ogrencilerle daha
iyi 6grencilerin matematigi birlikte calisarak isbirlikgi ortamda gelistirebilmelerine
firsat verecedi dolayisiyla &grencilerde bireysel becerilerin ve 6zglvenin
gelismesine katki saglayacagi one surulmektedir (Dancis & Davidson, 1970). Her
iki yontemde de amag, ogrencilerin izleyici olduklari degil aktif katildiklari bir
ortamda matematigi gelistirebilmeleri ve onlara 6gretmenleri ve arkadaslariyla

tartisma firsatlarinin sunulmasidir (Dancis & Davidson, 1970).

Smith (2006), Moore metodunun &grencilerin kanit olusturmayi 6grenmelerine
etkisini arastiran yayinlanmis higcbir calisma olmamasindan yola ¢ikarak, bu
yontemin degistiriimis bigimi olan problem tabanli ogretim ile oOgretmenin
anlatimina dayali geleneksel yontemin uygulandidi iki siniftan belirledigi 5
ogrencinin kanitlama sureglerini incelemigtir. Calismanin sonunda o6grencilerin
baslangi¢ stratejilerini, notasyonu, on bilgi ve deneyimlerini, somut 6rnekleri
kullanmalari bakimindan niteliksel farklari oldugunu belirlemis ve problem tabanli
ogretiminin gelenekselden daha saglikli bir yontem oldugunu, 6grencilerin geligimi

icin daha ¢ok firsatlar sundugunu belirtmigtir.

Selden, McKee ve Selden (2008a), degistiriimis Moore metodunu uyguladiklari bir
dersin Universite 6grencilerinin kanitlama becerilerini gelistirmelerinde ne kadar
yardimci oldugunu belirlemeye c¢alistiklari devam eden aragtirmalarinda, 6gretime
yonelik bir teorik gergceve sunmuslardir. Bir tasarim deneyi olan bu calismada,
ogrencilere kitap yerine, tanimlar, teoremler ve minimum duzeyde acgiklamalar
bulunan, kanitlarin yer almadigi notlar dagitmislar ve teoremleri evde kanitlayip

sinifta sunmalarini istemis, ders anlatmamislardir.

Selden ve Selden (2009) ogrencilerin kanitlamada basarili olmalari igin biligsel
kaynaklari etkin sekilde kullanmalari gerektigini, buna yonelik davranissal bilgiye
ihtiyaclari oldugunu ve bunu soyut tanimlari yeniden Ureterek degil, kanit
olusturmada daha c¢ok pratik yaparak kazanabileceklerini belirtmislerdir.
Ogrencilerin aktif oldugu bir ortamda, tanim ve kanitlanacak teorem ifadelerinin yer
aldigi notlarla calismalarinin etkili olabilecegini disinmuslerdir. Ogrencilerin
kanitlar Gzerinde birlikte tartismalarinin ve birbirlerini ikna etmeye c¢alismalarinin

etkili olacagini, boyle bir sinif ortaminda iki kisiden olusan U¢ grup veya 3-4 kisilik
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uc grup seklinde dgrencilerin gruplara ayrilmasini dnermigledir (Selden & Selden,
2007b)

Weber (2006), 6grenciler dogru bir kanit kavramina, matematiksel kavramlarla ilgili
teorem ve gercekler Dbilgisine sahip olsalar da ilgili teoremleri
kanitlayamayabileceklerini, bunun da uygun karar verme stratejilerine sahip
olmamalarindan kaynaklandigini ifade  etmigtir. Calismasinda  grup
homomorfizmalariyla ilgili teoremlerin kanitlanmasinda kullanilabilecek bir
prosedur tanimlamig ve tasarladigi 6gretimle ogrencilere bu prosedurtu o6gretmis,
ogretimin sonrasinda 6grencilerin daha fazla sayida teoremi kanitlayabildiklerini

gOzlemistir. Bu prosedur bes adimdan olugsmaktir ve su sekilde tanimlanmigtir:

1. adim: ilk olarak, teoremin sonucunun sizden hangi matematiksel yapiyla ilgili

bilgi elde etmenizi istedigini belirleyin.

2. adim: Bu yapiyla ilgili bilgi elde etmede kullanilabilecek bir gercek veya teorem

segin.

3. adim: Eger bir teoremi uygulayacaksaniz, teoremin hipotezinin saglanip
saglanmadigina bakin. Eger hipotez saglanmadiysa hipotezi saglamak icin gerekli
olan bilgiyi elde etmek amaciyla 1. adimla baglayin, basarisiz olursa 2. adima

donun ve yeni bir gergek veya teorem segin.
4. adim: Bu gergegi veya teoremi uygulayin.

5. adim: Amaciniza ulasmak igin yeterli olup olmadigina bakin, eger yeterliyse

gerceklestirin, degilse 1. adima donun.

Weber (2006), bu prosedurl, ogrencilerde kavramsal anlamayl da saglayacak
sekilde oOgretmeye calismis ve kisa slUrede Ogrencilerin kanit yazmalarinda
ilerleme goOzlemigtir. Ancak bu prosedurun sadece dogrudan kanitlarda
uygulanabilecegini, olmayana ergi, karsit ters ve tumevarim yontemleri igin uygun

olmadigini belirtmigtir.

Dean (1996) Universite matematik derslerinde o6grencilerin kanit yapmalarini

gelistirmek amaciyla bulus yoluyla 6grenmeye Ornek olabilecegini belirttigi “Stper
Ogrenci” (SS-Super Student) adinda alti basamakli bir model gelistirmistir. Dean,
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bu modelin yapilandirmaci yaklasima sahip oldugunu ve sinifta uygulandiginda
hem ogrencilerin kanitlayabilecekleri teoremlerin sayisini arttirdigini hem de daha
once kargilagmadiklari teoremleri kanitlamalarini saglayacagini 6ne surmugtar.
Verdigi lisans matematik derslerinde bu modeli kullanmig ve oOgrencilere de

ogretmistir. Bu alti asamay! su sekilde tanimlamistir:

1) Agma: Bu asama adindan da anlasilacagi gibi modelin baslangicidir ve

ogrencilerin, 6nermenin ne ifade ettigini anlamaya calistiklari agsamadir.

2) Beyin firtinasi: Ogrenciler bu asamada dnerme ile ilgili olan bildikleri kavram ve

tanimlar hatirlamaya ¢ahlgir ve bu bilgilerini kanitlama sirecinde nasil

kullanabileceklerini dusunurler.

3) Iiddiay1 destekleme: Bu asamada dgrenciler genellikle hipotezle baslayan ve

sonuca giden bir akil yurutme sureci gelistirirler.

4) lkna: Ogrenciler, akil yiritmelerini inceler ve kanitlarinin gegerli oldugundan

emin olurlar.

5) Yansitma: Ogrenciler, 6nermeyi kanitlayacaklari bagka bir yol olup olmadigi

uzerinde yansitici dugunurler.

6) Genisletme: Ogrenciler kendi calismalarini inceler, varsayimlari nasil
kullandiklari ve bazi varsayimlar degismis olsaydi nelerin farkli olabilecegi

uzerine dusundurler.

Dean (1996), bu asamalarin sinifta 6grencilerine distinme firsatlari verilerek nasil
uygulanabilecegini ayrintilariyla acgiklamig ve 6grencilerin olumlu donutler verdigi
modelini Polya’nin problem ¢6ézme adimlarindan faydalanarak olusturdugunu

belirtmigtir.

Schabel (2001) caligmasinda, dgrencilerin matematigi nasil 6grendikleri ve kanit
ogretimi ile ilgili alan yazindan yola ¢ikarak geligtirdigi alti boyutlu ogretimsel
modelin, kanit 6gretimindeki etkisini incelemistir. Bu modelin, 6grencilerin sayilar
teorisi kavramlarini 6grenmelerini ve kanit yazma becerilerini gelistirdigini

gormastur. Gelistirdigi alti boyutlu 6gretimsel modeli su sekilde agiklamistir:
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1) Sinif oturumlari kuguk grup calismasi, tum sinif tartismasi ve minimum

duzeyde ders anlatimi icerecektir.

2) Ogrenciler drnekler, drnek olmayan durumlar ve ters érnekler olusturmalari igin

tesvik edileceklerdir.
3) Ogrenciler varsayimlar olugturmalari igin tesvik edileceklerdir.

4) Ogrencilerden varsayimlari veya diger 6nermeleri kanitlamalari ya da en

azindan kanitlari yazmaya yardimci olmalari istenecektir.

5) Ev Odevleri, hesaplamalar ve kanitlarin yaninda yazma goérevlerini de

icerecektir.
6) Ogrenciler birbirlerinin 6édevlerini inceleyeceklerdir.

Bu tez calismasinda ise, belli bir 6gretim yéonteminin etkililiinden ¢ok, 6grencilerin
kanitlama deneyimi yasamalarina ve etkilesime dayali sinif ortamindaki kanitlama
sureglerinin gelisimi incelenmistir. Ogrencilerin, bu ortamdaki kanitlara yaklagimlari
ve akil yuratmeleriyle ilgili olarak elde edilen sonuglar dogrultusunda, gergek

siniflarda uygulanabilecek 6nerilerde bulunulmustur.

2.5. Matematik Egitiminde Duyussal Alan ve Kavramsal Cergeve

Schoenfeld (1982), g6zledigimiz anlasilabilir biligsel eylemlerin, genellikle bilingli
veya bilingsizce sahip oldugumuz bazi inanglarimizin sonucu oldugunu ileri
surmektedir. Bu inanclari; gorevle, gorevin yer aldigi sosyal cevreyle, problemi
¢Ozen bireyin kendisine, goreve ve gevreyle iliskisine yonelik algisiyla ilgili inanglar
olarak belirtmis ve davraniglarin bunlar 1g1ginda yorumlanmasi gerektigini iddia
etmigstir. Schoenfeld (1982)'e gdre, 6grencilerin davraniglarina iliskin en fazla bilgi
inan¢ sistemleri duzeyinde elde edilebilir ve o6grencilerin eylemleri, problem
cozerken kullanilan yola ve kanitin problem ¢ozmedeki rolu ile ilgili inanglarina
gore sekillendiginden, 6grencilerin problem ¢ézme performanslari sadece biligsel

acgidan degil, inanglar dizeyinde duyussal agidan da incelenmelidir.

McLeod (1992) matematik egitiminde duyussal konularla ilgili ¢alismalardan yola
citkarak, duyussal alani inanglar, tutumlar ve duygular olarak Uge ayirmigtir.
Tutumlarin ve inanglarin genellikle sabit ama duygularin degisken olduklarini ve
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bu Ucundn biligsel yonlerinin oldugunu ancak duygularin uzun surede olusan
inanglar ve tutumlara gbére daha az bilissel olup aniden ortaya c¢ikip yok
olabileceklerini  belirtmistir. McLeod (1992)Ya gb6re, matematik egitimi
arastirmalarinda Uzerinde fazla durulmayan duyussal alana yonelik ¢alismalarin,
biligsel calismalarla butunlestiriimesi hem bilissel hem duyusgsal alana katkida
bulunacaktir. Duyussal alanla ilgili arastirmalarin, biligsel alanla ilgili aragtirmacilari
etkileyebilmesi ve bu alandaki bilgilerin 6gretimde etkili olmasi ancak duyussal ve
bilissel arastirmalarin batlnlestiriimesi ile olabilecektir. McLeod (1992) 6grenme ve
ogretmedeki duyussal etkenlerin sosyal baglamdan etkilenecegini ve bu etkenlerin
ortaya cikariimasi icin klinik gorugmeler, ayrintili gozlemlerle yapilacak
calismalarin daha derinlemesine anlamay! saglamada 6énemli olabilecegini ifade

etmistir.

Matematik egitiminde duyussal alanla ilgili ¢alismalar yapan arastirmacilardan
Goldin (2000) de, duygularin, basari ve basarisizligin nedeni olan yeterlilikler
uzerindeki etkisine dikkati cekmig ve bireylerin matematik yapmalari sirasinda,
duyussal sistemin bilissel sistemin merkezinde oldugunu vurgulamistir. Goldin
(2000), matematiksel problem ¢b6zme yetkinligi igin bir model dnermis ve bu
modelde duyussal gosterim sistemi ile bilissel gosterimi birlestirmistir. Modelindeki
duyussal gosterim sistemini, uzun surede olusan ve genellikle sabit duyussal
Ozelliklere degil, problem ¢dzme surecinde hizla degisebilen yerel duyusa yani
kisinin duygusal durumuna yonelik olarak olusturmustur. Bu modele gore, problem
¢6zme surecinde kisinin duygusal durumu, biri olumlu biri olumsuz sonuca goétiren
iki farkh yoldan ilerleyebilir ve problem ¢o6zicl, duygusal durumuna gore planlama
yaparak bulugsal stratejilerini segebilir. Goldin (2000), problem ¢bzme surecinde
kisinin duyussal durumu ile bulugsal stratejileri kullanmasinin etkilesimini Sekil

2.2’deki modelde gdstermistir.
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Bu modele gore hislerin baslangici meraktir ve eger problem, ¢bzecek kisi igin
yeterince derinlige sahipse bunu bilinmezlik (puzzlement) hissi takip eder. Bu
hissin olumsuz bir ¢gagrisimi yoktur ama onu takip eden saskinlik (bewilderment),
problemle ilgili kafa karisikligi ve ipin ucunu kagirma hissi gibi, uyumsuzluk igceren
olumsuz bir duygu olabilir. Okullardaki problem ¢ézme etkinligi bazen bu asamada
durur ve 6gretmen yonerge vermek icin araya girer. Buna ragmen, problem ¢dézme
bagimsiz olarak devam ederse, surecgte algilanan yetersizlik, olumsuz duyusun
daha guglu ve daha belirgin hale geldigi hiisran (frustration) ile sonuglanir. Ancak
hala problem ¢o6zicuyu olumlu duyusun baskin oldugu siraya goéturebilecek yeni
bir yaklasim olasihgi vardir. Tesviki (encouragement), problemin ¢ézilmeye
baglamasiyla birlikte memnuniyet (pleasure), kavramanin gerceklesmesi ile gurur
(elation), problemin iyi ¢ézlulmis olmasi hissi ve gergeklesen 6grenmeyle tatmin
(satisfaction) takip eder (Goldin, 2000).

Bir baska durum da c¢b6zimlenemeyen hiasranin, kaygiya (anxiety) yol
acabilmesidir. Ozellikle problemi c¢dzmedeki basarisizigin olumsuzluklarla
sonuglanacagi dusuncesi, dissal kaynakli (6gretmenin onaylamamasi veya dusuk
puan) ya da tamamen i¢sel olan kotl sonuglar, buna neden olabilir. Bu sekilde
negatif duyusun gelismesiyle, korku (fear) ve umutsuzlukla (despair) karsilasilir.
Goldin (2000) problem ¢6zme surecindeki duygusal durumlari ve etkilesimlerini, su

sekilde acgiklamistir:

Merak: Merak duygusu, uygulamaya donuk (ulasilacak hedefi bazi baska amaglar
icin kullanma istegi) veya otoriteye dayali (6gretmenin ydnergelerini takip etme
gerekliligi veya bir sinavi gegme) olan, diger olasi giduleyicilerle karsittir. Merakin
olmadigi diger guduleyiciler, kiside daha ¢ok hedef odakli ve algoritmik suregler
ortaya c¢ikarabilir. Merak duygusu, kisiyi aciklayici ve problemi tanimlayici bulugsal
stratejilere yonlendirir ve durumu sorgulama, oruntlyu genellestirmeye calisma,

yeni amaglar yaratma, problemler Gretme gibi sonuglara neden olabilir.

Bilinmezlik: Bilinmezlik duygusu, beklenmeyen bir gercek, ¢elisen bir bilgi ya da
yanitlanmayan bir soruyu yanitlama ihtiyaci durumunu kodlayabilir. Bu duygu
yetkin bir problem ¢o6ziclude 6zel durumlari deneme, daha basit bir problemi

dusunme, sekil cizme gibi stratejileri harekete gecirebilir. Bu tlr belli bulugsal
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sureclerin kullaniimasi, problemi daha iyi anlamay1 saglar ve problem ¢6zucuyu

cesaret hatta gurur durumuna tagiyarak bu duygunun etkisini yatistirir.

Saskinlik: Bu durum, problemde nasil ilerlenecedinin ¢ézumlenmemis yonlerini
belirtebilir ve problemi anlamadaki bazi yanlislari ya da daha 6zel olarak problem
durumla ilgili kiginin sahip oldugu gorsel temsilinin yetersizligini kodlayabilir.
Saskinlik, bilinmezlik duygusunda oldugu gibi problemi anlamak i¢in daha ileri
bulugsal stratejileri ya da bir algoritmanin kullaniimasi gibi eski ve guvenilir

problem ¢ézme yontemlerini harekete gecirebilir.

Hiisran: Hevesin kirilmasi ve hisran, ilerleyememe durumunu kodlar ve bu hisler,
surecin tekrar tekrar denenmesi sonucunda, bagari elde edilememesini veya ¢ok
az yeni anlama olusmasini akla getirir. Buna ragmen htsran, olumsuz bir problem
¢ozme ciktisi olmayabilir ve yeniden baglama, yeni bir yaklagima yol agma, daha
basit bir problemi deneme gibi kullanigh birgok bulugsal surecin harekete

gegmesine yol agabilir.

Kaygi, korku ve umutsuzluk: Husrandan bu durumlara gegilmesiyle can sikici
duyus, bulussal stratejileri harekete gecirmeye devam edebilir. Olumsuz duygular
yasayan Kisi rahatsiz edici durumdan kurtulmak ve kaygiyl azaltmak igin otoriteye
dayali problem ¢dzmeye ydnelebilir, istenilen yaniti tahmin etmeye calisabilir ve
ezbere aciktir. Bu noktada yardim edilirse ogrenci matematigi anlamayi
umursamadan gosterilen proseduru taklit etmeyi secebilir. Bu duygusal durumda
Kisi, problem ¢dzmeden kacinma veya yetersizlikleri kendine yUkleme gibi guglu
savunma mekanizmalari geligtirebilir. Kisi akil yurutmeden, bir yanit tahmininde
bulunabilir ve tahmini agiklamasi istendiginde, islem veya tahmin yanlis olmali diye
dusunup baska bir yanit onerir.

Tesvik ve memnuniyet: Kismi basariyl takip eden tesvik, basarili ydontemin
uygulanmasina devam edilmesine ve kararhligin yenilenmesine yol agabilir. Tesvik
hissi, yontem calistikca memnuniyete donusur ve basarili olan yodntem, bir

otoritenin degil, problemi ¢6zen kiginin kendi yontemiyse memnuniyet artar.

Gurur ve tatmin: Gurur duygusu ilerlemeyi ya da ilerleme kaydedildigi inancini
kodlayabilir ve gurura yol agan yeni biligsel gdsterimler yardimiyla geriye donuk

ugrasarak, problemi bastan inceleyerek yeni yorumlar arayan surecleri harekete
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gecgirmede etkili olabilir. Tatmin ise problemin ¢ézUmlenmesi gercegini, ¢ozim
surecinin geriye donuk olumlu degerlendirmesini ve/veya problem ¢bézicunun yeni

bir seyler ogrendigi hissini kodlayabilir.

Goldin (2000), kisinin problem ¢ézmede izleyecegdi yola badli olarak sonugta daha
genel ve kalicl, iyi veya kotu bir problem ¢ozicu olmasina yonelik inang, problem
sunuldugu zaman basarili veya basarisiz olacagina dair beklenti gibi benlik
kavramina iligkin yapilar olusturacagini belirtmistir. Bu yapilarin olumlu ya da
olumsuz olmasinin, surecin memnuniyet, gurur ve tatmin gibi olumlu ve istenen ya
da kaygl, korku ve umutsuzluk gibi istenmeyen, olumsuz duyussal durumlarla

sonuglanmasini etkileyecegini 6ne surmusgtur.

Weber (2008) calismasinda, Goldin’in  tanimlarindan hisran, tesvik ve
memnuniyet, kaygl ve umutsuzluk durumlarini ele almis ve duyugsal durumun, bir
ogrencinin reel analiz dersindeki basari veya basarisizliginda nasil bir yol
oynadigini gostermistir. Bu calismada, gbzlenen 6grencinin yasadigi korku ve
kaygl, ezbere yonelmesine ve dersle ilgili materyallerle ugrasmaktan kaginmasina
yol acmig; kuguk kazanimlarinin yarattigi memnuniyet ve tesvik de daha c¢ok

¢alismasi igin gudulemistir.

Selden vd. (2008c), matematik egitiminde duyussal faktorlerle ilgili tartismalarin,
duygusal olmayan biligssel hisleri (non-emotional cognitive feelings) icine alacak
bicimde genisletiimesi gerektigini savunmuslardir. Selden vd. (2008b) duyusun,
inanglar, degerler, tutumlar, duygular ve hisler olarak bes temel yoni oldugunu
kabul etmig ve bunlarin biligle ilgili bilgi saglayabileceklerini belirtmislerdir.
Duygular ile hislerin, birinin daha genel, digerinin daha 6zel olmasi bakimindan
ayri olduklarini; duygularin fiziksel olarak somutlasabilecegini ancak hislerin
zihinsel durumlar oldugunu kabul etmiglerdir. Selden vd. (2008c) duygusal
olmayan biligsel hisleri, mesela kanit olustururken dogru yolda olma hissi, biligsel
surecin bir parcasi olarak gormus ve bunlarin kanitlama sureciyle etkilesimini

incelemiglerdir.

Selden vd. (2008a) kalici zihinsel yapi olarak tanimladiklari davranigsal semalari,
kanitlama surecindeki durumlari zihinsel eylemlere baglayan prosedurel bilginin bir

cesidi olarak aciklamis ve tekrarlanan benzer kanit yazma deneyimleri ile
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edinilebileceklerini ifade etmiglerdir. Hislerin bu davranigsal semalarin
uygulanmasi ile iligkilerini incelemis, bu iliskinin daha ayrintih arastiriimasinin
ogrencilerin teoremleri kanitlamayi 6grenmelerine yardimci olmada faydali

olacagini belirtmislerdir (Selden et al., 2008b).

Goruldagu gibi calismalar, matematik 6grenme ve 6gretmede duyussal etkenlerin
Oonemini, arastirmalarda duyusgsal alana iligkin konularin da ele alinmasi gerektigini
vurgulamaktadir. Ozellikle son yillarda duyussal konularin, kanitlara yaklasim ve
kanitlama sureciyle iligkisini ortaya c¢ikarmaya yonelik arastirmalarda bir artig
g6zlenmektedir. Bu arastirmalardan elde edilen sonuglara gore, duyussal
etkenlerin  kanit  6gretimine  nasil  katki  saglayacaginin  belirlenmesi
amaclanmaktadir. Bu tez calismasinin da bu alana katki saglayacagi
dusundlmektedir. Calismada, gorisme, gozlem ve video kayitlarindan elde edilen
verilerin duyussal boyuta yonelik analizlerinde, Goldin (2000)’in 6nerdigi model ve

yapilar temel alinmistir.

2.6. Grup Calismalari ve Sosyal Etkilesim

Sosyal etkilesimin matematik 6drenme ve Ogretme surecine katkisi, sinif
ortaminda etkilesimin nasil saglanacadi arastirmacilarin  yanit aradigi
sorulardandir. Vygotsky, sosyal etkilesimlerin gucunu vurgulamis ve dgrencilerin
daha yetkin bir akranla calismalari durumunda, 6grenmenin ve sosyo-bilissel
gelisimin saglanacagini éne surmustir (César, 1998). Vygotsky’'nin tanimladigi
yakinsal gelisim alani, kisinin bagimsiz problem ¢6zmesiyle belirlenen gergek
gelisimsel duzeyi ile bir yetigkin rehberliginde ya da daha yetkin bir akranla
isbirligiyle problem ¢6zerek ¢ikabilecedi potansiyel gelisim dlizeyi arasindaki farktir
(Powell, 2006). Ancak yapilan galigmalarda, akran etkilesimlerinin sanildigindan
daha guclu oldugu ve etkilesime giren 6grencilerden birinin daha yetkin olmamasi
durumunda bile etkili olabildigi (César, 1998); oOzellikle kiguk grup tartismasi
seklindeki etkilesimlerin birgok 6grenme firsati sundugu belirtiimektedir (Yackel et
al.,1991; Cobb & Whitenack, 1996; Weber et al., 2008). Powell (2006)In
calismasinda, ogrencilerin tartismalar sirasinda, birinin yetkin oldugu kavram ve
konularin o6tesine gegebilecekleri, biri digerine destekleyici olmadan ortaklasa
fikirler Uretme ve akil ydratmeyi igeren etkilesimlerle tartisan o6grencilerden

herhangi birine atfedilemeyecek UrUnler ortaya ¢ikabilecedi vurgulanmig ve sosyal
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olarak ortaya c¢ikan bilis kavramina isaret edilmistir. Ogrencilere, etkilesimli
ortamlarin nasil saglanabilecegi ve tartismalarin hangi kapsamda gergekleseceqi,

arastirilmasi gereken konulardandir.

Tartismalar, 6grencilerin fikirlerini test etmelerine, digerlerinin fikirlerini duyup
bunlari  butunlestirmelerine, dusunduklerini sb6ze ddkmelerine ve anahtar
kavramlarin daha derin anlamalarini olusturmalarina olanak vermektedir
(McCrone, 2005). Kuguk gruplardaki tartismalar, &drencilerin sadece bilgi
kazanmalarini saglamakla kalmayip, tutumlarini degistirmelerinde ve yeni
davraniglar kazanmalarinda da etkili olabilmektedir (Huber, 2003). Akran
gruplariyla etkilesim, o6grencilerin matematige karsi olumlu tutum kazanmalarini
desteklemekte, performanslarini arttirmalarini saglayarak okul basarisini tesvik
etmektedir (César, 1998).

Matematik dgretiminde sosyal etkilesim ve grup tartismalarinin 6grenmeye katkisi
ile ilgili caligsmalarin yaninda son yillarda, kanit o6gretiminde etkilesim ve
tartismanin nasil kullanilabilecegi, arastirmalarin konusu olmaya baglamistir.
Kanitin sosyal boyutu olan bir kavram olmasi (Weber, 2003; 2005; Harel &
Sowder, 2007; Heinze & Reiss, 2009), kanit 6grenme ve Ogretmeyi sosyal bir
sure¢ olarak anlamanin gerekliligini ortaya ¢ikarmaktadir (Blanton et al., 2009).
Kanitlama strecinde, tartismalarin yarattigi 6grenme firsatlarini inceleyen Weber
vd. (2008), grup tartismalarinin, 6grencilerin iddialarini ve bir argimanin dogru
olup olmadigina karar verirken kullandiklar kriterleri net bir bicimde ifade
etmelerini gerektirecegi icin, 6grenmeyi kolaylastirabilecegini ileri surmuslerdir.
Calismalarinda, dégrencilerin birbirlerini agiklama yapmaya davet etmelerinin, belli
bir argumantasyon yonteminin uygun olup olmadigini tartismalari konusunda
onlari tesvik ettigini ve akil yuratmeleri uygunsa dogrulamalarini, yanhgsa bunu

duzeltmelerini saglayacak ortamlar yarattigini belirtmiglerdir.

Ogrencilere kanitlarla ugrasma firsatinin veriimedigi ortamlarda, 6gretmenin hazir
kanitlari sunmasi seklinde yapilan ogretimin etkili olmadigi, 6grencilerin kanitlar
anlamalarina ve kanitlama becerilerinin gelismesine katki saglamadigi yapilan
birgcok ¢alismada vurgulanmaktadir (Alibert & Thomas, 1991; Ferrari, 2004; Selden
& Selden, 2009). Bu sekildeki 6gretimin sonucu olarak ogrenciler, matematigi

ezberlenmesi gereken kurallarin ve sinavlarda belli tipteki problemleri ¢ozmede
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kullanilan prosedurlerin toplami olarak gormekte ve matematik, 6gretmenin
yaptiklarinin taklit edilmesine donusmektedir (Jones,1997; Crawford et al., 1994;
Lithner, 1998; 2000; Alcock & Simpson, 2005; Kannemeyer, 2005; Vinner, 2007)
Ancak arastirmalar, ogrencilerin kanitlama becerilerinin gelismesi ve kanit
yazmayi 6grenmeleri i¢in onlara derslerde, kanit olusturma ve kanitlama deneyimi
yasama sansi verilmesi gerektigini vurgulamaktadir (Mahavier, 1999; Knapp,
2005). Ogrencilerde kanitlama becerisinin gelismesinde, 6gretmen tarafindan
yonetilen sosyal etkilesimin, kanitla ilgili yeni kurallar 6grenmede hizlandirici etki
yapacag! (Almeida, 2001), matematiksel gelisme surecinde etkilesimin katalizor
olarak gorulebilecegdi ifade edilmektedir (Cobb & Yackel, 1996). Harel vd. (2006)
de, kanit 6gretimi icin yapilacak calismalarda 6grencilerin kanit olusturmayla
ugrasmalarini saglamak ve bu slrecte onlara Sokratik tarzda sorular sormak gibi
bir yaklagim dnermisler ve birka¢ sinif bulusmasinda gruplarin galismalarinin
kaydedilip 6grencilerin baslangigtaki ve sonraki kanit olusturma girisimleri

arasindaki iligkinin ve mudahalenin etkisinin incelenebilecegini belirtmisledir.

Butun bu arastirmalarin dikkat ¢ektigi durumlar ve ortaya cikardiklari sonugclar
temel alinarak, bu arastirmada 6gretme deneyinin 6dretme olaylari bolimunu
olusturan sinif c¢alismalar, arastirmaci/6gretmen gozetiminde dgrencilerin
kanitlarla ugrastiklari, kanitlama deneyimi yasadiklari ve birbirleriyle tartisarak

sosyal etkilesimde bulunduklari bir ortamda gercgeklestirilmigtir.

3. YONTEM
Bu boélumde arastirma yontemi, arastirmanin katilimcilari, verilerin toplanmasi ve
verilerin analizi ile ilgili bilgiler verilecektir. Calisma nitel olarak tasarlanmis ve

verilerin toplanmasi ve analiz edilmesi sureglerinde nitel yontemler kullaniimistir.

Nitel arastirmalar, bireylerin davraniglarinin nedenlerini, nasil dugsunduklerini,
sure¢ boyunca dusunce ve davraniglarinin nasil sekillendigini incelemede nicel
arastirmalara goére daha fazla firsat sunmaktadir. Cunkd nitel yodntemler,
arastirmacinin olgulari degistirmeye calismadan dogal ortaminda inceleyerek,
konulari derinlemesine ve ayrintilariyla ¢alismasini kolaylastirmaktadir (Patton,
2002).
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Bogdan ve Biklen (1982) nitel arastirmalarin bes temel 6zelligini su sekilde

aciklamislardir:

1)

2)

3)

4)

5)

Nitel aragtirmalarda dogal ortam dogrudan veri kaynagidir ve aragtirmaci
anahtar enstrimandir. Arastirmaci baglamla ilgilendigi i¢in ¢caligmak amaciyla
ortamda bulunur ve topladidi verileri baglam icerisinde degerlendirir. Mesela
nitel arastirmacilar i¢in siniftaki etkilesimin kaydedilmesiyle veya gorusmelerle

toplanan veriler, i¢cinde gergeklestigi ortamdan 6nemli élglide etkilenmektedir.

Nitel aragtirma betimleyicidir. Veriler sayilar seklinde degil soézcukler ve
resimlerle toplanir. Aragtirmanin yazili sonuglari, sunumu tanimlamaya ve

desteklemeye yonelik olarak, verilerden yapilan dogrudan alintilari igerir.

Nitel arastirmacilar ¢iktilar ve lUrinlerle ugrasmak yerine slregle meggul
olurlar. Egitim aragtirmalarinda bu durum, o6grencilerin ortaya c¢ikardiklari
arinlerden c¢ok, dusluncelerini ve davraniglarini agiklamaya ve bunlari
olusturan etkenleri tanimlamaya yodnelik olarak surecin incelenmesi olarak

dusunulebilir.

Nitel arastirmacilar verilerini tiimevarimsal olarak analiz etme egilimindedirler.
Nitel arastirmalarda, c¢alismaya baslamadan Once belirlenen hipotezleri
kanitlamaya veya c¢urutmeye yonelik veri ya da delil toplanmaz. Nitel aragtirma
surecinde caligma, veri toplama surecinde katilimcilarla zaman gecirdikten
sonra tam olarak sekillenir. Bu sureg, bilinen bir resmin pargalarini birlestirmek
seklinde degil, veriler toplanip parcalar denendikge ortaya ¢ikan bir resmin

olusturulmasi gibidir.

Anlam nitel yaklagimin temel ugrasidir. Nitel arastirmacilar, katilimcilarin bakis
acllarini  ve deneyimlerini nasil degerlendirdiklerini onemserler, onlarin

soylediklerinin ne anlama geldigini yorumlamaya caligirlar.

Nitel calismalarda nesnellikten ¢ok bakis agisi 6n plana ¢ikmaktadir (Yildirnm ve

Simsek, 2006). Bu bakimdan ele alindiginda, arastirmada sonuglardan c¢ok,

surecin tum degiskenler ve bunlar arasindaki iligkiler temel alinarak ayrintilariyla

betimlenmesi onem kazanmaktadir.
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Peshkin (1993) de nitel arastirmalarin ¢iktilarinin dort kategoriye ayrilabilecegini
belirtmis ve bunlari betimleme, yorumlama, dogrulama ve degerlendirme olarak
aciklamistir. Bu kategorilerden en ¢ok betimleme ve yorumlamaya vurgu yapmis
ve yorumlamanin sadece yeni kavramlar yaratmak olmadigini var olanlari da

incelemeyi icerdigini ifade etmigtir.

Bu calismada da, dgrencilerin kanitlama suregleri bilissel ve duyussal boyutlariyla
ele alinmig, sosyal etkilesimin ve ogrencilerin kanitlama deneyimi yasamalarinin
saglandig! bir ortamda, kanitlama becerilerinin ve kanitlara yaklasimlarinin nasil
degisme gosterdigi ayrintili bir sekilde incelenmis ve yorumlanmaya c¢aligiimigtir.
Bu nedenle arastirma surecinde, calismanin amacina ve arastirma sorularinin
yanitlanmasina uygun oldugu dusunutlen nitel yontemler benimsenmis ve
matematik egitimi arastirmalarinda son yillarda siklikla kullanilan 63retme deneyi

yontemi uygulanmigtir.

3.1. Ogretme Deneyi

Ogretme deneyi ydntemi, matematik egitimcisi Steffe tarafindan, Piaget’in klinik
gorismelerinden yola cikarak gelistirilmistir (Steffe, 1983; Steffe & D’Ambrosio,
1996). Ogretme deneyi, 6grencilerin matematik bilgilerini etkileme yollari ve
araglariyla deney yapmayi igerdiginden klinik gérismeden daha fazla sey ifade
etmektedir (Steffe & Thompson, 2000). Klinik goérismeler, égrencilerin mevcut
bilgilerini anlamayi amaclar, 6gretme deneyi ise oOgrencilerin slre¢ boyunca
ilerlemelerini anlamaya yoneliktir (Steffe &Thompson, 2000). Ogretme deneyi, bir
dizi 6gretme olayl ve uzun sureli gérismelerden olusur (Cobb & Steffe, 1983).
Ogretme olaylari, 6gretmen/arastirmaci, incelenen dgrenciler ve 6gJretme olayi
suresince yapilan kayitlari igerir ve bu kayitlar 6gretme deneyinin gegmise donuk
analizinin yapilmasinda kullanilir (Steffe & Thompson,2000).

Cobb ve Steffe (1983)e goére, Ogrencilerin matematiksel bilgiyi olusturma
siireglerini kesfetmek, 6gretimi de icermelidir. Ogretme deneyinde arastirmaci ayni
zamanda ogretmendir ve 6gretmen/arastirmaci ile katilimcilar arasinda uzun sureli
etkilesim s6z konusudur. Arastirmaci ve o6gretmen arasindaki tek fark, ogretme
deneyinde, arastirmacinin daha az sayida 6grenci ile etkilesime girmesi ve onlarin
davraniglarini anlamak igin daha ¢ok zamani ve firsati olmasidir (Cobb & Steffe,
1983).
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Ogretme deneyindeki 6gretme etkinlikleri, 6grencilerle etkilesim baglaminda
gerceklesir. Ogrencilere, nasil davranilacagi ve nasil soru sorulacagindaki ince
ayrintilar, bir 6gretme deneyi ylritmede en 6énemli konulardir. Ogretme olayinda
klinik gériismede oldugu gibi odak noktasi égrencilerin akil yiritmesidir. Ogretme
deneyindeki 6gretme, arastirmacinin, 6grencilerin matematiksel dusinmelerini ve
dugsunmelerindeki degisiklikleri 6grenmesinin 6nemli oldugu bir bilimsel inceleme
yontemi gibi dusinulebilir (Steffe & Thompson, 2000). Ogretmen/arastirmacinin
amaci hi¢bir zaman ogrencilere tek bir problemin ¢ozumunu o6gretmek degildir,
buna ragmen 6grencilere, onlar i¢in problem olabilecek durumlar sunulur. Burada
onemli olan &grencilerin semalari nasil 6zumsediklerini ve bu semalarin,
ogrencilerin matematiksel aktiviteleri sonucunda nasil degisebildigini anlamaktir
(Steffe & Thompson, 2000).

Ogretme deneyleri bir veya birden fazla 6grenci ile gerceklestirilebilir (Brown,
2003). Birden fazla 6grenci ile gerceklestirilen 6gretme deneyleri sinif ortaminin
taklit edilmesi gibidir (Engelhardt et al., 2004). Bir 6drenci ile gerceklestirilen
ogretme deneyleri, oOncelikle egitimsel degisiklikleri degil, o6grencinin nasil
dgrendigini amaclamaktadir. Ogretme deneyleri, égretmenlere 6gretime iliskin
Oneriler sunmak amaciyla, arastirmacinin bir sureligine 6gretim sorumlulugunu
aldigi daha uretken sinif ortamlarinin olusturulmasi seklinde olan sinif 6gretme
deneylerine déntsmdustir (Gravemeijer & Cobb, 2006). Bu tir 6gretme deneyi
calismalarinda veriler genelde niteldir ve klinik gérismeler, gézlemler, 6gretme
olaylarinin kayitlari bu nitel verileri olusturur (Knuth & Eliot, 1997). Matematik
egitiminde son yillarda, yontemlerde anketlere dayali nicel sonuglar tartigan
aragtirmalarin azaldigi ve ogretme deneylerine yonelik nitel analizlerin arttigi
gorulmektedir (Mariotti, 2006).

Bu arastirmada da Ogretme deneyi yontemi uygulanmig, veriler galismanin
basinda ve sonunda gercgeklestirilen bireysel goérusmeler ve 6gdretme olaylari
suresince yapilan kayitlarla toplanmigtir. Calismadaki 6gretme deneyinde,
dgrencilere yeni bir kavram &gretiimemistir. Ogretme olaylar siresince, aktif
olduklari bir sinif ortaminda, birbirleriyle etkilesimin kanitlama sureclerini ve

kanitlara yaklagimlarini bilissel ve duyussal yénden nasil etkiledigi incelenmistir.
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3.2. Katilimcilar

Calisma, Ankara’daki bir devlet Universitesinin Ortadgretim Fen ve Matematik
Alanlar Egitimi Boluma Matematik Egitimi Anabilim Dal’'nda, 2008-2009 6gretim
yili bahar déneminde, dérdiincl sinif égrencileriyle gergeklestirilmistir. Ogrencilerin
ogrenimlerinin 3,5 yilini tamamlamig, dolayisiyla matematikle ilgili alan derslerini
almisg ve alan egitimi derslerine devam etmekte olan 6gretmen adaylari olmasina
dikkat edilmigtir. Katilimcilarin belirlenmesi amaciyla, 25 ogretmen adayina
arastirmaci tarafindan hazirlanmis olan 6lgme araci (Bkz. Ek.1) sinif ortaminda,
ders saati iginde uygulanmigtir. Calismanin, alan derslerini tamamlamig olduklar
icin, 4. siif ogrencileriyle yuratulmesi dusunulmistir. Bu nedenle yazili
uygulamaya katilan 3. ve 5. sinif 6grencileri elenmis, 4. sinifa devam etmekte olan
17 ogrenci arasindan altisi, 6lgme aracina verdikleri yanitlar ve arastirmacinin
gorugleri gdéz oOnunde bulundurularak, o6gretme deneyine katiimak Uzere

belirlenmistir.

Arastirmaci, ayni zamanda ogrencilerin devam etmekte oldugu bir dersin
sorumlusu oldugundan, 6grencileri tanimaktadir ve katilimcilarin, kendini ifade
edebilen ve galisma icin gonulli olacagl dusunulen 6grenciler olmasina dikkat
etmigtir. Calisma, ders saatleri disinda gercgeklestirildiginden, surekliligin ve
ogrencilerin aktif katiliminin saglanmasi acgisindan gonulli olmalarina 6nem
verilmistir. Ayrica yurutulecek 6gretme deneyindeki sinif calismalarinda, heterojen
gruplarin olusturulmasi planlandigindan olgme aracina verdikleri yanitlara goére
matematiksel kanitla ilgili farkli bilgi ve beceri duzeyindeki 6grenciler secilmistir.
Uygulanan dlgme araci farkli tlirde sorular icerdiginden 6grencilerin dogrudan bir
siralamasi yapilmamis ancak verdikleri yanitlara gore genel bir degerlendirme
yapilmigtir. Bu degerlendirmeye gore, kanit yontemlerini tanidigi ve mantiksal
sorulari yanitladigi halde gegerli kanitlar olusturamayan, gecerli kanitlar olusturan
ancak mantik bilgisine ve kanit yontemlerine iliskin sorulara tutarsiz yanitlar veren,
sorularin bayuk kismini yanhs yanitlayan veya sorulara genel olarak dogru yanitlar
veren ogrenciler belirlenmigtir. Alan yazindaki arastirmalarin (Selden & Selden,
2007b) 6nerileri g6z dntinde bulundurularak ve nitel verilerin analizindeki zorluklar
dusundlerek calisma alti katihmciyla sinirlandiriimistir. Katilimcilarin ¢alismanin
gerceklestirildigi donemdeki genel akademik ortalamalari ve kanitla ne zaman
karsilagtiklari bilgisi Cizelge 3.1'de yer almaktadir.
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Cizelge 3.1. Katilimcilara iliskin bilgiler

Katilimci Akademik ortalama Kanitla ilk
(Rumuz) (4 Gizerinden) karsilagsma
Emre 2.19 Universite
Pelin 2.33 Universite
Veli 2.97 Universite
Derya 3.20 Lise
Cem 3.40 Lise
Melis 3.07 Universite

3.3. Verilerin Toplanmasi

Arastirmanin verilerini, galismanin baginda yazili olarak uygulanan olgme aracina
ogrencilerin verdikleri yanitlar, 6gretme deneyinin o0gretme olaylari bolumunu
olusturan sinif galismalariyla, 6gretme olaylari 6ncesinde ve sonrasinda yapilan
bireysel gorismelerin ses ve video kayitlar, 6grencilerin ¢alisma kagitlari,
ogrencilerin galisma sonunda yazili olarak toplanan gorusleri ve arastirmacinin
gbzlem notlari olusturmaktadir. Veriler, yazili uygulama, birinci bireysel
gorusmeler, ikinci bireysel gorusmeler, 6gretme olaylari (sinif ¢galismalari) ve son

bireysel gorismeler seklindeki sirayla dort asamada toplanmistir.

Ogrencilerin  matematiksel etkinliklerini daha kapsamli incelemek, nasil
dusundukleri hakkinda dogru yargilya varmak icin cesitli veri kaynaklarindan
yararlanilmasi dnerilmektedir. Video kayitlarinin 6grencilerin yazili calismalari ile
desteklenmesi gerektigi (Pirie, 1996), gdzlemler, gérismeler ve 6gretme deneyleri
ile birlestirilebilecegi (Lesh & Lehrer, 2000) belirtiimektedir. Nitel arastirmalarda,
gorusme, gozlem ve dokiman analizi gibi farkh yontemlerle elde edilen verilerin
birbirlerini teyit amaciyla kullaniimasi inandiricihgr; farkh veri kaynaklari, farkh veri
toplama araclari ve analiz yontemleri kullanilarak yapilan gesitleme de sonuglarin
gecerligini ve guvenirligini arttirmaktadir (Yildinm ve $imsek, 2006). Bu
arastirmada da yazili dokimanlarla, gérusmelerle ve video kayitlariyla, farkli veri
toplama ydntemlerinden yararlanilarak veri cesitlemesi yapilmis ve calismanin

inandiricih@ini arttirmak, gecerlik ve gtvenirligi saglamak amaclanmistir.
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Ilk asamada, arastirmaci tarafindan hazirlanan “Matematiksel Kanitlari Anlama ve
Kanitlama Becerisini Olgme Araci” (Ek.1), calismanin katilimcilarini belirlemeye ve
ogrencilerin kanitla ilgili mevcut bilgi ve becerilerini ortaya g¢ikarmaya yonelik
olarak 25 6grenciye uygulanmistir. Olgme aracina verilen yanitlar ayrintili bir
sekilde incelenip degerlendirildikten sonra, farkh bilgi ve beceri duzeyindeki

gonulla altr 6grenci arastirma surecinde yer almigtir.

Olgme aracinin uygulanmasindan iki hafta sonra 6grencilerle birinci bireysel
gorusmeler yapilmistir. Bu ilk goérusmelerin ardindan ikinci bireysel goérusmeler
yapilmis ve sonrasinda 5 hafta boyunca suren sinif calismalari gerceklestirilmigtir.
Sinif c¢alismalarinin tamamlanmasindan sonra her 06grenciyle son bireysel
gorusmeler yapilmigtir. Verilerin hangi tarihlerde toplandigi ve her bir uygulamanin

ne kadar surede tamamlandigi Cizelge 3.2’de 6zetlenmistir.

Cizelge 3.2. Verilerin toplanma sureci

Veri Toplama Sireci Tarih Sire
Yazili Uygulama 3 Mart 2009 70-95 dk.
1. Bireysel Gértismeler 19-24 Mart 2009 24-63 dk.
2. Bireysel Gorusmeler 26-31 Mart 2009 24-55 dk.
1.Hafta Sinif Caligmasi 2 Nisan 2009 95 dk.
2.Hafta Sinif Calismasi 16 Nisan 2009 85 dk.
3.Hafta Sinif Calismasi 21 Nisan 2009 85 dk.

4. Hafta Sinif Caligmasi 30 Nisan 2009 90 dk.
5.Hafta Sinif Calismasi 7 Mayis 2009 95 dk.
Son Bireysel Goérugmeler | 12-20 Mayis 2009 21-90 dk.

Her bir katilimciyla yapilan bireysel gorusmeler, sire sinirlamasi yapiimadan
gerceklestirildiginden, katilimcinin durumuna gore farkh surelerde tamamlanmistir.

Katilimcilarin gériugsme sureleri Cizelge 3.3'de verilmektedir.
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Cizelge 3.3. Katilimcilarin bireysel gériisme sureleri

Emre Pelin Veli Derya | Cem Melis
1.Gorisme 57 dk. 59 dk. 56 dk. 63 dk. |40 dk. | 24 dk.
2.Gorigme 34 dk. 55 dk. 34 dk. 24 dk. | 42 dk. | 32 dk.
Son Goérusme | 90 dk. 90 dk. 57 dk. 46 dk. | 20 dk. | 23 dk.

3.3.1. Olgme aracinin hazirlanmasi ve uygulanmasi

Calismanin basinda ogrencilere, arastirmaci tarafindan hazirlanan ve g
bélimden olugan lgme araci yazili olarak uygulanmistir. Olgme aracinin birinci
béliminde 6grencilerin sinif, akademik ortalama gibi kisisel bilgileri sorulmus,
ayrica ogrenim gordukleri programdaki tum matematik derslerinin bir listesi
verilerek alip basarili olduklari dersleri belirtmeleri istenmistir. ikinci bélimde ise
“Matematiksel kanit size ne ifade ediyor?”, “Bildiginiz kanit yéntemlerini yaziniz ve
nasil uygulandiklarini kisaca aciklayiniz.”, “Kanit yapma ve kanitlari anlamada
glicliik yasiyor musunuz? Eger yasiyorsaniz bu guglikler nelerdir?” gseklinde
kanitla ilgili goruslerini ve kanit kavramlarini belirlemeye yonelik U¢ soru
sorulmustur. Uglincli bélimde ise ddrencilerin kanitlari anlamalarini ve kanitlama
becerilerini ortaya c¢ikarmaya yonelik 11 soru sorulmustur. Veri toplama
araclarindaki farkli tlrdeki gorevlerin, 6gretmen adaylarinin kanitlari anlamalarinin
ve kanitlama becerilerinin farkli yonlerini agiga c¢ikarmaya yardimci olacagi

dusuncesiyle 6lgme aracinda farkli tirdeki sorulara yer verilmigtir.

Sorularin hazirlanmasindan o6nce ilk olarak, bu alanda yapilmis olan calismalar
taranmig ve deneyimli Ogretim elemanlarinin gorugleri alinmistir.  Bunlarin
sonucunda, ogrencilerde kanitlarla ilgili olarak sik kargilasilan guglukler, kanitlari
anlama ve kanitlamada gerekli olan bazi temel beceriler belirlenmigtir. Verilen bir
onermede hipotez ve hukmu belirleme; dnermenin degilini, tersini, karsit tersini
bulma ve bunlarin dogruluk degerlerini belirleme; verilen kanitlarin gecerliligini
kontrol etme; olmayana ergi, karsit ters ile kanit ve dogrudan kanit yontemlerini
tanima ve kosullu 6nermeleri bu yontemleri kullanarak kanitlama, 6grencilerin
sahip olmasi beklenen becerilerdir. Sorular, verecekleri yanitlara gore, égrencilerin
bu becerilere sahip olup olmadiklarini belirleyecek ve varsa gugluklerini, yanlis
bilgilerini ortaya ¢lkaracak nitelikte olmasina dikkat edilerek hazirlanmis ve son
olarak, amaca uygunluklari ve kullanilan matematiksel dil bakimindan biri profesoér

ve ikisi yardimci dogent olmak Uzere alanda yetkin Ug¢ ogretim Uyesi tarafindan
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incelenmistir. Olgme araci ilk dnce, kullanilan dil bakimindan anlasilirhgi ve
sorularin yeterliligini belilemek tUzere 35 son sinif 6grencisine uygulanmig ve bu
uygulamanin sonucunda, bazi dizeltmeler yapilip ¢ soru daha eklenerek (12.,

13. ve 14. sorular) son seklini almigtir.

Olgme aracinin  Uglincl  bdliminde yer alan sorularin amaci asagida

aciklanmaktadir.

1. sorunun amaci, o6grencilerin, P = Q seklindeki bir ifadeyi kanitlamaya nasil
baslanabileceginin farkinda olup olmadiklarini yani bir kosullu O&nermeyi
kanittamada kullanilabilecek U¢ kanit yontemini taniyip tanimadiklarini
belirlemektir. Verilen segeneklerden sadece U¢ tanesi dogru olup her biri s6zu
edilen ydntemlerden birinin ilk adimina isaret etmektedir. Ogrencilerin dogrudan
kanit, olmayana ergi ve karsit ters ile kanit yontemlerinden her biri igin hipotezin

ne olmasi gerektigini belirlemeleri beklenmektedir.

2. soru, verilen bir kosullu énermenin kanitlanmasinda, U¢ kanit yontemine gore
hipotez ve hukmin belirlenmesine yonelik olarak o6grencilerin, 6nermenin
kanitinda neyin varsayilip neyin gosterilmesi gerektigini ayirt edip edemediklerini

belirlemek amaciyla sorulmustur.

3. soruda ogrencilerden, olmayana ergi yontemi ile yapiimig kaniti anlayip hangi
ifadeyi kanitladigini belirlemeleri yani verilen kanittan formel teorem ifadesini

olusturmalari beklenmektedir.

4. soruda, kanitlamanin mantiksal temelini olusturan, bir ifadenin degili, karsiti,
karsit tersi ve tersi olan ifadeleri belirleyebilme becerisinin Olclimesi

amaclanmigtir.

5. ve 6. sorularda, 6grencilere birer dnerme ve Uger alternatif kanit verilmistir.
Ogrencilerin verilen alternatif kanitlarin gegerliligini belirlemeleri beklenmektedir.
Bu sorularla, 6grencilerin Ug¢ kanit yontemini taniyip tanimadiklarinin ve bir kanitin

gecerliligini nasil degerlendirdiklerinin belirlenmesi amacglanmistir.

7., 8. ve 9.sorular, dgrencilerin U¢ kanit yontemini kullanarak kanit olusturma

becerilerini 6lgmeyi amaglamistir. Her sorudaki kosullu 6nerme igin belli bir kanit
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yontemine yonlendirme olmasi agisindan kanitin ilk adimi verilmis ve 6grencilerin

devamini getirmesi istenmigtir.

10. sorunun amaci, odrencilerin matematiksel kanitlama surecindeki akil
yurUtmelerini ortaya c¢ikarmak, izledikleri mantik zincirinin dayandigi temellerin
farkinda olup olmadiklarini belirlemektir. Bu amagla verilen bir Gnermenin kanitina
baslanmig, kanitlama sureci iki sutuna ayrilarak bir situna kanitin adimlarini diger
tarafa da bu adimlarin ve gegislerin gerekgelerini yazarak kaniti tamamlamalari

istenmistir.

11. soruda, 6grencilerden verilen bir kanitin dogrulugunu incelemeleri istenmigtir.
Kanittama becerisinin  yaninda, 0Ogrencilerin  kanitla ilgili anlamalarini
degerlendirmede, verilen bir kanitin gecerligini incelemek de onemli bir akil
yurutmedir. Bu soruda ogrencilerin dogrudan kanit yontemiyle yapilmis bir kaniti
degerlendirmeleri, teoremdeki kogullarin ve ilgili tanimlarin, kanitin hangi

asamasinda nasil kullanildigini fark etmeleri beklenmektedir.

12., 13. ve 14. sorularda, oOgrencilere U¢ Onerme verilerek bu Onermelerin
kanitlarini olusturmalari istenmistir. Herhangi bir ipucu ya da yonlendirme olmadan
ogrencilerin kanit olusturma sureclerinin degerlendiriimesi, varsa gugcluklerinin

belirlenmesi amaglanmaktadir.

3.3.2. On bireysel gériismeler

Ogrencilere 6lcme aracinin yazil olarak uygulanmasindan sonra kagitlar ayrintili
bir bicimde incelenmis ve calismanin katilimcisi olarak alti 6grenci belirlenerek
sinif g¢alismalari dncesinde gorusmeler yapilmistir.  Klinik goérusmelerde
ogrencilerin var olan bilgilerini ortaya ¢ikarmak amagclanir (Steffe & Thompson,
2000). Bu galismada da, 6gretme olaylari 6ncesinde, mevcut bilgi ve becerilerini
belilemeye yénelik olarak, 6grencilerle ikiser klinik gérisme yapilmistir. ik
gériismede amag, “Matematiksel Kanitlari Anlama ve Kanitlama Becerisini Olgme
Arac!” ile toplanan yazili verileri daha aciklayici hale getirmektir. Olgme aracinda
yer alan sorulara verilen yanitlari daha dogru yorumlamak i¢in 6grencilere, sorulari
yanitlarken nasil dusunduklerini agiga c¢ikarmaya yonelik sorular yoneltiimis ve
yanitlarinin nedenlerini agiklamalari istenmigtir. Bu goérismede o6grenciler, kendi

yanitlarini kontrol etmis ve kimi zaman hatalarini fark ederek duzeltmiglerdir.
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Ayrica U¢ kanit yontemini de igeren sorularl incelerken, bu yontemlerin
uygulanigini ve kanitlarin nasil yazildigini inceleme firsati da elde etmiglerdir. Bu

acgidan bu gorismeler 6grencilerin 6grenme surecine katkida bulunmustur.

ikinci goriisme iki bélimde gerceklesmistir. ik bélimde dgrencilere, alan egitimleri
suresince aldiklari matematik derslerinin islenigini, bu dersler kapsamindaki
matematiksel kanitlari ve Kisisel calisma bicimlerini nasil degerlendirdiklerini
belirlemeye yonelik sorular (Bkz. EK.2) sorulmustur. Bu sorularla, 6grencileri daha
iyi tanimak ve mevcut durumlarinda etkisi oldugu dusunulen, aldiklari matematik
derslerinin 6gretim seklini, matematiksel kanita yonelik goruslerini, bugtne kadarki
surecgte galisma bicimlerini ve bireysel ¢abalarini ortaya ¢gikarmak amaclanmigtir.
Ogrencilere bu bdlimde ayni sorular sorularak goriismeye baslanmis ancak
verdikleri yanitlara gdére ek sorular da ydneltilmistir. ikinci olarak, égrencilere iki
kosullu 6nerme (Bkz. EKk.3) verilerek, bu dnermeleri sesli digtunerek kanitlamalari

istenmistir.

3.3.3. Sinif galigmalarni

Gorusmelerin  sonucunda, o6grencilerin  mevcut durumlarinin belirlenmesinin
ardindan sinif ortaminda grup galismasi siirecine girilmistir. Ogretme deneyinin
ogretme olaylari bolumuni olugsturan sinif ¢alismalari igin, ilki deneme amacgli
olmak Uzere, bes hafta slreyle 6gdrencilerle haftada bir kere bir araya gelinmis ve
yaklagik 1,5 saat yani iki ders saati suresince galisiimigtir. Deneme amacli yapilan
¢alisma, égrencilerin slirece uyum saglamasi ve arastirmacinin 6gretme olaylarini

dizenlemesine yol gostermesi agisindan yararli olmustur.

Sinif galismalarinda 6égrencilere nadiren bireysel, agirlikli olarak gruplar halinde
cesitli kanit goérevleri verilmistir. Arastirmaci, her hafta igin belli bir konu
kapsaminda onermeleri ve onermelerde gecen tanimlari iceren calisma kagitlari
hazirlamistir. Ogrenciler 4. sinifa devam etmekte olduklari icin matematikle ilgili
alan derslerini almiglardir ve galigmada yer alan konulara yabanci degillerdir.
Ancak yine de ogrencilerin bilgi eksikliginden dolayi kanitlama guglugu gekmelerini

onlemek amaciyla konu ile ilgili gerekli tanimlar verilmigtir.

Ogretme olaylari boyunca, égrenciler, tek baslarina veya ikili, tclii heterojen

gruplar halinde 6nermeleri kanitlama; kanitlari sinifa sunma, birlikte tartisma ve
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acgiklamalar yapma; birbirlerine sorular sorma ve birbirlerini ikna etmeye c¢alisma
gibi kanittama deneyimi yasamalarina yonelik ve 6grenciler arasi etkilesimin on

planda oldugu etkinlikler gergeklegtirmislerdir.

Ogrencilerden, verilen kanit gorevlerini birlikte veya bireysel olarak yerine
getirmeleri, hem kendi dusuncelerini ve yazdiklarini hem de diger gruptakilerin
yaptiklarini degerlendirmeleri ve ortaya ¢ikan kanitlarin gegerli olup olmadigina
birlikte karar vermeleri beklenmistir. Ogrencilere siire sinirlamasi konulmamis,
ikna olduklari veya daha fazla ilerleyemeyeceklerini soyledikleri anda bir sonraki

Onermeye gecilmistir.

Ogretmen/arastirmaci, ogrencilerin alisik oldugu tarzdaki dégretmen modelinden
farkh olarak, sinifta otorite konumunda olmamis ve ders anlatmamistir.
Ogrencilere mimkiin oldugunca az midahalede bulunmus, sadece gerekli
gordugu durumlarda, ortaya atilan dusunceleri daha agik ve anlagilir hale getirmek
adina, sorular ve hatirlatmalarla &grencilere rehberlik etmeye c¢alismigtir.
Ogrencilerin ¢cikmaza girdikleri veya dnemli bir noktayr gdzden kagcirdiklari anlarda
“Tanimi tekrar hatirlayin isterseniz, Bakin arkadaginiz ne diyor, Siz ne
diusdnidyorsunuz?, Géstermeye calistigimiz neydi?, Yazilanlar yeterince acgik ve
ikna edici mi sizce?” gibi uyarilar ve sorularla daha dikkatli disunmelerini
saglamaya c¢alismis ancak hi¢bir zaman dogru veya yanlis gibi degerlendirmelerde

bulunmamisgtir.

Ogretme olaylari boyunca &gretmen/arastirmaci disinda kamera kaydini
gerceklestiren bir gdézlemci de sinifta bulunmustur. Grup tartismalarinin ve tim
sinifin ses ve video kayitlari ve o6grencilerin ¢alismalarinin bulundugu kagitlar

analiz edilmek Uzere alinmistir.

Sinif galismalari igin, bu alanda yapilmis olan arastirmalar incelenerek,
ogrencilerin kanitlama sureglerini ortaya g¢ikaracagi ve bu sitrece olumlu katkida
bulunacagi digunulen bir ortam hazirlanmistir. Calismalarda, 6grencilerin zorlayici
problemler Uzerinde birlikte calistiklari, ¢esitli stratejileri tartistiklari, gelisen fikirler
iddia ettikleri, gerekgelerini ve ¢ozumlerini birbirlerine ve tim sinifa sunduklari
ortamlarin, 6grencilerin bilgi ve yetkinliklerinin gelismesinde etkili oldugu kabul

edilmistir (Martino & Maher, 1999; Powell et al., 2003). Ogretmen/arastirmaci soru
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soran, dinleyen ve dogrudan oOgretim yapmadan o&grencilerin fikirlerini

acgiklamalarini kolaylastiran kigi rolunu Ustlenmigtir.

Grup tartismalarinin ve sosyal etkilesimin, matematik 6grenme surecine katkisi
glncel matematik egitimi konularindandir (Yackel et al., 1991; Sfard, 2001;
McCrone, 2005; Weber et al., 2008; Blanton et al., 2009). Ogrencilerin problemlere
¢ozumler urettigi, cozumlerini agiklayip gerekgelendirdikleri, digerlerinin ¢ézimunu
anlamaya calistiklari ve birbirlerine sorular sorup tartigtiklari sinif ortamlarinin
matematik 6grenmelerine katkida bulunacadi one surtlmektedir (Weber et al.,
2008).

Bu caligmada da, matematiksel kanitlama becerilerinin gelismesi icin, 6grencilerin
kanitlama deneyimi yagsadiklari, argimanlarini tartistiklari, kanit olusturduklari ve
kanitlarini birbirlerine acgiklayarak sunduklari sinif ortamlarinin etkili olabilecegi
dusundlerek, bunlarin saglandigi ve desteklendigi bir ortamda sinif ¢alismalari

yurattlmastar.

Selden ve Selden (2007b), 6grencilerin kanitlama becerilerini gelistirmeye yonelik
olarak dgrencilere tanimlari, kanitlanacak teorem ifadelerini iceren notlar dagitilip
kUguk gruplarda tartigmalarinin etkili bir 6gretim olabilecegini dnermis ve bu tur bir
derste iki kisilik GU¢ grup veya 3-4 Kkisilik iki grup seklinde c¢alismanin uygun

olabilecegini belirtmiglerdir.

Bu calismada da ogrencilere benzer sekilde hazirlanan ¢aligma kagitlari dagitilmis
ve ogrencilerin Gger Kisilik iki veya ikiser kisilik G¢ gruba ayrilabilecegi dusunulerek
alti katilimer yer almistir. Ogrenciler 6gretme olaylari boyunca iki grup halinde
caligsip daha sonra birlikte duguncelerini tartismiglardir. Ancak bazi durumlarda
ogrencilerin bireysel gelisimiyle ilgili olarak daha ayrintili bilgi elde etmek ve tek
baglarina kanitlama deneyimi yasamalarini saglamak amaciyla bireysel gorevier
de verilmistir. Ogrencilerin iki grup olarak ¢alistigi durumlarda her bir grubun

tartismasinin ayri ayri ses kaydi ve tum sinifin video kaydi alinmigtir.

3.3.4. Son bireysel goriismeler
Ogretme olaylari tamamlandiktan sonra, bes haftalik siirecin sonunda, dégrencilerin
her biriyle klinik gérisme yapilmistir. Bu gérismelerde 6grencilere, g¢alismanin

basinda uygulanan o6lgme aracinda bulunan ve 06n goérismelerde kullanilan
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onermelerden bazilari, ozellikle o6grencinin kanitlamada gugclik c¢ektigi veya
kanitlayamadig§i 6nermeler tekrar verilmistir. Ogrencilerden verilen dnermeleri sesli
dusunerek kanitlamaya caligmalari istenmistir. Arastirmaci kanitlama surecinde
ogrencilere mudahalede bulunmamig, sadece sessiz kaldiklari veya acgiklama
yapmadan vyazdiklari durumlarda dusuncelerini sesli ifade etmelerini ve
yazdiklarini agiklamalarini saglamak igin uyarilarda bulunmustur. Her 6grenciye
4-5 kosullu onerme tekrar verilmis ve gorugmenin tamami 6grencilerin yazdiklarina
odaklanilarak videoya kaydedilmigtir. Son olarak da &grencilerden, c¢alisma
surecini  olumlu-olumsuz yonleriyle ve kendilerine katkilari  agisindan
degerlendirmeleri istenmis ve bu degerlendirmeler de arastirmanin verileri olarak

incelenmigtir.

3.4. Verilerin Analizi

Ses ve video Kkayitlari, 6grencilerin c¢alisma kagitlari ve c¢alismaya iligkin
degerlendirme vyazilari, arastirmacinin c¢alisma suresince aldigi notlar,
arastirmanin  nitel verilerini  olusturmaktadir. Verilerin analizi sUrecinde,
dokUmanlar incelenmig, gorusme ve video kayitlarinin ¢ézumlemesi yapilmis,
toplanan tum verilerin karsilastirilmasi ve birbirini teyit etmesiyle sonuglar elde

edilmigtir.

Nitel arastirmalarda veri analizinde betimleme, analiz ve yorumlama suregleri on
plana ¢ikmaktadir. Betimleme, toplanan verilerin aragtirma problemine iligkin neler
soyledigini ya da hangi sonuglari ortaya koydugunun belirlenmesini; analiz,
dogrudan gorilemeyen ancak kavramsal kodlama veya siniflama yoluyla anlaml
iligkilerin ortaya c¢ikarilmasini; yorumlama ise verilerin anlamlarinin 6n planda
oldugu anlamlandirma surecini belitmektedir (Yildirm ve Simsek, 2006). Bu
calismada farkli veri tarleri bir arada degerlendiriimis, dogrudan alintilardan
yararlanilarak oncelikle 6grencilerin kanitlama sureglerinin betimlemesi yapiimistir.
Daha sonra ortaya ¢ikan sonuglar arastirmada kullanilan kavramsal gercevelere

gore analiz edilmig ve bulgular yorumlanmistir.

Verilerin analizinde, 6grencilere uygulanan olgme araci ile toplanan dokimanlar
arastirmaci tarafindan incelendikten sonra, yazil verilerden ¢ikarilan sonuglarin
teyit edilmesi ve 6grencilerin distinme bigimlerinin daha net ortaya cikariimasi

amaciyla yapilan goérigsmeler, arastirmaci tarafindan ¢éozumlenmigtir. Cozimleme,
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dgrencilerin sdylediklerinin yaziya aktariimasi seklinde yapilmigtir. Ogrencilerin
birebir goriusmelerinde, yazdiklarina odaklanilarak yapilan video kayitlari,
arastirmaci tarafindan dikkatle izlenmis; dokimanlar, video gdruntileri ve
dgrencilerin sdyledikleri birlikte incelenerek sonuglara ulagiimistir. Ogrencilerden
toplanan yazili dokimanlar ve yapilan bireysel gorusmeler, her bir 6grencinin
kanitlama surecinin, kanita yaklasimi ve kanitla ilgili guclukleri agisindan biligsel
ve duyussal yonleriyle betimlenmesinde kullaniimigtir. Bagta ve sonda yapilan
goriusmelerde yer alan ortak sorularla, d6grencilerin c¢alismadaki ilerlemesi

degerlendirilmigtir.

Sinif galismalarindaki video kayitlarinin ¢ézimlenip analiz edilmesinde Powell vd.
(2003) tarafindan o6nerilen analitik model temel alinmistir. Bu model, birbiriyle
etkilesimli ancak dogrusal olmayan yedi asamadan olusmaktadir. Modelin
asamalar arastirmacinin segimine bagh olarak farkli sekilde ilerleyebilir, bazi
asamalar atlanabilir ya da tim asamalar gergeklestirilse bile dongusel bigimde ileri

geri gidilebilir ve diger agsamalarda bazi duzenlemeler yapilabilir.
Bu asamalar:

1) Video verilerini dikkatlice inceleme: Bu asamada videonun igerigine asina

olmak amaciyla arastirmacilar, kayitlari birkag defa izler ve dinlerler.

2) Video verilerini betimleme: Arastirmaci kayitlardaki belli durumlari veya
etkinlikleri not alir, video igerigi ile ilgili zaman kodlu kisa tanimlar yazarlar. Bu
asamada 6nemli olan, tanimlamalarin gercekten betimleyici olmasi yorumlayici
veya cikarimsal olmamasidir. Amag, video kaydi betimlemelerini okuyan birinin
icerik hakkinda objektif bir fikre sahip olacagi sekilde, ayrintili haritasini

cizmektir.

3) Kritik olaylari belirleme: Video verileri betimlendikten sonra analizin diger
asamasi olan kayitlarin tekrar incelenmesi ve kritik olaylarin belirlenmesine
gegcilir. Bir olay, yaniti aranan belli arastirma sorulari ile iligkili ise Kritiktir.
Mesela, ogrencilerin matematiksel gerekceleme veya kanit olusturmalariyla
ugrasan bir arastirma sorusu igin, 6grenenin bir matematiksel agiklama veya

arguman sunmasi 6rnegi dnemli olabilir ve kritik olay olarak tanimlanabilir.
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4) Céziimleme: Arastirmacinin karar vermesi gereken nelerin ¢dzumlenip
¢ozumlenmeyecegdidir. Cozumleme nedenleri gesitlidir. Bazi arastirmacilar,
arastirma raporunda ogrencilerin iddialari igin delil saglamak amaciyla; bazilari,
¢bzumlenen veriye dayali bir analitik yaklasimi kullanmak igin; bazilari da
bagka turli gorulemeyen Onemli seyleri ortaya g¢ikarmak igin ¢ézumleme

yaparlar.

5) Kodlama: C6zimleme olsa da olmasa da kodlama, video verilerinin analizinde
¢ok onemlidir. Analizin bu asamasinda arastirmaci dikkatini kritik olaylarin
icerigine yogunlastirir. Kritik olaylari belirlemede oldugu gibi kodlamayi da

arastirmacinin teorik bakis agisi ve arasgtirma sorulari yonlendirir.

6) Olaylar dizisi kurma: Bu analitik asamada, verilerin yorumlanmasi ve ¢ikarimlar
onemli rol oynar. Bir anlati olusturmak, arastirmacinin kritik olaylarla ilgili olarak
tutarli ve kavramaya yonelik duzenlemeler yapmasini gerektirir. Bu sureg,
ogrencilerin bilissel gelisimine iligkin bir anlayis olusturacak olan ve Once
kodlanip sonra yorumlanan olaylar toplamindan olusan isaretlerin ayirt

edilmesini icermektedir.

7) Anlati olusturma: Anlati, en son asamada ortaya ¢iksa da aslinda anlatim ve
diger yorumlayici eylemler arastirmanin baslangicindan baslamaktadir.
Calisma suresince, Orneklem ve veri toplama ile ilgili verilen kararlar,
yorumlayici tartismalar ve kodlamadan sonraki sonuglar, suregte yazilan bilgi
notlari aslinda bu asamaya kadar anlatinin olusmasini saglamaktadir. Hatta
yazma surecinde bile arastirmaci bir sekilde veriyi gdozden gegirip dizelterek ve

onceki yorumlari aritarak bir sekilde veri analiziyle ugrasir.

Bu calismada da, sinif galigmalarinda toplanan video verilerinin analizinde bu
surecin izlendigi sdylenebilir. Arastirmaci, sinif c¢alismalarinda ortamda
ogretmen/arastirmaci konumunda oldugu igin analize baslamadan énce kayitlarin
icerigi hakkinda bilgisi bulunmaktadir. Ancak yine de ses kaydi ve video kamera ile
toplanan tum verileri genel olarak izleyip dinledikten sonra, neler olup bittigini
tanimlama, sonrasinda ise kritik olaylari belirleme ve ¢ozimleme asamalari yerine
getirilmistir. Sinif galismalari kayitlarinin tima degil, 6nemli gértlen ve égrencilerin

kanitlama slrecindeki akil yurGtmelerini ortaya c¢ikaran, dusincelerini ifade

58



ettikleri, agiklamalar yaptiklari, tartigtiklari, soru sorduklari, arastirma sorularina
yonelik bolumler c¢oézumlenmigtir. Bu bolumler belirlenirken su sorularin
yanitlanmasina yaptiklar katki 6n planda tutulmustur: 1) Ogrencilerin kanitlara
yaklasim bigimleri nasildir? 2) Kanitlama sidrecinde ne tur guglikler
yasamaktadirlar? 3) Ogrenciler bu siirecte ne tir fikirler Gretmekte, birbirleriyle
olan etkilesimleri ve sinif tartismalari kanitlama sirecini nasil yonlendirmektedir?

4) Ogrencilerin kanitlama strecindeki duygusal durumlari nasildir?

Verilerin analizindeki analitik modelin temel aldigi gibi bu calismada da,
ogrencilerin sadece yanilgilarina ve dogru yapamadiklari seylere odaklaniimamis,
matematiksel kanitlama gorevleriyle sosyal ortamda ugrasmalari sirasindaki
anlamalari, kanitlara yaklasimlari, bireysel olarak ne tur fikirler olusturduklari ve
birbirleriyle etkilegsimlerinin ve duygusal durumlarinin, bu sireg¢te nasil degisme
goOsterdigi incelenmistir. Verilerin ¢ozUmlenmesinde ve sonrasindaki analiz
surecinde arastirmaci, temel alinan analitik modelin basamaklari arasinda surekli
geri donusler yapmis, ¢ozumlemeleri kodlar ve yorumlarken ihtiya¢g duydugunda
tekrar kayitlari izleme ve dinlemeye basvurmus, veriler defalarca dokimanlarla

karsilastirmali olarak derinlemesine incelenmistir.

Verilerin analizinde, ogrencilerin sure¢ igindeki kanitlama bigimleri ve
olusturduklari kanitlar, Weber (2004b)'in Onerdigi c¢erceve temel alinarak
incelenmistir. Ogrencilerin, kanitlar prosedirel, sentaktik ve semantik yollardan
hangisi ile olusturduklar belirlenmeye c¢ahsiimistir. Ogrencilerin  kanitlama
surecindeki duygusal durumlari Goldin (2000)’in ortaya koydugu problem ¢ézme
surecindeki, duyussal alana yonelik kavram ve tanimlar acisindan

degerlendirilmigtir.

4. BULGULAR VE YORUMLAR
Bu bdlimde, arastirmanin verilerinin analizi sonucunda elde edilen bulgular ve bu

bulgulara iligkin yorumlar iki kisimda sunulacaktir.

ilk bélimde, katiimcilarin her biri icin ayri ayri bireysel analizlerin bulgulari
sunulacak ve yorumlanacaktir. Bu kisimdaki bulgular, agirhkli olarak yazih
uygulama ve bireysel goérisme verilerinin analizi sonucunda elde edilmistir.

Ogrencilerin kanitlama siirecinde yasadiklar glgclikler genel olarak belirlenmis,

59



kanittama yaklasimlari ve ortaya c¢ikardiklari kanitlar Weber (2004b)in
gercevesine gore incelenmis, duyussal alana iligkin bulgular da Goldin (2000)’in
tanimlari dogrultusunda yorumlanmigtir. Bu kisimda ayrica, dégrencilerin kanitlama
surecine etkisi oldugu dusunulen, derslerin iglenigine iligkin goruslerine, kisisel
calisma Dbigimlerine ve bu c¢alismanin bitinU igin yapmis olduklar

degerlendirmelere de yer verilmigtir.

ikinci boliimde ise, 6gretme deneyinin égretme olaylari bélimiini olusturan, bes
haftalik sinif calismalarinda toplanan verilerin analizi sonucunda elde edilen
bulgular ve yorumlar sunulacaktir. Sinif ¢alismalarinin analizinde, 6grencilerin
kanitlama surecindeki gugluklerini, kanitlara yaklasim bigimlerini, birbirleriyle
etkilesimlerini ve bu sosyal etkilesimin kanitlama surecine etkilerini ortaya ¢ikaran
bélimler Uzerinde durulmus, elde edilen bulgular her bir hafta igin ayri ayn

sunularak yorumlanmistir.

4.1. Ogrencilerin Bireysel Kanitlama Siiregleri

Ogrencilerin gercek isimleri yerine, katihmcilarin gizliligi acisindan takma isimler
kullaniimistir.  Bulgularin  sunulmasinda, o6grenci goérismelerinden dogrudan

alintilara, yazdiklari calismalardan ilgili bolumlerin goéruntulerine yer verilmigtir.

4.1.1. Emre’nin kanitlama siireci

Yazili sorulara verdigi yanitlar ve ilk gorusmede soyledikleri incelendiginde,
Emre’nin kanit kavrami ve kanit yontemleri ile ilgili bilgilerinin net olmadigi, sorulari
yanittamada guclik cektigi ve verdigi yanitlarin gerekgelerini de tam olarak
aciklayamadi§i gorilmektedir. Ug kanit yontemi ile ilgili prosediirel bilginin
sinandigi ilk iki sorudan birincisinde olmayana ergi yontemini dusunerek 6. ve 7.
secenekleri isaretlemis, gorisme sirasinda da dogrudan kanit yontemini fark
etmigstir. Bu soruda isaretledigi 7. secenek P = Q turindeki bir kosullu 6nermenin
kanitlanmasinda, P’nin yanlhs ve @Q’nun dodru kabul edilerek kanit
olusturulabilecegini dusundugunu gostermigtir. Emre, olmayana ergi kanit yontemi

ile ilgili bilgisi tam olmadigindan, mantik hatasi yapmistir.

Emre, 2. soruda énermenin dogrudan kanit, olmayana ergi ve karsit ters ile kanit
yontemleriyle kanitlanmasindaki uygun hipotez ve hukumleri belirlemigtir. 4.

soruda da, verilen ifadenin karsit tersini tanimig ve bunun ifadeye denk oldugunu,
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bu denklikten yola g¢ikilarak kanit yapilabilecegini belirtmigtir. Verilen kanitin hangi
onermeyi kanitladigini belirlemesi istenen 3. soruda, olmayana ergi yontemi ile

yapiimig kanittan dogru ¢ikarimi yapmis ve uygun onermeyi belirlemistir.

Emre, kargit ters denkligini ve bu yolla kanit yapilabilecegini bildigi halde, verilen
kanitlarin gecerliligini kontrol etmesi istenen 5. ve 6. sorularda, olmayana ergi ve
dogrudan kanit yontemleriyle yapilmig olan kanitlari gegerli olarak kabul ettigi
halde, karsit ters ile yapilan ve dogru olan kaniti gegerli kabul etmemistir.

Gorusmede neden kabul etmedigini:

“Burada ben dedim ki ikinci kisimda (6nermenin hikmu) celiskiye diisecek
galiba, ikinci kismin degilini almis, sonucta celiskiye diismesi lazim. Burada
su yanlis geldi bana, sunun (6nermenin hipotezi) tersini elde ediyor ama
celiskiyi ifade etmiyor. O yiizden bana yanlis geldi”

seklinde aciklamis ve verilen kaniti olmayana ergi yontemiyle olusturulmus gibi
algiladigini, bu anlamda eksik buldugunu ifade etmistir. Ancak kaniti incelemesi
sirasinda gorusmecinin sordugu sorular, daha dikkatli duglinerek kanita nasil
baslanip neye ulasildigini fark etmesini ve verilen kanitin, karsit ters ifadenin kaniti

oldugunu dolayisiyla gegerli kabul edilebilecegini gormesini saglamigtir.

6. soruda, ifadenin karsitinin kaniti olan ikinci alternatif kaniti gecerli kabul etmis
ve bunun sebebini de kanitin agamalarinin dogru olmasi olarak agiklamigtir. Emre,
kanitin gegerliligini kontrol ederken, verilen kanitin baska teoremi degil verilen
teoremin kendisini kanitlamasi asamasina dikkat etmeyip sadece gegislerin dogru
olmasina dikkat etmigtir. Diger sorulara verdigi yanitlar da dusunuldugunde, bunun
sebebinin, kanit yontemleri bilgilerindeki eksikler ve mantiksal yetersizlikler oldugu

dusundlmektedir. Verdigi yaniti su sekilde gerekgelendirmistir:

“Yani benim igin kanit ybntemlerinden de ¢ok emin degilim. Benim
mantigimda daima gidis yolu séyledikleri dogruysa dogruluk var.”
Ancak gorusmede tekrar degerlendirdiginde, verilen kanitin, sorudaki teorem igin
uygulanabilecek herhangi bir kanit yontemine benzemedidini P = Q’nun Kkarsiti
olan Q = P ifadesinin kaniti oldugunu disindigunu belirtmigtir. Emre sorulari
yazili olarak yanitlarken yaptigi hatalarin bazilarini, gérisme sirasinda kontrol

ederken fark etmistir.
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‘Aslinda burada belli bir kanit ydéntemi kullaniimamis. Ben ifade bana
mantikli geldigi i¢in dogru dedim. Kanit yéntemi yok su an yani P = Q’da
béyle bir kanit yéntemi (...) Q = P yi gbstermig”

Goérismeci bu noktada P = @ tdrlindeki ifadelerin nasil kanitlanabilecegini
sormustur. Emre, U¢ kanit yontemini ve nasil uygulandiklarini agiklamis ancak
Q’nun degilinden P’nin degilinin de goOsterilebilecegini yani karsit ters ile kanit

yontemini bu goérisme sirasinda fark ettigini belirtmistir.

Dogrudan kanit yontemiyle kanitlanmasi beklenen 7. sorudaki dnermeyi gecerli
bicimde kanitlamig, 8. soruyu ise bos birakmistir. 8. sorudaki oOnermeyi
kanitlayamama sebebini, rasyonel sayilarin nasil gosterilecegini bilmemesi olarak
aciklamis ve bdyle bir ifadeyle daha once karsilasmadigini, bu yizden nasil
ilerleyebileceginin aklina gelmedigini belirtmigtir. Yapamadigi 8. soru son
gbrismede oOgrenciye tekrar sorulmustur. Soruda olmayana ergi ydntemine
yonlendirme yapildigindan, bu yodnteme uygun varsayimlari yazarak kanita
baglamigtir. Ancak bir sonraki adima geg¢mekte ve kanitta ilerlemede guglik
yasamistir ve goérismecinin “Ne diisiindiin? Ne ile geliskiye diismeyi bekliyorsun?
Rasyonel sayiyr ifade etmen ne isine yaradi? Buradan yola c¢ikarak ne
soyleyebilirsin?” seklindeki sorulari, dusuncelerini toparlama, yazdiklari Uzerinde
disunme ve daha dikkatli ilerleme konusunda uyarici olmustur. Bir slre

ugrastiktan sonra dnermeyi gegerli bir bicimde kanitlayabilmigtir.

9. soruda, verilen onermenin karsit ters ile kanittanmasina yonelik yonlendirme
bulunmaktadir. Ancak Emre, varsayima yaptigi ekleme ile kanitin ilk adimini
olmayana ergi yontemine uygun hale donustirmads, matematiksel kabul
edilebilirligi olmayan bazi sbézel acgiklamalar yapmis ve gegerli bir kanit

olusturamamistir (Sekil 4.1).
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Sekil 4.1. Emre’nin 6lgme araci 9. soruya yaniti

Gorusmede yazdiklarini kontrol ederken sunlari sGylemisgtir:

62



‘Bir daha kanitlasam yine boyle yapardim ama su ana kadar
konustuklarimizdan biraz yorumluyorum. Ben bu ydntemlerden birini
kullanmamigim, kanit ybntemi bilerek yaptigim bir sey degil. (...) Ama
ispatim dogru mu emin degilim, kanit yéntemine uyuyor mu? (...) simdi
bastan beri olan yorumlarimizdan ispat yéntemleri benim kafama yatmaya
basladi o yiizden béyle yorumluyorum. Normalde yine yapsam ispat
ybntemi diisiinmeden yaparim.”

Bu goérusme, 6grencinin bazi eksik ve yanlig bilgilerinin farkina varmasinda etkili
olmustur. Gorugme sirasinda yontemlerle ilgili prosedurel bilgiyi kazanmigtir ancak
uygulamadaki yetersizlikleri devam ettiginden, ifadeyi bundan farkh bir bigcimde

kanitlayamayacagini belirtmistir.

Bu sorudaki Onerme o0Ogrenciye son gorusmede tekrar verilmigtir. Emre,
gorusmenin basinda dusuindugu sekilde, olmayana ergi ile kanitlamaya yonelik
olarak varsayimlari yazmis ancak kanitin adimlarini bir dncekinden ¢ikarim
yaparak matematiksel olarak ikna edici bir bicimde yazamamistir. Gérismecinin

“Sence bu ikna edici bir kanit oldu mu?” sorusu Uzerine:

“Olmadi sanirm ya, benim de kafama yatmadi, diiz mantik disdndim.
Kafamda ikna oluyorum ama yazdigimda ¢ok ikna olmuyorum.”

yanitini vermigtir. Yazdiklarini silip tekrar denemis ama yine ayni sekilde

dusunerek hareket ettiginden bir sonuca ulagsamamig ve bunun Uzerine:

“zaten yeterince acik (verilen onerme) verilenlerden gdrebiliriz dogru
oldugunu”

seklinde ifadenin dogru oldugunu kanita gerek duymadan goérebildigini belirtmistir.
So6zel bazi agiklamalar yaparak dusunduklerini ifade etmeye ¢alismis ancak tam
bir kanit yazamamistir. Ancak goérismecinin “Bunu nasil séyleyebildin? Burada
neyi kullanmis oldun?” seklindeki sorulariyla daha dikkatli disunerek bir sire daha

ugrasmis ve gegerli bir kanit olusturmustur (Sekil 4.2)
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Sekil 4.2. Emre’nin son gorusme 4. (6lgme araci 9.) soruya yaniti
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Yazili uygulamadaki sorulardan, fonksiyonlarla ilgili olan 10. ve 11. sorulari tam
dogru bigimde yanitlayamamistir. Emre, her iki soruda birebirlik ve oOrtenlik
Ozelliklerini tanimada, nasil ve nerede kullanildiklarini belirlemede gugluk
yasamistir. Kaniti gerekgelerini de yazarak ilerletmesi beklenen 10. soruda, kanita
yonelik bir seyler yazmis ancak neye dayanarak yazdigini, birebirlik tanimini
nerede kullandigini agiklayamamistir. Ayni sekilde 11. soruda da kanitlarin gegerli
oldugunu belirtmis ancak birebir ve Oortenligin hangi adimlarda kullanildigini
belirleyememigstir. Son goérismede, 10. sorudaki dnerme cift tarafli olarak tekrar
verilmis ve kanitlamasi istenmigtir. Emre bu ifadeyi ¢ift yonli kapsamayi

gOstererek kanitlamaya calismis ve Sekil 4.3’teki kaniti olusturmustur.
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Sekil 4.3. Emre’nin son gorusme 3. (6lgcme araci 10.) soruya yaniti

Emre’nin yazdiklari incelendiginde ilk kisimda fonksiyonun birebir olmasinin hangi
asamada kullandigi gorulmemektedir. Kanitlama surecinde yaptigi aciklamalarda
ilk kisimda ters goruntu tanimini kullandigini belirtmis arastirmacinin y €
fA) veyef(B)=f1(y)eA vef t(y)€eB ifadelerini nasil yazabildigini
acgiklamasini istemesi Uzerine bu gegisleri fonksiyonun birebir olmasindan dolayi

yazdigini ifade etmigtir.

Verilen Onermelerin  kanitlarini, herhangi bir yonlendirme yapilmadan,
olusturmalari beklenen 12., 13. ve 14. sorular igin, dnermelerin kanitina yonelik
yazdiklarinin dogru oldugunu didstnmedigini belirtmis ve bunun gerekgesini,
bildiklerini matematiksel olarak hangi sirayla ifade edecegini, nasil iligki kuracagini

bilmemesi olarak agiklamigtir.

Emre goriugsme sirasinda, 12. sorudaki onermeyi bilerek yapmadigini ve yanlis
oldugunu dusundugunu ifade etmigtir. Yazdiklarini kontrol ederken de yaptigi
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gecislerde mantiksal ve matematiksel bir iligki olmadigini, fonksiyonun birebir
oldugunu gostermesi gerekirken birebir oldugunu kabul ederek hareket ettigini fark
etmistir. Gegerli bir sekilde kanitlayamadigi 12. sorudaki 6nerme, son goérismede
tekrar sorulmustur. Emre en wuzun siUreyi bu oOnermenin kanitlanmasinda
harcamigtir. Bu defa ilk gorugsmeden farkli olarak daha dikkatli disinmus,
gerekgesini aciklayamadigi higbir seyi yazmamaya calismig, tanimlari dogru
sekilde ve dogru yerde kullanmis, sonugta gecerli bir kanit olusturmustur (Sekil
4.4).
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Sekil 4.4. Emre son goérisme 6. (6lgme araci 12.) soruya yaniti
13. soru i¢in yazdidi yanitini,

“‘Kanitimin matematiksel olarak dogru oldugunu didgtinmiyorum ama
bana gére ben bir seyler biliyorum kendimce. Bu yazdigim bilgiler de
dogru ama bu kanit degil. Aklima gelenleri yazdim kanit yéntemine
gore degil.”
seklinde degerlendirmigtir. Yazdiklari incelendiginde (Sekil 4.5)., matematiksel
kanit olarak kabul edilebilecek herhangi bir sey yazmadigi, so6zel olarak bazi
aciklamalar yapmaya c¢alistigi ama vyazdiklarini gerekgelendiremedigi ve

aciklamanin matematiksel bir anlam tagimadigi gorulmektedir.
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S.13) ¥a=2) ve b bir tamsayiise a, b’yi bslmez veya a, (b+1)’i boélmez.”
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Sekil 4.5. Emre’nin dlgme araci 13. soruya yaniti

Calismanin basinda, Emre’nin olusturmaya calistigi kanitlarda bir kanit ¢cergevesi
(Selden & Selden, 1995), kanit yapisi (Heinze & Reiss, 2003 ) bulunmadigi,
baglangi¢c varsayimlarini, ulasilmasi gereken sonucu ve ara adimlari net bir
sekilde belirleyemedidi ve kabul edilebilir bir dizende yazamadigi gorulmektedir.
Gorusmecinin, ilk gérismede, bir 6nermeyi okudugunda kanita baglamadan 6nce
neyi kabul edip neyi gdstermesi gerektigini fark edip etmedigi sorusuna su sekilde

yanit vermistir:

“‘Bu calismaya basladigimizda ben ispat ybntemlerini tam birbirinden ayirt
edemiyordum ama su anda ayirt edebiliyorum. Benim i¢in ¢ok iyi bir ayirim
oldu, iyi bir galisma da oldu. ispat yéntemlerinin mantigini su an kavradim.
Nasil baslanir, nasil kullanilir. Ispat yéntemlerini sorgulamaniz ¢ok etkili
oldu. Ciinkii ben P = Q’nun farkli ifadelerini disinmdyordum hig.
Biliyormusum ama Ulzerinde dlsinmiiyormusum hig, onu fark ettim. Bu
sorgulama olunca onu ddstinddim.”

Bu aciklama, Emre’nin yazili uygulama ve ilk gérigsmeden anlamlandirmadan
yazdigi seylere daha dikkatli distnerek yaklastigini, kanit yontemlerine iligkin bir
farkindalik olustugunu gdOstermektedir. Ayrica go6rismecinin  sorulari  da
ogrencilerin dugunce sureclerini harekete gecgirmede etkili olmus ve ogrenciler

kanit yontemlerinin ayrimina varmiglardir.

Emre’nin 14. sorudaki yaniti, kanitla iligkili ancak mantiksal ve matematiksel
dayanag@i olmayan sozel agiklama seklindedir. Bu yuzden matematiksel bir kanit
olarak degil informel bir argiman olarak degerlendirilmistir. Dlisunce olarak dogru
olsa da yazdiklari matematiksel degildir ve gecerli bir kanit olusturmamaktadir.
Emre de yazdiklarini matematiksel bulmadigini belirterek su degerlendirmeyi

yapmistir:
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“Zaten benim daha ¢ok kendimde gérdiigim ifadeleri daha ¢ok yaziyla ifade
ediyorum ama matematiksel kaniti bilmiyorum. Akil da ydiritebiliyorum ¢ogu
ispatta ama bunun matematiksel olarak hangi sirayla gidecedini nasil iligki
kuracagimi bilmiyorum.”

Bu acgiklama ve sorulari yanitlama slrecinde arastirmaci tarafindan gézlenenler
sonucunda, Emre’nin stratejik bilgi (Weber, 2001) eksiginin oldugu ve sahip oldugu
kavramsal Dbilgileri formel kanit yazacak sekilde iligkilendiremedigini
gOstermektedir. Weber ve Alcock (2009) da calismalarinda benzer durumla
kargilagsmis ve birgok 6grencinin “Gériyorum ama kanitlayamiyorum” seklinde bu
durumu ifade ettiklerini belirtmislerdir. Ogrencilerin, kanit olustururken tek bir adimi
acgiklayacak bilgileri olsa da bu adimlar birlestirecek ve kaniti tamamlayacak
prosedurel bilgi eksikleri bulunmasi, kaniti yazamamalarina sebep olabilmektedir
(Heinze & Reiss, 2009).

Emre’ye ikinci gérismede iki énerme (Bkz. Ek.3) verilip sesli distnerek
kanitlamasi istenmistir. Onceki gérigmenin etkisiyle, verilen 6nermeyi
kanitlamaya, uygun oldugunu dusindugu kanit yontemini belirleyerek baglamis ve

birinci 6nermeyi olmayana ergi kanit yontemini kullanarak kanitlamistir.

Verilen ikinci onermedeki kume esitliginde, iki yonli gosteriimesi gereken
kapsamay! tek yonlu goOstererek kimelerin esit olacagini belirtmis dolayisiyla
gegerli bir kanit olusturamamistir. Bu dnerme 6grenciye son goérusmede tekrar
soruldugunda yine tek tarafli kapsamayi goOstererek yazdiklarinin bir kanit
olusturdugunu duastinmus ve ikna olmustur. Gegerli bir kanit olusturamamasina
ragmen tek tarafli kapsamayi goOsterirken dogru islemleri yapmis ve onceki

yanitina gére matematiksel olarak daha dogru ve anlasilir ifadelerle yazmistir.

Yazili uygulamadaki yanitlari ve bireysel gérismeler incelendiginde g¢alismanin
basinda Emre’nin, kanit yontemleri, mantik kurallari ve diastnduklerini ifade etme
konularinda yetersiz oldugu, matematiksel dil ve notasyonu kullanarak gecerli
kanitlar olusturmakta guglik ¢ektigi gorulmektedir. Emre’nin yazili sorulara verdigi
yanitlar, bireysel godrusmelerdeki acgiklamalari ve sinif igindeki davranislar
incelendiginde kanitlara prosedurel olarak yaklasma egiliminde oldugu
soylenebilir. Verilen dnermelerin kanitlarini olusturmaya calisirken surekli, ifadeyle

daha o6nce Kkarsilasip karsilasmadigini duastnmus, Kkarsilastiysa kanitini

67



hatirlamaya ¢alismistir. Sinif icindeki grup ¢alismalarinda da “ Derste boyle bir sey
vardi hatirliyorum gérdigimdiizii ama nasil yapmigtik onu hatirlayamadim simdi ”

seklinde yaklagimlarda bulunmustur.

Weber (2004b) prosedirel kanit olusturmada, kisinin kanitlamaya, gecerli bir
kanitla sonuclanacagina inandigi, bir dizi 6nceden tanimlanmis adimlari yani bir
proseduru uygulayarak baglayabilecedini ve bazen de bu sekilde gecerli bir kanit
olusturabilecegini belirtmektedir. Ancak bu sekilde kanit olusturabilen 6grencilerin
cogunlukla kanitlarinin ne anlama geldigini acgiklayamadigini, ¢unku kaniti
ogretmenin yaptiklarini taklit ederek veya kendilerine gegerli bir kanitla
sonuglanacagi sodylenmis olan prosedurleri uygulayarak olusturduklarini
gbzlemistir. Bu calismada da Emre, genelde daha once derslerinde karsilastigi,
ogretmenlerin uyguladigi prosedurleri hatirlamaya c¢alismistir. DUsuUncelerini ve

aciklamalarini ikna edici gerekgeler sunmadan yuzeysel olarak ifade etmistir.

Sure¢ icindeki davranislari ve soyledikleri degerlendirildiginde, Emre’nin
matematiksel kanit olusturmak vyerine daha c¢ok, verilen Onermeler Uzerine
argimantasyon yaptigr gorulmektedir. Argumantasyon; birini belli bir dnermenin
dogruluguna veya yanlishgina ikna etmede s6zel araglarin kullaniimasini igerir;
buna karsilik kanit, onermenin teorik gecerliligini belirten bir dizi mantiksal
uygulamayi igerir (Antonini & Mariotti, 2008). Emre’nin verilen énermelerde yaptigi
da genelde bu sekilde so6zel agiklamalardan olusmus ve mantiksal bir sira izleyen
kanitlar yazmakta gugluk yasamistir. Calismanin sonundaki gérusmede ise yaptigi
sozel agiklamalarin yeterli olmadiginin farkinda olarak, matematiksel ifadelerle
gegerli kanitlar olusturmaya calismis ve yazdiklarinin gegerliligini daha dogru bir

bicimde degerlendirmeye baglamigtir.

Calismanin basinda, yazili olarak verdigi yanitlar ve ilk gérismelerde kanitlama
surecindeki davraniglari bircok kanita, nasil baglayacagini, neye ulasmasi
gerektigini, kanitin adimlar arasindaki gecisleri neye dayanarak yapacagini
distnmeden yaklastigini géstermektedir. Heinze ve Reiss (2003) bir kanitta
olmasi gereken u¢ Ozellikten birini kanit yapisi olarak ifade etmis ve bir kanitin
oncullerle baslayip, belirli bir iddiayla bitmesi gerektigini; eger butiin argimanlar
matematiksel olarak gecerliyse iddianin kanittanmis olacagini, iddianin argiman

olarak kullaniminin yeterli olmadigini belirtmislerdir. Ancak bazi ©6nermelerin

68



kanitinda Emre, ulasmasi gereken sonucu kullanarak yani kanitlanmasi gereken
onermeyi dogru kabul ederek islemler yapmistir. Ayrica, verilen ifadelerin
bazilarinda, dnermenin dogruluguna sezgisel olarak ikna olmug ve kanitlanmaya
ihtiyaci olmadigini dagindugunu zaten verilenlerden bu sonucun gorulebildigini

belirtmigtir.

Kanitin gegerliligini kontrol ederken, verilen kanitin bagka bir teoremi dedgil
teoremin kendisini kanitladigini belirleyebilen 6grenciler, kanit gergevesi olusturma
becerisine de sahiptirler (Selden & Selden,1995). Calismanin basinda bu ki
beceriyi de tam olarak gosteremeyen Emre’nin ilk gérismeden itibaren gelisme
goOsterdigi ve bes haftalik slrecin sonunda kanit gergevelerini olusturmada ve
yazdigi kanitlarin gecerliligini degerlendirmede daha az guclik yasadigi

gozlenmisgtir.

Weber (2003)’e gore, kaniti prosedurel yolla 6grenen dgdrenciler basarih olurlarsa,
kaniti 6nce algoritma olarak, sonra sure¢ olarak ve son olarak da argiman olarak
anlamaktadirlar. ilk asamada, kaniti, adimlari mekanik ve belli tirdeki dnermeler
icin olan bir algoritma olarak gormekte, ugrastiklari prosedurin genel yapisinin
fakinda olmamakta ve genelde yapilani taklit duzeyinde kalmaktadirlar. Bir kanit
teknigini defalarca farkli farkli baglamlarda uyguladiklari zaman bazilari
algoritmay! icsellestirebilmekte bodylece kaniti bir slre¢ olarak gérmeye
baslamakta, teknigi bircok farkli, hatta belki daha énce gbérmemis olduklari
durumlara genelleyebilmektedirler. Emre’nin ikinci gérusmede, derslerin iglenisi ve
sinavlarda karsilastiklari sorularla ilgili olarak soyledikleri onun kaniti bir sireg

olarak gordugunu gostermektedir.

“(sinavlarinda karsilastiklari sorular igin) Genelde, degisse bile (derste ve
sinifta yapilanlarin) benzeri oluyor, benzeri oldugu igin de ezber mantigiyla
zamanla insanda nasil OSS’ye (Universite sinavi) g¢alisan bir ¢ocuk belli
tarzda sorulari ¢bzdiikten sonra onun farkli sekilde sorulugsuna da mantik
ylrttebiliyor ve bir seyler yaziyor, cogunlukla éyle oluyor. Hani daha degisik
¢ok farkli bir kanit sorulsa yapilabilecegini diigiinmdyorum.”

Weber (2003)’in g¢alismasinda, kanita prosedirel yaklasan ogrenciler genellikle,
kanitlamayi sinavlarda puan almak i¢in uygulanan bir sure¢ olarak gormuslerdir.
Bu calismada da Emre kanitlama konusunda kendini gelistirmek igin c¢aba

g6stermedigini, sadece sinavlari gegmeye yonelik ¢calistigini belirtmistir.
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“Yani g¢aba gdstermiyorum bunun sebebi de benimsememis olmam ve
kullanmayacagimi dlisindigim igin (...) Simdiye kadar hep giinii kurtarmak
denilen tabir ”

Emre calismanin basinda, kanitlarla ugrasirken matematiksel olarak dogru
ifadelerle yazamadi§i durumlarda bile, yaptigi aciklamalarin dastncelerini
yansittigi igin kabul edilebilir oldugunu dusunmastir. Bu yaklagimi, Emre’nin kanit
kavraminin yeterli olmadigini ve gecerli bir kanitin, matematiksel notasyonun
uygun kullanimiyla mumkin olan en agik bicimde yazilmasi gerektiginin farkinda

olmadigini gostermektedir.

Emre’nin son goérismedeki kanitlama sureci ve kanitlara yaklagsimi ile ¢alismanin
basinda uygulanan sorulara verdigi yanitlar degerlendirildiginde, c¢alismanin
sonunda daha dikkatli ve adim adim dusunerek kanitlamaya calistigi, kendi
yanhglarinin farkina varip daha dogru degerlendirebildigi gortulmektedir.
Calismanin basinda, yazili uygulamada ve ilk gérismede, 6nermeleri kanitlamaya
baglarken bir yontem distinmedigi halde ikinci gérismeden itibaren kanit yontemi
dugunerek ve dnermenin hipotezini, hUkmunu belirleyerek kanitlama girigsiminde
bulunmustur. Ayrica son gorigsmede c¢alismanin basinda kanitlayamadigr bes
onermeden ugunu gecgerli bir sekilde kanitlayabilmis ve yazdigi aciklamalarda
daha dogru ve kabul edilebilir matematiksel ifadeler kullanmigtir. Bu bulgulara gore
Emre’nin, c¢alismanin sonunda kanitlama becerisinin gelisme gosterdigi ve
kanitlara yaklasiminda ezber bilgileri hatirlamak yerine, akil yuratme sureglerini

kullanmaya calistigi sdylenebilir.

Bu boélumde; sorulara verdigi yanitlar, calisma surecinde sodyledikleri ve
gorusmecinin godzlemleri dogrultusunda, Emre’nin kanitlamaya yaklagimina etkisi
olabilecegi dugunulen duyussal 6zellikleri, derslerin islenig sekli ile ilgili dugtinceleri
ve kendi ¢aligsma bigimi degerlendirilecektir.

Emre, derslerinin genellikle ders sorumlusunun anlatimina dayall olarak
islendigini, kendilerinin tahtaya yazilanlari defterlerine not aldiklarini agiklamis, bu

yontemi etkili bulmadigini belirtmis ve su sekilde bir benzetme yapmistir:

“Sonucta tabi ki biz her zaman hazir bilgi aliyoruz hani béyle bir bilgisayar
gibi diusdntyorum ben kendimizi, daima bilgi ytikleniyor, bilgi ylkleniyor bu
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da ne oluyor bir yerde aldigimiz bilgiyi yeni bilgi almak igin siliyoruz, yerine
bagska bilgi koyuyoruz. Bu da kétii oluyor, kalici olmuyor. ”
Emre, Ogrenci katilminin saglanmasiyla derslerin daha verimli hale

getirilebilecegini dusinmektedir.

“Ogrenci merkezli olabilir, gruplar olusturulabilir, gruplar halinde bell
konular dagitilir bu konulari arastirmaya yonelik, sonra bunlarin tahtada
anlatilmasi, o konuyla ilgili sinifta sorularin ¢6zilmesi. Bbyle isin igine
ogrenciyi katmak verimliligi saglar. ”
Derslere nasil g¢alistigl ve kanitlama becerisini gelistirmeye yonelik neler yaptigi
soruldugunda, bu konuda ¢aba gostermedigini, sadece sinavlardan énce defter ya

da kitaptaki kanitlari okuyup yazarak calistigini ifade etmistir.

Emre: Kanitlara 6n yargim var o ylizden ¢ok lzerine digtigim séylenemez.
Bu konuda da kendimi elestiririm. Baska konu oldugunda istekliyim ama
kanit konusunda belki de istedigim verimi alamamamdan kaynakli bir én
yargim var. Gegistirdigim de oluyor ezbere kagtigimda oluyor ki ¢ogunlukla
Oyle oluyor.

Arastirmaci: On yargi derken, kanitlar zordur anlaminda mi yoksa ben
yapamam mi?

Emre: Ben yapamam tarzi, yani yapacagimi dlslintiyordum ama gelen
notlardan igte kargiligini alamamanin verdigi bir ben yapamam tarzi bir sey
var. Yoksa kanitlarin zor olduguna ¢ok inanmiryorum.

Arastirmaci. Kendine glivenmiyorsun diyebilir miyiz bu konuda?

Emre: Evet, bu konuda evet.

Emre’'nin kanitlara karsi 6n vyargl olarak ifade ettigi duygusunun, geg¢mis
deneyimlerinde tekrarlanan basarisizliklar ve bekledigi karsiligi alamamasi sonucu
ortaya ciktigi gorulmektedir. Goldin (2000) 6grencilerin tim girisimlerine ragmen
ilerleme kaydetmediklerini dugiinmeleri ve basarisizlida ugramalari sonucu hisran
yasayabileceklerini ve bunun &6grenciyi kaygi ve umutsuzluga surukleyecegini
belirtmektedir. Husran ve kaygi da 6grencinin ezbere dgrenme stratejilerine daha
¢ok vurgu yapmasina ve dersle ilgili materyallerle ugragsmaktan kaginmasina yol
acgmaktadir (Weber, 2008). Emre, yaptiklarindan hi¢bir zaman tam olarak emin
olamadidini, sinavlarda bile sdrekli yanitlarini degistirdigini ve kendine olan
guvensizliginden dolayr surekli kendisiyle c¢elistigini ifade etmigtir. Emre’nin

basarisiz girigsimleri ve husran, kaygl ve umutsuzluk gibi olumsuz duygulari tekrar
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tekrar yasamasi; kendine olan inancini olumsuz etkilemis ve daha kalici ve guglu

bir duyussal 6zellik olan 6zguven dusuklugune yol agmistir.

Emre’nin sdyledikleri arasinda dikkat ceken bir bagska sey de okudugu bélimuU ve
ogretmenlik meslegini tam olarak benimsememis olmasidir. Bununla ilgili
sorunlarindan dolay! derslerde motivasyonunun duagsuk oldugunu ve 6grenmeye
yonelik ¢ok fazla ¢caba gostermedigini belirtmistir. Devam eden basari ve tesvikle
gelen zevk ve memnuniyet duygusu, ogrencilerin matematik okuma sebepleri
olarak ortaya ¢ikmistir (Rodd, 2002; Rodd & Bartholemew, 2006). Emre de ise tam
tersi olarak matematige ve okudugu bolime yonelik olumsuz duygulara sahip
olmasi, c¢aba goOstermemesine ve ogrenmeye degil derslerden gegmeye

odaklanmasina neden olmustur.

Emre, slUrecin sonunda ¢aligmanin batunind olumlu, olumsuz yonleri ve kendisine
katkisi anlaminda degerlendirmesi istendiginde, grup c¢alismalari ve bireysel
¢alismalarla olusturulan calisma ortamini olumlu buldugunu belirtmigtir. Kanit
yontemleri ile ilgili eksikliklerini gormesinin ¢alismadaki en buyuk kazanci

oldugunu ve slre¢ boyunca bazi eksikliklerini giderdigini ifade etmistir (Sekil 4.6).
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Sekil 4.6. Emre’nin ¢calismaya iliskin degerlendirmesi

4.1.2. Pelin’in kanitlama sireci

Pelin’in yazili uygulamadaki yanitlari incelendiginde, P = Q turtindeki bir kosullu
onermenin kanitlanmasinda ilk adim olabilecek secgenekleri belirlemesi beklenen
ilk soruda, her ug¢ kanit yontemine isaret eden secenekleri dogru olarak belirlemis
oldugu halde, 2. soruya verdigi yanit ve diger sorulardaki yanitlari kargit ters ile
kanit yonteminin farkinda olmadigini dastindirmustir. Goérismede, ilk sorudaki
“‘Q’'nun yanlis oldugunu varsayariz” segenegini yani kargit ters yontemi ile kaniti
isaret eden segeneg@i P’nin zaten dogru varsayildigini disunerek yani olmayana
ergi yontemine benzeterek isaretledigi, karsit ters yontemini dusinmedigi ortaya
cikmistir.
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2. soruda ise dogrudan kanit ve olmayana ergi yontemlerini tanimigtir. Gérugme
sirasinda yanitini kontrol ederken, P = Q ‘nun karsit ters denkliginden
yapilabilecek bir kanit yonteminin daha olabilecegini ama bu yontemi hig

kullanmadiklarini, kendisinin de tercih etmeyecegini belirtmistir.

Verilen kanitin, hangi teorem ifadesine ait oldugunu belirlemesi istenen 3. soruya
yanlg yanit vermigtir. Gorusme sirasinda ne dusunerek yanitladigini
hatirlayamamis ancak verdigi yanitin dogrulugundan suphe etmistir. Bir stre kaniti
sessizce inceledikten sonra yanitinin yanhs olduguna karar vermigtir. Kanitin,
olmayana ergi yontemiyle olusturuldugunu fark etmesine ragmen kaniti anlama,

yorumlama, iliski kurma ve dogru ¢ikarimlari yapmada gugluk ¢ekmistir.

4. soruda verilen ifadenin degilinin, karsitinin ve karsit tersinin dogruluklarini
belirleyebilmis ancak tersinin dogrulugu ile ilgili olarak yanlis yanit vermistir. Bu
soruya verdigi yanit ve yaptigi aciklamalar, bir dnermenin karsit ters ifadesinin

onermeye denk oldugu mantik kuralini bildigini gostermektedir.

5. ve 6. sorularda verilen alternatif kanitlari degerlendirirken, karsit ters denkligini
bildigi halde kanit yontemi olarak dusinmemis ve bu yontemle yapilan kanitlari
olmayana ergi yontemiyle yapiimis gibi degerlendirerek eksik yazildiklarini
belirtmistir. Bir kanitin gecerliligini kontrol ederken ifadenin tek yonlu kosullu
onerme mi yoksa ¢ift yonli kosullu 6nerme mi olduguna ve kullanilan kanit

yonteminin dogru uygulanmis olmasina dikkat ettigini belirtmistir.

“Once bir teoremin yapisina bakiyorum, “ise” mi “ancak ve ancak” mi ne
tarzda bir sey. Ancak ve ancaksa zaten iki tarafi da kontrol etmemiz
gerekiyor. isede ne tarafin kabul edilip ne tarafin istendigi 6nemli
oldugundan kabul ve istenen kismi 6nemli. Celiski elde edeceksek
olmayana ergi kullaniyoruz, iste istenenin tam ziddini aliyoruz. Bir sekilde
zaten onun yanlig oldugu ortaya ¢ikiyor.”

Bu agiklamasi, kanitlari kontrol ederken ara basamaklardaki mantiksal siradan
cok, kullanilan yonteme gore kanitin genel yapisini inceledigini, kanitin basindaki
hipotez ve sonugtaki hUkme bakarak gecerliligini degerlendirdigini, ara gegiglere

ve gerekgelerine dikkat etmedigini gostermektedir.

Verilen o©nermelerin  kanitlarini  olusturmasi beklenen 7. ve 8. sorular

yanitlayamamig, 7. soruda sadece fonksiyonun artan olmasi tanimini yazmig, 8.
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soruyu ise bos birakmistir. Calismadaki 6grencilerden sadece Pelin 7. soruyu
yanitlayamamig, Uzerinde ¢ok duslinduigunu ancak hatirlayamadigini, bu tur
onermeleri derslerinde sinavlara yonelik olarak c¢alistigini ve sonrasinda aklinda

hicbir sey kalmadigini ifade etmistir.

‘Bunu soyut matematik derslerinde de zaten biraz zorlanarak yapiyordum
yani yollari 6grendik gectik, ¢alisma hatasi diyebiliriz buna. Birazcik béyle
sadece sinavi kurtarma seklinde ¢aligtik, o yiizden tam mantigi oturmamis
sanirim kanit yapma seklinin. Ondan yani diger kanitlarim da bos.”

Gorisme sirasinda, arastirmaci 8. sorudaki ©6nermeyi kanitlamayi tekrar
deneyebilecegini sdylemis ve sorularla disliinmesini saglamaya ¢alismistir. Ancak

Pelin aklina bir sey gelmedigini belirterek yapmak istememistir.

Arastirmaci: Ne digliniiyorsun ifadeye bakinca, kanitlamaya baglasan ilk ne
dusdndr, ne yaparsin?

Pelin: Tanimlari falan kullanacagiz galiba, bir seyleri kabul edecegiz galiba,
hani diyecegiz ki iki rasyonel sayi arasinda bir sayi vardir mutlaka, sonunda
o0 aradaki sayinin irrasyonel olacagini gésterecediz ama baya bir islem
gerekiyor sanirim.

Arastirmaci. Bir kanit yapabilmek igcin 6ncesinde mutlaka gbrmiis olman
gerekiyor mu?

Pelin: Yaparim ama tam sonuca ulastiramam ya da bunu soyut dersinde
(soyut matematik) falan gérsek o dénemlerde yapabilirdim ama su anda
yok. Dedigim gibi biraz ezberci g¢aligiyoruz yani sinava yénelik.

Verdigi yanit, Pelin'in sadece daha Once yapilimig olan kanitlari hatirlamaya
cahistigini, akil yuritme surecine girmedigini ve kanit olusturmaktan kagindigini
dusundurmektedir. Ayrica kanitlama ve akil yurutme becerilerindeki yetersizliginin,
calisma biciminin ezber seklinde ve sinavlara ydnelik olmasiyla iligkili oldugu

soylenebilir.

Bu Onerme, son gorusmede Pelin’e tekrar sorulmustur. Baslangigta daha once
soruldugunda yapamadigindan yine yapamayacagini dusundugund belirtmistir.
Gorusmeci, soruyu kanitlamak icin herhangi bir bilgiye ihtiyact olup olmadigini
sormugtur. Pelin, bilgi eksikligi olmadigini ancak 6nermedeki ifadenin dogrulugunu
acikca gorebildigi halde nasil kanitlanabilecegini bilemedigini sdylemistir. Bir sure

duisundukten sonra kanita baslamayinca, gorismeci rasyonel sayinin nasil
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gosterilebilecegini sormustur. Rasyonel sayinin gosterimini dogru bir sekilde ifade
eden Pelin, biraz daha dugundikten sonra bu gosterimi kullanarak kanita
bagslamistir. Sorudaki olmayana ergi yontemine yapilan yénlendirme ve rasyonel
sayl taniminin vurgulanmasi ¢ézime yonelik ipucu olmustur ve ifadeyi gecerli bir

bigimde kanitlayabilmistir (Sekil 4.7).
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Sekil 4.7. Pelin’in son gorugme 5. (6lgme araci 8.) soruya yaniti

Daha sonra ifadenin dogrudan ve Kkarsit ters ile kanit ydntemleriyle de
kanitlanabilecegdini belirtmis ve bu yontemlerin kullanilmasi durumunda varsayimin

ne olacagini ve hangi sonuca ulasilacagini dogru bir bicimde ifade etmistir.

Yazilh uygulamadaki 9. soruda verilen 6nermede karsit ters kanit yontemine
yonlendirme yapilmistir. Pelin, kanita hukmun degili kabul edilerek baslandigi igin
olmayana ergi ile kanitlamayr disunmus, karsit ters kanit yontemini aklina
getirmemis ve hipotezi zaten var kabul ederek olmayana ergi yontemiyle gecerli bir

bicimde kanitlamigtir (Sekil 4.8).

Kanmit: ¢<d oldugunu kabul edelim ... ( kanita devam ediniz!)
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Sekil 4.8. Pelin’in 6lgme araci 9. soruya yaniti

10. soruda ilk iki adimi verilen kanita, goruntli kimesi tanimini kullanarak bir satir
daha eklemis ancak devamini getirememistir. Gorismede soruyu incelerken
kapsamayi gostermek icin bir taraftan alinan herhangi bir elemanin diger tarafta da

oldugunu gostermek gerektigini belirtmis ve bu tur kanitlari Soyut Matematik
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dersinde yaptiklarini hatirlamistir. Ancak bir sire disinmesine ragmen gorisme
sirasinda da onermeyi kanitlayamamigtir. Bu sorudaki onerme, esitlik seklinde
yani ¢ift yonli olarak son goriismede kanitlamasi igin tekrar verilmistir. Onermeyi
okuduktan sonra ¢ift tarafli kapsama gdstermesi gerektigini sdylemis ancak
birebirligin, ifadede yer almasindan oturu tedirgin olmustur. Arastirmaci, ihtiyag
duydugu tanimlari hatirlatabileceg@ini belirtmigtir ancak Pelin, tanimi hatirladigini

fakat nasil kullanmasi gerektigini bilmedigini ifade etmisgtir.

“Yok, hatirliyorum da nasil kullanildigini ¢ok tartigttk ama ¢ok sey
yapamadim, zaten 1. sinifta da ¢ok 6grenememisiz. Yani belki kullaniyorum
yaparken kanitta da ama onu birebirlikten oldugunu bilerek degil, ezbere
yapilyorum bazi seyleri”
Bu acgiklamasi, birebirlik taniminin Pelin i¢in formel olarak uygulanabilir olmadigini,
bir fonksiyonun birebir olmasini nasil gdsterecedini bilmedigini, kanitlar
anlamlandirmadan ve gerekgelendirmeden ezber bilgilerle olusturmaya cgalistigini
gostermektedir. Pinto ve Tall (1999) da o6grencilerin tanimlar kullanmayi
ogrenemedikleri zaman kanitlari ezberleyerek sinavlari ge¢gmeye calistiklarini

ifade etmiglerdir.

Sinif calismalarinda da o6grencilerin en c¢ok tartigtiklari dnermeler, birebirlik
kavraminin yer aldigi fonksiyonlarla ilgili dnermeler olmugtur. Sinif tartigmalarina
bakildiginda Pelin’in bu tartismalarda ¢ok fazla fikir uretmedigi, genellikle pasif
dinleyici olarak kaldigi, zaman zaman ortaya c¢ikan kanitlari anlamaya yonelik
sorular sordugu ancak kanitlama surecine pek katki saglamadigi gorulmektedir.
Aragtirmacinin, sinif tartismalarinda bununla ilgili eksiklerini giderip gidermedigini

sormasi Uzerine:

“Yani son asamasinda yapilan kaniti anliyorum ama yapilani anlamakla
yapmak ayni sey degil. (...) O zaman anlamigtim ama ¢ok da sorgulayarak
yapmiyorum, yazarken birebirlikten diyorsa tamam deyip ekliyordum”

seklinde yanit vermistir. Onermenin kanitini, hatirladiklarini yazmaya calisarak,
akil yuratme surecine girmeden olusturmaya calismis ve f(A) N f(B) € f(ANB)
kapsamasini, fonksiyonun birebir olmasini hangi adimda kullanmasi gerektigine

karar veremeden gostermistir.
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Sekil 4.9. Pelin’in son gértisme 3. (6lgme araci 10.) soruya yaniti

Yazdiklari incelendiginde (Sekil 4.9), fonksiyonun sadece birebir olmasi
durumunda yazabilecegi x € f(A) = f(x)EA ve x€f(B)=f1(x)EB
ifadelerini birebir olma gerekgesini belitmeden yazdigi, fonksiyonun birebir
olmasini higbir adimda kullanmadigi gérulmektedir. Pelin yazdiklarini, dogru ancak
eksik kanit olarak degerlendirmis ve bu sekilde yapildigini hatirladigini, birebirlik

kullanmis olsa bile mantidini anlamadan, ezbere yazdigini belirtmistir.

“Kanit seklim dogru bence ama sunu (x € f(A) = f~1(x) € A ifadesini)
neye dayanarak yazdim, direkt yazabiliyor muyduk yoksa birebir olmadan
yazamiyor muyduk?”

“(ikinci tarafin kapsamasini yazarken) Yine birebirlik kullandim ya da
kullanmadim su anda, ama hangisinde kullandim bilmiyorum.

Yani eksik, yanlis degil ya da birebirlik yanlis yerde duruyor yoksa genel
anlamda dogru, ezbere yaptigim igin koyamadim.

Bu sekilde yapiyorduk. Bu sekilde yapacagimi biliyorum ama sadece bir
cimle var nereye koyacagimiz bilemedik.”

Pelin, kaniti akil yartterek degil hatirladigi ezber bilgilerle olusturmaya calismis,
yaptigi gegiglerde birebirligin nerede gerekli oldugunu belirleyememistir. Ancak
onermede verildigi igin kullanilmasi gerektigi dusuncesiyle, birebirligi kullanmamis
olmasini bir eksiklik olarak degerlendirmistir. Yazdiklarini dogru ancak eksik bir
kanit olarak degerlendirmesi, sahip oldugu kanit kavraminin da sorunlu oldugunu
gOstermektedir. Bir kanitin gecerli olabilmesi igin belli bir kanit ydontemine uygun

olarak mumkin oldugunca acik ve anlasilir ifade edilmesinin, sembol ve
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notasyonun dogru kullaniimasinin ve gerekcelemenin 6nemli oldugunu g6z ardi
etmektedir. Pelin gecgerli ve tam dogru kanitlar olugturamadigi durumlarda bile
aklina geleni yazma davranisi gostermigstir.  Stylianides ve Stylianides (2009)
calismalarinda, sinavlarda belki puan aliriz dugstncesiyle ogrencilerin, eksik ve
hatali da olsa yanitlarini yazabildiklerini ifade etmislerdir. Pelin de, yazdiklarini
eksik de olsa kanit olarak degerlendirmis ve kabul edilebilir oldugunu

dusunmustur.

Pelin, 11. soruda verilen kanitin gecerli oldugunu ve fonksiyonun birebir ve 6rten
olmamasi halinde dogru olmayacagini belirtmis ancak birebir ve drtenligin kanitin
hangi asamasinda kullanildigini belirleyememigtir. Kanitta, bu 06zelliklerin
kullanilmasi gerektigine neye gore karar verdigi sorulmus ancak Pelin, bir sure

kaniti sessizce incelemesine ragmen gerekgesini agiklayamamistir.

Pelin 12. soruda, dnermenin varsayimlarini yazmis fakat g o f fonksiyonu igin
birebirlik tanimini yanhs ifade etmigstir. Yazdiklarini incelerken, dogrudan kanit
yapmaya calistigini ve g o f fonksiyonu ile baslayarak ilerledigini ama birebir
oldugunu go6stermesi gereken f fonksiyonundan uzaklastigini ve kaniti
olusturamadigini  belirtmigtir.  Pelin’in  6nermeyi ve sonucunu yeterince
incelemeden hemen hipoteze odaklanmasi (Selden et al., 2010), f fonksiyonunun
birebirligini nasil gdsterecegini dusinmek yerine, g o f bileske fonksiyonunun

birebirligini kullanmaya ¢alismasi kaniti olusturmasini guglestirmistir.

Bu soru son gorusmede tekrar soruldugunda Uzerinde sessizce dusunmus ancak
kanitlamaya yonelik olarak ilerleme kaydedememistir. g © f'in birebirliginden yola
cikarak bir seyler yapmasi gerektigini ve f ’nin birebirligine ulasmasi gerektigini
dusundugunu ama bunu nasil yapacagini bilemedigini belirtmistir. Yazili uygulama
ve ilk gérugsmeden farkli olarak, birebirlik tanimini dogru yazmis ancak dnermeyi

kanitlayamamugtir.

Baolunebilme ile ilgili olan son iki 6nermeden 13. sorudaki 6nermeyi olmayana ergi
yontemi ile kanitlamaya calismistir. Ancak bdélinebilmeyi yanlis ifade ederek,
kavramsal ve mantiksal hatalar yapmig ve gecerli bir kanit olusturamamistir. 14.
soruyu ise dogrudan kanit yontemini kullanarak kanitlamaya c¢alismis ve
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bolinebilmeyi dogru ifade etmistir. Ancak yazimdaki eksikler ve yetersiz

aciklamalar nedeniyle tam dogru bir kanit yazamamistir.

Yapilan ikinci gérismede Pelin’e, diger katilimcilara oldugu gibi iki dnerme verilmis
ve sesli dusunerek kanitlamasi istenmistir. Bu onermelerden birincisinde verilen
cebirsel ifadeyi payda esitleyerek dlizenlemis ve olmayana ergi yontemiyle gecerli

bir bicimde kanitlamistir.

ikinci soruda, ifadeyi okuduktan sonra énermenin dogrulugunun acik oldugunu
soylemis ve baslangigta kanita yonelik bir girisimde bulunamamigtir. Bir sure
sessizce dusunduikten sonra daha onceki derslerinde bu tir ifadeleri nasil
kanitladiklarini hatirlamaya galismis ve 6nermenin hikmundeki ifadeye denk bir
esitlik yazmayi1 dugunmustur. A = C\B esitligi yerine ona denk oldugunu hatirladigi
A=CnB" esitligini yazmis ancak dakikalarca dislinmesine ragmen
ilerleyememistir. Onermenin kanitini olusturmada guglik gektigi gézlenen Pelin,

bunun nedenini:

“Yani direk dogru oldugunu gérdiigim igin gergekten sey yapamiyorum.

(...) Mesela sey problemi de yasiyoruz hepimiz.(...) Hani o kadar dogru
geliyor ki aralara bir seyler yazamiyoruz”

seklinde agiklamigtir.

Yazil uygulamadaki 8. soruda da benzer guglugu yasayan Pelin, bnermenin dogru
oldugunu matematiksel olarak gosterememistir. Pelin’in bu soruda, onermenin

dogrulugu kendisi igin agik oldugundan kanitlamada gugluk gekmektedir.

Pelin bir sire daha sessizce duslinmeye devam etmis, bunun Uzerine arastirmaci
ne dusundugunu agiklamasini istemigtir. Soyledikleri, onermenin dogrulugunu
acikca gormesine ragmen matematiksel olarak nasil kanitlayacagini bilmedigini
gOstermektedir.

“Direkt gbrmesem bir seyler séyleyecegim ama (...) buysa bu demis. Ben
onu kafamda kuramiyorum ki kanitini yapayim, bazen de bu kadar ¢ok basit
geliyor (...)Tum seyleri dusiiniyorum ama yazamiyorum”

Pelin, verilen bagintiya esit olan baska bir baginti kullanarak (6rn. A = C\B =C N

B') kanitlayabilecegini dlistinmus, uzun stiire bdyle bir badinti hatirlamaya g¢alismis
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ancak ilerleme kaydedememistir. Selden ve Selden (2009), deneyimsiz
ogrencilerin, iki kimenin esitligini gostermeleri gereken durumda, eleman alip
kapsamay! gostermeyi dusunmediklerini ve dogrudan kume esitligini gostermeye
calistiklarini belirtmigtir. Gérlismelerde soéyledikleri dustnulduginde Pelin’in de,
onermeleri akil yuruterek degil ezber bilgilerini hatirlayarak olusturmaya calistigi
dolayisiyla kanitlama konusunda deneyimsiz oldugu gorulmektedir. Gorusmecinin
“Baska sekilde diigsiinmeyi denesen...” seklindeki uyarisiyla, esitligin bir tarafindan
eleman alarak diger tarafta oldugunu gostermeyi distinmustir. Pelin daha sonra,
A kiimesinden aldigi elemanin B’ n C ‘de oldugunu gostererek tek yonli kapsama
ile dnermeyi kanitladigini disunmus ancak gegerli bir kanit olugturamamistir (Sekil
4.10). Ayni 6nerme Pelin’e son goérlismede tekrar sorulmustur. ilk gériismeden
farkh olarak soruyu dikkatle okumus, esitligi kanitlamak icgin ¢ift tarafli kapsamayi
gOstermesi gerektigini belirtmis ve dugunduklerini matematiksel olarak duzgun bir

bigimde ifade ederek gecerli bir kanit olugturmustur (Sekil 4.11).
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Sekil 4.10. Pelin’in ikinci gérisme 2. dnermeye yaniti
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Sekil 4.11. Pelin’in son gérisme 2. (ikinci gérisme 2.) soruya yaniti

Yazilh uygulamadaki sorulara verdigi yanitlar, ilk iki gorusmedeki aciklamalari ve
kanitlarla ugrasma sureci genel olarak degerlendirildiginde, Pelin’in kanitlama
becerilerinin yetersiz oldugu, kanit olusturma ve yazmada gugcluk yasadigi
goOrulmektedir. Pelin, galismanin basinda uygulanan sorularda, verilen 6nermelerin
higbirini gecerli bir bigimde kanitlayamamis, bireysel gorismelerde, onermeyi

kanitlamasi igin verilen surede fikir Uretmek yerine genelde sessiz kalmis ve

80



“...derste boyle bir sey vardi ama hatirlayamadim simdi, aklima gelmedi, béyle
yapiyorduk sanki...” gibi ifadeler kullanmistir. Ayrica Pelin, kanitlar
olugturamamasinin gerekgesini de, bugune kadar hep sinavlara yonelik olarak
ezberleyerek caligtigi icin hatirlamakta gucluk c¢ekmesi olarak acgiklamigtir.
Kanitlama surecinde akil yuritmek yerine hatirlamaya calismasi, kanitlar ezber
bilgilerle olusturmaya c¢alistiginin dolayisiyla kanitlamaya prosedurel olarak
yaklastiginin gostergesidir. Proseduirel yaklasimda Kkisi, kendisi i¢in anlamli
olmadan, gecerli bir kanit olusturmasini saglayacak adimlari uygulamaya galisir.
Sinif galismalarinda da Pelin, 6énermeleri (6rn. 4.hafta Onerme 4.2) agiklayarak
kanitlamasi igin tahtaya kalktiginda, benzer sekilde kanitlanmis olan bir dnceki

onermedeki proseduru uygulayarak kaniti olusturmustur.

Calismanin basinda karsit ters yontemini tam olarak hatirlayamamis, son
gorusmede ise U¢ kanit yontemini dogru olarak agiklamis ancak galisma suresince

karsit ters kanit yontemini hi¢ kullanmamisgtir.

Pelin’de gobzlenen gugliklerden biri diger o6grencilerde oldugu gibi birebirlik
tanimini kanitlarda kullanamamis olmasidir. ilk gdériismede birebir tanimini da
yanhs ifade etmis, son goriusmede tanim ve kavram bilgisi tam olmasina ragmen

kanitlama surecinde kullanamamistir.

Calismanin basinda kanitlayamadigi énermelerden ikisini (6lgme araci 8. ve 9.
sorular), hipotez ve hiukmuiu net bir bicimde ifade ederek, mantiksal gecislerle
ilerleyerek duzgun ve kabul edilebilir bigcimde kanitlamistir. Bu acgilardan
bakildiginda bazi eksiklerini gidermesi konusunda, ¢alismanin Pelin’e katkisinin
oldugu ve kanitlama sirecinde nelere dikkat etmesi gerektidi ile ilgili bir farkindalik
yarattigi sOylenebilir. Ancak baglangicta kanitlayamadigi 10. sorudaki onermeyi
son gorugsmede de gegerli olarak kanitlayamamis, birebirlik tanimini
kullanamamistir. Bu ylzden c¢alismanin basindaki, birebir tanimini formel olarak
uygulayamama eksikliginin ¢alisma boyunca gideriimemis oldugu sdylenebilir.
Pelin bu durumun sebebini, tartismalarda anlamis olsa da sonrasinda Uzerinde
calismamasi ve yapilani anlamanin uygulamak igin yeterli olmamasi geklinde
aciklamistir.  Calisma suresince, sinif tartismalarinda Pelin, genellikle
arkadaslarinin ortaya koydugu fikirler Gzerine sorular sormus ve bazen yorumlarda

bulunmus, kendi basina fikir dretmemis ya da fikirlerini ifade etmemistir. Bu agidan
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bakildiginda, kanitlama becerilerinde gelisme kaydetmis olsa da, calismadaki
katiliminin duastuk olmasinin, bazi gugcluklerini giderememesinde etkili oldugu

dusunulmektedir.

Calismanin Pelin’e kanitlama becerisi bakimindan en buyuk katkisi, hatirlamaya
calisarak kanitlamak vyerine akil yuruterek daha dikkatli bicimde kanitlarini
olusturmaya calismasi; baslangigta dogru dusutncelerini bile anlasgilir bigimde ifade
edemezken, calismanin sonunda matematiksel dil ve notasyonu daha duzgin
kullanip kanitlari yazmasidir. Ayrica ¢alismanin basinda daha c¢ok hatirlamaya
odaklanip, hatirlamayinca ugrasmamasina ve gorusmelerde kanit olusturmayi
tekrar denemekten kaginmasina ragmen, son gorismede kanitlamak icin ¢aba

gOstermis ve farkli ydntemler uygulayarak sonuca ulagsmaya calismistir.

Bu bolimde, Pelin’in aldi§i derslerin iglenisi hakkindaki duslnceleri, ¢alisma
bicimi, duyussal Ozellikleri, kanittama surecindeki duygusal durumu ve bunlarin
matematiksel kanitlama surecine etkisi, veriler dogrultusunda incelenecek ve

yorumlanacaktir.

Matematiksel kanitlama konusunda glglik cektigini ifade eden Pelin, bu guclagu
daha oOnce kanitlama deneyimi yasamamis olmasina baglamis ve derslerde de
sadece ders sorumlusunun kanit yaptigini, onlarin da bunlari ezberleme yoluna
gittigini belirtmistir.
‘Kanit yapma konusunda gdgliikler yasiyorum. Clinki simdiye kadarki
derslerimizde bireysel olarak ¢ok ciddi kanitlar yapmadik. Ciddi derken,
hocalarimiz ¢bzdii yani kanitladilar ama biz kigisel olarak hi¢gbir zaman
kanitlar yapmadik ciddi anlamda, yapilanlarin benzerlerini ¢gevirdik,
Sinaviarda Oyle c¢ikti ya da sinaviarda ciddi kanitlar varsa da bir sekilde
ezberleyerek girdik, kendimiz yapmadik higbir sekilde”
Pelin, matematik derslerini ders sorumlusunun tahtaya yazdiklarini defterlerine
gegcirdikleri dersler olarak ifade etmis ve galisma biciminin de genelde derslerde
yapilan kanitlari ezberlemeye calismak seklinde oldugunu belirtmigtir. Pelin,
dersleri gegmek icin ezber yapmasi gerektigini ve bunun etkili bir ydntem oldugunu

distunmektedir.

“Defteri bir kere ¢aligiyorum, konunun mantigini anliyorum ama o kadar
anlamakla kanit yapmak olmuyor. O yizden de yapiimis kanitlari
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ezberlemek daha kisa sdreli oluyor, yani ezber uzun sdreli oluyor aslinda
ama daha yararl oluyor.”

Sadece sinavlara yonelik ve ders gegme amach c¢alistigini belirten Pelin,
sinavlardan once genellikle defterine ve 6nceki yillarda sorulmus olan sinav
sorularina c¢alistigini, cahsti§gi kanitlari anladigini ancak farkli bir ifadeyle
karsilagstiginda nasil kanitlayacagini bilemedigini sdylemigtir. Derslerin duz anlatim
seklinde islenmesinin verimli olmadigini, kimi zaman o6gretmenlerinin tabiriyle

derslerde sadece “sekreterlik” yaptiklarini belirtmistir.

‘Daha énce kanit yapmadigimiz icin mesela kanitlarda ciimleler falan da
6nemli kuramiyoruz. Nasil gidecegdini bilmiyoruz, yani yapilan bir kaniti
anlamak daha kolay geliyor ¢linkii o sekilde c¢alismisiz. Ezber yapmadan
o6nce bakiyoruz bazen, yani genelde Oyle oluyor c¢linkii mantigini da
kurmadan bir sekilde ezber yapilmiyor. En azindan ben yapamiyorum.
Sadece bdyle béyle yapilir diyebiliyorum ama kanit yapmaya gelince
olmuyor. (...) Mesela yabanci dilde de &yledir, konusulur anlarsin ama sen
ciimle kuramazsin”

Derslerin iglenme bigcimi ve sinavlarda sorulan sorular, ezber yaparak calismaya
yonelmesindeki nedenlerden olarak dusunulebilir. Cunku derslerde dgrencilere
bitmis Urlinler sunulmaktadir (Pedemonte, 2007). Ogrencilerin sadece onlara
sunulan hazir kanitlar sinava yonelik olarak ¢alismalari ya da ezberlemeleri, dersi
basarmalari icin yeterli olabildiginden, anlamaya ve akil ylUriutmeye ©Onem
vermemekte ezber stratejilere yonelmektedirler. Calismalarda da, 6grencilerin is
yukunun ¢ok fazla oldugunu veya degerlendirmenin, yeniden Uretmeyi Olgtigunu
dusunmeleri durumunda kavramaya daha az 6nem verdikleri ve 6grenmede en iyi
yaklasimlarin, ylzeysel ve ezber ydéntemler oldugunu disindukleri ifade edilmistir
(Crawford et al,1994). Ogrencilerin kanittama becerisi kazanmalari ve ezbere
yonelmeden akil ydraterek kanit olusturabilmeleri igin kanitlarla ugrasmalari,

deneyim kazanmalari gerekmektedir.

Pelin’in soyledikleri, kanitlara kargi olumsuz tutumunun bir diger sebebinin de,

bolumunu ve derslerin igerigini benimsememis olmasi oldugunu gostermektedir.
“(...) gergekten hig ilgi duymuyorum. Buranin béyle oldugunu bilseydim

gelmezdim. Geldigimde yok yani, dedim dersleri gegeyim bitsin. (...) ¢ok
teorik geldi, bir de zevkli gelmedi sikici geliyor. O yiizden sadece dersi
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kurtarayim yeter anlaminda. Mesela ¢ok zaman ayiriyorum, c¢alismiyor
degilim ama dedigim gibi ezberle alakali ben de ezber yapamiyorum.”

Derslerin islenigsi ve calisma bicimi ile ilgili soyledikleri, gorismelerde ve sinif
calismalarindaki davraniglari, zevk almanin ve ilgi duymanin matematiksel
gorevlerle ve kanitlarla ugrasmada ve basarida ne kadar onemli oldugunu ortaya
koymaktadir. Bu bulgu, 6grencilerin 6grenmelerinde, basari ve basarisizliklarinda
duyussal yonun onemli etkisi olabilecegini gosteren calismalari desteklemektedir
(Weber, 2008; Furinghetti & Morselli, 2009; Heinze & Reiss, 2009). Pelin
matematik derslerinin ve kanitlamanin ezber gerektirdigine inanmakta, dusuk
basari gostermesinin nedenini ezberleyememesi olarak goérmektedir. Pelin
onermeleri kanitlama surecinde igin c¢ikamadigr ve ilerleyemedigi durumlarda
yasadi§i hisran sonucu kaygi ve umutsuzluk durumuna gecmistir. Onermelerin
kanitlanyla ugrasirken, calismanin basinda cabuk vazgecmesi,
kanitlayamayacagini dusunmesi ve yeterince ¢alismadigi, cok fazla eksigi oldugu
icin basaramadidini ifade etmesi; kaygi, korku ve umutsuzluk duygusal
durumlarinda gorulen, Kisinin problem c¢6zmeden kaginma ve yetersizlikleri
kendine yukleme gibi savunma mekanizmalari gelistirmesine Ornek teskil

etmektedir.

Pelin kanitlara genellikle onyargili ve yapamayacagini dusunerek yaklasmis,
onermeleri okuduktan sonra ne dusundugunu arastirmacinin sesli dugunmesi icin
uyarmasiyla sézel olarak ifade etmeye calismis ama dusuncelerini yazmaktan ve
kanittama girisiminde bulunmaktan kaginma davranigi gostermistir. Sinif
calismalarinda da yeni fikirler Gretmekten c¢ok, arkadaslar tarafindan dretilen
fikirler Uzerinden gitmis, onlarin yaptiklarini anlamaya ¢alismis ve tim
katilimcilarin birlikte gergeklestirdigi tartismalarda genellikle sessiz kalmayi tercih
etmistir. Sinif galismalarinda verilen bireysel gorevlerde tek basina ilerlemekte
zorlanmis ve arkadaslariyla birlikte galismak istemistir. Bunun nedenini, kendini
sinavdaymis gibi hissetmesinin yarattigi kaygi duygusu olarak belirtmistir. Butln
bunlarin Pelin’in kanitlamaya karsi ilgi duymamasi, merakinin olmamasi, keyif
almamasi ve tek basina kanitlari olugturamayacagina inanmasi ile ilgili oldugu

sdylenebilir.
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Pelin, yazili uygulamada ve bireysel gorusmelerde yapamadigi dort sorudan ikisini
son gorusmede yanitlayabilmis ve kanitlarla ugrasirken tikandigi noktada hemen
vazgecmek vyerine farkh yollardan deneyerek sonuca ulagsmaya c¢alismistir.
Calisma ile ilgili olarak yazdigi goruslerinde, artik karsilastigi kanitlara karsi énceki
kadar on yargili olmayip kanitlamaya c¢alisacagini ifade etmistir. Bu bakimdan
calismanin Pelin’in 6n yargilarinin azalmasinda ve kanitlama surecinde nasil
dusunmesi gerektigi konusunda bir farkindalik yarattigi sdylenebilir. Calismaya

iliskin goruslerinde de Pelin bu durumu ifade etmistir (Sekil 4.12).
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Sekil 4.12. Pelin’in galigmaya iliskin son degerlendirmesi

4.1.3. Veli’nin kanitlama sureci

Veli'nin yazili olarak uygulanan sorulara verdigi yanitlardaki tutarsizliklar, bir
kosullu 6nermenin kanitinda kullanilabilecek u¢ kanit yontemiyle ilgili bilgisi
hakkinda net bir karar vermede yeterli olmamistir. Kanit yontemlerini distnerek,
onermenin kanitindaki varsayimi belirlemesi istenen 1. soruda sadece dogrudan
kanit ve olmayana ergi kanit yontemlerine uygun varsayimlarin oldugu, 2. soruda
ise her ¢ yonteme gore varsayim ve hukmun belirtildigi segenekleri isaretlemistir.
Bir dnermenin kaniti igin U¢ alternatifin sunuldugu ve bu kanitlarin gegerliliklerini
kontrol etmesinin beklendigi 5. soruda, Ug¢ farkli yontemle yapilmis olan gegerli
kanitlardan sadece dogrudan kaniti; sadece ikisi dogru olmak Uzere Ug¢ alternatifin
sunuldugu 6. soruda ise dogru olarak verilen, dogrudan kaniti ve karsit ters ile

kaniti gegerli olarak kabul etmigtir.

Yapilan birinci gérismede, yanitlarini kontrol etmesi ve sorulari yanitlarken nasil
dusundugunu agiklamasi istenmistir. Bu gérigsme sonucunda, kosullu 6nermelerin
kanitlanmasinda kullanilabilecek U¢ temel yontemin farkinda oldugu ortaya

cikmistir. Gérismede Veli’ye bu Ug¢ kanit yonteminin uygulanisi soruldugunda:
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“(...) dogrudan kanitta, verilen hipotezi kabul edip sonuca ulasmaya
calisiyorduk. Olmayana ergi, hipotezin sonucunun dogru olmadigini kabul
ediyorduk fakat hipotezin basinin da dogru oldugunu kabul edip ¢eligki elde
ediyorduk. Séyle bir sey vardi mesela, su ise budur. “lse” den sonraki
kismin yanhg oldugunu kabul edip, fakat ilk bagini yine dogru kabul edip, bir
celiski elde ediyorduk. Dolayll kanit 111... sanirim o da géyle bir sey olabilir,
P ise Q diye dislniyoruz ya bunun kargit tersi vardir Q’nun degili ise P’nin
degili, onu dolayli kanit olarak hatirliyorum.”

seklinde acgiklama yapmistir. Bu acgiklamalara gore ogrenci bu yontemlerle ilgili
prosedurel bilgiye sahiptir. Ancak diger sorulara verdigi yanitlar incelendiginde, bu
yontemlerden karsit ters ile kanit yontemini uygulama konusunda yetersiz oldugu
ve bu yontemle yapilmis gegerli kanitlari, varsayim ve sonuca eklemeler yaparak,
olmayana ergi yontemi ile kanita uygun hale getirmeye c¢alistigi goértlmuastar. 5.

soruda, 6nermenin karsit ters ile kanitinin gecerligini kontrol ederken:

‘Bunu daha glizel yazabilirdi sanki, olmayana ergi ile basliyor, sonucta
celiski elde edelim diye zihninde tasarlamig olabilir. Yani satir eksik gibi o
ylizden eksik oldugunu disindiim. Ama acaba yazan, o satiri kafamda
tasarlayim deyip de sonucun yine celigkisini elde etmis diye dlsgiinebilir
miyiz?”
seklinde yorumlayarak, verilen kanitta olmayana ergi yonteminin uygulaniimig
oldugunu dusunmus ve karsit ters ile kaniti aklina getirmemistir. Yazili olarak
yanitladiginda gecerli bir kanit olarak kabul etmedigi, Gnermenin olmayana ergi ile
yapiimisg kaniti icin de karar degistirerek gecerli bir kanit oldugunu soylemigtir. Bu
sorudaki ©6nerme, Ogrenciye son gorusmede verilerek kanitini kendisinin
olusturmasi istenmistir. Ogrenci ifadeyi hem dogrudan kanit hem de olmayana ergi

ile kanit yontemiyle kanitlamigtir.

3. soruda, verilen kanittan gikarim yapmalari ve olmayana ergi yontemi ile kaniti
verilmis olan dnermeyi belirlemeleri istenmigtir. Veli, verilen kanitin hangi ifadeyi

kanitladigini dogru bir sekilde belirlemistir.

4. soru, kanitin mantiksal temelini olusturan, bir ifadenin tersini, karsit tersini,
kargitini ve degilini belirleme becerilerini degerlendirmek amaciyla sorulmustur.

Veli bu soruyu da dogru yanitlamigtir.
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Ug¢ kanit yodntemini kullanarak, verilen ©nermelerin kanitlarini olusturmalari
beklenen sorulardan, dogrudan kanit yontemi ile yapilmasi beklenen 7. soruyu
Sekil 4.13’teki gibi yanitlamistir.
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Sekil 4.13. Veli'nin 6lgme araci 7. soruya yaniti

Veli, gérusme sirasinda ifadenin neden dogru oldugunu kabul edilebilir bir bigimde
aciklamasina ve dogru dusinmesine ragmen, kanitindaki ifadeleri olmasi gereken
dizende, acik bir bicimde yazamamis ve kanit gcergevesini olusturamamistir. Bir
argumanin matematiksel kanit olabilmesi i¢in, mantiksal notasyonun uygun yerde
kullaniimasi ve kanit yontemini isaret eden belli bicimdeki kelimelerin yer aldigi,
mumkin olan en acik sekilde yazilmis olmasi gerekmektedir (Weber & Alcock,
2009). Bu acgidan degerlendirildiginde Veli'nin yanitinin matematiksel olarak

dizgun bir kanit oldugu sdylenemez.

Olmayana ergi yontemi ile kanitlanmasi beklenen 8. soruya S$ekil 4.14’teki
aciklamayl yazmis ve irrasyonel sayinin nasil ifade edildigini bilmediginden
kanitlayamadigini belirtmistir. Goérlisme sirasinda, rasyonel sayinin nasil ifade
edilecegini hatirlamasina ragmen, bu bilgiyi kanitta nasil kullanacagini

belirleyememistir.
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Sekil 4.14. Veli'nin 6lgme araci 8. soruya yaniti

Bu soru, son goérismede tekrar sorulmustur. Veli, oncelikle dogrudan kanit
yontemini kullanmayi tercih etmis ve hemen hipoteze odaklanarak (Selden et al.,
2010) irrasyonel saylyl ifade etmeye calismis ancak ilk girisiminde basarih
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olamamistir. Daha sonra, soruda olmayana ergi yontemine yapilan yonlendirmeyi

fark etmis ve bu yontemi uygulayarak gegerli bir kanita ulagsmistir (Sekil 4.15).
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Sekil 4.15. Veli'nin son gérugme 5. (6lgme araci 8.) soruya yaniti

9. soruda verilen dnermeyi, karsit ters kanit yontemiyle kanitlamasi i¢in kanitin ilk
adimi verilerek ydnlendirme yapilmistir. Ancak Veli bu soruda da varsayima

ekleme yaparak olmayana ergi kanit yontemini kullanmis,

“Kafamda tek olmayana ergi oldugu igcin ona uydurmaya c¢alismisim bliyik
ihtimalle ”

aciklamasini yapmistir. Bu 6nerme, o6grenciye kanitlamasi i¢in son goérismede
tekrar verilmis ve kanit ydntemi ile ilgili yonlendirme yapilmamistir. Ogrenci, ifadeyi
dogrudan kanit yontemiyle, kabul edilebilir bir bicimde kanitlamistir. Veli karsit ters
ile kanit yontemini tanididi ve uygulanigini prosedurel olarak bildigi halde

onermeleri kanitlarken kullanmamisgtir.

Fonksiyonlarla ilgili 10. ve 11. sorulari yanitlarken, fonksiyonun birebir ve 6rten
olmasi Ozelliklerini, tanim ve deger kimelerini Venn diyagraminda ¢izerek sekil
uzerinde gérmeye calismistir. 10. soruda dogru distinmus ve olusturdugu kanitin
adimlarini gerekgelendirmistir. Ancak gorusmede, yaptigi kanittan tam anlamiyla
emin olamadigini ifade etmistir. Yazdiklari incelendiginde birebirligi dogru yerde
kullandigi ve gegerli bir kanit olusturdugu goralmustar.

11. soruda verilen kaniti gegerli olarak kabul etmis ancak fonksiyonun birebir ve
orten olma o6zelliklerine, kanitin hangi asamasinda ihtiyag oldugunu dogru bigimde
belirleyememigtir. 12. ve 14. sorulardaki dnermeleri dogrudan kanit yontemiyle

kabul edilebilir bir bicimde kanitlamigtir.
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Veli yazih uygulamada, 13. sorudaki énermenin kanitini olusturamamistir (Sekil
4.16). Bu 6nerme, son gorusmede ogrenciye tekrar soruldugunda onermeyi daha
once kanitlayamadigi icin yine kanitlayamayacagini dusunmustir. Kanit yontemi
olarak genelde dogrudan kaniti tercih ettigini ancak bu ifadeyi dogrudan kanit
yontemi ile kanitlarken “veya” I ifadelerden birinin saglandigini géstermesinin,
kanit igin yeterli olup olmayacagindan emin olmadigini belirtmistir. Sorunun “veya”
ifadesi igeren birlesik 6nerme olmasindan dolayi bir sure tereddit yasamis ancak
sonrasinda olmayana ergi ile kaniti kullanmayi dastnerek ifadenin degilini almig
ve gecerli bir kanit olusturmustur (Sekil 4.17). Veli son goérismede, onceleri
olmayana ergi yontemini kullanmayi tercih etmedigini ancak sinif galismalar

sirasinda bu yontemi benimsedigini belirtmistir.
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Sekil 4.16. Veli'nin dlgme araci 13. soruya yaniti
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Sekil 4.17. Veli’nin son gérisme 3. (6lgme araci 13.) soruya yaniti

ikinci gOrusmenin ikinci bélimunde, verilen iki énermeden birincisinin kanitini,
cebirsel islem ve sbzel agiklama ile sonucun dogrulanmasi seklinde yapmistir.
Onermenin hipotezini ve hikmini net bir bigimde ifade edememis, kanit

cergevesini olugturamamis, belli bir kanit yontemini uygulayamamisgtir.

Kime konusunda bir esitligi kanitlamasi gereken ikinci onermede ise, kanitlama

surecine Venn diyagrami gizerek baslamis ve sekil ¢cizme sebebini:
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“‘Bu tir ifadeleri 6nce Venn gsemasinda goérmeyi tercih ediyorum (...).
Hakikaten esitligin, bunun dogru olup olmadigini zihnimde, sezgisel olarak
bir sey yapmis oluyoruz belki de”
seklinde agiklamigtir. Veli bu 6nermenin kanit gercevesini, alt kanitlarini (Selden &
Selden, 2009) duzgun bir bigcimde olusturmus ve kanitta ilerlerken de her adimda

yaptiklarini gerekgelendirmistir.

Yazih olarak uygulanan sorulara verdigi yanitlarin incelenmesi ve bu yanitlarla ilgili
daha derinlemesine bilgi elde etmek amaciyla yapilan gérisme sonucunda,
Veli’nin, matematiksel kanittamada gerekli olan; verilen bir 6nermede hipotez ve
hukmu belirleme, onermenin degilini, tersini, karsit tersini bulma ve bunlarin
dogruluk degerlerini belirleme, verilen kanitlarin gegerliligini kontrol etme
becerilerine sahip oldugu; olmayana ergi, karsit ters ile kanit ve dogrudan kanit
yontemlerini tanidigi ve kosullu onermeleri olmayana ergi ve dogrudan kanit
yontemlerini kullanarak kanitlayabildigi belirlenmigtir. Buna ragmen, en basta yazili
olarak uygulanan ve galisma oncesindeki gérismelerde yoneltilen kanit olusturma
sorularinin tumunu yanitlayamamistir. Ancak 5 haftalik sinif galismalari sonucu
gerceklestirilen son gorugsmede, kanit yontemlerini uygulama ve kanitlari yazmada

daha az sorun yasamis ve verilen onermeler igin gecgerli kanitlar olusturmustur.

Vel’'nin  kanit olusturma slrecindeki davraniglart Weber (2004b)’e gore
degerlendirildiginde, kanitlamaya semantik olarak yaklastigi soylenebilir. Veli
kanitlama surecine, genellikle sekil gizerek, ornekler vererek baslamig ve once
sezgisel olarak ikna olmaya calismistir. Bu bakimdan tanim, teorem ve mantik
kurallarini iceren kanit gosterim sisteminin digindaki gdsterim sistemlerini de
kullanmistir.  Sinif galismalarinda da, arkadaslarinin ve kendisinin yaptidi
kanitlarda, satirlar arasindaki gegislerin nedenini sorgulamis ve kanitin her
adiminin gerekgelendiriimesine ihtiya¢ duymustur. Ayrica semantik yaklasimi olan
bazi 6grencilerde goruldigu gibi, érneklerle ve kullandigi gésterimlerle (6rn. grafik,
diyagram) sezgisel olarak ikna olmasina ragmen, kaniti sembolik notasyon

kullanarak ifade etmede guglik yasamigtir.

Sinif ¢alismalarinda, o6grenciler kimi zaman grup iginde kisa sureli olarak tek
baglarina disinme ve sonrasinda dusunduklerini grup arkadaslarinin fikrine

sunma yolunu seg¢miglerdir. Veli'nin bu sekilde davrandigi zamanlardaki
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calismalarinda kullandigi sekiller ve sembolik olmayan s6zel agiklamalari dikkat
cekmektedir. Grup calismalarinda ikinci hafta sorulan 6nerme 2.1'i (Bkz. Ek.5),
tum sinif tartismaya basladiklarinda, tahtaya kalkarak bir sayr dogrusu ¢izmis ve
sayl dogrusu Uzerinde aldigi her sayi igin bu sayiyi iceren bir (—¢, &) araligi
bulabildigini ve ¢ degeri degistikge, belirledigi say! araligin disina ¢iksa bile her
defasinda 0 sayisinin aralikta kalacagini ifade ederek, dnermeyi sekil lUzerinde
aciklamistir. Ancak Veli, orneklendirerek ve sozel olarak agiklayarak 6nermenin
dogruluguna sezgisel olarak ikna olmus olsa da, matematiksel bir kanit
olusturamamis ve dusuncelerini matematiksel ifadelerle kanita doénustirme

konusunda diger arkadaslarindan yardim istemistir.

Son hafta verilen énerme 5.2’nin (Bkz. EK.8) kaniti icin, ¢izdigi dizlem Uzerinde
dizinin terimlerini temsil eden noktalar alarak dusuncelerini agiklamaya ve

kanitlamaya calismigtir (Sekil 4.18).

Sekil 4.18. Veli'nin Onerme 5.2’yi kanitlamaya ¢alisirken cizdigi sekil

Batun bunlar, Veli'nin kanitlama surecinde semantik akil yurattugunu ve sezgisel
olarak ikna olmaya 6nem verdigini fakat matematiksel kanit olusturma, yazma ve
ifade etmede sorunlar yasadigini gostermektedir. Ancak c¢alisma surecinin
sonunda yapilan goriusmede, kanitlari yazma ve dusunduiklerini matematiksel
olarak ifade etmede, slrecin basindakine gére daha az gugluk yasamis ve verilen
onermelerin tUmunu duzgun bir sekilde kanitlamistir. Veli, ¢alismanin bagindaki
gorusmelerde ve sinif calismalarinda olmayana ergi kanit yontemini kullanmaktan
kaginmasina ragmen son gorusmede bu yontemi kullanmig ve bunu grup

tartismalarinda benimsedigini ifade etmigtir.

Bu bdlimde, Veli'nin matematiksel kanitlama sturecindeki duyussal 6zellikleri,

derslerin iglenisi hakkindaki goruUgleri ve c¢alisma bigimi, veriler dogrultusunda
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incelenecek, bunlarin kanitla ilgili guclukleri ve kanitlama yaklasimi Gzerindeki

olasi etkileri yorumlanacaktir.

Yazili uygulamadaki kanitla ilgili gugluklerini belirlemeye yonelik soruya verdigi
yanitta, uygulamasi gereken kanit yontemini belirlemekte gucluk ¢ektigini, bunun
kanitlara ilgi duymamasiyla ve sadece sinavlara yonelik c¢alismasiyla iligkili

oldugunu ifade etmistir.

‘Evet, kesinlikle (gucluk) yasiyorum. Bunlarin en temeli teoremi bazen
yanlig anliyor olmam. Sonrasinda hangi kanit yénteminin o teorem igin
uygun oldugunu kestiremedigim igin bocalama ve glivensizlik duyarim. Her
seyden daha énemlisi de; bu konularda yani kanit yapma ve matematiksel
kanit yéntemlerine karsi sahsen ilgisizim, bugiine kadar yaptigim kanitlarin
% 70 derslerimde basarili olmak igin sinavliardan &énce yaptigim
calismalardan ibarettir’

Yazili sorulari yanitlarken nasil dusundugu ile ilgili daha ayrintil bilgi elde etmek
amaciyla yapilan birinci gérismede, surekli yaptiklarindan suphe duymus, dogru

yapmis bile olsa tam anlamiyla emin olamamistir.

“(...) yani hep bu kanit yéntemlerinde korkmusumdur, tedirgin olmusumdur.”

Dogru yaptigi bir kaniti kontrol ederken yine de geliskide kalmasinin ve higbir
zaman tam emin olamamasinin ge¢mis deneyimlerinden kaynaklandidi ortaya
cikmistir. Dogru vyaptigi bir kanitin, neden dogru olmadigini dusundugu

soruldugunda:

“Ya ben bu kanitlardan hep korkmusumdur zaten kesin yanlgtir. Sinavlara
girerim, hepsini yaparim, kag¢ bekliyorsun? Biiyiik ihtimalle ¢izilir (isti diye
digtintiyorum 40-50 en fazla, gececek kadar not (...) psikolojik herhalde
hoca burayi ¢gizer (kabul etmez anlaminda) falan o ylizden”

Veli’'nin verdigi yanit, yaptigi kanitlarin dogrulugu konusunda kendini ikna etmek
yerine hocay! yani bir otoriteyi ikna etmenin daha énemli oldugunu dasundigunu
ve bir otorite yaptiklarini onaylamadan dogrulugundan emin olamadigini
gOstermektedir. Bu korku ve glvensizlik, Veli’yi ezbere ve kitapta yazan veya

ogretmen tarafindan sinifta yapilan kanit prosedurini kullanmaya yoneltmektedir.

ikinci gériismede, kanit agirlikli derslerin genel islenis tarzi ile ilgili olarak, katihm

olmadan 6gretmenin konuyu hizli bir bigimde igledigini ve tim uygulamalari yine
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ogretmenin yaptigini dolayisiyla sinifta 6grenmedigini, sonrasinda defterindeki

notlari galigtiginda 6grendigini hissettigini ifade etmigtir.

“‘Kendi adima birgok konuyu kitaptan ¢alisarak 6grendim. Ya da defterdeki
notlar1 tekrar calistigimda o6grendigimi hissediyordum. Oradan (dersten)
sadece plf noktalarini almaya calisiyordum bir iki ufak tefek. Yani hocanin
séylediklerinin %10°u belki aklimda kaliyordu ya da 6greniyordum. Geri
kalan %60-70%i kendim c¢alisarak 6greniyordum yine 6grenmedigim birgok
sey kaliyordu yani.”

“Ya c¢ok da anlamadigimi digtinliyorum ben derslerde. Yani kigisel de
olabilir benimki, mesela lisede de &gretmen anlatirken degil de kendim
calisirken kesfediyordum. Cok fazla direkt anlatildiginda anlayamiyordum
yani. Acik bir seyler kaliyordu, eksik noktalar oluyordu.”

Kanit agirhkh derslere, hazir kanitlari, bakmadan aynisini yazabilecek duruma
gelene kadar yazarak calistigini ve sinavlarda, defterde olan veya calistig
kanitlardan farkli bir ifade soruldugunda ise kaniti olusturamayacagini
disUndiguni belirtmistir. Defterindeki var olan kanitlari defalarca yazarak

calismayi tercih etme nedenini:

“Yani belki de ezber oluyordur ama ben pek ezber oldugunu
disiinmiiyorum. Isime yariyordu sonugta &zellikle baslangici ve ara
basamaklari. Ara gecis basamaklarini algilayabiliyorsaniz zaten olay
bitiyordu sonugta. Az ¢ok gidisatini belirleyebiliyordunuz. Ama iste o ara
gecis basamaklarini ¢ok iyi hatirlamaniz gerekiyor. Yani suradan suraya
gecti su yizden gecti diyebilmeniz igin orayr tamamen hatirlamaniz
gerekiyor, ezber kismi orasi belki.”

seklinde agiklamigtir. Veli’'nin burada s6zunu ettigi ara basamaklar kanitin problem
odakli kismidir ve bu kisimdaki gugliklerin, 6grencilerin daha ¢ok kanit olusturma
deneyimi yasamalariyla giderilebilecedi disunulmektedir (Selden & Selden, 2009)
Ancak ogrencinin agiklamalari, bu deneyimi yasamadiklarini ve onlara sunulan
kanitlari g¢alisma, cogunlukla ezberleme yoluna gittiklerini gostermektedir. Veli,
ogrencilerin dersleri, sadece ge¢gmek zorunda olduklari, zevk ve keyif veren
dersler olmadiklari seklinde goérmeleri ve motivasyon eksikligi nedeniyle ders
sorumlusu olanak verdiginde bile 6grenci katiimi olmadigini belirtmistir. Veli,
kendisinin de gogunlukla boyle dugsundugunu, derslerde degil ancak kendi basina
calistiginda, bir seyleri kesfettiginde keyif aldigini sdylemistir. Yaptigi kanitlarin

dogrulugundan higbir zaman emin olamamasinin sebebini, hocanin eksik
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bulacagina ve begenmeyecegine inanmasi, kendisinin tek basina dogru demesinin
bir sey ifade etmedigini, 6nemli olanin bir otorite tarafindan kabul edilmesi

oldugunu dusunmesi olarak agiklamistir.

‘Emin olamiyorum, evet. Demek ki bogsuna puan kirilmiyor bizim
sinavlarimizdan. Belli bir yerde demek ki hos bir yazim yok ya da 6gretmen
gézliyle uygun degil ondan kiriyorlar. Biraz da aslinda bu sebepten dolayi
belki de ezberlemeye ybnelik calismak daha iyi geliyor benim igin (...). (Tam
dogru olmasi igin) Bunun ispatini saglam bir kaynaktan gérip 6—7 defa
yazmam gerekKir”

Veli, ayrica bir kanitin gecerliliginin degerlendiriimesinin kisiye gore degisiklik
gOsterebilecegini dusunmektedir. Yazdigi ifadelerin kanit olarak kabul edilip
edilmeyecegini belirlemesi istendiginde “Bilmem biri olmusg der, biri olmamis der”
seklinde bir yanit vermis ve sinavlardan yuksek not almak igin de, o dersin
sorumlusunun kanit yazma tarzini bilmek gerektigini belirtmistir. Bu aciklamasi,
kanitin gecerliliginin  kisiden kisiye degdisebilecegini dusundugunu ve ders
sorumlusunun  beklentisini  karsilamanin  6nemli  olduguna  inandigini
gOstermektedir (Healy & Hoyles, 2000; McCrone & Martin,2009).

Veli'nin geg¢mis deneyimleri ve sinavlarda beklediginden dusuk not almasinin
yarattigi hudsran, onu, baskalarinin yaptigini taklide veya dogrulugundan emin
olunan bir kaynaktan yazmaya yodneltmigtir. Bu, 0ogrencilerde tekrarlanan
basarisizlik sonucu ortaya ¢ikabilecek bir durumdur ve ugranilan husran 6grenciyi
kaygi ve umutsuzluga surikleyebilmektedir (Goldin, 2000; Weber, 2008). Veli’'nin
gorusmelerde soylediklerinden boyle bir sure¢ yasadigl ve kendine guvensizliginin,
kanita yonelik korku, kaygi ve tedirginliginin sonucunda ortaya ¢iktigi sdylenebilir.
Veli de gozlenen bir diger sey ise ¢alisma suresince genelde ilgili, 6grenmeye ve
bir seyler yapmaya hevesli davraniglar gostermis olsa da gérismelerde kendini
kanita karsi ilgisiz, hevessiz ve tembel olarak degerlendirmis olmasidir. Bunun da
kanit konusundaki onceki basarisizliklarinin yarattigi 6zguven eksikliginden

kaynaklandidi dusunulmektedir.

Calismanin sonunda sureci, uygulamanin olumlu, olumsuz yonleri ve kendisine
katkilar1 agisindan degerlendirmesi istendiginde; c¢alismanin kendi ag¢isindan
verimli gectigini ve az sayida ogrenciyle tartismaya dayali yapilan grup 6gretimini,

dikkatli uygulanmasi durumunda, ¢ok faydali buldugunu belirtmis ve bu ¢alismada
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yer almis olmaktan dolayi arastirmaciya tesekkur etmistir. Veli galismanin, egitim
derslerinde  6grenmis olduklari  yontemlerden grup c¢alismasinin  nasil
uygulanabilecedi konusunda bir deneyim kazandirdigini ve bu agidan da

katkisinin oldugunu ifade etmisgtir.

4.1.4. Derya’nin kanitlama sureci

Derya’'nin yazili olarak uygulanan sorulara verdigi yanitlar incelendiginde, kogullu
onermelerin kanitlanmasinda uygulanabilecek u¢ kanit yontemini tanidigi ve bu
yontemlerle ilgili prosedurel bilgiye sahip oldugu gorulmektedir. Derya 1. ve 2.
sorulari dogru olarak yanitlamig, kosullu bir 6nermede hipotez ve hukimleri dogru
belirleyebilmistir. Karsit ters ile kanit yonteminin nasil uygulanacagini bilmesine
ragmen, onermeyi kanitlamasi gerektiginde bu yontemi kullanmayi tercih
etmeyecegini belirtmistir. Derya, 3. ve 4. sorulari da dogru yanitlamistir. Bu
durumda, verilen bir énermede hipotez ve hikmu belirleme; énermenin degilini,
tersini, kargitini, karsit tersini bulma ve bunlarin dogruluk degerlerini belirleme,
verilen kanittan formel teorem ifadesini olusturma becerilerine sahip oldugu

soylenebilir.

Verilen U¢ alternatif kanittan, 6nermeyi kanitlayanlarin belirlenmesi istenen 5. ve 6.
sorulardan, 6. soruyu dogru yanitlamis ancak 5. soruda sadece olmayana ergi
yontemi ile yapilmis olan kaniti gecgerli kabul etmistir. Gérisme sirasinda
yanitlarini incelerken 5. soru icin fikrini dedistirmis ve Uc¢ alternatif kanitin da
gegerli oldugunu dusundugunu belirtmigtir. Bunun Gzerine gériasmeci bir ifadenin

gegerliligini kontrol ederken nasil disindigunu ve nelere dikkat ettigini sormustur.

Arastirmaci: Genel olarak neleri kontrol ediyorsun bir ifadenin kanitinin
gecerli olup olmadigini degerlendirirken?

Derya: Mesela direkt aklima benim hep sey gelir P = Q gelir hep o yénde
hareket ederim. Bakiyorum, neyi kabul etmis neyi géstermis. Mesela burada
(6. sorudaki kanit 2) dogru bir sey yapmis ama gdstermek istedigim o degil.
Kabullere bakiyorum, kabulden yola cikarak digerini elde ediyor muyuz
yoksa celigki buluyor muyuz?”
Bu aciklamasi ve kanitlari incelerken her adimi kontrol etmesi, Derya’nin bir
kanitin gecerliligini anlamadaki, arguimanin her asamasinin alan bilgisinden veya

onceki asamalardan ortaya c¢iktiginin ve argimanin baska teoremi degil verilen
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teoremin kendisini sagladiginin belirlenmesi asamalarinin farkinda oldugunu
gOstermektedir (Selden & Selden,1995).

7. sorudaki onermeyi dogrudan kanit yontemiyle kanitlamig ancak 8. sorudaki
Onermede rasyonel sayl olmasi gereken x sayisini tamsayi kabul ederek kaniti
olusturmus dolayisiyla gecgerli bir kanit elde edememigtir. Ancak gorusme
sirasinda bu hatasini fark etmis ve gerekli duzeltmeyi yaparak Onermeyi

kanitlamigtir.

9. soruda karsit ters ile kanit yontemine yonlendirme yapmak amaciyla kanitin ilk
adimi verilmistir. Derya, verilen ipucunu fark etmis ancak olmayana ergi yontemini
dusunerek geliski bulmasi gerektigini belirtmistir. Calismadaki diger bazi 6grenciler
gibi, karsit ters ile kanit yontemini bilmesine ragmen bu yontem aklina gelmemis,
ifadeyi olmayana ergi yontemini kullanarak kanitlamistir. Kanittaki gecisler
dogrudur ve gegerli bir kanit olusturmustur ancak olmayana ergi yontemi ile
kanitladigi icin ac = bd kabulini de kanitin baginda yazmasi gerektigini
belirtmistir (Sekil 4.19).

Kamt: ¢<d oldugunu kabul edelim ... ( kanita devam ediniz!)
ose  o\duguacien oc = ad ve Sso o\dl,gUrQbf\
bec =« d Qoue A\\)‘“‘ 2o Aso ve ocbs
cldugrnden  ad< bd olue O tdale
ac cod-& b = ac < o AQler i
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Sekil 4.19. Derya’nin 6lgme araci 9. soruya verdigi yanit

10. soruda verilen 6nerme icin olusturdugu kanitta yazdiklari net degildir, gecisleri
tam olarak neye goére yaptigi anlasilmamaktadir ve fonksiyonun birebir oldugunu
nerede kullandigi goérilmemektedir. Goérismede kanitini agiklamasi ve ne
dugunerek yaptigini ifade etmesi istenmistir. Derya bu soruyu yanitlarken gugluk
¢ektigini, emin olmadan yaptigini belirtmis ve kanitindaki gegislerin (6zellikle 2.

satirdan 3. satira gegis) gerekgelerini agiklayamamigtir (Sekil 4.20).

“‘Ben bunu g¢bzerken de ¢ok aklimda net bir sekilde ¢é6zmedim yani (...).
Emin olamadim acikgasi. Clnkl birinci sinifta da sorunlar yasiyordum,
buradan bunu yazabilir miyim (2. satirdan 3. satira gegis) ondan ¢ok emin
olmadan yapiyordum.”
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Sekil 4.20. Derya’nin 6lgme araci 10. soruya verdigi yanit

Yazdiklarindan kendisi de tatmin olmamis ve baska bir kagida sekil gizerek,
gerekgesini aciklayamadigi gecisle ilgili kendini ikna etmeye calismistir. Ancak
yine de dogru bir agiklama yapamamis ve fonksiyonun birebir olmasi 6zelligini

kullanamamisgtir.

Bu sorudaki 6nerme Derya’ya son gorusmede cift yonll olarak tekrar verilmis ve
kanitlamasi istenmistir. Onermeyi okuduktan sonra nasil baslamasi gerektigini
belirlemis ve her adimda sesli olarak sorular sorup yanitlayarak ilerlemistir.
Onermenin birinci ydnden kanitini yaparken, birebirligi kullanip kullanamadigini,
hangi agsamada kullanacagini belirlemek igin sekil (Sekil 4.21) ¢izmistir. Birebirligin
tanimini kullanarak ve acaba birebir olmasa ne olurdu diye dustnerek hareket

etmistir.

“Bizim bir y ‘'miz var mesela bu y hem f(A)’da hem f(B)de (bunu c¢izdigi
kimelerin kesisiminde gosteriyor) simdi bu birebir olmazsa buna baska
bir x de gelebilir mesela. Yani buradan (tanim kimesi) iki eleman y ’ye
gitmis olabilir mesela birebir olmasa, o zaman biz burada (6nermenin birinci
tarafi) birebirligi kullanmig oluyoruz.”

seklinde yapti§i aciklamalarla birinci tarafin kapsamasini géstermistir. Ikinci
taraftan kapsamayi gostermek icin islemlere baslamistir ve yine kendi kendine

sordugu sorularla ilerlemistir.
“Simdi burada birebir olmasa acaba yine, f(A) N f(B) nin altinda olur mu?

Bunu deneyip gérmem lazim, géreyim yani ben énce (...) Fonksiyon birebir
olmasin bakalim olacak mi?”
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Sekil 4.21. Derya’nin son goérisme 4. soruyu yanitlarken gizdigi Venn diyagrami

Derya, B kiimesinin elemani olarak sadece 3’U dusinmus ve f(4) N f(B)Yi bos
kime olarak bulmustur. Bu noktada goérusmeci gorinti kimesi tanimini
hatirlamasini istemis ve 2 elemaninin B kimesinde de oldugunu hatirlatmigtir.
Bunun Uzerine Derya, dizeltmeyi yaparak bu kapsamayi gosterirken birebirlige
gerek olmadigina karar vermistir. Kaniti yaparken de bu sekilde dusundugunu
ama yine de Ornek Uzerinde goérmek istedigini belirtmistir. Sekil Gzerinde ve
orneklerle gorerek ikna olan Derya ikinci taraftan kapsamayi gosterirken birebirlige

ihtiyaci olmadigini ifade ederek kanitini olusturmustur (Sekil 4.22).
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Sekil 4.22. Derya’nin son gorisme 4. sorudaki yanitinin bir kismi

Derya kaniti gegerli bir bicimde goOstermis ancak arastirmaciya bu konuda

zorlandigini ifade etmistir.

Derya: Bu tarz sorularda hocam, oturmamig bir yerler var yani ne kadar
cizerek de gostermeye calissam.

Arastirmaci: Ne mesela tam oturmayan?

Derya: Yani boyle iste birebirligi kullanacak miyim kullanmayacak miyim,

onu béyle cizerek kendime géstermem gerekiyor, kanitlamam gerekiyor.
Diger ogrencilerde gozlendigi gibi Derya da, icinde birebirlik kavrami gegen
fonksiyon Onermelerinin kanitlarinda guglik c¢ekmektedir. Calisma &ncesi

gbrusmelerde ve yazili olarak uygulanan sorularda, bu onermeler icin gecerli
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kanitlara ulagamamigtir. Ancak son gorusmede akil yuritme sureglerini etkili

kullanmis, cizdigi sekillerle, sordugu sorularla ilerleyerek dogruya ulasmistir.

Grup calismalarinda, fonksiyonlarla ilgili ve birebirlik taniminin kullaniimasini

gerektiren Onermelerin kanitlarini degerlendirirken, tartismalarin tetikleyicisi
genelde Derya olmustur. Sinif tartismalarinda, kafasindaki sorulari, arkadaslarinin
sorularina yonelik yaptigi aciklamalari hep tahta Uzerine ¢izdigi sekillerde

gOsterme yolunu segmistir.

11. soruda verilen kanitin gecerli oldugunu belirtmis ancak fonksiyonun birebir ve
orten olmasi o6zelliklerinin hangi adimlarda kullanildigint dogru belirleyememigtir.
Gorusme sirasinda, yanitini yeniden dusinmus, birebir ve o6rten fonksiyon
tanimlarini ifade etmis, kaniti incelemis ve ortenlik taniminin kullanildigi adimi
dogru olarak belirlemis ancak kanitta, fonksiyonunun birebir olmasinin
kullaniimasina gerek olmadigini ve fonksiyon birebir olmasa da verilen dnermenin

dogru olacagini belirterek soruyu dogru yanitlayamamisgtir.

Yazilh uygulama sirasinda 12. soruda verilen onermeyi kanitlamaya calisirken
uzun sure harcamis ve ugrasmis ancak gecerli bir kanit olusturamamistir (Sekil
4.23). Gorusmede, ifadeyi kanitlarken gugluk ¢ektigini, Uzerinde ¢ok dusundugunu
ama yapamadigini ve yazdiklarindan da emin olmadigini belirtmistir. Kanitlarken g
fonksiyonunun birebir olup olmamasiyla ilgili bilgi olmadigi igin tereddut yasadigini

sOylemigtir.
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Sekil 4.23. Derya’nin élgme araci 12. soruya yanitl

Yazdiklari incelendiginde Derya’nin fonksiyon ve birebirlik tanimlarini, énermeyi
kanitlama sulrecinde dogru yorumlayamadigi ve kullanamadigi gorulmektedir.

Kanitla ilgili olarak yazdiklarindan emin olamamasinin nedenini:
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“f(x1) # f(xy) olmast g(f(x1)) # g(f(x;)) olmasini gerektirir mi buna
karar veremedim. Bu da seyden kaynaklaniyor g o f ‘in birebirligini cok sey
yapamadim, birebirse ne oluyor onu sindiremedim.”

seklinde aciklamistir. Derya’nin tanimi kanitta kullanma gug¢ligu ¢ekmesi, tanimin
onun igin formel olarak uygulanabilir olmadigini gostermektedir. Ayni 6nerme son
gorusmede tekrar sorulmustur. Onermeyi ilk gérdiigiindeki tepkisi “Aman Tanrim!”
seklinde olmustur. Yazili olarak soruldugunda ve ilk gorugmede, Onermeyi
kanitlayamadigini hatirlayip 6nyargi ile yaklasmistir. Daha sonra Onermeyi
olmayana ergi yontemi ile kanitlamaya baslamis ve varsayimlarini yazmigtir. Bu

surecte:

“g o f birebir olsun f’nin birebir olmadigini varsayalim (U¢ kiime gizip Venn
diyagrami ile fonksiyonlari belirtiyor sekil Uzerinde). O zaman, f birebir
degilse, ona bakiyorum f'nin birebir olmamasi ne anlama geliyor. Birebir
demek f(x;) = f(x) = x; = x, veya x; # x, = f(xq) # f(x;) olur. Birebir
olmamasi da f(x1) = f(xy) iken x; #x, demek mesela. Yalniz, g o
f birebir bunu unutmuyorum. Simdi g o f ’in birebir olmasi ne demek?
X1 # %y ise g(f(xy)) # g(f(x2)) olmasi demek. Tamam oradan yola
cikalim.”

seklinde sesli dusunerek, kendi kendine sorular sorup yanitlayarak ilerlemistir.
Derya, arastirmaciya g fonksiyonunun birebir olup olmamasi ile ilgili ne
ilgili
sOyledikten sonra soruyla ugrasmaya devam etmis, c¢izdigi sekiller Uzerinde

soylenebilecegini sormustur. Gorismeci bununla bir bilgi verilmedigini

disinmis ve istedigi celigkiyi g'nin fonksiyon olmasi tanimini kullanarak

yakalamis ve kanitini olusturmustur (Sekil 4.24).
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Sekil 4.24. Derya’nin son gorusme 5. (6lgme araci 12.) soruya yaniti

Derya, 13. sorudaki 6nermeyi, olmayana ergi yontemi ile kanitlamaya galismistir.

Son adima kadar dogru ilerlemis ancak son adimda, a sayisi ile ilgili yanlis bir
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¢ikarimda bulunmustur. Gdorisme sirasinda kanitini incelerken bu durumu fark
ederek yeniden kanitlamak istemis ve bu defa karsit ters yontemini kullanarak
gecerli bir kanit olusturmustur. 14. sorudaki onermeyi de dogrudan kanit

yontemiyle gecerli bir bigimde kanitlamigtir.

Ikinci birebir goriismede, kanitlamasi igin verilen birinci 6nermeyi kanitlamaya
baslamadan oOnce, Onermenin hukmunu incelemek ve dogru olup olmadigini
anlamak, dogruluguna kendini inandirmak istedigini belirtmigtir. Bir sure dusuntp
yaptigi islemlerle 6nermenin dogruluguna ikna olduktan sonra 6nermeyi olmayana

ergi yontemiyle gecerli bir bicimde kanitlamistir.

Verilen diger dnermede de sekil ¢izmis, kendi ifadesiyle, yaptigi karalamalarla
dogru yolda oldugunu gérdiikten sonra kanitini yazmaya baglamistir. Onermedeki

kime esitligini, dogrudan kanitla ¢ift yonlli kapsamayi gostererek kanitlamistir.

Yazili sorulara, fonksiyonlarla ilgili dnermelerin kanitlari disinda dogru yanitlar
verdigi ve gecerli kanitlar olusturdugu soylenebilir. Derya, her Gg¢ kanit yontemini
tanimakta ve uygulayabilmektedir. Ancak fonksiyon, birebirlik ve ortenlik
tanimlarini bilmesine ragmen c¢alismanin basinda verilen dnermeleri kanitlarken
bu tanimlar kullanmakta gugluk yasamistir.  Sinif calismalarinda bu kavramlarla
ilgili dnermelerin kanitlarindaki tartismalara aktif olarak katilmig, sorular sormus,
tahtaya sekiller gizerek aciklamalar yapmis, hem kendini hem arkadasglarini ikna
etmek icin ugrasmistir. Son goérismede ise c¢alismanin basinda yapamamis
oldugu iki 6nermenin de aralarinda bulundugu tum onermeleri kanitlayabilmigtir.

Dolayisiyla ¢alisma suresince bu konuyla ilgili gugliklerini giderdigi sdylenebilir.

Derya’nin kanitlari yaparken once kendini ikna etmeye calismasi, yaptigi
karalamalarla Onermenin dogrulugunu gordukten, nasil bir yol izleyecegini
belirledikten sonra kanitini olusturmasi, kanitlama surecinde kanitin gosterim
sistemi disinda sekil, grafik ve drnekler gibi baska gosterimlerden yararlanmasi,
semantik yolla kanit olusturdugunu gdstermektedir. CuUnkl semantik kanit
uretiminde kanitlayan kisi, ornekleri gizer, yazar veya onlarla zihinsel olarak galisir;
ornekleri ifadeyi daha iyi yorumlayabilmek ve c¢ikarabilecegi formel cikarimlari
dusunmek i¢in anlamli bir bigimde kullanir (Weber & Alcock, 2004). Semantik akil

yurutenler orneklerle kavramaya, gérmeye ve kendini ikna etmeye c¢alissalar da,
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dusuncelerini matematiksel argimanlara ¢evirmede sorun yasayabilmektedirler
(Alcock & Weber, 2008). Ancak semantik akil yaratme, kisinin hangi tur akil
yuritme c¢izgisini izleyecedine karar vermesine yardim ederek formel kaniti
olusturmasina katkida bulunmaktadir (Weber & Alcock, 2009). Derya da bu
Ozellikleri gostermekte, surekli sorgulayan ve ikna edici gerekgelere ihtiyag duyan
bir 6grenci olarak semantik akil yurutenlerde goruldugu gibi, anlama hissine ve
kavramaya onem vermektedir. Calismadaki kanitlama sidrecinde, dnce yaptigi
karalamalar ve c¢izdigi sekillerle Gnermenin dogruluguna ikna olmus ve kendine bir
yol belirlemig, sonrasinda duzgin bir bigimde formel kanit yazmaya calismigtir.
Ancak kanitlarindaki adimlar arasindaki gecisleri, matematiksel semboller yerine
genellikle cumlelerle yani so6zel ifadelerle aciklamayi tercih etmistir. Grup
tartismalarinda etkili bir bigimde akil yurutmusg, kanitlamasina yardim edecek
sorularla sureci yonlendirmeye galismis ama matematiksel ifadeleri kullanma ve

kaniti yazma konusunda bazen guglukler yagsamistir.

Bu bolumde, Derya’nin derslerin iglenisi hakkindaki dusunceleri, c¢alisma bigimi,
duyussal Ozellikleri, veriler dogrultusunda incelenecek ve bunlarin matematiksel

kanitlama sureci Uzerindeki olasi etkileri yorumlanacaktir.

Derya, aldiklari matematik derslerinin genel iglenis tarzinin ders sorumlusunun
anlatimina dayali oldugunu belirtmis, ancak zaman zaman baz ders
sorumlularinin, soru sorarak goruslerini aldigini ve bu sekilde onlari derse
katmaya calistigini ifade etmistir. Ornek olarak verdigi bir dgretim elemaninin, sekil
ve grafiklerden yararlanarak agiklamalar yapmasi ve sonrasinda kaniti olugturmasi
seklindeki anlatim tarzinin, kendi agisindan daha etkili bir 6gretim oldugunu

soylemisgtir.

“...) Hoca’nin derslerinde kendimi daha rahat hissediyordum ve
ogrenebildigime inaniyordum. Bu hoca ne yapiyordu? Sekillerle anlatir
mesela bize daha ¢ok, yani sekli gizer, grafigi verir mesela grafikse eger ya
da sekille anlatabilecegi bir seyse eger, énce seklini veriyor ondan sonra
kanit yapacaksak eger 6nce sekil Uzerinden iste bu buradan gelmistir
seklinde diger konularla badlanti kurarak anlatiyor, sonrasinda da kanit
yapiyordu bize (...) Hoca bizden sey isterdi mesela arada “Ne diyorsunuz?
Burada ne yapacadiz mesela kanitin burasinda ne gelir sizce?”
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Ders sorumlusuna goére farkliliklar gosterse de derslerin genelde 6gdretmen
anlatimina dayali olmasini  ve kendilerinden kanit  olusturmalarinin
beklenmemesini eksiklik olarak degerlendirmekte ve derse katilimlarinin,

anlamalarini arttiracagini dugunmektedir.

“Simdi séyle olurdu, ben her zaman onun eksikligini duyuyordum. Mesela o
kanita baglarken soruluyorsa soru, benim hosuma gidiyordu yani biz bir
dustinebiliyorduk yani biz ne yapabiliriz diye, yani ben digliniyordum
aclkgasi hani nerden gelmistir, o an kendimi kopmug hissetmiyordum yani
dersten. Kanit yapilirken kafami g¢aligtirmaya c¢alisiyordum en azindan ama
zaten sorulmuyorsa iste sadece tahtadakini gecgiriyoruz yani. Bence
derslerde mesela bunu siz yapacaksiniz, mesela gruplara biliyorum
zamanimiz yok ama gruplar halinde kendimiz yapmaya c¢aligsak o kaniti,
daha faydali olur gibi geliyor bana. Ben éyle diisiintiyorum.”

Derslerin 6gretmenin anlatimiyla islenmesi, onlara kanit olusturma olanaginin
verilmemesi nedeniyle sinavlarda sorulan, daha once kanitini gérmedigi bir ifadeyi
kanitlamakta guclik cektigini ve sinav suresinin farkl yollari deneyerek kanit
olusturmaya calismasi icin yeterli olmadigini bu yuzden kitaplarda gordugu

kanitlar ezberleme yoluna gittigini belirtmektedir.

“Yani ben kendim de yapmaya c¢alisiyordum, kaniti sevdigim igin yapmaya
calisiyordum ama mecburen bir yerde de hani not korkusu oldugundan
dolayi bir yerden sonra mesela anlamadigim kanitlari ezberledigim oluyordu
yani.”
Gorusmede soyledikleri, sinif igi tartismalara katihmi ve gbézlenen davranislari
dusundldugunde Derya’'nin, kanitlara ilgi duymasi kisisel ¢abasinda tesvik edici
olmaktadir. Ancak sinavdan duguk not alma korkusu ve kaygisi benzer
calismalarda da (Weber, 2008) goérildugu gibi, kimi zaman ezber stratejilerine

yonelmesine neden olmaktadir.

Derya, 6gretmenin kanitlama surecinde nasil dusindigunu agiklamasinin veya
yanlg yapsalar da onlara kanitlama deneyimi yasama olanag:i vermesinin,
yanhglari da gorup tartismalarinin kanitlama becerilerinin gelismesine katkida
bulunacagini ifade etmektedir.

“Hocalar derste kanit yaparlarken yani “bakin iste buradan geldim ama...”
bize firsat tanisalar aslinda ya da yanlis yola girseler bakin buradan yola

¢clktik ama yapamadik olmadi hadi bastan deneyelim, ne yapalim. Sonugta
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biz kendimiz yanhg yapiyoruz onu nasil dlzeltebiliiz onu da gérelim
mesela. Belki yanlis yaptigimizi da fark edemiyoruz bunlari da gésterseler
daha faydali olabilir.”

Kanit 6gretiminde, 6gretmenlerin kanit yapisina ve kanitla ilgili fikirlere fazla 6nem
vermemelerinin (Heinze & Reis, 2003), akil ytritme slreglerini agiklamamalarinin,
ogrencilere bitmig Urunler sunulmasinin (Blanton et al., 2009), ogrencilerin
kanitlama surecinde yer almamalarinin ve kanittama deneyimi yasayamamalarinin
(Alibert & Thomas, 1991; Ferrari, 2004) kanitlama becerilerinin gelismemesindeki

sebepler olarak ortaya ¢ikmasi, Derya’nin sdylediklerini desteklemektedir.

Derya, sinavlarda da genellikle beklediklerinden dusuk notlar aldiklarini ama
hatalarini géremedikleri i¢cin dizeltme sanslarinin da olmadigini ifade etmistir. Bu
durum dogru oldugunu duslindugu kanitlarda bile zaman zaman tereddit

etmesine yol agmaktadir.

“Kanitlarda aslinda hep 6yle sey var bende yani bizde daha dogrusu, simdi
biz kanit yapiyoruz sanki ¢ok dogruymus gibi geliyor bize, sinavdan
¢clkiyoruz mesela ¢ok iyi alacakmisiz gibi geliyordu her zaman igin ama
sonra bakiyoruz dlstk almigiz ama nereden disik aldigimizi bilmiyoruz.
Mesela sinav kagitlarimiz bize dagitilsa nerede hata yaptigimizi goriiriiz.”

Calismanin batana ile ilgili olarak yaptigi degerlendirmede, sinif ¢alismalardan
oldukga memnun kaldigini ve herkese s6z hakki verilen sinif ortaminda kalici

ogrenmeler gergeklestirdiklerine inandigini belirtmistir (Seki 4.25).
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Sekil 4.25. Derya’nin galismaya iligkin son degerlendirmesi

Kendi degerlendirmesi, ¢alismanin sonundaki gorigsmedeki kanitlama sureci ve

olusturdugu kanitlar incelendiginde, bes haftalik galismanin Derya Uzerinde olumlu
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etkisinin oldugu soylenebilir. Derya ikinci gorigsmede, kanitlama becerisinde en
onemli seylerden birinin kanit yontemlerini iyi bilmek ve bir Gnermenin bir yontemle
kanittanmamasi durumunda, baska bir yontemi deneyebilecek durumda olmak
oldugunu belirtmigtir. Goérismenin basinda ise kanitlama slrecinde yasadigi
gucluklerin kanit yontemine gore degistigini ifade etmistir. Calismanin sonunda ise
tum yontemleri rahatlikla herhangi bir gu¢lik yasamadan uygulayabilecek duruma
gelmistir. Calismanin basinda kanitlayamadigi, son goérismede karsilastiginda da
yapamayacagini distnduagu bir kaniti olusturmasi (Bkz. Sekil 4.24), gosterdigi
ilerlemenin bir 6rnedi olabilir. Yazih uygulamada ve ilk goérismede uzun sure
ugrastidi halde kanitlayamadigi bu 6nerme Derya’nin sagkinlik ve bilinmezlik
duygularini yasamasina yol acmistir (Goldin, 2000). Bu durum, bilinmezligi
ortadan kaldirmak amaciyla farkli yontemlerle kanitlamaya calismasi yéninde
tesvik edici olmustur. Sonugta gecerli bir kanit olusturmasi, memnuniyet hissine ve
gurur duymasina ve neden olmus; degerlendirmesinde belirttigi gibi, kanitla ilgili

gucluklerini gidermesini ve kendine olan guveninin artmasini saglamistir.

4.1.5. Cem’in kanitlama sireci

Cem’in yazih olarak uygulanan sorulara verdigi yanitlar incelendiginde; kanit
yontemlerini tanima, verilen donermede hipotez ve hukmu belirleme, verilen
kanitlarin gecerliliklerini kontrol etme becerilerinin dlgilmesi amaciyla sorulan
sorulara eksik ya da yanlhs yanitlar verdigi, ancak dnermeleri kanitlamasi beklenen
sorularda matematiksel olarak dizgun ve gecerli kanitlar olusturdugu gorulmustur.
Yazili sorulara verdigi yanitlari agiklamasi igin yapilan goérismede Cem, ilk Ug
sorudaki yanlis ve eksiklerini fark etmis ve sorulari dikkatli okumadigi i¢in yanlis
yanitlamis olabilecegini belirterek dogru dizeltmeler yapmistir. Gérlismede yaptigi
aciklamalar ve duzeltmeler géz onune alindiginda, kanit yontemlerini tanidigi,
verilen bir dnermenin hipotezini, hukmunu, tersini, karsitini, karsit tersini ve degilini
belirleyebildigi, verilen kanittan dogru c¢ikarim vyaparak teorem ifadesini

olusturabildigi ortaya ¢ikmistir.

Verilen dnermeye iligkin alternatif kanitlarin gegerliliklerini kontrol etmesi istenen 5.
ve 6. soruda, dogrudan kanit yontemiyle yapilmis olan kanitlari gecerli kabul
etmistir. Her iki soruda da karsit ters ile yapilan kanitlarda varsayim ve sonuca

eklemeler yaparak olmayana ergi yontemiyle kanita donusturmus ve gegerli olan
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bu kanitlarin eksik yazildigini belirtmistir. Gorigsmede neden eksik oldugunu

dusundugu agiklamasi istendiginde:

Cem: Once hangi yéntemle basladigini anlamaya galistm. 1. kanitta
olmayana ergiyi almis.

Arastirmaci: Peki, baska sekilde yapilmis olamaz mi?

Cem: Baska sekilde yapilmis olabilir ama ben dedigim gibi (¢ tane yéntemi
kafamda belirledigimden, tam bilmedigim ispat yéntemi olabilir. Ben en ¢ok
kullandigim kanit yontemi olmayana ergi oldugu igin direk ona benzetmeye
calistim. Tam eksiksiz olmasi igin ekledim yoksa kanit dogruydu benim igin
ama bunlar da eklenirse daha giizel olur diye digtinddm.

seklinde aciklamistir. Cem’in sézinu ettigi UG¢ kanit yontemi, yazili olarak
uygulanan o6lgcme aracinin birinci bélimundeki ikinci soruya verdigi yanitta da
yazmis oldugu, timevarim, olmayana ergi ve dogrudan kanit yontemleridir. ilk tg
soruya verdigi yanitlar igin yaptigi agiklamalar, karsit tersinin, ifadenin kendisine
denk oldugunu ve bu denklik kullanilarak P = Q seklindeki bir énermenin ~Q =
~P ifadesinin dogru oldugunun gosteriimesi ile kanitlanabilecegini bildigini
gOstermektedir, ancak verilen kanitlarda bu yontemi aklina getirmemekte sadece

olmayana ergi yontemini duginmektedir.

Kanitin baglangi¢c adimi verilerek belli bir kanit yontemine yonlendirme yapilan ve
kanitin devaminin yazilmasi beklenen sorulardan 7. sorudaki ©Onermeyi,
yonlendirmeye uygun olarak dogrudan kanit yontemi ile dizgun bir bigimde
kanitlamigtir. 8. sorudaki dnermede ise olmayana ergi kanit yontemine yapilan

yonlendirmeyi fark ederek kanitini olusturmustur (Sekil 4.26).
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Sekil 4.26. Cem’in 6lgme araci 8. soruya yaniti

Gorusme sirasinda, kanitin son agsamasindaki eksigini fark etmis ve iki rasyonel

sayinin toplaminin rasyonel sayi olmasi gerektigi ifadesinin eksik oldugunu,
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rasyonel sayilarin yerine gosterimlerini yazip daha aciklayici bir kanit olugsturmasi

gerektigini belirtmigtir.

9. soruda verilen dnermenin kaniti igin karsit ters ile kanit yontemine yonlendirme
yapilmistir ancak Cem bu 6nermeyi olmayana ergi yontemini kullanarak gecerli bir

bigimde kanitlamistir. Gorigsmede, kaniti nasil olugturdugunu agiklarken:

Cem: Burada ben kafama taktigim igin, olmayana ergiyi ¢ok seviyorum ben,
olmayana ergiyle dlsindim. Ama bliyik olasilikla benim bilmedigim
olmayana ergiye benzeyen bir yéntem var. S6yle de yapilabilirdi, Q’nun
degili ise P’nin degili de yapilabilirdi burada, egitlik yapilabilirdi.

Arastirmaci: Yani Q'nun degilinden P’nin degilini gésterseydik kanitlanmis
olurdu demek mi istedin?

Cem: Evet, o da egitlik. Ben yine olmayana ergiden yapmisim.
(Bir sure yazdiklarini inceledikten sonra)

Ben su an su hatami anladim, netlesti. Normalde hipotezi kabul etmeyip
Q’nun degilinden P’nin degilini yaparsak kanit yéntemimiz dogru olurdu ben
simdi onu anladim ve eminim dogru anladigima. Normalde diger sorularda
(5. ve 6. sorulari kastediyor) ekleme yaptigim yerlerde ekleme yapmama da
gerek yoktu. Orada yapmak istediginiz seyi cok iyi anladim. Ekledigim
zaman da olmayana ergi oluyor.

Arastirmaci: Simdi bu gériisme stiresince mi bunlari fark ettin?

Cem: Evet, o gin belki aceleden dikkat etmedim ama simdi 6grendim
kafama tam oturdu.

Cem, mantik kurali olarak kargit ters denkligini bilmesine ragmen, kanit yontemi
olarak dustinmedigi karsit ters kanit yontemini ve uygulanisini goriugsme sirasinda
fark etmistir. Yazili sorulara verdikleri yanitlari agiklamalari igin gergeklestirilen
birinci bireysel gérismeler ve yazili uygulama oégrencilerin baslangi¢ durumlarini
belirlemenin yaninda, kanitlarla ilgili bilgilerini gdzden gecirmelerini, bazi bilgileri
fark etmelerini, kanitlar Gzerinde duUgstUnmelerini saglamis ve onlan sinif

calismalarina da hazirlayici olmustur.

Fonksiyonlarla ilgili sorulardan, dnermeyi gerekgelerini agiklayarak kanitlamasi
istenen 10. soruda Cem, verilen Onermeyi gecerli bir bigcimde kanitladigini
disinmustur. Ancak yazdiklar incelendiginde f(A) ve f(B) goéruntl kimelerinin
kesisiminden alinan y elemanini, A ve B kimelerinden aldigi ayni x elemaninin

gOruntisu olarak yazdigi fakat bunu yazabilmesi igin gerekli olan, fonksiyonun

107



birebir olmasi 6zelligini kullanmadigi, dolayisiyla tam dogru ve agiklayici bir kanit

olusturamadigi gorilmektedir (Sekil 4.27).
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Sekil 4.27. Cem’in dlgme araci 10. soruya yaniti

Bu sorudaki 6nerme, son gorismede c¢ift yonlli olarak Cem’e tekrar verilmis ve
kanitlamasi istenmigtir. Cem, Onermeyi olmayana ergi yontemi ile kanitlamaya
calismis ve sadece mantik kurallarini kullanarak ilerlemistir. Ancak birebirligi dogru
yerde kullanmamis dolayisiyla  yazdiklarini  kabul edilebilir  bigimde
gerekcgelendirememistir. Cem ulasmak istedigi celiskiye odaklanmis ve sentaktik

olarak akil yuritmus ancak gegerli bir kanit olusturamamistir (Sekil 4.28).
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Sekil 4.28. Cem’in son gorusme 3. soruya verdigi yanit

Cem, 11. soruda verilen kanitin gegerligini kontrol ederken, fonksiyonun birebir ve
orten olmamasi durumunda yazilanlarin dogru olmayacagini belirtmig ancak bu

Ozelliklerin kanitin hangi asamasinda kullanildigini dogru olarak belirleyememistir.

Herhangi bir kanit ydntemine yodnlendirme yapilmaksizin, verilen ifadeleri
kanitlamalari istenen son U¢ sorudan 12. ve 13. soruda, olmayana ergi kanit

yontemiyle, 14. soruda dogrudan kanit yontemiyle dnermeleri gecgerli bir bigimde
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kanitlamigtir. 10. ve 11. sorularda dogru gerekgelendirmeyi yapamayan Cem, 12.
sorudaki onerme de fonksiyonlarin birebirligi ile ilgili olmasina ragmen, bu
onermeyi gecerli bir bicimde kanitlamistir (Sekil 4.29). Bu 6nermede, fonksiyonun
birebir olmamasi durumunu dogru bir sekilde ifade etmis ve olmayana ergi
yontemiyle gegerli bir kanit olusturmustur. Dolayisiyla Cem’in mantiksal denklikleri
ve matematiksel ifadelerin karsit, ters ve karsit ters ifadelerini belirleyebilme
becerisi oldugu halde, birebirlik tanimini bazi dnermelerin kanitinda kullanamadigi

ve mantiksal gegiglerde dogru gerekcelendirmeleri yapamadigi sdylenebilir.

ifadesini kamitlayimz.
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Sekil 4.29. Cem’in dlgme araci 12. soruya yanit

ikinci gériismede Cem’e, sesli kanitlamasi icin iki Snerme verilmistir. ilk dnermeyi
kanitlamak icin oncelikle dogrudan kanit yontemini uygulamaya karar vermis ve
kanitlamaya baglamistir. Ancak bir sure ilerledikten sonra geldigi asamada istenen
sonuca ulasamamistir. Bunun Uzerine olmayana ergi yontemiyle kanitlamayi
denemis ve bu yonteme uygun bigcimde ilerleyerek bir geligki bulmus ve gecerli bir

kanit olusturmustur.

Kumelerle ilgili olan ikinci onermeyi kanitlamaya baslamadan o6nce Venn
diyagrami ¢izmis ve verilenleri sekil Gzerinde gormeye c¢alismistir. Verilenleri sekil
uzerinde gorup kullanacagi yontemi belirlemis ve Onermeyi olmayana ergi
yontemiyle kanitlamaya calismistir. Kanitini yazdiktan sonra goérusmeci, adimlar
arasindaki gecisleri acgiklamasini istemistir. Bunun Uzerine Cem, c¢izdigi sekil
uzerinde acgiklamalar yapmis ve celiskiyi sekil Uzerinde gordugunu, verilenlere

gore gizmis oldugu sekil olmasa bu kadar rahat goértlemeyecedini belirtmigtir.

“Iste sekil ¢cizmenin en biiyiik avantaji o. Yaptiginiz islemin dogru oldugunu
hemen saglamasini yapiyorsunuz, direkt diyemezsiniz hani veriler de
o6nemli, sekli de verilere gbére c¢iziyorsunuz. Sekil sayesinde her sey
goérsellegiyor”
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Ayni 6nerme son gorusmede soruldugunda ise olmayana ergi yontemiyle
onermeyi kanitlamig ve ikinci gorismede yazdigi kanitin aynisini yazmig, ancak

sekil cizmemistir.

Son gérismede Cem’e, dlgme aracinda yer alan 5. sorudaki 6nerme kanitlamasi
icin verilmigtir. Bu 6nermeyi dnce olmayana ergi yontemi ile kanitlamaya galismig
ancak herhangi bir celigkiye ulasamayinca yontemini degistirerek dogrudan
kanitlamayi diasinmustir. Buradan da bir sonu¢ elde edemeyince tekrar olmayana
ergi yontemine donmus, hipotezi ve hukmun degilini kabul ederek baslamigtir.
Onermedeki x degeri yerine sifirdan buylk herhangi bir sayi olarak 2 degerini

vermis ve kanit olusturdugundan emin oldugunu belirtmigtir.
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Sekil 4.30. Cem’in ikinci gérusme 2. soruya yanit

‘Amacim celiski elde etmek ve varsayimlardan x = 2 degerini verince bu
kosullarda saglanmiyor demek ki x bu kosullarda (6nermenin hipotezi)
sifirdan blylik olamaz’

Cem, sectigi sifirdan buyuk bir sayi de@eri igin varsayimla ¢elisen bir durum ortaya
ciktigint  ve bu celigkinin, verilen ©Onermenin dogrulugunu kanitladigini
distnmustir. Yazdiklar (Sekil 4.30) incelendiginde, olmayana ergi yontemine
uygun olarak ifadenin degilini kabul ederek baslamasina ragmen, hikmun degilini
saglayan 06zel bir degerin hipotezle g¢elistigini gostermekle kanit yaptigini
sanmigtir. Cem, varsayimi saglamayan tek bir ornek Uzerinden ilerleyerek
mantiksal hata yapmig ve gecerli bir kanit olusturamamigtir. Cem olmayana ergi
kanit yoéntemine c¢ok fazla odaklandigindan, c¢alisma boyunca onermeleri
kanitlarken, yontemin prosedurel bilgisini kullanmis ve bir c¢eligki bulmak igin
ugrasmigtir. Bazi onermeler icin bu yontemle gecerli kanitlar elde etmesine
ragmen, kimi zaman celigki elde etmeye calisirken mantiksal hatalar yapmis,

yazdiklarini sezgisel olarak anlamli bigimde gerekgelendirememigtir.
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Verilen bir ifadenin kanitini, kanit gosterim sistemi ile olugturmaya caligmak yani
bir kanit gergevesi segmek, varsayimlari siralamak, tanim ve teoremleri kullanarak
ve mantiksal ¢ikarim kurallarini uygulayarak yeni varsayimlar Uretmek ve uygun
sonuca ulasana kadar bu sureci devam ettirmek sentaktik yaklasima isaret eden
davraniglar olarak belirtiimektedir (Weber & Alcock, 2009; Alcock & Inglis, 2008;
Weber, Alcock & Radu, 2007). Cem de Onermeyi okuduktan sonra genellikle
olmayana ergi kanit yontemini tercih etmis, varsayimi ve hukmun degilini kabul
ederek kanita baglamis ve sonugta bir celiskiye ulagsmaya calismistir. Bu
bakimdan sure¢ boyunca, bireysel gorismelerde ve sinif galismalarinda
onermeleri kanitlarken daha ¢ok sentaktik akil yurattugu soylenebilir. Weber ve
Alcock (2009), sentaktik akil yGratmede, kisinin sahip oldugu kabul edilebilir kanit
gercevelerinin daha az olmasinin bir avantaj oldugunu ve kiginin bir kanit yapisini
belirledikten sonra kanitin ilk ve son adimini ifade edebilmesinin prosedurel bir
beceri olarak gorulebilecegini belirtmiglerdir. Mesela, eger kosullu bir dnermede
olmayana ergi yontemi kullanilacaksa hipotez ve hukmun degili baslangig
varsayimlari olarak kabul edilerek kanita baslanir, mantiksal bir sira izlenerek
celiskiye ulasiimaya calisiir. Cem birgok soruda bu sekilde bir yol izlemis ve

gegerli kanitlar olusturabilmistir.

Kanitlama surecinde sadece tanimlari agma ve sembolleri ilerletme ile
kanitlamaya calisma Weber (2001) tarafindan sentaktik yaklasim, Harel ve
Sowder (1998) tarafindan da sembolik ve ritiel kanit semalari olarak
tanimlanmiglardir. Ancak bu sekilde, benzer bir dizi proseduri uygulayarak
calisma, belli bir algoritmanin kullaniimasi olan otomatiklesmis bir kanitlama
tirine dénusebilmektedir (Furinghetti & Morselli, 2008). Bu sekilde bazi 6nermeler
gecerli bir sekilde kanitlanabilse de kavramlarin daha derin anlamasini gerektiren
kanitlar icin bu yaklagsim yeterli olmamakta, kanitlayan kisi yaptigi iglemlerin
altindaki nedenleri aciklayamamaktadir. Cem’in de c¢alismanin basinda
kanitlayamadigi birebirlik iceren Onermeyi, son gorigsmede de bu yaklasimi
nedeniyle kanitlayamadigi soylenebilir.

Cem, grup calismalarinda da, arkadaslarini olmayana ergi yontemini kullanmalari
konusunda yodnlendirmistir. Cem’in yonlendirmesinin baskin oldugu durumlarda,
arkadaslari ne yapmaya calistiklarini anlamadiklari zaman “Sen devam et simdi

anlayacaksin” seklinde yanit vererek, ortaya c¢ikacak celiski ile ikna olacaklarini
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digunmustur. Kanit yontemine ve mantik kurallarina fazla vurgu yapilan sentaktik
yaklasimla olusturulan  sentaktik  kanitlar, kimi  durumlarda O6zellikle
gerekgelendirmeye onem veren Kigiler icin acgiklayici olmamaktadir. Bu yuzden
grup calsmalarinda, Cem kanit yontemini dogru uygulayarak celiski elde
edilmesine 6nem verirken, sezgisel anlama ve iknaya onem veren Veli, yazdiklari

ifadeler igin agiklama ve gerekgelendirmeye ihtiya¢ duymustur.

Sentaktik kanitlar, mantiksal olarak dogru olduguna inandig! igin Kkisiyi ikna
edebilmekte ancak yeterince aciklayici olmamaktadir. Ornegin; ikinci gérismede
verilen kumelerle ilgili Onermeyi kanitlarken, gorusmeci yazdigi gegisleri
aciklamasini istemig bunun Uzerine Cem, Venn diyagrami Uzerinde yaptigi
aciklamalarla dustndiklerini ifade etmeye calismis ve sekil olmadan yaptigi
gecisin nedenini gérmenin zor oldugunu yani adimlarin gerekgelendirilemedigini
belirtmigtir. Kanitlama sirecinde ihtiyag duydugunda nadiren de olsa sekil
kullanmasi, Cem’in kanitin formel gosterim sistemi disindaki gdsterimlerden

yararlanabildigini dolayisiyla semantik akil yurutebildigini gostermektedir.

Calismanin basinda uygulanan o6lcme aracina verdigi yanitlara gore
degerlendirildiginde, Cem’in matematiksel dil ve sembolleri dogru kullandigi,
mantiksal ¢ikarim kurallarini uygulayabildigi, kanit yontemlerinin farkinda oldugu
soylenebilir. Sinif calismalarina da aktif katilmis ve Onermeleri kanitlama
surecinde kendinden emin bir bicimde arkadaslarini yonlendirmeye calismistir.
Ancak yonteme ¢ok fazla odaklandigindan yazdigi kanitlarda kimi zaman sadece
celiski bulmaya ugrasmis ve yaptigi mantik hatalarini fark etmemistir. Cem

olmayana ergi yontemini tercih etme sebebini su sekilde agiklamistir:

“Olmayana ergide daha rahat ilerliyorum, sonraki asamalar daha net
gbziime carpiyor, gittigim yol bana ipucu veriyor, daha rahat goriiyorum. Bir
de olmayana erginin bir avantaji daha var bence, diger ispatlara gére bir
celiski yaratmak kolay gibi geliyor bana. Clinkii dogrudan ispat yéntemini
ele alallm burada sadece elinizde bir veri var ve bu verilere gbére hareket
etmek durumunda kaliyorsunuz ve yolunuz tikanabiliyor. Ama olmayana
ergide sonucta bir geliski aradigimiz igin mutlaka gidisat bir yerde bize bir
ipucu veriyor.”

Bu acgiklama da, yontemi takip ettiginde sonugta bir geligkiyle kargilasmanin daha
kolay olacagini dusundugund ve dogrudan kanitta yapmasi gereken

112



gerekcelendirme ve mantiksal ¢cikarimlara gerek kalmadan da kaniti olugturabildigi
icin olmayana ergi yontemini daha kolay uygulanabilir olarak gordugunu
gOstermektedir. Bazi onermeler igin bir yontem segilip kanitin ilk ve son adimi
belirlendikten sonra tanimlarin uygulanmasiyla kanit ortaya gikabilmektedir ve bu
sentaktik akil yarutmenin sagladigi bir kolayliktir, ancak her énermenin bu yolla
kanitlanmasi mumkin olamamaktadir (Weber & Alcock, 2009). Sentaktik akil
yurutenler, kabul edilebilir mantiksal cimleler kurma ve g¢ikarimlar yapmada gugluk
yasayabilmekte, bu da olusturduklari kanitlarda birgok mantiksal hata olmasina
neden olmaktadir (Weber & Alcock, 2009). Cem de matematiksel sembol ve
ifadeleri dogru kullanip gecerli sentaktik kanitlar olustursa da zaman zaman

mantik hatalari yapmistir.

Bu bolimde; sorulara verdigi yanitlar, calisma surecinde soyledikleri ve
gorusmecinin gozlemleri dogrultusunda, Cem’in derslerin iglenis sekli ile ilgili
dusunceleri, kendi galisma bicimi ve kanitlamaya yaklagimina etkisi olabilecegi

dusunulen duyussal 6zellikleri incelenecektir.

Cem, derslerde genellikle o6gretmenin bilgi verici ve o6grencilerin dinleyici
konumunda oldugunu belirtmis ve ders sorumlusuna bagl olarak bazi derslerin
sikici gectigini, bazi derslerinse daha ilgi ¢ekici oldugunu soylemistir. Derslerini
daha ilgi ¢ekici buldugu ve dikkatli dinledigi bir 6gretim elemaninin dersi igleme
bicimini,
“llk 6nce bilgileri veriyordu ve bunu gergekten iyi yapiyordu. Sonra
uygulama kisminda direk uygulama yapmiyordu &grenciyle bir etkilesim
kuruyordu. Yani ilk énce bizim didsiinmemizi sagliyordu sorularla, daha
sonra da zaten uygulama asamasinda 6grenciyi de slrecin igine kattigi igin
glizel bir etkilesim oluyordu. (...) Uygulamada da hocalarin bizi siirece aktif
olarak katmasi hem benim daha c¢ok ilgimi c¢ekiyordu, derse katkimi

arttirryordu, hem de daha ¢ok digliinmemi sagliyordu ve dusindigim
zaman da kendim dogruya ulasiyordum.”

seklinde agiklamigtir.
Derslere genellikle, 6ncesinde hazirlikh geldigini ve anlatilacak konuyla ilgili
bilgilere baktigini, bu sekilde 6n bilgisi oldugunda dersleri takip etmesinin ve

anlamasinin daha rahat oldugunu ifade etmigtir. Hazirlikh geldiginde, kanitin ders
sorumlusu tarafindan tahtada yapilmasi sirasinda bir sonraki agamayi belirlemeye
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calistigini, kanitin nasil ilerleyecegini tahmin ettigini soyleyen Cem, derslerde
kendilerinden kanit yapmalarinin beklenmedigini ama hazirlikh geldigi icin

kendisinin boyle bir beklentisinin oldugunu belirtmistir.

“Sézel olarak tabii ki soruldu “Bizden istenen ne?” ki bunlar énemli sorular
gergi de ama bir égrencinin ¢ikip da ispati yapmasi hi¢ istenmedi. Ama
dedigim gibi sbézel anlamda sorular soruldu. (...) ama ben sahsen bazen
bazi kanitlarda &grencinin c¢ikip yapmasini beklerdim. Dogru yapmak
zorunda degil ama bir denemesini beklerdim.”

Derslere hazirlanarak gelmesinin kanitlara olan kigisel ilgi ve merakiyla ilgili
oldugunu, bos zamanlarinda da kanitlara ¢alismanin hosuna gittigini ve kanitlari
okuyarak calisilamayacagini, mutlaka uygulama yapmak gerektigini belirtmigtir.
Yapilan kanitlari kendisi tekrar ¢ozerek ve kitaplardan buldugu farkli kanitlarla

ugrasarak galistigini ifade etmistir.

‘Bazen bos zamanlarimda ugrasmak hogsuma giderdi, bulmaca ¢6zmek gibi
bir seydi benim igin. Ben kanita o sekilde bakiyorum bosluk doldurmaca.
Sonucgta bir ifade var ve ¢bziim kismini asama asama doldurmaniz
gerekiyor zevkli bir aracti benim igin belki de bir oyun kanit yapmak.”

Goldin (2000), merak duygusunun kisinin arastirmasinda ve bir seylerin nedenini
sorgulamasinda guduleyici oldugunu ve 6gretmenin sdylediklerini yerine getirmeye
veya bir sinavi gecmeye yonelik otoriteye bagli nedenlerle iligkili diger
guduleyicilere kiyasla, kigiyi problem durumla daha ¢ok ugrasmaya ve ¢6zUm
yollari aramaya yonelttigini belirtmisti. Cem de bu duyguyla daha c¢ok
arastirmakta, farkll kaynaklardan kanitlara c¢alismaktadir. Ayrica kanitla
ugrasmaktan zevk almasi, sadece sinavlara yonelik degil sinav disi zamanlarda
kanitlarla ugrasmasina ve kanitlama becerisini gelistirmeye yonelik ek ¢alismalar
yapmasina neden olmaktadir. Arastirmalarda belirtildigi gibi derse ve konuya karsgi
olan olumlu duygular égrencinin daha ¢ok g¢alismasini desteklemekte ve 6grenme

cabasi Uzerinde etkili olmaktadir (Heinze & Reis, 2009).

Cem, calismanin bitinini kendi acisindan degerlendirmis ve bu calismada yer
almis olmanin, kanitlama sudrecine olumlu katkisi oldugunu belirtmigtir. Kanit
konusunda kendine olan glveninin arttigini, bu ¢alismaya katildiktan sonra aklina

takilan her seyi kanittamaya calistigini, arkadaglarinin uyguladigi farkli yontemleri
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gorerek bakis agisinin genigledigini ve daha c¢ok sorgular hale geldigini ifade

etmigtir.

Cem, calismanin basinda kanit yontemine fazla vurgu yapmasina ve kanitlari
sentaktik yolla olusturma egiliminde olmasina ragmen, sinif tartismalari stresince
arkadaslarinin sorulari sonucunda, onlari ikna etmek icin yaptiklarini agiklamak
durumunda kalmigtir. Bu durum, uyguladigi yontemin prosedirel bilgisinin
yaninda, sezgisel ve kavramsal anlamaya yonelik aciklamalar yapmasina ve
yazdiklarini gerekgelendirmeye calismasina neden olmustur. Calisma boyunca
arastirmaci  tarafindan go6zlenen bu durum, Cem’in degerlendirmesini

desteklemektedir.

4.1.6. Melis’in kanitlama sureci

Yazili olarak uygulanan sorulara verdigi yanitlar incelendiginde, Melis’in
matematiksel kanittama becerisi igin gerekli temel becerileri belirlemek amaciyla
sorulan ilk alti soruyu dogru bir bicimde yanitladigi gorulmastir. Dolayisiyla
kosullu bir onermenin kanitlanmasinda kullanilabilecek u¢ kanit yontemini tanidigi
ve bu yontemlerin prosedurel bilgisine sahip oldugu, kosullu dnermelerin hipotezini
ve hukmunu, ifadenin tersini, dedgilini, karsit tersini ve karsitini dogru
belirleyebildigi, kaniti verilen bir énermenin formel ifadesini olusturabildigi ve
kanitlarin gecerliliklerini dogru bigimde degerlendirebildigi soylenebilir. Melis, ilk
gorusmede sorulari yanitlarken nasil dusundugu agiklamasi istendiginde, verilen
P = Q turindeki kosullu Onermeler icin, bu ifadelerin kanitlanmasinda
kullanilacak dogrudan kanit, olmayana ergi ve karsit ters ile kanit yontemlerini goz
onunde bulundurdugunu ifade etmistir. 5. ve 6. sorulardaki alternatif kanitlarin
gecerliligini de, bu U¢ kanit yontemine uygunluklarina ve ara basamaklarin
dogruluguna gore degerlendirdigini belirtmistir. Buna gore Melis’in, bir kanitin
gecerliligini incelemede, argimanin her asamasinin alan bilgisinden veya onceki
asamalardan ortaya ¢iktiginin ve argimanin bagka teoremi degil verilen teoremin

kendisini sagladiginin belirlenmesi agsamalarinin farkinda oldugu gorilmektedir.

Kanit olusturmasi beklenen sorulardan 7. soruyu dogrudan kanit yontemiyle, 9.
soruyu da karsit ters ile kanit yontemiyle dizgun bir bigimde kanitlamigtir.
Katihmcilar arasinda, bu soruda verilen ipucunu fark edip karsit ters ile kanit

yontemini kullanarak kanit olusturan ve ilk alti sorunun tamamina dogru yanit
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veren tek katilimci Melis olmustur. Melis’in bu iki soru igin olusturdugu kanitlar
incelendiginde, matematiksel sembolleri ve notasyonu duzgun kullandigi, belli bir

kanit cergevesi olan gegerli kanitlar olusturdugu gorilmektedir (Sekil 4.31).

S.9) “a,b,c,de R ve 0 <a <b,d >0 olsun. Eger ac=bd ise c>d’ dir”
ifadesini kamitlayimz.
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Sekil 4.31. Melis’in 6lgme araci 9. soruya yaniti

Olmayana ergi yontemine yonlendirme yapilmis olan 8. soruyu bos birakan Melis,
goriusmede irrasyonel saylyt nasil ifade edeceg@ini bilemedigi igin
kanitlayamadigini belirtmistir. Gorisme sirasinda tekrar duasinmesi istendiginde
rasyonel sayi gdsterimini hatirlamis ve yéntemi fark etmis ancak yine de kaniti
olusturamamistir. Son gériismede ayni ifade kanitlamasi icin verildiginde rasyonel
sayinin gosterimini kullanarak kanitlama girisiminde bulunmus ve dogrudan

kanitla, nermeyi gecerli bir bicimde kanitlayabilmistir (Sekil 4.32).
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Sekil 4.32. Melis’in son gérusme 5. (6lgcme araci 8.) soruya yanitl

10. sorudaki fonksiyonlarla ilgili édnermenin kanitinin, her adimin gerekgesi
aciklanarak tamamlanmasi istenmistir. Melis’in, bu soruyu dogru yanitlayamadigi
ve fonksiyonun birebir olmasi 6zelligini kullanmadan kaniti olugturmaya calistigi
gorulmastur (Sekil 4.33). Kanitlarken f(A) n f(B)’den alinan y elemaninin karsihk
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geldigi degerler icin, A ve B kumelerinden aldigi elemanlarin ikisini de x olarak
goOstermis, dolayisiyla x’in A ve B kumelerinin kesisiminde oldugu sonucunu
ctkarmis ve birebirligi kullanmadigi igin gegerli bir kanit olusturamamigtir. Birebirligi
tanimda kullanamamis olmasi, Melis igin birebirlik taniminin formel olarak
uygulanabilir olmadigini géstermektedir. Selden ve Selden (2009) da, égrencilerin,
birebirlik kavramini sezgi ya da mantik yoluyla anlamis olsalar bile fonksiyonun

birebir oldugunu nasil gostereceklerini bilmiyor olabileceklerini belirtmiglerdir.

Adimlar Nedenleri
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Sekil 4.33. Melis’in 6lgme araci 10. soruya yanitl

Ayni ifade esitlik biciminde yani cift yonlU olarak son gérismede tekrar verilmistir.
Cift tarafli kapsamanin gosterilmesi gereken bu 6nermeyi gorunce ilk tepkisi “Yine
birebirlik geldi.” seklinde olmustur. Bir slire sessizce dusliinmus ve sonra birebirligi
nerede kullanacagina karar verememistir. Daha sonra ¢ift yonli kapsamayi
gOstermek icin, bir taraftan eleman alarak bu elemanin, esitligin diger tarafinda
oldugunu gosterme yolunu secgmistir.
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Sekil 4.34. Melis’in son gorusme 3. (6lgcme araci 10.) soruya yanit

Kanitinda (Sekil 4.34), f(A) nf(B) c f(AnB) kapsamasini gosterirken, bu
kapsamanin fonksiyonun birebir olmasi durumunda mimkin oldugunu ve bunu

sinif tartigmalarinda fark ettigini belirtmigtir.
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“f(x1), f(A) 'nin elemani olabilirdi ama x,, A ‘nin elemani olmak zorunda
degildi. Bagka bir eleman da gidebilirdi oraya, sekille gbstermistik ya ”
Sinif galismalarinda da, fonksiyonlarin birebir olmasi ile ilgili bazi énermeler yer
almig ve ogrenciler bu onermelerin kanitlarini olustururken birbirlerine sorular
sorarak, aciklamalar yaparak, sekiller gizerek tartismislardir. Bu tartismalarin,
Melis’in birebirlik taniminin kanitta kullaniimasi ile ilgili guc¢luglini giderdigi

gorulmektedir.

11. soruda, kanitin gegerli oldugunu ve kanitlarin dogru olmasi igin birebirlik ve
ortenligin gerektigini sdylemis olmasina ragmen, bu oOzelliklerin kanitin hangi
asamasinda kullanildigini belirleyememigtir. Goriusmede de bu konuda eksigi
oldugunu, onermenin kanitinda birebir ve oOrtenlik kullaniimasi gerektigini eski

bilgilerinden hatirladigini ancak kullanildi§i yeri belirleyemedigini ifade etmistir.

12. soruda verilen fonksiyonlarla ilgili dnermeyi yazili uygulamada gecerli bir
bicimde kanitlayamamistir (Sekil.4.35). Onermedeki g fonksiyonunun birebir ve
ortenligi ile ilgili herhangi bir bilgi verilmedigi halde g o f fonksiyonunun g1 ile
bileskesini alarak f fonksiyonunu elde etmis ve buradan f ’'nin de birebir
oldugunu soylemistir. Ancak yazdiklar incelendiginde birebirlik tanimini da yanhs

kullandigi gorulmustur. Dolayisiyla bu soruyu dogru yanitlayamamistir.

S.12) “A,B ve C bostan farkli kiimeleri i¢in f: 4 — B ve g: B — C fonksiyonlar olsun.
g o f birebir fonksiyon ise f fonksiyonu da birebirdir.”
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Sekil 4.35. Melis’in dlgme araci 12. soruya yanitl

Ayni O6nerme, calismanin sonunda yapilan son gorismede tekrar verilmigtir.
Onermenin kanitina g o f fonksiyonunun birebir oldugunu kabul ederek baglamig
ve f ’'nin birebir oldugunu gostermek istedigini belirtmigtir. Ancak buradan bir
sonuca ulasamayinca bagka bir yontem denemeye karar vermis ve karsit ters
kanit yontemiyle, nermeyi gegerli bir bicimde kanitlamigtir. Birebirligin tanimini da
dogru bir bicimde ifade ederek kanitta uygun bigcimde kullanmigtir (Sekil 4.36).
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Sekil 4.36. Melis’in son gorusme 4. (6lgme araci 12.) soruya yanitl

Melis, 13. ve 14. sorulardaki dnermeleri de gecerli bir bicimde kanitlayabilmistir.
Birlesik 6nerme seklinde verilen 13. sorudaki ifadeyi olusturan Onermeleri
harflendirmis ve énermenin karsit tersi olan ifadeyi belirledikten sonra kanitlamaya
bagslamigtir. Karsit ters ifadeyi gecerli bir bigimde kanitlamis ve buradan

onermenin dogru oldugu sonucuna ulagsmistir (Sekil 4.37).
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Sekil 4.37. Melis’in dlgme araci 13. soruya yanit

Onceki sorularda da gérildiigl tGizere mantik kurallari ile ilgili bilgiye sahip olmasi,
kanit yontemlerini tanimasi ve uygun bi¢cimde kullanabilmesi, Melis’in 6nermeleri
kanitlamasina katki saglamaktadir. Gérigsmede, isini kolaylastirmak igin ifadeyi
birlesik 6nerme seklinde dusundukten sonra mantik kurallarini uygulayarak

kanitlamayi duslindigunu belirtmigtir.

"Bu seyde zaten kullandigim 3 tane kanit yéntemi var. Burada degilinden
yola c¢ikarak, clnki “veya” vardi “béliinemez”i kullanamazdim “béler’i
kullanabilirdim o ytizden degilini aldim.”
ikinci gériismede verilen, iki dnermeden birincisinin kanitini, énce dogrudan kanitla
olusturmaya g¢alismisg, sonuca ulasamayinca ifadenin hipotezine p ve hukmune g

dedikten sonra kargit tersini alarak ~q = ~p oldugunu gostermeye calismistir.
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Karsit ters yontemini uygulamaya calisirken, hukmudn dedgilini kabul etmesi
durumunda geligkiye ulasacagini fark etmistir. Bunun Uzerine, dnermeyi olmayana

ergi kanit yontemini kullanarak gecerli bir bigimde kanitlamigtir.

Kume esitligi ile ilgili olan ikinci 6nermeyi kanitlamaya baglamadan, sekil ¢izmis ve
bdylece kafasinda biraz daha canlandirdidini belirtmistir. Sonra C\B’den bir
eleman alarak ilerlemis ancak yaptiklarindan bir sonuca ulagamamigtir.
Dusinmeden yapmaya basladigini, sekil Uzerinde ©Onermenin dogrulugunu
gbrdugunu ancak nasil gostermesi gerektigine karar veremedigini belirtmigtir.
Kargit ters ve olmayana ergi yontemlerini deneyip bir sure ugrastiktan ve
karalamalar yaptiktan sonra, kaniti iki kisimda yani cift yonli kapsamayi
gostererek olusturmaya karar vermistir. Kullandigi kanit yontemine uygun gegisler
ve mantik kurallariyla ilerlemeye calismig, sonrasinda eleman alarak kapsamayi
gOstermis ve gecerli bir kanit olusturmustur. Son goérismede ayni Onerme
verildiginde, hangi yontemi uygulamasi gerektigini dugunerek basglamis ve
dogrudan kanitla, esit oldugunu gostermesi gereken kumelerin birbirlerinin alt

kimesi olduklarini gostererek kanitini olusturmustur.

Melis’in yazili olarak uygulanan sorulara verdigi yanitlar, gorusmelerdeki
aciklamalari ve ortaya cikardigi kanitlar, u¢ kanit yonteminin prosedurel bilgisine
sahip oldugunu ve bu yodntemleri dogru kullanabildigini, kanitlari anlamada 6n
kosul olarak kabul edilen mantik kurallarn bilgisinin tam oldugunu, dnermeleri
kanitlarken mantik kurallarindan yararlandigini, matematiksel dil ve notasyon
kullanmada sorun yasamadigini gostermigtir. Buna ragmen c¢alismanin basginda
yazili olarak verilen énermelerin bazilarini kanittayamamistir. Son gérismede ise
¢alismanin basinda kanitlayamadigi onermelerin tumand gegerli bir bigimde

kanitlayabilmigtir.

Melis’'in kanit olugturma surecinde gogunlukla kanit gosterim sistemiyle ¢alistigi,
tanimlardan yola ¢ikarak, kanit yontemlerini ve mantik kurallarini uygulayarak
onermeleri kanitladigi ve kavramlarla ilgili érnekler, sekiller gibi diger informel
gosterimlere pek bagvurmadigi, dolayisiyla sentaktik akil ylratme egiliminde
oldugu gorulmektedir. Ancak ikinci gorusmede verilen kimelerle ilgili onermeyi
kanitlamaya baslarken, kafasinda biraz daha canlandirmak amaciyla Venn

diyagrami ¢izmistir. Sekilden goértp ikna olduktan sonra, formel kaniti olusturmaya
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calismis ama ilk girisiminde basarili olamamigtir. Daha sonra tekrar denemis ve
cift yonli kapsamayi goOstererek dogrudan kanitla onermeyi kanitlamistir. Sinif
calismalarinda da arkadaslarina agiklama yapmaya calistigi bazi durumlarda,
tahtaya sekil gizerek diisiincelerini ifade etmeye calismistir. Onermenin kanitinda,
kanit goOsterim sistemi disinda bir nesneden, zihninde canlandirmak igin
yararlanmasi, semantik akil yurutebildigini de gostermektedir (Alcock & Inglis,
2008). Son goérusmede ise ayni dnermeyi, herhangi bir sekil cizmeden sentaktik

olarak kanitlamistir.

Sdrecin geneli igin bir degerlendirme yapildiginda, Melis’in agirlikh olarak bir kanit
yontemi belirleyerek ve mantiksal ¢ikarim kurallarini uygulayarak sentaktik yolla
kanit olusturma egiliminde oldugu, ancak semantik akil yuritme de yapabildigi
soylenebilir. Calismada daha ¢ok tanimlari (6rn. birebirlik, drtenlik, rasyonel sayi)
kullanmada ve dogru ifade etmede guglik yasamis ancak ¢alismanin sonunda bu
guglUklerini gidermistir. Strecin basinda kanitla ilgili prosedurel becerileri iyi olan
Melis’in kavramsal eksiklerini de tamamlamis olmasi, c¢alismanin katkisi olarak

dusunulebilir.

Bu bolumde, Melis’in derslerin islenisi hakkindaki disunceleri, kendi galisma bigimi

ve duyussal 6zellikleri, veriler dogrultusunda incelenecektir.

Melis, bugune kadar aldigi matematik derslerinde, 6grencilerin katilimi olmadan,
ogretmenin anlatimina dayali olarak ders islendigini, 6gretmenin bilgileri veren,
kendilerinin de dinleyen konumunda oldugunu belirtmistir. Bu sekilde islenmesinin
sadece zamandan tasarruf sagladigini ancak katilmla daha farkl olabilecegini,
kendileri bir seyler yapmaya calistiklari zaman ogretimin daha etkili olacagini
disundiguni soéylemistir. Daha ¢ok sinavlara yonelik calistigini ifade eden Melis,
bazen kanitlari kendi basina olusturmay! deneyerek, bazen de var olan kanitlari

okuyarak calistigini belirtmigtir.

“Eger yapamayacak durumda goériiyorsam kendimi énce bir okuyorum,
ondan sonra kapatip kendim yapmaya c¢alisiyorum adim adim.
Yapamadigim yerde takiliyorsam c¢ok fazla, acgip bakiyorum tekrar,
eksiklerimi tamamlamaya calisiyorum. Kendi kendime anlatiyorum aslinda
ben dersi”
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Melis de diger o6grencilere benzer bigcimde, derslerde kargilastiklari dnermelerin
kanitlarina ¢alisma yolunu tercih etmekte ve sinavlar diginda kanitlama becerisini

gelistirmeye yonelik herhangi bir sey yapmamaktadir.

Derslerde onlardan kanit olusturmalarinin beklenmedigini, bazi 6nermelerin
kanitlanmasinin 6dev olarak verildigini sdyleyen Melis, yapabilecegini dugsundugu
ve kendine guvendigi bir konu oldugunda odevleri yapmak igin ugrastigini
belirtmistir. Ozglven ve yapabilecegine dair inancinin olmasi Melis'in kendi
kendine kanit olusturma girisiminde bulunmasi agisindan tesvik edici olmaktadir.
Aragtirmalar da, olumlu duygularin ve gudilenme duzeyinin daha ayrintili
calismayl destekledigini ve 0grenme cabasi Uzerinde etkisi oldugunu
gOstermektedir (Heinze & Reiss, 2009). Kanitlari anlamada gugclik cekmedigini
ancak bir ifadenin kanitini gérmeden kendi kendine kanitlamaya calistiginda nasil
ilerleyecegini kestiremedigini, ¢odu zaman ifadenin dogrulugunun c¢ok agik
oldugunu goérdugunu ancak bunu kanita dokemedigini beliten Melis, kanitlama
becerisinin, kanitlari 6nceden goérilmemis olan ifadelerin kanitlanmaya
calisiimasiyla gelistirilebilecegini disunmektedir. Melis, kanit yapabilmek i¢in kanit
yontemlerini  bilmenin, neye ulasilacaginin ve elde nelerin oldugunun
degerlendiriimesinin ve baglanti kurulmasinin énemli oldugunu vurgulamigtir. Sinif
calismalarinda da genel olarak degerlendirildiginde, kanitlamaya problem ¢6zme
surecinde oldugu gibi yaklastigr “Biz ne biliyoruz? Neyi géstermemiz gerekiyor?
Hangi ybéntemle gésterebiliriz?” seklinde sorularla, grup icindeki kanitlama

surecine katkida bulunmaya c¢alistigi gérulmastur.

Calismanin basinda kanit yapmaya yonelik olarak sahip oldugu 6n yargi ve
korkularin, arkadaslarinda da oldugunu bilmenin onu rahatlattigini, c¢alisma
suresince eksiklerini fark ederek birbirlerinin eksiklerini tamamlama firsati
bulduklarini  belirtmigtir.  Calismanin  sonunda, sureci kendi agisindan
degerlendirmesi istendiginde, bu calismada yer almanin onun igin farkli bir
deneyim oldugunu ve not korkusu, sinav kaygisi yagsamadan 6grenmekten keyif
aldigini belirtmigtir. Arastirmalar, ogrencilerin bagkalari tarafindan
degerlendirileceklerinde kendilerini rahat hissetmediklerini ve ézguvenlerinin disuk
oldugunu gostermistir (Rodd, 2002). Bu ¢alismada da, 6grenciler zaman zaman
deg@erlendirilecekleri duygusu yasamis ve “Sinavda olsa ka¢ puan alirdim?”

seklinde kendi kanitlarini degerlendirme egilimi gostermig, arastirmacinin
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degerlendiriime dusuncesinden ve not, sinav kaygisindan kurtulmalari yoninde
uyarilarda bulunmasiyla ilerleyen haftalarda bu durumdan kurtulmus ve

dusuncelerini daha rahat agiklamaya baslamiglardir.

Melis, kanit yapmaya kargi on yargilarinin azalmig olmasini, kanit yapmanin daha
once oldugu gibi itici gelmemesini hatta eglenceli oldugunu dastinmesini, 5 haftalik
surecin basinda uygulanan yazili sorulardan zorlandigi ve yapamadidi kanitlar
son gorusmede yapabilmesini, kendisi agisindan c¢alismanin katkilari olarak
deg@erlendirmistir. Weber (2008)’in ¢calismasi da égrencilerin kligik kazanimlarinin
memnuniyet hissi yaratarak tesvik edici oldugunu ve bdylelikle onlari daha g¢ok
calismaya motive ettigini gostermistir. Son gérismede sorulan sorularin bazilarini
daha once yapamamis olmasindan dolayi onyargi ile yaklastigini belirten Melis,
sonrasinda grup ¢alismalarindaki tartigmalarini ve izledikleri yontemleri dusunerek
yapabildigini soylemigtir. Bu c¢alismanin sonunda kanit konusunda kendine
guveninde artis oldugunu ve artik bir ifadeyle karsilastiginda daha genis
dusunebildigini  belirtmistir. Son goérismedeki kanitlara yaklasimi ve tim
onermeleri gecerli bir bicimde kanitlayip sorulara dogru yanitlar vermis olmasi,
Melis’in galismanin katkisi ile ilgili soylediklerini dogrulamaktadir. Melis ayrica,
bdyle bir calismada yer almis olmaktan dolayr memnuniyetini ifade etmis, “Keske
bu calisma birinci siniftayken yapilsaydi” seklinde gorus bildirerek arastirmaciya

tesekkur etmistir.

4.2. Sinif Galigmalarinin Analizi

Ogretme deneyinin égretme olaylari bélimini olusturan sinif ¢calismalari icin, ilki
deneme amacli olmak Uzere, bes hafta sireyle 6drencilerle haftada bir kere bir
araya gelinmigs ve ortalama 1,5 saat calisiimigtir. Deneme amagli olan ilk
calismada, oOgrenciler ortama c¢abuk uyum saglamis, kanitlamalari istenen
onermeler Uzerinde birlikte tartisarak calismislardir. TUm oturumlarin ses ve video
kayitlari, sosyal etkilesimin 6n planda oldugu bir ortamda, égrencilerin birbirleriyle
tartismalarini, kanitlama sureglerini ve gergeklestirdikleri etkinlikleri betimleyerek

yorumlamak amaciyla analiz edilmistir.

Bu bdlimde 6grencilerle bir araya gelinerek gergeklestiriien ve 6gretme deneyinin
O0gretme olaylari bolumuana olusturan sinif ¢galismalarindan elde edilen veriler, her

bir hafta i¢in ayri ayri incelenerek sunulacaktir.
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4.2.1. Birinci hafta sinif galigmasi

Ogrenciler bu oturumda, verilen gcalisma kagitlarinda yer alan, kartezyen garpimla
ilgili iki, fonksiyonlarla ilgili iki 6nermenin kanitlanmasi goérevleriyle ugragsmislardir.
Calisma kagitlarinda (Bkz. Ek.4), énermelerde gecen veya kanitlama slrecinde
ihtiya¢ duyabilecekleri dugunulen, kartezyen carpim, fonksiyon, fonksiyonun tanim
ve deger kumesi, bir kimenin f fonksiyonu altindaki goéruntist ve birebir
fonksiyon tanimlari yer almistir. Ogrenciler lger Kkisilik iki gruba ayrilarak

calismislardir.

Veli, Pelin ve Cem’in bulundugu grup, cift yonli kosullu 6nerme olan ilk ifadeyi, her
iki yonden de, Cem’in yonlendirmesiyle, olmayana ergi ydntemiyle gecerli bir
bicimde kanitlamiglardir. Olmayana ergi yontemini tercih ettigini bireysel
gorismelerde de ifade eden Cem, yontem konusunda arkadaslarini yonlendirmis
ve yontemi onermeye nasil uygulayacaklarini agiklamistir.  Veli kaniti yazma
goOrevini Ustlenmis ve ogrenciler, Dbirlikte karar vererek ve anlamadiklari,
dogrulugundan emin olmadiklari yerlerde birbirlerine sorular sorarak kaniti

olusturmusglardir.

Derya, Emre ve Melis’in bulundugu diger grupta da Derya kanitt yazmaya
baglamis, bu sirada arkadaslari yazdiklarini kontrol etmis ve ne yazmalari
gerektigine birlikte karar vererek Kkarsit ters yontemiyle gecgerli bir kanit
olusturmusglardir. Emre, kullanilan yontemi anlamakta biraz zorlanmisg, verilen
ifadeden farkli bir sey kanitladiklarini disinmuis ancak arkadaslarinin

acgiklamalariyla sorununu gidermistir.

ikinci 6nermenin de her iki grup tarafindan, cift tarafll kapsamayla
goOsteriimesinden sonra, Derya ve Cem kanitlarini tahtada agiklayarak
sunmusglardir. Ogrenciler ¢déziim yollarini birbirleriyle paylastiktan, diistincelerini
ifade ettikten ve yazilan kanitlarin gecerli oldugu herkes tarafindan kabul edildikten

sonra, diger kanit gorevlerine ge¢gmislerdir.

Ogrencilerin zorlanmadan kanitladiklari bu iki dnerme (Bkz. Ek.4 énerme 1.1 ve
1.2) kavramsal anlama gerektirmeyen, cebirsel iglemlerle ve sentaktik olarak
kanitlanabilecek tirde énermelerdir. Ogrenciler, belli bir kanit yontemini belirleyip

uygulayarak bu iki énermenin kanitini kolaylikla olusturmuslardir. Onermelerdeki
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“eger... ise - 0 zaman” 6runtlsu kanit cercevesindeki “varsay - o halde” bigimine
yol acgarak, kavramsal anlamaya gerek kalmadan ©nermenin kanitinin
olusturulmasini saglayabilmektedir (Selden & Selden, 1995). Bu énermeler de, bu
sekilde kanitlanabilecek kavramsal anlama gerektirmeyen onermelerdir ve her iki
grup kolaylikla kanitlamiglardir. Onermeler kanitlanirken, nasil ilerleyecekleri
konusunda zorlanmamalarina ragmen, her iki grupta da kaniti yazan ogrenciler
(Veli ve Derya) yazdiklari sozel ifadelerde ve acgiklamalarda tereddit etmis ve
arkadaslarina hangi kelimeyi kullanmalarinin daha dogru olacagini sormusglardir.
Veli, kanita baslarken “Varsayim mi diyeyim, kabul mi?” diye arkadaslarina
sormus, diger grupta da Derya “Kabul edelim mi yazalim, varsayalim mi? Bunlarin
bir 6nemi var aslinda” seklinde kararsizlidini ifade etmistir. Bu durum, 6grencilerin
kanitlarda belli tirde kelimelerin kullaniimasi gerektigini dusunduklerini ancak
hangi ifadelerin kabul gérecegi endisesi tagidiklarini géstermektedir. Ogrencilerin
kanit yazma konusunda 6zguvenleri dusik oldugundan ve genellikle hazir kanitlar
caligip kitapta gordukleri veya ogretmenin yaptigi kanitlari taklit ettiklerinden, kanit
olustururken dogru ifadeleri kullanmada ve disUncelerini yaziya dokmede guclik

cekmektedirler.

Derya, Emre ve Melis, verilen Uguncu onermeyi (Bkz. Ek.4 6nerme 1.3), f(A)’ dan
alinacak bir elemanin f(B)'de olacagini gostererek kanitlayabileceklerini
distinmusler ancak f(A)'dan alinacak elemani y olarak mi yoksa f(x) olarak mi
gosterecekleri konusunda kararsizlik yasamislardir. Derya “f(x) ve y ayni
midir?” sorusunu sormus, Emre’nin ayni oldugunu sodylemesi Uzerine f(x) €
f(A) = x € A...[1] seklinde kanita baslamis ve bu ifadeyi yazdidi satirin sonuna
gerekge olarak “gérinti kiimesi tanimindan” agiklamasini yazmistir. Bu satirdan
sonraki mantiksal gecisleri yaparak istenilen kapsamayi gostermistir. Ogrenciler

kaniti olusturduklarina karar verdikten sonra dérdiinci dnermeye gegmislerdir.

Dorduncu 6nermeye baslarken grup Uyeleri arasinda su sekilde bir konusma
gecmigtir:

Melis: Birebirligi nasil kullanacagiz?
Derya: Bir gizeyim mi, ister misiniz?
Melis: Cizelim, ben de ¢iziyorum.

Emre: Ya sey yapalim, tanimdan gidelim bence
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Derya: Niye? Bir gérelim.

Emre: Ben diyorum ki tanimdan gidelim, birbirlerinden farkli iki eleman
secgelim, bunlarin gbériintiilerinden gitmez miyiz? Yani tanimi kullansak
birebirligi

Derya: Ya sundan (f (X\A)'yi kastediyor) bir eleman alip sunda (Y\f(A) 'y
kastediyor) oldugunu géstermeyecek miyiz?

Emre: Ama bak ise (dnermedeki ise baglacini kastediyor)

Derya: E tamam, demin de aynisini yaptik, eger bdyle yanlissa o da
yanlistir iste. Ben hep onu diyorum zaten orada bir sorun olabilir.

Emre: Ama birebir tanimini kabul etmen lazim

Derya: Tamam bir bakalim iste

Bu oOnermede de f(x) € f(X\A) = x € X\A... [2] gegcisini yapmis, buradan
x¢&€A= f(x) & f(A)...[3] ve buradan da f(x)€Y\f(4) seklinde ilerleyerek
kapsamay! gosterdiklerine karar vermiglerdir. Derya, kanitta bir sorun
olabilecegini, buna benzer sorularda bu sekilde yaptiklarinda yanlis oldugunun
soylendigini hatirladigini belirtmis ve yazdiklarinin dogrulugundan stiphe etmigtir.
Ancak yanhghdin nerede oldugunu fark edememistir. Yazdiklarini tekrar
incelemisler ve birebirligi kanitin neresinde kullandiklari konusunda tartismaya
baslamiglardir. Derya, “x, A'da degilse, f(x), f(A)da olabilir diyebilir miyiz?”
seklinde bir soru yoneltmistir. Melis, birebirligi nerede kullandiklarini hala
anlayamadigini ve bir yerde bir sorun oldugunu disunduguna belirtmistir. Emre,
sectikleri elemanin tek bir goruntisunun olmasinin nedenini, fonksiyonun birebir
olmasi olarak agiklamis ve gegerli bir kanit olusturduklarini ancak kanitlamalari
kisa strdiigl icin stiphe ettiklerini sdylemistir. Ogrenciler, bu tartismanin sonunda
bir sonuca ulasamamis ve yazdiklarinin dogrulugundan emin olamadiklarini ifade

ederek, diger grupla birlikte tartismayi 6nermislerdir.

Verilen fonksiyonlarla ilgili bu 6nermelerden ilkinde, fonksiyon birebir olarak
verilmemis ancak ikinci 6nermedeki fonksiyonun birebir oldugu belirtiimistir.
Ogrencilerin yazdiklari ifadeler ( [1], [2] ve [3] ) incelendiginde her (¢ satirdaki
ifadenin de gegerliliginin,  fonksiyonun birebir olmasiyla mumkin olacagi
gériilmektedir. Ogrenciler bu ifadeleri yazmis olduklari halde, bunlarin fonksiyonun
birebir olmasi durumunda gecerli olacagini fark etmemisler fakat verilen bilgiyi
kullanmalari gerektigi dusuncesinden hareketle, birebirligi nerede kullanmis

126



olduklarini sorgulamiglardir. Bu iki dnermenin kanitina yonelik olarak yazdiklari,
ogrencilerin gostermek istedikleri sonuca ulagsmak igin, islerine yarayacagini
dusundukleri ifadeleri gerekgelendirmeden kullandiklarini, tanimlari dogru yerde

ve dogru bigimde kullanamadiklarini gostermektedir.

Veli, Cem ve Pelin’den olusan diger grup Uguncu onermenin kanitina baslarken,
Veli ve Cem 6nermeyi dogrudan kanit ve olmayana ergi yontemlerinden hangisiyle
kanitlayacaklarina karar vermeye calismislardir. Cem olmayana ergi ile direkt
istenen ifadeyi gOsterebileceklerini ancak dogrudan kaniti uygularken
takilabileceklerini  belirtmistir. Veli ise dogrudan kanit yodntemiyle deneme
konusunda 1srar etmis ve ifadeyi dogrudan kanitlamaya baslamistir. Veli, kaniti
yazmaya c¢alisirken grup arkadasglari yazdiklarini takip etmis ve sonugta gecerli bir

kanit olusturmuslardir (Sekil 4.38).

Fonit 3, A<= B olswn va aé;(ﬂ)

GEFra) =p SeeR 3 =y (Pa) ' Yomm
> xR C A<D old. den)
:)J=G('(x)60(‘(3}

S\eye Hiad & $08)  slus.

Sekil 4.38. Veli-Pelin-Cem’in Onerme 1.3 igin kaniti

Doérdincl 6nermede de Cem, olmayana ergi yontemini uygulamalari durumunda
celiski elde edeceklerini ve rahatlikla kanitlayabileceklerini sdylemistir. Olmayana
ergi yontemini uygularken rahat olamayan Veli ise Cem’in sdylediklerini yazarken,
nasil bir geligki yakalayacaklarini ve ne yapmaya c¢aligtiklarini anlamakta

zorlanmsgtir.

Veli: Bir dakika ne yapmaya ¢alisiyoruz?

Cem: Celiski yakalayacagiz

Veli: Nasil bir geligki?

Cem: Ya bir geligki yakalayacadiz sen devam et
Veli: f’nin birebirligi ile ilgili

Cem: Devam et

Veli: Ama bana sey geliyor iste, sunun (varsayimi kastediyor) lizerinden
gidip de sunun lzerinden c¢eligki bulmak
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Cem: Hayir hayir illa varsayimla celiski olmak zorunda degil olmayana

ergide
Kanitlama surecinde, Cem yonlendirmig, Veli sOylenenleri yazmig, Veli ve Pelin
anlamadiklari yerlerde Cem’e sormuslardir. Veli yazarken olmayana ergi
yonteminde nasil bir geligkiye ulagiimasi gerektigi noktasinda takilmis ve sonugta
varsayimla celigki elde edilmesi gerektigini dusunmugstir. Selden vd. (2008a),
kanitlama deneyimi daha az olan 6grencilerin hipotezi dogru ve sonucu yanlsg
kabul ederek celigkiye ulagabilseler bile ne ile c¢eligkiye dusuldigune
saslirabildiklerini belirtmislerdir. Veli de, olmayana ergi yonteminde varsayimla
celisen bir sonug elde edilmesi gerektigini dusunmus, bilinen herhangi bir gercekle
celisen ifadeye ulasiimasindan tam olarak ikna olamamistir. Ogrencilerin
yazdiklari incelendiginde (Sekil 4.39), mantiksal bir sirayla ilerledikleri ve geliskiye
ulastiklari ancak celigkinin gerekgesini agik bir sekilde ifade edemedikleri

gOrulmustar.

{,cf’—’L_,é‘ /<P L l@irg'_):;‘r oldun .
$OxnA) & Y\fa) ol kbl edlm.
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Sekil 4.39. Veli-Pelin-Cem’in Onerme 1.4 igin kaniti

Bu oturumdaki kritik olay, odrencilerin tuminudn, dordinci &6nermenin
kanitlanmasinda, fonksiyonun birebir olmasini nasil ve nerede kullandiklarini
birlikte tartismalardir. Bu tartisma, ogrencilerin kanit olusturma surecinde nasil
dusundukleri, nerelerde guglik c¢ektikleri ve birlikte tartisarak nasil sonuca

ulastiklari konusunda agiklayici bilgiler sunmaktadir.

Her iki grup da ¢ozumlerini tahtaya yazmis ve birlikte yazilanlarin dogrulugunu
tartismaya baslamiglardir. Derya, Cem’in yazdiklarinda birebirligin nerede
kullanildigint anlayamadigini belirtmis ve kendi galismalarinda takildiklari noktayi

aciklamistir.
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Derya: Netlestiremedigim sey, biz y degil de f(x) dedigimiz igin birebirlige
falan hi¢ gerek kalmadi. Ben y mi yazacagiz f(x) mi yazacagiz
karistirdigim igin soruyorum, yani f(x) € f(X\A) = x € X\A dedik goriinti
kiimesi tanimindan ama y alsaydik diyemezdik isimize bdyle geldi
f(x) aldik.

Melis: Bence bir y € f(X\A) alalim sonra birebirlikten dolayi bir tane
x € X\A oldugunu yazalim.

Veli: Sanki az 6nceki gibiyken de bdyle bir sey olmasi gerekiyor. f(x) €
f(X\A) ise x € X\A diyemezsin, baska bir eleman tarafindan meydana
getirilmis olma sansi var bence.

Derya: Séyle yapalim ¢izelim aslinda

Derya, Veli, Cem ve Melis tartisma surecine daha aktif katilmis, Pelin ve Emre
tartismayi takip etmiglerdir. Derya dusuncelerini agiklarken sekil gizme ihtiyaci
hissetmis ve Venn diyagrami c¢izerek birebirlik tartismasini sekil Uzerinde
surdirmustar. Ayni sekil Gzerinde Veli, Cem ve Melis de tartismis ve agiklamalar
yapmaya calismislardir. Ogrencilerin ¢alisma kagitlarinda fonksiyon, birebir
fonksiyon, goruntl kimesi tanimlar yer aldigi halde bu tanimlar formel olarak
uygulanabilir hale getirmekte zorlanmiglardir. Ogrenciler birebir taniminin mutlaka
kullaniimasi gerektigi konusunda hemfikir olduklari halde, her iki grubun
yazdiklarinda hangi adimin gerekgesinin, fonksiyonun birebir olmasi oldugunu

belirleyebilmek igin tartismislardir.

Derya: Peki x, A'da degilse, f(x), f(A)'da degil midir? (sekil GUzerinde de
gOstererek soruyor)

Melis: Clnkii bagska bir eleman da f(x) olabilir.
Arastirmaci: Nasil bagka bir eleman mesela?

Melis: Bagka bir a elemani olsa A kiimesi disinda mesela, A’nin disinda
bagka bir eleman da f(x)’e gidebilir birebir olmasa

Arastirmaci: A’nin diginda bir elemanin gériintisit f(A)’nin iginde olamaz
mi?

Derya: Olamaz ¢linkii A’daki x ’lerden
Arastirmaci: Cizimden bakalim peki

Veli: O zaman tanimla geligir tanim ortada, A’daki x lerden meydana geliyor
sonucta.

Derya: Bi dakika aklima bir sey geldi sen (Melis’e yonelik) sunu séylemek
istedin aslinda
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Melis: Ben sekilde ifade edemedim, aslinda kafamda bir seyler olustu ama

Bu tartismanin sonunda Derya, tahtaya ¢izdigi Venn diyagramlarinda
A kimesinden ve bu kimenin disindan iki eleman alarak f(A)kimesinde bir
elemana goturmus ve fonksiyonun birebir olmamasi durumunda, goruntu
kimesindeki bir elemanin iki farkli elemana karsilik gelebilecedini sdylemistir.
Tartisma bir sure daha devam ettikten sonra Melis tUm sOylenenleri toparlamak
istemis ve tahtaya kalkarak ¢izdigi sekil Uzerinde birebirligin nerede ve neden
gerektigini aciklamistir. Derya da x yerine 2 elemanini alarak birebirlige gerek
oldugunu o6rnek Uzerinden goOstermeye calismistir. Bu acgiklamalardan diger
ogrenciler de ikna olmustur ancak Veli, arastirmacinin onayina ihtiya¢ duymustur.
Arastirmaci, “Onemli olan herkesin ikna olmasi ve anlamasi eger sizin igin bir
problem yoksa dogrudur.” demesine ragmen, Veli ders sorumlusunun onlar igin
kriter oldugunu ve onay almadan emin olamadigini belirtmigtir. Stre¢ boyunca da
Veli, “Ya yanligsa, acaba dogru mu dulsdniiyorum, ben yaptim ama emin degilim”
seklinde 6zguven eksikligi olarak degerlendirilebilecek ifadeler kullanmistir. Veli,
dogru yapmis olsa da otorite olarak degerlendirdigi birinden (genellikle ders

sorumlusundan) onay almadigi strece yaptiklarindan emin olamamistir.

Son o6nermedeki birebirlik taniminin nerede ve nasil kullanilacadi konusundaki
tartismanin sonuca ulagsmasiyla Derya, “Su an ¢ok mutluyum” seklinde duygularini
dile getirmigtir. Duyussal agidan degerlendirildiinde Derya’nin kanitlama
surecinde yasadidi bilinmezlik duygusu, farkl stratejilerle sonuca ulagsmaya
calismasi konusunda tetikleyici olmusg, problemin ¢ozume ulasmasi ile birlikte

yerini memnuniyet, gurur ve tatmin olma duygularina birakmistir (Goldin, 2000).

Veli ise bu tartismanin kendileri i¢in ge¢ kalinmis bir tartisma oldugu ve bunlari

daha 6nceden 6grenmis olmalari gerektigi seklinde bir elestiride bulunmustur.

Deneme amacgl olarak gergeklestirilen bu oturum, &grencilerin  verilen
dnermelerden doérdini kanitlamalariyla tamamlanmigtir. Ogrencilerin bu  dort
Onermeyi kanitlama sureci, disinme bigimleri, Urettikleri fikirler, kargilastiklar
guglUkler ve birbirleriyle etkilesimleri agisindan degerlendirildiginde ilk ki
onermede daha ¢ok kanit ydontemine odaklandiklari, kanitta kullanacaklari ifadeleri
nasil yazacaklari konusunda tereddut ettikleri ve sentaktik kanit Urettikleri

gorulmektedir. Bu onermeler kavramsal anlama gerektirmeyen ve sentaktik yolla
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kanitlanabilecek Onermeler olarak degerlendirilebilir ve 6grenciler bunlari
kanitlarken guc¢lik c¢ekmemislerdir. Ancak birebirlik kavramini kullanmalari

gereken son 6nermede, tanimlari kullanma konusunda guglik yasamiglardir.

Ogrencilerin, formel bir argiman olustururken tanimlari kullanmakta gigclik
cekmelerinden dolayi, tartigmaya konu olan fonksiyon, goruntu kimesi, birebir
fonksiyon gibi tanimlardan o6zellikle birebirlik taniminin, onlar icin formel olarak

uygulanabilir olmadigi sdylenebilir.

Ogrencilerin Gger kisilik gruplardaki calismalari sonucunda, her iki grup
yazdiklarindan emin olamadiklari igin birlikte tartigmak istemis ve tim sinif
tartismasi sonucunda dogruya ulagsmislardir. Ogrencilerin birbirleriyle etkilesimleri,
farkh fikirleri gormeleri ve dederlendirmeleri, birbirlerine soru sormalari,
aciklamalar yapmalari kanitlama surecinde ilerlemelerine ve sonuca ulagmalarina

katki saglamigtir.

Bu oturumdaki tartismalarda Derya’nin sekiller gizerek anlatmasi semantik akil
yurttmeyi kullandiginin bir goéstergesi olmustur. Cem’in ise kanitlarda surekli belli
bir kanit yontemini (olmayan ergi yontemi) uygulamayi oOnermesi sentaktik
kanitlama egiliminde olan kigilerin 6zelliklerindendir. Tartismalara Pelin ve Emre
daha az katiimis, fikir Uretmek yerine genellikle arkadaslarinin Urettikleri fikirlerini
dinlemis, dogru olup olamayacadi konusunda yorum yapmaya ve aciklamalari
anlamaya calismiglardir. Melis, semantik akil yuratmeyi kullanabilmis ama sekil
¢izmede biraz zorlanmig, dusuncelerini daha ¢gok s6zel ifadelerle agiklamigtir. Veli
ise surekli sorgulamig, akil ylrutmlds ve arkadaslarini dinleyip aktif olarak
tartismalara katilmistir. Ulasilan sonuglarin degerlendiriimesinde ise onlar igin
kriterin hep ders sorumlulari oldugunu soyleyerek, sonuglarin dogrulugundan tam
emin olabilmek icin daha yetkin oldugunu dusundugu bir kiginin onayina ihtiyag

duydugunu belirtmistir.

4.2.2. ikinci hafta sinif galismasi
Bu oturumda o6grenciler yine Veli, Cem ve Pelin bir grup, Emre, Derya ve Melis bir
grup olmak uzere Uger Kisilik iki gruba ayrilmiglardir. Verilen ¢calisma kagidindaki

ilk 6nermeyi kanitlayabilmek igin yaklasik 20 dakika kendi gruplarinda ugrasmis,
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daha fazla ilerleyemediklerini ve dugsuncelerini diger grupla tartismak istediklerini

belirttikleri anda sinif tartismasina gegmiglerdir.

Veli, Cem ve Pelin dnermeyi okuduktan sonra Veli esitligin her iki tarafindan
alinacak elemanin diger tarafta da oldugunu gdstererek kanitlamayi disinmustur.

Cem bu fikre:

“Buradan eleman almiyoruz ya, bu sorulari bdyle yapmiyorduk direkt
yapiyorduk, eleman falan almiyorduk. Bu sorularda sey yapiyorduk ama
eleman almadan yapiyorduk da bir tane ¢ alacagiz zaten ¢ > 0 diyecegiz.”

seklinde itiraz etmis ve ne oldugu tam olarak anlagiimayan bir yontem hatirlamaya
calismistir.  Bunun Uzerine Veli, sekil (zerinde O6nermenin dogrulugunu
gorebileceklerini sdyleyerek saylr dogrusu ¢izmigstir. Cem de ©Onermenin
dogrulugunun sekil Uzerinde acgik oldugunu kabul etmis ancak kaniti nasil
yazacaklarini, nasil baglayacaklarini dustinmeleri gerektigini belirtmigtir. Gokhan’in
onerisi, farkli epsilon degerlerini ¢, ¢;, &, seklinde indisli bicimde goOstererek
(—¢;, &) acik araliklarinin kesisimini gérmeleri gerektigidir. Veli ve Pelin, bu sekilde
yaparak kesisimde sifir oldugunu nasil gdsterebileceklerini sormuglar, Cem “bir
baslayalim gerisi gelir diye disiindim” seklinde yanit vermistir. Cem, kaniti
yazmaya baslamig, aldigi & degerlerini gittikge kugulterek belirledigi
(—&1,&1),(—€5,&,) ... seklindeki araliklarin kesisimlerini gostermeye c¢alismistir.
Ancak yazdiklari karalama seklindedir ve 6énermenin dogruluguna ikna olmasina

ragmen formel kanit olusturamamistir.

Cem’in yaptiklariyla bir sonuca ulagilamayinca Veli, kendi dislncesini yazmaya
calismistir. Veli, herhangi bir sifirdan blyuk epsilon degeri igin (—¢, €) araligindan
bir a>0€ R alirsa bu saylyl digarida birakan baska bir (—¢,¢) aralgi
bulabilecegini, dolayisiyla sececegi sifirdan farkl her a € R i¢in bu sayinin disinda
kalacagi bir (—¢&, &) aralidi bulunabilecegini ve bu tirdeki araliklarda kalacak tek

sayinin 0 olacagini iddia etmistir.

Veli: Sifirdan bagka bir sey alamiyorsun ¢ok agik iste. Sifirdan farkli en ufak
bir sey alsan yarisi kadar bir epsilon segersin yine digta kalir. 0,001 bile
alsan dista kalir.

Pelin: Ben seni anladim.

Cem: Kanit olur mu demek istiyor?
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Pelin: Hi1 onu diyorum. Yani bagtan beri belli zaten

Ogrenciler ortak bir diisiinceye varmig ve sezgisel olarak ikna olmuslardir. Ancak
yazdiklari matematiksel olarak aciklayici ve kanit olusturmak igin vyeterli
olmamistir. Ogrenciler diistincelerini ikna edici argimanlarla sunmalarina, goérsel
olarak bu argumanlari desteklemelerine ragmen, fikirlerini bir butin olarak
matematiksel bir dille ifade edememis, nereden baslayip nasil ilerleyeceklerini
ongdérememis ve matematiksel olarak kabul edilebilir  bir kanita

donusturememislerdir.

Bu grup 20 dakika tartistiktan, fikirler Urettikten sonra gecerli bir kanit ortaya
clkaramamig ve daha fazla ilerleyemediklerini, disuncelerini hep birlikte tartismak
istediklerini belirtmiglerdir. Veli, bir sonuca ulasamamalari sonucunda duygularini
“Sinirim bozuldu ya!” seklinde ifade etmigtir. Veli'nin duyussal durumu ile ilgili ipucu
veren bu ifade, gdsterdikleri ¢abanin sonu¢ vermemesinin yarattigi saskinhk
durumu olarak degerlendirilebilir. Bu olumsuz duygu onu, diger grupla birlikte

tartisarak sonuca ulagsmaya c¢alismaya yoneltmistir.

Derya, Emre ve Melis de dnermeyi okuduktan sonra, Derya cift tarafli kapsama ile
gOsterilebilecegini dusunmustur. Emre ise araliklari gittikge kugulterek, bu
araliklarin  kesisimlerini almayr 6nermis ama bunu nasil yazabileceklerini
bilmedigini belirtmigtir. Diger gruba benzer sekilde sayr dogrusu Uuzerinde
onermenin dogrulugunu goérmus ancak nasil kanitlayabileceklerine karar
verememiglerdir. Emre bu durumu “Buradan 0 ¢ok rahat gériiliiyor. Insan bakinca
¢ok rahat ifade ediyor da ispata gelince...” seklinde ifade etmis ancak kaniti
yazmaya katki saglayamamis, daha ¢ok derslerde nasil yaptiklarini hatirlamaya
calismigtir. Derya, kesigsim tanimindan giderek bir seylere ulasabileceklerini
disinmids ama kesisimin matematiksel olarak tanimini hatirlayamadigini

belirtmigtir.

Emre: Kesigsimi gergelde de (Gergel Analiz dersini kastediyor) gérmdigtiik,
K acik araliklari vardi onlar neydi, en kii¢lk kapall kiime mi diyorduk?

Derya: Ya sey yapalim mi benim aklima geldi, 6yle olmadigini kabul edelim.
Boyle bir K aralik varmis ki
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Melis: Ya aileler segmemiz lazim (—¢;,&;) acik araliklar ailesi olsun hatta
sonsuz olsun. Bunun kesigimine ait olmasi igin ne gerekiyor, hepsinde
olmasi gerekiyor.

Emre: Evet oyle aileler alacagiz €;,&, diyelim n’e (¢, i kastediyor) kadar
gitsin

Derya: Evet 6yle aileler alacagiz

Melis: Bunlar da &; c ¢, olsun

Emre: Ha ha evet hatta biz bunun benzerini topolojide (Genel Topoloji
dersini kastediyor) yaptik

Melis: Evet

Derya: Ama topolojiyi hatirlamaya c¢alismayalim simdi Oyle yaparsak
sasiririz. Biz kendimiz yapmaya caligalim.

(..)

Emre: Hani gergelde (Gergel Analiz dersini kastediyor) hatirliyor musun?
Kapaniglarin kesigimi béyleydi ve mantigi da béyle

Derya: Ya ona takilmasak bagka bir seyden yapsak

Kesisim tanimi olarak hatirlamaya c¢alistiklari, araliklarin kesigiminin sembollerle,
matematiksel olarak ifade edilmesidir. Boyle bir ifadeyi olusturamamis ve bir sire
onermenin kanitiyla ilgili-ilgisiz birtakim bilgileri hatirlamaya calismiglardir. Bu
durum, ogrencilerde temel kavramlarla ilgili eksikler oldugunu, kanitta islerine
yarayacak kavramlari ve duslnceleri tam olarak ayirt edemediklerini
g6stermektedir.  Ogrencilerin  tartismalarindan yapilan yukaridaki alintida
goruldugu uzere, Emre derslerde nasil yaptiklarini hatirlamaya ¢alismis ancak tam
olarak anlasiimayan, kopuk kopuk bilgilerden so6z etmistir. Herhangi bir kavramsal
bilgi gerektirmeyen bir dnermeyi kanitlarken, nasil ilerleyebilecegi Uzerine fikir
yurtutmek yerine, bunlari nasil yapiyorduk seklinde bir yaklagimla, 6gretmenlerinin
derslerdeki kanitlama bicimlerini hatirlamaya c¢alismistir. Derya ise 6nermeyi akil
yuruterek kanitlamaya calismis ve Emre’ye, hatirlamak yerine su anda bu dnerme
icin ne yapabileceklerini dUgunmeleri gerektigini sOylemisgtir.

Derya: Biz neyi gbstermek istiyoruz? Yani biz neyi bulmak istiyoruz, ne
yapmaya caligiyoruz, hangi yoldan gidiyoruz énce ona karar verelim bence.

Melis: Yani kapsam tarafi agik zaten sifin kapsadigi, iste buradan
(Neso(—¢,€) kesisimini kastediyor) bir eleman almamiz gerekiyor ve onun
sifira egit oldugunu gérmemiz gerekiyor. Esit olmadigini kabul etsek
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Derya: Iste simdi bir dakika, 6nce biz bunu bir daha diisinelim, yeniden
buradan (Ngso(—¢,€) kesisimini kastediyor) bir eleman almamiz gerekiyor
bu eleman ne olacak?

Derya, ne yapmaya calistiklarini tekrar duagunmelerini saglamak ve planh bir
sekilde ilerlemek icin sorular sormustur. Calisma boyunca sorular sorarak
ilerlemesi, her adimda ne yaptiklarini ve ne yapmaya calistiklarini denetlemesi
Derya’nin kontrol, izleme ve 0z dlzenleme stratejilerini (Schoenfeld,1992)
kullandigini gostermektedir. Bu stratejiler kanitlama surecinde ilerlemesine katkida
bulunmustur. Melis, kanitlamalarini saglayacak dogru bir yaklagimda bulunmustur
ve bu onlar ¢6zume vyaklastirmigtir. Ancak matematiksel olarak ifade

edemediklerinden dusunduklerini yaziya dokememiglerdir.

Derya (—&4,€,) araliklarinin kesisimini K kimesi olarak tanimlamis ve bu kimenin
bos kume oldugunu kabul ederek celiski elde edebileceklerini dusunmustar.
Cizdigi sayl dogrusunda K’nin bos kime olmayacagini ve tek elemaninin sifir

olacagini gérmus ancak yine de matematiksel bir kanit yazamamistir

Ogrencilerin  kanitlama girisimleri basariya ulasamamis, gecerli argiimanlar
uretmelerine, sezgisel olarak ikna olmalarina ragmen kaniti olugturamamislardir.
Her iki grubun benzer dusunceler urettigi, daha ¢ok argimantasyon yaptiklar
ancak formel kanit yazamadiklar goriiimektedir. Onermeyi olmayana ergi
yontemiyle kolaylikla kanitlayabilecekleri halde bir kanit yontemi dusunmemis ya
da uygulayamamislardir. Sadece Urettikleri fikirleri tartismis ve slrekli “nasi/
kanitlayacagiz, onu nasil gbsterecegiz’ seklinde kaniti yazmaya odaklanmig fakat

bagsaramamislardir.

Ogrenciler, kendi gruplarinda tartismalarinin sonunda, kaniti olusturamadiklarini
ve diger grupla birlikte tartismak istediklerini belirtmiglerdir. Bunun Gzerine sinif
tartismasina gecilmistir ve once Veli sonra Derya sirayla tahtaya kalkarak nasil
dusunduklerini arkadaslarina agiklamiglardir. Onlarin agiklamalari Gzerine Melis ve
Cem de fikirleriyle katkida bulunmuslardir. Ogrenciler, tartismanin sonucunda her
(—¢,¢e)arahginda olabilecek tek elemanin sifir olacagina karar vermislerdir.
Aralarinda gegcen konusmalar birbirlerinin fikirlerine katkida bulunarak ilerlediklerini

ve sonugcta sezgisel olarak hepsinin ikna oldugunu gostermektedir.
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Veli: a (araliklarin kesisim kimesinden aldiklari herhangi bir eleman)
sifirin ta kendisi

Melis: a sifir olursa...

Derya: Tamam diyelim ki a sifir (kesisim kimesinden alinan bir a elemanin
sifira esit olmasini kastediyor) ama bu kiimede baska bir eleman da olabilir.
Sen simdi K’dan (araliklarin kesisim kdmesini, yazmayi kolaylastirmasi
amaclyla K ile gosteriyorlar) bir a elemani aldin ve 0 oldugunu gésterdin.
Sen nereden biliyorsun ki baska bir elemani olmadigini? (Cem’e soruyor)

Emre: Biz sinifta da kanitlarimizda Cem’in dedigi gibi 6yle bir a segelim ki
sifira ¢ok yakin olsun diyorduk

Derya: Burada 6yle bir a se¢gmedik, herhangi bir a segtik

Arastirmaci: Peki simdi herhangi bir a aldik ve siz bu a’nin 0 oldugunu mu
goéstermis oldunuz?

Cem: Evet

Arastirmaci: Peki, Derya’nin dedigi gibi sifirin, elemani oldugunu gésterdik
ama bagska eleman olmadigini kesin séyleyebiliyor muyuz?

Derya: Ben onu diyorum, bence bunun tek oldugunu da géstermemiz
gerekiyor.

Ogrenciler buraya kadar araliklarin kesisiminde sifir elemaninin oldugunu
gOstermigler ancak sifirdan baska bir eleman olmadigini nasil gosterebileceklerine
karar verememislerdir. Bu noktada takilip kalmalari Uzerine arastirmaci

“Kesisimden aldiginiz elemani sifirdan farkli alsak” seklinde ipucu vermistir. Veli

bu ipucuna karsilk:

‘“Hocam eger celiskiye dliseceksek, oradan bir sayi alip ve o aralida
dismedigini gbstereceksek, o zaman bir satirda biter ve ben kendim tatmin
olmam yaptigim seyden. Simdi sifirdan farkli herhangi bir a aliyoruz
sonugta hatta ne alirsak alalim sifirdan blylik, ¢ ‘nu onun (alinan sayinin)
yarisi kadar aldigimda diginda kalir, geligki olur bitti bu kadar.”

Veli, aslinda verilen ipucunu yakalamig ve nasil kanitlanabilecegini dogru
dusunmaustur. Ancak bu sekilde yapilan bir kanittan ikna olmayacagini soylemesi
ve bunun sebebi olarak da kisa siirecegini gostermesi ilgi cekicidir. Ogrenciler
genellikle kaniti karmasik ve yapilmasi zor bir sey olarak goérdiklerinden kisa
suren veya kolaylikla yaptiklari kanitlardan siphe duyabilmektedirler. Veli, bdyle
bir kaniti sinavda yapmig olsa hi¢ puan alamayacagini sdylemistir. Bu da yazdigi
kanitlarin kabul gormeyecegi kaygisi tasidigini gostermektedir. Arastirmacinin, bu
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calisma suresince degerlendiriime ve sinavdan puan alma kaygisiyla
dusunmemelerini hatirlatmasi Uzerine Veli, arkadaglari da destek olursa
kanitlayabilecegini belirtmis ve tahtaya kalkarak kaniti olusturmustur. Kaniti
yazarken diger 6grenciler Veli’'nin yazdiklarini sorgulamis, anlamadiklari durumda
aciklama istemis ve duzeltimesi gerektigini dusunduklerinde fikirlerini
sOylemislerdir. Bu sekilde herkesin katilimi ve ikna olmasiyla gecerli bir kanit
ortaya cikarmiglardir. Ogrenciler, yazilanlarin dogrulugunu onaylayip kaniti

anladiktan sonra diger onermeye gegcilmistir.

ikinci dnerme bir dncekine benzer, kavramsal bilgi ve anlama gerektirmeyen,
olmayana ergi yontemiyle kanitlanabilecek bir 6nermedir (Bkz. Ek.5 dnerme 2.2).
Her iki grup, onermeyi kanitlamaya ugrasirken bir onceki dnermede kullanilan
yontemle yapilabilecegini fark etmislerdir. Ancak yine de kullandiklari ifadeleri
secerken ve kaniti yazarken tereddide dusmuslerdir. Melis, Derya ve Emre dogru
dusunmuas ve ne yapmalari gerektigini sdzel olarak ifade edebilmigler ancak kaniti
yazamamiglardir. Diger grupta Veli, Onceki oOnermeye benzer bigimde
kanitlayabileceklerini belirterek kaniti yazmaya baslamigtir. Arastirmaci, bu grupta
yer alan Pelin'i kaniti tahtada aciklayarak sunmasini istemistir. Pelin, grup
arkadaslar ile olusturduklari kaniti tahtaya yazmistir ve bu sekilde 6nerme bir

oncekine benzer bicimde kanitlanmistir.

Ogrenciler son olarak, kiimelerde Ust sinir, alt sinir, en kiigiik Gst sinir, en blyik
alt sinir kavramlariyla ilgili 6nermenin (Bkz. Ek.5 6nerme 2.3 (a)) kanitlanmasi ile
ugrasmiglardir. Onermelerin kanitinda ihtiyag duyacaklari kavram tanimlari ve de
kullanmalari gereken bir aksiyom verilmis, bunlar diginda tanima ihtiyaglari olursa
sorabilecekleri belirtilmigtir. Arastirmaci, verilen tanimlari ve aksiyomu okuyarak
kisa bir aciklama yapmistir. Veli, ekiis ve ebas kavramlarindan korktugunu, bu
kavramlarla karsilastiginda gerildigini belirtmis hatta “Basima agri giriyor, elim
ayagim titriyor ya bu ekiis ebas olunca” seklinde duydugu gugli korku ve kaygiyi
ifade etmistir. Bu olumsuz duygular, kanitlari olusturmaktan kaginmasina ve

yapamayacagini disinmesine neden olmustur.

Verilen tanimlar, kaniti olugturmalar igin yeterli bilgileri i¢cerdigi halde kanitlama
surecinde nereden baglayacaklari, nasil yazacaklari konusunda gugluk

cekmislerdir. Onermenin kanitiyla ilgili olarak akil yuritmelerine ve cesitli fikirler
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uretmelerine ragmen, nasil ifade edeceklerini bilememeleri durumunu Veli, “Bizim
sorunumuz, ne yapacagimizi biliyoruz da nasil yapacagimizi bilmiyoruz” seklinde
ifade etmigtir. Veli, Cem ve Melis kaniti olusturamamislardir. Diger grup ise
tanimlari  ve aksiyomu kullanip birlikte konugsarak oOnermenin kanitini
olusturmusglardir. Derya, tahtaya kalkip agiklayarak kanitlamis ve arkadaslarinin
sorularini yanitlamigtir. Grup c¢alismalari sirasinda iki grup arasinda bir rekabet

havasi olusmus ve once kanitlayan grup tahtada agiklamak istemistir.

Ogrenciler, bu oturumda (¢ ©6nermenin kanitiyla ugrasmislardir. Yapilan
tartismalar ve oturum genel olarak degerlendirildiginde 6grencilerde gorulen temel
gucluklerden birinin kaniti yazma ile ilgili oldugu, sezgisel olarak ikna olduklari
durumlari, soézel ifadelerle veya gorsellestirerek anlamaya ve aciklamaya
calistiklari halde, matematiksel dili kullanarak formel kanit yazmada zorlandiklari
gorulmustur. Kanita nasil baglayacaklari, argimanlarini matematiksel olarak nasil
ifade edebilecekleri Uzerine tartismislardir. Veli'nin, ne yapilacagini bildikleri halde
nasil yapilacagini bilememeleri seklinde ifade ettigi ve arastirmaci tarafindan da
g6zlenen gugcluk, stratejik bilgi (Weber, 2001) veya davranissal bilgi (Selden &
Selden, 2009) eksikligi olarak degerlendirilebilir. Ogrenciler cesitli fikirler Urettikleri
halde bunlari uygulamada ve matematiksel olarak agiklamakta gugluk
cekmislerdir. Calismalar, 6grencilerde goértlen bu glgligl vurgulamakta ve kanit
olusturmadaki sorunlarin 6grencilere bitmis Urlnler sunulmasina (Alibert &
Thomas, 1991; Weber, 2004a) ve onlara kanit olusturma firsatinin verilmemesine
(Selden & Selden, 2007b; Pedemonte, 2007) baglamaktadir Bu c¢alismada
ogrencilerin hazir kanitlari defalarca okuyup yeniden yazarak, kimi zaman
ezberleyerek sadece sinavlara yonelik galismalarinin, bu duruma yol actigi
disunulmektedir. Birlikte tartismalari, 6grencilerin verilen goreve farkl agilardan
yaklagmalarini ve birbirlerinin fikirlerine soru sorarak ya da aciklama yaparak
katkida bulunmalarini saglamis ve oOnermeleri kanitlamalarinda etkili olmustur.
Ogrenciler kendi gruplarinda kaniti olusturamadiklari ve daha fazla
ilerleyemedikleri noktada diger grupla birlikte tartisma isteklerini belirtmis ve bu
tartismalarin sonunda kanitlar olusturulmustur. Tartismalarda arastirmaci da,
Ogrencileri dodru sonuca goturecek fikirleri vurgulayarak, cesitli sorularla
dusunmelerini saglayarak destekleyici olmus ancak kaniti olusturmayr ve
birbirlerini ikna etmeyi 6grencilere birakmigtir.
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4.2.3. Uciincii hafta sinif calismasi

Bu oturumda 6grencilerden, dnceki haftadan kalan énermenin b sikkini (Bkz. EK.5
onerme 2.3 (b)) oncelikle bireysel olarak kanitlamaya calismalari istenmis daha
sonra sinif tartismasina gecilmistir. Bireysel olarak ¢alismalarini istemenin amaci,
ogrencilerin tek baglarina kanittama deneyimi yasamalarini saglamak,
birbirlerinden  etkilenmeden nasil dusundiklerini anlamak ve kanitlama
becerilerinde herhangi bir degisiklik olup olmadigini belirlemektir. Ayrica kanitin
hem bireysel hem sosyal boyutunun oldugu (Cobb & Yackel, 1996; Cobb, 2000)
g6z onunde bulunduruldugunda, 6grencilere kendi baslarina dusinme firsati
verilerek bireysel yonun desteklenmesi dusunulmustir. Calismalarda da,
ogrencilerin problemleri akranlari ile tartismaya hazir olmadan o6nce, soruyu
anlamak, varsayimda bulunmak ya da belki arkadaslarina soru sormak igin

bireysel zaman ihtiyaclari olabilecegi belirtiimistir (Schabel, 2001).

Ogrencilerden, Veli ve Emre calismayi 6nce tamamlayarak diger arkadaslarinin
bitirmelerini beklemislerdir. Ogrenciler belli bir siire daha ugrastiktan sonra
arastirmaci, hep birlikte tartismayi énermistir. Derya, Melis ve Cem tek baslarina
ugrasmaya devam ederken sadece Pelin birlikte yapmanin daha iyi olacagini
belirtmigtir. Pelin goérismelerde de, tek basina calisirken kendini sinavda gibi

hissettigini ve bunun sonucu kaygi dizeyinin arttigini ifade etmistir.

Ogrenciler galismaya devam ederlerken Melis “Kiime sinirli oldugu zaman en
kiglk dst siniri kiimenin en bliylik 6gesine mi esit oluyor?” seklinde bir soru
sormustur. Arastirmaci, 6drencilerden ellerindeki kagitlarda yer alan tanimlara
bakarak sorunun yanitini dastinmelerini istemistir. Soruyu ilk olarak yanitlayan

Cem’e, Derya ters 0rnek vererek karsit gorus bildirmistir.

Cem: Tanimdan dolayi kii¢lik esittir oldugu igin, oradaki (en kiguk ust sinir
tanimini kastediyor) esitlik oldugu igin sonugta sinirli, en bliylik 6ge en
kiiglk (st sinir olacaktir.

Derya: Bence degildir. Mesela (0,1) araligini diigliniirsek en kiiglik (st sinir
1 ‘dir ama 1 araligin elemani degil.

Veli: Ekis’lin kiimeye ait olmasi gerekmiyor.

Ogrenciler kendi aralarinda tartisarak en kiigik Gst sinirin, kiimenin elemani

olmasi gerekmedigi konusunda fikir birligine varmislardir. Daha sonra kaniti
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tamamlayamadigini belirten Melis, nasil dusindugunu ve kanitlarken nerede
guglik c¢ektigini agiklamak igin tahtaya kalkmistir. Cem, verilen tanim ifadesini
dogru yorumlayamamis ve Derya ters 6rnek vererek Cem’in duslincesinin yanls
oldugunu gdstermistir. Ogrenciler sonuca tartisarak ulasmaya calismis, bu
tartismalar sirasinda birbirlerinin duguncelerini dikkatle dinlemis, kendi fikirlerini
ifade etmis ve argumanlarinin dogru veya yanlisligina bu etkilesim sonucunda

birlikte karar vermeye c¢alismiglardir.

Melis, aksiyomdan (Bkz. Ek.5 Aksiyom 2.1) yararlanmis ve kimenin ekiis’Gnin
varhgini gostermeye calisarak kanita baslamistir. Emre, aksiyomdan ekiis’Un
varliginin gorualdiugunt ve buna gerek olmadigini belirtmigtir. Bunun Uzerine
aksiyomu birlikte tekrar gbzden gegirmis ve aksiyomun ekiis‘Gn varligini
gOsterdigini kabul etmiglerdir. Veli bu konusmalar arasinda “Aksiyom ne, 6nerme
ne? Niye aksiyomun kanitini yapmiyoruz?” sorusunu sormustur. Ogrenciler

arasinda su sekilde bir konugsma gegmisgtir.

Emre: Aksiyom kabul edilen bilgi, énerme ispatlanan bilgi. Aksiyomu
tartismiyorsun direkt kabul ediyorsun. Aksiyomlarin (izerine kuruyoruz,
sonugta bir kabule gére gidiyorsun.

Derya: Aksiyomu kanitlayamiyor muyuz? Bence vardir bir kaniti
Arastirmaci: Aksiyomun kanitlanmasina gerek var mi?

Melis: O kabuldiir zaten, biz onu irdelemeden kabul eder ve teoremleri ona
gére kanitlariz.

Arastirmaci: Aksiyom kanitlanir mi yoksa direkt kabul edilir mi?

Emre: Direkt kabul edilir. Ama énerme dogru da olabilir yanlis da, aksiyom
dogrulugu tartigsiimayan kabullerdir, mesela geometride kabul ettigimiz
aksiyomlara gére caligiyoruz.

Ogrenciler arasinda gergeklesen bu konusma, Veli ve Derya’nin aksiyom ve
onerme kavramlarini tam olarak anlamadiklarini ve bu konuda yetersiz bilgi sahibi
olduklarini gdstermektedir. Ogrenciler 4. sinifa kadar birgok matematik dersi almig
ve tanim, Onerme, aksiyom ve kanitlarla ugrasmis olduklari halde bu temel
kavramlarinda sorun oldugu gorulmektedir. Tartisma, arastirmacinin 6grencilerin
aciklamalarini toparlayarak kavramlari net bir sekilde ifade etmesiyle sona

ermistir.
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Bu tartismadan sonra Melis, 6nermenin kaniti Uzerine duguncelerini agiklamaya ve
yaptiklarini tahtaya yazmaya devam etmigtir. Melis, S kumesinin en kuguk Ust
sinirinl ekiis S = x ve T kiimesinin en blyudk alt sinirini ebas T = y olarak ifade
etmistir. T kumesinin butin elemanlari, S kimesi igin bir Ust sinir olacagindan
tim t € T ’lerin x’ten buyUk veya esit olacagi ve S kimesinin bitlin elemanlari da
T kumesinin butun elemanlarindan kuguk veya esit olacagindan T
kimesinin ebas’t olan y’nin de S kimesinin butin elemanlarindan buylk esit
olacagi bagintilarini bulmustur. Ancak buradan goOsteriimesi istenen x ve y

arasindaki x < y iliskisine ulasamamistir (Sekil 4.40).
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Sekil 4.40. Melis’in 3.hafta sinif galismasi Onerme 2.3 (b)'ye yaniti

Derya ve Cem, benzer sekilde dugunduklerini ama bu yolla, géstermeleri gereken
badintiya ulasamadiklarini belirtmislerdir. Veli, “Siz x ve y'yi tekil diisiniiyorsunuz
birbiriyle baglantisini  ddsinmuyorsunuz.” seklinde bir elegtiride bulunmus,
baslangicta kendisinin de bu sekilde ilerledigini ancak buradan sonuca
ulasamayinca daha kisa bagka bir yoldan gosterdigini belirtmistir. Arastirmaci,
diger 6grencilerin de nasil dustnduklerini tek tek agiklamalarini istemigtir. Derya
ve Cem, Melis’e benzer bi¢cimde dusunduklerini ifade etmislerdir. Derya
soylediklerinin daha net anlagilmasi i¢in acgiklamalarini tahtaya yazmis ve
ebas T = y’nin, T kimesinin elemani olmasi ve elemani olmamasi seklindeki iki
durumu ayri ayri incelemeye calismigtir. Derya’nin yazdiklari arkadaslarina biraz
karmasik gelmis anlamadiklari noktalari sormusglardir. Yapilan acgiklamalar

sonucunda herkes yazilanlarin dogruluguna ikna olmustur.

Derya’dan sonra, daha kolay bir bigimde kanitladigini soyleyen Veli,
distindUklerini agiklamak Uzere tahtaya kalkmistir. Ogrenciler yaptigi agiklamalari
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anlamis ve ikna olmuslardir ancak Veli, dusuncelerini yaziya dokmekte
zorlanmigtir. TUm 6grenciler birlikte fikirlerini tartismislar ve nasil yazabilecekleri
ile ilgili olarak fikirler 6ne sturmuslerdir. Bu tartismalardan sonra Melis, Veli'nin ne
yapmak istedigini anladigini belirtip kendisinin kaniti yazabilecegini sOylemis ve
tahtaya kalkmistir. Melis, Veli'nin dusunceleri ve kanita yonelik olarak yazmaya
calistiklari Uzerinden ilerleyerek kaniti gecgerli bir bicimde olusturmustur (Sekil
4.41). Diger 6grenciler Melis’in yazdiklarini takip etmis ve kanit gecerli bir bicimde

tamamlanip herkesin ikna olmasiyla bir sonraki 6nermeye gegcilmistir.
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Sekil 4.41. Melis'in Onerme 2.3 (b)’'nin kaniti igin tahtaya yazdiklari

Ogrencilerin bireysel calismalari slresince yazdiklari incelendiginde, Veli'nin
gegerli bir kanit olusturdugu, Melis, Derya ve Cem’in benzer sekilde dusunup
dogru cikarimlar yaptiklari ancak istenen bagintiyr elde edemedikleri dolayisiyla
kaniti olusturamadiklari gérulmastir. Emre ise dogru dugunmus, istenen bagintiyi
yazmis ancak yazdigi ifadeleri dogru gerekgelere dayandiramamistir (Sekil 4.42).
Ornegin, ekiis S'nin T kiimesinin her elemanindan kiigiik veya esit oldugunun,
kosuldan bilindigini yazmistir ancak hangi kosulu kastettigi ve gerekgesi
anlasiimamaktadir. Pelin tanimlari kullanarak bazi ifadeler yazmis, kanitlama

girisiminde bulunmug ancak kanit olusturamamisgtir.
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Sekil 4.42. Emre’nin 3. hafta sinif calismasi Onerme 2.3 (b)'ye yaniti

Derya, Cem ve Melis’in kagitlari incelendiginde neye ulasmak istediklerini gdzden
kagirip sadece tanimlardan cikarilabilecek sonuglari yazdiklari ancak istenen
bagintiyi nasil gésterebileceklerini digtinmedikleri gériulmektedir (Bkz. Sekil 4.40).
Bu yuzden de uzun sure c¢aba harcadiklari halde tanimlar arasindaki iligkiyi
gOrememis ve onermenin kanitini olusturamamiglardir. Bu durum, &grencilerin
Onermedeki kosullari ve tanimlari anlamis olsalar da, gostermek istedikleri
bagdintiya yonelik olarak kullanma gucligu yasadiklarini géstermektedir. Bunun
nedenlerinden biri 6drencilerin hangi teoremi ve kurallari, nerede uygulayacaklari
hakkinda dogru karar verememeleridir. Weber (2001)in c¢alismasinda da
ogrencilerin gercekleri ifade edebildikleri ve mantiksal kurallari uygulayabildikleri

ancak kanit olugturamadiklari gérulmustur.

Sinif tartismasi, 6grencilerin 6nce kendi baslarina duslnmeleri, sonrasinda
fikirlerini paylasmalariyla bir 6nermenin kanitina farkli yonlerden bakmalarini
saglamistir. Onermenin kanitlanmasi igin verilen tanimlar (zerinde distinmis,
tanimlari ve aksiyomu kullanarak mantiksal c¢ikarimlar yapmislardir. Ogrenciler,
bireysel olarak gecerli bir sekilde kanitini olugturamadiklari dnermeleri birbirleriyle

tartismalari sonucunda gegerli olarak kanitlamiglardir (Bkz. Sekil 4.41).

Onceki haftadan kalan énermenin gecerli bicimde kanitlanmasindan sonra, bu
oturum igin hazirlanan galisma kagitlarina (Ek.6) gecilmistir. Calisma kagitlarinda
Ogrencilere, fonksiyonlarla ilgili iki Gnerme verilmis ve birebir fonksiyonla ilgili ilk
onermeyi bireysel olarak kanitlamaya calismalari istemistir. Ogrenciler tek
baglarina 7-8 dakika kadar ¢alismislar daha sonra arastirmaci kanitini agiklayarak
yapmasi icin Emre’yi tahtaya kaldirmistir. ilk olarak f(x) € f(4) = x € A ifadesini
yazan Emre, bunun tanimdan sdylenebilecegini belirtmistir. ilk hafta verilen bir
onermenin (Bkz. Ek.4 onerme 1.3) kanitinda da oOgrenciler, yazilan ifadenin her
durumda mi yoksa sadece fonksiyon birebir oldugunda mi gegerli olacagini
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tartismiglardir. Ogrenciler ters drnekler vererek, sekil Uizerinde gostererek tartismig
dogru sonuca ulagmislardir. Onceki derste, fonksiyonun sadece birebir olmasi
durumunda bu ifadenin gecerli olacagi sonucuna ulasildidi halde bu derste
tekrarlanan tartismada, Pelin, Veli ve Emre’nin birebirlik, ortenlik ve fonksiyon
kavramlarini tam oturtamadiklari ve dogru kullanamadiklari goralmustur. Vel
ifadenin tanimdan yazilabilecegini disundigunu ve birebir fonksiyon olmasiyla
badlanti kuramadigini, Emre de kafasinda somutlasmadigi i¢in karar vermedigini

belirtmistir.

Ogrenciler bugiine kadar bu kavramlar ve tanimlarla defalarca karsilasmis, bu
kavramlarin yer aldigi Onermelerin kanitlariyla ugrasmiglardir. Ancak bu
calismadaki tartismalar 6grencilerin bu kavramlari tam olarak anlamadiklarini ve
bazi seyleri nedenini bilmeden, Uzerinde dusunmeden yaptiklarini gostermektedir.
Derya bu tartisma sirasinda arkadaslarina, “Aslinda biz ezberden yapiyoruz, ben
de gecen derse kadar éyleydim” diyerek bu durumu ortaya koymustur. Ogrenciler
ilk hafta yasanan tartismaya benzer bicimde tartismiglar, Melis ve Derya orneklerle
gOstererek acgiklamalar yapmig ve diger ogrenciler de ikna olduktan sonra kaniti

tamamlamiglardir.

Ogrencilerin bu énerme igin bireysel olarak yazdiklari incelendiginde, Derya’nin
yazdiklarinin gerekgelerini de belirterek gecerli bir kanit olusturdugu ve kanitlama
surecinde c¢izdigi sekilden vyararlandi§i goérlilmastir. Melis'in  galismasi
incelendiginde, ilk girisiminde gostermesi gereken f‘l(f(A)) = A esitligini kabul
ederek basladigi ve c¢eliskiye ulastigi gorulmastir. Ancak bunun dogru olmadigini
fark etmis, yazdiklarinin Uzerini gizerek tekrar kanitlamaya c¢alismis ve ikinci
girisiminde tanimlan dogru yerde kullanarak gecerli ve aciklayici bir kanit

olusturmustur.

Emre, Veli ve Pelin birbirlerine benzer sekilde iki taraftan kapsama ile esitligi
gostermeye calismiglardir. Ancak yazdiklari incelendiginde birebirlik ve ters
goruntt  tanimlarint yanhs  yerde  kullandiklar,  yazdiklarini  dogru
gerekgelendiremedikleri ve gegerli bir kanit olusturamadiklar gérilmustir. Ugl de
f(x) € f(A) = x € A ifadesinin gorinti kimesi tanimindan, f(x) € f(A) = x €

f~1(f(4)) ifadesinin de fonksiyonun birebir olmasindan dolayi yazilabilecegini
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belirtmiglerdir. Dolayisiyla 6grencilerde ters goruntu, birebir tanimlarinin hala

formel olarak uygulanabilir olmadigi gorulmektedir.

Cem ise diger dgrencilerden farkli olarak olmayana ergi yontemini kullanmis ve

sekildeki gibi kanittamaya ¢alismistir (Sekil 4.43).
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Sekil 4.43. Cemv’in 3. hafta sinif galismasi Onerme 3.1’e yaniti

Ancak gorildigu gibi gecerli bir kanit olusturamamistir. x € f~1(f(4)) = f(x) €
f(4) ifadesini fonksiyonun birebir olmasindan dolayr yazdidini belirtmis ve
f(X\A) = Y\f(A) esitligini kullanarak celiski elde etmistir. Ancak kullanilan bu
esitlik, fonksiyonun birebir ve orten olmasi durumunda gecerli olmaktadir.
Dolayisiyla birebirlik tanimini yanlis yerde kullanmis ve yazdigi esitlikleri dogru bir

bicimde gerekc¢elendirememistir.

Ortenlik ile ilgili ikinci énermeyi ise Emre-Veli ve Melis-Derya-Pelin birlikte
kanitlamiglardir (Cem mazeret bildirerek ¢alismadan erken ayrilmistir). Yazdiklari
incelendiginde her iki grubun dnermeyi gecerli bir bicimde kanitladigr goralmasgtar.
Ogrenciler, énermeyi kisa surede kanitlamiglar ve tahtada yapmaya gerek

duymadiklarini belirttiklerinden ¢alisma burada sonlandiriimigtir.

Ogrenciler oturumlarda, daha cok grup halinde ¢alismaya yonlendirilmislerdir.
Ancak bu oturumun basinda, kanitlama sureclerindeki degisimi gozleyebilmek ve
birbirlerinden etkilenmeden nasil dugtunduklerini belirlemek igin bireysel ¢alismalari
istenmistir. Calisma sirasinda, 6grencilerin sahip olduklari kavramsal guglikler ve
anlamalarindaki eksiklikler de ortaya c¢ikmis ve bunlari sorduklar sorularla,
tartisarak giderme olana@l bulmuslardir. Ornegin, Velinin aksiyom ve &énerme
kavramlarini ayirt edememesi, Melis’in bir kime sinirli oldugunda, en kiguk Ust
sinirinin kimenin en buyuk o6gesi olup olmadigini sorgulamasi kendi dusinme
siireclerinde ortaya cikan sorulardir. Ogrenciler 4. sinifa kadar birgok matematik

dersinde tanim, énerme, aksiyom ve kanitlarla ugrasmis olduklari halde bu temel
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kavramlarin tam yerlesmemis oldugu gorulmektedir. Ancak fikirlerini serbestce
ifade edebildikleri, akillarina gelen soruyu aninda sorabildikleri ve arkadaslariyla
tartisarak yaniti bulmaya calistiklari sinif ortaminda bunlari giderme olanagi

bulmuslardir.

4.2.4. Dorduncu hafta sinif galismasi
Doérdincli oturumdaki c¢alisma, Emre katimadigi igin bes 0Ogrenci ile
gerceklestirilmistir. Ogrenciler, kizlarla erkekler olarak ayrilmak istemisler ve Veli-

Cem bir grup, Melis-Derya-Pelin diger bir grup olarak ¢alismislardir.

Ogrencilere verilen galisma kagitlarinda (Ek.7) fonksiyonun surekliligi, artan
fonksiyon ve fonksiyonun turevi tanimlari ile kanitlamalari beklenen tU¢ onerme
bulunmaktadir. Ogrenciler ilk olarak, fonksiyonun sirekliligi ile ilgili birinci Snermeyi
(Bkz. Ek.7 6nerme 4.1) kendi gruplarinda tartisarak kanitlamaya calismislardir.
Yazdiklari incelendiginde, her iki grubun da gostermeleri gereken ifadeyi yazarak
kanita basladiklari ve tanimlar kullanarak dogrudan kanitla gecerli kanitlar
olusturduklari gortlmistir. Ogrenciler ilk onermeyi kanitladiktan sonra, Cem,

olusturduklari kaniti tahtada acgiklayarak yazmigtir.

ilk 6nermeye benzer bigimde kanitlanabilecek ikinci dnerme (Bkz. Ek.7 dnerme
4.2) igin 6nce, 6grencilerin kendi baslarina okuyup biraz disunmeleri istenmis
sonra sinifca tartismaya gecilmistir. Arastirmaci tartismalarda biraz pasif kalan
Pelin’in  katilimini saglamak amaciyla, onermeyi kanitlamasi icgin tahtaya
kaldirmistir. Pelin bir 6nceki 6nermenin kanitini diastnerek dogru akil yuratmus ve
kaniti olusturmustur. Sadece ifadelerinde ve vyaziminda bazi eksiklerin
duzeltilmesine ihtiya¢c duyulmustur. Pelin’in dnermeyi kanitlamasinda, bir onceki
onermenin kanitina benzer bigcimde olmasi yardimci olmustur. Bu bakimdan
Pelin’in ayni proseduru uygulayarak kaniti olusturdugu sdylenebilir. Ancak bu
sekilde, Pelin’in kanitlayabilecegini gdrmesi ve kanitlamaya karsi olumlu duygular

geligtirmesi saglanmaya calisiimistir.

Ogrenciler daha sonra yine iki grup halinde, tiirevlenebilir ve monoton artan bir
fonksiyonun tirevinin sifirdan buylk oldugunu gostermeleri beklenen dnermenin
(Bkz. EK.7 dnerme 4.3) kanitiyla ugrasmislardir Derya, olmayana ergi yontemini

kullanmayi dnermis, Melis ise monoton artanli§i géstermek icin, alacaklari x ve x,
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degerlerine gore f(x) ve f(x,)I karsilastirmalari gerektigini sdylemistir. Derya,
fonksiyonun turevlenebilir oldugu noktada limiti olacagini ve limit tanimindan yola
ctkarak kanitlamayr Onermistir. Melis ve Derya, dusunduklerini tartigarak
ilerlemigler ve kanitlamaya, dogrudan kanit ydontemine uygun bigimde, fonksiyonun
turevlenebilir ve artan oldugunu kabul ederek baglamiglardir. Aldiklari x ve x,
degerlerine goére fonksiyonun o noktadaki limit degerinin isaretini incelemisler
ancak buradan bir sonuca ulagsamayacaklarini dugunup tekrar olmayana ergi

yontemini denemeye karar vermislerdir. Ogrenciler fonksiyonun tanim kiimesinden
f ) —f(xo)

aldiklart x ve x, degerleri icin  lim,_,,, —
—A0

degerinin fonksiyonun x,

noktasindaki turevine esit olup olamayacagindan emin olamamis; turev taniminda
esit olmasi gerektigi verildigi halde, tanima bakmayi disinmemislerdir. Bir sire
daha fikirlerini tartistiktan sonra dusunduiklerini yazmaya baslamis ve sonugta
kanitt tamamladiklarini belirtmiglerdir. Kaniti Derya yazmis ve yazarken de
ifadelerinin anlasilir ve dizgun olmasina dikkat etmistir. Pelin ise bu slrecte, daha
cok arkadaslarinin tartismasini takip etmis ve fikir Uretmemistir. Yazdiklari

incelendiginde gecerli bir kanit olusturduklar goralmustar (Sekil 4.44).

f: (o =@ e
e\'lcrcl_p(:/ ~=— e Ao~ o
=€ (o) S\ahens. £, xitae alremlenecs e P N N Pl
'[im £ —r(“’_\ S/, 3 S 'pfi"’[\—['(;)_—\ Lornn £0<> - f >
> % < m e =5 X sl —— e < —>~e3’ SC N
~eCclvo —= e A h e
D Qe A0 —£O) o
—_—f——

< —5 e * D =N

F e s SAoceGrrio— Py = LD o Cononzden ordo~ ol
e —_—

P> — L0y ==

o LD

=" - - R )

Lo £ —LO=D "go —

"\\< =

S M —

T Y P PCr) P Cxs) =< o

K> 3L < e

g y’_.;x =lo o maon _C‘CR:') < 0 CxD = lor.
_— DL x-%= |, o< PO - L0

CALPCRD) =
Qim {)"‘_— = o

S K

= . Lir Lex)y L (=D
> W <<=

= <

=S I \

— &

Sekil 4.44. Derya-Melis-Pelin’in Onerme 4.3’Un kaniti olarak yazdiklari

Diger grupta Cem, kanit igin olmayana ergi yontemini uygulamayi énermis Veli ise
fonksiyonun artan olmasini nasil kullanacaklarini sormustur. Cem, bir baslayalim

ilerledikge bir seylere ulasiriz dusuncesiyle, Velinin yazmaya baslamasini
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istemigtir. Veli, kanitin nasil olmasi gerektigini, hipotezin ne oldugunu net bir

bicimde ifade ederek sesli dusunmustar:

“Simdi ne yapacagiz? Hipotez ne? Tirevli ve artan olmasi, yani orayi
(turevli ve artan olmasini kastediyor) varsayip tirevin sifirdan blylk
oldugunu ifade edecegiz. Iste artanli§i nasil kullanacagiz?”

Cem, Veli'ye yazmaya baglamasi konusunda israr etmis ve basladiktan sonra
nasil ilerleyeceklerine karar vereceklerini belirtmistir. Cem, sentaktik kanitlama
egilimi gostermig, belli bir kanit yontemiyle baslayarak ilerlediklerinde istenen
sonuca ulasacaklarini dugunmustur. Veli ise tam olarak ne yapacaklarini karar
vermeden, kanittaki bir sonraki adimi gérmeden ve kendini ikna etmeden kanita

baglamak istememigtir.

Ogrenciler artan fonksiyon tanimini nasil kullanabileceklerini tartistiktan sonra Veli,
bu tanimdan yola ¢ikarak a < b seklinde iki farkl sayi alarak f(a) < f(b)
yazabileceklerini ve buradan da limit tanimini kullanacaklarini belirtmistir. Cem, a
ve b yerine fonksiyonun tanim araligindan x ve x, almasini dnermistir. Bir sire

daha tartismis ve dusunmusler sonra Veli:

Veli: Simdi iki durum vardir degil mi ya sagdan gidersin ya soldan gidersin
Cem: Anliyorum evet

Veli: Bu limitin olmasi i¢in ne lazim sagdan ve soldan limitlerin olmasi lazim

seklinde dusunduklerini Cem’e agiklamaya c¢alismistir. Son olarak fonksiyonun
FO)=f(x0) ) —f (x0)
X—Xo

tdrevini lim,_,,, ifadesine esitlemis ve buradan ifadesinin

x = xg ve x > x5 durumlarini yani

f—(")‘i(x") kesrinin, x, noktasindaki sagdan

X—Xo
ve soldan limit degerlerinin sifirdan buyuk esit olma durumunu incelemiglerdir. Her
iki durumda da bu limit dederinin sifirdan blylk esit oldugunu, fonksiyonun artan
olmasini da kullanarak gostermiglerdir. Bu sekilde kanitlarini tamamlamislar ancak

Cem, olmayana ergi yontemi ile de kanitlamak igin bir stire daha ugrasmistir.

Ogrenciler kanitlarini  tamamladiklarini ve diizglin bir sekilde yazdiklarini
belirttikleri anda arastirmaci, gruplarin yazmis olduklari kagitlari degistirerek

birbirlerinin kanitlarini kontrol etmelerini istemisgtir.
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Ogrenciler, kanitlarin gegerligini onaylamig ancak kanitlarin daha aciklayici ve
anlasilir olmasina yonelik olarak, ifadelerde bazi duzeltmeler o6nermiglerdir.
Ozellikle Melis ve Derya, bir kaniti kim okursa okusun ayni seyin anlasiimasi
gerektiginin 6nemli oldugunu vurgulamiglardir. Bu da, Melis ve Derya’nin bir kaniti
ucuncu bir kisi okudugunda da ayni seyi anlamasi gerektigi sosyal yonundn
(Gholamazad, 2005) farkinda olduklarini, kaniti, belli bir kiginin ikna olmasina ve
kabul etmesine yonelik olarak degil, matematiksel olarak gecerli olmasina dikkat

edilerek yazilmasina 6nem verdiklerini gostermektedir.

Cem, olmayana ergi yontemi ile olusturdugu kaniti tahtada agiklayarak anlatmigtir.
Derya, Cem’in agiklamalari Uzerine, kendilerinin de 06nce benzer sekilde

dugunduklerini ancak fonksiyonun, tanim kimesinden belirlenen herhangi bir x,

) —f(x0)

noktasindaki tarevinin, lim,_,, degerine esit olup olmadigi konusunda

tereddut ettiklerini belirtmiglerdir. Arastirmaci tekrar tanimlara donmelerini ve bu
soruyu yanitlamalarini istemistir. Ogrenciler birlikte tartisarak Cem’in kanitinin
gegerli oldugu, ancak Uuguncu bir kisi okudugunda da acgiklamaya gerek
kalmaksizin anlasilir olmasi i¢in kanitin daha net yazilmasi gerektigi konusunda

gorus birligine varmiglardir.

Bu oturumda ogrenciler, U¢ onermenin kanitiyla ugrasmis ve en uzun sureyi son
Oonermeyi kanitlamada harcayarak tumudnu gecerli bir bigimde kanitlamiglardir.
Kanitlari yazarken ve birbirlerinin kanitlarini kontrol ederken 6grencilerin, kanitlarin
duzgun ve anlagilir yazilmig olmasina onceki derslere gore daha c¢ok dikkat
gosterdikleri gorulmustur. Turev ve limit iligkisi ile ilgili olarak tereddut ettikleri
noktayi, ellerindeki tanimlari yorumlayarak agikliga kavusturabilecekleri halde
tanimlari kullanmayip kendi aralarinda tartigmiglar, daha sonra arastirmacinin
uyarisiyla tanimlara bakarak sonug ¢ikarmiglardir. Ogrencilerin  kanitlama
surecinde daha anlasilir, belli bir kanit ¢ergcevesi olan kanitlar olusturabildikleri
halde, tanim ve kavramlari kullanmada hala gug¢lik yasadiklari goriimustir.
Fonksiyonun artan olmasini kanitta nasil kullanabilecekleri Gzerinde her iki grup

guglik cekmis ve tartismalarin sonunda bir karara varmiglardir.
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4.2.5. Besinci hafta sinif calismasi

Bu oturumda ogrenciler kizlar ve erkekler seklinde Uger Kisilik iki gruba
ayrilmislardir. Verilen ¢calisma kagitlarinda (Ek.8.) dizinin yakinsak olmasi ve limiti,
dizinin sinirli olmasi ve altdizi tanimlari ile birlikte dizilerle ilgili dort onerme
bulunmaktadir. Oncelikle dgrenciler tanimlari bireysel olarak okuyup anlamaya
calismis, sonrasinda arastirmaci tanimlari sesli bir bicimde okuyarak agiklamigtir.
Gruplar, yakinsak bir dizinin sinirh oldugunu goéstermeleri gereken &nerme

uzerinde ¢aligmaya baglamislardir.

Veli, Cem ve Emre’nin bulundugu grup, bir a, dizisinin yakinsak oldugunu kabul
edip verilen yakinsaklik tanimini bu dizi i¢in yazarak kanitlamaya baslamis ve ilk

girisimlerinde Sekil 4.45'teki ifadeleri yazmiglardir.
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Sekil 4.45. Veli-Cem-Emre’'nin Onerme 5.1 igin yazdiklar

Kaniti tamamladiklarini disinitrken Veli, bir problem oldugunu fark ettigini,
gosterdiklerinin belli bir n, sayisindan sonra gelen n sayilari igin sinirli oldugunu
ancak n, ‘dan onceki n deg@erleri i¢cin gostermediklerini belirtmistir. Cem, Veli’'nin
onemli bir noktaya degindigini ve onu da goéstermeleri gerektigini ifade etmistir.
Emre ise yazmaya gerek olmayabilecegini diginmus ve bu tereddit Uzerine
tanimlari tekrar incelemeye baslamiglardir. Ogrenciler yazdiklarinin yeterli olup

olmadigini bir sure daha tartismiglardir.

Veli: Bir saniye su tanimi (Dizinin yakinsaklik tanimini kastediyor)
dusinelim. Her € > 0 igin bir tane ny bulunuyor, simdi € ‘nu 5 segersem
onun igin ny bulmak kolay ama € ‘nu 1 segcersem onun igin de olan bir n,
var ama bulmak zor. Ama sen ¢ ‘nu kdglilttiikge kigllttiikge ne olacak ny’i
bulmak zorlasacak belki biraz ileriye kayacak di mi? Ama iste gerisi i¢in olan
ny'larda bundan berisi igin olanlari da ¢ biyiidiikge buluruz onlari da
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Emre: Ya simdi sey var su (a, dizisini kastediyor) yakinsak oldugu siirece
her ¢ igin bir ny bulabiliyorsak sen & ‘nu ne yaparsan yap ister kigdilt ister
buydit bir tane n sifir bulabiliyorsun ya o ylizden bu direkt saglanir.

Cem: Bence de bu yeterli
Emre: Bu yakinsaklik zaten sagliyor, bitti

Veli: Tamam.

Tartismanin sonunda yazdiklarinin yeterli oldugu ve Onermeyi kanitladigi
konusunda birbirlerini ikna etmiglerdir. Bir sonraki onermeye ge¢meden once,
arastirmaciyl yanlarina c¢agirarak yazdiklarini gostermek istemis ve su

acgiklamalari yapmislardir:

Veli: Bir sey daha var onu yazmadik ama dért yildir buradayim, dért yildir
da yazan hoca gérmedim daha acgik, o ylzden ben de yazmadim. Burada
her n > n, igin diyoruz ya ama bizim n’lerimiz n,’dan sonra gelen n’ler ya
simdi ondan &ncesi gelenler icin yok mu gibi bir sonug geliyor, o da agikar.
Simdi n,, €'a bagl ya farkli €'lar igin farkl n,lar bulursunuz.

Emre: Simdi (a,,) ' i yakinsak kabul ediyoruz ya simdi bir tane n, buluyoruz

tek gibi gérintiyor ya &’nu degistirdikce bu ny’lar dogal sayilar kiimesini

kapsayacaktir ¢linkii her € igin bir tane n, bulunuyor.
Ogrenciler yazdiklarinda eksik olan noktay! fark etmis ancak bununla ilgili bir
aciklamaya gerek olmadigi konusunda kendilerini ve birbirlerini ikna etmeye
calismiglardir. Ogrencilerin aklina, tim n sayilari icin dizinin terimlerini
sinirlayacak  bir sayr belilemek gelmemigtir.  Dolayisiyla  yazdiklari,
gerekcelendirme olmamasi ve yetersiz acgiklama nedeniyle, gecgerli bir kanit
olusturmamigtir. Veli, aciklamaya gerek olmadigini, c¢inkld bugline kadar
derslerinde de bu bolimun asikar denilerek gegistiriimis oldugunu ifade etmigtir.
Derslerde yapilan veya kitaplarda yazan kanitlarda, bazen belli gegiglerin agiklama
olmadan yazilmasi, ogrencilerin altinda yatan mantigi anlamamalarina ve
sorgulamadan, gordikleri sekilde ezberlemelerine neden olmaktadir. Burada
gOrulen durum da bunun bir érnegidir ve 6gretmenler, yaptiklari kanitlar yeniden
dizenlenmis haliyle sinifa sunduklari (Brousseau, 1997), dusinme sureglerini
ogrencilere ayrintill olarak acgiklamadiklari igin ogrenciler kanitlari yazarken
gerekgelendirmeye gerek olmadigini diisiinebilmektedirler. Ogrencilerin yeterince
aciklayamadiklari ve yazamadiklari bolim, Selden vd. (2008a)nin kanitlarda

belirlemis olduklari, daha derin anlamalar gerektiren probleme odakli kisimdir.
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Ogrenciler hipotez ve hikmi belli olan gegerli bir kanit gergevesi olusturduklari
halde, ara gegcislerdeki mantiksal zinciri yapilandiramamislardir. Bu durumun,
kanitin probleme ydnelik kismindaki asamalarin kavramsal bilgi, matematiksel
sezgi ve dogru kaynaklari dogru zamanda akla getirme becerisi gerektirmesi ve

ogrencilerde bunlarin yetersiz olmasindan kaynaklandigi disunulebilir.

Cem, kaniti bir de olmayana ergi yontemiyle olusturmak istemis ve Emre ile birlikte
kanittamaya calismiglardir. Veli ise bu sirada ¢izdigi sekiller Uzerinde,
yazdiklarinda eksik oldugunu dusundugu noktayla ilgili olarak kendini ikna etmeye

calismistir.

Derya, Melis ve Pelin’in bulundugu grup ise 6nermeyi okuduktan sonra (a,,) dizisini
yakinsak kabul ederek kanitlamaya baslamiglar ve diger gruba benzer sekilde
yakinsaklik tanimini yazarak —e <a, —a <e¢ ifadesini elde etmislerdir. Bu
noktada Derya, neyi gostermek istediklerini sormus, Melis |a,|'nin bir sayidan
klguk oldugunu gostermeleri gerektigini belirtmistir. Derya yazmaya devam etmis
ve diger grubun yazdiklarina benzer ifadelerle n,’dan sonraki n degerleri (a,)’in
alttan ve ustten sinirh oldugunu goéstermiglerdir. Daha sonra Melis ile birlikte,
yazdiklarindaki eksiklik oldugunu fark etmis ve ny'dan onceki n'ler igin nasil
gOsterebileceklerini dusunmeye baglamislardir. Bunun Uzerine dogrudan kanit
yonteminden vazgec¢misler ve Derya, olmayana ergi yontemi ile Melis de karsit
ters yontemi ile kanitlamayi 6nermistir. Ancak bu yontemlerle de ifadenin degilini
almalari ve dizinin sinirli olmamasini kabul etmeleri gerektiginden, sinirli olmamayi
nasil gosterecekleri ve kanitta nasil ilerleyecekleri konusunda zorluk ¢ekmiglerdir.
Bir sure tartismis ancak kendilerini ikna edecek bir kanit olusturamamiglardir.

Her iki grupta benzer sekilde disinmus ve ayni noktada sorun yasamislardir.
Ancak erkekler grubu yazdiklarinin gegerli bir kanit olusturdugu konusunda ikna
olmus ama kizlar ikna olmamis ve vyazdiklarindaki eksikligi gidermeye
calismiglardir. Kizlar kanitlayamadiklarini  belirtmigler ve sonrasinda tum

ogrencilerin katildigi sinif tartismasina gegcilmistir.

Derya, tahtada nasil dustnduklerini agiklayarak yaptiklarini yazmaya baslamistir.
Bu sirada Veli de kalkmig ve tahtanin diger tarafina ulasmak istedikleri sonucu
“IM € Rt var mudir ki Yvn € N icin |a,| <M” seklinde yazmistir. Derya

152



arkadaglariyla ne dusunduklerini yazmis ve takildiklari noktayi agiklayarak kaniti
olusturamadiklarini belirtmigtir. Veli ise sekil gizerek Derya’ya, kendilerini nasil
ikna ettiklerini agiklamaya ve Emre’nin de katilmasiyla kizlar grubunu da ikna
etmeye calismistir. Ancak Derya ikna olmamis ve sinirhligin n, ‘dan Onceki
n degerleri icin de gosteriimesi gerektigini belirtmistir. Ogrenciler arasinda soyle

bir tartisma gelismigtir:

Derya: Yani n,’dan kliglik n’leri o zaman incelememis oluyoruz.

Veli: Ama bir de sbéyle diglin, n, da sdrekli degisiyor, bu sey gibi
anlasilmasin ileride bir ny vardir degil, ondan éncesi de var

Derya: Degismeyen bir n, da olabilir

Veli: Degisiyor bence &dan dolayi degisiyor. Bak suraya bakalim
(duzlemde ¢izdigi noktalarla dizinin terimlerini gostermeye calisiyor ve sekil
Uzerinde agiklama yapiyor)

Derya: Ben buna katiimiyorum

Emre: Her ¢ igin bir ny bulabiliyorsun degil mi, bu ¢ degistikge ’na bagli n,
bulmak zorundasin

Derya: Su an emin degilim ama bana n,’I degismek zorunda olmayan bir
dizi de bulabilirmisim gibi geliyor.

Cem: Sabit dizi

Derya: Evet, mesela sabit dizi olabilir. n, degdismek zorunda degil her ¢ igin
belli olabilir yani. Oyle bir dizi vardir ki n, degismek zorunda degil. Su an
hayal edemedim ama bence &yle bir dizi var (sayl dogrusu cizip Uzerinde
belli bir nokta belirliyor ve bu noktaya yakinsayan bir dizi olabilecegini
gostermeye galisiyor)

Veli: Biz € icin ny buluyoruz n, igin & bulsak tamam

Derya: € igcin ny bulabilirsin ama ¢ degistikce bu n, degisecek diye bir sey
yok

Melis: Ama her ¢ igin bir n, buluyoruz yani biz e’ numuzu énceden segiyoruz,
e'u segip ny’l, bir tane n, segiyoruz.

Emre: Tamam ama neye bagli olarak seciyoruz e’a bagli seciyoruz. ¢

degistiginde bagska n, seciyoruz.

Ogrencilerin tartismasi, tanimlari farkli yorumladiklarini dolayisiyla gecerli bir kanit
olmasi igin ne yazmalari gerektigi konusunda farkl dusunduklerini gostermektedir.
Cem, baslangicta grup arkadaslarinin agiklamalarindan ikna olmus ancak sinif

tartismasinda Derya’nin sdyledikleriyle tereddide dismus ve yazdiklarinin gegerli
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bir kanit olusturmadigini, dizinin sinirli olmasi igin ny,’dan kiguk n’ler i¢in de bir
acgiklama yapilmasi gerektigini dusunmustar. Veli de ayni noktada tereddut etmis
ancak nasil gostereceklerini bilememig, daha Onceki derslerden buna benzer
yaptiklari bir kanit olup olmadigini hatirlamaya c¢alismigtir. Emre ise kendini ikna
etmis ancak arkadaglarini ikna edememistir. Tahtaya kalkip arkadaslarina
acgiklamalar yapan Emre’nin tanimlari yanhs yorumladigi gérulmastur. Pelin ise bu
tartismalarda sessiz kalmig ve hig goris bildirmemistir. Ogrenciler 30 dakika kadar
bu sorunu ¢ozmek igin tartismiglardir ancak bir sonu¢ g¢ikmayinca arastirmaci,
soylenenleri Ozetlemis ve goOstermek istedikleri seyi tekrar hatirlatmistir.

Sonrasinda dgrencilere su sekilde bir ipucu vermigtir:

“Soyle diistinelim belli bir yerden sonraki terimleri sinirlayabiliyoruz ama
ondan &ncekileri sinirlayamadik. Bir de sunu disginin ny,’a kadar dizinin
belli sayida terimi var ve biz o belli sayidakileri sinirlayalim.”

Bu acgiklamadan sonra ogrencilerin hepsi birka¢ dakika sessizce dugunmusler ve
Veli, “Ben bir sey buldum. Dizinin bdtin terimleri arasindaki uzakliklari
hesaplayalim. Bunlarin en bliyigtne ¢ap diyelim olsun bitsin” diyerek bu sessizligi
bozmustur. Ancak dusunduklerini matematiksel olarak ifade etmede ve yazmakta
zorlandigi icin arkadaglari ne demek istedigini tam olarak anlayamamislardir.
Melis, dizinin terimleri arasindaki uzakliklari kullanarak bir sonuca varilabilecegini

disunmas ve bunu tahtada sekil gizerek agiklamigtir.

Butun bu tartigmalarin sonunda ogrenciler ne yapmalari gerektigine dusunce
olarak yaklasmig, ancak matematiksel olarak tam dogru yazamamig dolayisiyla
dnermeyi gecerli bir bicimde kanitlayamamislardir. Ogrenciler tartisma siirecinde
akil yaratmeye, ortaya c¢ikan fikirler Gzerinden ilerlemeye veya yanlis oldugunu
dusundukleri argumanlari c¢uritmeye calismislardir. Bu argumantasyon sureci,
ogrencilerin sorgulamalarina, dusuncelerini ifade etmelerine, birbirlerini anlamaya
calismalarina ve bu sekilde etkilesime girerek akil ylaratme becerilerini
kullanmalarina katki saglamistir. Ogrenciler matematiksel olarak tam ifade
edememis ve kaniti yazamamis olsalar da, dogru akil yarutmasglerdir. Bu deneyim
sonucunda, Onermenin kanitina farkli agilardan bakabilmis, gecerli bir kanit
olusturmak icin nasil dusunmeleri ve nelere dikkat etmeleri gerektigini fark

etmislerdir.
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Bu onermeyi kanitlama surecinde goérulen gugcluk, kanitin probleme odakh
ifade

edeceklerini bilememiglerdir. Tartisilan 6énerme semantik anlama gerektiren ve

kisminda ortaya c¢ikmig; ogrenciler dogru dusundukleri halde nasil
ogrencilerin sadece tanim ve sembolleri ilerleterek kanitlayamayacaklari bir
onermedir. Bu yuzden tartisma daha ¢ok, semantik akil ylratme egiliminde olan
Derya ve Veli arasinda ge¢cmis ancak her ikisi de dusuncelerini matematiksel
olarak yazamamiglardir. Cem, bu tartisma sirasinda ¢ok fazla fikir Gretememis,
¢o6zUm olarak olmayana ergi yontemiyle sentaktik yaklagimla kanitlamayi
disunmuls, ancak o da, ifadenin degilini almada ve bir fonksiyonun sinirli
olmamasini gostermekte guglik yasamistir. Emre

ise yuzeysel dusunerek

gerekgelendirmeye gerek olmadan kanitin yazilabilecegini one surmusg ve
Melis,

sdylenenlerden yaptigi ¢cikarimlara gore, tahtada ¢izdigi sekil Uzerinde agiklamalar

digerlerini ikna etmeye c¢alismigtir. Tartismalarin sonunda tim
yaparak neyi gostermeleri gerektigini ifade etmigtir. Pelin ise bu tartismalar

sirasinda arkadasglarini dinlemekle yetinmistir.

Bu tartismalar 6grencileri yormus ve gosterdikleri gabanin sonucunda gecerli bir
kanita ulasamadiklarindan husran duygusu yasamiglardir. Bu 6nermede daha
bakmak

soylemiglerdir. Bunun Uzerine alt dizilerle ilgili olan bir sonraki onerme 5.3’e

fazla ilerleyemeyeceklerini belirtip diger Onermeye istediklerini

gecmiglerdir.

Ikinci 6nermeyi iki grup da olmayana ergi yontemiyle benzer bigimde kanitlamigtir

(Sekil 4.46) ve Emre, agiklayarak yazmak Uzere tahtaya kalkmigtir.
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Sekil 4.46. Derya-Melis-Pelin ‘in Onerme 5.3'(in kaniti olarak yazdiklari
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Ogrencilerin kanitlarinda ortak olan ve dikkat geken nokta, (a,) hem p hem g¢’ya
yakinsayan bir dizi olmak Uzere, Ve >0 ve n=>ny igin |[p—q|l=la,+p—q—
a,| <la,—ql+|p—a,l <e/2+¢/2<e esitsizliginden |[p—q|l<e=|p—q|=
0 sonucunu elde etmis ve p=gq geligkisine ulagsmis olmalaridir. Ogrenciler,
|p — q| degeri sifirdan buyulk her sayidan kiglik oldugu igin bu degerin sifira esit
olmasi gerektigi sonucunu c¢ikarmig ve acgiklamalarini bu sekilde yapmiglardir.
Pelin bu sonucu nasil gikardiklarini anlamamis ve arkadaslarina, bu gerekgenin
|lp —q| degerinin sifir olmasini soyleyebilmek icin yeterli olup olmadigini
sormustur. Ogrenciler bunu bagka bir derste tartigtiklarini ve tam olarak ikna
olmasalar da, ders sorumlusu tarafindan bu sekilde olmasi gerektiginin
soylendigini hatirladiklarini belirtmislerdir. Ogrenciler bir slre tartismis ve sifirdan
blylk her epsilon degerinden klguk olacadi icin sifir olmaktan baska sansi
olmadigina kendilerini ikna etmeye calismiglardir. Bunun Uzerine arastirmaci, her
€ >0 igin bu dogru oldugundan, & sayisini |p —ql|'ya bagli 6zel bir deger
secgebileceklerini ve e:= |p — q| > 0 olarak secgilmesi durumunda |p — q| < |p — ¢
seklindeki celigskinin ortaya cikacagini acgiklamistir. Ogrenciler bugiine kadar
yeterince ikna olmadiklari halde, dyle olmasi gerektigi icin kabul ettikleri sonucun
yerine bu c¢eligkinin daha ikna edici oldugunu ve simdiye kadar hep soru isareti

olarak kalmig bir noktayi aydinlatabildiklerini belirtmislerdir.

Bu oturumda o6grenciler birinci 6nermenin kanitinda uzun sure harcadiklarindan
toplamda sadece iki 6nermeyle ugrasmislardir. Her iki dnermenin kanitinda dikkat
ceken, ogrencilerin ulasmak istedikleri sonuca  yonelik  gecigleri
gerekcelendirmeden yapma egiliminde olmalari ancak sezgisel olarak tam ikna
olmadiklarinda bir eksiklik oldugunu fark etmeleridir. Ogrenciler kanitlari daha
once onlara sunuldugu bicimde, onlara dyle olmasi gerektigi sdylendigi sekliyle
yazmaya calismiglar, ancak ara basamaklardaki gegislerde yazdiklarini
anlamlandiramamiglardir. Ozellikle sezgisel anlamaya ve ikna olmaya énem veren
semantik akil yaritme egilimindeki 6grencilerin sorulariyla, daha 6nce Uzerinde
fazla durulmayan noktalara dikkat etmis ve fikirlerini tartismiglardir. Bu oturum,
ogrencilerin ne yapmalari gerektigini bildiklerini ancak nasil yapacaklarini
bilmediklerini yani gerekli iliskileri kurma ve matematiksel kanit olarak yazma
konusunda sorun yasadiklarini bir kez daha gostermistir. Ancak tartismalar akil

yurutme sureglerini harekete gegirerek, yazdiklari kanitlari anlamlandirma ihtiyaci
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hissetmelerini ve sorgulamalarini saglamis, Ogrencilerde bir farkindalik

olusturmustur.

5. SONUCLAR VE TARTISMA

Bu calisma, dordlincu sinifa devam etmekte olan ortadgretim matematik 6gretmen
adaylari ile gerceklestiriimigtir. Ogretmen adaylarinin kanitlama bigimleri, kanitlara
yaklasimlari, kanitlama surecinde karsilastiklar guglukler ve duyugsal durumlari
incelenmigtir. Yapilan bes haftalik sinif calismalarinin, katilimcilarin kanitlama
sureglerini nasil etkiledigi arastiriimis ve buradan elde edilen sonuglarla, 6grenme-

ogretme ortamlarinin dizenlenmesine yonelik dnerilerde bulunulmustur.

Bu bodlimde, 6grencilerin bireysel kanitlama sureglerinin ve sinif galismalarinin
analizinden elde edilen bulgulara iliskin sonuglar verilecek ve bu sonuglar alan

yazindaki arastirmalarla karsilastirilarak tartisilacaktir.

Calismanin basinda, uygulanan 6lgme araciyla ve on gorusmelerle elde edilen
verilerin incelenmesiyle kanit ve kanitlamaya iliskin 6grencilerde var olan guclukler

belirlenmistir. Belirlenen bu guglikler Cizelge 5.1'de gorulmektedir.
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Cizelge 5.1. Ogrencilerde kanitlama siirecinde goriilen gliglikler

Guglukler Emre | Pelin | Veli | Derya | Cem | Melis
Matematiksel dil ve notasyon X X X X

Kanit cergevesi olusturamama X X X

Kanit yontemleri bilgisi eksikligi X X X X

Belli bir kanit yontemine odaklanma X X

Kanita baglayamama X X X
Kavram ve tanim bilgisi eksikligi X X
Mantiksal hata ve yetersizlikler X X X
Aciklayici kanit olugturamama- X X X
gerekgelendirememe

Uygun kanit yontemini X X X X X X
belirleyememe

Asikarlik engeli X X X
Tanimi kullanamama X X X X X X
Kanitin gecerliligini belirleyememe X X X
Yetersiz kanit kavrami X X X

Hipoteze ekleme yapma veya X X

sonucu varsayma

Kanit yazamama ve dusunduklerini X X X X X X
anlasilir bicimde ifade edememe

Cizelge 5.1’den goruldigu gibi, calismada belirlenen 6gdrenci guglikleri alan
yazindaki diger ¢alismalarin sonuglarini destekler niteliktedir. Bu ¢alismada dikkat
¢ceken sonuglardan biri, 6grencilerin kaniti nasil olusturacaklarina karar vermeye
calisirken, gecgerli argumanlar one surdukleri ve sezgisel olarak ikna olduklari
durumlarda bile bu argimanlari, formel matematiksel kanita dénistirme ve agik,
anlasilir bir dille yazma konusunda gliglik yasamis olmalaridir. Ogrencilerin kanit
yazma becerilerinin ve gecerli kanitin nasil olmasi gerektigi ile ilgili bilgilerinin

yeterli olmadig1 goralmustar.

Tam katilimcilarda hem galismanin basinda hem de calisma slresince tanimlari
kanitta kullanamama giicliigi gériilmustir. Ozellikle yazili uygulamada verilen 10.
ve 11. sorulari higbir égrenci tam dogru olarak yanitlayamamis, kullanmalari

gereken birebirlik tanimini kanitta nasil ve nerede kullanmalari gerektigini
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belirleyememiglerdir. Matematiksel bir tanim veya teoremin kisi i¢cin formel olarak
uygulanabilir (formally operable) olmasi, onu formel bir argiman yaratirken ya da
turetirken kullanabilmesi anlamina gelmektedir (Bills & Tall, 1998). Bu bakimdan
birebirlik taniminin 6grenciler igin formel olarak uygulanabilir olmadigi, égrencilerin
tanim ve kavram bilgisine sahip olduklari durumlarda bile bu bilgileri dogru
kullanamadiklari, stratejik bilgi (Weber, 2001) eksikliklerinin oldugu sdylenebilir.
Weber (2001), o6grencilerin tanim bilmekten 6te tanimi ne zaman ve nasil
kullanacaklari bilgisine ihtiyaglari oldugunu ifade etmis, Selden ve Selden (2009)
da calismalarinda 6grencilerin, birebirlik kavramini sezgi ya da mantik yoluyla
anlamis olsalar bile fonksiyonun birebir oldugunu nasil gostereceklerini bilmiyor
olabileceklerini belirtmiglerdir. Knapp (2006) da c¢alismasinda, tanimi bilen
ogrencilerin dogru kullanamadiklarini gérmus ve bir kanitta tanimi kullanabilmek
icin ne zaman ve nasil kullaniimasi gerektigini bilmenin 6nemli oldugunu ifade
etmistir. Bu ¢alismanin sonuglari da, bu arastirmalari desteklemekte, 6grencilerin
tanim bilgisine sahip olsalar da, tanimlari kanitlarda kullanamadiklarini
gOstermektedir. Sinif tartismalarinda 1. ve 3. haftalarda da fonksiyonlarla ilgili ve
birebirlik iceren dnermelerin kanittanmasinda dgdrenciler gu¢lik yasamislar, birlikte
tartisarak tanimlari nerede ve nasil kullanacaklarini belirlemeye ¢alismislardir. Bu
tartismalari, gerekgelendirmeye ve sezgisel olarak ikna olmaya 6nem veren Veli
ve Derya sorulariyla yonlendirmis, tartismalarin sonunda o6grenciler Dbirlikte
urettikleri fikirlerle dogru sonuglara ulasmis ve gecerli kanitlar olusturmuslardir.
Calismanin sonundaki son gorusmelerde Veli, Derya, Melis ve Emre’nin bu
gugluklerini gidermis olduklari ve birebirlik iceren fonksiyon énermelerini gegerli bir
bicimde kanitladiklari gorilmustir. Cem ise 6nermeleri kanitlarken genellikle
olmayana ergi kanit yOntemine basvurmus ve yonteme odaklanarak,
varsayimlarini  belirleyip ¢eliski bulmaya c¢alismistir.  Son gdérusmedeki
onermelerde de bu yontemi kullanmis ve geliski bulmaya fazla odaklandigindan,
yazdiklarindaki mantiksal ve kavramsal hatalari gozden kagirarak aciklayici bir
kanit olusturamamis, birebirlik tanimini yine kullanamamistir. Pelin ise sinif
tartismalarinda anladigini ancak yapilani anlamakla yapmanin ayni sey olmadigini
ifade ederek, son goérismede de Onermede birebirligi nerede kullanacagini
belirleyememigtir. Sinif galismalarinda, birebirligin kullanimi ile ilgili tartismalara,
Pelin aktif olarak katiimamis ve arkadaslarinin tartismalarini dinlemekle
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yetinmigtir, bu guglugunu giderememis olmasinda bunun da etkisinin oldugu

dusunulebilir.

Kanitlara prosedurel yaklasan o6grenciler ile sentaktik kanitlama egilimindeki
ogrenciler, agiklayici kanitlar yazma ve dustnduklerini gerekgelendirmede daha
cok gliglik cekmiglerdir. Ogrenciler, formel kanit yazmada guicliik cektiklerinden,
sinif tartismalarinda zamanin buyudk kismini argimantasyon yaparak gegirmigler,
onermeyi ve naslil kanitlanabilecegini yeterince agiklayip ikna olduktan sonra kaniti
yazmaya baslamislar ancak yazma sirecinde de, kullanacaklari ifadeleri segmede
zorlanmiglardir. Calismada ilerleyen haftalarda ve son gorusmede ise
matematiksel dil ve notasyon bakimindan daha dizgun kanitlar yazmaya
calismislardir. Sinif ¢alismalarinin dérdincli haftasinda arastirmaci, iki grubun
birbirlerinin yazdi§i kanitlari kontrol etmelerini istemistir. Ogrencilerin yaptiklari
duzeltmeler ve getirdikleri elestiriler, kanitlarin matematiksel olarak duzgun ve
aciklayici  olmasi gerektigine dikkat ettiklerini gostermistir.  Ayrica son
gorusmelerde katilimcilarin tUmu, kanitlamaya c¢aligirken dusuncelerini kagida
aktarip karalamalar yapmiglar, kaniti olusturduktan sonra yeni bir kagida bagtan
duzgun bir sekilde yazmak istemiglerdir. Bu da 6grencilerin, kanitlarin belli bir
dizende, acik ve anlasilir bicimde, dogru sembol ve notasyon kullanimiyla

yazilmasi gerektiginin farkina vardiklarinin bir géstergesi olarak dustnulebilir.

Calismanin basinda Derya ve Melis disindaki 6grenciler karsit ters ile kanit
yontemini tanimamig, bu yontemle verilmis olan kanitlari olmayana ergi yontemine
uydurmaya calismiglardir. Son goérusmelerde, katilimcilarda ortak olan birinci
soruya ogrencilerin tuma dogru yanit vermigler yani galismanin sonunda, kosullu
onermelerin kanitlanmasinda kullanilabilecek dogrudan kanit, olmayana ergi ve
kargit ters ile kanit yontemlerini tanir ve nasil uygulandiklarini agiklayabilir duruma
gelmiglerdir. Karsit ters ile kanit yontemini fark etmelerinde yazili uygulama
sonrasi yapilan ilk gérusmeler de etkili olmus, 6grenciler yanitlarinin gerekgelerini
aciklarken boyle bir yontem oldugunu hatirlamis ancak kanitlarda pek
kullanmadiklarini belirtmislerdir.

Ogrencilerin, verilen bir dnermenin kanitlanmasinda uygun olan kanit ydntemini
belirlemekte de gugclik cektikleri gorliimustir. Hatta Emre ve Pelin galismanin

basinda yontem bile dusinmeden, sadece oOnceki bilgilerinden ve derste
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gordukleri kanitlardan hatirladiklarn kadariyla bazi agiklamalar yapmaya galismis
ancak belli bir ydonteme isaret eden gecerli kanit gerceveleri olugturamamislardir.
Boyle durumlarda yazdiklari mantiksal olarak hatali kanitlar (Selden & Selden,
2003) olarak degerlendirilebilir ve bunlari, daha énceden ezberlemis olduklari
seyleri hatirlayarak ya da taklit ederek yazmaya caligtiklari sonucu ¢ikarilabilir.
Cahsmanin ilerleyen haftalarinda, uyguladiklari yontemin adimlarina ve nasil
ilerlemeleri gerektigine daha dikkat etmeye baslamis, son gérismede ise verilen
onermeleri nasil kanitlayacaklarini bilemedikleri durumda, hatirlamaya c¢alismak ve
emin olmadiklari bazi bilgileri yazmak yerine akil yurutmeye calismislardir.
Dusundukleriyle  bir sonuca varamadiklart ya da gegerli bir kanit
olusturamayacaklarina karar verdikleri anda soruyu bos birakmayi tercih
etmiglerdir. Calisma sulresince, olmayana ergi kanit yontemine ¢ok fazla vurgu
yapan ve tum onermeleri bu yontemle kanitlama yoluna giden Cem’in, ¢alismanin
sonunda da benzer davranisini surdurdigu gorulmustar. Cem bu ydontemle daha
rahat ilerleyecegini dusundugu ve olusturdugu kanitlarin gecgerli oldugu konusunda
kendine c¢ok guvendigi icin baska yontemler kullanmamistir. Ancak sinif
calismalarinda arkadaglari, 6zellikle Veli olmayana ergi ile yapilan kanittan ikna
olmadidi ve gerekgelendirmeye ihtiya¢ duydugu zamanlarda agiklama yapmaya
calismis ve arkadaslarinin 6nerdigi farkli yontemlerle de kanit olusturmayi
denemistir. Veli ise baslangicta kullanmaktan ¢ekindigi olmayana ergi yontemini
¢alismanin sonunda kullanmig ve bu yontemi, sinif ¢calismalarinda benimsedigini
belirtmigtir. Bu bakimdan sinif ¢alismalari, ogrencilerin birbirlerinin dusinme
bicimlerini gdérmeleri, kanitlara farkli agilardan yaklagsmalari ve tim kanit

yontemlerini kullanmak i¢in ugragmalari bakimindan etkili olmustur.

Ogrencilerde gérilen bir diger giclik de, dogrulugunu acikga gordikleri
onermeleri formel olarak kanitlayamamaktir. Bu guclugu yasadiklarini dile getiren
Emre, Pelin ve Melis bazi sorularda, 6nermenin dogru oldugunun zaten rahatlikla
goruldugunu ve matematiksel olarak nasil gosterilebilecegini bilemediklerini
belirtmiglerdir. Selden ve Selden (2007b) da c¢alismalarinda, 6grencilerin basit
kanitlari istenen tarzda yazmakta zorlandiklarini gormuagler ve bunu asikarlik
engeli olarak ifade etmislerdir. VanSpronsen (2008) de 6grencilerin, kendileri igin
dogrulugu acik olan 6nermeleri kanitlamada guglik cektiklerini ve kanita gerek
olmadigini dusunebildiklerini belirtmistir. Emre, Pelin ve Melis ¢alismanin basinda,
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bu guclik nedeniyle kanitlayamadiklari 6nermeleri, son goérismede gegerli

bicimde kanitlayabilmislerdir.

Pelin ve Emre de gorilen bir diger guglik, 6nermede yer almayan bir varsayimi
veya 0Ozelligi ya da kanitlanmasi gereken énermenin kendisini dogru gibi kabul
edip kullanarak, kanit olusturmaya calismis olmalaridir. Bu gugluk, hipoteze
ekleme yapma veya sonucu varsayma olarak ifade edilmigtir. Calismanin
basindaki gorugmelerde bunu yaptiklari gozlenen o6grencilerde, son gorusmede

boyle bir durumla karsilasiimamistir.

Ogrencilerden Pelin ve Emre galismanin basinda, kanita yonelik olarak yazdiklari
aciklamalar ve eksik kanit girisimlerini, eksikligin farkinda olduklari halde,
gorusme sirasinda kanit olarak degerlendirmiglerdir. Bu agidan o6grencilerin, bir
argumanin matematiksel kanit olabilmesi i¢in, mantiksal notasyonun uygun yerde
kullaniimasi ve kanit yontemini isaret eden belli bigimdeki kelimelerin yer aldidi,
mumkun olan en acik sekilde yazilmis olmasi gerektiginin (Weber & Alcock, 2009)
farkinda olmadiklari ve kanit kavramlarinin yetersiz oldugu sdylenebilir. McCrone
ve Martin (2009) de o6grencilerin, mantiksal siradaki hatalarin kanitin gecersiz
olmasina yol agmayacagini dusunduklerini; bunun, okullarda mantiksal hatalar
olan yanitlara puan verildigi durumlar olmasindan ve dogru olmayan kanit
girisimlerine ve argumanlara da kanit denilebilmesinden kaynaklandigini
belirtmiglerdir. Calismada ayrica Emre, Pelin ve Veli yazdiklarinin gecerli bir kanit
olusturup olusturmadigi, kendilerini ikna edip etmedigi soruldugunda kisisel
degerlendirmelerde bulunmus ve kendilerince kabul edilebilir bir kanit olan
aciklamalarinin  baskasi tarafindan kabul edilmeyebilecegini dusunduklerini
belirtmiglerdir. Emre’nin  “Benim mantigima gbre kabul edilebilir, ¢lnkii
dustncelerimi acikliyor”, Veli'nin “Bilemem, biri begendim der biri begenmedim
der”, Pelin’in “Bir 6grenci okusa anlar da hoca okursa kabul etmeyebilir” gibi
ifadeleri kanit kavramlarina iliskin yetersizliklerini ortaya ¢ikarmaktadir. Bu ifadeler,
ogrencilerin kanitin gecerliliginin, degerlendirmeyi yapan kisiye gore degiskenlik
gOsterebilecegini dusunduklerini gostermektedir. Bu sonug, bagka calismalarda
(Healy & Hoyles, 2000; McCrone & Martin, 2009) ortaya c¢ikan, 6grencilerin
duruma ve dinleyen kisiye gore farkli standartlar ve ydntemler olabilecegine
inandiklari; kendileri deneysel veya informel argimanlardan ikna olsalar da

ogretmenin bu tur agiklamalara puan vermeyecegini ve kabul edilebilir kanitlarin
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genel, aciklayici ve matematiksel olarak gecerli argumanlar olmasi gerektiginin

farkinda olduklari sonuglarini desteklemektedir.

Ogrencilerden 6zellikle Pelin ve Emre’nin, eksik ve yetersiz oldugunu, tam bir kanit
olusturmadigini bildikleri halde, hatirlayabildikleri bilgileri yazmalarinin, sinavlarda
da, belki puan aliriz dustncesiyle yanlis da olsa kanita yonelik bazi agiklamalar
yazma aligkanliklari ile ilgili oldugu sdylenebilir. Stylianides ve Stylianides (2009)
de calismalarinda, bazi 6grencilerin degerlendirilirken karsilastiklari bir soruyu tam
olarak ¢ozemeyeceklerini hissettiklerinde yanit olarak bir seyler yazmaya
caligabildiklerini ve bunun karsiliginda puan almayi beklediklerini ifade etmislerdir.
Bu c¢alismada da, o&grencilerden Pelin ve Emre gecerli bir kanit
olusturmadiklarinda bir seyler bildiklerini gostermek amaciyla ve kismen de olsa

kabul gorur dusuncesiyle kanit olarak gorulemeyecek yanitlar yazmiglardir.

Calismada ogrencilerin, verilen 6nermelerin kanitlariyla ugrasirken kullandiklari
akil yaratme yollari ve ortaya c¢ikardiklari kanitlar incelenerek her birinin belli bir
kanitlama yaklasimini daha siklikla tercih ettigi belirlenmistir. Alcock ve Inglis
(2008) de calismalarinda, bazi bireylerde belli bir akil ylritme bigiminin
digerlerinden daha fazla kullanildigini ifade etmislerdir. Bu c¢alismanin
katilimcilarindan Emre ve Pelin’in prosedurel, Cem ve Melis’in sentaktik, Derya ve
Veli'nin de semantik yolla kanitlama egiliminde olduklari gorulmuastar. Emre ve
Pelin calismanin basinda, bazi ezber bilgileri hatirlamaya, benzer kanitlarda
uygulanmis olan yontemleri kullanmaya calismiglar ve yazdiklarinin ne anlama
geldigini agiklamakta guglik gekmiglerdir. Cem ve Melis ise kanitlama surecinde
cogunlukla kanit gosterim sistemiyle calismiglar, sezgisel anlama ve
gerekgelendirme yerine, belirledikleri kanit yéntemini uygulayarak formel kanit
yazmaya o6nem vermiglerdir. Ancak Cem ve Melis, kimelerle ilgili dnermenin
kanitinda Venn diyagrami ¢izmis ve sinif tartismalarinda yazdiklarini
gerekcelendirmeleri, aciklamalari istendiginde nadiren de olsa diyagram, grafik,
ornek gibi farkli gosterimlerden yararlanmaya c¢alismislardir. Bu da agirlikli olarak
sentaktik kanitlar olusturmus olmalarina ragmen semantik akil yaratebildiklerini de
gostermistir. Derya ve Veli sezgisel olarak ikna olmak, kanitt nasil
olusturacaklarina karar vermek, yazdiklarini gerekcelendirmek ve kavramsal
baglantilari agiklamak igin ornekler, gorsel gosterimler gibi kanit gosterim sistemi
digindaki gosterimleri siklikla kullanmiglardir. Ancak bu o6grenciler c¢alismanin
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basinda, informel argumanlarla sezgisel olarak dogrulugundan ikna olduklari

onermelerin formel kanitlarini yazmada gugluk ¢ekmiglerdir.

Sinif galismalarinda farkh akil yaratme egiliminde olan égrenciler birlikte ¢alisarak
etkilesime girmiglerdir. Ornegin, semantik akil yiriten ve sezgisel anlamaya,
gerekcelendirmeye onem veren Veli ile sentaktik kanittama egiliminde olan Cem
birlikte calisirlarken, Veli kanit gosterim sistemi kullanarak formel kanit yazmaya
calismis, Cem de Veliyi ikna etmek, dusuncelerini aciklamak, yazdiklarini
gerekcgelendirmek durumunda kalmistir. Pelin ve Emre baglangigta sadece
prosedurel olarak kanitlama egilimi gostermis, akil yuritmek yerine hatirlama ve
taklit etme yolunu se¢gmis ve gecerli kanitlar olusturamamislardir. Ancak bireysel
gbrismelerde arastirmacinin ve sinif calismalarinda arkadaslarinin sorulari ve
aciklama istemeleri, bu vyaklasimdan biraz uzaklagip akil yuritmeye
calismalarinda etkili olmus; baslangigta prosedurel yaklasan o6grencilerin, son
gorismede sentaktik kanitlar olusturduklari goérulmagstir. Derya da kanit gosterim
sistemi disindaki gosterimlerden yararlanarak sezgisel olarak ikna olmus ve formel
kanitlar yazmak icin cabalamistir. Son goérismelerde, her 6drencinin kanitlama
surecinde, farkli dlzeylerde de olsa ilerleme oldugu, arkadaslarinin dusinme
bicimlerinden etkilendigi ve kanitlama surecindeki bazi gucluklerini giderebildigi
gérilmuistir. Ogrencilerle yapilan son bireysel gériismelerin verilerine gore,
ogrencilerde goérulen gugliklerin calismanin sonundaki durumu Cizelge 5.2'de

verilmistir.
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Cizelge 5.2. Son gorusme verilerine gore 6grencilerde gorulen guglikler

Guglukler Emre | Pelin | Veli | Derya | Cem | Melis

Matematiksel dil ve notasyon X

Kanit gercevesi olugturamama

Kanit yontemleri bilgisi eksikligi

Belli bir kanit yontemine odaklanma X

Kanita baglayamama X

Kavram ve tanim bilgisi eksikligi

Mantiksal hata ve yetersizlikler X X X
Aciklayici kanit olugturamama- X X X
gerekgelendirememe

Uygun kanit yontemini X X X
belirleyememe

Asikarlik engeli X X

Tanimi kullanamama X X
Kanitin gecerliligini belirleyememe X X
Yetersiz kanit kavrami X

Hipoteze ekleme yapma veya
sonucu varsayma

Kanit yazamama ve dusunduklerini X X
anlasilir bicimde ifade edememe

Ogrencilerdeki ilerlemenin farkli dizeylerde olmasinin sinif calismalarina ve
tartismalara katihmlariyla ilgili oldugu soéylenebilir. Cunklt bu tartismalar
ogrencilerin kanitlara farkh agilardan bakmalarina, argimanlarini arkadaslarina
aciklamaya calismalarina firsat vermistir. Bu sayede &grenciler fikirlerinin
dogrulugunu tartisarak dogruysa cesaret ve kendine guven kazanmig, degilse
bunu fark ederek duzeltme olanagdi bulmuslardir. Ayrica 6grencilerde gorulen
gucluklerin, katilimcilar arasinda farklihk gdéstermesinin, o6grencilerin gecmis
deneyimleri, kanita yonelik tutumlari, kendilerine iligkin inanglari ve gosterdikleri
caba ile ilgili oldugu dusunulmektedir.

Ogrencilerin  tartismalara katilimlarinda ve kanitlama sireclerinde, biligsel
yeterliklerinin, fikir Gretme ve ifade edebilme becerilerinin yaninda, kanita yonelik

gbruslerinin ve duyussal durumlarinin da etkili oldugu gortlmastir. Ogrencilerin,
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calisma boyunca ortaya ¢ikan duyugsal alana iligkin Ozellikleri ve kanitlama

surecindeki duygusal durumlar Cizelge 5.3’de verilmigtir.

Cizelge 5.3. Ogrencilerde kanitlama sirecinde ortaya gikan duyussal durumlar

Duyussal Durum Emre | Pelin | Veli | Derya | Cem | Melis
On yargi X X X X X
Dusuk 6zguven X X X
Kaygl X X X X
Korku X X
Merak X
Saskinlik X X X X
Bilinmezlik X X
Gurur X X
Memnuniyet X X X
igisizlik X X X
iigi duyma X X
Umutsuzluk X X X
Husran- Bogsa ugrasma
Tesvik X X
Yuksek motivasyon X X
Dusuk motivasyon X X X

Goldin (2000), kisilerin duygusal durumlarinin, ge¢mis bilissel deneyimlerinin
kodlanmasi oldugunu ileri surmustir. Bu c¢alismanin sonuglarina gore de,
ogrencilerin duyugsal durumlarinin, biligsel guglukleriyle ve gegmis deneyimleriyle
iligkili oldugu soylenebilir. Bu tez galismasi, 6grencilerin kanitlama surecindeki
duyussal durumlarinin ve sinif tartismalarinin, kanitlama surecini nasil
yonlendirdigini agiklayici 6rnek durumlar sunmakta ve biligsel sureglerle duyugsal
sureglerin karsilikl etkilesimini ortaya c¢ikarmaktadir. Calismada, ogrencilerin
kanita ve ileri dizey matematik derslerine yonelik tutumlarinin, kendi yeterlikleri ve
basarilarina olan inanclarinin, kanitlama becerisi Uzerindeki etkisi acikca

gorulmustir. Ogrencilerin kanitlarla ugragsmayi sevmelerinin, kanita kargi merak ve
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ilgi  duymalarinin, yapabileceklerine dair inanglarinin, motivasyon ve
O0zguvenlerinin yuksek olmasinin, sinavlar ve ders digindaki zamanlarda kanitlara
calismalari ve gaba gostermeleri yonunde tesvik edici oldugu ve bu durumun da
kanitlama becerisinde gelismeye yol actigi sonucu elde edilmistir. Bununla birlikte,
daha gugclu ve genellikle degismez olan duyussal 6zelliklere gore degisken olan ve
kanitlarla ugrasma surecinde aniden ortaya ¢ikip yok olabilen duygularin da,
kanitlama surecinde etkisinin oldugu gorulmustir. Kanitlama surecinde yasanan
bilinmezlik, saskinlik, hudsran gibi olumsuz duygular, kanita ilgi duyan ve
motivasyonu yuksek ogrencilerin olumsuz durumdan Kkurtulmak igin farkli
yontemler denemelerine ve daha israrli olmalarina yol acarken, 6zguveni ve
motivasyonu dusUk ogrencilerde kanitla ugrasmaktan kaginma ve yetersizligi
kendine yukleme gibi davraniglara yol agmistir. Duyussal durumlarin ortaya
ctkardidi bu davranislar da, ogrencilerin biligsel suregleri Uzerinde ve kanit

olusturmada basariya ulasip ulasmamalarinda etkili olmustur.

Cem disindaki katihmcilarin kanitlara karsi 6n yargil olduklari goérulmustar.
Ogrenciler kanitlamayi, onlari zorlayan, uzmanlik gerektiren ve basarilmasi gui¢ bir
is olarak gorduklerini, ilk defa gordukleri bir 6nermeyi kanitlayamayacaklarini, var
olan kanitlari ¢galisarak kanit yazabilecek duruma gelebildiklerini ifade etmiglerdir.
Bu sekilde dusunmelerine, bugune kadar derslerinde kanitlarin onlara hazir
sunulmasinin, sinavlarda ayni ya da benzerlerini yapmalarinin beklenmesinin
sonucu kanitlama deneyimi yasayamamis olmalarinin  neden oldugu
disunilmektedir. Ogrenciler, bu calisma boyunca, bireysel ve grup halinde
kanitlama girisimlerinde bulunmuglar, arkadaslariyla etkilesimde bulunarak, birlikte
tartigarak kanitlar olusturmuslar ve calismanin sonunda kanitlara karsi On

yargilarinin azaldigini ya da kalmadigini belirtmislerdir.

Katilimcilardan Pelin, Emre ve Veli'nin kanitlamada 6zguvenlerinin disuk oldugu
ortaya cikmistir. Bu Ogrenciler, onermeleri kanitlarken destege ve ortaya
cikardiklari kanitlarin dogrulugundan emin olmak igin otorite konumundaki birinin
onayina ihtiya¢c duymuslardir. Ancak ¢alismanin sonundaki bireysel gérismede,
verdikleri yanitlari kendileri kontrol ederek gegerli bir kanit olusturup
olusturmadiklarini degerlendirmis, varsa eksiklerini fark etmiglerdir. Arastirmacinin
destegine ve onayina daha az ihtiya¢c duymus, kanitlarinin gecerliligi ile ilgili
kararlari kendilerinden daha emin bir sekilde vermiglerdir.
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Ogrencilerin, gegmis deneyimlerinde yasadiklari basarisizliklar, 6zellikle
sinavlarda genellikle beklediklerinden dusuk not almalari nedeniyle, kanit
olusturmalari beklendiginde degerlendiriime kaygisi, basarisiz olma ve not
korkusu yasadiklari ve bu korkunun onlari, basarili olmalarini saglayacagina
inandiklarn ezber stratejilere yonlendirdigi gorulmustir. Bu durum, baskalari
tarafindan degerlendirileceklerinde, 0Ozellikle degerlendirmenin ve alacaklari
notlarin, degerlendirenin yorumlarina bagh olduguna inandiklarinda, égrencilerin
daha guvensiz calistiklari ancak degerlendirme kaygisi olmadiginda katiimdan
keyif aldiklari sonucunu desteklemektedir (Rodd, 2002; Di Martino & Maracci,
2009). Sinif  gahsmalan  ve  goérismelerde  arastirmacinin  sdrekili,
degerlendiriimeyeceklerini bu ytzden kendilerini rahat hissetmelerini ve kaygi
duymamalarini vurgulamasiyla, ilerleyen haftalarda daha rahat calismaya ve
dusunduklerini 6zgurce ifade etmeye, akillarina takilan her soruyu sormaya
bagslamiglar, ilerleyen haftalarda arastirmacinin tesvik etmesine gerek kalmadan

tartismalara katilimlarr artmigtir.

Derya ve Cem’de goruldigu gibi 6grencilerdeki merak duygusu, kanitlamaya olan
ilgileri ve motivasyonlarinin yuksek olmasi, sinavlara c¢alismanin o6tesinde,
kanitlama becerilerini gelistirmeye yonelik olarak kisisel gaba gostermelerini ve ek
calismalar yapmalarini saglamaktadir. Bu kisisel ¢aba da, dgrencilerin kanitlama
becerilerine ve gecerli kanitlar olusturmadaki basarilarina yansimaktadir.
Aragtirmalar da, olumlu duygularin ve gudilenme duzeyinin daha ayrintili
calismayl destekledigini ve 0grenme cabasi Uzerinde etkisi oldugunu

gostermektedir (Heinze & Reiss, 2009).

Karsitt durumda ogrencilerin kanitlamaya ilgi duymamalari, kanitlarla ugragmayi
sevmemeleri, zorunlu olduklari igin sinav kaygisiyla kanitlara galismak durumunda
kalmalari, motivasyonlarinin disik olmasi katihmcilardan Pelin, Emre ve Veli'de
goruldugu gibi, sadece sinava yonelik ezberleyerek calismalarina ve ek bir ¢aba

gOstermemelerine neden olmaktadir.

Bireysel goriusmelerde ve sinif galismalarinda, 6grencilerin kanitlarla ugrastiklari
siradaki duygusal durumlari siireci yénlendirmede etkili olmustur. Ogrenciler
Onermelerle Kkarsilastiklarinda bilinmezlik durumunu yasamis ve Onermeyi

anlamaya, ne yapacaklarina karar vermeye yoOnelik olarak cesitli fikirler
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uretmislerdir. Kanitlara kargi yapamayacaklari inanci tasiyan ve on yargili olan
katilimcilar hatirlamaya c¢aligirken, merak ve ilgisi olanlar nasil ilerleyeceklerine
dair farkli yontemler disinme ve belirsizligi ortadan kaldirmaya yoénelik ¢aba
gOsterme yolunu se¢mislerdir. Kanitlara karsi ilgisiz olan ve sadece sinavlara
yonelik ezbere calisan ogrenciler, bireysel gorismelerde bilinmezlik durumundan
ctkamamanin yol actigi kayglr ve umutsuzluk durumunda yardim isteme, veya
kanitlamadan kaginma gibi davranislar gostermislerdir. Ancak sinif galismalarinda
tikandiklari ve sonuca ulagsamadiklari ya da sonugtan emin olamadiklari zaman
arkadaglariyla birlikte tartisma ve farkli yontemlerle kaniti olusturma yoluna
gitmiglerdir. Bu bakimdan g¢alisma, sure sinirlamasi olmadan dgrencilerin birlikte
¢alismalarina ve disaridan dogrudan bir yardim almadan sadece ipuclariyla tesvik
edilerek, kendi cabalariyla sonuca ulasmalarina olanak saglamistir. Bunun
sonucunda ogrenciler kendi gabalariyla kanit olusturmanin getirdigi memnuniyet,
gurur ve tatmin duygularini yasamislardir. Boylece, g¢alismanin basinda sahip
olduklari 6n yargilari ve basaramayacaklarina dair olan inanclari azalma ve

oOzguvenleri yukselme gostermigtir.

Calismada, tekrarlanan basarisizligin, 6grencilerin kanitlara karsi olumsuz tutuma
sahip olmalarina ve 6zguvenlerinin dislik olmasina neden olmasi gibi; basarih
sonuglara ulagsmalarinin da, kanitlara kargi tutumlarinin olumlu olmasini ve
yapabileceklerine dair kendilerine inanmalarini sagladigi sonucunu ortaya
clkarmaktadir. Yani kanitlama surecinde, bilissel boyutla duyussal boyutun

karsilikli etkilesimi gortulmektedir.

Katilimcilarin hepsi, derslerin 6gretmenin anlatmasi ve hazir kanitlari sunmasi
seklinde iglendigini, 6grencilerin katiminin saglanmadigini ve bu sekilde yapilan
ogretimi etkili bulmadiklarini belirtmiglerdir. Grup tartismalari yapilmasi, onlarin da
kanitlarla ugrasmalarina firsat verilmesiyle katilimin saglandigi 6gretimin daha

verimli olabilecegini dustnduklerini ifade etmiglerdir.

Katilimcilarin, kanitlamayi bagsarmak ve sinavlarda yuksek not almak igin
ezberlemenin en etkili yontem oldugunu dustinmeleri dikkat ¢ekicidir. Ogrencilerin
matematigi ve kanitlamayi ezberlenmesi gereken prosedurler olarak gormeleri
(Jones, 1997; Kannemeyer, 2005), basari igin kisa sureli ezber stratejilerin uygun

olduguna inanmalari (Crawford et al., 1994), daha derin matematigi anlamak
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yerine benzer olan ve hatirlanana odaklanmalari (Lithner, 1998) matematiksel akil
yuritme ve kanitlama becerilerinin gelismesinin 6nundeki 6nemli engellerdir.
Bunun, derslerin islenis bigimiyle ve degerlendirmenin de yapilmis kanitlarin
aynisini ya da c¢ok benzerlerini sorup ogrencilerin yapmasini beklemekle ilgili
oldugu dusundlmektedir. Crawford vd. (1994), Universitedeki matematik 6grenme
kosullarinin 6grenciyi bu sekilde dusinmeye yonelttigini ifade etmig, 6grencilerin
matematiksel kavramlari ile onu 6grenmeye yaklasimlari arasinda yapisal bir iligki
oldugunu belirlemislerdir. Geg¢mis deneyimlerinin, 6grenmeye yaklasimlarinin,
tutumlarinin ve biligsel etkinliklerinin, d6grencilerin matematik 6grenme ciktilarinin
kalitesini etkiledigi (Crawford et al., 1994) bu calismada da ortaya ¢ikmigtir.
Ogrenciler kaniti, ezberle basarilabilecek bir is olarak gordiiklerinden, defterlerinde
var olan kanitlar kapatip aynisini yazmaya calisarak ya da defalarca okuyarak
ezberleme seklinde sinavlara hazirlanmaktadirlar. Ezberledikleri disinda bir
Onermeyle  karsilastiklarinda  kaygr duymakta ve  yapamayacaklarini
dusunmektedirler. Calismanin basinda, en temel Onermelerde ve mantiksal
becerilerini Olcen sorularda, Uzerinden zaman gectigi icin daha Once gormus
olduklari bu bilgileri hatirlamadiklarini, ezberleyip gegtikleri igin kalici 6grenmeler
gerceklestiremediklerini belirtmiglerdir. Dolayisiyla 6grenciler istenen duzeyde akil
yurutme ve kanitlama becerilerine sahip olmadan aldiklari matematik derslerini

tamamlamislardir.

Cahsma surecindeki bireysel gorusmeler ve sinif calismalari, 6grencilerin
kanitlarla ugrasmalarina ve kanitlama becerilerini gelistirmeye katki saglayan
“6grenme deneyimleri” olarak adlandirilabilir. Gorugmelerde, sorulara verdikleri
yanitlar Uzerinde dusunmeleri, kendi yanitlarini kontrol etmeleri, arastirmacinin
sorularlyla aciklama ve gerekgelendirme yapmak durumunda kalmalari,
ogrencilerin 6grenmelerini destekleyici olmustur. Sinif ¢alismalarinda Urettikleri
argumanlari tartismalari ve girdikleri etkilesimler, bireysel kanitlama girisiminde
bulunmalari, birbirlerinin argumanlarini degerlendirmeleri ve ortaya c¢ikardiklar
kanitlarin gegerliligini kontrol etmeleri, 6grencilerin kanitlama becerilerini geligtiren
o6grenme deneyimleri olarak kabul edilebilir. Bu 6grenme deneyimleri, 6grencilerin
baslangicta sahip olduklari bazi guglUklerinin gideriimesini saglamis ve ezber
olmadan, akil yuraterek, birlikte tartisarak kanit olusturabileceklerini gormelerine

firsat vermigtir. Ayrica kanitlara kargi 0On vyargilarinin azalmasinda ve
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Ozguvenlerinin artmasinda da olumlu etkisi olmustur. Son goérismelerdeki sorulara
verdikleri yanitlar ve c¢alismaya iligkin gorugleri degerlendirildiginde, tim
katiimcilarda farkh dizeylerde de olsa kanitlama sureci ve kanitlara yaklagsim

acisindan bir ilerleme gergeklesmistir.

Sonug olarak, bu galismada belirlenen 6grenci gugliklerinin alan yazindaki diger
calismalarin sonuglarini destekledigi gorulmustur. Ancak ilk defa bu ¢alismada,
kanitla ilgili belirlenen gugcliklerin gideriimesine ve o6grencilerin  kanitlama
becerilerinin gelistirimesine yodnelik bir 6gretme deneyi uygulanmistir. Bu 6gretme
deneyinde ogrenciler, bireysel goérismeler ve sinif ¢alismalari yoluyla 6grenme
deneyimleri yasamislardir. Ogrencilerin kanitlarla ugragmalarini ve birbirleriyle
etkilesime girerek calismalarini saglayan bu ogrenme deneyimleri, 6grencilerin
bazi  gucliklerini gidermede etkili olmustur. Ogrenciler  baslangicta
kanitlayamadiklari onermelerden bazilarini, calismanin sonunda
kanitlayabilmiglerdir. Ayrica bireysel olarak yanitlayamadiklari sorulari da sinif
¢alismalari sonucunda birlikte tartisarak yanitlamis ve isbirligiyle gecerli kanitlar
olusturmuslardir. Bu tez galismasinda, kanitla ilgili diger arastirmalardan farkl
olarak o6grencilerin kanitlama surecindeki duyussal durumlari da incelenmigtir.
Calismadaki 6grenme deneyimlerinin, ogrencileri duyussal agidan da olumlu
yonde etkiledigi, ogrencilerin 6zguvenlerinin artmasini ve kanitlara yonelik on
yargilarinin azalmasini sagladigi belirlenmistir. Bu ¢alisma, kanitlama surecindeki
duyussal durumlarla biligsel sureclerin karsilikli etkilesimini de ortaya ¢ikarmis ve

bu etkilesimin kanitlama performansini nasil etkileyebilecegini gostermistir.

6. ONERILER

Matematigin soyut ve kavramsal yapisini anlayabilmek i¢in, dogru kanit kavramina
ve kanitlama becerisine sahip olmak onemlidir. Bu durum ozellikle, gelecegin
matematik 6gretmeni olacak 6gretmen adaylarinin kanitla ilgili bilgi ve becerilerinin
geligtiriimesi gerektigi sonucunu ortaya c¢ikarmaktadir. Katilimcilarin, matematik
alan derslerini tamamlamig olduklari halde kanitlarla ilgili gesitli gugluklerinin
oldugu ve temel duzeyde Onermeleri kanitlamada yetersiz kaldiklari gorulmuagtur.
Ogretmen adaylarinin kanit kavramlarinin ve kanitlama becerilerinin istenen
duzeye getirilebilmesi icin kanit agirlikli derslerdeki 6gretim yaklasimlarinin
gOzden gegirilmesi gerekmektedir. Bu derslerde genellikle 6gretmenin anlatimina

ve kanitlari olusturmasina dayali ders iglenmekte, 6grencilerin kanit olugsturma

171



surecine katilmasina ve kendi akil ydrutmelerini  kullanmalarina firsat
verilmemektedir. Ogrencilerin basarilarini  belirlemeye yoénelik olarak yapilan
sinavlarda da genellikle, derste ders sorumlusu tarafindan yapilmis olan veya
kitapta yer alan kanitlar sorulmakta, ogrencilerin hazir kanitlari ezberleyerek
aynisini sinavda yazmalari, dersi gegecek notu almalari i¢in yeterli olabilmektedir.
Bu durum da o6grencileri, kanitlarin mantigini anlamaya ve akil yuratmeye degil
ezberlemeye yoneltmektedir. Ogrenciler, yiksek not alabilmek igin defter ve
kitaptaki kanitlari ezberleyerek aynisini yazmalari gerektigine inanmaktadirlar.
Calismanin sonuglarini destekleyen 6gdrenci gorusleri de, bu sekilde bir 6gretimin
etkili ve verimli olmadigi yonundedir. Arastirmamizin sonuglari, bu g¢alismanin
Ogretme olaylari bolimini olusturan sinif ¢alismalarina benzer 6grenme

etkinliklerinin gergeklestiriimesinin dnemini agikgca ortaya koymaktadir.
Bu amagla sinif iginde;

e Ogrencilerin verilen matematiksel ifadelerin dogrulugu veya yanlishdi icin

argumanlar Uretip bu argumanlarin gecerliligini tartismalari,

e Uretilen argimanlardan gecerli olanlarin belirlenip formel matematiksel kanit

olarak yazilmasi,

e vyazilan kanitlarin gegerliliginin degerlendirilerek gecerli bir kanitin nasil olmasi

gerektiginin net olarak ifade edilmesi,

e hem basari dizeyi hem kanitlama bigimleri yoninden heterojen gruplarin

olusturulup égrencilerin etkilesime girerek birlikte ¢calismalarinin saglanmasi,

e sinavlarda ogrencilere, derste kanitini gordukleri énermelerden farkh sorular

sorulmasi,

e sinav kagitlarinin dagitiip o6grencilerin  eksik ve hatalarini gérmelerinin

saglanmasi,

e sinav kagitlarindan segilen gesitli 6grenci yanitlarinin sinifa getirilerek dogru ve

yanliglarinin tartisiimasi,
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e sinav disinda ogrencilere kanitlama odevleri verilmesi ve bunlarin daha sonra

sinifta birlikte incelenmesi
seklinde 6grenme etkinlikleri uygulanabilir.

Cok fazla sayida o6grencinin yer aldigi kalabalik siniflarda bu tir etkinliklerin
yapilmasi gug olacaktir. Bu nedenle siniflarin subelere ayriimasi veya ders disinda
uygulama saatlerinin belirlenip bu saatlerde kiglk gruplar halinde ve asistanlar
gbzetiminde bu etkinliklerin gerceklestiriimesi onerilmektedir. Bu c¢alismalar,
zorunlu dersler kapsaminda yapilabilecegi gibi, 06gretim programlarinda
ogrencilere matematiksel akil yUratme veya kanitlamaya giris turinde secmeli

dersler sunularak da yapilabilir.

Kanitlama surecinde bireylerin kullandigi, sentaktik ve semantik akil yurutme
stratejilerinin her birinin hem gug¢li hem zayif yanlar bulunmaktadir (Weber &
Alcock, 2009). Her 6grencinin, kanitlama surecinde belli bir akil yarutme egilimi
oldugu dusundldiginde, farkli akil yurGtme stratejilerine sahip 6grencilerin bir
arada calismasi saglanarak birbirlerinin dlisinme bicimlerini fark etmeleri,
kanitlama surecinde farkli stratejileri ve kanit yontemlerini kullanabilme becerisini
kazanmalari saglanabilir. Ogrencilerin her iki akil ydritme stratejisini
kullanabilmeleri, kanitlama performanslarinin artmasini ve daha farkh énermeleri
kanitlamalarini  destekleyecektir. Sentaktik akil ydritmelerinin  gelismesi,
matematiksel dil ve notasyonu dogru kullanarak agik ve anlasilir kanitlar
yazilabilmeleri igin 6grencilere; formel kanit yazma, bir 6nermeye ait alternatif
kanitlarin gecerliligini inceleme, farkh yéntemleri kullanarak énermeleri kanitlama
etkinlikleri yaptirilabilir. Semantik akil yiritme ve sezgisel anlamanin gelismesi
icin ogrencilerden olusturduklari kanitlari agiklayarak sunmalari, kanitlarini
gerekgelendirmeleri, sorular sorarak ve tartisarak birbirlerini ikna etmeleri, bu
suregte farkli gbsterim sistemlerinden yararlanmalari istenebilir. Ders
sorumlusunun da, farkh akil yuritme bigimlerini ve farkli tlrdeki kanitlari
orneklendirmesi, &grencilerin fikirlerine deger vermesi, onlari akil yUratme
sureclerini kullanmalari ve dustnduklerini agiklamalari konusunda tesvik etmesi

yararli olacaktir.
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Bu calismanin katiimcilarinin devam ettikleri programin 1. sinifinda, ileri dizey
matematik derslerine temel olusturma amacindaki Soyut Matematik dersi yer
almaktadir. Ogrenciler bu dersin énemini sonradan fark ettiklerini ve dersi yeterli
ogrenmeleri gergeklestirmeden, not korkusuyla ¢ogunlukla ezberleyerek gectikleri
icin, sonraki derslerde kanitlarla sorun yasadiklarini ve bu ¢alismanin onlar igin
ge¢ kalinmis bir calisma oldugunu belirtmislerdir. Bu tur derslerin 6nemine daha
¢ok vurgu yapilmasi ve igeriklerinin 6grencilerin kanitlara yoénelik olumsuz
tutumlarini ve basarisiz olacaklarina dair inanglarini gidermeye katki saglayacak

sekilde duzenlenmesi gerekmektedir.

Ogrencilerin sinav korkusu, degerlendirime ve not kaygisi olmadan daha rahat
calistiklari gorulmustur. Ders sorumlulari derslerinde, Ogrencilere kanitlama
becerileriyle ilgili donut verme amagli, not olarak degerlendiriimeyecek ¢aligmalar
ve egitim arastirmacilariyla igbirligi icinde, 6grencilerin kanit olusturma surecinde
nasil digunduklerini ve kanitlara nasil yaklastiklarini ortaya ¢ikarmaya yonelik
arastirmalar yapmalidirlar. Bu c¢alismalarda sadece onermelerin kanitlanmasi
seklinde sorulara degil, bu tez calismasinda kullanilan élgme aracindaki gibi (Bkz.
Ek.1) oOgrencilerin kanita iligkin temel becerilerini belilemeye ve onlari
dusundirmeye yonelik farkli turde sorular sorulabilir. Bu tir c¢aligmalarin,
ogrencilerin  kanita iligkin olumsuz duygularinin ve ©On vyargilarinin onune
gecilmesinde etkili olacagi, kanitlara ilgi duymalarina ve motivasyonlarinin

artmasina katkida bulunacagi dusunulmektedir.

Bu calismadaki alti katiimcinin dérdinde oldugu gibi 6grenciler, kanitla ilk olarak
genellikle Universite duzeyinde karsilagmakta ve bu durum kanitlarla ugragmalari,
kanitlama surecine aligmalari ve gegerli kanitin nasil olugturulacagini anlamalari
surecinde gugluklere neden olmaktadir. Bu nedenle hem ulkemizdeki hem
yurtdisindaki guncel o6gretim programlarinda vurgulandigi gibi, 6grencilerin
kanitlarla daha erken tanigmalari saglanmali, ilkdgretimden itibaren her duzeydeki
matematik derslerinde 6grencilerin argumanlar Uretip tartismalarina olanak veren,
akil yuratme ve kanitlama becerilerini gelistirmeye yonelik caligmalar yapiimali ve
yukarida sézi edilen égrenme etkinlikleri uygulanmalidir. Ozellikle, ortadgretim
matematik programinda kanit ydontemlerine ve bu ydntemleri kullanarak temel

dizeyde kanitlarin yapilmasina yer verilmelidir. Ogrencilerin matematiksel dil ve
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notasyonu dogru kullanmalarina 6nem verilmeli; derslerde matematigin sadece

igslemsel kismi degil kavramsal kismi ve aksiyomatik yapisi da vurgulanmalidir.

Bu calisma, ogrencilerin tanimlari kanitta kullanmada sorun yasadiklarini
g6stermistir. Ozellikle fonksiyon kavramiyla ilgili olan birebir ve 6rten fonksiyon
tanimlarint  kanitta nasil  kullanmalari gerektigine ve bu Ozellikleri nasil
gOstereceklerine karar vermekte zorlanmiglardir. Bundan sonraki galismalarda,
ogrencilerin  6zellikle fonksiyonlarla ilgili tanimlari kullanmadaki gugluklerinin
nedenleri ve bu glgliklerin nasil giderilebilecegi Uzerine daha ayrintili arastirmalar

yapilmasi dusunulebilir.

Bu c¢alisma, kanitlamaya iligkin olarak 6gretim bicimi ile 6grencilerin 6grenme
yaklagimlari arasinda bir iliski olabilecegi sorusunu akla getirmektedir. Bu iliskiyi
incelemeye yonelik kapsamli c¢alismalar yapilmasi dusunudlebilir.  Ayrica,
ogrencilerin 6grenme yaklasimlari ile kanitlama bigimleri arasinda bir iligki olup

olmadigi, daha kapsamli ve ayrintili galismalarla arastirilabilir.

Ogrencilerin  kanitlama bicimlerinde ve kanittama slrecinde yasadiklar
gucliklerde énemli farklar ortaya ¢ikmistir. Bu farkliliklarin duyussal etkenlerle ve
ogrencilerin gegmis deneyimleri ile iligkili oldugu gortulmektedir. Bu iligkilerin daha

net olarak belirlenmesi igin farkli konularda benzer galismalar yapilabilir.

Bu arastirma, ogrencilerin kanittamadaki biligsel suregleri ile duyussal durumlari
arasinda bir etkilesim oldugunu ortaya cikarmistir. Bu etkilesime yonelik farkl
konu alanlarinda da calismalar yapilmasi ve bu iki boyut arasindaki etkilesimin
matematik ve kanit disindaki diger ders ve konulara genellestirilip
genellestiriiemeyeceginin  arastirimasi dusunudlebilir. Bu alanda yapilacak
kapsamli calismalarda, i¢sel surecleri derinlemesine incelemeye ve ayrintilari
ortaya c¢ikarmaya olanak veren nitel arastirma yontemlerinden yararlaniimasi

onerilmektedir.
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Ek 1. Matematiksel Kanitlari Anlama Ve Kanitlama Becerisini Olgme Araci

ACIKLAMA

Veri toplama araci U¢ bolumden olusmaktadir. Birinci bolumde, verilerin
analiz edilmesinde ve yorumlanmasinda katkisi olacagi dusunulen bazi
bilgilerinizin; ikinci bolumde ise kanitla ilgili goruslerinizin genel olarak

belirlenmesine yonelik sorular bulunmaktadir.

Calismanin UGglUncu bolimu ise, kosullu 6nermeler ve kanitlariyla ilgili
anlamalarinizi ve kanitlama becerilerinizi degerlendirmeye yodnelik sorulardan

olusmaktadir. Bu bir_sinav_degildir ve sizin_basari durumunuzu belirlemez.

Uygulamanin amaci, onermeler ve matematiksel kanitlarla ilgili anlamalarinizi,
matematiksel kanitlama becerilerinizi incelemek ve varsa bu konulardaki

guglUklerinizi ortaya ¢ikarmaktir.

Sizinle ilgili bilgiler ve vereceginiz yanitlar arastirmaci diginda kimse ile
paylasiilmayacaktir. Toplanan veriler doktora tez caligmasinda kullanilacaktir.

Calismaya sagladiginiz katki icin tesekkir ederim.
Ars. Gor. Meltem Sari
1.BOLUM
KiSIiSEL BILGILER
a) Adiniz ve Soyadiniz:
b) Sinifiniz:
c) Genel Akademik Basari Ortalamasi:

d) Asagida verilen derslerden alip basarili oldugunuz dersleri isaretleyiniz.

() Soyut Matematik | () Diferansiyel Denklemler |
() Soyut Matematik Il () Diferansiyel Denklemler Il
() Analize Girig | () Soyut Cebir |
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() Analize Girig Il

() Analitik Geometri |
() Analitik Geometri Il
() Dogrusal Cebir |

( ) Dogrusal Cebir Il
() Analiz |

() Analiz Il

() Soyut Cebir Il

() Gergel Analiz

() Genel Topoloji

() Sayilar Teorisi

() Olasihk

() Topolojide Segme Konular

() Karmasik Analiz

e) Matematiksel kanitla ilk olarak ne zaman karsilastiniz?

() Lise

2.B0LUM

( ) Universite

KANITA YONELIK GENEL GORUSLERI BELIRLEME SORULARI

a) Matematiksel kanit size ne ifade ediyor? Kanitin amaci nedir?

b) Bildiginiz kanit yontemlerini yaziniz ve nasil uygulandiklarini kisaca agiklayiniz.

c) Kanit yapma ve kanitlari anlamada guglik yasiyor musunuz? Eger yasiyorsaniz

bu glglukler nelerdir?
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3.BOLUM

MATEMATIKSEL KANITLARI ANLAMA VE KANITLAMA BECERISINi OLGME
ARACI

S.1) P ve Q birer dnerme olmak Uzere, P = Q seklindeki bir ifade kanitlanmak

isteniyor. Kanit igin ilk adim asagidakilerden hangisi/hangileri olabilir?

(1) @’nun dogru oldugunu varsayariz.

(2) P’nin dogru oldugunu varsayariz.

(3) P = @Q’nun dogru oldugunu varsayariz.

(4) @’nun yanlis oldugunu varsayariz.

(5) P’nin yanhs oldugunu varsayariz.

(6) P’nin dogru ve Q’'nun yanhs oldugunu varsayariz.
(7) P’nin yanhs ve Q’nun dogru oldugunu varsayariz.

S.2) “Teorem: A ve B ayni evrensel kimenin alt kimeleri olsun. Eger A c B ise,
AUB c Bdir.”

Verilen teoremin kanitlanmasi i¢in asagidakilerden hangisi/hangileri izlenecek

dogru yoldur?

(1) A ¢ Bve AU B c Boldugunu kabul ederek c¢eliski elde ederiz.
(2) A c Bve AU B ¢ B oldugunu kabul ederek c¢eliski elde ederiz.
(3) AU B ¢ B oldugunu kabul ederek A ¢ B oldugunu gosteririz.
(4) AU B c B oldugunu kabul ederek A c B oldugunu gdsteririz.
(5) A ¢ B oldugunu kabul ederek A U B ¢ B oldugunu gosteririz.

(6) A c B oldugunu kabul ederek A U B c B oldugunu gosteririz.
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S.3) “Kanit: m?'nin tek tamsayi ve m’nin ¢ift tamsayi oldugunu kabul edelim.
Budurumda, m =2.r (r € Z) seklinde yazilabilir.

Buradan m? = (2.1)? =4.r2=2.(2.r%*) (2.r* € Z) Bu ise m?'nin gift

oldugunu gdsterir. Bu bir celigkidir.”

Verilen kanit agsagidaki ifadelerden hangisini kanitlamaktadir?
(1) m? cift tamsayi ise m tek tamsayidir.

(2) m tek tamsayi ve  m? cift tamsayi olamaz.

(3) m tek tamsayiise m? de tek tamsaydir.

(4) m? tek tamsayi ise m de tek tamsayidur.

(5) m? cift tamsayi ise m de ¢ift tamsayidir.

S4) aeR ve f, x=a noktasini igeren bir aralikta taniml reel degerli bir

fonksiyon olsun.
Onerme: f , x = a 'da tlrevlenebilirse, f , x = a 'da sireklidir.

Verilen dnerme dogru olduguna gore, asagidaki onermelerin dogruluklar ile ilgili

olarak ne sdylenebilir?

Dodgru Yanlis Belirlenemez

(1) f, x = a 'da surekliyse, f , x = a ’'da turevlenebilirdir.

(2) f,x = a ’da surekli degilse, f , x = a 'da turevlenebilir degildir.
(3) f, x = a 'da turevlenebilir ve f, x = a ’da surekli degildir.

(4) f , x = a 'da turevlenebilir degilse, f , x = a 'da surekli degildir.
S.5) Teorem: x € R ve x # 0olsun. Eger x + i <2 isex <0‘dr.

Asagida verilen kanitlardan hangisi/hangileri teoremi kanitlamaktadir?
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Kanit 1 : x = 0 oldugunu kabul edelim. x # 0 oldugundan x > 0 olur.
(x —1)2 = 0’dir ve buradan

x2—-2x+1>20 = x?+4+1>2x
= x + i =2
elde edilir. Boylece kanit tamamlanir.
Kanit 2. x + % < 2 ve x =0 oldugunu kabul edelim.
x # 0 oldugundan x > 0 olur. Buradan
x(x+3)<2x S22 +1<2r =22 —2x+1<0
= (x-1)?2?<0
celiski elde edilir.
Kanit 3: x + i < 2 oldugunu kabul edelim.
x # 0 oldugundan x? > 0 olur.
xz(x+§) <2x?=x3+x<2x? =>x3-2x2+x <0
Buradan x(x? —2x + 1) = x(x — 1)2 < 0 bulunur.

(x —1)2 > 0 ve x(x — 1)? # 0 oldugundan (x — 1)? > 0 dir. Buradan da,

x(x—1)><0 ve (x—1)>>0 oldugundan x < 0 elde edilir.

1.Kanit: 2 Kanit: 3.Kanit:

S.6) Teorem: A,B c X olsun. Eger A c Bise An (X\B) = @ dir.

Asagida verilen kanitlardan hangisi/hangileri teoremi kanittamaktadir?
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Kanit 1: An (X\B) # @ kabul edelim.
O halde en az bir x € An (X\B) vardir.
XEAN(X\B) >x€ANx€E(X\B) =>x€AANXx¢&B
Dolayisiyla A ¢ B oldugu gorulir. Boylece kanit tamamlanir.
Kanit 2. An (X\B) = @ kabul edelim.

Bu durumda her x € A igcin  x & (X\B) olur. Buradan x € B elde
edilir. O halde, her x € A igin x € B oldugundan A c B dir.

Kanit 3: A c B olsun.
Bu durumda her x € A igin x € B olur. Buradan x ¢ (X\B) elde edilir.

O halde, herx € A i¢in x ¢ (X\B) oldugundan An (X\B) = @ dir.

1.Kanit: 2 Kanit: 3.Kanit:

S.7) “a,beR ve f:R—R olsun. E§er a >0 ise f(x)= ax + b fonksiyonu

artandir” ifadesini kanitlayiniz.

Kanit: a>0 vex; <x, olsun... (kanita devam ediniz!)

S.8) “Eger x bir rasyonel sayl ve y bir irrasyonel sayi ise y — x bir irrasyonel

sayidir’ ifadesini kanitlayiniz.

Kanit: x bir rasyonel sayi, y bir irrasyonel sayl ve y — x bir rasyonel sayi

oldugunu kabul edelim... (kanita devam ediniz!)

S.9) “a,b,c,deR ve0<a<b, d>0olsun. Eger ac > bd ise c > d’dir

ifadesini kanitlayiniz.
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Kanit: ¢ <d oldugunu kabul edelim ... (kanita devam ediniz!)

S.10) Teorem: f:X-Y, ve A B c X olsun.Eger f fonksiyonu bire-bir ise
f(A) N f(B) c f(An B) dir.

Verilen teoremi her bir adiminizi agiklayarak kanitlayiniz.

Kanit:
Adimlar Nedenleri
1) f bire-bir ve y € f(A) n f(B) olsun. Varsayim
2) yef(A) Ay € f(B) Kesisimin tanimi
3) ... Gorintl kiimesi tanimi
4)
5) ...
6) ...

S.11) Teorem: f: X — Y bire-bir ve 6rten bir fonksiyon ve A c X ise

f(X\A) =Y\f(4) drr.
Kanit:
y € f(X\4) = Ix e X\A:y = f(x)
=3x g Ay = f(x)
=f(x) & f(4)
=y = f(x) € Y\f(A)

=f(X\4) c Y\f(4) (1)
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Diger yandan,

y€eY\f(A) igin y& f(A) = Vx €A igin y# f(x)
=3x; € X\A:y = f(x1)
=y = f(x) € f(X\4)
= Y\f(4) c f(X\4) 2

(1) ve (2)den f(X\A) =Y\f(4)

Yukarida verilen teoremin kaniti icin asagidaki sorulari yanitlayiniz.
a) Verilen kanit dogru mudur?

b) Verilen kanitta f’nin “bire-bir” olmasi ve f’nin “Orten” olmasi hipotezleri

nerelerde kullaniimistir? ilgili “=” ¢ikarim okunun (izerine yazarak belirtiniz.

c) f Oorten fakat bire-bir olmasaydi verilen kanit dogru olur muydu?

Aciklayiniz.

d) f bire-bir fakat orten olmasaydi verilen kanit dogru olur muydu?

Aciklayiniz.

S.12) “A,B ve C bostan farkli kuimeleri icin f:A - B ve g:B — C fonksiyonlar

olsun. g o f birebir fonksiyon ise f fonksiyonu da birebirdir.” ifadesini kanitlayiniz.

S.13) “a>2 ve b bir tamsay! ise a, b’yi bolmez veya a, (b+ 1)’i bdlmez.”

ifadesini kanitlayiniz.

S.14) “a,b,d € Z olsun.d,a’y1 ve b’yi bolerse; tim x,y € Z sayllari igin d,

ax + by’yi de boler.” ifadesini kanitlayiniz.
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Ek 2. ikinci Bireysel Gériisme Formu

GORUSME FORMU

Ogretmen adaylari, egitimleri siiresince aldiklari alan derslerinin iglenisini, bu
dersler kapsamindaki matematiksel kanitlari ve kisisel g¢alisma bigimlerini nasil

degerlendirmektedirler?
Tarih ve saat:
Gorusmeci:

Gorusulen kKisi:
GORUSME SORULARI:

1) Buglne kadar aldigin matematik derslerinin iglenisinden kisaca bahseder

misin?
- Buiglenis bigiminin sence olumlu ve olumsuz yonleri neler?
- Dersler nasil iglenirse senin igin daha verimli olabilir?
2) Derslere nasil ¢alistigindan biraz bahseder misin?
3) Derslerde ne tur kanitlar yapiliyor?
- Derslerde sizden (6grencilerden) kanit yapmaniz bekleniyor mu?

- Verilen 6devlerde veya sinavlarda sizden daha dnce goérmediginiz bir

ifadeyi kanitlamaniz isteniyor mu?

- Bunlan yapmakta zorlaniyor musun? Neden? (nigin zorlan(m)iyorsun

sence?)

4) Kanit yapmada gereken bilgi ve beceriler nelerdir sana gére? (tanim, teorem,

vb. bilgisi soyut diglinme becerisi)
- Bunlarin nasil kazanilabilecegini digtunuyorsun?

- Buna yonelik olarak sen neler yapiyorsun?
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Ek 3. ikinci Bireysel Goériigmede Sorulan Onermeler

Slix,yeR
Egerx#y, x>y vey>0 ise §+%>2 dir.

Verilen ifadeyi kanitlayiniz.

S.2: A,B,C € E olsun.
EerAnB=0 ve AUB=C ise A=C\B dir.

Verilen ifadeyi kanitlayiniz.
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Ek 4. Birinci Hafta Calisma Kagidi
KUMELER

Tanim 1.1: A ve B herhangi iki kUme olsun.
AXB:={(a,b)|la€A,DbeB}

ile tanimli A x B kimesine A ve B’nin kartezyen ¢arpimi denir.

Onerme 1.1: A ve B herhangi iki kiime ise
AXB=0<=A=0 veya B=0

denkligini kanitlayiniz.

Onerme 1.2: A,B,C ve D herhangi kimeler ise,
(AXxB)N(CxD)=(ANnC)x(BND)

esitligini kanitlayiniz.

FONKSIYONLAR

Tanim 1.2: A ve B bostan farkh iki kime olmak Uzere, A'nin her bir
elemanini B’nin yalnizca bir elemanina egleyen kurala A’dan B’ye bir fonksiyon
denir.

Verilen bir f:A — B fonksiyonu igin A’ya f’nin tanim kiimesi ve B’ye de

f'nin deger kiimesi adi verilir.

Tanim 1.3: Bir f:X —» Y fonksiyonu verilmig olsun. Bir A € X altkimesi i¢in Y’nin

fA) ={f()lx €A}

olarak tanimlanan altkimesine A’nin f altindaki gériintist denir.

Onerme 1.3: f: X — Y bir fonksiyon ve A4, B < X bostan farkl iki kiime olsun.
Eger A c Bise f(A4) c f(B) dir. Kanitlayiniz.

Tanim 1.4: f:X - Y bir fonksiyon olsun. X’in birbirinden farklh herhangi iki

elemaninin goruntileri de farkliysa f’ye birebir fonksiyon denir.
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Onerme 1.4: f:X —»Y bir fonksiyon ve A c X olsun. f birebir ise f(X\A) c
Y\f(4) olur. Kanitlayiniz.
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Ek 5. ikinci Hafta Calisma Kagidi
KUMELER-EKUS VE EBAS

Onerme 2.1: Eger £>0 ise (—¢¢) bigimindeki bitin agik araliklar igin

Neso(—¢,€) = {0} saglandigini kanitlayiniz.

Onerme 2.2: Eger a € R ise (a, o) bicimindeki bitin araliklar icin Nger(a, ©) =

@ oldugunu kanitlayiniz.

Tanim 2.1 (Ust sinir, alt sinir) :

a) A bostan farkli bir reel sayi kiimesi olsun. Eger Vx € A i¢cin x < S saglanacak
sekilde bir S sayisi bulunuyor ise bu A kiimesine (istten sinirli ve S sayisina
da A’nin bir dst siniri denir.

b) A bostan farkl bir reel sayr kimesi olsun. Eger Vx € A i¢cin R < x saglanacak
sekilde bir R sayisi bulunuyor ise bu A kimesine alttan sinirli ve R sayisina
da A’nin bir alt siniri denir.

Hem alttan hem Ustten sinirli olan bir reel say1 kiimesine de sinirli kiime denir.

Tanim 2.2 (En kiiglik iist sinir, en biiyiik alt sinir):
a) A bostan farkli ve Ustten sinirli bir reel sayi kiimesi olsun. Eger

1) s sayisi A kimesinin bir Gst siniridir.

2) A kimesinin her K Ust siniriigin s < K dir.
kosullarinin ikisi birlikte saglaniyorsa, bu s sayisina A kimesinin en kiguk Ust
siniri (ekiis) veya supremumu (sup) denir.

Kolayca gorulecegi gibi bir reel sayl kimesinin supremumu varsa, o tektir
ve s = supA seklinde yazilir.
b) A bostan farkli ve alttan sinirli bir reel say1 kiimesi olsun. Eger

1) r sayisi A kimesinin bir alt siniridir.

2) A kimesinin her M alt siniriigcin M < r dir.
kosullarinin ikisi birlikte saglaniyorsa, bu r sayisina A kimesinin en buyuk alt siniri
(ebas) veya infimumu (inf) denir.

Kolayca gorulecegi gibi bir reel sayl kiimesinin infimumu varsa, o tektir ve

r =infA seklinde yazilir.
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Aksiyom 2.1: Bostan farkli ve Ustten sinirli bir reel sayi kimesinin bir en kiiguk Ust
sinirt (supremumu); bostan farkli ve alttan sinirli bir reel sayr kimesinin bir en

bayuk alt siniri (infimumu) vardir.

Onerme 2.3 : S ve T bostan farkli ve sinirli iki reel sayi kiimesi olsunlar. Eger her
s € S sayisl her t € T sayisindan kuguk veya esit ise

a) supS < supT

b) supS < infT

saglanirlar. Kanitlayiniz.
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Ek 6. Uglincii Hafta Calisma Kagidi

Tanim 3.1: A ve B bostan farkli iki kime olmak Gzere, A'nin her bir elemanini
B’nin yalnizca bir elemanina esleyen kurala A’dan B’ye bir fonksiyon denir.
Verilen bir f:A - B fonksiyonu igin A’ya f’nin tanim kiimesi ve B’ye de

f’nin deger kiimesi adi verilir.

Tanim 3.2: Bir f:X — Y fonksiyonu verilmis olsun. Bir A € X altkimesi i¢in Y’nin

fA) ={f()|x € A}

olarak tanimlanan altkimesine A’nin f altindaki gériintiisd denir.

Tanim 3.3: f:X - Y bir fonksiyon olsun. X’in birbirinden farkh herhangi iki

elemaninin goruntuleri de farkliysa f’ye birebir fonksiyon denir.

Tanim 3.4: f:X - Y bir fonksiyon olsun. Her bir y €Y icin f(x) =y olacak

bicimde bir x € X varsa, f’ye 6rten fonksiyon denir.

Tanim 3.5: Bir f:X — Y fonksiyonu verilmis olsun. Bir B € Y altkiimesi igin X’in

f1(B) = {x € XIf (x) € B}

olarak tanimlanan altkimesine B’nin f altindaki ters gériintiisii denir.

Onerme 3.1: f:X —Y bir fonksiyon olsun. f birebir fonksiyon ise her A c

X altktimesi igin f=*(f(4)) = A olur. Kanitlayiniz.

Onerme 3.2: f:X - Y bir fonksiyon ve A c X olsun. f érten ise Y\f(4) c f(X\

A) olur. Kanitlayiniz.
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Ek 7. Dordiincii Hafta Calisma Kagidi

Tanim 4.1 (Fonksiyonun siirekliligi): A € R olmak uzere f: A - R herhangi bir
fonksiyon ve a € A olsun. Eger lim,_, f(x) = f(a) oluyor ise, f fonksiyonuna
a noktasinda sdreklidir denir. A kimesinin her noktasinda sudrekli olan f
fonksiyonuna A’da sureklidir denir.

Surekliligi diger bir yaziligla su sekilde de ifade edebiliriz:

f, a noktasinda sureklidir & Ve > 0 igin dyle bir § = 6(¢) > 0 vardirki |x —al| <
d=|f(x) - f(a)| < edir.

Onerme 4.1: f:R —» R fonksiyonu her x € R igin |f(x)| < |x| kosulunu sagliyor

ise bu f fonksiyonu 0 € R noktasinda sureklidir. Kanitlayiniz.

Onerme 4.2 : g:R — R fonksiyonu 0 € R noktasinda siirekli, g(0) =0 ve her
x €ER igin |f(x)| <|g(x)| ise f fonksiyonu da 0 € R noktasinda sureklidir.

Kanitlayiniz.

Tanim 4.2. AC R olsun ve f:A - R fonksiyonu verilsin. Her x;,x, €A igin
x; <x, iken f(x;) < f(x,) oluyorsa f’ye (monoton) artan fonksiyon; f(x;) =

f(x,) oluyorsa f’ye (monoton) azalan fonksiyon denir.

Tanim 4.3 (Fonksiyonun tiirevi): f:(a,b) —» R fonksiyonu verilsin. x, €
Fx)—f (x0)

X—Xo

(a,b) olmak Ulzere lim,_,,, limiti var ise f fonksiyonu x4 € (a,b)

noktasinda turevlenebilirdir. Bu limit degerine f fonksiyonunun x,’'daki tirevi

denir ve f'(x,) ile gosterilir

Onerme 4.3: f:(a,b) » R tlrevlenebilir ve monoton artan bir fonksiyon ise

x € (a,b) icin f'(x) = 0 dir. Kanitlayiniz.
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Ek 8. Besinci Hafta Calisma Kagidi
DIiZILER

Tanim 5.1: (a,)neny gercel sayilarin bir dizisive a € R olsun.

Egder her ¢ > 0 igin bir ny = ny(e) € N; her n > ny i¢in |a, —a| < ¢ saglanacak
sekilde mevcut ise (a,) dizisine a sayisina yakinsar denir. Bdyle bir diziye
yakinsak dizi ve dizinin yakinsadigi degere de dizinin limiti denir.

lim,,,a, =a yada a, - a (n—- )

ile gOsterilir.

Tanim 5.2: (a,).endizisi verilsin. Her n €N icin a, < K; olacak bicimde bir
K; € R sayisi varsa (a,) dizisine dstten sinirli; K, < a, olacak bigimde bir
K, € R sayislI varsa (a,) dizisine alttan sinirlidir denir. Hem alttan hem ustten

sinirh diziye sinirli dizi denir.

Tanim 5.3: (a,) bir dizi ve n; < n, < n3 < --- dogal sayilarin artan bir dizisi olsun.

Bu durumda (ay, ), ., = (an,, @n,, ) dizisine (a,) dizisinin bir alt dizisi adi verilir.

Onerme 5.1 (Ucgen esitsizligi): x,y € R ise |x+y| < |x| + |y| dir.

Onerme 5.2: Bir (a,,) dizisi yakinsaksa sinirlidir. Kanitlayiniz.

Onerme 5.3: Egder (a,) dizisi bir p noktasina yakinsiyorsa ve q noktasi p’den

farkli bir noktaysa (a,,) dizisi g noktasina yakinsamaz. Kanitlayiniz.
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Ek 9. Emre’nin Son Goriigsme Sorulari

1) “A,B c X olsun. Eger Ac B ise An (X\B) = @ dir.”
Verilen ifadeyi kanitlamaniz istenildiginde kag¢ farkli yoldan kanitlamayi
dUsundrsiniz? (Dusindlgunuz her yontem igin baslangi¢ hipotezini ve ulasmaniz

gereken sonucu belirtiniz)

2)“A,B,C € E olsun.
EGerANB=0 ve AUB=C ise A=C\B dir.

Verilen ifadeyi kanitlayiniz.
3)f:X->Y,ve A, B c X olsun.
Eger f fonksiyonu birebir ise f(A) N f(B) = f(A N B) dir.

Kanitlayiniz.

4) “a,b,c,d€R ve 0<a<b,d>0 olsun. Eger ac=bd ise c¢>d’dir

ifadesini kanitlayiniz.

5) “Eger x bir rasyonel sayi ve y bir irrasyonel sayi ise y — x bir irrasyonel sayidir’

ifadesini olmayana ergi yontemi ile kanitlayiniz.
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Ek 10. Pelin’in Son Goériigsme Sorulari

1) “A,B c X olsun. E§er Ac B ise An (X\B) = @ dir.”
Verilen ifadeyi kanitlamaniz istenildiginde kag¢ farkli yoldan kanitlamayi
dusundrstiniz? (Dusindiguniz her ydontem igin baslangi¢ hipotezini ve ulasmaniz

gereken sonucu belirtiniz)

2) A,B,C € E olsun.
EGerANB=0 ve AUB=C ise A=C\B dir.

Verilen ifadeyi kanitlayiniz.
3)f:X—>Y ve A B c X olsun.

Eger f fonksiyonu birebir ise f(A) N f(B) = f(A N B) dir.

Kanitlayiniz.

4) “A,B ve C bostan farkli kimeleri i¢cin f:A - B ve g: B — C fonksiyonlar olsun.

g © f birebir fonksiyon ise f fonksiyonu da birebirdir.” ifadesini kanitlayiniz.

5) “Eger x bir rasyonel sayi ve y bir irrasyonel sayi ise y — x bir irrasyonel sayidir’

ifadesini olmayana ergi yontemi ile kanitlayiniz.
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Ek 11. Veli’nin Son Goériigsme Sorulari

1) “A,B c X olsun. E§er Ac B ise An (X\B) = @ dir.”
Verilen ifadeyi kanitlamaniz istenildiginde kag¢ farkli yoldan kanitlamayi
dUsundrstniz? (Duslindiguniz her ydontem icin baslangic¢ hipotezini ve ulasmaniz

gereken sonucu belirtiniz)

2)“x € R ve x # 0 olsun. Eger x+i<2 ise x <0dr.”

Verilen ifadeyi kanitlayiniz.

3) “a =2 ve b bir tamsayi ise a, b’yi bdlmez veya a, (b + 1)’i bdlmez.” ifadesini

kanitlayiniz.

4) “a,b,c,d€R ve 0<a<b,d>0 olsun. Eger ac=bd ise c¢>d’dir

ifadesini kanitlayiniz.

5) “Eger x bir rasyonel sayi ve y bir irrasyonel sayi ise y — x bir irrasyonel sayidir’

ifadesini olmayana ergi yontemi ile kanitlayiniz.
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Ek 12. Derya’nin Son Goriigme Sorulari

1) “A,B c X olsun. E§er Ac B ise An (X\B) = @ dir.”
Verilen ifadeyi kanitlamaniz istenildiginde kag¢ farkli yoldan kanitlamayi
dUsundrsiniz? (Dusindlgunuz her yontem igin baslangi¢ hipotezini ve ulasmaniz

gereken sonucu belirtiniz)

2) A,B,C € E olsun.
EGerANB=0 ve AUB=C ise A=C\B dir.

Verilen ifadeyi kanitlayiniz.

3) “x € R ve x # 0 olsun. Eger x+i<2 ise x <0dr.”

Verilen ifadeyi kanitlayiniz.

4) f:X->Y,ve A, B c X olsun.
Eger f fonksiyonu birebir ise f(A) N f(B) = f(A N B) dir.

Kanitlayiniz.

5) “A,B ve C bostan farkh kiimeleri i¢in f:A - B ve g:B — C fonksiyonlar olsun.

g © f birebir fonksiyon ise f fonksiyonu da birebirdir.” ifadesini kanitlayiniz.
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Ek 13. Cem’in Son Goriigsme Sorulari

1) “A,B c X olsun. E§er Ac B ise An (X\B) = @ dir.”
Verilen ifadeyi kanitlamaniz istenildiginde kag¢ farkli yoldan kanitlamayi
dusundrstiniz? (Dusindiguniz her ydontem igin baslangi¢ hipotezini ve ulasmaniz

gereken sonucu belirtiniz)

2) A,B,C € E olsun.
EGerANB=0 ve AUB=C ise A=C\B dir.

Verilen ifadeyi kanitlayiniz.
3)f:X->Y,ve A, B c X olsun.

Eger f fonksiyonu birebir ise f(A) N f(B) = f(A N B) dir.

Kanitlayiniz.

4) “x € R ve x # 0 olsun. Eger x+%<2 ise x < 0dr.”

Verilen ifadeyi kanitlayiniz.
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Ek 14. Melis’in Son Goérusme Sorulari

1) “A,B c X olsun. E§er Ac B ise An (X\B) = @ dir.”
Verilen ifadeyi kanitlamaniz istenildiginde kag¢ farkli yoldan kanitlamayi
dusundrstiniz? (Dusindiguniz her ydontem igin baslangi¢ hipotezini ve ulasmaniz

gereken sonucu belirtiniz)

2) A,B,C € E olsun.
EGerANB=0 ve AUB=C ise A=C\B dir.

Verilen ifadeyi kanitlayiniz.
3)f:X->Y,ve A, B c X olsun.
Eger f fonksiyonu birebir ise f(A) N f(B) = f(A N B) dir.

Kanitlayiniz.

4) “A,B ve C bostan farkli kimeleri icin f: A = B ve g: B — C fonksiyonlar olsun.

g © f birebir fonksiyon ise f fonksiyonu da birebirdir.” ifadesini kanitlayiniz.

5) “Eger x bir rasyonel sayi ve y bir irrasyonel sayi ise y — x bir irrasyonel sayidir’

ifadesini olmayana ergi yontemi ile kanitlayiniz.
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Ek 15. Calismaya iliskin Degerlendirme Sorulari

1) Yaptigimiz 1+4 haftalik sinif ¢alismalarina yonelik dusinceleriniz nelerdir?

(Olumlu ve olumsuz yonleri ile belirtiniz.)

2) Donem boyunca bu calisma kapsamindaki sureci dusundugunuzde, size bir

katkisi oldugunu disundyor musunuz? (Yanitinizin neden(ler)ini aciklayiniz.)
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