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SIMGELER DiZzZiNi

N Dogal Sayilar Kiimesi

R Reel Sayilar Kiimesi

C Kompleks Sayilar Kiimesi

A Ileri Fark Operatorii

\Y Geri Fark Operatorii

{n}} [0, N — 1] araligindaki tam sayilar

10, N —1] {y= (Yo, 41, yn-1) 1 9o €C,0<n <N -1}
D(T) T Operatoriintin Tanim Kiimesi

Wly, ] y ve z Coziimlerinin Wronskiyeni

H Hilbert Uzay:



1.GIRIiS

Fonksiyonel Analiz ve Uygulamali Matematigin bir¢ok probleminin ¢6ziimiinde
diferensiyel operatorlerin 6zdegerlerinin ve ozfonksiyonlarinin bulunmasi gerekir.
Dolayisiyla diferensiyel operatér ve denklemlerin spektral teorisi 6nem arz etmig

ve bircok matematik¢inin aragtirma konusu olmustur.

Ozdeger ve 6zvektor kelimelerinin Ingilizce karsiliklar: eigenvalue ve eigenvector ke-
limeleridir. Figen terimini ilk olarak David Hilbert (1862-1943) kullanmigtir. Hilbert
eigenfunktion ve eigenwert ifadelerini ilk olarak integral denklemlerle ilgili bildiri-
lerinde kullanmigtir. Hilbert’in c¢ikis noktasi homogen olmayan integral denklem-
lerin, bir A parametresiyle matrissel kargihgimin (I — AA)x = y olmas: idi. Hilbert
bu esitligin homogen kisminin sifirdan farkh ¢oziimiine karsilik gelen A degerlerine
eigenwerte adini vermigtir ve A degerleri A matrisinin karakteristik koklerine kargilik
gelmektedir. Figenvector kavrami ise ilk olarak Courant ve Hilbert tarafindan sonlu
boyut ifadesi agiklanirken kullamlmigtir. John Von Neuman (1903-1957) bir eserinde
f # 0 sart1 altinda Rf = \f ifadesindeki A\’ y1 eigenwerte, [’ yi ise eigenfunktion
olarak adlandirmigtir. Bu yaygin bir kullanim haline gelmigtir. 1946 yilinda Jeffreys’
in "Methods of Mathematical Physics" adli eserinde 6zdeger kavrami karakteristik

deger ve gizli kok kavramlariyla es anlamh olarak ifade edilmistir.

Son yillarda 6zellikle self-adjoint Sturm-Liouville operatorlerinin 6zdegerleri ile ilgili
pek ¢ok caligma yapilmig, Sturm-Liouville operatorlerinin yerine fark operatorleri
alinarak stirekli durumdan kesikli duruma gecilmistir. Bu alandaki birgok caligma
Atkinson (1964), Agarwal (1997), Bohner (1996, 1998, 2001, 2003), Shi ve Chen
(1999), Wang ve Shi (2005), Sun ve Shi (2006) tarafindan yapilmigtir.



Bu yiiksek lisans tezinde
LOo,N =1 ={y = (yo,y1, - yn-1) : Yo €C,0<n < N — 1}
uzaymda, her n € [0, N — 1] = {n}) ' ={0,1,2,..., N — 1} igin
Dy Grs Wy, > 0,

p-1=pn-1=1,
a € (—m, 7,

A bir spektral parametre,

ky 0O
ko ks

/{?1]{?3 =1 ve kl,kg,kg eR 1@111 K=

olmak {izere

denklem sisteminin

YN-1 Y-

="K
Ayn_4 Ay_y

sinir kogullar1 yardimiyla 6zdegerleri incelenecektir. Burada

AYn = Yns1 = Yn,

VUn = Yn — Yn—1

seklinde taniml fark operatorleri ele alinacaktar.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde, ileride ihtiyac duyacagimiz bazi temel tanim ve teoremler verilecektir.

Tanim 2.1. X ve Y, K cismi iizerinde iki vektor uzay1 olmak {izere,

her x,y € X ve her o, 8 € K i¢in

Alax + py) = aAzx + SAy

kogulunu saglayan A : X — Y operatorii, lineerdir denir (Kreyszig 1978).

Tanim 2.2. X, K cismi {izerinde bir vektor uzay: olsun. Bu durumda;

(i))Vere Xigin <z,2>>0 ;<z,0>=0<=2=0

(i) Ve,y € X igin < z,y >=<y,z >

(i1i) Vr,y € X ve Vo € K i¢in < az,y >=a < x,y >

(iv) Ve,y,z € X igin <z +y,z>=<x,2>+<y,z>

ozelliklerini gergekleyen <, >: X x X — K doniisiimiine X iizerinde bir i¢ carpim
denir.

<, >, X iizerinde bir i¢ garpim olmak iizere X = (X, <, >) ikilisine de bir i¢ garpim
uzay1 adi verilir.

X bir i¢ ¢arpim uzay1 olmak tizere ||  ||= /< z,z > esitligi ile tanimli norma gore
tam ise Hilbert Uzay: adinm alir (Kreyszig 1978).

Tanim 2.3. H bir Hilbert uzay1 ve A : D(A) C H — H lineer bir operator olsun.
D(A) C H yogun olmak iizere her © € D(A) ve her y € H igin

< Azx,y >=<ux, A%y >

egitligini gercekleyen A* operatoriine A operatdriiniin adjointi denir.
Adjointi kendisine esit olan operatore de self-adjoint operat6r adi verilir

(Kreyszig 1978).



Tanim 2.4. Her 2,y € D(A) igin

< Axyy >=<x, Ay >

esitligini gercekleyen A operatoriine simetrik operator adi verilir

(Kreyszig 1978).

Tanmim 2.5. L lineer operatoriiniin tanim bolgesinde

Ly =My

denkleminin sifirdan farklh bir y ¢oziimii varsa, A € C sayisina L operatoriiniin
o6zdegeri, y coziimiine de A sayisina karsilik gelen 6zfonksiyon denir

(Naimark 1967).

Tanmim 2.6. L operatoriiniin bir A 6zdegerine karsilik gelen lineer bagimsiz 6zfonksi-

yonlarinin sayisina A nin kati denir.

A Ozdegerinin kati bir ise basit, birden biiyiik ise gok katlh 6zdeger denir
(Naimark 1967).



3. GENEL SINIR KOSULLARI iLE VERILEN FARK DENKLEMLERI{

3.1 ikinci Mertebeden Lineer Fark Denklemleri

Bir [c, d] araliginda; P siirekli ve pozitif degerli, @ ise siirekli ve reel degerli bir

fonksiyon olmak {izere

[P(x)2 ()] + Q(z)2(z) =0 (3.1.1)

denklemi uygulamali matematikte sikca kullanilan, ikinci mertebeden lineer self-
adjoint diferensiyel denklemdir. Simdi bu denklemi, ikinci mertebeden fark denklemi

haline getirmeye caligalim.

h = % yeterince kiiciik alindiginda
o) o ADEEZRD
P(2)2(z)] ~ % {P(x + h) [z(:vh+ h) = z(x)]  Pa)z(x) - 2(z — h)] }

yazilir. ¢ € {0,1,2,...,n} ve z(x), [c,d] arahginda (3.1.1) denkleminin bir ¢tziimii

olmak {izere

r = c+th

y(t) = z(c+th)
doniigiimleri yapildiginda (3.1.1) denklemi
P(c+ (t+1)h) z(c+ (t+ 1)h) — [P(c+ (t + 1)h) + P(c+ th)] z(c+th)

+P(c+th) z(c+ (t — 1)h) + h*Q(c + th) 2(c +th) =0

halini alir.



Burada

p(t—1) = P(c+th) 1 <t<n

g(t) = hQ(c+th) 1<t<n-—1
alimirsa, 1 <t <mn — 1 igin (3.1.1) ifadesi

p(@)y(t +1) = (p(t) + p(t — 1)y(t) + p(t = Dy(t — 1) + q(t)y(t) ~ 0

seklinde yazlabilir. Ayrica 0 <t <n igin

Ay(t) =yt +1) —y(t)

ve

olmak tizere (3.1.2) ifadesi de

Alp(t — 1Ayt —1)] +q(t)y(t) =0

(3.1.2)

formunda yazilabilir. Dikkat edilirse, 1 < ¢ < n—1 i¢in y(), [0, n| arahginda tanimh

olur.

Sonug olarak, p(t) ve ¢(t), pozitif tamsayilar iizerinde tanimh olmak iizere (3.1.1)

diferensiyel denkleminden

Alp(t —1) Ay(t — 1] +q(t)y(t) =0

ve dolayisiyla

Vip(t) Ay()] +q(t)y(t) = 0

seklindeki ikinci mertebeden lineer self-adjoint fark denklemi elde edilmis olur.



3.2 Genel Sir Kosullar: ile Verilen ikinci Mertebeden

Fark Denklemlerinin Ozdegerleri

1Oo,N =1l ={y = (Wo,y1,--»yn-1) : ¥n € C, 0 <n < N — 1} uzayinda,
hern € [0, N —1] = {n}y ' ={0,1,2,..., N — 1} igin

D> Qns Wy, > 0,

p-1=pNn-1 =1,
a € (—m, 7,

A bir spektral parametre,

o kiy O
kiks =1 ve ki, ko, ks € Ricin K =
ko ks
olmak tizere
=V (PrAYn) + GuYn = AWy, ,nel0,N—1] (3.2.1)
ikinci mertebeden self-adjoint fark denklemi
N g |V (3.2.2)
Ayn_1 Ay_y

sinir kosullariyla ele alinsin.

(3.2.2) siur kogullariyla verilen (3.2.1) denklemi iki ¢zel durum igerir.

(i) (3.2.2) sinr kogullarinda o = 0, K = I alinirsa

Yn-1=y-1 ve Ayn_=Ay,

elde edilir ki, bunlar periyodik siir kosullaridir.



(ii) (3.2.2) sir kogullarimda o = 7, K = I aliirsa

YN-1 = —Y-1 ve Ayn_1 = —Ay_,

elde edilir ki, bunlar da anti-periyodik simir kosullaridir.

Simdi, (3.2.1) denklemini daha agik bigimde yazalim:

n € [0, N — 1] i¢in

-V (pnAyn) + GnYn = )‘wnyn

- [ n(yn+1 - yn) - pnfl(yn - ynq)] + GnlYn = AW, Y,

yazilabilir. Bu son denklem diizenlenirse

PnYn+1 = (pn + Pn-1+ qn — )\wn)yn — Pn—1Yn—1 , € [07 N — 1] (323)

indirgeme bagintisi elde edilir.

Dikkat edilirse,

Dny Qn Ve w, birer reel say1 oldugundan n < N icin y,, A ya bagh

eger yo # 0 ise n-inci dereceden reel katsayili bir polinom,
ve eger yop = 0, y_; # 0 ise de (n — 1)-inci dereceden reel katsayili bir polinom

olacaktir.



[0, N — 1] uzayinda

(Zy)n = wrzl {(pn + Prn—1 + Qn)yn — Pn—1Yn—1 — pnyn—i-l} (324)

yardimiyla, tanim kiimesi

1) l(y) € l[0,N — 1]
D(T): = y=(y) - :y €l]0,N —1], - , -
(T) (Un)n=0 [ ]2) YN-1 _ giaf Y-1
Ayn-1 Ay_y
(3.2.5)
olan ve her y € D(T) igin
Ty :=(y)
ile tanimlanan 7" operatorii gozoniine alinsin.
Bu uzay tizerinde her y, z € [[0, N — 1] igin
N-1
<Y z>= YawnZn (3.2.6)
n=0

seklinde tanimlanan <, > fonksiyonunun bir i¢ ¢carpim oldugu agiktir.

Bu i¢ carpim ve T operatorii yardimiyla, ileride yararlanilacak olan bazi teorem ve

ozellikler agagida verilmigtir.

Teorem 3.2.1. y ve z, (3.2.1) denkleminin herhangi iki ¢oziimii olsun. O halde,

her n € [-1,N — 1] i¢in

Yn+1 Zn+1

Wly, z](n) = (3.2.7)
PnlAYn Pz,

seklinde tanimlanan Wronskiyen sabittir (Sun ve Shi 2006).



ispat. (3.2.7) ile gosterilen Wronskiyen daha acik bigimde yazilirsa

Yn+1 Zn+1
W[yv Z](”) = = Un+1 (pnAzn)_zn-l-l(pnAyn) = pn(ynzn—i-l_yn—i-lzn)

pnAyn pnAZn

(3.2.8)
ifadesi elde edilir. Her n € [0, N — 1] i¢in
(Ty)n = (ly)n = w;l {(Pn + a1+ @0)Yn — Pr—1Yn-1 — PnYni1} (3.2.9)
(Tz)n — (lz)n - w;1 {(pn + Prn—-1 + Qn)zn — Pn—1”n—-1 — pnzn—l—l} (3210)
olmak tizere, eger y ve z (3.2.1) denkleminin herhangi iki ¢oziimii ise
Tyn = Ayn (3.2.11)
Tz, = Az, (3.2.12)

olmalhdir. (3.2.9) esitliginin her iki tarafi w,z, ile, (3.2.10) esitliginin her iki tarafi

da —w,y, ile ¢arpilip, iki denklem taraf tarafa toplanirsa

wn(znTyn - ynTZn> = —DPn—1Yn—12n — PnYn+1%n + Prn—1Yn’n—1 + DPnYn2n+1

esitligi elde edilir. Burada (3.2.8), (3.2.11) ve (3.2.12) ifadeleri dikkate alinirsa

Wn(2pAYn — YnAzn) = Wiy, 2](n) — Wly, 2](n — 1)
0 = VWl]y,z|(n)

bulunur. O halde her n € [0, N — 1] i¢in

Wiy, 2l(n) = Wy, z](n — 1)

olmalidir.
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Buradan da, her n € [0, N — 1] i¢in

olur ki, bu da her n € [-1, N — 1] i¢in y ve z ¢dziimlerinin Wronskiyeninin sabit

oldugunu gosterir.

Lemma 3.2.1. Her y,z € D(T) igin
(Ty,2) = (y,T2) (3.2.13)

esitligi gergeklenir (Shi ve Chen 1999).

Ispat. D(T), (3.2.5) ile gosterilen kiime olmak iizere, y, z € D(T) olsun. O halde, y
ve 2z (3.2.2) siur kogullarini saglamalidir. (3.2.2) sinir kogullarii daha agik bigimde

yazarsak her y,z € D(T) igin

yn-1 = €ky (3.2.14)

Yn = €ia(k2y71 + ksyo — ksy—1 + k1y_1)
ve

IN_1 = €%z g (3.2.15)

ZN = eia(k‘gz_l + ngO — ]{332_1 + klz_l)

esitlikleri saglanmalidir. Ayrica, (3.2.6) ile verilen i¢ ¢arpim tanimina gore

Ty2) = (y.2) = S (g)wwaz
(y,Tz) = (ylz) = - Yynw(12),,

esitlikleri de gergeklenir.

11



T operatoriiniin tanimi ve sonlu toplamin 6zellikleri kullanilirsa

N—-1 N-1 L
(Ty,z) —(y,Tz) = (ly)nwnzy — Z ynwn(lz)n

n=0 n=0
N—-1 L

= [(ly)nwnz - ynwn(lz)n]
n=0
N—-1

= [_pn—lyn—lz + Pn—1YnZn—1
n=0

—DPnYn+1%n + pnynszrl]
= —pP_1Y-120 + P-_1YoZ_1

—DPN-1YNZN—1 + PN-1YN-1ZN

esitligi elde edilir. p_; = py—1 = 1 oldugu dikkate alinip, (3.2.14) ve (3.2.15) siur

kosullar1 da yerlerine yazildiginda

(Ty,z) = (y,Tz) = —y1Zo+yoz—1 — € (kay—1 + ksyo — ksy—1 + k1y—1)e "“k1z_1
+e"kyy_1e " koZ 1 + k3Zo — ksZ—1 + k1Z—1
= —Y_120 T Yoz_1 — k1Z 1koy_1 — k1Z1ksyo + k1Z_1k3y_1
—k1Z71k1y—1 + k1y-1kez—1 + k1y-1ksZo

—k1y_1ksZ5 + By Rz
bulunur. Son olarak; k1k3 = 1 oldugundan bu fark
(Ty,z) =y, Tz) =0
haline déniigiir. Bu da her y, z € D(T) igin
(Ty,z) = (y, T2)

olmas: demektir.

12



Teorem 3.2.2. (3.2.2) smur kosullariyla verilen (3.2.1) denkleminin 6zdegerleri

reeldir (Sun ve Shi 2006).

Ispat. p, (3.2.2) siir kogullariyla verilen (3.2.1) fark denkleminin bir 6zdegeri olsun.
Bu durumda, Ty = uy ve y # 0 olacak bicimde bir y € D(T) vardir.

T operatoriiniin tanim geregince, n € [0, N — 1] igin

wgl {(pn + Pn-1 + Qn)yn — Pn—1Yn—1 — pnyn—i-l} = UYn

gerceklenir. Buna gore, Lemma 3.2.1 geregince

(Ty,y) = (y,Ty)

yazilabileceginden

(ny,y) = (Y, 1y)
wly,y) = 1,y

Iyl (s~ ) = 0

bulunur. ||y|| # 0 oldugundan

p= i

olmalhdir ki, bu da p 6zdegerinin reel oldugunu gosterir.

Teorem 3.2.3. (3.2.2) sinir kosullariyla verilen (3.2.1) denkleminin N tane 6zdegeri
vardir (Sun ve Shi 2006).
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Ispat. Ty =1 (y) ile tanmimh operatoriin 6zdegerleri 7' — A\I matrisinin karakteristik

polinomunun kokleridir. (3.2.4) yardimiyla 7" — AI matrisinin

—i

(po + p—1+ qo — woA) —Po . _ekl
—Po (p1+po+q —wiA) ... 0
72_11@ 0 o (PN-1 FDN—2+ a1 — w1 A)

ile verilecegi kolayca goriiliir. Bu matrisin karakteristik polinomu det(7" — AI) olup
bu determinant hesaplandiginda A-nin n-inci dereceden bir polinomu elde edilir. Bir
simetrik matrisin 6zdegerlerinin reel oldugu bilindiginden bu karakteristik denklemin

N tane kokii vardir ve bu koklerin hepsi reeldir.

Lemma 3.2.2. (3.2.1) denkleminin

y1=yn-1=0 (3.2.16)

Dirichlet kosulu altinda

Ho < Hy < .o < [N_9

artan sekilde siralanan N — 1 tane reel ve basit 6zdegeri vardir (Wang ve Shi 2005).

Ispat. yx_1, N'ya gore (N — 1)-inci dereceden bir polinom olup, (3.2.1) denkleminin

ozdegerleri yy_1(A\) = 0 denkleminin kokleri olacagindan 6zdegerler N — 1 tanedir.

Kabul edelim ki, i ¢ok kath 6zdeger olsun. Bu durumda y ve z, u 6zdegerine karsilik

gelen iki 6zfonksiyon olsun.

Yn+1 Zn+1
W[?J? Z] = - pn(ynzn-i-l - yn-‘rlzn)
VANV AVACM

14



esitliginde n = —1 alinirsa

Yo 20
W[% Z] = = P—l(y—lzo - 3/0271) =0
p_1Ay_1 p_1Az,

elde edilir. Bu da iki ¢oziimiin lineer bagimsizligi ile geligir. O halde, p 6zdegerine

karsilik gelen tek bir 6zfonksiyon vardir. Bu da p 6zdegerinin basitligini ispatlar.

©, ve ¥, (3.2.1) denkleminin

baslangi¢ kosullarimi saglayan c¢oziimleri olsun.

Teorem 3.2.1 geregince her n € [—1, N — 1] i¢in

olmalidir.

Wi, ¥](—1) = vo i = —p_1(pot_1 — ¢_19y) = 1
p_lAcpfl p—1A¢71

bulunur. O halde, her n € [-1, N — 1] i¢in

Wi, ¢](n) =1 (3.2.18)

olur. Bu ise ¢ ve ¢ ¢oziimlerinin lineer bagimsiz oldugunu gosterir. Dolayisiyla

{p, ¥}, (3.2.1) denkleminin temel ¢oziimler sistemini olugturur.
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Dordiincii boliimde sikca kullanilacak olan bir egitlik de buradan elde edilebilir.

Wlp, ](N = 1) = o v = —pr-1(pnVNn_1 — Pr_1¥N)

pPN-1A¢N_ PN-1AY N,
oldugundan ve py_; = 1 esitligi bilindiginden (3.2.18) geregince

ONUN1 — Pna¥y =1 (3.2.19)

esitligine ulagilir.

Ileride ihtiyac duyacagimiz bir teorem ve lemma ispatsiz olarak verilmistir.

Teorem 3.2.4. 0 < k < N—2 olmak iizere i, (3.2.1) denkleminin (3.2.16) Dirichlet

kosulu altindaki 6zdegeri, y,,(\) ise (3.2.1) denkleminin

y-1(A) =0, 5o (A) #0 (3.2.20)

baslangic kosullarim saglayan bir ¢oziimii olsun.

Bu durumda

Yo ()\) » Y1 ()\) )y Y2 ()\) y o YN—-1 ()\)

ifadesinin

A < g ise hic isaret degisimi yok,
fr <A< piyq (0<7r<N—=3) ise (r+1) tane isaret degigimi var,

A > Uy o ise (N — 1) tane isaret degisimi vardir

(Wang ve Shi 2005).
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(3.2.1) denkleminin ¢oziimii olan y,, (), sadece n = —1,0,1, ..., N — 1 tamsay1 nokta-
larinda tanimlanan ve her A sabit sayisi i¢in n degiskenine bagli olan bir fonksiyon-
dur. [—1, N — 1] araligindaki her iki tamsayiy1 lineer olacak gekilde birlegtirerek
n=-—10,...N — 2 icin

Yo(A) = Wnt1(A) = ¥a(N) (2 = n) + yn(N), n<z<n+l

siirekli fonksiyonu elde edilebilir. Bu siirekli fonksiyon yardimiyla agsagidaki lemma

ifade edilebilir.

Lemma 3.2.3. 0 < k£ < N—2 olmak iizere y, (3.2.1)-(3.2.16) probleminin 6zdegeri;
Yn () ise (3.2.1)-(3.2.20) probleminin ¢oziimii olsun.
Bu durumda, n = —1,0,..., N — 2 i¢gin

) W () = yn () ) (@ = 1) + yn (i) n<z<n+l

y—l(:u’k) y U= —1

seklinde tanimlanan fonksiyon (—1, N — 1) araliginda k tane sifir yerine sahiptir

(Wang ve Shi 2005).

Lemma 3.2.4. 0 < k < N — 2 olmak iizere pu; , (3.2.1) denkleminin (3.2.16)
Dirichlet kogulu altindaki 6zdegeri olmak tizere, 1, (11;,) bu problemin bir 6zfonksi-

yonu olur. Yani ¢, (1),
Yy () = Vn_1(1y) =0

kogulunu gergekleyen asikar olmayan bir ¢éziimdiir. Ayrica, 0 < k < N — 2 igin

k tek ise ¥ (1) > 0, (3.2.21)

k ¢ift ise ¥y (1) <0 (3.2.22)

esitsizlikleri gergeklenir. (Sun ve Shi 2006).
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ispat: ©, ve ¥, (3.2.1) denkleminin lineer bagimsiz iki ¢oziimii oldugundan;

le| + |d| # 0 kosulunu saglayan ¢ ve d sabitleri igin

e, (py,) + diy, (1)

¢oztimii (3.2.1) denklemi ile y 1 = yy_1 = 0 kosullu problemin p, 6zdegerine gore

ozfonksiyonudur. ¢_; =1, =1 ve ¢, = 1_; = 0 oldugu gozoniine alindiginda

cp_q(p) +dp_y(py,) = 0
con_1(py) + dpy_y (1) =0

esitliklerinden

dbn_1(y) = 0

elde edilir.

¢ ve d ayn1 anda sifir olamayacagindan ¢ y_, (i) = 0 olmalidir. O halde ¥y _y, p

ozdegerine karsilik gelen bir 6zfonksiyondur. Diger yandan

PrnYn+1 = (pn +pn—1 + qn — /\wn)yn — Pn—1Yn—1
esitliginde; n yerine N — 1 ve y,, yerine 9, (1) alinirsa

pN—1¥N (1) = (D=1 + Pr—2 + qn—1 — Aon—1)U N1 (1) — PN—2 N o (1)

bulunur. py-1 =1 ve ¥n_; (1) = 0 oldugundan

Yy () = —pN—2¥n_o (1)

gergeklenir. Bu durumda py_o > 0 oldugundan v, _,(u;,) ile ¥ (py,) 71t isaretli

18



olur.

n=-1,0,..,N — 1 i¢in, y,(y,) pargali fonksiyonu [—1, N] araliginda siireklidir.

Lemma 3.2.3 geregince;

¥, (1) fonksiyonunun (—1, N — 1) araliginda k tane sifir yeri vardir.

Dolayisiyla; 1, () fonksiyonunun (—1, N — 1) reel araliginda sifir1 yoktur.
Yo(po) = 1 oldugundan;

elde edilir.

V(o) = —pN—2¥n_o(tto) = Y (ko) <0

gerceklenir.

Yine Lemma 3.2.3 geregince

¥, (1) fonksiyonunun (—1, N — 1) reel araliginda bir tane sifir1 vardir.

Y1 (py) = 0,09(pq) =1

oldugundan vy _,(¢;) < 0 bulunur.

Aksi halde v, () fonksiyonunun birden fazla sifir1 olurdu. O halde

Y1) = =py-2¥n_o(i1) = Yn(py) >0

elde edilir.
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Benzer sekilde devam edilirse, 2 < k£ < N — 2 icin

k tek ise ¥ (1) >0
k ¢ift ise ¥y (pg) <0

esitsizlikleri elde edilir.

Teorem 3.2.5. ¢, ve ¥, (3.2.1) denkleminin ¢_; = ¢, =1 ve ¢, =1_; =0

baslangi¢ kosullarimi saglayan c¢oziimleri olsun.

—2 -1
{fudV-cC,cq,c0€Cve Z = Z := 0 olmak iizere,
=0 =0
Zo1=c_1 Ve zy=(p (3.2.23)
baslangic kosullariyla verilen
—V (pnAz) + (¢ — Mwn)zn =wyf, ,n€[0,N—1] (3.2.24)

denkleminin tek bir z ¢oziimii vardir ve bu ¢oziim

n—1
Zn = C_1,, + Co¥,, + ij(¢n¢j - ¢j¢n)fj n € [=1,N]
j=0

ile verilir. (Wang ve Shi 2005).
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ispat. z, (3.2.1) denkleminin bir ¢oziimii ise, ¢, ve 1, lineer bagimsiz ¢oziimler

oldugundan, A, ve B, sabit olmak iizere, n € [—1, N| i¢in
2n = A @, + Bpt, n € [—1,N] (3.2.25)
yazilabilir. Bu durumda

= AnA(tDn + ()On+1AAn + BTLAwn + T/Jn+1ABn

bulunur. Burada sabitlerin degisimi yontemi kullanilirsa
Oni1AA, + 1, AB, =0 ne[—1,N—1] (3.2.26)
olmak tizere

-V (pnAzn) = _V[pn(AnASOn + BnA@bn)]
- _V[AnpnAQOn + BnpnAqu)n]
= _Anv(pnASOn) - (VAn)pnflAQOn—l - B,V (pnﬁwn) - (VBn)Pn—lﬁ%q

esitligi elde edilir. ¢,, ve ¥, , (3.2.1) denkleminin ¢tziimleri oldugundan

=V (pudz,) = AQwnp, = 4up,) + Ba(Awnth, — aatby,)
—(VA)pn-18¢, 1 — (VBr)pp-1A¢, 4
= (Awn = @) (Anpy, + Bathy) — (VAR)pu1Bpy g — (VBr)pn-1A¢,
= (Mwn = @)zn — (VAP 1A, — (VBu)pn 1A,

saglanir. Dolayisiyla n € [0, N — 1] igin

(VAn)pn—lASOn—l + (VBn)pn—lAwn—l =V (pnAZn> + (Awn - Qn)zn
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olup
(VAn)pnflAgpnfl + (VBn)pnflAwnfl - _wnfn (3227)

esitligi elde edilir. (3.2.27) esitliginin n = N i¢in de gergeklendigini kabul edelim.
Bu ek kogul, [-1, N] araligindaki A,, ve B,, sabitlerini bulmamiza yardimc olacaktur.

Bu durumda, fy bir kompleks say1 olmak iizere
(VAN)prlASDN_l + (VBn>pN71A¢N_1 = _waN

esitligi saglansin. O halde (3.2.27) esitligi n € [0, N| igin gergeklenir.

Diger yandan (3.2.26) ile gosterilen ifadenin de
0 VA, +¢,VB, =0 nel0,N] (3.2.28)

ifadesine denk olacag agiktir. (3.2.27) ve (3.2.28) esitlikleri dikkate alinip, Cramer

Kurali uygulanirsa

VAn - W wnwnfn ve VBn -

[907 1/’](” - 1)

n € [0, N]

elde edilir. Baglangi¢ kogullarindan

bulunacagindan

VA'n, — _wnwnfn ve VBTL - _wngpnf'fl T S [0’ N]
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bulunur.

AO_A—l = wo@%fo
A=Ay = wifi

Anv_1 —An—2 = wynaYy_ [N

Ay — Ay = wNwaN

yazilabileceginden, n € [—1, N| i¢in
An= At D witily
=0

ve benzer sekilde

B,=B.1—Y wp;f;
=0

elde edilir. Buldugumuz A,, ve B, katsayilarini (3.2.25) esitliginde yerine yazarsak
Zn = (Al + ijwjfj> Y, + (Bl - ijgpjfj> %L n € [_17 N]
=0 j=0
esitligi elde edilir. Bu egitlik daha acik bicimde yazildiginda ise
n—1
n = A—ltpn + B—lwn + Z wj(gpnwj - ijrwn)fj N € [_17 N]
j=0
esitligine ulagilir. Ayrica z_; = ¢_; oldugundan ve baglangi¢ kosullarindan
-2
2 = ALp  +Bad  + ) .

J=0
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saglanir ve buradan

A*l =C_1 (3229)

oldugu goriiliir. Benzer sekilde, zy = ¢y oldugundan ve baglangi¢ kosullarindan

-1
2 = A_1py+ B_19g + Z .

j=0

- B,

saglanir ve buradan da

B,l = C (3230)

oldugu goriiliir. Sonug olarak; (3.2.27) ve (3.2.28) esitlikleri yardimiyla

n—1
Zp = C1¥, + CO@/Jn + Z w](gpnd}j - (quybn)fj N E [_1’ N]

=0

elde edilir ki, bu da ispati1 tamamlar.
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4.0ZDEGERLERIN SIRALANMASI

0<j<N-—1ign \;(e"K) ile, (3.2.1)-(3.2.2) sinr deger probleminin

)\O(eiO‘K) S Al(eio‘K) S AQ(GiQK> S S )\N_1<€iaK>

seklinde siralanan ¢zdegerleri gosterilsin. Acgikca goriiliiyor ki

a = 0 ise, \j(K) periyodik problemin 6zdegeri,

a = 7 ise \;(—K) anti-periyodik problemin 6zdegeri

olacaktir. Bu boliimde 0 < a < 7 icin bu 6zdegerlerin siralanmasinda kullanilacak

olan baz1 6nermeler verilecek, bu 6nermeler yardimiyla bazi sonuclara varilacaktir.

Onerme 4.1. \ € C ve

fOA) = kaon_1(A) +kiAy 1 (A) — (ko — E3)Y 1 (N)

seklinde tanimh olmak iizere, A sayisimn (3.2.1)-(3.2.2) probleminin bir tzdegeri

olmasi icin gerek ve yeter sart

f(A) =2cosa (4.1)

olmasidir. Ayrica

on_1(A) = ks

Apy_1(N) = 6 (ks — k
\ cok kath ozdegerdir s § N1V = €k =) (4.2)

2ﬂ]\/—l@‘) =0
Ay 1 (N) = ks

onermesi dogrudur (Sun ve Shi 2006).
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ispat. v, ve ¥, (3.2.1) denkleminin lineer bagimsiz iki ¢oziimii oldugundan, A

sayisinin, (3.2.1)-(3.2.2) probleminin bir 6zdegeri olmasi igin gerek ve yeter sart

Crp, + Cay, (IC1] +1Cs| # 0) (4.3)

ifadesinde (3.2.2) sinir kogullarim saglayacak bigimde Cy, Cy sabitlerinin mevcut ol-

masidir. 11k smir kosulu yerine yazildiginda
Crpn—1 + Cotpy—q = k1 (Crop_y + Cop_y)
esitligi, ardindan (3.2.17) baslangi¢ kogullarinin yardimyla da
Ci(oy 1 — k1) +Catpy_, =0 (4.4)
esitligi elde edilir. Ikinci simir kosulu yerine yazildiginda ise

A(Crpy 4+ Capyq) = €ka(Crp_y + Catp_y) + €“ksA(Cro_y + Cotp_y)
= €iak201 + €iak3A<—Cl + Cg)
= Cl(eiakfg - Giakg) + Cgeiak’g

ve dolayisiyla
Cl [A(:DNfl — Gia(kg - k‘g)] + CQ(AQ/)Ni]_ — Giak’g) =0 (45)

esitligine ulagilir. (4.4) ve (4.5) esitlikleri kullamlarak

On_1(A) — €k Yy_1(N) Gy

. . =0 (4.6)
Apy_1(A) — e (ky — k3) Ay 1(N) — ek3) Cy

sonucuna varilir. C; ve Cy ayni anda sifir olamayacagindan (4.6) denklem sisteminin
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agikar olmayan bir ¢oziimiiniin olabilmesi icin gerek ve yeter sart

A\) — ek A
det SON—1(> € R ¢N—1() —0

Apy_1(A) = (ks — k3)  Ahy_1(N) — €k3)
olmasidir. Buradan
lon 1 (A) = e R][Avy 3 (A) — €hs)] — [Apy 1 (A) — € (ka — k3)]thy 1 (A) =0
esitligi saglanmalidir. (3.2.17) ve (3.2.19) esitlikleri dikkate alindiginda
1+ 2e —e[f(A\)] =0

bulunur. Buradan da

ve dolayisiyla

esitligine ulagilir.

A dzdegerinin ¢ok kath olmasi i¢in, yani (3.2.1) denkleminin (3.2.2) sinir kogullarin:
gergekleyen lineer bagimsiz iki ¢oziimiiniin olmasi igin gerek ve yeter sart ise (4.6)
sistemindeki katsayilar matrisinin bilegsenlerinin 0 olmasidir. Biitiin bilesenler tek
tek sifira egitlendiginde
pn-1(A) =€
Apy_1(A) = e (ks — ks)
Yn_1(A) =0
Ay 1 (N) = ek

esitlikleri elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.
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Sonug 4.1. a € (—m, 7] ve 0 < j < N — 1 olmak iizere
)\j(emK) = >‘j (G_iaK)
esitligi gergeklenir (Sun ve Shi 2006).

Onerme 4.2. 0 < k < N — 2 icin g, (3.2.1) denkleminin y 1 = yy_1 =0

Dirichlet kogullar altindaki 6zdegeri olsun. Buradan k3 > 0 olmak iizere
k tek ise f(u) = 2,

E cift ise f(p;,) < —2

esitsizlikleri gergeklenir (Sun ve Shi 2006).
Ispat. & tek olsun. Onerme 4.1. dikkate alindiginda

FQ) = kson 1 (pg) + F1 AN () — (k2 — k3)n 1 (1)

olmahdir. Lemma 3.2.4 geregince

Yy () = ¥n_1(iy) =0

esitligi ve (3.2.19) esitligi kullamlarak, ayrica kiks = 1 egitliginden yararlamlarak

1

TG ) oo

fuy) =

bulunur. (4.7) ifadesinden

k3% (1) — 2kt (1) + 1
1ty (pag)
[kt () — 1]2
K1) ()

fuy) —2

sonucu elde edilir.
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Lemma 3.2.4 geregince k tek iken v () > 0 oldugu bilindiginden

flpg) =220

yani

esitsizligi gergeklenir.

Benzer gekilde kabul edelim ki, k ¢ift olsun. (4.7) esitliginin her iki tarafina 2 reel

say1s1 eklendiginde
1y (i) + 102

kb (1)
elde edilir. Yine Lemma 3.2.4 geregince, k ¢ift iken ¢ (1) < 0 oldugu bilindiginden

fl) +2 =

fuy) +2<0

olup bu durumda

esitsizligi gergeklenir.

Onerme 4.3. k; > 0 olmak iizere,

(i) f(A) = 2(veya f(A) = —=2) ve f(A) =0 olmas i¢in gerek ve yeter sart o = 0
(veya o = m) iken A sayisinin (3.2.1)-(3.2.2) probleminin ¢ok kath 6zdegeri olmasidur.

(1) 0 <1 < N —2igin A = y, iken f(A\) = 2(veya f(A) = —2) olmasi i¢in gerek ve

yeter sart o = O(veya o = ) iken A sayisinin (3.2.1)-(3.2.2) probleminin ¢ok kath

ozdegeri olmasidir.
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(11i) 0 < i < N —2igin A # u, iken f(A) = 2(veya f(A\) = —2) olmasi i¢in gerek
ve yeter sart v = O(veya a = m) iken A sayisimin (3.2.1)-(3.2.2) probleminin basit
ozdegeri olmasidir

(Sun ve Shi 2006).

Ayrica
f'(A) <0 ) A < i
(=D f'N) >0 p<A<pyy , 0<r<N-=3
(—)N-2f()) > 0 LA iy
olmaldir.

Ispat. (i) f(\) = 2 (veya f(\) = —2) ve f/(\) = 0 olsun. ¢, ve v, (3.2.1)

denkleminin iki ¢6ziimii oldugundan, her n € [0, N — 1] i¢in

—V[pnAp,(N)] + gne,(A) = Awnp,(N)
—V[pnﬁ%()\)] +Qn¢n()‘) = )\wn%()\)

egitlikleri gerceklenir. ¢, ve ,,, A ya gore polinom olduklarindan iki denklemin de

A ya gore tiirevleri alindiginda

—VpaAg, (N + (0 — Awn)p,(N) = wap,(A)
—V[pnA%()\)] + <Qn - )\wn)iﬂ;()\) = wn%()\)

bulunur. ¢, ve v, ¢oziimlerinin baglangi¢ kosullart ¢_; =19y =1ve ¢y =1¢_; =0

oldugundan
== pp=9",=0 (4.8)

esitlikleri gerceklenmelidir. Teorem 3.2.5’in hipotezlerinde

c.1 = ¢=0
fo = ¢,(N)(yadaip,(N))
zZn = ¢p(N)(ya da ¢, (N))
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alindiginda, bu teorem geregince

AN = w00~ 0] e 1]
U = ijw V)~ W] e 1)

esitlikleri elde edilir. Bu esitlikler yardimiyla ise
ijw JAG, (V8N = o;(NAYx (V)] (49)
ifadesine ulagilir.

Onerme 4.1 de tanimlanan f fonksiyonunun \ ya gére tiirevi alinip, yukarida bulunan

esitsizlikler yerlerine yazildiginda

') = ka@?v 1(A) + kAP 1 (A) = (k2 — k)t 1 (A)

= ks Z wip;(Men—1 (NP (A) = ;N1 (V)]
+hy Z with (N [Apy_ (Ve (3) = ;N1 (N)
—(ky — k) Z with (V)1 (N (N) = @, (N_1 (V)
ifadesine ulagilir. Bu esitlikte

0;j = [FApy_q— (k2 — kS)@NﬂW?
HlEson_1 — kiAYy_y + (k2 — ka)¥n_1]1;0; — kst 105

alindiginda

N-1
= wd,
j=0
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seklinde yazilabilir. Ayrica

kson_1 — k1A g + (k2 — k3)Y 4

klA(pN—l - <k2 - k‘3)90]\7—1

AN = 2
) kspn_1 — kiAYy_y + (k2 — k3)dy_y I
: sty
seklinde tanimli A matrisi yardimiyla her j € [0, N — 1] igin
¢,
0j = ( Y @, )A !
wj
olarak bulunur. A matrisinin determinanti hesaplanirsa
det A(A) = —ksoy 1(AN)[k1Apy 1 (A) = (k2 = k3)on 1 (A)] (4.10)
_ [kapn—1(N) = kiApy 1 (A) + (ke — ka)poy 1 (V)]
4
- ey
4

elde edilir. f(\) = 2(veya f(\) = —2) durumu g6z 6niine alindiginda

det A(A\) =0

oldugu kolayca goriiliir. O halde

—k3on_1 (M) [F1Apx_1(A) = (k2 — k3)pn_1(N)]

[Fson 1 (A) = k1A 1 (A) + (k2 — ks) oy (V)]
4

esitligi elde edilip, bu esitlik J; ifadesinde yerine yazilirsa

[Fzon_1(A) = BiAYy_1(A) + (ko — k3) 1 (N)] ?
STTRNOY v

0; = —k3y_1(N) Spj()‘) -
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bulunur. 0 < j < N — 1 olmak {izere, her bir §, nin isareti aymi olacagindan,
herhangi bir A sayis1 igin f/(A) = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart her bir ¢, nin sifir

olmasidir. Bagka bir ifadeyle,

¥

Her j € [0,N 1] igin d; = (4 ¢, )4
©j

=0
olmahdir. ¢, ve 1, lineer bagimsiz ¢oziimler oldugundan A matrisi 6zdeg olarak
sifir olmalidir. O halde
pn-1(A) = €k
Apy 1 (A) = €k — ks)
Yy_1(A) =0
Ay 1 (N) = ks

esitlikleri gerceklenir. Bu da A ¢zdegerinin cok katlhiligini ispatlar.

(i) f(A) = 2(veya f(A\) = —=2) ve 0 < i < N — 2 i¢in A = p; olsun. (4.10) esitligi
yardimiyla

kson_1(N) — ki AWy (A) + (ks — k3)by_ (A 2
6j=—k3¢N1(A)(<pj(A)  kspna(N) ;ﬂkgwjv(jg)( JUn_1(A) %(A))

olarak bulunur. Buradan da

N-1 2

, kypn_1 — k1 Aby_y + (ks — k)t

= ks 3w ( o - 3PN-—1 — k1 ;Dkz;/wlN 1( 2 — k3)¥n_y %) (4.11)
=0 -

esitligine ulagilir. Bu esitlikte 0 < i < N — 2 i¢in ¢y _;(1;) = 0 oldugundan ayrica

lim kspn_1(A) = kiAYy_1(A) + (k2 — k3)y_1(N)
A—p; 2k3¢N—1(>‘)

(4.12)
limitinde pay ve paydamn her ikisi birden sifira egit olacagindan L' Hospital kural
geregince bu limit

i T () = B AU L)+ (s = k), ()
A= p 274’3%\/—1()\)
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haline doniigiir. 0 <7 < N — 2 igin u; 6zdegerleri basit oldugundan ¢y _;(;) # 0

olmalidir. Dolayisiyla

kspy (M) = ki APy 3 (A) + (ks — ks)dy 1 (M)

, €R
k3’1 ()

bulunur. O halde f’(y;) = 0 gergeklenir. (i) geregince a = 0 veya a@ = m durumunda

A Ozdegerinin ¢ok katliligr ispatlanmig olur.

(i17) f(\) = 2(veya f(A\) = —=2) ve 0 < i < N — 2 igin A # y; olsun. Bu durumda
Yy_1(p;) # 0 olacagindan ¢ok kathilik icin gereken (4.2) sartlarindan en az biri

saglanmamis olur. O halde \ 6zdegeri basittir.

Ayrica (4.11) egitliginden f’ ile 1y _; zit igaretli olmalhidir. Teorem 3.2.4 dikkate

alindiginda

A < p ise

%()\)7%()\)#/}2()\)» "'7¢N71()‘> (413)

ifadesi hig igsaret degistirmez. Baglangi¢ kogullarindan ¢,(\) = 1 oldugu bilindigin-
den ¥ y_1(A) > 0 olmahdir. O halde f'(\) < 0 esitsizligi gergeklenir.

0<r<N—-3igin p, <X < p, ., ise (4.13) ifadesi (r + 1) kez isaret degistirir. Bu
durumda

sgnltyy_1(N)] = (_1>T+1

esitligi ve buradan da

sgn[f'(N)] = (=1)""H(=1) = (1)

esitligi saglanir. O halde
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olur. Bu sebeple

esitsizligi gergeklenir.
A > o ise (4.13) ifadesi N — 1 kez isaret degistirir. O halde

sgn[y (V)] = (1)

olacagindan

sgn[f' (V)] = (=)= = (-1)"?

esitligi elde edilir. Buradan ise

sgn[(=1)" (V)] =1

esitligi gerceklendiginden
(=D)Y2f(N) >0

olmalhdir ki bu da ispat1 tamamlar.

Onerme 4.4. a # 0 ve —m < a < 7 olmak iizere, (3.2.1)-(3.2.2) probleminin

ozdegerleri basittir (Sun ve Shi 2006).

Ispat. a # 0 ve —7 < a < 7 alahm. ), (3.2.1)-(3.2.2) probleminin 6zdegeri

oldugundan Onerme 4.1 geregince f (\) = 2 cos a olmalhdur.

. 1
Onerme 4.3 de olugturulan A matrisi i¢in det A = —1 f2(\) + 1 oldugu dikkate
alinirsa

1 1
detA:—Zf2()\)+1:—140052044—1 >0

esitsizligine ulagilir.
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ksoy 1 — ki Aoy g+ (k2 — ks) ¥y
2

_k3¢N71

ki Aoy g — (l@ - ]‘53) ¥PN-1

kson 1 — ki Dby + (ke — ks) Yy
2

A=

simetrik matrisi

a = kl A ON_1 — (kQ - k3) ¥YN-1
ksony 1 — k1 Ay g+ (ko —ks) Yy
2

¢ = —k3y_,
alinarak elementer operasyonlar yardimiyla kosegenlestirildiginde

a b ab? 0
b ¢ 0 a(ac—10?)

matrisi elde edilir. Bu operasyonlarla elde edilen matrisin 6zdegerleri, A matrisinin

ozdegerleri ile ayn1 olmalidir. O halde bu 6zdegerler

)\1 = a62
Ay = a(ac—b2)

seklinde olmak iizere iki tanedir. det A(\) = ac—b* > 0 ve b # 0 oldugu bilindiginden
A1 ile Ay ozdegerlerinin igsaretleri ayni olmalidir. Bagka bir ifadeyle, A matrisinin
ozdegerlerinin ikisi de ya pozitif ya da negatif olmalhdir. Bu sekildeki bir matrise

pozitif tanimh veya negatif tanimlidir denir. O halde,
Her j € [0, N —1] i¢in ; >0 yadad; <0

gerceklenir.
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Kabul edelim ki, A (3.2.1)-(3.2.2) probleminin ¢ok katli 6zdegeri olsun. O halde,
Onerme 4.1 geregince
pn_1(A) =€k
Apy_1(AN) = e (ks — ks)
Yn-1(A) =0
Ay 1 (N) = ks

egitlikleri gergeklenir. Buradan da

k?3¢N—1()‘) =0
kspn_1(A) — (k2 — k3)py_1(A) =0
kson_1(A) = k1AYy_1(A) + (k2 — k3)n_1(A) =0

esitlikleri elde edilir. O halde A matrisinin biitiin bilegenleri sifir olmalidir. Bu
durumda A matrisi sifir matrisi olacagindan 0 < 5 < N — 1 i¢in §; = 0 olmahdir.
Simetrik bir A matrisinin pozitif tanimli olmasi i¢in her X # 0 matrisi igin

XAXT > 0, benzer sekilde negatif tamimlh olmasi icin de her X # 0 matrisi icin
XAXT < 0 olmahdir. Halbuki

v;
©j

0§j§N—11g1n5j=<¢j S0].),4 —0

bulunmasi1 A matrisinin pozitif ya da negatif tanimh olmasiyla celigir. O halde A

ozdegerleri basittir.

Onerme 4.5. ks > 0 olmak iizere, f(vo) > 2 olacak sekilde bir vy < p, sabiti
vardir (Sun ve Shi 2006).

Ispat. ¢y _;, A mmn (N-1)-inci dereceden polinomu, ¢ _; de A nin (N-2)-inci derece-

den polinomudur. Boylece

V1 (A) = (DN ANAY + Ay AT+ A
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seklinde yazilabilir. Bu durumda, n € [0, N — 1] i¢in

Wo1...WN—
AN: ow1 N-1 >0
Pop1---PN-1

oldugundan

FO) = kson 1 (A) + kiddy (V) = (k2 = ks)y 1 (A) = (=1)VANAY + h(N)

elde edilir. Burada h(\) polinonomu N-1 den biiyiik olmayan dereceye sahiptir.

lim f(\) = lim |[(=\Y Ay +h(\)| =400

A——00 A——00

gerceklenir. Onerme 4.2 yardimiyla f(v¢) > 2 olan vy < ju, seklinde bir v, sabiti

oldugu gortiliir.

Onerme 4.6. N tek ise, f(£,) < =2 ve g < fi; < ... < fiy_o < & olacak sekilde
en az bir £, sabiti vardir.
N gift ise, f(ny) > 2 ve py < py < ... < piy_o < 1 olacak sekilde en az bir 7, sabiti
vardir (Sun ve Shi 2006).

Ispat. Onerme 4.2 geregince

N tek ise  f(uy_s)
N it ise  f(py_y)

Vv

2

IN

-2
esitsizlikleri elde edilir. Onerme 4.5 geregince ise

FO) = (=1)VANAY + h(N)

oldugundan
N tek ise, /\l—lgloof () = —o0
N cift ise, /\liI-'P f(A) =400
bulunur.
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Dolayisiyla
N tek olmak tizere; £, > puy_o ve f(€,) < —2 olacak sekilde en az bir £, sabiti,

N cift olmak iizere, nq > py_o ve f(n,) > 2 olacak sekilde en az bir 7, sabiti vardir.
Onerme 4.7. 0< k< N —2 icin, k3 > 0 olmak {izere

ktek, f(u) = 2ve f' () =0ise " (1) <0

kocift, f () = —2ve f'(w) =0ise " () >0

esitsizlikleri gergeklenir (Sun ve Shi 2006).
Ispat. ks >0, k tek, f (1) = 2 ve f'(y,) = 0 olsun.

Onerme 4.3 geregince f'(\) = 0 ve f(\) = 2 olmas icin gerek ve yeter sart, A
saysinin (3.2.1)-(3.2.2) probleminin ¢ok kath 6zdegeri olmasidir. O halde 0 < k£ <
N —2igin iy, (3.2.1)-(3.2.2) probleminin ¢ok kath szdegeridir. Onerme 4.1 geregince

a = 0 iken

(k)

Doy y (1) = ko —ks
()
(k)

esitlikleri saglanmalidir.
F) =ksoy 1 (A) + k1 Dby g (A) = (ke = s) ¥y (A)
denkleminde \ degigkenine gore 2 kere tiirev alinirsa
F" () = kaoly_y () + ko Ay () — (k2 — K3) ¥y (1)
elde edilir.
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(3.2.19) ile verilen oyt y_; —¢@n_1¥n = —1 denkleminin A ya gore birinci tiirevinden
PNt T OnUno1 — Evaa¥n — vy
esitligi, ikinci tiirevinden ise
PN n—1 T ONY v F NN ON N1 — vty — P — vy — evo1d
2 (‘P;\ﬂ/’;\fq - ‘P/N—HUIN) = (kSSOIJ,\r—l + ki A @DIJ(/—l — (k2 — k3) @Dgf—l)
esitligi elde edilir. O halde

J" () = 2 (D () Wy () — @y () Uy (111,)

gerceklenir. Diger yandan

N-1 N—2
QplelN—l - @?v-ﬂ%v = Z W;iP; (SON% - Spj%v) . Z wy (SONfle - ijwal)
j=0 Jj=0
-2 N—1
- W;ie; (@N—l% - @jl/}N—l) Z wﬂ/)j (@N% - @j¢N)
=0 j=0
N-1 2 N2 N—1
= ( wj%-%) - Z W Z w;i);
7=0 7=0 7=0

bulunur. ¢,, ve ¢, [—1, N|] araliginda lineer bagimsiz oldugundan Holder
esitsizliginden, f” (u,) < 0 esitsizligine ulagilir. Benzer sekilde iglemler yapilirsa,

k cift, f(p,) = —2 ve f'(u;) = 0 oldugunda ise f” (p;,) > 0 esitligi elde edilir.
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Teorem 4.1. k3 > 0 olsun. a # 0 olmak iizere, —m < «a < 7 igin agagidaki

esitsizlikler gerceklenir:

(i) N tek ise

Ao (K)

A\

o (69K < Ao (—K)
A

IA

1 —K) A1 (BZOK) <M (K)

IN

(
<
)\2 (K) < )\2 (GiaK) < )\2 (-K)
(

IN

A3 —K) < A3 (emK) < A3 (K)

IN

AN_2 (—K) < AN_2 (eiO‘K) < AN—_2 (K)

IN

AN—1 (K) < AN—_1 (emK) < AN—_1 (—K)

(11) N cift ise

>
S
s}

A

0 emK) < Ao (—K)

Ao (

M (—K)
(
(

IN

M (69K) < A (K)

IN

<
Ao (K) <X (e“K) < X (—K)

IN

)\3 —K) < /\3 (emK) < )\3 (K)

IN

AN_2 (K) < AN_2 (emK) < AN_2 (—K)

IN

>\N—1 (—K) < )\N—l (BWK) < >\N—1 (K)

(Sun ve Shi 2006).
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Ispat. k3 > 0 ve a # 0 olmak iizere, —7 < o < 7 olsun. Dordiincii boliimdeki

onermeler, Teorem 3.2.3 ve ara deger teoremi kullanilirsa,

N tek ise

IN

< )\0 (BWK) < )\0( )

Vo

IN

o <A1 (—K) < A (€9K) < M\ (K) < gy

IN

2(€Za )<)\2 K)

(=
fy S A3 (—K) < X3 (€“K) < A3 (K) < pug

INIA

IN

Ha_3 < An_2 (K) < AN_2 <€iaK) < AN_2 (—K)

fin—o < Avo1 (—K) < Ay-1 (€°K) < Ay-r (K) < &

IA

N ¢ift ise

IA

Vo >\0 (K) < )\0 <€iaK> < )\0 (-K)

IN

Ko <\ (—K) <M (emK) <A\ (K)

IN

fy < Ao (K) < X (6°K) < X (—K)

IN

o < A3 (—K) < A3 (emK) < A3 (K) < s

IN

Hn_3 < Ay_2 (K) < AN_2 (emK) < AN_2 (—K)

IN

fin—s S An-1(=K) < Avor (€9K) < Av-1 (K) < g

gerceklenir.
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Sonug 4.1. a € (—7,0) ise e K = €™ (—K) ve a € (0,7) ise

K = ") (~K) esitlikleri gerceklendiginden K yerine —K matrisi, (—,0)
araligindaki a yerine 7 + «, (0, 7) araligindaki « yerine ise —m + « alinarak

—m < a < 7 igin k3 < 0 olmasi durumunda da Teorem 4.1 deki siralama bagintisinin

aynisina ulagilir.
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