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TOPOLOJIDE SECME PRENSIPLERI
ALi EMRE EYSEN
0z

Bu tezin amaci kogegenlestirme yontemi olarak da bilinen se¢cme prensipleri teorisi
tizerine bir derleme yapmak ve topolojik oyunlarla olan iligkilerini incelemektir.

Tez beg boliimden olugsmaktadir. Birinci boliimiinde se¢gme prensipleri teorisinin
tarihi hakkinda kisa bilgiler verilmis ve Si, Spin ve Uy, klasik secme yontemlerinin
uyarlanmasindan bahsedilmigtir. Ikinci boliimde; tez igerisinde kullanilacak olan genel
tammlara yer verilmistir. Uciincii boliimde; T, Q, A, O acik ortii smuflar ve Sy, S fin
Uyin klasik secme yontemleriyle elde edilen siiflar arasindaki kapsamalar incelenmis ve
bu kapsamalar semalarla verilmistir. Dordiincii béliimde; bir 6nceki boliimde semalarda
verilen siniflar arasindaki egitlikler gosterilmig, Cantor kiimesinin bu siiflardan hangi-
lerinde olup, olmadigr incelenmis ve son olarak ozelliklerin korunmasina deginilmistir.
Besinci boliimde; Menger, Rothberger ve Hurewicz 6zelliklerinden uyarlanan topolojik
oyunlar tanitilmig ve bu oyunlarla siniflara ait olma kosullar1 karakterize edilmistir.
Anahtar Kelimeler: Acik ortii, genig ortii, y-6rtii, w-orti, Hurewicz, Menger, Roth-
berger, Cantor kiimesi, topolojik oyunlar.
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SELECTION PRINCIPLE IN TOPOLOGY
ALI EMRE EYSEN
ABSTRACT

The aim of this thesis is to make a compilation on the theory of selection princip-
les which is also known as the diagonalization processes, and to examine its relations
with topological games.

The thesis consists of five sections. In the first part, short information about the
history of the theory of selection principles were given and the motivation of Si, Sgip
and Uy, classic selection methods were discussed. In the second part, the general
definitions used in the thesis were given. In the third part; the inclusions between I, €2,
A, O cover classes, and classes obtained by &1, Sy, and Uy, classic selection methods
were examined and given in diagrams. In the fourth part, equivalences between classes
given in the diagrams in the previous part were shown, in which of the classes there
exists or there doesn’t exist the Cantor set were examined and finally the preservation
of the properties were mentioned. In the fifth part, topological games adapted from
Menger, Rothberger and Hurewicz properties were introduced and belonging conditions
to classes were characterized with these games.

Keywords: Open cover, large cover, v-cover, w-cover, Hurewicz, Menger, Rothberger,
Cantor set, topological games.
Supervisor: Assoc.Prof.Dr Selma OZCAG
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINI

: Dogal sayilar kiimesi

: S1(A, B) Se¢me yontemi

: Stin(A, B) Segme yontemi

: Upin(A, B) Segme yontemi

: X kiimesinin sonlu alt kiimelerinin ailesi

: X topolojik uzay lizerine G oyunu

: .Oyuncu'nun G(X)’de kazanma stratejisi vardir

: .LOyuncu'nun G(X)’de kazanma stratejisi yoktur

: w'nin sonlu dizilerinin ailesi

: 7 sonlu dizisine [ sonlu dizisinin eklendigini belirten simge
: Sonlu sayida n diginda tiim n’ler icin

: Bir topolojik uzayin sayilabilir acik ortiilerinin ailesi

: Kanitin bittigini belirten simge



1 GIiRiS

Kosegenlestirme yontemi olarak da bilinen Se¢gme Prensipleri Teorisinin uzun bir
tarihi ge¢gmigi vardir. Georg Ferdinand Ludwing Philipp Cantor (1845-1918), 1874
yilinda reel sayilar kiimesinin sayilamaz oldugunu kanitladiktan sonra kanitta kul-

landigr tinlii kogegenlestirme yontemi, agagida verilen sekilde, matematikte yeni aras-

tirmalar ortaya koymustur.

“Bir tiire ait matematiksel nesnelerin (A4,, : n € w) dizisi igin, belirli bir
kurala gore her A,’den bazi elemanlar secildiginde, secilen elemanlarim aymni

veya farkli tiirde bir matematiksel nesne olusturmasi.”

Genel olarak, bu yontemi kullanan matematik dalina Se¢me Prensipleri Teorisi
denir.
Asagida verilen tig temel segme yonteminin tanimlar: ve notasyonlart 1996 yilinda

Marion Scheepers tarafindan [8]’de verilmigtir.

Bir X topolojik uzaymnin sayilabilir agik ortiilerinin ailesi O ile gosterilsin. A ve B,

O’nun bogtan farkli iki alt kiimesi olmak tizere;

a) Si(A, B) yontemi:
A’nin elemanlarindan olugan her (U, : n = 1,2,3,...) dizisinden, Vn € w igin bir
U, € U, segerek, B’de bir {U,, : n =1,2,3,...} elemam elde etmektir.

b) Syin(A, B) yontemi:

A’nin elemanlarindan olugan her (U, : n = 1,2,3,...) dizisinden, Vn € w igin bir

sonlu V,, C U,, kiimesi segerek, B’de bir |J V, eleman: elde etmektir.

n=1

c) Upin(A, B) yontemi:

A’nin elemanlarindan olugan her (U, : n = 1,2,3,...) dizisinden, ¥n € w i¢in
bir sonlu V,, C U,, kiimesi segerek, B’de bir {UV, : n = 1,2,3,...} eleman elde

etmek ya da dn € w icin UY,, = X olmasidir.

Simdi bu segme yontemlerinin tarihi ge¢misleri ve ¢ikig noktalarini anlatalim.



S; Yontemi
Félix Edouard Justin Emile Borel (1871-1956), 1919 yilinda metrik uzaylar i¢in agagi-
daki tanimi vermistir.

(X, d) metrik uzaymnda pozitif reel sayilardan olugan keyfi (¢, : n € w) dizisi ve-
rildiginde, Vn € w ic¢in Capy(U,) < €, olacak sekilde X'in bir {U, : n € w} agk
ortiisii varsa, X'e kuvvetli 6l¢iimi sifir denir.

Fritz Rothberger (1902-2000), 1938 yilinda Rothberger 6zelligi olarak bilinen yeni
bir orti ozelligi tanimladi.

X topolojik uzaymim agik ortiilerinden olusan keyfi (U, : n € w) dizisi verildiginde
Vn € w igin bir U,, € U,, segerek X'in bir {U,, : n € w} acik Ortiisiiniin elde edilmesi.[1]
(Scheepers’in notasyonuyla S; (O, O))

Rothberger [1]’de bir metrik uzay Rothberger 6zelligine sahipse kuvvetli 6lgiimii si-

fir oldugunu gostermistir.

Stin YOntemi
Karl Menger (1902-1985), 1924 yilinda metrik uzaylar i¢in yeni bir kavram olan Menger
taban ozelligini su sekilde vermistir.

(X,d) metrik uzaymim her B tabani i¢in, B’de bir (B, : n € w) dizisi vardir ki
{B,, : n € w}, X’in bir ac¢ik ortiisii olmak iizere lim,, o, Capy(B,) = 0'dir.

Witold Hurewicz (1904-1956), 1925 yilinda asagidaki teoremi kanitladu.

(X, d) metrik uzay1 Menger taban ozelligine sahiptir < X’in agik ortiilerinin keyfi
(U, : n € w) dizisinden, Vn € w i¢in bir sonlu V,, C U, kiimesi secerek X’in |J V,

new

seklinde bir acik ortiisii elde edilebilir.

Boylece, bu teoreme gore “Menger taban ozelligi” ile Menger ozelligi olarak bilinen

Stin(O, O) birbirine denktir.

Uyin, YOntemi
Hurewicz kendi adi ile bilinen Hurewicz ozelligini su sekilde vermigtir.
X topolojik uzaynm agik ortiilerinin her (U, : n € w) dizisine kargilik
1. Vn € wigin V, € [U,]<¥
2. X = N UV

n=1m>n



kosullarim saglayan bir (V, : n € w) dizisi vardir. Tanmimdan kolayca goriildiigii gibi 2
kosulu “(Vz € X), (Vo°,x € UV,)” ifadesiyle aymdir.
Hurewicz 6zelligi Scheepers’in notasyonuyla Uy, (O, I')'min baska bir formuna denk-

tir.



2 ONBILGILER ve TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde ilerleyen boliimlerde kullanilacak olan, genel topolojide sik sik rast-
ladigimiz tanmimlara yer verilecektir. Kaynak olarak [2], [5], [13], ve [14] kullanmilmigtir.
Anlagma: Bu ¢aligmada ortii dendiginde, agikar olmayan sayilabilir bir acik ortii ifade

edilir.
Tamim 2.0.1 X bir kilme ve A C X olsun. Eger bir 4 C P(X) ailesi i¢in
Ac U
saglaniyorsa, bu U ailesine A alt kiimesinin bir drtist denir.
Tanim 2.0.2 U, X’in bir ortiisii olsun. Eger
VU eU),U C X
saglaniyorsa, U’ya X’in asikar olmayan ortisi denir.

Tanim 2.0.3 U/, X kiimesinin bir ortiisti olsun. Eger her U € U i¢in U\{U} ailesi X

icin bir ortii olmuyorsa, U’ya X'in bir indirgenemez ortisi denir.

Tanim 2.0.4 X bir topolojik uzay ve U, X’in bir ortiisii olsun. Eger U 'nun tiim ele-
manlar1 bu uzayda acik ise U’ya X uzaymin bir a¢ik ortisi denir ve X'in agik ortiile-

rinin ailesi O ile gosterilir.

Tanim 2.0.5 U, X topolojik uzaymin bir agik ortiisii olsun. X’in k-elemanl her alt

kiimesi i¢in bu kiimeyi kapsayan bir U € U varsa, U’ya X’in bir k-ortisu denir.

Tanim 2.0.6 Bir topolojik uzayin her acik ortiisiiniin sayilabilir bir alt ortiisii varsa,

bu uzaya Lindelof uzay denir.

Tanim 2.0.7 Bir topolojik uzayimn her agik ortiisiiniin bir sonlu alt ortiisii varsa, bu

uzaya kompakt uzay denir.

Tanim 2.0.8 U ve V, X kiimesinin iki ortiisii olsun. Eger her U € U i¢in U C V olacak

sekilde bir V' € V varsa, U ortiisiine V'nin bir inces: denir ve U =<V ile gosterilir.



Tanim 2.0.9 U, X topolojik uzaymnin alt kiimelerinden olusan bir aile olsun. Eger
X’in her noktasinin &//'nun en ¢ok sonlu sayida elemanini kesen bir komsulugu varsa,

U’ya yerel sonlu aile denir.

Tanim 2.0.10 Bir topolojik uzayimn her acik ortiistintin agik ve yerel sonlu bir incesi

varsa, bu uzaya parakompakt uzay denir.

Tanim 2.0.11 U, X topolojik uzaymin alt kiimelerinden olugan bir aile olsun. Eger
X'in her noktasi U’da en ¢ok sonlu sayida kiime i¢inde kahyorsa, U’ya nokta sonlu aile

denir.

Tanim 2.0.12 Bir topolojik uzayin her acik ortiisiiniin acik ve nokta sonlu bir incesi

varsa, bu uzaya metakompakt uzay denir.

Tanim 2.0.13 Bir topolojik uzay kompakt alt kiimelerinin sayilabilir birlesimi seklin-
de ifade edilebiliyorsa, bu uzaya o-kompakt uzay denir. X o-kompakt uzay, {K; : i € w}
ise X'in kompakt alt kiimelerden olugan bir ortiisi olsun. Kompakt kiimelerin sonlu
birlesimi de bir kompakt kiime oldugundan her n igin K, = Lnj K;’de kompaktir. O
halde {[?n :n € w}, X o-kompakt uzaymin ig ige ge¢mis kgrjpakt alt kiimelerden

olugan bir ortiisidiir. Ayrica her kompakt uzay o-kompaktir.

Tanim 2.0.14 X bir topolojik uzay, A C X olsun. Eger her x € A noktasinin A N
N(z) = {x} olacak sekilde bir N(x) komgulugu varsa, A’ya bir ayrik kiime denir.

Tanim 2.0.15 (X, 7) topolojik uzayinda N(z), z € X’in bir agik komsulugunu belirt-
mek tizere, her {N(z) : x € X} ailesi igin |J N(z) = X olacak gekilde X'in kapal ve

xzeD
ayrik bir D alt kiimesi varsa, X'’e bir D-uzay denir.

Tanim 2.0.16 (Zorn Lemma) S bogtan farkli bir kismi sirali kiime olmak iizere,

S’in tam sirali tim alt kiitmelerinin bir iist sinir1 varsa, S’in bir buyiikce elemani vardir.
) y



3 ORTU SINIFLARI ve SECME YONTEMLERI

Bu bolimde; T', 2, A, O acgik orti siniflarinin 6zellikleri, aralarindaki iligkiler veri-
lecektir. Ayrica Sy, Syin Upin klasik secme yontemleriyle elde edilen siiflar arasindaki
kapsamalar incelenecek ve bu kapsamalar semalarla verilecektir. Tanim ve teoremler

icin [8], [9], [10] ve [17] nolu kaynaklar kullanmilmigtir.

3.1 T, 0, A, O Ortii Siiflar1 ve Ozellikleri

Tanim 3.1.1 X bir topolojik uzay, U’da X’in bir agik ortiisii olsun.

a) Ve € X i¢in {U € U : © € U} kiimesi sonsuz oluyorsa, U’ya X’in bir genis

ortist denir ve X'’in genis ortiilerinin ailesi A ile gosterilir.

b) X’in sonlu her alt kiimesi igin bu kiimeyi kapsayacak gekilde U’'nun en az bir
elemani varsa, U’ya X’in bir w-ortust denir ve X'’in w-ortiilerinin ailesi €2 ile

gosterilir.

c) U sonsuz elemanl olmak tizere Vo € X i¢in {U € U : = ¢ U} kiimesi sonlu

oluyorsa, U’ya X’in bir v-ortust denir ve X’in «-ortiilerinin ailesi I' ile gosterilir.
Teorem 3.1.2 Bir X topolojik uzaymin I', Q, A ve O ortii aileleri arasinda
rcQcAco
kapsamalar1 vardir.

Kamit: ' C Q2 :

U, X'in bir y-ortisi olsun. Kabul edelim ki ¢/, X'in bir w-ortiisii olmasin. Bu durumda

VU € U i¢in S € U olacak sekilde X'in bir S sonlu alt kiimesi vardir. Diger bir deyisle

YU € U i¢in 3z € S vardir ki # ¢ U’dur. Burada U’nun bir sonsuz kiime S’in ise

bir sonlu kiime oldugu dikkate alnirsa, 3z € S i¢in {U € U : = ¢ U} kiimesinin

sonsuz oldugu elde edilir. Bu ise & 'nun bir v-orti olmasiyla gelistiginden ¢/, X'in bir

w-ortisidiir.

QCA:

U, X’in bir w-ortiisti olsun. Eger U, X i¢in bir genig ortii degilse dz € X i¢in U, =

{U eU : x € U} kiimesi sonludur. Oyleyse U, = {U; : i = 1,2,3,...,n} seklinde ifade
6



edilebilir. Diger taraftan caligtigimiz ortiiler agikar olmadigindan ¢ = 1,2,3,...,n i¢in

dz; € X vardir ki x; ¢ U;’dir. Bu durumda X’in
S={r;:i=1,2,3,...,n}U{z}

sonlu alt kiimesi i¢cin S C U olacak sekilde bir U € U olmadigindan /’nun X i¢in bir
w-ortli olmasiyla geligiriz. O halde U, X'’in bir genig ortiisiidiir.
ACO:

tanimdan acgiktir. m

Onerme 3.1.3 U, X topolojik uzayimin bir w-ortiisii ise, & 'nun sonlu sayida smiftan

olusan her parcalanisinda, en az bir sinif yine X icin bir w-ortidiir.

Kanit: U’nun sonlu sayida smiftan olusan bir parcalamsi U;,Us, ..., U, olsun. Bu

siniflardan en az birinin X igin bir w-ortii oldugunu gorelim. Eger U;lerden higbiri

X i¢in bir w-orti degilse, ¢ = 1,2,...,n i¢in 45; C X sonlu alt kiimesi vardir ki
VU € U;, S; € U'dur. Budurumda X’in S = J S; sonlu alt kiimesi icin VU € U, S € U,
i=1

olacagindan U/’'nun X i¢in bir w-ortii olmasiyla geligki elde ederiz. O halde Uy, Us, ..., U,

simiflarindan en az biri X’in bir w-ortusidur. m

Onerme 3.1.4 U, X topolojik uzayimin bir y-ortiisii ise, & 'nun her sonsuz alt kiimesi

de X icin bir vy-ortudiir.

Kanit: V, U’'nun sonsuz bir alt kiimesi olsun. Eger x € X i¢in V, = {V € V .
r ¢ V} kiimesinin sonlu oldugunu gosterirsek V, X igin bir v-6rtii olur. U, X’in bir
v-6rtiisti oldugundan U, = {U € U : = ¢ U} kiimesi sonludur. Diger taraftan V C U
oldugundan V, C U,’dir. O halde V, kiimesi sonlu olup V, X igin bir y-ortiidiir. m

Onerme 3.1.5 X topolo jik uzayimin bir w-ortiistinden sonlu sayida eleman ¢ikarmakla

elde edecegimiz aile, X’in yine bir w-ortiistidiir.

Kanit: Y = {U,, : n=1,2,3,...}, X'in bir w-6rtiisii olsun. Bu durumda i = 1,2,...,k

icin n; € w olmak tizere

V={U,:n=1,2,3,.. )\{U,, :i=1,2,...,k}



ailesinin de X'in bir w-ortiisii oldugunu gorelim. Aksine V, X igin bir w-ortii degilse,
VV € Vigin S € V olacak sekilde X’in sonlu bir S alt kiimesi vardir. Diger taraftan
i=1,2,...,kicin U,, € X oldugundan Jz; € X\U,, vardir. Boylece X’in

Se=SU{zr;:i=1,2,...,k}

sonlu alt kiimesi i¢in S, € U, (Vn € w) olacagmdan U 'nun X i¢in bir w-ortii olmasiyla

geligki elde edilir. O halde V de X’in bir w-ortiisidiir. m

3.2 &1, Stiny Upin Segme Yontemleri ve Aralarindaki Bagintilar

Tanim 3.2.1 A ve B, O’nun bostan farkh iki alt kiimesi ve IT’de A’daki ortiilerin
U, : n = 1,2,3,...) dizisinden B’de bir ortii elde etmeye yonelik bir kural olsun.
Eger X topolojik uzaymin, A’daki ortiilerinin her (U, : n = 1,2,3,...) dizisinden II
yontemine gore B’de bir ortii elde edilebiliyorsa, X uzayi I1(A, B) smifina aittir denir.

IT yontemi i¢in bircok ornek verilebilir, ama biz sadece agagidaki ti¢ yontem tizerinde

duracagiz.

a) Si(A, B) yontemi:

A’'nin elemanlarindan olugan her (U, : n = 1,2,3,...) dizisinden, Vn € w igin bir

U, € U, segerek, B’de bir {U,, : n =1,2,3,...} elemam elde etmektir.

b) Syin(A, B) yontemi:

A’nin elemanlarindan olugan her (U, : n = 1,2,3,...) dizisinden, Vn € w igin bir

sonlu V,, C U,, kiimesi segerek, B’de bir |J V, eleman elde etmektir.
n=1

c) Upin(A, B) yontemi:
A’'nin elemanlarindan olugan her (U, : n = 1,2,3,...) dizisinden, Vn € w i¢in
bir sonlu V,, C U, kiimesi secerek, B’de bir {UV,, : n = 1,2,3,...} elemam elde

etmek ya da In € w i¢in UV,, = X olmasidir.

IT yontemi ikinci degiskene gore monoton iken, birinci degiskene gore anti-mono-
tondur. Yani O’nun bosgtan farkli A, B ve C alt kiimeleri arasinda A C B kapsamasi

varsa Il yontemine gore belirlenen siniflar arasinda da

I1(C, A) C TI(C, B)
8



ve
I(B,C) C 1I(A,C)

kapsamalar1 vardir. Ciinkii, ilk kapsama i¢in bir uzayin C’deki ortiilerinin her sayilabilir
sonsuz dizisinden II yontemine gore A’da bir ortii elde edilmigse, A C B kapsamasina
gore, B’de de bir ortii elde edilmistir. Diger kapsama igin ise, B’deki ortiilerin her
sayilabilir sonsuz dizisinden II yontemine gore C’de bir ortii elde edilmigse, A C B
kapsamasindan, A’daki ortiilerin her sayilabilir sonsuz dizisi de ele alinmigtur.

Ilerleyen béliimlerde bu kapsamalar 6zellikle semalar tizerinde oklarla agagidaki gibi

gosterilecektir.
I1(C, A) — II(C, B)
ve
I(B,C) — 11(A,C)

O halde A C B C O ise, A ve B kiimelerinden IT yontemine gore elde edilen simiflar

arasinda agagidaki semada belirtilen bagintilar vardir.

(A, A) — TI(A,B)

| |

(B, A) — I1(B, B)

Tanim 3.2.2 T', 2, A ve O orti siiflarindan olusan ikililere, &1, Syip ve Uy, yontem-

leri uygulanarak elde edilen 6zelliklere klasik se¢me prensipleri denir.

Ortii aileleri arasindaki I’ € Q € A C O kapsamalara gore, S; ve Stin yontemle-

rinden elde edilen simiflar arasinda agagidaki semalarda belirtilen iligkiler vardir.

Sl(F, F) — Sl(F, Q) ——— Sl(F, A) _— Sl(F, O)
S1(,T) —— 51(Q,Q) —— S1(QA) —— 51(Q,0)

S1(AT) —— S1(A, Q) —— S1(AA) —— S1(A,0)

81(07 F) - 81(07 Q) - 81(07 A) - 81((97 O)
9



Sema 1: S; yonteminin temel semasi

Stin(O, ) —— Spin(0,Q) —— Spin (O, A) —— S, (0, 0)

Sema 2: Sy;, yonteminin temel semasi

Teorem 3.2.3 A ve B, O'nun bogtan farkl alt kiimeleri olmak iizere S;(A,B) ve
Stin(A, B) smuflar arasinda

Si1(A, B) —— Syin(A, B)
kapsamasi vardir.

Kanit: X topolojik uzay1 S;(A, B) sinifina ait olsun. O halde A’'nin elemanlarimdan
olugan her (U, : n = 1,2,3,...) dizisinden, Vn € w i¢in bir U, € U,, segerek, B’de bir
{U, :n =1,2,3,...} elemam elde edilebilir. Oyleyse Vn € w icin V,, C U, sonlu alt
kiimesini V,, = {U,} olarak sectigimizde B’de bir

UVe={U0.:n=1,23,}
n=1

elemani elde edileceginden, X uzay1 Sy;,, (A, B) sinifina ait olur.m
Stin(A, Q) ve Sin (O, A) smiflarina ait asikar olmayan uzaylar olmadigindan Sema
2’den

Stin(AT) —— Spin(A, Q)

Stin(O, 1) —— S7in(0,Q) —— Sin(O, A)
alt semasimi ihmal edebiliriz. Diger taraftan Teorem 3.2.3’e gore S;(A,Q2) ve §;(O, A)

smiflarma da ait agikar olmayan uzaylar yoktur. Oyleyse Sema 1’den de
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Sl <A7 F) - Sl (A7 Q)
81(07 F) - 81(07 Q) - 81(07 A)
alt semasini ihmal edebiliriz. Elde ettigimiz semalar1 Onerme 3.2.3’de dikkate aldigi-

mizda agagidaki semay1 elde ederiz.

Spin(D,T) Spin(T, Q) Spin(T, A) Spin(T, 0)

ST — L o sT0) —L ST, A)/—_. S (T, (9)/
Sin(QT) Spin(€, Q) Spin(C1,A) Sin(9,0)

S1(Q,T) S1(Q,Q) S1(Q,A) A/ . S(Q, (9)/
Spin(A, ) Spin(A, 0)

/

Si(A, A Si(A, 0)/’
Sin(0,0)

§

S, (0,0

Sema 3: S ve Sy, yontemlerinden elde edilen simflar
Simdi ise Sy, ve Uy, yontemleri arasindaki iliskiyi gorelim.
Teorem 3.2.4 A c {I',Q, A, O} olmak {izere, S;, ile Uy, yontemleri arasinda
Stin(I'; A) — Uyin(T', A)
iligkisi vardir.

Kanait:
a)
Stin(D,T) — Uypip (T, T)
11



kapsamasini gorelim.

X topolojik uzay1 Sy, (I',I') smuifina ait olsun ve X’in v-ortiilerinin bir (U, : n =
1,2,3,...) dizisi verilsin. Eger U,,, y-Ortiilerinden en az birinin sonlu bir alt értiisii varsa,
bu -ortiiden segecegimiz sonlu alt kiimeyi bahsi gecen alt 6rtii olarak segtigimizde X
uzayl Uy, (I, T') smifina ait olur. Oyleyse U,,, ~-ortiilerinin sonlu alt ortiileri olmasin.
X, S (I, T) siufina ait oldugundan Vn € w icin bir V,, C U,, sonlu alt kiimesi vardir
ki V = |J Vn, X i¢in bir y-o6rtudiir. Fakat {UV, : n = 1,2,3,...} ailesinin X igin bir

new

~-0rtii oldugu séylenemez.(Ciinkii bu aile sonlu olabilir, bu durumda bir y-6rtii olmaz.)

Simdi U, ’lerin W, sonlu alt kiimelerini su sekilde secelim.
(Vn € w)V,, T Wy, (Ym < n)UW,, #UW,

Boyle bir se¢im yapilabilir. Ciinkii U,,’lerin sonlu alt ortiileri olmadigindan m < n
icin UW,, # X’dir. O halde Vm < n i¢in bir z,, € X\ UW,, vardir. Diger taraftan
Ty € UU, = X oldugundan Vm < n icin z,,, € Uy, olacak sekilde bir U, .y € U,
vardir. Oyleyse

Wy = U{Upnm) :m <npUV,

secimi istenilen sonucu verir.
Bu durumda

W={UW,:n=1,23,..}

ailesinin X i¢in bir y-6rtii oldugunu gosterirsek X, Uy, (I', I') siifina ait olur. W, 'lerin
se¢iminden UW, ler birbirinden farkli oldugundan W sonsuzdur. WW’nin elemanlarinin
X’in has acik kiimeleri oldugu asikardir. Diger taraftan V bir y-6rtii oldugundan, Vz €
XiginV, = {n € w:x ¢ UV,} kiimesi sonludur. Bu durumda W, = {n € w: = ¢
UW,, } kiimesi i¢in W, C V), oldugundan W, kiimesi sonludur. Ote yandan {UW, 1z ¢
UW, } kiimesi ile W,’in eleman sayilar1 ayni oldugundan W, X’in bir ~-6rtiisiidiir.
b)
Srin(T, Q) — Upin (T, Q)

oldugunu gorelim.

X topolojik uzay1 Sg;, (I, Q) smifina ait olsun ve X’in v-6rtiilerinin bir (U, : n =
1,2,3,...) dizisi verilsin. Bu ortiilerden en az birinin sonlu bir alt értiisii varsa ispat yu-

karidaki gibi aciktir. Oyleyse U,,, v-ortiilerinin sonlu alt ortiileri olmasin. X, Sp;, (T, 2)
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sinifina ait oldugundan Vn € w icin bir V,, C U, sonlu alt kiimesi vardir ki U =
U Va, X'in bir w-ortisiidiir.
- Bu durumda V = {UV,, : n € w}’nin de X igin bir w-6rtii oldugunu gorelim. Oyleyse
S C X bir sonlu kiime olsun. ¢, X igin bir w-ortii oldugundan en az bir U € U icin
S C U’dur. Diger taraftan In € w i¢in U € V,, oldugundan S C U C UV, ’dir. Boylece
UV, € Vicin S C UV, elde edildiginden V, X'in bir w-ortiisiidiir, dolayisiyla da X,
Upin (T, Q) simifina aittir.
c)

Spin(T,A) — Uypin (T, A)

oldugunu gorelim.

X topolojik uzay1 Sy, (I, A) siifina ait olsun. X'in 7-ortiilerinden olusan bir (U4, :
n =1,2,3,...) dizisi verilsin ve bu ortiilerin sonlu alt értiileri olmasin. X, Sy;, (I, A)
sinifina ait oldugundan Vn € w icin bir V,, C U, sonlu alt kiimesi vardir ki 4 =
U Vi, X'in bir genig ortiistidir. {UV,, : n € w} sonlu olabilecegi i¢in bir genig értii ol-
new

mayabilir.

Kanit a)’da ki gibi W,, C U,, sonlu alt kiimelerini
(Vn € w)V,, T Wy, (Ym < n)UW,, #UW,

seklinde secelim.
Simdi ise

V={UV,:n=1,2,3,...}
ailesinin X igin bir genig orti oldugunu gorelim. V), elemanlar1 X ’in has agik alt
kiimeleri olan, sonsuz bir kiimedir. ¢ bir genis ortii ve V), kiimeleri sonlu oldugundan
{n € w:z € UV,} kimesi sonsuzdur. Diger taraftan her n € w i¢in UV, C UW,
oldugundan {n € w: x € UW, } de sonsuzdur. Son olarak UW,, 'lerin birbirinden farkh
oldugunu goz ontine alirsak {UW, € V : z € UW, }'in sonsuz oldugunu elde ederiz.
Boylece V, X i¢in bir genis ortii olup X, Uy, (I, A) simifindadir.
d)

Stin(I, O) — Upin (T, O)

oldugunu gorelim.
X topolojik uzay1 Sy, (I', O) sinifina ait olsun. X'in y-6rtiilerinden olugan bir (U4, :
n = 1,2,3,...) dizisi verilsin, genelligi bozmadan U,,, y-ortiilerinin sonlu alt ortiileri
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olmadigimi kabul edelim. X, Sy, (I', O) smifina ait oldugundan J V,, X’in bir acik

necw
ortiisi olacak sekilde Vn € w igin bir V,, C U, sonlu kiimesi vardir. Bu durumda

{UV,, : n € w} kiimesi de X’in bir acik ortiisii olacagindan X, Uy, (I, O) simfindandar.
[

Boylece Teorem 3.2.4°e gore,

| | |

Sema 4: Teorem 3.2.47e ait gema

yukaridaki semay1 elde ederiz. Sema 4’in ikinci satiri ile Sema 3’tin ilk satir1 ayni

oldugundan bu iki semay1 birlestirdigimizde asagidaki semay1 elde ederiz.

Upin (T, T) ———— Ui (I, Q) ———————— Upin (T, A) ——— U (T, 0)

a4

Spin(T,T) — > Sin(T,Q) ——————— Spin(T,A) —————————— S5, (T,0)

Al L 7

SIOT) — > SN, ——— > ST A) ———— 1+ §(T,0)

e v v

SO —— +» S(Q) —— - SUA) ——————— 1+ S(Q,0)

N

SI(MA) ——————+ Si(A,

51(0,0)
Sema 5: Esitlikleri olmayan temel sema
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Teorem 3.2.5 A, O’'nun bogtan farkli bir alt kiimesi olmak tizere
ufin(n A) = ufin<0v A)
esitligi saglanir.

Kanit: Uy;, yontemi ilk degiskene gore anti-monoton oldugundan ve I' C O kapsa-
masindan, agik¢a

elde edilir.

Ters kapsamay1 gostermek i¢in X topolojik uzay1 Uy, (I', A) siifinda olsun ve X'in
agik ortiilerinin bir (U, : n = 1,2,3,...) dizisi verilsin. Caligtigimiz ortiiler sayilabilir
oldugundan her U,, agik ortiisti {U : m € w} seklinde ifade edilsin. Eger bu dizideki
ortiilerden en az birinin sonlu bir alt ortiisit varsa X'in Uy, (O, A) sifina ait oldugu

aciktir. Oyleyse U,, acik ortiilerinin sonlu alt ortiileri olmasin.

k
Her n,k € w igin V;* agik kiimelerini |J U seklinde tanimlayalim. Bu durumda

Vnewicin V, ={V": k € w} kﬁmelerinirg:)lf icin bir ~-ortii oldugunu gorelim.

V, kiimeleri sonsuzdur. Ciinkii bir V,, kiimesi sonlu ise, V,, = {V;1, Vi1, ..., V'}
seklinde ifade edilebilir. Bu durumda ky,qks = maks{ky, k2, ..., ky} se¢imi i¢gin UV, =
Vi . elde edilir. Diger taraftan UV, = U U, oldugundan ve U,, X’i orttiginden
Vit = X olur. Bu ise U,’in sonlu bir alt ortiiye sahip olmamast ile geligir. O halde
V,, X'in sonsuz bir acik ortisudiir.

Son olarakta z € X i¢in {V* € V,, : « ¢ V;"} kiimesinin sonlu oldugunu goérelim.
U,, X1 orttiiglinden x € Uy}, olacak gekilde bir m, € w vardir. Oyleyse Vk > m, icin
r € U], C V" olur. Dolayisiyla V,,’de ancak sonlu sayida eleman z’i icermez.

Béylece X’in 7-ortiilerinin (V,, : n = 1,2,3,...) dizisini elde ederiz. U, agk ortiile-
rinin sonlu alt ortiileri olmadigindan V), ~-ortiilerinin de sonlu alt ortiileri yoktur.
Oyleyse X’in Upin(I, A) smifina ait oldugunu bu dizide goz éniine alirsak, V = {UW,, :
n =1,2,3,...} kilmesi X’in A smifindan bir ortiisii olacak gekilde ¥n € w igin bir
W, C V, sonlu kiimesi vardir. f : w — w bir fonksiyon olmak tizere W, kiimeleri
{V}c’fll,Vk’fm, .. .,Vlglf(n)} seklinde ifade edilsin. Oyleyse Vn € w icin k
{knys kngs - - s knf(n)} olmak tizere UW,, = Vk’;m

= maks

Nmaks

seklindedir. O halde her n € w igin

ak

U,'in S, sonlu alt kiimesini {U7", Uy, ..., U} olarak sectigimizde US, = UW,

maks
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elde edilir. Boylece {US,, : n = 1,2,3,...} ailesi V’ye esit olacagindan, yani X’in A
siifindan bir ortiisii olacagindan X, Uy, (O, A) smifina aittir. m

Teorem 3.2.5°e gore, Uy, yontemi ile ede edilen simiflar igin asagidaki semayi elde
ederiz. Bu gemada siitunlardaki siniflar birbirine egittir. Yani semadaki satirlar birbir-

lerine denktir.

Upin (D, 1) ———Upin (T, Q) ——— Ui (T, A) ——— Uy (T, O)

Upin (1) ———Upin (Q, Q) ——— Uin (Q, A) ——— Ui (2, O)

Usin (O, 1) ———Uin (0, Q) ———Uin (O, A) ——— Uy, (O, O)
Sema 6 : Us;y, yonteminin temel semasi

Boylece Sema 6'nin herhangi bir satir1 tiimiinii ifade eder. Diger taraftan dikkat edecek
olursak Sema 5’in ilk satir1 ile Sema 6'nin ilk satir1 aynidir. Sonug olarak klasik se¢gme
prensiplerinde kullanilan ti¢ temel yontemle elde edilen tiim smniflart ve bu simiflar
arasindaki bagintilar1 Sema 5 ile ifade etmig olduk. Bir sonraki boliimde Sema 5’de yer

alan smiflar arasindaki esitlikler incelenecektir.
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4 ESITLIKLER ve OZELLIKLERIN KORUNMASI

4.1 Esitlikler

Bu boliimde Sema 5’de yer alan siniflar arasindaki esitlikler incelenecektir. Kaynak

olarak [8] ve [9] kullamlmigtir.
Ikili Bagntilar

Not:O’dan farkl olarak Or sembolii bir topolojik uzayin keyfi agik ortiilerinin ailesini
belirtir.

R, Or tizerinde bir ikili baginti, A ve B de Op'nun bostan farkl iki alt kiimesi olsun.
Bu durumda R(A, B) sembolii ile A'nin her A elemamn i¢in (B, A) € R olacak sekilde
en az bir B € B oldugunu belirtelim. Bu gosterimle topolojik uzaylarin 6zelliklerini
belirtebiliriz.

Ornegin;
e alt, Or iizerinde kapsama bagimtisi olsun. Yani,

U,V € Origin (U,V) € alt & U C V'dir.

Bir uzaymn sayilabilir a¢ik ortiilerinin ailesi K ile gosterildiginde, X’in alt(Or, K)
sinifina ait olmasi ile X’in bir Lindelof uzay olmasi denktir. Benzer gekilde bir
uzayin sonlu agik ortiilerinin ailesi ® ile gosterilirse, X'in alt(Or, ®) smifina ait

olmasi ile X’in bir kompakt uzay olmasi denktir.

e inc, Oy lizerinde incesi bagintisi olsun. Yani,
U,V € Origin (U,V) € inc < U, V'nin bir incesidir.

yrl® sembolii ise bir uzayin yerel sonlu acik ortiilerinin ailesini belirtsin. Bu
durumda X’in inc(Or, yri®)’ye ait olmasi ile X’in bir parakompakt uzay olmasi
denktir. Benzer sekilde nok® sembolii bir uzayin nokta sonlu agik ortiilerinin
ailesini belirtirse, X’in inc(Or,nok®)’ye ait olmasi ile X'’in bir metakompakt

uzay olmasi denktir.

Farkli Temsiller
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A, B C O ve R, O iizerinde bir ikili bagint1 olsun. Eger A'min elemanlarindan
olugan her (U, : n = 1,2,3,...) dizisi igin, B'nin elemanlarindan olugan bir (V,, : n =

1,2,3,...) dizisi var ve
1. Vn i¢in (V,,U,) € R
2. n#micnV, NV, =0

kosullar1 saglaniyorsa, A ailesi B tarafindan sayilabilir farklica temsil edilebilir denir.
Bu tanim O’nun alt kiimelerinden olugan aile tizerinde bir ikili baginti tanmimlar ve bu
bagint1 SFTRg ile gosterilir. SFTR(A, B) sembolii A'min, B tarafindan R bagintisina

gore sayilabilir farklica temsil edilebilecegi anlamina gelir.

Onerme 4.1.1 U, X topolo jik uzayimin nokta sonlu bir ortiisi ise, ' nun indirgenemez

bir alt ortiisii vardir.
Kanit: Ispati Zorn Lemma’y: kullanarak yapacagiz.
F={v cU:U\V, X igin bir ortidiir}

kiimesini tammlayalim. Eger F = {()} ise & nun indirgenemez oldugu aciktir. Oyleyse
F # {0} olsun. F’i tizerindeki kapsama bagntisi ile birlikte bir kismi sirall kiime
olarak diisiinelim. Zorn Lemma’y1 kullanarak bu kiimenin bir biiyilikce 6gesi oldugunu
gosterelim.

Oyleyse {V;}icr, F'de bir zincir olsun. W = U V; € F oldugunu gorelim. Aksine
W ¢ F ise U\W, X i¢in bir ortii olmadlgmdanzgx € X vardir ki z ¢ UU\W) dir.
U, X icin nokta sonlu bir 6rtii oldugundan {/’da z’i iceren elemanlar sonlu sayidadir.
Bunlara Uy, Us, ..., U, dersek Vj = 1,2,...,nicin U; € W = [J,; Vi olur. O halde
Vj = 1,2,...,n icin Ji; € I vardir ki U; € V;,’dir. Diger taraftan {V;}ic;, F'de bir
zincir oldugundan Jip € I vardir ki Vj = 1,2,...,n igin V;; C V;’dir. Bu durumda
Vi=1,2,...,ni¢in U; € V;, olacagindan x ¢ U(U\V},,) olur. Bu ise V;, € F olmasiyla
geligir. O halde W € F’dir.

Boylece W, {V;}ier zincirinin bir iist smur1 olur. F’de her zincirin bir {ist siniri
oldugundan Zorn Lemma’ya gore F nin bir biiyiikge 6gesi V vardir. Bu durumda U \17,

U’'nun indirgenemez bir alt ortisidiir. m

Teorem 4.1.2 Herhangi bir X topolojik uzayr SFT (I, I') sinifinin bir elemanidir.
18



Kanait: ispatl Timevarim Yontemini kullanarak yapacagiz.

X uzaymin ~-Ortilerinin bir (U, : n € w) dizisi verilsin. U = U; N Uy olsun.
Eger U sonlu ise Vi = U1\U ve Vo = Us\U icin V;, U;'nin sonsuz bir alt kiimesidir.
O halde Lemma 3.1.4’¢ gore V;, U;'nin bir y-alt ortiisiidir ve V; NV, = (’dir. Eger
U sonsuz ise U = {U, : n € w} seklinde ifade edildiginde V; = {Us,—1 : n € w} ve
Vo = {Us, : n € w} se¢imi i¢in, yine V1 NV, = ) ve V;, U;’in bir y-alt ortiistidiir.

Kabul edelim ki her n =1,2,...,k icin

1. V,, U,’in bir v-alt ortisii, ve
2. nyme{l,2,....k} ven#mignV, NV, =0

olsun.

Eger hern =1,2,...,k i¢in V,, NUj,1 sonlu ise W = LkJ (V NUg41) sonlu birlegimi
de sonlu olur. O halde Vjy1 = Uy 1\ W se¢imi igin Vi1, Zk‘l_i_l’in sonsuz bir alt kiimesi
oldugu icin Viyq de X'in bir y-ortiisidiir. Ustelik her n = 1,2,. ..,k icin V, N Vi1 =
(’dir. Eger 3n € {1,2,...,k} i¢in C = V,, N U1 klimesi sonsuz ise C, V,, ve Uy11, V-
ortiilerinin sonsuz alt kiimesi oldugundan, ayni zamanda V,, ve Uy, in vy-alt ortiistidiir.
C ={C, : n € w} geklinde ifade edildiginde C; = {Cop,—1 : 1 € w} ve Co = {Cay : 1 € W}
olsun. Acgikca Cy, V,,’in ve Cy’de U1 'in y-alt ortiistdiir. Ustelik Cy,Cy C V, oldugundan
m e {1,2,....,k}\{n} icin C; N V,, =0 ve CoNV,, = P’dir. Simdi i € {1,2,...,k}\{n}
igin )7@ =Y, ve INJn =C Ve]N/;CH = C, olarak secilirse Vn,m = 1,2,..., k+1 i¢in lN}n, U,’in
bir y-alt ortiisii ve n # m igin 17n N ]7m = () elde edilir. Boylece tiimevarim yontemiyle
SFT (I, I') smifinin kosullarini saglayacak X uzaymmn v-ortiilerinin (V, @ n € w)

dizisi elde edilir. m
Sonug 4.1.3 Sy, (I', A) = Upin (T, O)
Kanait:

Usin (T, A) —— Upin(T', O)

Sema 5’in yukaridaki alt gemasina gore
Sfin(rv A) - Ufin(F’ O)
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gerektirmesi(kapsamasi) agiktir. O halde
Upin(T, 0) — Spin(T, A)

oldugunu gorelim. X topolojik uzay1 Uy, (I', O) smmifindan olsun. X'in y-Ortiilerinin bir
(U, : n € w) dizisi verilsin. Qaligtigimiz uzaylar SFT 44(I', ') smifindan oldugundan,

X’in v-ortiilerinin bir diger (V, : n € w) dizisi vardir ki;
1. Vn € wic¢in V, C U, ve
2. m#nign V, NV, = @dir

Y1, Y, Ys, ... kiimelerinin her biri sonsuz olmak iizere {Y,, : n € w} pozitif tam
sayilar kiimesinin bir parcalanigi olsun. Bu durumda Vn € w igin (V,, : m € Y,)de
X’in ~y-ortiilerinin bir dizisi olur. Bu dizi i¢in X’in Uy, (I', O) smifina ait oldugunu

dikkate alirsak
e ya dmg €Y, icin F,,,, C V,,, sonlu alt kiimesi vardir ki UF,,, = X dir.

e ya da VYm € Y, icin bir F,, € [V,,|<¥ vardir ki {UF,,, : m € Y, } X’in bir agik

ortusudir.

Mk durumda m € Y, \{mo} icin F,, C V,, herhangi sonlu bir kiime secildiginde (bos
kiimede olabilir) {UF,, : m € Y,,} bir agik ortii olur. O halde her iki durum i¢in de
{UF,, : m € Y,}, X’in bir ack ortiisidiir. Oyleyse X = (J (UFn) = U( U Fnm)
olacagindan W, = |J F,, olarak segilirse W,,, X’in bir agﬁliet})’/;tiisiidﬁr. e

Bu yontemle hg"efzn € w icin F,, ve W, kiimelerini secelim. V), ~-ortiileri ikiger
ayrik olduklarindan onlarin sonlu alt kiimeleri olan F,,’ler de ikiger ayriktir. Boylece

W, acik ortiileri de ikiser ayriktir. Ikiser ayrik acik ortiilerin sonsuz birlegimi bir genis

orti olacagindan, U = (JW,, X’in bir genig Ortisidir. Diger taraftan
new
U= F, ve her n € wigin F,, C V, C U, oldugundan X, Ss;,(I', A) simufindandur.
necw

Sonug olarak ispatta verilen gemadaki oklar ¢ift yonlii olup bu dort sinif birbirine esittir.

[
Sonug 4.1.4 §(I',A) = §(T1,0)
Kanit:

Si(IA) — &(T,0)
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aciktir. Biz
S1(I,0) — S (I',A)

kapsamasini gosterelim. X’in y-ortiilerinin bir (U, : n € w) dizisi verilsin. Caligtigimiz
uzaylar SFT (I, T') smifindan oldugundan, X’in ~-6rtiilerinden olusan bir (V, : n €

w) dizisi vardir ki;
1. Vn € wigin V,, CU,, ve
2. m#nigin V, NV, = 0’dir.

Y1, Y5, Y5, ... sonsuz kiimeleri pozitif tam sayilar kiimesinin bir parcalanigi olsun.
O halde her n € w igin (V,, : m € Y,,), X’in ~-Ortiilerinin bir dizisidir. X, S(I", O)
smifindan oldugundan her m € Y, i¢in bir U,, € V,, vardir ki W,, = {U,, : m € Y, },
X'in bir acik ortiisudiir. Ustelik V,’ler ikiser ayrik olduklarindan bu ortiiler de ikiger
ayriktir. Oyleyse U = |J W, = {U, : n € w} bir genis ortii olacagindan X, S;(T', A)

new
simifindandir. m

Teorem 4.1.5 &(I',T') = S, (T, T)
Kanit: Teorem 3.2.3’e gore
S;(I,T) — Spin(I, 1)
oldugunu biliyoruz. O halde ters kapsamayi, yani
Spin(I,T) — S (I, 1)

oldugunu gorelim. Sy, yonteminin kuralina gore, her acik ortiiden sonlu bir alt kiime
segerken bazi ortiilerden de hig bir eleman segilmeyebilir. Diger taraftan S; yonteminin
kuralina gore her acik ortiiden mutlaka bir eleman secilmelidir. Ortaya ¢ikan bu zorlugu
gidermek icin agagidaki yontemi uygulayacagiz.

X toplojik uzay1 Sg;,, (I', I') smufina ait olsun ve X'in y-Ortiilerinin bir (U, : n € w)
dizisi verilsin. Bu dizideki her U,,, y-6rtiistiini {U}}, : m € w} seklinde ifade edelim. Her

n,k € w icin
Vr=UNUIN...NnUve V, ={V": k € w}
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olsun. Her n € w icin V,’in X icin bir ~v-orti oldugunu gorelim. V,,’in elemanlar:
acik kiimelerinin sonlu arakesitleri oldugundan aciktir. Her n € w icin U,,, X'in bir
~y-Ortiisit oldugundan her = € X icin {U” € U, : = ¢ U™} kitmesi sonludur. Oyleyse
m, = maks{m € w : U} € U,,o ¢ U]} dersek her i = 1,2,...,n ve her k >
maks{m; : i = 1,2,...,n} igin z € U} olacagindan x € (n] U; = V* olur. Boylece
x € X belirli bir indisten sonra V,’in tiim elamanlarlndglvardlr. ... (x) Diger ta-
raftan V), ’ler sonlu olamaz. Eger bir V), ailesi sonlu ise k1 < ko < ... < k; ol-
mak iizere V,, = {V2, V>, ..., V'} seklinde gosterilebilir. Bu durumda (x)’a gore

X =V N U,il olacagindan U, ~y-ortiilerinin agikar olmamasi ile geligiriz. Dola-

yisiyla V), ailgéri sonsuz oldugundan birer y-ortiidiir.

X'in y-ortiilerinin (V, : n € w) dizisi i¢in X'in Sy, (I, T') simmifinda oldugunu goz
oniine alirsak her n € w i¢in bir W,, C V), sonlu kiimesi vardir ki W = | J W,,, X’in bir
~v-ortisiudiir. W, kiimeleri sonlu ve W, ~v-ortiisii sonsuz oldugundan ZTW< ng < ...<
n; < ... olmak iizere W, \ U Wh, # (0 olacak sekilde W,,,, Wh,, - .. s Wh, ... sonlu
kiimeleri vardir. Bu durumd;ﬁer j € w icin bir szj € Wn]\ZL<JJ W, elemani segersek
thj kiimeleri birbirinden farkli olur. Boylece {V];J : J € w} ailesi W, ~-0rtiisiiniin
sonsuz bir alt ailesi olacagindan Lemma 3.1.4°e gore kendisi de X'in bir vy-ortiisiidiir.

Simdi ny = 0 olmak tizere j = 0,1,2,... ve n € (nj,nj1] icin U, = Uy, olsun.
Acik¢a her n igin U,, € U,,’dir. X'’in S;(I",T") simifinda oldugunu gérmek igin son alarak
{U, : n € w} ailesinin X i¢in bir y-6rtii oldugunu gorelim. {V,;j :j € w} X'in bir
~-ortisii oldugundan her x € X icin dj, € w vardir ki her j > j, icin = € V,Qj ‘dir. Bu
durumda n > n;, icin x € U, olacagim gérelim. n > n;, icin n € (nj,, nj,+1] olacak
sekilde bir jo > j, vardir. jo + 1 > jo > j, oldugundan x € Vgi‘ﬁl’dir. Diger taraftan
n € (njy, njos1] iken U, = Uy | ve V,;L;Tll C Uy, ., oldugundan z € U, dir. Ayrica
{U,, : n € w} ailesi sonlu olamaz. Eger sonlu olursa bu ailenin en az bir eleman1 X'e

esit olacagmdan bir celigki elde edilir. Oyleyse {U, : n € w}, X’in bir y-ortiisiidiir ve
dolayisiyla da X, (I, I') simfindandir. m

Teorem 4.1.6 Sy, (I, A) = Sypin (A, A)
Kanit: Sy;, yontemi ilk degiskene gore anti monoton ve I' C A oldugundan
Stin(A,A) — Spin(I', A)
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oldugu agiktir. O halde
Stin(TyA) — Spin(AA)

kapsamasini gorelim.

X topolojik uzayr S, (I, A) siifinda olsun ve X’in genig ortiilerinin bir (U, : n €
w) dizisi verilsin. Genelligi bozmadan her sonlu S C |J U, kiimesi i¢in sonlu sayida k
diginda tiim &’lar icin S N Uy = () kabul edebiliriz.(Bﬁegurum her U,,’den sonlu sayida

eleman atilarak elde edilebilir ve bu iglem sonucunda yine bir genig ortii elde edilir.)

U,, genis ortiileri {U} : k € w} seklinde olsun. Her n,m € w igin
V= |J U olmak tizere V,, = {V" : m € w}
k=1

olsun. Agikca V), elemanlar1 azalmayan bir agik ortiidiir. Dahasi V), bir y-ortidiir ya
da dm, € w icin V,; = X’dir. U,, genig Ortiisiiniin eger sonlu bir alt ortiisii varsa
dm, € w i¢in V; = X olacagr agiktir. Oyleyse U,’in bir sonlu alt ortiisii olmasin.
U, bir orti oldugundan x € X i¢in x € U olacak sekilde 3k, € w vardir. Oyleyse
her m > k, icin Uy} C G U = V? olacagindan = € V,''dir. Diger taraftan V),, sonlu
olamaz. Eger sonlu ols&L;;CZh1 U,,’in bir sonlu alt ortiisii olurdu. O halde V,, bir y-ortiidiir.

Bu durumda sonsuz bir A indis kiimesi vardir ki her n € A i¢in yukarida bahsedi-
len durumlardan biri s6z konusudur. Birinci durumda her n € A i¢in V,, X’in bir
~-ortiisti olsun. Boylece (V, : n € A), X'in v-ortilerinin bir dizisi olur. X uzay:
da Spin (I, A) smufina ait oldugundan her n € A i¢in sonlu bir W, C V, vardir ki
U W,, X’in bir genig ortiisiidiir. C)yleyse her n € A i¢in P,, C U,, sonlu alt kiimesini,
%:’in her elemanini P,,’in elemanlariin birlegimiyle elde edilecek sekilde se¢tigimizde

U P, X’in bir genig ortiisti olur. Ciinkii kabule gore P, ’lerin sonlu sayida olanlari
ncA

diginda hepsi ikiger ayriktir ve (J W, bir y-ortidiir. Ikinci durumda her n € A igin
neA
V. = X olacak sekilde bir m,, € w olsun. Bu durumda U,,’in, P, sonlu alt kiimesini

{or, Uz, ..., U} } olarak sectigimizde (J P, bir genis ortii olur. Ciinkii P,’lerin he-
ncA
men hemen hepsi ikiger ayrik ve her n € A i¢gin UP,, = X'dir.Her iki durumda da bir

genis ortii elde edildiginden X, S, (A, A) simifindandir. m
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Teorem 4.1.7 S;;,(0,0) = Uy, (I, O)
Kanit: Sema 5'de
Spin(0,0) — Uypin (T, O)
kapsamasi kolayca goriiliir. O halde diger kapsamay1,yani
Usin (T, 0) — Sin (0, 0)

oldugunu gorelim.

X topolojik uzay1 Uy, (I', O) smifindan olsun ve X’in acik Ortiilerinin bir (U, : n €
w) dizisi verilsin. Her U, agik ortiisii {U}’ : k € w} seklinde ifade edilsin. n,m € w
icin Vi = G Ul olmak tizere V,, = {V;? : m € w} olsun. Oyleyse Teorem 4.1.6'mn
ispatinda ge;n durumlar s6z konusudur, yani V, bir y-ortidiir ya da V,; = X olacak
sekilde dm,, € w vardir.

Eger bir n € w icin V;! = X olacak gekilde bir m,, € w varsa P, = {U} : k =
1,2,...,my,} secimine gore P,, U, in sonlu bir alt kiimesi olmak iizere UP, = Vi =
X olacagindan P,,, X’in bir agik ortiisiidiir. O halde bu durum igin X, S, (O, O)
smifindadir. Oyleyse her n,m € w icin V» # X olsun. Bu durumda (V, : n € w) X'in
y-ortitlerinin bir dizisi olur. X de Uy, (I', O) smmfindan oldugundan her n € w igin
W, C V, sonlu olmak tizere bir (W,, : n € w) dizisi vardir ki {UW,, : n € w} bir acik
ortidiir. Diger taraftan WV,’in elemanlar1 U,,’in sonlu bir P,, alt kiimesindeki eleman-
larin birlegimiyle elde edilebilir. Bu durumda | J P,, X’in bir agik ortiisii olacagindan,
X uzay1 Sy (O, O) smufindadir. m "

Sonug 4.1.3, Teorem 4.1.6 ve Teorem 4.1.7'ye gore asagidaki semada verilen do-
kuz sif birbirine egittir. Sy, (O, O) smifindan olan uzaylara Menger 6zelligine sahip

denildiginden bu simiflardaki uzaylar Menger ozelligindedir.
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Sin(T,A) Stin(T, 0)
Spin(Q,A) S;in(2,0)
Spin(As A) ====5in(7, 0)

S;in(0,0)

Onerme 4.1.8 X topolojik uzay S51(0, 0) smufindan olmak tizere Uy ve Uy, X'in iki
genis ortiisi olsun. Bu durumda V; C U, Vo C Uy ve Vi NV, = B olacak sekilde X’in

V1, Vs genig ortiileri vardir.

Kanit: Wi, W, ..., W, ... acik ortiileri her k € w i¢in

Wag1 ={A1N...NAy_1:A1,..., Ao g €Uy, |{A1, ..., Aok_1}| = 2k — 1}, ve

Wa ={A10...NAg s Ay, ..., Ao € Us, |[{ Ay, ..., Ao }| = 2k}
seklinde tanimlansin. Oyleyse Wap—1 : k € w) ve Wa : k € w), X'in agik ortiilerinin
dizileridir, X’de &;(O, O) smifindan oldugundan her k € w igin bir W}, € W, vardir ki
her x € X ve sonsuz sayida k, [ icin x € Wy, _1 ve x € Wy dir.

Her k € w igin Wy = A¥ N ... N AF geklinde olsun. (Burada A¥,... A% kiimeleri
birbirinden farkhdir.) Sy,...,Sk,... ve Th, ..., Tk, ... kilmelerini su gekilde segelim.

S — Al

Ty € {A7, AFH\{S1}

Spe {AF L AZTIUNLS S, T T )

Te € {A3%, . AZWN{Sy, ..., ST, Tes}

Bu durumda V; = {S, : n € w} ve Vo = {T,, : n € w} ise S, ve T, kiimelerinin
secimine gore V; C Uy, Vo C Uy ve ViNVs, = B oldugu aciktir. Yine S, ve T}, kiimelerinin
se¢iminden bu kiimeler kendi i¢lerinde ikiger ayriktir. Diger taraftan her n i¢in Wy, | C

S, ve Wy, C T, oldugundan V; ve V,, X'in iki genig ortusidiir. m

Onerme 4.1.9 S;(0,0) smfindaki topolojik uzaylar SF T (A, A) ézelligindedir.
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Kanit: X uzay1 §;(0O, O) smifindan olsun ve X’in genis ortiilerinin bir (U, : n € w)
dizisi verilsin. Bu durumda asagidaki kogullar1 saglayan bir (V" : n,m € w) matrisi

vardir.
1. Her n i¢in (VJ', V7, ...), X’in genis ortiilerinin azalan dizisidir,
2. Her n ve birbirlerinden farkh i, j < n icin V! N VI = (’dir.

Onerme 4.1.8 tekrar tekrar uygulanarak bu matris su sekilde elde edilebilir.
m=1 durumunda her n i¢gin V{' = U, olsun.
m=2 i¢in V! ve V?, X’in iki genis ortiisii oldugundan Teorem 4.1.8’e gore X'’in Vi ve
Vi genis ortiileri vardir ki V3 C VI, V3 C V? ve V; NV3 = (’dir.
m=3 icin Onerme 4.1.8'1 V} ve V? genis ortiilerine uygularsak X’in V} ve V3 genis
ortiileri elde ediliv ki V3 € Vi, V3 C V3 ve ViN V3 = ("dir. Benzer sekilde Onerme
4.1.8, V2 ve V5 genig ortiilerinde dikkate alinirsa, V2 ve Vi genig ortiileri elde edilir ki
Vi C Vi Vi CVveVinV; = Idir. Son olarakta Vi, V2 ve V3 genig ortiilerinin
ikiger ayrik olduklarim gormeliyiz. V2 N V3 = () oldugunu biliyoruz,Vi N V3 = 0 ve
V3 C V3 oldugundan Vi NVi = ('dir, diger taraftan V3 N Vi =0, Vi C V) ve Vi C Vi
oldugundan V;NVZ = (’dir. Bu yontem devam ettirildiginde istenilen matris elde edilir.
Her n i¢gin (V! : m € w) dizisinde X’in §;(0, O) smifinda oldugu dikkate alnirsa,
her m igin bir V' € V! vardir ki, V¥ = {V : m € w} bir genis ortiidiir. Diger taraftan
k# ligin [VFNV| < maks{k,l} oldugundan her n i¢in V, = V\{V;UV;U...V*_ |}
de bir genis ortidiir. Ciinkii bir genis ortiiden sonlu sayida eleman atmakla yine bir
genig Ortii elde edilir. Boylece X’in genig ortiilerinin (V,, : n € w) dizisi elde edilir
kin # m igin V, NV, = 0 ve her n igin V, C U,’dir. O halde X, SFT (A, A)

ozelligindedir. m

Teorem 4.1.10 Bir X topolojik uzay i¢in agagidakiler denktir.
1. X, §(0,0) smifindadir.
2. X, Si(A, A) simfindadar.
3. X, (9, 0) smifindadir.

Kanmit: 1 = 2 : X’in genig ortiilerinin bir (U, : n € w) dizisi verilsin. X, & (0, O)
smifinda oldugundan Onerme 4.1.9’dan SFT.t (A, A) 6zelligindedir. O halde her n igin
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V, C U, ve m # n i¢in V,, NV, = 0 olacak sekilde X’in genis ortiilerinin bir diger
(V1 n € w) dizisi vardir.

Simdi her m € w igin Y, sonsuz bir kiime olmak tizere {Y,, : m € w} pozitif
tam sayilar kiimesinin bir pargalanigi olsun. Bu durumda her m i¢in (V, : n € Y};,)
X’in agik ortiilerinin bir dizisi olur, bu diziler igin X’in &;(O, O) smifinda oldugu
dikkate almirsa her m igin W,, = {U,, : U, € V,,n € Y,,} agik ortiileri elde edilir.
Ustelik V,, genis ortiileri ikiser ayrik olduklarmdan W, acik ortiileri de ikiger ayriktir.
Boylece U = fj Wi = {U, : U, € U,,n € w} bir genig ortii olacagindan X, S;1(A, A)
sinifindadir. "

2 = 3 : Jema 5’den aciktir.

3 = 1 : X'’in acik ortillerinin bir (U, : n € w) dizisi verilsin. {Y,,, : m € w} ise
her Y,, bir sonsuz kiime olmak tizere pozitif tam sayilar kiimesinin bir parcalanisi
olsun. Simdi her m icin W, kiimesini, elemanlan U,, U U,, U ... U U,, biciminde
olacak gekilde tammlayalm. Burada j = 1,2,...,k igin n; € Yy, Uy, € Uy; ve k €
wdir. Acikca her m icin W, bir w-6rtiidiir. Oyleyse (W, : n € w), X’in w-6rtiilerinin
bir dizisi, X’de §1(Q2, O) smifinda oldugundan {W,, : n € w} bir agk ortii olacak
sekilde her n i¢in bir W,, € W), se¢imi vardir. Her n i¢in W, kumesi U;n UUpp U ... U
UiZn seklinde olsun. Burada 7 = 1,2,...,k, icin i €Y, ve UZ-;; € Z/{i?’dir. O halde
Ui, U, .-, Uiil U, Ug, ... ., U%, ...}, X’in bir acik ortiisii olup bu értii her U, agik
ortiistinden bir eleman icerecek sekilde genisletilebilir. Bu durumda da X uzaymin
S51(0, 0) smufinda oldugu elde edilir. m

Teorem 4.1.10’e gore agagl semadaki besg sinif birbirine egittir.

S1(QA) =——=5,(Q, 0)
Si(A, ) ———

Si1(A,0)

S51(0,0)

Sema 5’de birbirine esit olan siniflar1 her esitlikteki bir sinif ile belirttigimizde
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asagidaki semay1 elde ederiz.

Z/{fzn F F —>'ufzn F Q —>'Z/{fzn F O

/ Sy /

FF—>81F —>-81FA
SmeQ

Sema 7: Egit simiflar gikarilmig sema

4.2 Cantor Kumesi

Bu boliimde reel eksenin 6zel bir alt kiimesi olan C, Cantor kiimesinin SJema 7’de
yer alan simiflardan hangilerinde olup olmadigi incelenecektir. Kaynak olarak [9] ve

[18]'den yararlanilmigtir.

Tanim 4.2.1 Reel sayilarin [0, 1] kapali araligim Cj ile gosterelim. Cy’dan tam or-
tasindaki tigte birlik kisim olan (1/3,2/3) agik araligini gikartalm. Geriye kalan [0, 1/3]
U[2/3, 1] kapali kiimesine C diyelim. Benzer gekilde [0, 1/3] ve [2/3, 1] kapali araliklari-
nin ortasindaki tigte birlik kisimlar olan (1/9,2/9) ve (7/9,8/9) acik araliklarini C’den
gikartalim. Geriye kalan [0,1/9]U[2/9,1/3]U[2/3,7/9]U[8/9, 1] kapali kiimesine de C
diyelim. Bu yontemi sonsuza kadar devam ettirdigimizde elde ettigimiz C;, kiimelerinin
arakesiti olan C' kiimesine Cantor kiimesi ad1 verilir. Cantor kiimesine homeomorf olan

bir uzaya da Cantor uzay: denir.

C, Cantor kiimesi kompaktir: Reel sayilarin kapali ve simirli Cyy alt kiimesi Heine-
Borel teoreminden kompaktir. C’de kompakt Cy kiimesinin bir kapali alt kiimesi oldu-
gundan kompaktir.

= {0,1} kiimesini belirtsin ve bu kiime iizerinde ayrik topoloji bulunsun. Bu
durumda 2“ bir Cantor uzayidir: C'nin her elemani 3’liik tabanda 1 rakamini hig¢ kul-
lanmadan yani sadece 0 ve 2 rakamlarin kullanarak 0, ... seklinde tek tiirli yazilabilir.

O halde Cantor kiimesinin her elemani, 0 ve 2’lerden olusmus bir (a,) dizisi igin
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o0

> % geklinde ifade edilebilir. Bu durumda (a,) € 2¢ igin ) %2 seklinde tanimlanan
n=1 n=1

dgniigiim 2“’dan C, Cantor kiimesine bir homeomorfizmadair.
Onerme 4.2.2 X kompakt bir topolojik uzay, U ise X’in bir w-ortisii olsun. Bu du-
rumda her £ € w icin U'nun sonlu bir V alt kiimesi vardir ki V, X’in bir

k-ortusudir.

Kamit: U € U icin U*, U'nun k. kuvvetini belirtmek iizere U* = {U* : U € U}
ailesi X*'nin bir acik ortiisiidiir: U*'nmin X*’da acik bir kiime oldugu asikardir, diger
taraftan (z1, 2o, ..., 2) € X¥ igin {21, 29, ..., 23}, X in sonlu bir alt kiimesidir. ’da,
X’in bir w-Ortiisii oldugundan {zy, xs, ..., 2} C U olacak sekilde bir U € Y vardir. Bu
durumda U* € U* i¢in (21, 2o, . .., x1) € U* oldugundan U*, X*'nin bir acik értiisiidiir.

X topolojik uzayr kompakt oldugundan X*’da kompaktir. O halde U* acik

ortiisiiniin {UF, UY, ... U*} seklinde sonlu bir alt ortiisii vardir. Bu durumda V =
{Uy,Us,...,U,} ailesinin X'in bir k-ortiisii oldugunu gorelim. S = {xy, 9, ..., 21},
X’in k-elemanli bir alt kiimesi olsun. Oyleyse (1, o, ..., x;) € X* icin (21, 2o, ..., xp)

€ UF olacak sekilde bir i € {1,2,...,n} vardir. Boylece U; € V icin S C U; oldugundan

V, X’in bir k-ortiisiidiir. m

Teorem 4.2.3 Her o-kompakt topolojik uzay, 6zel olarak C, Cantor kiimesi Sy;,, (€2, 2)
ve Upip (I, T') siifindandir.

Kanit: X o-kompakt bir topolojik uzay, (K, : n € w) ise X'in ig ige ge¢mis kompakt
alt kiimelerinden olusan bir ortiisii olsun.

X ’in Spin (92, Q) smifinda oldugunu gostermek igin w-ortiilerinin bir (U, : n € w)
dizisi verilsin. Her n icin U,,, K, kompakt uzaymin bir w-ortiisii oldugundan Onerme
4.2.2’ye gore U,’in sonlu bir V, alt kiimesi vardir ki V,, K, ’in bir n-ortisidiir. O
halde V = |J V,, X'in bir w-ortiisii ise X uzay1 Sy, (€2, Q) smifindandir. V'nin bir
w-ortil oldugio;lu gostermek icin, S C X ve |[S| = k olsun. (K, : n € w), X'in bir
ortiisti oldugundan S C ij K,, olacak sekilde dny, ng, ..., n; € w vardir. Diger taraftan
K,, kiimeleri azalmadlé;llr:l(lian m = maks{n; : i = 1,2,...,k} i¢cin S C K, ’dir. Bu
durumda £ < m ise V,,, K,,’in bir m-ortisii oldugundan S C U olacak sekilde bir
U eV, vardir, eger k > m ise S C K,, C K} ve V,, K;'nin bir k-ortiisii oldugundan

S C U olacak sekilde bir U € V), vardir. Sonu¢ olarak her iki durum ic¢in de S C U
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olacak sekilde bir U € V oldugundan V, X’in bir w-ortiistudiir.

X'in Uy (I, T') simfinda oldugunu gostermek i¢in ~-Ortiilerinin bir (U, : n € w)
dizisini ele alalm. SFT (T, T") 6zelliginden U, "leri ikiger ayrik kabul edebiliriz. Diger
taraftan her n icin U, K, kompakt uzaymin bir agik ortiisii oldugundan K, C UV,
olacak gekilde sonlu bir V,, C U,, vardir. Bu durumda ya en az bir n i¢in U),, = X ya
da {UV, : n € w}, X’in bir y-6rtiisii olacagindan X, Uy, (I', I') simfindadir. m

Teorem 4.2.4 2¥  Cantor uzay1 S;(I', O) smifinda degildir.

Kanit: 2% ile 2% homeomorf oldugundan ve Teorem 4.3.5’e gore homeomorf uzaylar
ayni siifta bulundugundan, 2¢*“'in §;(I', O) smifinda olmadigini gosterelim.

m € w i¢in II,, : 2% — 2¥ fonksiyonu, II,,(y)(n) = y(m,n) (¥n € w) seklinde
tanimlansin. (I1,, fonksiyonlar: izdiigiim fonksiyonlari oldugundan siireklidir.)

(x, : n € w) dizisi, 2*'nin birbirinden farkl elemanlarindan olusmak iizere her

n,m € w i¢in
A = {y € 227 : 11, (y) = xn}

kiimelerini tanimlayalim ve A7 kiimelerinin agagidaki ozellikleri sahip oldugunu gore-
lim.

iddia:

(1) Al kiimeleri kapalidir.

(2) m € w ve birbirinden farkh £,1 € w i¢cim AP N A =0

(3) my <my <...<myvekeyfi ny,ng,...,n,icin A7PNAT2N ... N Ap? # @dir.
Iddianmn Kaniti:

(1) {z,} < 2¢ kapali bir alt kime, II, izdisim fonksiyonlar1 siirekli
ve A" =11_1[{z,}] oldugundan A" kiimeleri kapalidir.

(2) k # liciny € AP N A" ise I,,,(y) = =z ve I,,(y) = z; olacagindan x, =
elde ederiz. Diger taraftan (z,, : n € w) dizisinin elemanlar1 birbirinden farkh

oldugundan xz;, # z;’dir. O halde A7* N A" = ('dir.

(3) y € 2°*“ i¢in I1,,, (y) = xp, (1 = 1,2,...,p) olsun. Bu durumda her i = 1,2,...,p
icin y € A7 olacagimdan A7 N A2 N ... N A,» # (’dir.
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Simdi m € w i¢in
Uy = {297\AT : n € w}

ailelerinin 2¢*¢ i¢in birer v-ortii oldugunu gorelim.
(1)’den U,,’in elemanlar1 agiktir.
(2)’'den k # 1 igin A7 N A" = () oldugundan U,,,’in elemanlar1 birbirinden farklhidir. O
halde U,, sonsuz bir kiumedir.
y € 27¢ olsun. Eger y € A olacak sekilde bir n, € w varsa (2)’den her n # n, i¢in
y ¢ A7 olacagindan, n # n, icin y € 29>\ A’dir. Eger her n € w i¢in y ¢ A" ise, her
n igin y € 2¢*“\ A7’dir. Boylece U,,, 2*“ igin bir ~-Ortiidiir.

Her m € w i¢in bir U, = 2**“\A" € U, secelim. (1) ve (3)'den {A :m € w}
kiimesi, 2“** kompakt uzaymin kapali alt kiimelerinin sonlu arakesit 6zelligine sahip

ailesidir. O halde () A7 # (dir. Oyleyse U Un = X\ N ARt # X olacagindan
mew mew mew

{Up : m € w}, 2°*“nin bir agik ortiisii degildir. Sonug olarak yukarida tamimlanan

~-ortilerin (U, : m € w) dizisindeki her U,,’den bir eleman se¢mekle bir agik értii elde

edilemez. Oyleyse 2¢, S;(I", ©) simufinda degildir. m

4.3 Ozelliklerin Korunmasi

Smiflara ait olma ozelliklerinin kapali alt uzaylar icin kalitsal oldugunu ve stirekli

fonksiyonlar altinda korundugunu gérecegiz. Teoremler igin kaynak [9]'dur.

Onerme 4.3.1 X bir topolojik uzay, C' ise X’in bir kapali alt kiimesi olsun. Eger
U, C alt uzaymin {O,Q,T';A} smflarindan herhangi birine ait oOrtiisii ise
V={UU(X\C):U eU}da X’in U ile aynm1 siiftan olan bir ortiisiidiir.

Kanit: V'nin elemanlar1 X uzayinin has agik alt kiimeleridir. Ciinkii U U (X\C) € V
ise U, C’nin bir has acgik alt kiimesi oldugundan U = T'NC olacak sekilde X’de agik bir
T kiimesi vardir. Bu durumda U U (X\C) = T'U (X \C) esitliginden V'nin elemanlar:
X uzaymda agiktir. Diger taraftan U C C oldugundan U U (X\C) C X'dir.

U € O olsun. Oyleyse C = |J U oldugundan, |J (U U (X\C)) = X elde edilir. O
halde V, X’in bir acik 6rtiisiidi[i]re.u e

Ue Avex e X olsun. Eger v € C ise U, = {U € U : x € U} kiimesi sonsuzdur.
Diger taraftan V, = {V € V : z € V} kiimesi ile U, es giiclii oldugundan V,’de

sonsuzdur. Eger z ¢ C ise her V € V igin x € V olacagindan V, yine sonsuzdur. O
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halde V, X igin bir genig ortudiir.

U € Qve S € [X]<¥ olsun. Bu durumda SNC' € [C]<¥ olacagimndan SNC C U olacak
sekilde bir U € U vardir. Oyleyse U U (X\C) € Vicin S = (SNC)U (SN (X\C)) C
U U (X\C) kapsamasindan V, X’in bir w-6rtiistidiir.

UeTl vexr e X olsun. Eger v € Cise U, = {U € U : x ¢ U} kiimesi sonludur.
Oyleyse V, = {V € V : z ¢ V} kiimesi ile U,'in eleman sayisi aym oldugundan
V,'de sonludur. Eger = ¢ C ise her V € V i¢in = € V’dir. Diger taraftan V ile U eg

gliclii oldugundan, V sonsuz bir kiimedir. O halde V', X’in bir y-ortiistidiir. m

Onerme 4.3.2 X bir topolojik uzay, C' C X olsun. Eger her n € w icin U,, C alt
uzaymin bir has acik alt kiimesi olmak tizere V = {U, U (X\C) : n € w}, X uzaymin
{O, A, Q, T} simiflarindan herhangi birine ait ortiisii ise, Y = {U,, : n € w}'da C alt
uzayimnin V ile ayni siiftan olan bir ortiistdiir.

Kanit: V € O olsun. Oyleyse X = |J (U, U (X\CO)) = (U U,) U (X\C) esitliginden
C=UU,=UU elde edilecegindegelfl , C' alt uzaymm b?reggm ortusidur.

V'EA ve z € C olsun. O halde V, = {U, U(X\C) €V : 2 € Uy U (X\C)} kiimesi
sonsuzdur. Diger taraftan U, = {U, € U : = € U, } kiimesi ile V, eg giiclii oldugundan
U, de sonsuzdur. Oyleyse U, C alt uzaymn bir genis ortiistdiir.

Ve Qve S e [C]< olsun. Oyleyse S € [X]<¥ i¢in S C U, U (X\C) olacak sekilde
bir U, U (X\C) € V vardir. Bu durumda, U,, € U igin S C U,, kapsamasindan U, C' alt
uzaymin bir w-ortiisidiir.

Vel vez € C olsun. Oyleyse V, = {U, U (X\C) € V:z ¢ U, U (X\C)} kiimesi
sonludur. Diger taraftan U, = {U, € U : = ¢ U,} kiimesi ile V, aym sayida elemana
sahip oldugundan, U, ’de sonludur. Ayrica V ile U eg giiclii oldugundan ¢ sonsuzdur.

Boylece U, C' alt uzayimin bir vy-ortisidiir. m

Teorem 4.3.3 G, {S1, Sfin,Uyin} yontemlerinden, A ve B ise {O, A, Q,T'} siflarm-
dan herhangi biri olsun. C'; X topolojik uzayinin bir kapali alt kiimesi olmak tizere, X

uzay1 G(A, B) ozelliginde ise C' alt uzay1 da G(A, B) ozelligindedir.

Kanit: C alt uzaymin A smifindan olan ortiilerinin bir (U, : n € w) dizisi verilsin. Bu
durumda her n € w icin V, = {U U (X\CO) : U € U,} seklindeyse, Onerme 4.3.1'¢ gore

(Vi n € w), X uzaymin A siifindan olan ortiilerinin bir dizisidir.
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G = S ise; X, S1(A, B) 6zelliginde oldugundan her n € w igin bir U,, € U,, vardir
ki V ={U,U(X\C):n € w}, X'in B simfindan bir értiisiidiir. Bu durumda Onerme
4.3.2’ye gore U = {U,, : n € w}, C'nin B simfindan bir ortiisii olacagindan C' alt uzayi
da S1(A, B) 6zelligindedir.

G = Spin ise; X, Spin(A, B) 6zelliginde oldugundan her n € w igin bir W, € [U,]<*
vardir ki W, = {U U (X\C) : U € W,} € V< i¢in V = U W,,, X’in B smufindan

new

bir oértiistdir. Bu durumda Onerme 4.3.2'ye gore U = U W, C’nin B smifindan bir
ortiisii olacagindan C' alt uzay: da Sy, (A, B) ézelligindgifi)r.

G = Uy ise; X, Upin (A, B) 6zelliginde oldugundan her n € w igin bir W, € [U,]<*
vardir ki W, = {U U (X\C) : U € W,} € [V,]< olmak iizere ya en az bir n € w i¢in
UW, = X yadalV = {UWn :n € w}, X'in B simfindan bir ortiistidur. Eger bir n € w
icin UW, = X ise UW, = C olacagindan C' alt uzay1 Uy, (A, B) ozelligindedir. Eger
V, X’in B simfindan bir értiisii ise Onerme 4.3.2’ye gére U = {UW, : n € w}, C'nin B

siifindan bir ortiisii olacagindan C' alt uzay1 Uy, (A, B) 6zelligindedir. m

Onerme 4.3.4 f X — Y siirekli ve orten bir fonksiyon i, Y topolojik uzayinin
has acik alt kiimelerinden olusan bir aile ve A’da O, A, T', Q simiflarindan biri olsun. Bu
durumda U, Y igin A smifindan bir ortiidiir ancak ve ancak V = {f~1(U) : U € U},

X i¢in A smifindan bir ortidiir.

Kanit: (=) U, Y topolojik uzaymin A smifindan bir ortiisii olsun. U € U, Y uzaymin
bir agik alt kiimesi ve f fonksiyonu siirekli oldugundan f~!(U)’da X uzaymn bir agik
alt kiimesidir. Diger taraftan U C Y ve f orten oldugundan f~(U) C X'dir. O halde
her U € U icin f~1(U), X’in bir has agk alt kiimesidir.

A=0olsun. W= |J fAHU)= U U)=fHY) = X esitliginden V, X’in

veu veu

bir agik ortisiidiir.

A=Aolsun. z € X i¢in V, = {V € V: & € V} kilmesinin sonsuz oldugunu gérelim.
U, Y uzaymmn bir genis ortiisii oldugundan y = f(z) € YicinU, ={U e U : y € U}
kiimesi sonsuzdur. U € U, igin = € f~1(U) € V oldugundan f~'(U) € V,'dir. Diger
taraftan Uy,Us € U, igin Uy # U, ise f orten oldugundan f~1(Uy) # f~(Us) dir.
O halde F : U, — V,, F(U) = f~Y(U) fonksiyonu bire-birdir. Oyleyse U,, V,’e
gomiilldiigiinden V,’de sonsuzdur. Boylece V, X’in bir genig ortiisudiir.

A=Qve S € [X]| olsun. |f(S)| < |S| oldugundan f(S) C Y’de sonludur. Diger
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taraftan U, Y 'nin bir w-ortiisii oldugundan f(S) C U olacak sekilde bir U € Y vardur.
Bu durumda S C f71(f(S)) € f~1(U) € V elde edileceginden V, X’in bir w-ortiisiidiir.

A = T olsun. U, Y uzaymin bir ~-Ortiisii(yani sonsuz) ve f fonksiyonu oOrten
oldugundan V’de sonsuzdur. x € X igin V, = {V € V : x ¢ V} ailesinin sonlu
oldugunu gosterelim. Tersine V, sonlu olmasin. Bu durumda f~(U) € V, ise y = f(z)
i¢in y ¢ U’dur. O halde U, = {U e U : y ¢ U} kiimesi i¢gin U € U,, olacagindan U, ’de
sonsuzdur. Bu ise bir ¢geligkidir. Boylece V, sonlu oldugundan V', X’in bir y-ortiisiidiir.
(<) U'nun elemanlar1 Y uzayimin has acik alt kiimeleridir.

A=0olsun. X =UV = | fAYU) = f~Y (U U) ve f orten oldugundan ¥ =
f(X)=f(fvu)=uU e@itLlfieguine gore U, Y uzaymin bir agik ortiistidiir.

A=AveyeY olsun. Y, = {U € U : y € U} kiimesinin sonsuz oldugunu gorelim.
f orten oldugundan f(x) = y olacak gekilde en az bir x € X vardir. V, X i¢in bir genig
ortii oldugundan V, = {V € V : x € V} kiimesi sonsuzdur. Diger taraftan f~(U) € V,
ise y € U oldugundan U € Y,’dir. Ayrica f~H(U), [~ (Us) € V, igin f~1(Uy) # f~HUs)
ise Uy # Uy’dir. O halde V,, U, 'nin bir alt kiimesine eg giiclii olacagindan i, kiimesi
de sonsuzdur. Boylece U, Y uzayimin bir genig ortiisudir.

A=QveS e [Y]™ olsun. f orten oldugundan en az bir S € [X]<“ vardir ki
f(S) = S'dir. Oyleyse S C f~'(U) olacak sekilde bir f~'(U) € V vardir. Bu durumda
S = f(S)cC f(fYU))=U e U oldugundan U, Y uzaymmn bir w-ortiisidiir.

A=Tvey € Yolsun. U, = {U € U : y ¢ U} kiimesinin sonlu oldugunu
gorelim. f orten oldugundan f(x) = y olacak sekilde bir x € X vardir. V, X’in bir
v-ortiisii oldugundan V, = {V € V : x ¢ V'} kiimesi sonludur. Bu durumda U € U, ise
x ¢ f71(U) olacagimdan f~'(U) € V,’dir. Diger taraftan Uy, Us € U, igin Uy # Uy ise
[ orten oldugundan f~(Uy) # f~1(Uz)’dir. O halde U, kiimesi sonsuz olsaydi V,’de
sonsuz olacagimdan bir celiski elde edilirdi. Oyleyse U, kiimesi sonludur. Diger taraftan

Y sonsuz oldugundan U’da sonsuzdur. Sonug olarak U, Y uzaymin bir ~-ortiisiidiir. m

Teorem 4.3.5 f : X — Y siirekli ve orten bir fonksiyon olsun. Bu durumda X
topolojik uzay1 G(A, B) 6zelligindeyse, Y topolojik uzay1 da G(A, B) 6zelligindedir.
(Burada G € {S1, Spin, Usin} ve A, B € {O,A,Q,T'}dir)

Kanit: Y uzaymin A simifindan olan ortiilerinin bir (U, : n € w) dizisi verilsin. Her n
icin V,, = {f'(U) : U € U,} ise Onerme 4.3.4’¢ gore (V, : n € w)'da, X uzaymm A
smifindan olan ortiilerinin bir dizisidir.
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G = &) olsun. X, §;(A, B) 6zelliginde oldugundan her n € w igin bir U,, € U,, vardir
kiV = {f"Y(U,) : n € w}, X uzaymm B simfindan bir 6rtiisiidiir. Bu durumda Onerme
4.3.4%e gore U = {U,, : n € w}'da, Y uzaymin B simifindan bir ortiisii olacagindan Y’de
S1(A, B) ozelligindedir.

G = Syin, olsun. X, Spin(A, B) 6zelliginde oldugundan her n € w icin bir W, €
U< vardir ki W, = {f2(U) : U € W,} olmak iizere V = |J W,, X’in B

new

smifindan bir ortiisiidiir. Bu durumda Onerme 4.3.4%¢ gore U = U W.'de, Y uzaymin
B smifindan bir ortiisii olacagindan Y’de Sy, (A, B) ézelligindegieruf

G = Uiy, olsun. X, Upin (A, B) 6zelliginde oldugundan her n € w icin bir W, €
[24,]< vardir ki W, = {f~1(U) : U € W, } olmak iizere ya en az bir n igin UW, = X dir
yadaV = {UWn :n € w}, X uzaymin B smifindan bir értistidiir. Eger bir n € w igin
UW, = X ise f orten oldugundan UW,, =Y olacagindan Y, Uy;, (A, B) ozelligindedir.
Eger V = {UWn :n € w}, X’in B smifindan bir ortiisii ise Onerme 4.3.4% gore
U ={UWV, : n € w}da, Y'nin B smfindan bir értiisii olacagindan Y’de, Uy, (A, B)

ozelligindedir. m

Sonlu Kuvvetler

Burada S;(2,9Q), Sfin(2,2) ve &(Q,T") simflarmin sonlu kuvvet altinda kapal

oldugunu gorecegiz.

Onerme 4.3.6 X bir topolojik uzay, n ise bir pozitif tam say1 olsun. Bu durumda i/,

X uzaymin bir w-ortiisti ise Y™ = {U" : U € U}’de X™ uzaymin bir w-Ortisiidiir.

Kanit: X™in bir S sonlu alt kiimesi {z; : i = 1,2, ..., m} seklinde olsun. Bu durumda
her i = 1,2,...,m i¢in {z;} C G} olacak sekilde en az bir G; € [X]<¥ vardwr. (z; €
S,z = (), 2, ..., x%) seklinde ise G; = {z},z},..., 2"} olarak secilebilir.) G = G G;
dersek G € [X]<“ ve U, X’in bir w-Ortisii oldugundan G C U olacak §ekiléz1bir
U € U vardir. Oyleyse U" € U icin S € G™ C U™ elde edilir. Diger taraftan & nun

elemanlar1 X’in has agik alt kiimeleri oldugundan /™’in elamanlar1 da X™in has agik

alt kiimeleridir. O halde U™, X™in bir w-ortisidiir. m

Onerme 4.3.7 X bir topolojik uzay, n bir pozitif tam say1 ve U, X" uzayimin bir w-
ortiisi olsun. Bu durumda V" = {V" : V € V}, U 'nun incesi olacak sekilde X uzayinin

bir V, w-ortiisi vardir.
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Kamit: S € [X]<“ olsun. Oyleyse S™ € [X"]< i¢in S” C U olacak gekilde bir U € U
vardir. Bu durumda her (xq, 2o, ..., z,) € S™ sirali n-lisi, U agik kiimesinin bir elemani
olacagindan, her i = 1,2,... n i¢in X’in bir U;(xq, 29, ..., ,) agk alt kiimesi vardir
ki z; € Uj(xy,xo,...,1,) ve ﬁ Ui(z1,x2,...,2,) C U olur. Simdi x € S i¢in U, ile
z'i igeren tim U;(z1, 2, . .. ,:Zl) acik kiimelerinin arakesitini belirtelim. Bu durumda
Vs = J U, olmak tizere V = {Vgs : S € [X]|<“} ailesinin aradigimiz ozelliklere sahip
olduglfrelfl gorelim.

V'nin elemanlart X uzaymin has acik alt kiimeleri ve S € [X]<¥ i¢in S C Vg
oldugundan V, X’in bir w-ortiisiidiir. O halde Onerme 4.3.6’ya gére V"’de X™in bir
w-ortlist olacagindan V", X™'i orter. Son olarak Vg € V" icin V& C U olacak sekilde
bir U € U oldugunu goérelim. V& € V" ise S™ € [X"]<¥ i¢gin S C U olacak sekilde
bir U € U vardir. Bu U € U igin V& C U oldugunu gorelim. (y1,v2,...,yn) € V&
ise her j = 1,2,... n icin y; € Vs olacagindan y; € U,, olacak sekilde bir z; € S
vardir. Diger taraftan (z1,xs,...,x,) € S" C U oldugundan her j = 1,2,...,n igin
(x1,T2,...,x,) € ﬁl Uj(z1,29,...,2,) C U olacak sekilde X’in U;(z1,z2,...,2,) agk

j=

kiimeleri vardir. Burada U, kiimelerinin tanimi dikkate ahndiginda her j =1,2,...,n

i¢in Uy, C Uj(x1,22,...,2,) oldugu goriiliir. O halde (y1,¥2,...,yn) € [[Us, C
j=1

[1Uj(z1,2a,...,2,) C U elde edileceginden, V& C U olur. m

j=1

Teorem 4.3.8 X bir topolojik uzay, n ise bir pozitif tam say1 olsun. Eger X, §;(€2, Q)

ozelligindeyse, X" uzay1 da S;(2, Q) o6zelligindedir.

Kanit: X™in w-ortiilerinin bir (U, : m € w) dizisi verilsin. Onerme 4.3.7’ye gore
her m € w i¢in V! = {V" : V € V,,}, Uy, in incesi olacak sekilde X’in bir V,,, w-
ortiisit vardir. (V,, : m € w), X'in w-ortiilerinin bir dizisi, X'de S1(€2,§2) ozelliginde
oldugundan her m € w igin bir V,,, € V,,, vardir ki {V,,, : m € w}, X’in bir w-ortiistidiir.
Bu durumda Onerme 4.3.6’ya gére {V : m € w}'da X™in bir w-ortiisiidiir. Diger
taraftan V), U,,’in bir incesi ve V! € V! oldugundan her m € w i¢in V! C U,
olacak sekilde bir U,, € U,, vardir. Bu durumda agikca {U,, : m € w}’da X™’in bir
w-ortiisti olacagindan X de S;(£2, Q) ozelligindedir. m

Teorem 4.3.9 X bir topolojik uzay, n ise bir pozitif tam say1 olsun. Bu durumda X,

Srin(Q2, Q) Ozelligindeyse, X™ uzay1 da Sy (€2, Q2) Ozelligindedir.
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Kanit: Teorem 4.3.8’in kanitina benzer olarak yapilabilir. m

Onerme 4.3.10 X bir topolojik uzay, n ise bir pozitif tam say1 olsun. Bu durumda

U, X’in bir y-ortiisii ise, U™ = {U" : U € U} da X™in bir y-ortiistidiir.

Kanit: /"’in elemanlarinin X™’in has acik alt kiimeleri oldugu agikardir. Diger taraftan
U™ sonsuzdur. Cinkii U,V € U igin U # V ise U" # V™ oldugundan U™ ile U es
giigliidiir ve U, X’in bir y-6rtiisti oldugundan U sonsuzdur. Simdi z = (x1, z9, ..., T,) €
X" i¢in U} = {U™ € U™ : v ¢ U™} kiimesinin sonlu oldugunu gorelim. Aksine U
sonsuz olsun. Bu durumda U™ € U} ise © = (z1,22,...,2,) ¢ U™ oldugundan en az
bir i € {1,2,...,n} icin z; ¢ U’dur. Oyleyse U,, = {U € U : x; ¢ U} kiimesi icin
U € U,, dir. Diger taraftan U sonsuz oldugundan en az bir j € {1,2,...,n} igin Uy,
kiimesi sonsuz olmalidir. Bu ise U'nun X icin bir 4-6rtii olmasiyla celisir. Oyleyse uy

sonsuz olamayacagindan U™, X™’in bir y-ortisidir. m

Teorem 4.3.11 X bir topolojik uzay, n ise bir pozitif tam say1 olsun. Bu durumda

X, §1(Q,T) ozelligindeyse, X™ uzay1 da S;(€2,I") 6zelligindedir.

Kanit: X™in w-ortiilerinin bir (U, : m € w) dizisi verilsin. Oyleyse Onerme 4.3.7’ye
gore X'in w-ortillerinin bir (V,, : m € w) dizisi vardir ki her m € w igin V!, U,,’in
bir incesidir. (V,,, : m € w), X’in w-ortiilerinin bir dizisi ve X’de §;(2,T") 6zelliginde
oldugundan her m i¢in bir V,, € V,,, vardir ki ¥V = {V,,, : m € w}, X’in bir y-ortiistidiir.
Oyleyse Onerme 4.3.10°a gore V" = {Vr:m € w}da X™in bir y-ortiisiidiir. Diger
taraftan her m i¢in V', U,,’in bir incesi ve V! € V" oldugundan V! C U, olacak
sekilde bir U, € U,, vardir. O halde U = {U,, € Uy, : V" C U,,,m € w}nmm X" igin
bir v-0rtii oldugunu gosterirsek X™’de S§;1(€2,T") ozelligindedir.

U, X™in bir y-ortusidiir: 4 'nun elemanlarinin X™’in has acgik alt kiimeleri oldugu
agikardir. Diger taraftan U sonsuzdur. Eger U sonlu ise U = {Upny, Uy -, U, }
seklinde ifade edilebilir. Bu durumda en az bir ¢ € {1,2,... k} igin, V! = {V' €
V* oV C Uy, } ailesi sonsuz olur. Ustelik VI, V" v-ortisiiniin bir sonsuz alt kiimesi
oldugundan V/’de X™in bir ~-ortisiidiir. Oyleyse Uy = U,, = X olacagindan
bir geligki elde edilir. O halde U sonsuzdur. Son olarak x € X" i¢in U, = {U,, €
U : x ¢ U,} kilmesinin sonlu oldugunu gorelim. V", X™'in bir ~-0rtiisii oldugundan
Vi ={Vr e V" x ¢ V"l kilmesi sonludur. Diger taraftan her m i¢in V" C U,
oldugundan U, ’de sonludur. Boylece U, X™'in bir ~-ortusidiir. m
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Bir sonraki teorem & (O, O)’daki hangi uzaylarin S; (€2, ©2)’dan oldugunu belirtmek-
tedir.

Teorem 4.3.12 X topolojik uzay1 i¢in asagidakiler denktir.
1. X, &(9Q,9) smifindadir.

2. X’in her sonlu kuvveti §;(0, O) smifindadir.

Kanit:(1 = 2) X, $;(Q, Q) siifinda olsun. Oyleyse Teorem 4.3.8’e gére X’'in her sonlu
kuvveti de §;(€2, Q) smifindadir. Diger taraftan S;(£2,Q) C S1(0, O) kapsamas: da goz
ontine alindiginda, X’in her sonlu kuvvetinin §;(O, O)’da oldugu goriiliir.
(2 = 1) X uzaymn w-oOrtiilerinin bir (U, : n € w) dizisi verilsin. ¥;,’ler sonsuz olmak
tizere (Y, : m € w)’'da pozitif tam sayilar kiimesinin bir pargalanigi olsun. Oyleyse
Onerme 4.3.6'ya gore k € Y, i¢gin U* = {U" : Uy € Uy} da X™ uzaymm bir w-
ortisidiir. (2)’ye gore X™, S§1(0, O) smifinda oldugundan X™’in w-(agik) ortiilerinin
Upr - k €Y,,) dizisine karsihik bir (U* : k € Y,,) dizisi vardir ki her £ € Y}, icin
Uk € Uy, olmak tizere {U" : k € Y,,}, X" in bir acik ortiisidir. O halde {Uy : k € w}
ailesinin X icin bir w-6rtii oldugu gosterilirse ispat biter.

S € [X]<¥ kiimesi S = {x1, 29, ..., x,} seklinde olsun. Oyleyse (z1, z3, . .. ,Tp) € XP
ve {U! : k € Y,,}, X?'nin bir agik ortiisti oldugundan (1, xa, . .., x,) € UL olacak sekilde
bir k£ € Y, vardir. Bu durumda S C Uy, olacagindan X, §;(2,2) sinifindadir. m

Teorem 4.3.13 X topolojik uzay1 i¢in agsagidakiler denktir.
1. X, §4in(, Q) smifindadir.

2. X'in her sonlu kuvveti Sy, (O, O) smifindadir.

Kanit: Teorem 4.3.12'nin kanitina benzer olarak yapilabilir. m
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5 TOPOLOJIK OYUNLAR

Bu boliimde kaynak olarak [4], [5], [6], [7] ve [8] kullanilmigtir.

5.1 Genel Yapi

Oyunlar1 I.Oyuncu ve II.Oyuncu diye adlandiracagimiz iki oyuncu oynamaktadir.
Kargilagsmalarda n. rauntta [.Oyuncu bir [, kiimesi, II.Oyuncu ise bir J, kiimesi
segmekle yikiimlidiir.(Z,, ve J, kiimeleri oyunun kuralina gore belirli kiime ailelerinden

segilmelidir.)

[.LOyuncu: I, Ir...I,...
I[I.Oyuncu: J; Jo...J,...

Karsgilagmalarda her n € w i¢in 1.Oyuncu ve II.Oyuncu bir rauntta karsi kargiya
gelir. Oyundaki bir kargilasma, I ve II'nin sectigi kiimelerle Iy, Jy, Is, Jo, ... seklinde
ifade edilir. Bir Iy, Ji, I3, Jo,... karsilagmasi igin (oyunun kuralina gére) belirli bir
kogul saglaniyorsa (6rnegin () J,, = () ise) [.Oyuncu kargilagmay1 kazamrken, bu kosul
saglanmiyorsa II.Oyuncu kazzu;nr.

Bir topolojik uzay icin I,, ve J, kiimeleri topoloji ile ilgili olacaktir. Ornegin bir X

uzayiin noktalari, kapali veya acik kiimeleri, acik ortiileri, bir noktanin komsuluklar:

V.S.

Tanim 5.1.1 Herhangi bir oyunda [.Oyuncu igin bir strateji, tamamlanmamig sonlu

Iy, Ji,...,1,, J, karsilasmalarindan I'in segebilecegi kiimelerin ailesine bir o fonk-
siyonudur. Iy, Ji,...,1,, J, sonlu kargilagmalar: II.Oyuncu’nun son hamlesi (.J,,) ile
bitmelidir.

Tanim 5.1.2 ¢ bir oyunda [.Oyuncu i¢in bir strateji olsun. Her n € w icin I, =
o(l, Ji,..., 11, Jo_1) olmak iizere, .Oyuncu oyundaki tim Iy, Jy, I, Jo,... kar-
silagmalarini kazaniyorsa, o’ya bu oyunda I.Oyuncu igin bir kazanma stratejisi denir.
Diger bir deyisle, I oyunu o stratejisine gore oynadiginda tiim kargilagmalari kazaniyorsa

o bu oyunda [.Oyuncu i¢in bir kazanma stratejisidir.

Genelligi bozmadan, I.Oyuncu icin bir ¢ stratejisinin tanim kiimesini II'nin sege-
bilecegi kiimelerin Jy, Js, ..., J, sonlu dizileri olarak kabul edebiliriz. Ciinkii I3, I, . . .
kiimeleri I; = o(0), Iy = (I, J1), . .. seklinde elde edilebilir.
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IT.Oyuncu i¢in de bir strateji ve kazanma stratejisi benzer gekilde tanimlanir. Bir
oyunda hem I'in hem de IT'nin kazanma stratejisi olmayacagi gibi, her ikisininde ka-
zanma stratejisi olmayabilir. Eger bir oyunda oyunculardan birinin bir kazanma stra-
tejisi varsa bu oyuna saptanmis oyun denir. Eger her ikisininde bir kazanma stratejisi
yoksa bu oyuna saptanmamis oyun denir.

G(X), X tizerinde bir oyun ise, I'in G(X') oyununda bir kazanma stratejisinin oldugu
[ 1 G(X) ile belirtilir. Benzer gekilde I 1 G(X) de, I'in G(X) oyununda bir kazanma

stratejisinin olmadigin soyler.

5.2 Menger(X) Oyunu

Tanim 5.2.1 (Menger(X) Oyunu) Oyun su sekildedir: n. rauntta I.Oyuncu, X to-
polojik uzaymin bir U, acik ortistint, II.Oyuncu ise U,’in sonlu bir V), alt kiimesini

se¢melidir. Oyunun
ulavla s 7un7Vn7 s

karsilagmasi i¢in II.Oyuncu’'nun segtigi kiimelerin birlegimi, yani (J V,, X uzaym
new
orterse I1.Oyuncu karsilagsmay1 kazanirken, aksi halde I.Oyuncu kazanir.

Hurewicz, Menger ozelligine sahip topolojik uzaylar1 agagidaki gibi karakterize etmistir.

Teorem 5.2.2 (Hurewicz) X topolojik uzaymin Menger (S, (O, O)) 6zelligine sa-
hip olmasi i¢in gerek ve yeter kogul I.Oyuncu'nun Menger(X) oyununda bir kazanma

stratejisinin olmamasidir. (XMenger < I 1 Menger(X))

Kanit: (<) [.Oyuncunun Menger(X) oyununda bir kazanma stratejisi olmasin. X
uzaymin Menger ozelliginde oldugunu gorelim. X uzaymin acik ortiilerinin bir
(U, :m = 1,2,3,...) dizisi verilsin. Her n igin U,,’i [.Oyuncu’nun n. rauntta segecegi
acik ortli olarak aldigimizda I.Oyuncu igin bir strateji belirleriz. Diger taraftan I'in

Menger(X) oyununda bir kazanma stratejisi olmadigindan bu strateji altindaki bir
Z/{].?Vl? R 7unavn7 c

kargilagmasini I1.Oyuncu kazanir. O halde her n i¢in V,, C U,, olmak tizere |J V,, Xigin
new
bir acik ortii olacagindan X Menger ozelligindedir.
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(=) X uzay1 Menger 6zelliginde olsun. Menger(X) oyununda [.Oyuncunun bir ka-
zanma stratejisinin olmadigini gorelim.

Anlagmalar

1. Her rauntta, II rakibinin sectigi acik ortiiniin bir sonlu alt kiimesini se¢tiginden
ve II'nin sectigi bu kiimelerin birlesimi oyunu belirlediginden, I'in segecegi agik

ortiileri artan agik ortiiler olarak siirlayabiliriz.

2. Tk anlagma altinda, IT rakibinin sectigi acik ortiilerden bir eleman secerse genellik

bozulmaz.

3. Kargilagmanin herhangi bir aninda II.Oyuncu, U, acik kiimesini segtiyse I'in
segecegi U, 1 artan acik ortiistinlin elemanlarimin U,’i kapsadigini kabul ede-

biliriz.

Bu anlagmalar altinda Menger(X) oyununa yeniden baktigimizda: Her rauntta
[.Oyuncu bir artan acik ortii segiyor ve bu ortiiniin elemanlar1 rakibin en son segtigi
acik kiimeyi kapsiyor. II ise rakibin sectigi ortiilerden birer eleman segiyor.

I, Menger(X ) oyununu bir o strejisine gore oynasin. o'min I.Oyuncu igin bir kazanma
stratejisi olmadigini, yani [I'nin ¢’y1 bagarisiz kilabilecegini gorelim.

I'in o’ya gore ilk hamlesi 0(0) = {U,y : n =1,2,3,...} olsun. II, U, agk kiimesini
sectiginde, I'in o’ya gore karsihg {Up, ) : m = 1,2,3, ...} seklinde olsun. Bu yontemi
genelleyecek olursak ny,ng,...,n; € w icin I'nin k. raunttaki hamlesi Uy, n,,... n,) iS€
I'in o stratejisine gore karsihgt {Uin, ng,...npm) : M = 1,2,3, ...} seklindedir.

Simdi her n, k € w i¢in U]} kiimelerini asagidaki gibi tanimlayalim.

U(k) ) n=1
Ugflﬂ( ﬂ U-r/\(k)> o n#1

Tewn—1

Up =

Bu durumda her n i¢in U, = {U}} : k = 1,2,3,...} ailelerinin X’in birer artan acik

ortisi oldugunu gorelim.

® U, ailesi artandir, yani her k € w i¢in Uy’ C U}, dir.
n = 1i¢in; U} = Uy C Upgegry = UL, dir.
n=2ic¢in; U2 =Ur N () Ur~@w) ve Uy =Uly N () Ur~@x+1)) seklindedir.
Her &k € w ve her ¢ > k Z(e;fn Tew
Ut = Ur) C U CUggy ve U,i = Uy C Ugg+1) oldugundan
41



U2 =UNUapN...0 U1 N Ul )

Ut = U NUagsn N N U1 k41 N U

esitlikleri elde edilir. Bu egitliklerden de U? C U? 1 oldugu kolayca goriiliir.
n = m i¢in; U C U}y, olsun.

n=m+1icin; U C U oldugunu gorelim.

U =0 n( N Uneg) ve U = Ughy N (N Ur~gein)) seklindedir.

TEW™ TEW™
(n1,n2,...,Mpy) € W™ ve k € w ic¢in n; = maks{ny, na,...,ny} >k ise

U(n1,n27~--,nj,-~7nm,k) ) U(nl,VLQ:--wnj) ) U?‘?;j ) Ug; ) Ulzn

olacagindan
AT = {(n1,na, ..., M) € W™ maks{ni, na, ..., npm} < k}
B = {(n1,n2,...,ny) € W™ :maks{ni,ng,...,ny,}t =k}

sonlu kiimeleri igin

Urtt =00 (N Ue) N (N Ureern)
TEAT rEB
(1€ B i¢in U C Ur~ky C Ur~(r41))

Uit =0, 0 (N Uregerny) N ( @ Ur~(k+1))
TE ]"Cn

TEAD
esitliklerinden U;"™' C U ;’r;l oldugu gortliir.
Her n, k € w icin U]} kiimeleri acgiktr.
n =1 ic¢in; U,i = U(ry kiimesi aciktir.

n=2ic¢n; U = U N (N Ur~wy) = UL N () Ur~@) acik kiimelerin sonlu
TEW TGAIIg
arakesiti gseklinde oldugundan agiktr.

n = m icin; U;" kiimesi acik olsun.

n =m+ 1 i¢in; U, ,Z”H kiimesinin agik oldugunu gorelim.

Urtt =urn( ﬂm Ur~@) yani acik kiimelerin sonlu arakesiti seklinde oldugun-

dan agiktir. e

Her n i¢gin U,, = {U}' : k =1,2,3,...} ailesi X1 Orter.

n=1icn; Uy ={U} : k=1,2,3,...} = {Uw) : k=1,2,3,...}, X’in bir Ortiisii-

diir.

n=2igin; Uy = {U} : k = 1,2,3,...}nin X'i orttiigiini gorelim. x € X olsun.

Uy bir ortii oldugundan = € U, olacak sekilde bir k, € w vardir. Diger taraftan
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her i = 1,2,... k, — 1icin {Upuy : 1 = 1,2,3,...}, X i¢in bir 6rtii oldugundan
x € Uy, olacak sekilde bir [; € w vardir. Simdi & > maks({l; : 1 = 1,2,... k, —
1} U {k,}) i¢in z € U? oldugunu gorelim.
U=U!n Uiy 0o o0 Uy —1,6) NV Uy k) N Ugeyg1,5) N - - . seklindedir.
z e U, veU) C U, oldugundan z € U} dur.
i < kyicinx € Ugyy) C Uspy vei > k, icin o € U,%m = Uw,) C Uy C Ui
oldugundan x € U?'dur.
n = m icin; U,,, X in bir ortiisi olsun.
n = m+1 icin; U, +1’'in X1 orttiigiini gorelim. x € X olsun. U,,, X'i orttiiglinden
r € Ulolacak sekilde bir k, € w vardir. Diger taraftan her 7 € A]' icin
{Ur~@)u=1,23,..}, X’in bir ortiisii oldugundan x € U, olacak sekilde [, € w
vardir. Bu durumda k > maks({l; : 7 € A"} U {k,}) i¢in z € U™ oldugunu
gorelim.
Ut =urn( N U—w)N( N Ur~@x) seklindedir.

TEAT TEAP\AT
k > k, oldugundan x € U;" C U;dir.
7€ A7 icin v € Ur—,) C Up—(y’dir.(k > I7)
T = (n1,ng,...,nm) € AP\AY icin maks{ni,ns,...,n,} > k; ve dolayisiyla
r e U CUr~x,) C Ur~x) dir. Boylece x € U;”“ oldugundan U,,, 1, X icin bir

ortudiur.

Simdi X uzaymin artan agik ortiilerinin (U, : n = 1,2,3,...) dizisine Menger
ozelligini uyguladigimizda, pozitif tam sayilar kiimesinden pozitif tam sayilar kiime-
sine Oyle bir f fonksiyonu vardir ki {Uj’}(n) :n=1,2,3,...}, X’in bir agk ortiisidiir.
( Burada U,, artan agik ortiilerinin sonlu alt kiimelerini birlestirip 6rtiiniin bir ele-
man1 gibi diiglintiyoruz.) Ayrica her n igin U}L(n) C Uira).f@),....f(n)) oldugundan
U Uigays@)ys - > Ura),f@2),fm)), - - -+ kiimesi de X'in bir agik ortiisiidiir. Boy-

lece IT'nin yukaridaki hamleleri I'in ¢ stratejisini bagarisiz kilar. m
Teorem 5.2.3 Her Menger uzay1 bir D-uzayidir.

Kamt: (X, 7) Menger uzayinda bir {N(z) : € X} ailesi verilsin. Menger(X) oyu-
nunda [.Oyuncu i¢in agagidaki gibi bir strateji belirleyelim.
[.Oyuncunun ilk hamlesi {N(x) : z € X} olsun. II.Oyuncu {N(x) : = € Fi},

Fy € [X]=¥ kargihgim verdiginde, V; = |J N(z) olmak {izere, I.Oyuncu'nun ikinci
zeF
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hamlesi {V; UN(z) : x € X\V;} olsun. Benzer olarak II.Oyuncu {ViUN(z) : = € Fy},
Fy € [X\V1]=¥ kargihigimi verdiginde I.Oyuncu’nun bir sonraki hamlesi {V5 U N(z) :
z e X\Vo}, Vo = U{N(z) : © € F5} UV; olsun ve I bu yontemle devam etsin.

Oyun bu gekilde devam ettiginde I.Oyuncu i¢in bir strateji belirlenir. Fakat, X uzay1
Menger oldugundan bu strateji bir kazanma stratejisi degildir. O halde I.Oyuncu bu
strateji altinda en az bir kargilasmayi kaybeder. Oyleyse bu karsilagmay1 II'nin sectigi

kiimelerle Fi, Fy, ... seklinde ifade ettigimizde X = |J V,, = U{N(x) : x € |J F,}
esitligini elde ederiz. Ustelik her n icin F, C V,, ve }7;:11 NV, =10 oldugundzfrf WD =
J F., X’in kapal ve ayrik bir alt kiimesidir. Sonug olarak D-uzayinin tiim kogullar:
gsglandlglndan X bir D-uzayidir. m

Tanim 5.2.4 (I';(X) Oyunu) Oyun su sekildedir. I ve II.Oyuncu her n pozitif tam
sayisi i¢in bir rauntta karsi kargiya gelir. n. rauntta [.Oyuncu X topolojik uzayimin bir

U, y-ortiisiinii, I1.Oyuncu ise bir U,, € U,, acik kiimesini secer. Oyunun
U, Uy, ... U, Uy, ..

karsilagmasinda IT'nin sectigi agik kiimelerin {U,, : n = 1,2,3,...} ailesi X igin bir

~v-orti oluyorsa II.Oyuncu kargilagsmay1 kazanir, aksi halde [.Oyuncu kazanir.

Teorem 5.2.5 X topolojik uzaymin S;(I',T") 6zelliginde olmasi i¢in gerek ve yeter
kogul I'; (X)) oyununda I.Oyuncu’'nun bir kazanma stratejisinin olmamasidir.

(X e&(IT) & I 1T(X))

Kamit: (<) I';(X) oyununda I.Oyuncu’nun bir kazanma stratejisi olmasin. X uzayinin
&1 (T, T) 6zelliginde oldugunu gorelim. X’in y-6rtiilerinin bir (U, : n =1,2,3,...) dizisi
verilsin. Her n igin U,,’i I.Oyuncu'nun n.rauntta segecegi y-ortii olarak aldigimizda
[.Oyuncu i¢in bir strateji belirleriz. Diger taraftan I';(X) oyununda I.Oyuncu’nun bir

kazanma stratejisi olmadigindan bu strateji altinda bir
U, Uy, ... U, Uy,

karsilagmasini I kazanir. Bu durumda her n € w i¢in U,, € U,, olmak iizere {U,, : n =
1,2,3,...}, X’in bir y-6rtiisii olacagindan X, S;(T',T") ozelligindedir.
(=) X, §i(I',T') 6zelliginde olsun. I'y (X)) oyununda I.Oyuncu’nun bir kazanma strate-
jisinin olmadigini gorelim. o, I'; (X) oyununda I.Oyuncu i¢in bir strateji olsun. 7 € <“w
icin U, acik kiimelerini o’ya gore agagidaki gibi tanimlayalim.
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[.Oyuncunun o’ya gore ilk hamlesi olan ¢(0)’yi, {Upn) : n = 1,2,3,...} kiime-
siyle isaret edelim. Simdi her n € w icin o(Upn)\{Uwn)} = {Upnm) : m = 1,2,3...}
seklinde olsun. Kabul edelim ki 7 = (ny,n9,...,n,) € w* i¢in U, kiimesi yukaridaki
gibi tanimlanmig olsun. Oyleyse Ut nsympmy - m=1,2,3,...} ailesi de

(Ut Uming)s - > Ui nssomn)) MU0 Utning) s - -+ Uiy nasoni) b S€klindedir.

Bu durumda her k € w ve her (ny,ng, ..., n;) € W igin
Ui ngyemy :m=1,2,3,...}
X’in bir y-ortiisiidiir. Clinkii o stratejisine gore
U=0Un), Uning)s - Uninasnn))

X'in bir y-ortisiidiir. O halde U’dan

{U(n1)7 U(nl,nz)a ceey U(nl,ng,...,nk)}

sonlu ailesini ¢ikardigimizda elde edecegimiz

{U(m,m,u-,nk,m) :m=1,2,3,.. }

ailesi de Onerme 3.1.4%¢ gore X’in bir y-ortiisiidiir.
Oyleyse 7 € <“w icin Uy = {U~(my : m = 1,2,3,...} seklindeyse {U;, : 7 € <“w}
X’in v-ortiilerinin bir dizisidir. Bu diziye & (I',T") 6zelligini uyguladigimizda

Y = {U ~(ne) i T € <°’w}
X'’in bir y-0rtiisii olacak sekilde her 7 € <“w i¢in en az bir n, € w vardir.
Simdi ny,n9, ..., Nga1, ... € w Ozyineli olarak
ny = ng,Ng = n(m), ey N1 = n(nh,,.7nk), e

seklinde tanimlansin. Bu durumda II.Oyuncu’nun

U(n1)7U(n1,7’L2)7 ey U(

N1,N2, Mg 1)) " *

hamleleriyle kargilagsmay1 kazanacagini gorelim.

Her k € w i¢in Uy, my,...np 1) = U(m77127“,7nk,nm1m2 ) seklinde oldugundan

,,,,,

W = {U(nl)a U(nl,nz)a ceey U(nl,ng,...,nk+1)7 .. }
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kiimesi V'nin bir alt kiimesidir. Diger taraftan U, kiimelerinin kurulugundan, ¥V 'nin
elemanlar1 birbirinden farkhdir. O halde Onerme 3.1.4% gore W, X’in bir y-6rtiisiidiir.
Sonug olarak I.Oyuncu o stratejisi altinda bir kargilagmay1 kaybettiginden I.Oyuncu’nun

['1(X) oyununda bir kazanma stratejisi yoktur. m

Tanim 5.2.6 (Gamma(X) Oyunu) Bu oyunda da I ve II.Oyuncu her n pozitif tam
sayisi i¢in bir rauntta karsi kargiya gelir. n. rauntta [.Oyuncu X topolojik uzayimin bir

U, w-ortiisiinii, I1.Oyuncu ise bir U,, € U,, acik kiimesini secer. Oyunun
U, Uy, ... U, Uy,
karsilagmasinda IT'nin sectigi agik kiimelerin {U,, : n = 1,2,3,...} ailesi X igin bir

~v-ortli oluyorsa II.Oyuncu kargilagsmay1 kazanir, aksi halde [.Oyuncu kazanir.

Teorem 5.2.7 X topolojik uzaymin S§;(€2,T") ozelliginde olmasi igin gerek ve yeter

kogul Gamma(X) oyununda I.Oyuncu’nun bir kazanma stratejisinin olmamasidir.

(X €S(QT) <1 1 Gamma(X))

Kamit: (<) Teorem 5.2.2 ve 5.2.5’in ispatlarmin ilgili boliimiindeki gibidir.

(=) Teorem 5.2.5’in ispatindan farkh olarak 7 € <“w icin, Onerme 3.1.5’e gore
U ={Ur~m) :m=1,2,3,...}

X uzaymin bir w ortiisudiir. m

5.3 Rothberger(X) Oyunu

Tanim 5.3.1 (Rothberger(X) Oyunu) Bu oyunda da I ve I1.Oyuncu her n pozitif
tam sayisi i¢in bir rauntta karsi karsiya gelir. n. rauntta I.Oyuncu X topolojik uzayimin

bir U,, agik ortiisiinii, I1.Oyuncu ise bir U, € U,, acik kiimesini secer. Oyunun
U, Uy, o U U,

karsilagmasinda IT'nin sectigi agik kiimelerin {U,, : n = 1,2,3,...} ailesi X'i Ortiiyorsa

IT.Oyuncu kargilagmay1 kazanir, aksi halde I.Oyuncu kazanir.

Rothberger(X) Oyunu ile §;(O,0) ozelligi arasinda agagidaki teoremde verilen

iligki Pawlikowski tarafindan [6)’da kanitlamigtar.
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Teorem 5.3.2 (Pawlikowski) X topolojik uzaymin S;(O, O) dzelliginde olmast i¢in
gerek ve yeter kogul Rothberger(X') oyununda I.Oyuncunun bir kazanma stratejisinin

olmamasidir. (X € §;(0,0) < 1 1 Rothberger(X)) m

Tanim 5.3.3 (Rothberger,(X) Oyunu) Bu oyunda Rothberger(X) oyunundan
farkli olarak, n. rauntta I.Oyuncu X topolojik uzayimin bir U,, genis ortiistini, II.Oyuncu

ise bir U,, € U,, acik kiimesini secer. Oyunun
U, Uy, oo U U,

karsilagmasinda IT'nin sectigi agik kiimelerin {U,, : n = 1,2,3,...} ailesi X igin bir

genig Ortil oluyorsa II.Oyuncu kargilagmay1 kazanir, aksi halde I.Oyuncu kazanir.

Teorem 5.3.4 X topolojik uzaymin S;(A, A) o6zelliginde olmasi igin gerek ve yeter
kosul
Rothbergery (X) oyununda I.Oyuncu'nun bir kazanma stratejisinin olmamasidir.

(X € Si(A,A) & 1 1 Rothberger, (X))

Kamt: (<) Agktir.
(=) X uzay1 S;(A, A) ozelliginde olsun. I.Oyuncu’nun Rothberger, (X) oyununda bir
kazanma stratejisinin olmadigini gérelim. F', bu oyunda [.Oyuncu i¢in bir strateji olsun.
Bu strateji altinda I'in segecegi U genis ortiileri {¢,(U) : n = 1,2,3,...} seklinde
belirtelim.

X uzaymin topolojisi 7 ile gésterilsin. Bu durumda her n € w igin 7, = {U x {n} :
U € t}da X,, = X x {n} tlizerinde bir topolojidir. Diger taraftan J 7, ailesi, |J X,
lizerinde bir > 7, topolojinin tabamdir. (|J X,, > 7) topoloj?lfwuzayl > T}?: ile
gosterilsin. e e e
Iddial: > X, uzaymin her acik ortiisiiniin, elemanlar1 |J 7, kiimesinden olan bir

new new

incesi vardir.

Kamtl: V, > X, uzaymin bir agik ortiisii olsun. O halde her (z,n) € |J X, igin

(x,n) eV oqgo(dzak sekilde bir V' € V vardir. Diger taraftan |J 7,, > X, unzea;uymm bir
tabani oldugundan (z,n) € T' C V olacak sekilde bir T" € UneTU:L kijr?leeo;i vardir. Boylece
her (x,n) € |J X, i¢in yukaridaki gibi bir T € |J 7, se(;?negkle elde edecegimiz aile, V
acik értﬁsﬁn?'lenw, elemanlar1 |J 7,’den olan bir iﬁggsidir.

new
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O halde, genelligi bozmadan ) X,, uzaymin agik ortiilerinin elemanlarinm J 7,
new new
kiimesinden geldigini kabul edebiliriz.

X, Si1(A,A) ozelliginde oldugundan Teorem 4.1.10°a gore S;(O, ) ozelligine de
sahiptir. Dolayisiyla her n € w icin (X, 7,) de §1(O, Q) ozelligindedir. Bu durumda
> X, uzaymm S;(0, O) dzelliginde oldugunu gorelim.

;fltliam Her n € w i¢in (X,,7,) uzayr (0, 0) ozelliginde ise, Y X, uzay1 da
5,(0, 0) érelligindedir, "

Kanit2: ) X,’in agik Ortiilerinin bir (U, : n = 1,2,3,...) dizisi verilsin. Her m € w
icin S,, goerufsuz bir kiime olmak tizere (S, : m = 1,2,3...) pozitif tam sayilar kiimesi-
nin bir parcalamigi olsun. Bu durumda her m igin (U, : n € S,,), > X,, uzaymin agk
ortiilerinin bir dizisidir. Her n € S,, i¢in X,,, C |J X,, = WU, oldunggndan ve Y X,in
acik ortiilerinin tizerine yaptigimiz kabulden )g:lw: UV, olacak sekilde bir T)L/E: c U,
vardir. Boylece her m € w i¢in (V,, : n € S,,,), X,,,'in agik ortiilerinin bir dizisidir. Diger
taraftan X, uzay1 S$;(0, Q) dzelliginde oldugundan her n € S,, i¢in bir V,, € V,, vardir
ki {V, :n € S,}, X,,/in bir acik ortiisiidiir. O halde her n € w i¢gin V,, € V,, C U,
olmak tizere {V,, : n = 1,2,3,...} ailesi Y X, in bir ac¢ik ortiisii olacagindan, > X,
uzay1 da §; (O, O) ozelligindedir. " "

Rothberger( > X,,) oyununda I igin bir G stratejisini su sekilde tamimlayalim.
new
L.Oyuncunun G’ye gore ilk hamlesi G(>  X,) = {¢on(F(X)) x {n} : m > n >
new

1} olsun.(F'(X), X’in bir genig ortiisit oldugundan G( ) X,,)’de, > X, in bir agk
ortiisidir.) G(Y X,,)’in bir T elemanimi ¢, (F(X)) T;Gw{nl} ile ggﬁrtelim. Bu du-
rumda F(X)in Tj elemant da ¢, (F(X)) olsun. G(T,) ise {ém(F(T})) x {n} : m >
n > 1,0, (F(T1)) # 11} seklinde tanimlansin. Benzer sekilde G(T;)’in bir 7', elemamn
GOmy (F(T1)) x {na} seklindeyse Ts = ¢, (F(T1)) olsun. G(T;,T5) = {pm(F(T1,T3)) X
{n} :m >n > 1,0,(F(T1,Ty)) ¢ {T1,T>}} olmak iizere G stratejisi bu sekilde
tamimlansin. Fakat, > X, uzay1 §;(O, O) ozelliginde oldugundan Pawlikowski teore-

new
mine gore, G bu oyunda [.Oyuncu i¢in bir kazanma stratejisi degildir. O halde oyunun

oyle bir
G(Z Xn)7 Zl? G(Il)7 IQ?' s 7G(Il7 ce 7In—1)7zn7 cee
new
karsilagmas1 vardir ki W = {T, : n = 1,2,3,...}, > X,)’in bir ac¢ik ortiisiidiir. Bu

new
durumda W = {T,, : n = 1,2,3,...} ailesi de X'’in bir genig Ortiisii olacagimndan

Rothbergers (X) oyununda II.Oyuncunun W = {7}, : n = 1,2,3,...} hamleleri I'in
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F' stratejisini bagarisiz kilar. m

5.4 Hurewicz(X) Oyunu

Tanim 5.4.1 (Hurewicz Ozelligi) X topolojik uzaymmin acik ortiilerinin herhangi

bir (U, : 1,2,3,...) dizisi i¢in;
1. Vn € w, V, € U]

2. X = fj ﬁ (UVn)

n=1m=n
kogullarim saglayan bir (V,, : n = 1,2,3,...) dizisi varsa X, Hurewicz ézelligindedir

denir.

Tanim 5.4.2 (Hurewicz(X) Oyunu) I ve I1.Oyuncu her n pozitif tam sayisi igin
bir rauntta kargi kargiya gelir. n. rauntta [.Oyuncu X uzaymin bir i, agik ortiisting,

I1.0yuncu ise bir V, € [U,]=“ kiimesini seger. Oyunun
ulavla s 7un7Vn7 s

kargilagmasi i¢in, (Vx € X)(Ve°, 2 € UV,) kosulu saglaniyorsa II1.Oyuncu kargilagmay1

kazanir, aksi halde I.Oyuncu kazanir.

Teorem 5.4.3 X topolojik uzaymin Hurewicz 6zelliginde olmasi i¢in gerek ve yeter
kogul Hurewicz(X) oyununda I.Oyuncu’nun bir kazanma stratejisinin olmamasidir.

(X Hurewicz < I 1 Hurewicz(X))

Kamt: (<) Agktir.
(=) o, Hurewicz(X) oyununda [.Oyuncu igin bir strateji olsun. [.Oyuncunun o’ya
gore ilk hamlesi olan o(0),{Uw) : n = 1,2,3,...} ile ifade edilsin. 7 € ““w i¢in U,
agik kiimeleri su gekilde tanmmlayalim. o({Upy :n < ni}) = {Upypy - k= 1,2,3,...}
olsun. Kabul edelim ki 7 = (ny,...,ny,) € ““w igin U, kiimesi tanimlanmig olsun. Bu
durumda
o{Umy :n <ty AU nmam) 21 < 0n}) = AUy + k= 1,2,3,...}
seklindedir. O halde her 7 € ““w i¢in {Ur~n) : n = 1,2,3,...}, X uzaymin bir agk
ortiisidiir. Oyleyse Hurewicz ozelliginden her 7 € <“w icin bir n, € w vardir ki V, =
{Ur~@y : n < np} igin (Vo € X), (V2°, 2 € UV;) saglanir.

Simdi nq,...,ng, ... pozitif tam sayilar1 agsagidaki gibi tamimlandiginda
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g ; k=0
N(ny,ng) k 7& 0

Ngy1 =

IL.Oyuncunun Vg, Viny)s - - - s Ving,..mg)s - - - hamleleri LOyuncunun o stratejisini bagari-

s1z kilar. m
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