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Tez calismasinin amaci, dogrusal regresyon modelinde etkili gozlemleri belirlemek
icin Onerilen Olcutlerin yari parametrik regresyon modeli igcin gelistiriimesi ve
geligtirilen olcutlerin etkili gozlemleri belirlemede basarli olup olmadiklarinin

gercek bir veri kimesi kullanilarak ve similasyon calismasi yapilarak

incelenmesidir.

Bu calismada yari parametrik regresyon modelinde parametreleri tahmin etmek
icin kullanilan yontemler tanitiimis, sonra dogrusal regresyon modelinde -etkili
g6zlemleri belirlemek igin son yillarda sikga kullanilan Cook Uzakligi, Hadi'nin
Olgutu, Pena’nin Olguti ve COVRATIO gibi 6lcutler incelenmis ve bu dlcitlerden
Hadi'nin Olgiitu, Pena’nin Olgutii ve COVRATIO olgutl yari parametrik regresyon

modeli icin gelistirilmigstir.

Gergek bir veri kiimesi ve yapay bir veri kiimesi kullanilarak onerilen olgutlerin
etkili gbzlemleri ortaya ¢cikarmadaki basarilari arastiriimistir. Simulasyon calismasi
yapilarak farkli drneklem buyukliklerinde énerilen 6élcitlerin etkili gbzlemleri ortaya

ctkarmadaki bagarilari incelenmistir ve karsilastiriimistir.

Anahtar Kelimeler: Yari parametrik regresyon modeli, etkili gézlemler, Cook
Uzakligi, Hadi'nin Olgiitl, Pena’nin Olgitii, COVRATIO

Danisman: Prof.Dr. Oniz Toktamig, Hacettepe Universitesi, istatistik Bolumdi.



ANALYSIS OF INFLUENTIAL OBSERVATION IN SEMIPARAMETR IC
REGRESSION MODEL

Semra Turkan
ABSTRACT

The aim of thesis is to develope diagnostics, used to detect influential
observations in linear regression model, for semiparametric regression model and
examine whether the developed diagnostics are successful or not in determining

influential observations using a real data set and simulation.

In this study, methods used for estimation of parameters in semiparametric
regression are introduced, then, diagnostics such as Cook’s Distance, Hadi's
diagnostic, Pena’s diagnostic and COVRATIO which are frequently used in recent
years are examined and Hadi’'s diagnostic, Pena’s diagnostic and COVRATIO are

developed for semiparametric regression model.

It is investigated whether developed diagnostics detect or not the influential
observations by using real data and artificial data. It is examined and compared
the success of developed diagnostics in determining influential observations in

different sample sizes via simulation study.

Key Words: Semiparametric regression model, influential observations, Cook’s

Distance, Hadi’s diagnostic, Pena’s diagnostic, COVRATIO
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1.GIRIS

Veriyi modelleme, modern istatistiksel analizin ayrilmaz bir parcasidir. istatistiksel
modelleme sireci asagidaki adimlardan olugsmaktadir. Birinci adim modelin
belirlenmesi, ikinci adim modelin kestirimi, G¢iinct adim ise modelin gecerliliginin
arastirilmasidir. Modelleme sirecinin  adimlart  Sekil 1.1'de asagidaki gibi

gOsterilebilir:

Modelin belirlenmesi

Model kestirimi
Dongu

Modelin gecerliliginin

arastirilmasi
Model gecerli ise Model gegerli
slire¢ tamamlanir degilse

Sekil 1.1. istatistiksel modelleme siireci

Sekil 1.1’de modelin belirlenmesi asamasinda, ilgilenilen veri kiimesine uygun
olabilecek modeller secilir. Model kestirimi asamasinda, secilen modeldeki
bilinmeyen parametrelerin kestirimleri veri kimesinden yararlanilarak elde edilir ve
bulunan kestirim degerleri modelde yerine konulur. Modelin gecerliliginin
aragtirlmasi asamasinda belirlenen ve kestirilen modelin veriye uygun olup

olmadigi arastirilir. Kestirilen modelin veriye uygun olup olmadigi arastirilirken etki



analizi yapilir. Etki analizi yardimi ile analiz sonuglarini etkileyen gozlemler (aykiri
deger, etkili gbzlem ve biyuk kaldirag degeri) olup olmadigi arastiriir ( Dillane,
2005;. Tarkan, 2008). Dogrusal regresyon analizinde etki analizi ile ilgili birgcok
kitap ve makale vardir. Cook (1977), Chatterjee ve Hadi (1986), Hadi (1992) ve
Pena (2005)'in makaleleri, Belsley vd. (1980) ve Cook ile Weisberg (1982)’in
kitaplari bunlardan bazilandir. Yapilan calismalarda, dogrusal regresyon
modelinde analiz sonugclarini etkileyen goézlemleri ortaya c¢ikarmak icin cesitli
Olcutler gelistirilmistir. Bu 6lcutlerden en ¢ok kullanilant Cook uzakligi él¢utudur.
Son yillarda Hadi'nin olgutu ve Pena’nin 6l¢utl de etkili gbzlemleri belirlemede
sikca kullaniimaktadir. Parametrik olmayan regresyon modellerinde ve vyari
parametrik regresyon modellerinde etki analizi ile ilgili dogrusal regresyon
modelinde oldugu kadar cok sayida calisma yoktur. Ozellikle yari parametrik
regresyon modellerinde etki analizi ile ilgili caligmalar son on yilda baglamigtir.
Parametrik olmayan ve vyari parametrik regresyon modellerinin kestiriminde
kullanilan pdrizlalik ceza yaklasiminda hata kareler toplamina bir ceza
fonksiyonu eklenir. Ceza fonksiyonunun eklenmesindeki amac¢ esnek egimli
uyumlar ile sabit egimli uyumlar arasinda bir uzlagsma saglamaktir. Bu uzlasma
duzlestirme parametresi ile belirlenir ve dizlestirme parametresinin secimi pratikte
zor bir problemdir (Tabakan, 2009).

Bu tez calismasinda hem parametrik hem de parametrik olmayan bilesenleri
iceren vyari parametrik regresyon modelinde etki analizi incelenmigtir. Yari
parametrik regresyon modeli, dogrusal parametrik bilesen ve parametrik olmayan
bilesenlerin her ikisini de icerdiginden, bu modele kismi dogrusal model (partially
linear model) de denir. Yari parametrik regresyon modeli son yillarda cok
kullanilan istatistiksel bir modeldir. Clinkt bu model hem parametrik kismi, hem de
parametrik olmayan kismi birlestirdiginden dogrusal regresyon modeline gore ¢ok
daha esnektir. Yari parametrik regresyon modelinde etki analizi ile ilgili literattirde
sinirl sayida calisma vardir. Bu tezin amaci, yari parametrik regresyon modelinde
analiz sonuclarini etkileyen goézlemleri ortaya c¢ikarmak icin dogrusal regresyon
modelindekine benzer 6lcutler gelistirmektir.



Bu calisma alti bolimden olugsmaktadir. Birinci bolim olarak ele alinan giris
boliminde tezin konusu, 6nemi, bu konuda yapilan dnceki ¢aligmalar, tezin igerigi

ve izlenecek diizen ana hatlari ile verilmistir.

ikinci Bélim'de parametrik, parametrik olmayan ve yari parametrik regresyon
modelleri hakkinda genel bilgiler verilmis ve regresyonda dizlestirme kavrami ve
parizlulik ceza yaklagsimi aciklanmigtir. Bu bolimde dizlestirme parametresinin

secimi icin kullanilan yontemler tzerinde de durulmustur.

Ucuincu Boélum’de dogrusal regresyon modelinde etki analizi tizerinde durulmusg,
regresyon modelinde analiz sonuclarini etkileyen gézlemleri ortaya ¢ikarmak igin
Onerilen olcutlerden yaygin olarak kullanilan Cook uzakhgi, Hadi’'nin 6lc¢utd,

Pena’nin 6lguti ve COVRATIO o6lgutt tanitilmigtir.

Doérdinci  Bolim’de vyari parametrik regresyon modelinde yerel polinom
duzlestiricisi kullanildiginda etkili gbzlemleri ortaya c¢ikarmak icin dnerilen Cook
uzakhg! olguti incelenmistir. Ayrica bu bolimde daha Once yari parametrik
regresyon modellerinde uygulanmamis olan dogrusal modellerdeki etkili gbzlemleri
ortaya cikarmak icin oOnerilen Hadi'nin o6l¢itld, Pena’nin dl¢itd ve COVRATIO

geligtirilmistir.

Besinci Bolum’de ilk olarak gercek bir veri kiimesi kullanilarak yari parametrik
uzakhgr olcut degerleri ve bu tez calismasinda geligtirlen Hadi, Pena ve
COVRATIO olciit degerleri elde edilmistir. incelenen veri kilmesi icin gelistirilen
Olcutlerin etkili g6zlemleri ortaya ¢ikarmada basarili olup olmadiklari arastiriimigtir.
Daha sonra hem biyuk kaldira¢ degeri hem aykiri deger olan gézlemlerin oldugu
yapay bir veri kiimesi tdretilmigtir. Dogrusal regresyonda bu goézlemleri ortaya
ctkarmada 0Ozellikle buyuk orneklemlerde diger Olcltlere gbre daha basarili olan
Pena Olcutinin yart parametrik regresyon modeli i¢in de ayni sonucu verip
vermedigi arastirimigtir. Yapilan similasyon calismasi ile farkh 6rneklem

blyukluklerinde olusturulan etkili g6zlemlerin 6nerilen 6lcutler tarafindan



belirlenme yiizdeleri elde edilmistir. Olcutler etkili gozlemleri belirleme yiizdelerine
gore kargilastiriimistir.

Altinci Bélum’de ise bir 6nceki bélimde elde sonuclar tartisiimistir.  Yapilan
calismalar sonucunda yari parametrik regresyon modelinde polinom duzlestiricisi
kullanildiginda buyuk 6rneklemlerde hem buyuk kaldirag degeri hem de aykiri
deger olan gozlemleri ortaya ¢ikarmada gelistirilen Pena ol¢utiinin diger olcutlere
gore daha basarnli oldugu gorilmustir. Diger durumlarda onerilen olcutler, veri
kiimelerinde olusturulan etkili gézlemleri belirlemede birbirine benzer sonuclar

vermigtir.



2. REGRESYON MODELLERI

Bircok bilim dali icin iki degisken arasindaki iliski 6nemli bir konudur. iki degisken
arasindaki iligkiyi aciklamak icin ¢ok sayida model geligtiriimigtir. Regresyon
modeli, degiskenler arasindaki iligkiyi aciklamak icin geligtirilen bir modeldir.
Regresyon modeli ile bagimsiz degiskenlerin verilen 6zel dederleri icin bagimh
degiskenin ortalama degeri tahmin edilmeye calisilir. Regresyon modeli genel

olarak
Yi =E(yi|xi)+8i’ i=1,..,n (2.1)

seklinde yazilabilir. Bu esgitlikte y;, i.bagimh degiskeni, x;, kx1 boyutlu i. gbzlem icin

bagimsiz degiskenler vektoérind, E(yi|xi), X; bilindiginde yi'nin kosullu beklenen

degerini ve g hatayi gostermektedir.

Bu bolimde bagiml ve bagimsiz degiskenler arasindaki fonksiyonel bagimililigi
belirleyen parametrik regresyon, parametrik olmayan regresyon ve vyari-
parametrik regresyon yontemleri tanitilmig, duzlestirme kavrami, parazlilik ceza

yaklasimi ve duzlestirme yontemleri incelenmistir.
2.1. Parametrik Regresyon

Parametrik regresyon yaklasiminda, bagimh ve bagimsiz degiskenler arasindaki
ortalama iligki, matematiksel yapisi bilinen bir fonksiyonla ifade edilir ve bu
fonksiyonda yer alan parametreler veriden tahmin edilip, model denkleminde
yerine konularak model belirlenir. Yaygin olarak kullanilan modellerden birisi
dogrusal modeldir. Dogrusal regresyon modelinde, bagimh degisken ile bagimsiz
degisken(ler) arasindaki iligkinin parametrelere gore dogrusal oldugu varsayilir.
Bilindigi gibi Es. (2.1)'deki model klasik dogrusal regresyon modeli olarak matris

vektdr biciminde

y=XB+e (2.2)



seklinde yazilir. Es. (2.2)'de y, nx1 boyutlu gbézlemler vektérint, X, nxp boyutlu
tasarim matrisini, B, px1 boyutlu parametreler vektorint ve €, nx1 boyutlu hatalar
vektorini gostermektedir. Dogrusal regresyon modelini kestirebilmek icin Gauss-
Markov varsayimlar olarak bilinen bazi varsayimlarin saglanmasi gerekir. Bu

varsayimlar, € lerin ortalamasinin sifir ve tum i’ler igin €’nun sabit varyansa sahip

olmasi, x/'nin sabit olmasi, x; ile ¢; arasinda iligki olmamasi, ¢;’ler arasinda iligki

olmamasidir. Gauss-Markov varsayimlari altinda en kicuk kareler kestiricisi 8, en

iyi dogrusal yansiz tahmin edicidir (Best Linear Unbiased Estimator; BLUE). Bu
varsayimlar saglanmadiginda regresyon analizi sonuclari guvenilir olmayacaktir.
Varsayimlar saglansa bile veri noktalarinin sacilim grafigi dogrusal bir yapi
gostermiyorsa, dogrusal regresyon modeli ilgilenilen veri kimesi igin uygun
olmayacaktir. Regresyonda dogrusal olmamanin Ustesinden gelmenin en yaygin
yolu, yuksek dereceli polinomlarin kullaniimasidir. Bu modeller, polinom

regresyon modelleri olarak bilinmektedir. p. dereceden polinom regresyon modeli,
Yi = 0HBoX; X L+ BXT g (2.3)

seklinde ifade edilir. Es. (2.3)’'deki modelde polinom derecesi arttikca veriyi temsil

edebilecek uygun polinomun secilmesi zor ve zaman alicidir.

Dogrusal regresyon ve polinom regresyon modelleri parametrelere gore dogrusal
modellerdir. Degiskenler arasindaki iliskinin fonksiyonel yapisini temsil eden,
parametrelere gore dogrusal olmayan modeller de bulunmaktadir. Bu modeller
fonksiyonel yapi bilindigi igcin parametrik modellerdir. Ancak bu modellerde
parametre kestirimleri iteratif yontemler ile elde edildigi i¢cin zordur. Bu durumda

parametrik olmayan regresyon yontemleri kullanilabilir (Shi, 2009).
2.2. Parametrik Olmayan Regresyon

Regresyon modelinin fonksiyonel yapisinin bilindigini varsaymak yerine daha iyi
bir yaklasim, uygun fonksiyonel yapiyi verilerden kestirmektir. Fonksiyonel yapiyi
verilerden tahmin etmek icin genel tahminler yerine yerel tahminler kullanihr.

Parametrik olmayan regresyon yontemi ile, bagiml degisken ve bagimsiz



degisken arasindaki dogrusal olmayan iligkinin fonksiyonel yapisi belirtimeden
veriye uygun bir model, yerel kestirimlerin bir dizisi olarak elde edilir (Keele, 2008).
Bir y bagimli degdiskeni ile yalniz bir x bagimsiz degiskeninin bulundugu basit

parametrik olmayan regresyon modeli,

y. =m(x,) +¢g, i=1,...,n (2.4)

seklinde gosterilir. Bu esitlikte m(.), x ve y arasindaki fonksiyonel iligkiyi gosterir ve
belirgin bir sekle sahip olmayan bilinmeyen bir fonksiyondur. Parametrik olmayan
regresyon yonteminin amaci, m(.) fonksiyonunun dizgin (smooth) ve surekili

oldugu, hata terimleri ¢ ’lerin ortalamasi O ve varyansi ¢ olan 6zdes bir dagilima

sahip olduklarini varsayarak, m(.) fonksiyonunu verilerden tahmin etmektir.

Parametrik olmayan basit regresyon modeli, genel olarak “sacilim grafigi
duzlestiricisi” (scatterplot smoothing) olarak da adlandirilir. Cunkl, parametrik
olmayan basit regresyon yontemi ile sacilim grafigindeki noktalar olabildigince

dizgtn bir egri ile temsil edilmeye caligilir.

iki ya da daha fazla bagimsiz degisken oldugunda, parametrik olmayan regresyon
modelini uydurmak ve geometrik olarak géstermek zordur. Bu sorunu ¢ézmek igin
daha kisitlayici modeller geligtiriimigtir. Toplamsal regresyon modeli, bu

modellerden birisidir ve

yi = a+my(x;) +m, (X )t tm (X ) tE, =10 (2.5)

seklinde gosterilir. Es. (2.5)'de m; (.) fonksiyonlarina kismi regresyon fonksiyonlari

denir ve dizgun olduklar varsayilir (Fox, 2002).

Parametrik olmayan regresyon modeli, regresyon fonksiyonunda dogrusallik
varsayimi yerine regresyon fonksiyonunun dizgunluk varsayimini dikkate aldigi
icin dogrusallik varsayimini esnetmis olur. Dogrusallik varsayiminin esnetilmesi

daha cok hesaplama gerektirir ve bazi durumlarda yorumlanmasi zor sonuclar



elde edilir. Ancak regresyon fonksiyonu daha dogru bir sekilde kestirilir (Keele,
2008; Fox, 2002).

Literatirde O©nerilen bircok parametrik olmayan regresyon modeli ya da
duzlegtiriciler vardir: Bunlar cekirdek (Kernel) duzlestiriciler, egrisel ¢izgi (Spline
Smoothing) duzlestiriciler, cezalandirnimig egrisel ¢izgi duzlestiriciler vb. Egrisel
cizgi ve cezalandinimis edrisel c¢izgi duzlestiricilerinin temeli, purazlulik ceza
yaklasimina dayanir. Bu nedenle bundan sonraki alt bélimde regresyonda
duzlestirme kavrami ve purazliluk cezasi yaklagimi hakkinda genel bir bilgi

verilmigtir.
2.2.1. Duzlestirme Kavrami ve Purizlulik Cezasi Yakla simi

Regresyon analizinin amaci, bilinmeyen regresyon fonksiyonu ig¢in uygun bir
tahmin elde etmektir. Bircok durumda yizlerce noktadan olusan egrileri ¢ok
karmasik bir sekle sahip olmasi nedeniyle parametrik modellerle temsil etmek

olanaksiz hale gelir.

Parametrik olmayan regresyon fonksiyonu egrisinin dizgin bir sekilde elde
edilmesi islemine dizlestirme (smoothing) denir. Bu nedenle parametrik olmayan
regresyon fonksiyonunu tahmin etmek icin kullanilan ydntemlere, duzlestirme

yontemleri de denilmektedir.

m regresyon fonksiyonunu tahmin etmek icin kullanilan klasik yontemlerden biri
dogrusal regresyon yaklagimidir. Bu yontemle, (x,,y,), i=1,...,n veri dizisi i¢in artik

kareler toplami (AKT(m))
AKT(m)=> (v, ~m(x,)’

olup, minimum yapilarak m fonksiyonu tahmin edilir. Verilerin sacilim grafigi bir
dogru ile temsil edilebilecek gibi ise, m fonksiyonunu tahmin etmek icin dogrusal
regresyon yaklasimi uygun olacaktir. Verilerin gercek yapisi dogrusal degil ise bu
yaklasim basarisiz olur. Sacilim grafigi ve uydurulan dogrunun verildigi boyle bir



ornek, Sekil 2.1'de gorulmektedir. Bu kestirici icin dogru ile birlestirilen noktalarda
sabit egimlilik saglanir.

Bircok kestirim problemi icin dogrusal modeller verilen veri kimesine uymaz ve bu
durumlarda, dogrusal olmayan uyum egrilerinin olusturulmasi zorunlulugu ortaya
ctkar (Omay, 2007). Sekil 2.2’de m fonksiyonunu elde etmek icin verilen noktalar,
dogrular ile birlestirilip, interpolasyon ile m fonksiyonunun tahmini yapiimistir. Ayni
veri noktalar icin Sekil 2.3'de m fonksiyonu Uzerine duzgunluk kisiti konularak
elde edilen bagka bir kestirim verilmektedir. Sekil 2.3'de verilen egri surekli ikinci
mertebeden tlrevlere sahiptir ve tim veri noktalarindan gecer. Sekil 2.2 ve Sekil
2.3'deki tahminlerin ikisi de veri noktalari icin iyi bir uyum gostermektedir.
Tahminler, Sekil 2.2 ve Sekil 2.3'de goraldugu gibi cok purizladar. Bu kestiriciler
icin egriler ile birlestirilen noktalarda esnek egimlilik vardir. Her iki kestirim igin de
AKT(m)=0'dir. Ancak egri uydurmada tek amac iyi bir uyum elde etmek degildir.
Cogu kez, buna aykiri disen veri uydurmadaki baska bir amag, cok hizli degisim
gostermeyen bir egri kestirimi elde etmektir. Purtzlulik cezasi yaklagimindaki ana
fikir, hizli olarak dalgalanan bir egrinin egilimini 6lgmek ve daha sonra egri
kestiriminde sabit egimli uyumlar ile esnek egimli uyumlar arasinda gerekili

uzlasmayi saglayacak bicimde tahmin problemini ortaya koymaktir.

<
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T T T T L

o 2 4 6 8 10

X

Sekil 2.1. Veri noktalarinin sacilim grafigi ve uydurulan dogru (Green ve
Silverman, 2000)
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Sekil 2.2. Veri noktalari dogrusal cizgiler ile birlestirilerek elde edilen tahmin

(Green ve Silverman, 2000)
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Sekil 2.3. Veri noktalari egriler ile birlestirildiginde elde edilen tahmin
(Green ve Silverman, 2000)

Bir [a,b] araliginda tanimlanan m egrisinin ne kadar puriizlii ya da ne kadar dalgal

oldugunu 6lcmenin birgok yolu vardir. ikinci mertebeden tiirevi alinabilen m

egrisinin  purdzlaligand olgmenin en yaygin yolu m fonksiyonunun ikinci
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TR .
mertebeden turevinin karesinin integrali olan J' {m (t)} dt integralini hesaplamaktir.
a

Bu oOlcime gore sadece dogrusal m(x) fonksiyonlari sifir partzltlige sahipken,
surekli fonksiyonlar sinifindaki tum fonksiyonlar pozitif parazlilige sahiptirler.
ikinci mertebeden tiirevin karesinin integrali, 5nemli hesaplama avantajlarina sahip

oldugu i¢in en yaygin kullanilan purtzltlik olgusuaddr.

Bir [a,b] araliginda tanimlanan ikinci mertebeden tirevi alinabilen herhangi bir m

fonksiyonu ve diizlestirme parametresi A >0 icin cezalandirilmis kareler toplami,

S(m) = i{yi “m(x,)} +A jb{m ) dt (2.6)

seklinde tanimlanir. Es. (2.6)'daki ilk terim hata kareler toplamidir, ikinci terim ise
puruzlilik cezasi olarak adlandirilir. Cezalandiriimis en kiguk kareler tahmin
edicisi m'yi elde etmek igin S(m) fonksiyonu minimum yapilir. Bu islem, piriizlilik
cezas! kisiti altinda y ile m(x) arasindaki farklarin kareleri toplaminin minimum
yapilmasi problemidir. Parazlilik cezasi iki kisimdan olusur. Birincisi duzlestirme
parametresi olarak bilinen A’dir. ikincisi m(x) fonksiyonunun ikinci mertebeden

tiirevinin karesinin integralidir. ikinci mertebeden tiirev, bir fonksiyonun egiminin
degisim oranini ya da egriligini 6lger. Karesi alinmig m'(t) fonksiyonunun tanim

araligindaki integrali, esasen parametrik olmayan tahminin tanim aralig1 boyunca
egriliginin  bir dlcisunud verir. Bu integralin degerinin buydk olmasi, m(x)
fonksiyonunun purizli (dalgal) oldugunu; kiigik olmasi m(x) fonksiyonunun daha
dizgin oldugunu gdstermektedir (Green ve Silverman, 2000; Keele, 2008).
Negatif deger almayan A dizlestirme parametresi ise, m fonksiyonunun ne kadar
dizlestiginin bir dlgtsu olan ikinci mertebeden tireve verilen agirhgin buyuklugini
kontrol eder. A parametresi O dan « 'a deg@erler alir. =0 olmasi esnek egilimli bir
model uyumunu, A —«» olmasi dogrusal regresyon modeline uygunlugu gdosterir
(Keele, 2008). Eger A buyuk ise, S(m)'deki asil bilesen purizlulik cezasi terimi
olacaktir ve S(m)yi minimum yapan m fonksiyonunun tahmini cok az edrilik

gosterecektir. Eger A kucuk ise S(m)'deki asil bilesen hata kareler toplami
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olacaktir ve bu durumda m fonksiyonunun tahmini, verinin sagilim grafigindeki

noktalara yakin bulunacaktir (Green ve Silverman, 2000).

2.3. Duzlestirme Yontemleri

Bagiml degisken y ve bagimsiz deg@isken x arasindaki iligkiyi veren bilinmeyen
m(x) fonksiyonunun dizgtn bir sekilde tahmin edilmesi icin kullanilan yontemlere
dizlestirme yontemleri denir. Duizlestirme yontemleri ile parametrik olmayan

regresyon yontemleri ayni anlamda kullanilmaktadir. Bu calismada

* Cekirdek (Kernel)

* Yerel (Local) polinom

* Egrisel ¢izgi (Spline Smoothing)
* Cezalandinimis egrisel cizgi

o Cezalandinimis egrisel cizgide karisik dogrusal model yaklasimi

dizlestirme yontemleri incelenmigtir.

2.3.1. Cekirdek (Kernel) duzle stirme yontemi

Duzlestirme yontemlerinin en basit olani c¢ekirdek duzlestirme yontemidir. Tek
degiskenli bir dagihmdan alinan xi, Xz, ... , X, gozlemlerinin bagimsiz, 6zdes
bilinmeyen bir dagilima sahip oldugu varsayilsin. Bu gozlemlerin alindigi kitlenin
dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu f icin ilk ¢ekirdek kestiricisi Rosenblatt
(1956) tarafindan,

: 1< X; - X
f.(x)=— 2 K| — 2.7
2 nhg ( - j 2.7)
seklinde 6nerilmigtir. Olasilik yogunluk fonksiyonunun cekirdek kestiriminde yer
alan K fonksiyonu, cekirdek fonksiyonu olarak adlandirilir. Her bir x noktasindaki
cekirdek kestirimi Es. (2.7)'de goruldugu gibi bir agirlikli ortalamadir ve cekirdek
fonksiyonu K, agirliklarin hesaplanmasinda yardimci olmakta bant genisligi h ise

cekirdek fonksiyonunun dagilimini belirleyen bir &lcekleme etkeni rolini
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oynamaktadir. Olasilik yogunluk fonksiyonunun cekirdek kestirimi, K ve h nin farkli
secimlerine gore degismektedir Cekirdek fonksiyonu ve bant genigligi arastirmaci
tarafindan secilmektedir (Gokmen, 2002; Cula, 1998).

Cekirdek fonksiyonlari genellikle sifir merkezli, simetrik bir olasilik yogunluk
fonksiyonu olarak secilmektedir. Uygulamada c¢ekirdek fonksiyonunun sec¢imi bant
genisligi secimi kadar ©nemli degildir. Bircok cekirdek fonksiyonu vardir.

Uygulamada kullanilan bazi ¢ekirdek fonksiyonlari Cizelge 2.1'de verilmektedir:

Cizelge 2.1. Cekirdek Fonksiyonlari

Gaussian ¢ekirdek 1 Ll
K(u=——e? , uD[—oo;oo]
N2t

Tebigimli gekirdek K(u):%, un[-1,1]

Uggensel cekirdek @-ju), uel-1,1]
Epanechnikov ¢ekirdek %(l—uz), ue [-1,1]

H . -~ . 15 2 2

Iki Agirhikh cekirdek E(l-u )", ue [-1,1]

. - . 35 2 3

Uc Agirlikli gekirdek 5(1-u ), ue [-1,1]

Regresyon fonksiyonunun parametrik olmayan kestirim yontemlerinden biri
cekirdek kestirim yontemidir. Nadaraya ve Watson tarafindan onerilen cekirdek

kestirimi, bu yéntemlerden biridir.

Kosullu beklenen deger olarak tanimlanan regresyon fonksiyonu,

[y fxy)dy

00 (2.8)

m(x)=E(Y|X = x) = jy f(y| X)dy =

seklinde yazilabilir. Bu kosullu beklenen deger icin dogal bir kestirim, pay ve
paydanin kestirimlerinin ayri ayri elde edilerek Es. (2.8)'de yerine konulmasiyla
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bulunabilir. Pay icin genellikle carpimsal ¢ekirdek yogunluk fonksiyonu kullanilarak
f(x,y) bilesik yogunluk fonksiyonu kestirilebilmektedir. Carpimsal cekirdek

kestiricisi,

- 11 (x-x)V1 (v, -y
o (G Y) == D K[ 22 =K 2 2.9
i 06V = 2 (hl jhz ( j (2.9)

seklindedir. Buna gore Es. (2.8)'de verilen ifadenin payinin kestirimi,

o= FAS e 0o

AN L [ XX (Y [ YitY
S e .

h, )Jh,

yi'y

olur. Es. (2.10)daki integralde ( n Jzt donusuimua yapilarak ve cekirdek

2
fonksiyonunun sagladigi jtK(t)dt=O ve §K(t)dt=1 Ozellikleri gbz ©onlune

alinarak Es. (2.10),

A ITY, [ X -X
f(x,y)dy == ) =LK| = 2.11
jy(y)ynghl(hlj (211)
olarak bulunur. Buna gore Nadaraya ve Watson tarafindan verilen regresyon

fonksiyonunun ¢ekirdek kestirimi,

’f\hl,hz x,y)

rhh (X)=—=
fn (%)

1 1 (X%x-X
= K| A
2V, ( j

h,
F (2.12)
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seklinde elde edilir. hy=h degismez bant genisligi kullanilarak Nadaraya-Watson

kestiricisi,

11X ( X; x)j
f,00=m LR U ISy (2.13)

seklinde yazilabilir. Burada W,(x) agirlik fonksiyonudur (Hardle vd., 2004; Demir,

2005). Nadaraya ve Watson tarafindan dnerilen regresyon fonksiyonunun sabit bir
X noktasindaki cekirdek kestirimi, her bir veri noktasinda merkezilestirilmis esit

Olcekli cekirdeklerin o noktada aldiklari degerlerin agirlikli bir ortalamasidir.

2.3.2. Yerel polinom duzle stiricisi

Bir sacilim grafigini duzlestirmek icin kullanilan en yaygin yontemlerden biri yerel
polinom duzlestiricisidir. Yerel polinom regresyonu, ¢cekirdek regresyonuna benzer
ancak agirliklandiriimis ortalama olan kestirim degerleri yerine agirhklandiriimis en
kicuk kareler kestirim degerlerini kullanir. Buna gére herhangi bir x noktasindaki
duzlestirme, agirliklarin c¢ekirdek fonksiyonunun yuksekligine karsilik geldigi
agirhklandirnimis en kicguk kareler dogrusu uydurularak elde edilir. Sekil 2.4, yerel

dogrusal duzlestirici ile nasil dizlestirme yapildigini gostermektedir.

Regresyan Fonksiyonu

Sekil 2.4 Yerel dogrusal dizlestirici (Ruppert vd., 2003)
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Sekil 2.4’de, similasyon ile elde edilen 100 veri noktasi yuvarlaklar ile
gosterilmistir. u'nun komsgulugunda yerel bir dogru uydurulup, cekirdek fonksiyonu
yukseklikleri ile agirliklandiriimis en kucik kareler yontemi kullanilarak, x=u
noktasindaki tahmin elde edilir. x=v noktasindaki kestirim de benzer sekilde elde
edilir. Sekil 2.4'deki grafigin tst kisminda bulunan kesikli cizgiler, u ve v
noktasindaki agirliklandinimig en kuguk kareler ile elde edilen regresyon
dogrusunu gostermektedir. Cekirdek fonksiyonu da grafigin alt kisminda kesikli
cizgiler ile verilmistir. Eger bu islem bircok x degeri icin uygulanirsa Sekil 2.4'de

kalin gizgi ile gosterilen yerel dogrusal tahmin egrisi elde edilir.

Sekil 2.4’de yerel dogrusal kestiriciler kullanilmigtir. Ancak, herhangi bir dereceden
polinomlar da kullanilabilir. Yerel dogrusal ve daha yuksek dereceden yerel
polinom kestirimleri elde etmek icin ilk olarak bilinmeyen kosullu beklenen deger
fonksiyonu m(.) i¢in Taylor a¢ihimi bulunur. Buna gére x noktasi komsulugundaki x;

icin Taylor acilimi kullanilarak m(x;) fonksiyonu yaklasik olarak,

m(x;) = m(x) + m® (X)(x; - X) +... + m® (x)(x; - x)° é (2.14)

m(i)(x)

seklinde yazilir. Es. (2.14)'deki model, B, = .
!

yazilarak

m(x;) =B, +By(X; - X) +B, (X, - x)° o By (X - X)" (2.15)

seklinde ifade edilebilir. Goraldugu gibi m(x;), basit polinom modelidir. Bu ise yerel

olarak agirhiklandirilmis polinom regresyonun kullaniimasini akla getirir.

Bir x noktasinin komsu noktalarindaki kestirim, p.dereceden polinom modelinin
artik kareler toplami, cekirdek agirliklar K{h'l(xi -x)} ile agirliklandirilarak elde

edilir. Cekirdek fonksiyonu K(.) genellikle simetrik pozitif fonksiyon olarak alinir.
Cekirdek fonksiyonundaki h bant genisligi, yerel polinom duazlestiriciler igin

duzlestirme parametresidir.
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Yerel polinom regresyonunun x noktasindaki agirliklandirilmig en kiguk kareler
kestiricisini elde etmek igin

B B (X X8 Wb 8) 216

n
i=1

ifadesini minimum yapan fs degerleri bulunur. Bunun i¢in Es. (2.16)'daki ifadenin

B’ya gore turevi alinip sifira esitlenerek fs degerleri

B, = (X,"W, X)X, "W,y (2.17)

biciminde elde edilir.. Es. (2.17)'de Xy ve Wy matrisleri

1 (X -X) (X, -%)% oo (X, -%)P
X, =3 Ge) et b
i (xn.-x) (xn;x)2 (xn;x)p
K, (X, -X) 0 0
wo=| O e 0
6 0 Kh(x'n-x)

seklindedir. Es. (2.17)'deki ifade Es.(2.15)'de yerine konularak m(x) fonksiyonunun
yerel polinom regresyon kestiricisi,

mx) =t" (X, "W, X )X, "W,y (2.18)

seklinde elde edilir. Bu ifadede t"=(1,0,...,0)",,.,, ‘dir (Kim vd., 2001; Ruppert vd.,
2003).
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Uygulamada, Es. (2.17)'de elde edilen B degerleri, m?(x)’in bir kestirimi olan
rﬁj(x):j![%j , j=1,..,p, esitliginde yerine konularak m“(x)’in kestirimi bulunur. Bu

degerler de Es. (2.14)'de yerlerine konularak m(x) tahmini elde edilir.

Yerel polinom regresyonunda p=0 oldugunda yerel sabit kestirici ya da Nadaraya-
Watson kestiricisi elde edilir. Es. (2.16)'da p=0 alindiginda m(x) fonksiyonunun

Nadaraya-Watson kestiricisi

iyiKh(Xi - X)
mx)=-=%——— (2.19)
th(Xi - X)

i=1

seklinde bulunur (Sheather, 2009). Es. (2.19)'da K, (x; - x):lK(X‘;Xj’dir.
n

Es. (2.16)'da p=1 oldugunda m(x) fonksiyonunun yerel dogrusal kestiricisi

-1zn: (5,(X) - s,(X)(X; - X))K,, (X; - X)y;

m(x) =n .
i=1 Sz(x)so (X) - Sl(X)

(2.20)

seklinde elde edilir. Eg. (2.20)'de s, (x) = n'lz(xi - X)'K, (X - x) 'dir.

i=1

Yerel polinom regresyonda daha yiiksek dereceden polinom secimi temel egriye
daha iyi bir yaklagimin elde edilmesini ve buna bagh olarak yanin azalmasini
saglar. Ancak, bu da tahminlerde daha fazla degiskenligin olmasina neden olur.
Loader 1992'de yerel polinom regresyonunda polinomun derecesinin secimi ile
ilgili olarak “lyi bir kestirim degeri elde etmek icin diisiik dereceli polinom secilmesi
ve bant genigliginin secimine yogunlasiimasi yeterlidir. Polinom derecesinin
seciminde en yaygin kullanilan polinom dereceleri yerel dogrusal (p=1 oldugu) ve
yerel karesel (p=2 oldugu) dir. Yerel sabit kestirim (p=0 oldugu) yana duyarhdir.
Yerel dogrusal kestirim 6zellikle u¢ noktalarda genel olarak daha iyi sonug verir.
Yerel karesel kestirim yani azaltir ancak oOzellikle u¢ noktalarda varyansin
artmasina neden olabilir. Yerel kibik ve daha yuksek dereceli kestirimler nadiren

iyi sonugclar verir” goéristund savunmustur.
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Ruppert, Wand ve Carroll (2003) yaptiklari calismalara dayanarak, regresyon
fonksiyonu monoton artan bir fonksiyon ise yerel dogrusal kestirimi diger

durumlarda yerel karesel kestirimi 6nermislerdir (Sheather, 2009).

2.3.3. Egrisel ¢izgi duzle stirme (spline smoothing) yontemi

Egdrisel cizgi (spline) fonksiyonlarinin amaci, tanimlanan araligi gézlem degerleri
yardimiyla alt araliklara bolerek, her bir alt aralikta farkli bir polinom ile bagiml ve
bagimsiz degiskenler arasindaki iligkiyi modellendirerek istenilen dereceden turevi

olan surekli bir fonksiyon elde etmektir. (x,,y,), i=1,...,n, gbzlem degerleri olsun.
Herhangi bir [a,b] araiginda a=x,<Xx,<..<X,<X,,=b kosulunu saglayan
gercel x; reel sayilari verilmis olsun. (a,X,;),(X;,X5,),....(X;s Xi11),-- (X100 X, ), (X, D) alt
araliklarinin her birinde 6rnegin x, = x<x,, alt araliginda p.dereceden bir m;(x)

polinomu tanimlansin. Burada x; noktalari “digum noktalarn (knots)” olarak
adlandiriir. Polinomlardan olusan ve egrisel ¢izgi adi verilen m(x) fonksiyonu, alt
araliklarda tanimlanan p. dereceden polinomlarin birlesimi olarak tanimlanir
(Aydin, 2005; Green ve Silverman, 2000).

m(x)=mi(x), X; <X<X,, , i=1,...,n
ve
Mi(Xi+1)= Miz1(Xis1) , 1=1,...,n

olmak uUzere mi(x), X, £x<X,,, i=0,...,n, p.dereceden bir polinomdur. p=1
oldugunda parcali dogrusal cizgi, p=2 oldugunda karesel egrisel ¢izgi ve p=3

oldugunda kubik egrisel ¢izgi fonksiyonu olarak adlandirilir.

[a,b] araligi Gzerinde tanimli bir m fonksiyonu asagidaki iki kosulu sagliyorsa kibik
egrisel ¢izgi fonksiyonudur. Birincisi, (a,X;),(X3,X5),-.., (X, X1 )5 (X105 X, ), (X,,,0)
araliklarinin her birinde m kubik polinomdur; ikincisi m’nin kendisi, birinci ve ikinci
mertebeden tlurevleri her bir x; digum noktalarinda, bdylece [a,b] araliginda

sureklidir. Kubik egrisel ¢izgi fonksiyonu,
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m(x)=m (x)=a, +b,(x-x,)+c,(x-x,)> +d (x-x,)}, X, SXSX,, (2.21)

biciminde ifade edilir. Es. (2.21)'de a,, b;, c, ve d, sabit de@erlerdir. Xo=a ve Xn+1=b
dir. [a,b] araliginda bir kibik egrisel cizgi, a ve b uc¢ noktalarinda ikinci ve tg¢lincu
mertebeden turevlerinde sifir degerini alirsa buna dogal kubik egrisel ¢izgi (natural
cubic spline) denir. Bu kosullar dogal sinir kosullari olarak adlandirilir ve
d, =c, =d, =c, =0 oldugunu yani m(x) fonksiyonunun [a, xi1] ve [x,, b] araliginda

dogrusal oldugunu ifade eder (Aydin, 2005; Green ve Silverman, 2000).

Es. (2.21), hem matematiksel irdeleme hem de hesaplama acisindan dogal kibik
egrisel c¢izgi fonksiyonu icin uygun gosterim degildir. Bu esitlik, her bir dugim
noktasinda dogal kubik egrisel ¢izgi fonksiyonunun degerini ve ikinci mertebeden
turevini veren bir fonksiyon olarak belirtilebilir. Bu gdsterim ikinci mertebeden
turev- deger gosterimi (value-second derivative representation) olarak adlandirilir.

m fonksiyonunun X, <...<Xx, didgumlerinde dogal kubik egrisel ¢izgi fonksiyonu

oldugu varsayilsin ve
m,=m(x;) ve vy, =m"(x,), i=1,..,n

olarak tanimlansin. Dogal kibik egrisel ¢izgi tanimina gore, x; ve X, noktalarinda
m fonksiyonun ikinci turevi sifirdir yani y, =y, =0 dir. m=(m,...m)" ve
¥ =(y,,-Yny) Olsun. m ve vy vektorleri, m egrisini tam olarak belirlenmesini
saglar. m egrisi, herhangi bir x noktasinda m 'nin degeri ve tarevleri i¢cin, m ve y
vektdrleri ile acik olarak formule edilebilir. Ancak her m ve y vektorleri dogal kiibik
egrisel c¢izgi belirtmez. Verilen dugum noktalarinda m ve y vektorlerinin kubik
egrisel cizgi belirtmesi icin gerek ve yeter kosul Q ve R gibi iki bant matrisine
baghdir. Bir matrisin sifir olmayan elemanlarinin hepsi az sayida kdsegen
elemanlar! Gzerinde toplanmigsa, bu matrise “bant matris” adi verilir. Matrisin sifir
olmayan kosegen elemanlarinin sayisi matrisin bant genigligi olarak adlandirilir.

h =x X olmak Uzere Q ve R matrislerinin elemanlari asagidaki gibi tanimlanir:
I 1+ I
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q; = o h i=1,2,...,nve j=2,...,n-1

I=2,...,n-1 ve j=2,...,n-1
0, |i—j| >2

~h, i=j+1

Buna gbre R ve Q matrisleri asagidaki gibi gosterilebilir: R ,(n-2)x(n-2) boyutlu

simetrik matris, Q, nx(n-2) boyutlu matrisdir:

1 1
Shuth) o oh, 0 . . . 0
1 1 1
Ehz é(hz +h3) Ehs 0
0 1hs 1(hs +h,) lh4 0
R= 6 3 6
. . . 0
1 1 1
0 Ehn—s g(hn—s +hn—2) ghn—Z
1 1
0 Ehn—z é(hn—z +hn—1)
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R 0 0 0
hy 'hy h, h,
0 1 Lely Lo
h, h, h;" h;
Q:
o L 1 1 0
hn—3 hn—3 + hn—2 hn—2
0 o o 1 ~( 1 ) 1
L hn—2 hn—2 + hn—l hn—l

R ve Q matrisleri ¢ kbsegen matrislerdir, bagka bir deyigle, indisleri |i—j|22

kosulunu saglayan elemanlari sifirdir (Aydin, 2005). R matrisi her bir i igin

|rii|>2‘rij ‘ ise kosegen dominanttir. Bu 6zellik R matrisinin pozitif tanimli bir

i£]

matris oldugunu gostermektedir. Buna gore R matrisinin tersi vardir ve
K=QR'QT" (2.22)

olacak bicimde bir K matrisi tanimlanabilir. Bu esitlik, asagida iki Gnemli sonucu

veren teoremi ifade etmek icin kullanilir.

Teorem 1: m ve vy vektorleri, yalniz ve yalniz asagidaki kosul saglanirsa dogal

kubik egrisel ¢izgi belirtir:
Q"'m=Ry (2.23)

Eger Es. (2.23) saglanirsa, puruzluluk cezasi igin,
b
I m'(x)’dx =y"Ry =m'Km (2.24)

esitligi elde edilir (Green ve Silverman, 2000).
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Teorem 1'den yararlanarak parametrik olmayan m fonksiyonu, dogal kubik egrisel
cizgi fonksiyonlari yardimi ile tahmin edilebilir. Buna gore Es. (2.6)'daki

cezalandinimis kareler toplami, kiibik egrisel ¢izgi fonksiyonlarindan yararlanarak,

2 b 2

s(m)= 2y, -moc) +A im0} o

=(y-m) (y-m)+im’'Km (2.25)

seklinde yazilabilir. Es. (2.25)'deki ifadenin m vektériine gore turevi alinip sifira

esitlenirse m
m =(I + 1K)y (2.26)

olarak elde edilir. Bu esitlikte K matrisi yari pozitif tanimh ve X >0 oldugundan A K
matrisi de yari pozitif tanimhdir. Es. (2.26)daki (I +AK)* matrisi diizlestirme

matrisi olarak adlandirilir ve S, ile gosterilir. Buna gore Es. (2.26),

M, =S,y (2.27)

seklinde yazilabilir. Burada m, , tahmin edilen egrisel ¢gizgi diizlestiricisidir.

Gozlem degerleri w; gibi agirhiklarla agirhklandinidiginda agirliklandiriimis egrisel

cizgi duzlestirici, cezali agirliklandiriimis en kicguk kareler yaklagimi ile elde
edilebilir. Agirhklandinlmis egrisel ¢izgi duzlestirme yonteminin esasi, m 0 C?[a,b]

uzayindaki tim m fonksiyonlari arasinda,
S(m)=(y-m)"W(y-m)+im'Km (2.28)

esitligi ile belirtilen “cezal agirliklandirimis en kucuk kareler toplamini” minimum
yapan m fonksiyonunu elde etmektir. Burada W kdsegen elemanlari w; olan
kdsegen bir matristir. Es. (2.28)'deki ifadenin m vektérine gore turevi alinip sifira

esitlenirse, agirliklandinimis egrisel ¢izgi duzlestiricisi,
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m = (W +AK)*Wy
=S,y (2.29)

olarak elde edilir. Es. (2.29)'daki S, =(W +AK)*W dir (Hastie ve Tibshirani, 1990).

2.3.4. Cezalandinimi g (Penalized) e grisel cizgi regresyonu

Egrisel ¢izgi yaklasiminda kestirimin puruzluligu cok sayida digim noktasinin
olmasindan kaynaklanmaktadir. Bu sorun diagim noktalarinin etkileri Gzerine bir
kisittama getirilerek ¢ozulebilir. K tane digim noktasi icin ( K buydk bir deger)

m(x) fonksiyonu, asagidaki gibi modellenebilir:
K

y:m(x):Bo+E’1X+ZB1k(X_Kk)++€:XB+£ (2.30)
k=1

Es. (2.30)'da B = [BO, I CT BlK]T olup B,,, k.dugime iligkin parametreyi ve «,,
K,,..., K dugim noktalarini gostermektedir. Es. (2.30)'daki modelde dugim

noktalarinin secimi 6énemli bir konudur. Literatirde dagim noktalarinin secimi ile
ilgili cok sayida calisma vardir. Bunun icin bazi formul ve algoritmalar 6nerilmistir.

Dugum noktasinin se¢imi icin en yaygin kullanilan formdil,

« = k+1
“lK+2

1
dir. Bu formilde K=min ( Zx(tekrar etmeyen x;'lerin sayisi), 35)'dir (Yao ve Lee,

2008).

Es. (2.30)'daki X matrisi

1 Xy (Xl_K1)+ (Xl'KK)+

1 x, X,—Ky), - X,-K)s
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bicimindedir. Burada

0, X <K,
(X=Ki), X>K,

(X_Kk)+ :{
dir. Es. (2.30)'daki B, |y-XB|? hata kareler toplamini minimum yapan degerdir.

Burada dugum noktalarinin sayisinin ¢ok olmasi kestirimin kivrimli olmasina
neden olur. Bu sorunu gidermek igin izlenecek yol, dugum noktalarina iligkin

B, katsayilari Gzerine kisit koymaktir. 3,,, k =1,...K, katsayilari izerine konulan

kisitlar bu durumu duzeltebilir. Bu kisitlar,

« maxB,|<C

° i|Bll| <C
° iBi <C

bicimindedir. C uygun bir sekilde secildiginde, bu kisitlarin her biri daha diz bir
kestirim elde edilmesini saglayacaktir. Ancak Uc¢unct kisitin  uygulanmasi
digerlerinden daha kolaydir. (K+2)x(K+2) boyutlu bir D matrisi

D — |:02x2 OZXK :|
OKx2 I KxK

olarak tanimlanirsa, minimizasyon problemi, B'DB <C kisit altinda ||y - Xg|* hata

kareler toplaminin minimizasyon problemine dondgur. Lagrange carpanlari

yontemi kullanilarak minimum yapilacak fonksiyon,
S(B)=|y - XB|*+1B"DB (2.31)

sekline donusur (A 20). Es. (2.31)'deki cezalandiriimig artik kareler toplaminin 8

vektorine gore turevi alinip sifira egitlendiginde,
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N

B,=(X"X+AD)*X"y (2.32)
biciminde elde edilir. Kestirim degerleri ise
J=X(XTX+AD) X"y =XB, (2.33)

dir. Es. (2.33)'de duzlestirme matrisi S, = X(XT X +AD)™*X" ‘dir.
p. dereceden egrisel ¢izgi regresyon modeli ise

K

y =By +Bx+.. B X"+ By (XK, )" +eE=X B+e (2.34)
k=1

seklinde ifade edilir. Burada X, matrisi

1 Xy oo XE (Xl_Kl)E (X1_K|<)E

X, =

Xp (Xn_Kl)‘i (Xn_K|<)'3r

n

bicimindedir. p. dereceden cezalandiriimis egrisel ¢izgi regresyonunda minimum

yapilacak fonksiyon

S(B)=|y-X,B|*+1B"DB (2.35)

sekline donusir. Bu fonksiyonun B’ya gore turevi alinip sifira esitlenirse fik
B, =(X,"X, +AD)*X,y (2.36)

olarak bulunur. p.dereceden cezalandiriimis egrisel c¢izgi regresyonun kestirim

degerleri asagidaki gibi elde edilir:

=X, (X," X, +AD) X, Ty =X B, (2.37)

Bu esitlikte duzlestirme matrisi S, = X, (X," X, +4D)™X, " 'dir (Ruppert vd., 2003).
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2.3.5. Cezalandinimi g egrisel ¢izgi regresyonunda kar1 g1k do grusal model
yaklasimi ile dizle stirme

Cezalandiriimisg egrisel cizgi regresyon yontemi ile karisik dogrusal modeller
arasinda yakin bir iligki vardir. Cezalandirilmis egrisel ¢izgi regresyon model,
karisik dogrusal modele benzetilerek ifade edilebilir.

Karisik dogrusal modelde amag, hem sabit etkilere hem de rasgele etkilere iligskin
parametre kestirimlerinin elde edilmesidir. Bu amagla dnerilen yontemlerden birisi,
hem sabit hem de rasgele etkilere iligkin parametrelerin birlikte tahmin edilebildigi
en iyi dogrusal yansiz kestirim (best linear unbiased predictor, BLUP) yontemidir.
BLUP yontemi kullanilarak parametrik olmayan regresyon fonksiyonu m(.), karigik
dogrusal modele benzetilip tahminler elde edilebilir.  Bundan sonraki alt
bolumlerde cezalandirilmig egrisel c¢izgi regresyonunda BLUP yontemi ile
duzlestirme yonteminin daha iyi anlasilmasi icin karigik dogrusal model ve bu
modelde parametre ve varyans oranlarinin tahminleri hakkinda kisaca bilgi

verilecektir.

2.3.5.1. Karisik do grusal model

Karigsik dogrusal modeller, dogrusal modellerin genisletiimis hali olarak
dusunilebilir. Sabit dogrusal modellerde sadece 6zel secimli etkiler yer alirken,
karisik dogrusal modellerde, hem 06zel secimli etkiler hem de rasgele secimli
etkiler bir arada bulunur. Karigik dogrusal model matris formunda asagidaki gibi
ifade edilebilir:

y=XB+Zu+eg (2.38)

Es. (2.38)'de y, nx1 boyutlu g6zlemlenebilir yanit vektord, X, nxp boyutlu sabit
etkilere iligkin tasarim matrisi, B, px1 boyutlu sabit etkilere iligkin parametreler
vektord, Z, nxq boyutlu rasgele etkilere iligkin tasarim matrisi, u, gx1 boyutlu
rasgele etkilere iligkin parametreler vektort, €, nx1 boyutlu rasgele hatalar

vektoradar.
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u ve g£’nun beklenen degerleri, u ve € arasindaki varyans-kovaryans matrisi,

siraslyla

u 0 u D 0
E = % ve Coy |=| % (2.39)
€ Onxl € O R nxn

seklindedir. Buna gore y, yanit degiskeninin beklenen degeri ve varyansi,

E(y) = XB (2.40)
V(y)=ZDZT +R =V, (2.41)

olarak bulunur (McCulloch ve Searle, 2001; Turkan, 2008).

2.3.5.2. Karigik do grusal modelde tahmin

Karisik dogrusal modelde hem sabit etkilere hem de rasgele etkilere iligskin
parametre kestirimleri elde edilir. Baska bir deyigle sabit etkiler vektori B'nin,

rasgele etkiler vektér u'nun ve varyans-kovaryans matrisi V’'deki varyans

parametrelerinin tahminleri elde edilir.

Parametrik olmayan regresyonda karigik dogrusal model yaklasimi ile duzlegtirme
yapildiginda parametrelerin kestirimlerini elde etmek icin hem sabit hem de
rasgele etkilere iligkin parametrelerin birlikte kestirilebildigi en iyi dogrusal yansiz

kestirici (best linear unbiased predictor, BLUP) kullaniimigtir.

Henderson’'in karigsik model esitliklerinden yararlanarak BLUP elde edilebilir.
Henderson’in karisik model esitliklerinin elde edilebilmesi i¢in u verilmigken y’nin

ve u’nun, sirasiyla,

y|u~N(XB+Zu,R) ve u ~N(0,D)

biciminde normal dagildigi varsayilir. Buna gore u ve y’nin bilesik yogunluk

fonksiyonu, asagidaki gibidir:
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f(u;y) = fy|u)f(u)

) exp{—;(y ~XB-Zu)'R™*(y - XB - Zu) +u'Du}

1 (2.42)
—(N+q)

m )" R]zpl:

Es. (2.42)'deki ifadeyi maksimum yapan parametre kestirimlerini bulmak icin Es.

(2.42)'deki ifadenin logaritmasi alinirsa
L =log(f(u;y))=(y —XB-Zu)'R™*(y -XB-Zu)+u'D™u (2.43)

olarak elde edilir. Bu ifadenin B ve u 'ya tirevleri bulunup sifira esitlenirse bulunan

esitlikler matris gosterimi ile

X"/RIX  X'R7'z || _[X"Ry
Z'R*™X Z'R'z+D™*||U Z'Ry

biciminde yazilabilir. (B, u)’nun tahmini BLUP ile

~ -1
Bl_[XRX  XRZ T [XRY|_ o
[ﬁ “|ZRx z'RzeD?| |z7Ry [T RICTBICRY 249

0 0
olarak elde edilir. Burada C = [X Z] ve B E{O D‘l} dir.

BLUP kestirim yontemi ile elde edilen kestirim degerleri,

y =XB+Z0=C(C"R'C+B)™C "Ry (2.45)
olarak bulunur (Ruppert vd., 2003).

Karisik dogrusal modellerde kovaryans matrisinin tahmini ile ilgili ¢cesitli yontemler
geligtirilmistir. Normallik varsayimi gerektirmeyen en kicuk normlu karesel yansiz
kestirim yontemi (Minimum quadratic unbiased estimation, MINQUE) ve en kuiguk

varyansli karesel yansiz kestirim yontemi (Minimum variance unbiased estimation,
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MIVQUE) ve dagilim varsayimi gerektiren olabilirlik yontemi (Maximum likelihood,
ML) ve sinirlandinimis en ¢ok olabilirlik yontemi kovaryans matrislerinin tahmini
icin Onerilen yontemlerdir. Ancak, hesaplama algoritmalarindaki gelismeler ile
kovaryans matrisindeki parametrelerin tahmini icin en c¢ok olabilirik ya da

kisittanmis en ¢ok olabilirlik yontemleri en yaygin kullanilan yontemlerdir.

y ~N(XB,V) varsayimi altinda y’nin olabilirlik fonksiyonunun logaritmasi asagidaki

gibidir:
L@B,V) = —%{nlog(Zn) +log| V|+(y - XB)"V'(y - XB) } (2.46)

(B,V)'nin en cok olabilirlik tahmini(ML), Es. (2.46)'daki ifade maksimum yapilarak
bulunur. Es. (2.46)'da olabilirlik fonksiyonun B'ya gore turevi bulunup sifira

esitlenirse,
B=(X"VIX)XTVy (2.47)

olarak elde edilir. ﬁ en iyi dogrusal yansiz tahmin edicidir. Es. (2.47)'deki ﬁ Es.

(2.46)'da yerine yazilirsa V matrisi icin profil olabilirlik fonksiyonu elde edilir. Profil
olabilirlik fonksiyonun logaritmasi alinip profil log-olabilirlik (profile log-likelihood)

fonksiyonu,
Lo(V) = = {nlog(2) +log] V| +(y = XB)"V (y - X) }
= —%{Iog| V[+yTVHI = X(XTVX)TXTV )y} - glog(ZH) (2.48)

olarak elde edilir. V matrisindeki parametrelerin en c¢ok olabilirlik tahminleri bu

parametrelere gore Es. (2.48)'deki ifade maksimum yapilarak bulunur.

Sinirlandirimis en c¢ok olabilirlik yontemine (Restricted Maximum Likelihood,
REML) gore V’deki parametrelerin tahminlerinin elde edilmesi ise daha
karmasgiktir. REML tahminleri, y’nin elemanlarinin dogrusal bilegsimlerinin olabilirlik
fonksiyonun (B’ya bagh olmayan) maksimum yapilmasiyla elde edilir.
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Sinirlandirimis en ¢ok olabilirlik fonksiyonun logaritmasi alinirsa sinirlandiriimis

log-olabilirlik (restricted log-likelihood) fonksiyonu,
L. (V) =L (V)-llo XTV™*X 2.49
«(V) =Lp(V) - log| | (2.49)

olarak bulunur. V matrisindeki parametrelerin(varyans oranlari) sinirlandiriimis en
cok olabilirlik tahminleri bu parametrelere gore Es. (2.49)'daki ifade maksimum

yapilarak bulunur.

Kugluk drneklemler icin REML tahminlerinin ML tahminlerinden daha dogru olmasi
beklenir ancak buyuk drneklemler igin iki tahmin yontemi arasinda ¢ok az bir fark
vardir (Ruppert vd., 2003).

2.3.5.3. Parametrik olmayan regresyonda cezalandiri  Imig egrisel gizgiler

(penalized splines) icin BLUP tahminle i

Es. (2.30)'daki cezalandiriimis egrisel cizgi modeli karisik dogrusal modele

benzetilerek gdsterilebilir. Bu durumda

u, 1 x (Xl_K1)+ (Xl_Kk)+
p:{[ﬂ,u:s ,X=1 i, Z= : : '

Bl Uy 1 x (Xn_K1)+ (X Ky ).

n n

olarak tanimlansin. Buna gore Es. (2.30)'daki modelde (3, =uy alinarak,

y =m(x) =B, +B,X +iuk (X-K), +¢€ (2.50)

k=1

seklinde yazilabilir. B , x deg@erlerine iligkin regresyon katsayilari vektoriini ve u

dugum noktalarina iligkin regresyon katsayilari vektorinu gostermek Uzere, Es.
(2.50)'deki model, karisik dogrusal model olarak matris formunda
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y=XB+Zu+g (2.51)

seklinde yazilabilir. Es. (2.51)'deki karisik dogrusal modelde, u ve €’nun beklenen

degerlerinin ve u ile € arasindaki varyans-kovaryans matrisinin sirasiyla,

u 0 u 10

El|= ve Cov| |=|% °© (2.52)
€ 0 € 0 ol

biciminde oldugu varsayilir. Buna gore B ve u parametreler vektorlerinin birlikte

tahmini en iyi dogrusal yansiz kestirici (BLUP) kullanilarak elde edilebilir. Es.
(2.52)'den u bilindiginde y’nin
y|u~N(XB+2Zu,o21), u~N(0,02l)

seklinde normal dagildigi varsayilir. u ve y’nin bilesik yogunluk fonksiyonu,

asagidaki gibidir:

f(u;y) = f(y| u)f(u)

2

Dexp{—%(y—XB—Zu)T(y—XB—Zu)+Z—€uTu} (2.53)

2
u

Es. (2.53)'den f(u;y) 'nun log-olabilirlik fonksiyonu
L =log(f(u;y)) = (y - XB-Zu)"(y - XB - Zu) +Au'u (2.54)

olarak elde edilir. Burada dizlestirme parametresi A =o?/c>’dir. Es. (2.54)'deki
ifadenin B ve u ’'ya gore tlurevleri bulunup sifira esitlenirse (B, u)’nun en iyi

dogrusal yansiz kestiricisi (BLUP),

|

> T

} (CTC+AM)C Ty (2.55)
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HH 02x2 OZxK :
olarak elde edilir. Burada C=[X Z] ve M = 0 dir.

Kx2 l KxK

Es.(2.50)'deki model icin kestirim degerleri ise
Mm=XB+20=C(C'C+AD)CTy (2.56)

olarak bulunur. Es. (2.56)'daki ifade parametrik olmayan m fonksiyonunun en iyi
dogrusal yansiz kestiricisi, bir ¢esit Ridge Regresyonu’dur. (Ruppert vd, 2003).
Cezalandirilmig egrisel cizgi regresyonunun karigik dogrusal model olarak
gosterimi oldukcga yararhidir. Clinka karigik dogrusal model olarak ifade edilebilen
cezalandinimig egrisel cizgi regresyonunda kestirimler karigik dogrusal model
teorisi ve karisik dogrusal model icin gelistirilen bilgisayar programlari kullanilarak

elde edilebilir. Ayrica karisik dogrusal modelde Kkestirilen varyanslarin orani
(02/a?) egrisel ¢izgi regresyonundaki duzlestirme parametresine karsilik
gelmektedir. Bu da diuzlestirme parametresinin seciminin énemli oldugu egrisel
cizgi regresyonunda duzlestirme parametresinin belirlenmesinde 6nemli kolaylik

saglar.

Yukarida bahsedilen dizlestirme yontemlerinden cezalandiriimis egrisel cizgi
regresyonunda karisik dogrusal model yaklasimi diginda diger duzlestirme
yontemlerinde duzlestirme parametresinin secimi Onemlidir ve duzlestirme
parametresinin secimi i¢in bircok yontem gelistirilmistir. Bir sonraki alt bolimde bu
yontemlerden Capraz Gegerlilik (CV), Genellestiriimis Capraz Gecgerlilik,
Mallows’un C,, 6lgutl ve Akaike Bilgi Olcutt hakkinda genel bir bilgi verilecektir.

2.3.6. Duzle stirme Parametresinin Secimi

Parametrik olmayan regresyon modellerinde veri kimesinde dizlestirme miktarini
kontrol eden duzlestirme parametresi kullanihir (Hurvich vd., 1998). Eger
diuzlestirme parametresi ¢cok biyuk secilirse veriler fazla duzlestirilmis, cok kuguk
secilirse veriler az duzlestiriimis olur. Bu nedenle dizlestirme parametresinin
secimi oldukgca O©Onemlidir. Dizlestirme parametresinin secimi icin Onerilen
yontemler genel olarak iki sinifta toplanabilir: Klasik yaklagimlar ve yerlestirme
(plug-in) yaklagimi (Aydin, 2005; Tabakan, 2009). Capraz Gecerlilik (CV),
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Genellestirilmis Capraz Gegerlilik, Mallows'un C, dlcuti ve Akaike Bilgi Olgutu
dizlestirme parametresinin sec¢imi icin kullanilan klasik yaklagimlardir. Klasik
yaklasimlarin yani sira risk tahmin yontemleri olarak adlandirilan “Klasik Pilotlari
Kullanan Risk Tahmini” ve “Yerel Risk Tahmini” yontemleri de bulunmaktadir.
Ayrica dilzlestirme parametresinin sec¢imi icin kullanilan diger bir yaklagim
olabilirlik yaklagimi olarak bilinen karisik dogrusal model yaklagimidir.

Asagidaki alt boélimlerde duzlestirme parametresinin seciminde yaygin olarak

kullanilan klasik yaklasimlar hakkinda genel bilgiler verilecektir.
2.3.6.1. Capraz gecerlilik (Cross-validation, CV)

Bir modelin artik kareler toplami, o modelin ilgilenilen veri kiimesini iyi aciklayip
aciklamadiginin bir olgusudur. Cunku artik (residual), yanit degiskeninin gbzlenen

degeri ile kestirilen degeri arasindaki farka esittir ve

e =y -V, (2.57)
seklinde tanimlanir. Ancak, artik kareler toplami model segimi igin yeterli bir 6lgut
degildir. Cunkd sorun, yinin kestiriminde y; gézleminin de kullanilmasidir. Bu
problemin basit bir ¢6zimi vardir. Bu ¢6zim, i.g6zlem veri kimesinden

cikarildiktan sonra kalan diger gozlem degerleri kullanilarak y; gézleminin tahmin

edilmesidir. Bu sekilde elde edilen kestirim degeri 9i,—i ile gosterilir. i. g6zlem
cikarildiktan sonra elde edilen artik degeri e,

e =Y Vi, (2.58)

seklinde elde edilir. Kestirilmis artik kareler toplami ise (predicted residual sum of
squares, PRESS)

PRESS= ) e} (2.59)
i=1
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seklinde tanimlanir. PRESS, capraz gecerlilik istatistigi olarak da adlandirilir.
Parametrik regresyonda ¢apraz gecerlilik 6l¢utt

CV:Z(Yi _9i,—i)2 (2.60)
i=1
seklindedir. Es. (2.60)'daki vy, - 9i,-i degeri, asagidaki gibi bulunur:

Yi-Yii =Y _XiTé-i
> (XTX)X (Y- Y0)
=v -X"|B- A A .
Yi-%;|B 1-h,

2 XTXTX)X, (- 5)
—-v. -XT + 2 i \Ji i
yi-xB 1-h,

~ . hly, _9i)
=y -y 2 JV
Yis¥it T h

Vit Yi) (2.61)

Es. (2.61)de h,, H=X(X"X)*X" sapka matrisinin késegen elemanidir ve y =Hy

olarak yazilabilir. Buna gore ¢apraz gecerlilik dl¢uti

cv=20 y)=z((’;hy)] 2.62

seklinde elde edilir.

Parametrik olmayan regresyonda capraz gecerlilik ©6lcuti  parametrik

regresyondakine benzer olarak,

CV(A) = (3, - i ()" (2.63)

seklinde ifade edilir.
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m(x,;A), X noktasinda X\ diizlestrme parametresiyle parametrik olmayan

regresyon tahminini gostersin. Parametrik olmayan regresyonda kestirim degerleri

vektori asagidaki gibidir:

m(x,;A)
: =S,y (2.64)
m(x,;\)
ve
m(x;;1) = ZS)\,ijyj (2.65)
=1

Es. (2.65)de S,;, S,'nin (i,)). elemanidir. Bircok dlzlestirici agagidaki bicimde

yazilabilir:

ZS)\,ijyj

m,(x;;A) = -2 (2.66)

ZSM]

i#]

(Ruppert vd., 2003). Es. (2.66) her zaman saglanamasa da, genellikle yaklagik
olarak saglanir. Es.(2.66)'da m_(x;A), veri kimesinden (x;y;) g6zlemi ¢ikarildiktan
sonra elde edilen parametrik olmayan regresyon tahmin degeridir. Ayrica bu
gosterim capraz gegerlilik olgutinde kullanilan  m_(x;A)'nin tanimi  olarak
distnulebilir. TUm duzlestiriciler, her zaman y, =1 ise y, =1 06zelligine sahiptir ve

bu 6zellik tim duzlestiriciler icin,

ZSLij =1 , tum 'ler icin
i=1
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oldugunu gosterir. Buna gore ZSM =1-S,,'dir ve parametrik olmayan
i#]

regresyonda capraz gecerlilik 6lgtti parametrik regresyondakine benzer olarak

2

V) = Y [, =)
-~ Zi#js)\iiyj 2
B Z[yl ) 1'SA,ii
_<| Y _rh(xi;A) i
B Z( 1- SA,ii ]

_ i({(' -sk)y}ijz

i=1 1- SA,ii

n

Q(u] (2.67)

i=1 1- S)\,ii

seklinde vyazilabilir. Capraz gecerlilik olgutine gore en uygun duzlestirme
parametresi (1), CV(A) fonksiyonunu minimum yapan degerdir (Ruppert vd.,
2003).

2.3.6.2. Genelle stirilmi $ capraz gecerlilik (Generalized cross-validation, G~ CV)

Genellestirilmis capraz gecerlilik 6lcutd, ¢capraz gecerlilik esitliginde S, ;'nin yerine

S, 'nin ortalamasi

1< 1.

=208, =-1z(S,) (2.68)
n'; n

yazilarak elde edilir. Buna gore genellestiriimis capraz gecerlilik dl¢uti

GCV(A) = Zd{],iz(sﬁ)/n}
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_Ja-soyl”
fi-niz(s))f

(2.69)

seklinde ifade edilir. Genellestiriimis capraz gecerlilik Ol¢citiine gbére en uygun

dizlestirme parametresi, GCV(A) fonksiyonunu minimum yapan degerdir.

2.3.6.3. Mallows’un C ,, dl¢itu

Mallows (1973) tarafindan 6nerilen Cy, kriteri
C, =HKT, +20%p (2.70)

seklindedir. Burada p modeldeki parametrelerin sayisidir. HKT, aday model igin
hata kareler toplamidir. Parametrik olmayan regresyon modeli i¢in Mallows’un C,

kriteri gelistirilmistir. Buna gore,
y=m+g, Kov(g)=0?l (2.71)

parametrik olmayan regresyon modelini g6z o6nidne alahm. Bu modelde m

vektoériinin tahmini m
Mm=Sy 2.72)

olmak Uzere ortalama hata kareler toplami (mean summed squared error)
asagidaki gibidir:
2

OHKT() =E|m -m|’ = i{Erﬁ(xi) -m(x,)} +Var{m(x,)}

i=1

= i{E(SAy)i - mi} + Var{(SAY)i}

Z{E(Sﬂy)i - mi} + KOV{(SAy)"}

n 2
i=1

38



=] (s, -1)m| +iz{Kov(S,y)} (2.73)

Degisen varyansliigin olmadigi varsayimi altinda Kov(y)=0o2l olmak (zere

ortalama hata kareler toplami,

OHKT() = (S, - ym|’ +02iz{(s,SD)} (2.74)
seklinde elde edilir. Hata kareler toplami ( HKT)

HKT(A) =| -y (2.75)

olup, hata kareler toplaminin beklenen degeri,

E(HKT(A)) =E|m -y |" =E|(S, -1y’

£ly (s, -1)'(S, -y}
=m (S, -1)'(S, -)m +a?%iz{(S, -1)'(S, -}
=[(s, -nm|" +02{iz(S,S,) - 2iz(S, ) +n}

=|(s, - nm|* + 0 (sdam) (2.76)

dir. Es. (2.76)'da sdamk= {iz(SASA)-Z iz(SA)+n}’dir (Ruppert vd. , 2003). Hata

kareler toplaminin beklenen degeri, ortalama hata kareler toplamina gotre
asagidaki gibi yazilabilir:

E(HKT(A)) = OHKT(M) + 6?(n — 2 (Sdkestirim)) (2.77)

Es. (2.77)de SOkestim , M’yl kestirmek icin kullanilan parametrelerin sayisini
gostermektedir  ve  Sdkestiim= 1z (S, ) dir. Buna go6re parametrik olmayan

regresyonda Mallows’un C, kriteri parametrik regresyondakine benzer olarak

Cp ()\) = HKT()\ p) + 265 (Sdkestirim) (2.78)
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seklinde elde edilir. Burada g2

52 = HKT(A)

e - : T (2.79)
n-2Iz(S,)+1z(S,S,)

dir. o?’nin tahmini igin A, CV ya da GCV olgtlerini minimum yapan deger olarak

secilir (Ruppert vd., 2003).

2.3.6.4. Akaike bilgi olgutt (Akaike information cr iterion)

Parametrik problemler igin klasik Akaike Bilgi Olgutii (AIC), beklenen Kullback-
Leibler bilgisinin yaklasik olarak yansiz tahmin edicisi olarak geligtiriimigtir. Akaike
(1973) tarafindan 6nerilen AIC bilgi 6l¢utd,

AIC(A) =log{HKT(A) } +2 (sdiestirim) / N (2.80)
seklindedir. Hurvich vd. (1998) dogrusal parametrik olmayan duzlestiricilerde

dizlestirme parametresinin secimi icin AIC'yi 6nermiglerdir. Hurvich vd. (1998)

tarafindan gelistirilen bu 6lcut,

AIC,(A) = ogh S L 2{iz(s,)+1 (2.81)
n n-1z(S,)-2

seklindedir. AIC_(A) olcutiine gore en uygun duzlestirme parametresi, AIC_(A)

Olcitind minimum yapan degerdir (Hurvich vd., 1998; Lee, 2003).

Parametrik olmayan yontemler esnek yontemlerdir. Cunki bu yontemler bagimli
degisken ve bagimsiz degiskenler arasindaki fonksiyonel iligkinin sekli ile ilgili
herhangi bir varsayim gerektirmez. Ancak bazen bagimli degisken ile bazi
bagimsiz degiskenler arasindaki iliskinin dogrusal oldugu bilinirken, bagimli
degisken ile diger bagimsiz degiskenler arasindaki iligkinin seklinin bilinmedigi
durumlar ile karsilasilabilir. Bu durumda bilinen dogrusal iligkiyi gbz ardi eden

parametrik olmayan bir modelin kestiriimesi dogru olmayan sonuglara neden
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olabilir. Cunku dogrusal iligki bazi 6nemli teorik sonugclar icerebilir. Bu sorunu
ortadan kaldirmak igin yari parametrik (semiparametric) modeller geligtirilmigtir.
Yari parametrik modeller hem parametrik hem de parametrik olmayan bilesenleri
icerdiginden dogrusalligi ve dogrusal olmamay! ayni anda ele almaktadir (Shi,
2009).

2.4. Yari Parametrik Regresyon

Yar parametrik regresyon modelinde bagimh degigkenin bir ya da daha cok
aciklayici degiskenle dogrusal olarak iligkili oldugu, ancak eklenilen bazi agiklayici
degisken ya da degiskenlerle arasindaki iligkinin dogrusal olmayan bir iligki icinde
olduklari varsayilir (Speckman, 1988). Yari parametrik modellerin en basit
seklinde bagimsiz degiskenlerden biri (x diye adlandiracagimiz) ile y bagimli
degiskeni arasinda dogrusal bagimhlik yokken, diger bagimsiz degigkenler
arasinda dogrusal bagimhlik vardir. Bu durumda asagidaki yari parametrik

regresyon modeli kullanilir:
y, =z B+m(x)+¢g, (L<is<n) (2.82)

Es.(2.82)de z'Bmodelin dogrusal parametrik bileseni, m(x,) ise dogrusal
olmayan parametrik olmayan bilesendir. ziT, (1 x p) boyutlu parametrik kisma

karsilik gelen i.gozlem vektorind; B, (p x 1) boyutlu bilinmeyen parametreler

vektorint; m(x), modelin parametrik olmayan kismina karsilik gelen ikinci
mertebeden tlrevi alinabilen fonksiyonlar uzayinin bir elemanini; x;, i. gozlem

degerini; ve ¢, i. g0zlem icin hata terimini gostermektedir. Bu modelde amag,
parametrik kismindaki parametreler vektori B'yr ve parametrik olmayan m(x)
fonksiyonunu {yi,zi,xi} veri kiimesinden tahmin etmektir. Bu model matris-vektor

formunda,
y=ZB+m+g (2.83)

seklinde ifade edilir. Es. (2.83)'de,
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* vy, (nx1) boyutlu gozlemler vektorinda,
« Z, parametrik kisma karsilik gelen (nxp) bagimsiz degiskenler matrisini,

* B, parametrik kisma kargilik gelen (px1) boyutlu parametreler vektorinda,

« m e C?[ab], parametrik olmayan kisma karsilik gelen (nx1) boyutlu
bilinmeyen fonksiyonlar vektorin,

+ &, (nx1) boyutlu ortalamasi 0 ve varyansi c° olan badimsiz ve ayni

dagilimh hata terimleri vektérini géstermektedir.

Yari parametrik regresyon modeli toplamsal modellerin (additive model) 6zel bir
durumudur. Yari parametrik modeller, dogrusal parametrik bilesen ve parametrik
olmayan bilesenlerin her ikisini icerdiginden, bu modellere kismi dogrusal modeller
(partially linear model) de denir. Bu modeller standart regresyon modellerine gore
¢cok daha esnektir.

Yar parametrik regresyon modeli, ilk olarak gunlik ortalama hava sicakhgi ile
elektrik satislari arasindaki iligkiyi incelemek icin Engle vd. (1985) tarafindan
kullaniimistir. Green vd. (1985), Green ve Yandell (1985), Heckman (1986) yari
parametrik regresyonda dogrusal olmayan bilesenin kestirimi icin kullanilan egrisel
dizlestirme (spline smoothing) ile birlestirilen en kicuk kareler yaklasimini
onermiglerdir. Chen (1988) yari parametrik regresyon modelinde parametrik
bilesen ve parametrik olmayan bilesenin ayni anda tahmin edildigi en kuguk
kareler yaklagsimini 6nermistir. Speckman (1988) ve Robinson (1988) yari
parametrik regresyonda parametre kestirimleri icin ¢ekirdek duzlestirme yontemini
kullanmiglardir. Wahba (1990), Green ve Silverman (1994) yari parametrik
regresyon modelinde parametreleri egrisel ¢izgi duzlestirme yontemi ile tahmin
etmiglerdir. Akdeniz ve Tabakan (2009) yari parametrik regresyon modelinde
parametrelerin kisitlanmis Rigde tahmin edicilerini, Duran, Akdeniz ve Hu (2011)

yari parametrik regresyon modelinde Liu tipi tahmin edicileri incelemislerdir.
Yari parametrik regresyon modelinde parametreleri tahmin etmek icin kullanilan

yaklagimlarin hepsi parametrik olmayan regresyon yontemlerine dayanir. Yari

parametrik regresyon modelinde B ve m vektorlerini ve p=2ZB+m ortalama
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vektorini tahmin etmek icin ¢cok sayida yaklagim vardir. Egrisel ¢izgi duzlestirme
yontemi, ¢cekirdek duzlestirme yontemi, yerel dogrusal regresyon duizlestirme vb.
gibi. Green vd. (1985), Engle vd. (1985), Wahba (1990) ve Green ve Silverman
(1994) yari parametrik regresyon modelinde parametre tahmini icin egrisel
duzlestirme yontemini, Speckman (1988) ve Robinson(1988) ¢ekirdek duzlestirme
yontemini, Hamilton ve Truong (1997) yerel dogrusal regresyon duzlestirme

yontemini kullanmislardir.

2.4.1. Yar parametrik regresyon modeli icin cezala  ndirilmi g en kuguk

kareler yontemi

Es. (2.82)'deki yari parametrik regresyon modelini veriye uydurmak icin

2

{y,- 27 B-m(x)}

i=1
bicimindeki artik kareler toplamini minimum yapan m fonksiyonu ve
parametreleri elde edilmeye calisilir. Ancak m Uzerinde bir kisit olmadik¢a bu
yaklagim basarisiz olur. Bir an icin x; ‘lerin farkli oldugunu varsayalim. B’nin
herhangi bir dederi icin m , m(x;) =y,-z; B interpolasyonu ile elde edilebilir, ancak
B bilinmiyorsa bu yaklasimla belirlenemez (Tabakan,2009). Bu sorun, B ve m ‘in

degerine karar vermek yerine cezalandiriimis kareler toplami minimum yapilarak
¢cozulur (Green ve Silverman, 1994). Yari parametrik regresyon modeli icin
cezalandirimig en kuguk kareler toplami, asagidaki gibidir:

b 2

S(B,m):i{yi-zfp-m(xi)} +A {m" (x)} dx (2.84)

a

Cezalandirilmig en kuguk kareler toplaminin minimum yapilmasi, kubik egrisel
cizgi fonksiyonlarindan yararlanan egrisel cizgi dizlestirme ybdntemi esasina

dayanir.
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Xy, X, dU0gum noktalar x, <..<x, kosulu saglandiginda Teorem 1'den

n n

yararlanarak yari parametrik regresyon modeli icin cezalandiriimig en kicuk

kareler toplami,

2

S8, m)= 2fy, -2 B-mee)} +A ffm 00 ax

=(y-ZB-m)'(y-ZB-m)+Aim'Km (2.85)

seklinde yazilir. Eger x, <...<X, kosulu saglanmazsa yani x; ‘ler farkli ve sirali
degilse, N tekrarlanma matrisi (incidence matrix) yardimiyla sirali hale getirilir.
Xy,.. X, dugum noktalarinin farkh ve sirali degerleri s,,...,s, ile gosterilsin.

n q

X35, X, V€ Sy,...,S, arasindaki baglanti n x g tekrarlanma matrisi yardimiyla elde
edilir. Tekrarlanma matrisinin elemanlari, x; =s; ise N;=1 diger durumlarda

N;=0"dir. Buna gore, Es. (2.85)'deki cezalandirimis en kglk kareler toplami,

S(B.m)=(y-ZB-Nm)"(y-ZB-Nm)+im’'Km (2.86)
seklinde yazilr. Veriler sirali ise Es. (2.85) ve veriler sirali degil ise Es. (2.86)'daki
cezali en kuguk kareler toplamlarini minimum yapan B ve m vektdrlerinin
kestirimleri, bu esitliklerin B ve m ‘e gore turevi alinip sifira esitlenmesi ile bulunur.

Es. (2.86)'daki cezali en kuguk kareler toplaminin B ve m ‘e gbre turevi alinip

sifira esitlenirse elde edilen denklemler matris formunda

Zz'Z Z'N B| |ZT
{NTZ NTN+AKMm}_{NT}y (2:87)

seklinde yazilabilir. Es. (2.87)de B=0 oldugunda modelin parametrik kismini

iceren Z ve B goz ardi edilebilir ve

(N'N+AK)m =N"y (2.88)
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yazilabilir. m =Nm vektorini elde etmek icin y vektoriine uygulanan ve verilen bir

A >0 sabitine bagli diizlestirme matrisi,

S, =N(N'N+AK) *N' (2.89)

olarak elde edilir. Eger x; ‘ler farkli ve sirall ise N=I ‘dir ve Es. (2.89)daki

duzlestirme matrisi,

S, =(+AK)™ (2.90)

sekline donusur (Green ve Silverman, 1994; Tabakan, 2009).

Es. (2.87)'den

Z7ZB=2"(y-Nm) (2.91)

(NN+AK)m =N"(y - ZB) (2.92)

denklemleri yazilabilir. m biliniyorsa Es. (2.91)'den B’nin tahmini,

N

B=(Z72)'Z7(y-Nm) (2.93)

olup, B biliniyorsa Es. (2.92)’'den m vektorinin tahmini,

m=Nm=N(N'N+AK)'NT(y-ZB)=S,(y-ZB) (2.94)

olarak elde edilir.

Es. (2.93) ve Es.(2.94)" deki denklemler dontisumli bicimde kullanilarak, B ve

m’'nin tahminleri sirasiyla tekrarli olarak elde edilir. Bu igleme guncelleme
algoritmasi (backfitting algorithm) adi verilir. Bu algoritma Hastie ve Tibshirani
(1990) tarafindan oOnerilmistir. Bu algoritma yari parametrik regresyondaki
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parametrik ve parametrik olmayan terimlerin tahminlerinin ayni anda elde
edilebilmesi igin yeterince esnek ve oldukca basit bir iteratif algoritmadir (Keele,

2008). n. adimda B ve m vektorlerinin tahmini bu algoritma ile asagidaki gibi elde

edilir:
B® =(272)*Z (y -m®) (2.95)
m% =S,(y-Zp")), n=12. (2.96)

Es. (2.95) ‘deki algoritma, B, cezali en kicik kareler tahminine yakinsayincaya

kadar tekrarli olarak devam eder.
2.4.2. Yar parametrik regresyon modelinde Greenv e Silverman yakla simi

B ve m vektorlerini tahmin etmek icin gincelleme algoritmasi yerine, Green ve
Silverman (1994) tarafindan onerilen iterasyona gerek duymayan alternatif bir
yaklasim kullanilabilir. Bu yaklagima gore,

[Z7 (-S, )ZIB=Z"(-S, Y (2.97)

denkleminden B vektorinun tahmini,

A

B=[Z7(1-S,)Z]7'Z27(1-S,)y (2.98)
olarak elde edilir. m vektdrinin tahmini ise
m=S,(y-Zp) (2.99)

dir. Burada elde edilen tahmin ediciler kismi egrisel ¢izgi olarak adlandirilir (Green
ve Silverman, 2000; Akdeniz ve Tabakan, 2009).
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Bu yaklasima gore p ortalama vektord,

u=zB+f=2zB+S,(y-zB)
=S,y +(1-S,)ZB
=s,y+(1-S,)Z[z70-s,)z]z7(1-5,)y
=[S,+2(Z72)*Z7]y
=Hy (2.100)

olarak elde edilir. Burada Z:(I -S,)Z’'dir. H matrisi ise dogrusal regresyondaki

sapka matrisine benzer bir matristir.
2.4.3. Yari parametrik regresyon modelinde cekirde  k dizle stirme yontemi
Cekirdek duzlestirme yontemi Speckman (1988) ve Robinson (1988) tarafindan

Onerilmigtir. Egrisel c¢izgi duzlestirme yonteminden farkli olarak c¢ekirdek

dizlestirme yonteminde B ve m vektorleri ayri ayri tahmin edilir. Parametre

tahminleri iki adimda bulunur.

Adim 1: Sabit B icin Es. (2.82)'deki model parametrik olmayan regresyon modeli
gibi dugunulebilir. Buna gore Es. (2.82),

yi—zrﬁzm(xi)+ei, (1SiSn) (2.101)

seklinde yazilir. Bu modelde m, parametrik olmayan c¢ekirdek kestirim yontemi ile
tahmin edilebilir. Bu durumda m fonksiyonunun cekirdek tahmini, m(x;B),

asagidaki gibi bulunur.
0B) = YKy X, ~2TB) (2.102)

Burada Nadaraya ve Watson ¢ekirdek kestiricisinin agirliklari, K, (x,x;),

a7



()
Kh(xixi):+

iK(( . X)j

i=1

olup, bant genisligi h>0 dir (Speckman, 1988). Cekirdek tahminlerini elde etmek

icin,

00 = DKy X)Y, (2.103)
m,(X) = iKh(x, x,)z! (2.104)

fonksiyonlari tanimlansin. Bu fonksiyonlardan yararlanarak m(x;g)

m(x;B) =m,(x) —m,(x)B (2.105)
seklinde yazilabilir.

Adim 2: Es. (2.82)'deki modelde m(x) yerine m(x;B) yazilirsa

y; =z/B+m(x;B)+g, (1<isn)
= ZiT[3+I’?11(X)-I'ﬁZ(X)[3+8i
yi —rﬁl(x) = [Z|T - rﬁz(x)]B +€i

Y, =z B+eg, (2.106)
olarak elde edilir. Es. (2.106)da y,=y,-m,(x) ve z/ =[z] -m,(x)] ‘dir. Es.
(2.106)'daki modelde en kicuk kareler yontemi kullanilarak, B’nin c¢ekirdek

kestirimi, [§h,

B, =(Z7Z)'Z7y (2.107)
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seklinde bulunur. Bu esitlikte Z ve y asagidaki gibidir:
Z=(Z,...2,)" =(1-W(h))Z (2.108)
Y =(Yun V)" =(1-W(h)y (2.109)

Es. (2.109)da W(h) kosegen elemanlari, yukarida tanimlanan Nadaraya ve

Watson cekirdek kestiricisinin agirliklari, (K, (x;X;)), olan kdsegen bir matristir.

m = (m(X,),....m(x,))" vektoriiniin tahmini,

M(x;B) = M, (x) - M, (x)B (2.110)
esitliginden yararlanarak ve daha 6nce elde edilen ﬁh degeri yerine yazilarak

m, = W(h)(y -Z8,) (2.111)
olarak bulunur. Yari parametrik regresyon modelinin ortalama vektort u, ise,

M, = ZB, +1, = ZB, +W(h)(y - ZB,)
= W(h)y + (I - W(h))ZB,
=W(h)y +(1 -W(h)Z(Z7Z)*Z7(1 -W(h))y
=[W(h)+Z (Z7 2)*Z7(1-W(h)]y

=H,y (2.112)

seklinde elde edilir. m yerine m, kullanildiginda Green ve Silverman tarafindan

Onerilen B kestirimine benzer olarak,

N

By =[Z" (1-W(h) Z]7Z 7 (1 - W(h))y (2.113)
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kestirimi elde edilir (Hong, 1998). Bu kestirim, Es.(2.111)'de yerine konularak yari

parametrik regresyon modelinin kestirimi , m, , elde edilir

2.4.4. Yar parametrik regresyon modelinde yerel po  linom regresyon (local

polinomial) duzle stirme yontemi

Yari parametrik regresyon modelinde tahminler yerel dogrusal duzlestirici
kullanilarak da elde edilebilir. Yerel dogrusal tahminler ya da daha genel olarak
yerel polinom tahminler ilk olarak 1977'de Stone tarafindan calisiimigtir. Bu
tahminler cekirdek kestirimine dayal tahminler ile karsilastiriidiginda daha iyi
Ozelliklere sahiptir. Cunkl bu tahminler u¢ noktalardaki tahminlerden koti bir
sekilde etkilenmeyen asimtotik yan ve varyans 0zelligine sahip olmalari agisindan
dikkat cekicidir. Fan (1993), cekirdek ve egrisel tahminleri igeren dogrusal tahmin
edicilerin icerisinde yerel dogrusal tahminlerin en iyi yakinsama oranina ulastigini
gostermistir. Hamilton ve Truong (1997) bu 6zelliklerinden dolay! yerel dogrusal

duzlestiricileri yari parametrik regresyon modeli i¢cin uyarlamiglardir.

Sx, nxn boyutlu dogrusal duzlestirme matrisini gostermek Uzere yari parametrik

model icin Z matrisi ve y vektori
Z=(1-S,)Z ve y=(-S,)y

seklinde tanimlansin. Speckman (1988)'nin yaklagimina dayanarak B ve m

vektorlerinin herhangi bir x noktasindaki yerel polinom tahmin edicileri

B, =(272)*2"§ (2.114)
m, =S, (y-ZB,) (2.115)
seklinde elde edilir. Es. (2.115)'deki 1xn boyutlu satir vektoru S,;,

S, =tT (XWX, )" XIW, (2.116)
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seklindedir ve S,, j=1,...,n, nxn boyutlu Sy duzlestirme matrisinin j.satirini

gostermektedir (Hamilton ve Truong, 1997). Es. (2.116)'da t'=(1,0,...,0)1xp+1)

olup X, ve W, matrisleri

1 (X,-X) (X, -%X)° - (X, -%)P°
X, = 1 (xz.-x) (xzjx)2 (xzjx)p
i (xn.- X) (xn;x)2 e (X, ;x)”
K, (X, -X) 0 0
w=| O ke 0
6 0 Kh(x'n-x)

dir. p=1 oldugunda B ve m vektorlerinin yerel dogrusal tahmin edicisi elde edilir.

2.4.5. Yari parametrik regresyonda kari g1k do grusal model yakla simi

Yar parametrik regresyon modelinde parametrik olmayan m fonksiyonu karisik
dogrusal model yaklasimi ile tahmin edilebilir. Es. (2.82)'de parametrik olmayan
kismi gosteren m(x) fonksiyonu p.inci dereceden egrisel cizgi modeli olarak

asagidaki gibi ifade edilsin:
K

M(X,Y) =Y, + VX +. 4y xP + > u (X =K, )," (2.117)
k=1

Es. (2.117)deki goOsterimden vyararlanarak Es. (2.82)'deki yari parametrik

regresyon modeli matris formunda
y=ZB+m(X,y)+¢€ (2.118)

seklinde gosterilir. Bu modelde (B,y) 'nin egrisel ¢izgi yontemine gore tahmini

51



S(B.m)=D{y,- 27 B-mex,f +Auu (2.119)

seklindeki cezalandinimis en kicuk kareler kriteri minimum yapilarak elde edilir.

Es. (2.119)'daki model, karisik dogrusal model yaklasimi kullanilarak
y=A(B,y)+Tu+e (2.120)

seklinde ifade edilir. Burada

Zy Zyy 1 Xy XE
A= Zy Zyy 1 X, Xg
an Zld 1 Xn XE
(Xl_Kl)E (Xl_KK)E
T= (XZ_Kl)E (XZ_KK)E
(Xn _Kl)g (Xn _KK)g

olup, u=(u,...,u.) ~(0,02) ve g=(g,....,)~(0,0%)dir. Es. (2.120)deki
model igin varyans-kovaryans matrisi V=TT "+Al olup, A=c’/c’’dir. Es.

(2.119)'daki gosterime benzer olarak cezali en kiguk kareler,

iz(y—AG—Tu)T(y—AG—Tu)Hm Tu (2.120)
o

€

seklinde yazilir. Burada 6 = (B,y)‘ dir. Es. (2.120)’'Un 0 ve u’ya gore turevi alinip

sifira esitlenirse,
8=(ATVIA)IATV Yy (2.121)
u=TTV7(y-A8) (2.122)

52



olarak bulunur.

Cezalandiriimig egrisel cizgi yaklasiminda duzlestirme parametresinin (A) ve
digum sayilarinin secilmesi (K) gerekir. Bu iki parametre icinde duzlestirme
parametresinin secimi daha 6nemlidir. Parametrik olmayan regresyonda ve yari
parametrik regresyonda duzlestirme parametresinin secimi igcin bazi Oolgutler
gelistirilmistir. Ancak karigik dogrusal model yaklasiminda dizlestirme parametresi
A=0?/0? oldudu igin A’nin segiminde herhangi bir olgiite gerek duyulmaz

(Ruppert vd., 2003; Liang, 2006).
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3. DOGRUSAL REGRESYON MODEL INDE ETKi ANAL izi

Basit dogrusal regresyon modelinde, kestirilen model dodru olsa bile elde edilen
sonugclar uzerinde dikkatli bir denetim yapmadan kestirilen modeli kullanmamak
gerekir. Bu denetim sureci, genellikle, modelin yeterliliginin incelenmesi sireci
olarak bilinir. Kestirilen modelin gecerliligini arastirmak icin kullanilan dl¢itlerden
belirtme katsayisinin blyuk olmasi ya da t ve F test istatistiklerinin anlamli olmasi
kestirilen modelin her zaman incelenen veriye uygun bir model oldugunu
gostermez. Bu nedenle, modelin yeterligine iligkin bazi Olgutlerde, test
istatistiklerinin ve katsayilarin belirlenmesinde her bir g6zlemin roline 6nem
verilerek ayrintili bir sekilde inceleme yapilir. Cinkl elde edilen sonuglar, sadece
bir g6zleme bile bagh olabilir. Bu tir gdzlemlerin incelenmesi gerekir (Alpar, 2003).
Bu gozlemler, tek bir bagimsiz degiskenin oldugu modelde, x degerlerine karsilik
gelen y degerlerinin dagilmini gosteren sacilim grafigi cizilerek kabaca
belirlenebilir. Sonu¢ olarak goézlemlerin grafiksel olarak incelenmesi oldukca
onemlidir (Chatterjee ve Price, 1991). Verinin sacilim grafigi cizildiginde, veri
kimesindeki gozlenen degerlerin ¢cogu kestirilen regresyon dogrusu etrafinda
dagilirken, bir ya da daha fazla gozlem degeri diger gozlem dederlerinden uzakta
bulunabilir. Bu goézlemler genellikle ¢ grupta ele alinir: aykiri deger (outlier),

blyuk kaldirac degeri (high leverage) ve etkili gézlemler (influential observations).

X uzayinin merkezine yakin ve blyuk artik dederine sahip olan gézlemler y ekseni
yoninde aykiri deger olarak tanimlanir. Aykiri deger (outlier) ifadesi genellikle y
ekseni yonundeki aykiri degerler i¢in kullanihr. Bu degerler 6lgim yanlishgi,
verilerin yanlis girilmesi gibi nedenlerden dolayi ortaya cikabilir. Model denkleminin
kestiriminde, bu go6zlemlerin varligi, modeldeki parametre kestirimlerini, hata
varyansinin kestirimini, parametre kestirimlerinin varyanslarini, bunlara bagl
olarak test istatistiklerini dnemli Olclide degistirebilir. Kisaca bu godzlemlerin
varliginda kestirim denklemine guvenilmez. Bu nedenle, eger mumkinse bu
degerler duzeltiimeli, duzeltilemiyorsa veri kimesinden cikariimalidir. y ekseni
yoninde aykiri degerler, kutu-cizgi grafiklerinden, sacilim grafiklerinden, artik
grafiklerinden yararlanilarak ortaya cikarilabilir. ikiden daha fazla aciklayici
degisken olmasi durumunda, bu noktalarin basit grafiksel yontemlerle ortaya

citkariimasi zordur.
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Herhangi bir gozlemin x degeri, X uzayinin merkezine uzakta ise bu gbtzlem, x
ekseni yoniinde aykiri deger olarak tanimlanir. Sapka matrisi H=X (X"X)™X" 'un
kosegen elemani h; degerine, kaldirag (leverage) degeri denir. Buyuk h; degerine
sahip gozlemlere buyuk kaldira¢ degerine sahiptir (high leverage) denir. Clnki bu
gozlemler, kestirilen regresyon dogrusunun altinda ise dogruyu asagi cekerek,
kestirilen regresyon dogrusunun Ustinde ise dogruyu yukari cekerek kaldirac
gorevi gormektedir. X ekseni yonindeki aykiri degerler, kaldirag degeri h;’'den
yararlanarak ortaya c¢ikarlabilir (Turkan, 2008).

Hem blytk artik degerine sahip hem de X uzayinin merkezine uzak olan

gozlemler hem x, hem de y yonunde aykiri degerlerdir.

Modelden cikarildiginda, modelin kestirim degerlerinde 6nemli 6l¢cide degisiklik
meydana getiren gozlemler etkili gbzlem olarak tanimlanir. y ekseni yoninde
aykiri gozlemler ve x ekseni yonunde aykiri gbzlemler etkili gbzlem olabilir de
olmayabilir de (Chatterjee vd., 2000; Albayrak, 2006; Kutner vd., 2004). Bu tez
calismasinda analiz sonugclarini etkileyen goézlemler genel olarak etkili gézlemler

olarak adlandirilacaktir.

Dogrusal regresyon modelinde bu tir gozlemleri ortaya c¢ikarmak icin ilk olarak
sacilim grafiginden yararlanilir ancak bazen yalniz bu grafiklere bakilarak bu
gozlemleri ortaya c¢ikarmak mumkin olmayabilir. Bu nedenle bu tir gozlemleri
ortaya cikarmak icin Cook(1977), Belsley vd. (1980), Cook ve Weisberg (1982),
Atkinson (1985), Hadi (1992) ve Pena (2005) tarafindan cesitli olgttler
geligtirilmistir. Bu OlcUtlerin hicbirinin en iyi 6l¢cit oldugu sodylenemez (Freund,
1998). Bu olcutlerden en yaygin olarak kullanilanlari Cook uzakhgi, Hadi'nin
Olcltl, Pena’nin oélcuti ve COVRATIO olguttdar. Bu olcitler sonraki alt bélimde

ayrintili olarak incelenecektir.

3.1. Cook Uzakh g1

Cook, 1977'de dogrusal regresyon modelinde i.g6zlem degerinin veri kimesinden

cikariimasinin parametre kestirimleri Gzerindeki etkisini arastirmak icin, tim veri
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kimesi kullanilarak elde edilen parametre kestirimleri B ile i.g6zlem veri

kiimesinden cikarildiktan sonra elde edilen parametre kestirimleri ﬁ_i arasindaki

farka dayanan ve Cook uzakligi adi verilen ,

¢ = B-B) X E-B.)

o~ (3.1)
po
Olcutintn kullanilmasini  6nermigtir (Cook, 1977). Es. (3.1)de X, dogrusal

modeldeki tasarim matrisi, n drneklemdeki gézlem sayisi, p parametre sayisi, e

e'e A~ .
dir. Ayrica B, i.gozlem veri
n-p

kiimesinden cikarildiktan sonra elde edilen parametre kestirimleri ; X , i.g0zleme

artiklar vektorii olup, artik varyansi o2 =

iligkin satir, X matrisinden c¢ikarildiktan sonra kalan tasarim matrisi; y.i , i. gozlem
cikarildiktan sonraki gézlemler vektori olmak tzere é_i =(XLX,) X%y, ‘dir. Bu
esitlikte (X X,)™" =(X"X-x,x/)™"dir, burada, x;', X matrisinin i. satir vektorudr.
(XIX,) matrisinin tersi Sherman-Morrison-Woodbury teoreminden yararlanilarak

asagidaki gibi bulunabilir.

Sherman-Morrison-Woodbury Teoremi: G tekil olmayan bir matris, a bir sabit, t

ve ¢ kolon vektorleri olmak tzere ,

aG™tc'G™

G-atc')'=G '+ —————
( ) (1-ac'G™)

dir.
Bu teoreme gore G=X"X, a=1,t= x, ve ¢'=x, olmak tzere (X' X_)™,

(XTX) 7 xx (XTX)™

(XZX) " =(X'X)" + l—XiT(XTX)_lXi

(3.2)
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seklinde yazilir. Es. (3.2)'de paydadaki ifade, H=X (X" X)™ X" matrisinin kdsegen
elemanlarindan yararlanilarak 1-h; yazilabilir (hi=x(X"X)™"x,). Es. (3.2)'deki

(XT.X_)™" ifadesi, B_, = (XX )™ X"y, esitliginde yerine konulursa,

(XTX) X x T (XTX)™
1_hii

B, =[xTx) "+ IXTy

(XTX) % x] (XTX) X Ty

=(X"X)*XTy_ +
(XTX) Xy T

XTX) o x(XTX) XLy

=(X"X)HXTy —=x.y.)+
( ) Xy =xy)) 1-h,

(XTX) ™ x xT (XTX) X Ty

=(XTX)"XTy = (XTX) "Xy, + 1-h

(XTX) %] (XTX) Xy

h (3.3)

=B-(X"X)Mx,y, +

bulunur. Es. (3.3)'den 6—6_i,

P (XTX) ™ x xT (XTX) Xy

B-B :B_[B_(XTX)_lxiyi + 1 h M =
— (v Ty -1 _(XTX)_lXiXiT(XTX)_lXIiy—i
=(X" X)Xy, 1-h,
=()<T>()—1Xiyi _ (XTX)_lxiXiT(XTX)_l[XTy _Xiyi]

1-h,

_ (XIX) My (A= hy) = (XTX) xx T (XTX) XY - Xy ]
1-h,

_(XTX)"xy, _ (XTX) %X (XTX) )Gy, _ (XTX) X% (XTX) Xy
1-h;, 1-h, 1-h;

N (XTX) % (XTX) My,
1-h,

Xy (XTX) xR
1—hii 1—hii
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_(X"X) x|y, -x/B]

1_hii
p-p =28 (3.9)

olarak bulunur. Es. (3.1)deki fi—fi_i ifadesi yerine Es. (3.4)de bulunan

T -1
XX) "xe, ifadesi konulup, r, =
1-h; G h;

o

oldugu da dikkate alinarak C; dl¢utu,

[
|

C = —h"

2
. . (3.5)
1-h; p

seklinde ifade edilebilir. Bu 6lgut tum veri kimesi kullanilarak kestirilen gdzlem

degerlerinin vektori y ile i.gézlem degeri veri kiimesinden cikarildiktan sonra

kestirilen g6zlem degerlerinin vektoru y , arasindaki farka dayall olarak elde edilen

Cook uzakhgt,
~ _ ~ T ~ _ ~
C- — (y y—i)A(y y—i) (3.6)
i po_g

seklinde de ifade edilebilir. Cook (1977), C, uzakliklarinin yaklasik olarak p ve n-p
serbestlik dereceli F dagildigini belirtmigtir. C,, bir onemlilik testi olarak

kullanilmamasina ragmen, Cook her bir C, degerinin p ve n-p serbestlik F ile

karsilastiriimasini énermistir.

3.2. Hadi'nin Olgiit

Hadi (1992) her bir gozlemin analiz sonuclar Uzerindeki etkilerini arastirmak igin
bir dlcut 6nermigtir. Bu ol¢it, etkili gbzlemleri ortaya ¢ikarmak icin kullanilan ¢cok
sayida olcutiin sahip olmadigi bircok 6zelliklere sahip yeni bir él¢utttr (Ullah ve
Pasha, 2009). Hadi’'nin ol¢utd,
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H2 p di2 + h;

o= 5 (3.7)
(1- hii) 1- di (1- hii)

seklinde tanimlanir (Hadi, 1992). Es. (3.7)'de p, parametre sayisi; e;,i.gozlem igin
arttk degeri; e'e, tim gozlemler igin artik kareler toplami olmak (zere,

d? =e?/le’e i. normallestiriimis artigin karesidir.
Hadi’'nin 6l¢utini diger 6lcutlerden ayiran bazi 6zellikler vardir. Bu 6lgut,

* Bagimli degiskende konum ve 6lcege gore degismezdir,

* Aciklayici degiskenlerin tekil olmayan déntusumlerine gore degismezdir,

« Artiklarin ve sapka matrisinin késegen elemanlarinin (h;) toplamsal bir
fonksiyonudur,

» Karesel artiklara ve kaldirag degerlerine (leverage) gbére monoton olarak
artar (Hadi, 1992).

Hadi Es. (3.7)'deki 6lglt icin bir kesim noktasi 6nermistir. Buna gére H?

H?> ortalama (H?) + ¢ /Var(H?) (3.8)

ise i. gozlem etkili gozlemdir. Burada c, 2 ya da 3 gibi secilmis sabit bir degerdir.
Ancak uc deg@erler ortalama ve varyans degerlerini sisirdigi icin kesim noktasi daha
buyuk olmaktadir. Bu nedenle Hadi, Es. (3.8)'deki kesim noktasinda ortalama ve

varyans yerine bu degerlerin saglam tahmin edicileri olan medyan ve medyan

mutlak sapmanin (MAD) kullaniimasini énermistir. Buna gore H?
H? >ortanca(H? )+4.5MAD(H?) 3(9)

ise I gozlem etkili gozlemdir. Es.(3.9)'da, MAD(H?)=

ortanca{‘ H? —ortanca(Hf)‘} 10.6745dir (Hadi, 1992).
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3. 3. Pena’nin Olgiti

Pena (2005) etkili gozlemleri ortaya cikarmak icin yeni bir ol¢it gelistirmistir.
Pena’nin yaklasiminda, veri kimesinden cikarilan bir go6zlemin parametre
kestirimlerini nasil etkiledigini 6lgmek yerine, her bir gdzlemin veri kiimesindeki
diger gozlemler tarafindan nasil etkilendigi Gzerinde durulur. Yani her bir gézlem
icin, veri kiimesindeki diger gozlemler cikarilarak tahmin degerlerinde meydana
gelen degisim olculir. Dogrusal regresyon modelinde her bir gozlemin veri
kiimesindeki diger g6zlemlerden nasil etkilendigi

Si= (gll - gli(l)""’gli _S\li(n))T (3.10)

vektorli dikkate alinarak incelenebilir (Pena, 2005). Burada Vy.,, j. gbzlem veri

i()
kiimesinden cikarildiginda i. gézlem degerinin tahminidir. Pena, standartlastiriimis

s, vektorunin karesel bigimi olarak ifade edilen S; dlgutintd dnermistir. Buna gore

Pena’nin gelistirdigi 6lcut asagidaki gibi tanimlanabilir:

Si's,

= SiSi 3.11
pvar(y,) G4

Es. (3.11)de var(y,)=s’h, olup, s®*=e’e/(n-p) ve h, =x/(X"X)™"x,dir. Es.
(3.10)'daki v, -9i® ifadesi, j. gozlem veri kiimesinden c¢ikarildiginda i. gozlemin

kestirimindeki degisim miktaridir ve,

A

Yi- 9i(j) =x/B _XiTé-j (3.12)
dir. Es. (3.12)'de B, = (XX )" X]y_; olup bu esitlikteki (X|X_)* ifadesi Sherman-

Morrison-Woodbury teoremine gore Es. (3.2)'dekine benzer sekilde,

Tyl Ty Tyyl

(X7 X) X% (X7 X)
Ty Ty)l

1-x; (X' X)7x,

(XIX)'=(XTX)* + (3.13)
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seklinde yazilir. Es. (3.13)'deki (X)X ,)" ifadesi ﬁ_j = (X1X)*X]y, esitliginde

yerine konulursa B,

(XTX) % x[ (XTX)?
1-x7 (XTX)*x,

B, =[x+

1X7y,

(XTX) -1X]X]T (xTx)-lx:rJy_]
1-x7 (XTX)*x,

=(XTX)* Xy +

(xTx)-lXJXT (XTX)_lX_TJy_]

=(X"™X)M(XTy-xy,)+
(X" X)Xy -x5y)) X (XTX)x,

(XTX) % x T (XTX) Xy
1-x] (XTX)x,

=(XTX)*XTy - (XTX) Xy, +

(XTx)—lX]X;r (xTx)-lx:rJy_J
1-x] (XTX)*x,

zﬁ'(xTx)_lxjy]' +

(XTX) % x [ (XTX) X Ty - %,y ]

=B-(XTX) Xy, +
B0y, 1-x7 (XTX)*x,

(XTX) Xy, @-x] (XTX) %)+ (XTX) "% x T (XTX)[XTy - x,y,]
1-x] (XTX)x,

_p-

A

B =p- (XTX)*x,y, +(XTX)'1xjij(XTX)'1xjyj +(XTX)'lxjij(XTX)'ley
-)

1-x] (XTX)"x, 1-x] (XTX)*x, 1-x] (XTX)"x,
] (XTX) % x [ (XTX) Xy,
1-x] (XTX)*x,

elde edilir. Burada h =x; (X"X)"x; oldugu g6z éniine alinirsa [3_]. ,

Tyl Ty)1 TR
- :A_(X X) xjyj+(X X) "X X;

K 1-h; 1-h;
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X"X)*x,(y, -x[B)

8-
1'hﬂ

~ - (XTX)'xe, 314
B—j _B- 1-h” ( . )

seklinde bulunur. Es. (3.14)'den yararlanarak Es. (3.12),

. A ~ ~ (XTX)'x e,
-V =XB-X'[B-—L 11
y| y|(J) i B i [ B 1-h” ]
_ X; (XTX)"x e,

1'hﬂ

(3.15)

olarak bulunur. Es. (3.15)'den yararlanarak Es. (3.11)'deki Pena ol¢utlu asagidaki
gibi elde edilir:

2.2
1 & hge

z (1_hjj)2

- pszhii j=1

3.16)

(Pena, 2005). Pena’nin 6nerdigi S; olgutinin Cook uzakhgi dlgutine gore bazi
avantajlari vardir:

e S; Olcutiinin beklenen degeri, aykiri degerler olmadigi hipotezi altinda ve
tum h, degerleri kuguk oldugunda, yaklagik olarak 1/p ‘dir(Pena, 2005).
Bagka bir deyisle, veri kiimesinde aykiri degerler ya da buyuk kaldirac
degerine sahip gozlemler olmadiginda, tim go6zlemler ayni beklenen
duyarlihga sahiptir. S; él¢ttunun bu Ozellidi, beklenen degeri h, degerlerine

bagli olan Cook uzakhgi dlcitiine gére 6nemli bir avantaj saglamaktadir.

« Cok sayida aciklayici degiskenin oldugu buyik o6rneklemler icin, S
Olcutinun dagilimi yaklasik olarak normal dagilacaktir. Bu 06zelligi de
karmagik asimtotik bir dagilima sahip olan Cook uzakligi 6lgutiine gore
ustinluk saglamaktadir. Cunka S; ol¢utinidn normal dagiimasi, bu olgut igin
kesim noktalarinin (cut-off values) bulunmasina olanak saglamaktadir.

Buna gore S; dl¢itd,
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Si - E(Si)
s(S))

(3.17)
degerinden buyuk ise i. gozlem etkili gdzlemdir. Burada s(S;), Si 6l¢utinin
standart sapmasini gostermektedir. S; Ol¢cutiinin ortalamasi ve standart
sapmasi etkili gozlemlerden etkilendiginden Pena, S; olcita icin Es.
(3.17)deki kesim noktasindan farkli olarak yeni bir kesim noktasi
Onermistir. Buna gore S; Olgutd,

S| 2 ortanca(S;) +4.5 MAD (S,) (3.18)

degerinden buyuk ise i. gozlem etkili gdzlemdir. Burada ortanca(s;), S
degerinin ortancasi ve  MAD (S,) =ortanca| S, -ortanca(Si)| ‘dir (Nurunnabi

vd., 2010).

Veri kiimesinde bir grup aykir deger ya da biyuk kaldirag degerine sahip
gozlemler varsa, S; 6l¢utl bu aykiri degerleri ya da buyik kaldirag degerine

sahip noktalar diger noktalardan ayirt edecektir.

3.4. COVRATIO Olgditi

Belsley vd. 1980’de dogrusal regresyon modelinde i.g6zlem degerinin veri

kimesinden cikarilmasinin parametre kestirimlerine iligkin varyans-kovaryans

matrisi Uzerindeki etkisini aragtirmak igin, i.g6zlem veri kiimesinden ¢ikarildiktan

sonra elde edilen parametre kestirimlerine iliskin varyans-kovaryans matrisinin

determinantinin, tim veri kiimesi kullanilarak elde edilen parametre kestirimlerine

iliskin varyans-kovaryans matrisinin determinantina orani olarak tanimlanan,CR;,

. ‘624 X, x_i)'l‘
LT

i [(XX)
2T Tx)

= ( (3.19)
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Olcutinun kullaniimasini 6nermislerdir. Bu dl¢cliiye COVRATIO dl¢iti denilmektedir.
Varyans-kovaryans matrisinin  determinantina  genellestiriimis  varyans da
denilmektedir. Es. (3.19)'daki 6lcut, i.gdzlemin, katsayilarin kestiriminin etkinligi
Uzerindeki etkisinin bir 6lcistu olarak yorumlanabilir (Belsley vd., 1980). CR;
Olcitinin deg@erinin 1 olmasi, parametre tahminlerinin etkinligi tizerinde i. gézlemin
etkili olmadigini; 1’'den buyuk olmasi, i. gozlem veri kiimesinden cikarildiktan
sonra elde edilen katsayilarin genellestiriimis varyanslarinin tahminlerinde .
go6zlemin bir iyilesme (azalma) olusturdugunu; 1'den kigcik olmasi ise i. gézlemin
veri kiumesi icinde bulunmasinin parametre tahminlerinin genellestiriimis
varyanslarini artirdigini gosterir (Rawlings vd., 1998). Belsley vd. (1980), CR;

Olchtd icin bir kesim noktasi 6nermistir. Buna gore CR;,

Ccr, J<1-3p/m (3.20)
>1-3p/n

ise i. gbzlemin etkili oldugunu gdosterir.

CR; olcutl, asagidaki teoremden yararlanilarak standartlastiriimig artiklara (r;) ve

kaldirag degerlerine (h;) bagl olarak da ifade edilebilir.

Teorem 1: B ve C, kxm boyutlu matrisler ya da (kx1) boyutlu vektorler olsun. A

matrisi (kxk) boyutlu tekil olmayan bir matris ise
|A-BCT|=|Al|I-CTA"B] (3.21)

dir (Belsley vd., 1980). Es. (3.19)'daki formulde ‘(X_iT X_i)‘ ifadesi Teorem l'e

gore, A= (X X) ve B= C= x; olmak lizere

X, TX, | = | XTX-x x|
=|XTX| @-xT (X"X)x,)

=|X"X| @-h,) (3.22)
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seklinde yazilabilir. Ayrica Es. (3.19)'daki formiilde 6, i.gdzlem veri kiimesinden

cikarildiktan sonra elde edilen artik varyansinin tahminini ,6%ise tim gozlemlerin

bulundugu veri kimesi icin  artik varyansinin tahminini gostermekte olup,

aralarinda,
52, =2 Pt (3.23)
- = n_p_l .
e.
seklinde bir iligki vardir (Belsley vd., 1980). Burada, r == 1lh ,
G -

standartlastinlmis artik olup, n go6zlem sayisini, p parametre sayisini
gostermektedir. Es. (3.22) ve Es. (3.23)den yararlanilarak Es. (3.19)daki
COVRATIO ol¢atd, ri ve hi'ye baglh olarak asagidaki gibi yazilabilir:

n-p-r’,, 1
oD (3.24)

CR = a-hy)

Es. (3.24)deki ifadede r> degeri kucuk ve h; degeri buyik oldugunda CR;
olgtitinuin degeri 1'den buyuk olur; r? degeri blyik ve h; degeri kiigiik oldugunda
CR; olcutunun degeri 1'den kiguk olur. Her iki durumda da i. gdzlemin,
katsayilarin genellestiriimis varyanslari tzerinde etkili oldugu soylenir. Hem r?

degeri hem de h; degeri buyik oldugunda (ya da her ikisi de kic¢uk oldugunda)
CR; oOlcutunun degeri 1'e yaklasacaktir. Bu durumda i. gozlem etkili gbzlem

degildir.
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4. YARI PARAMETR iKk REGRESYON MODELINDE ETKI ANAL izi

Regresyon modellerinde aykiri degerleri ve etkili gbzlemleri ortaya ¢ikarmak icin
geligtirilen olcutlerle ilgili cok sayida calisma vardir. Ancak, parametrik olmayan
regresyon modellerinde, bu gozlemleri ortaya ¢ikarmak igin gelistirilen o6lcutleri ile
ilgili calismalar son yillarda artmistir. Eubank (1985), Thomas (1991) ve Kim
(1996) edrisel cizgi dizlestirme yonteminde artiklar, kaldirag degerleri (leverage)
ve Cook uzakligi tzerine calismalar yapmislardir. Kim ve Kim (1998) cekirdek
yogunluk kestirimi icin Cook uzakhgini 6nermiglerdir. Kim vd. (2001) yerel polinom
regresyonda Cook uzakhgini 6nermistir. Zhongyi ve Baocheng (2001) yari
parametrik dogrusal olmayan regresyon modelinde etkili gézlem olcutlerini, Kim
vd. (2002) yari parametrik regresyon modelinde etkili gbzlem o6lcutlerini, Fung vd.
(2002), yari parametrik karigik modellerde etkili gbzlem o6lcutlerini ve Zhang vd.
(2007), kismi degisen katsayill modellerde (partially varying-coefficient models)

dogrusal kisma iligskin katsayilar vektori icin Cook uzakligi élcttini dnermislerdir.

Yar parametrik regresyon modelinde etkili gozlem olcutleri parametrik regresyon
ve parametrik olmayan regresyon modellerindeki olcutlerden farkh 6zelliklere

sahiptir. Ornegin, B’nin tahmini Gzerinde etkili olan bir gézlem, m ‘in tahmini

Uzerinde etkili olmayabilir. Bu nedenle yari parametrik regresyonda etkili gozlem

Olcltleri B ve m’nin tahminleri icin ayri ayri incelenmelidir.

Bu tez calismasinda, yari parametrik regresyon modelinde etkili gbzlem olcutleri
parametrik olmayan f(x) fonksiyonunun yerel polinom regresyon duzlestiricisi ile
tahmin edildigi durum icin énerilmistir. Bundan sonraki alt bélimde yar1 parametrik

regresyon modelinde dnerilen o6lcttler ayrintili olarak incelenecektir.

N

4.1. Yari Parametrik Regresyonda f icin Cook Uzakli gi

Yari parametrik regresyon modelinde ﬁ icin Cook uzakllgl,éi, Kim vd. (2002)

tarafindan parametrik regresyon modelindeki Cook uzakhdina benzer olarak

asagidaki bicimde tanimlanmistir:
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c-® ~B.)'(2'2)B-B.) (4.1)
6%z (H)

Burada Z, Alt B6lim 2.4.4'de tanimlanan yari parametrik modelde, dizlestirme
matrisine baglh olarak ifade edilen tasarim matrisini; 6° ise tim gozlemlerin
bulundugu veri kiimesi icin artik varyansinin tahminini; H=Z(ZZ)Z"ise sapka
matrisini gostermektedir. Es. (4.1yde B =(Z.Z.)'Z%y. olup, bu esitlikteki

(Z:Z_i)‘l ifadesi Sherman-Morrison-Woodbury teoremine gore,

272227 (@Z"2)*

Z.'Z )t =277t L AN f
( ) =) 1-2,"(272)"z,

(4.2)

seklinde yazilir. Es. (4.2)'deki (Z_"Z_)™" ifadesi B_, =(Z_"Z_)*Z."y., esitliginde

yerine konulursa B_,,

22722 |5 1o
( ) i“<i ( ) 7 Ty

B—i: Z72)"+ T = T=ia= S Y
1-72.(272)*z,

22227272z .y,
1-77(2"2)*z,

=2Z'2)"zy. +
olup, bu ifadede Z 'y = [Z TY/-ZY/J oldugu g6z oniine alinarak,

L o~~~ (Z'DZZNZTDZ.Y.
B.=(Z"DNZTYy-Z¥)+ TS TSas
1-2,"(272)z,

Z72)'z2z"(Z"2)"z.y.

=@2Z72)*2'y-(Z"2)* 2y, + e
1-2,7(272)*z,
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(4.3)

bulunur. Es. (4.3)'deki ifadeden,

é_é = (Z Tz)—lzy _ (Z Tz)_lzi ziT(Z TZ)_lZ—iTy—i
! o 1-7.7(272)'z,

SRR % TN ALY AEE)
! Y 1-7,7(272)'7,

(z 2)'72y.0-2,"(Z72)*2)-(272)'2Z2"(272)™ |z V- 237|
1-7,7(272)'7,

Z'2)7'zy, (2'2)7'z77Z'2)7'zy, 2'2)7'277(2"2)7Z"y
1-7 (2'2)7Z, 1-27(272)"z, 1-27(Z'2)*'z

L2'0)'27" 272"z 3,
1-27(272)"z,

_@'2)"'zy, (2')'27'Z72)"zy, (272)'22' 272777y
1-h, 1-h, 1-h
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(4.4)

biciminde bulunur. Burada &=y, -Z 'B’dir. Es.(4.1)de verilen Cook uzakligi
formulinde, ﬁ—ﬁ_i ifadesinin  Es.(4.4)'deki degeri yerine vyazilirsa, artik

degerlerine ve kaldirag deg@erlerine bagh olarak elde edilen Cook uzakhgt, C~:i ,

_Z7/@'HMZ'2)(Z72) 78,

C =
6°(1-h;)iz(H)

n 32
-1 __he (4.5)
6%z(H) (1-h,)*

seklinde elde edilir (Kim vd., 2002). Yari parametrik regresyon modeli i¢in bulunan

Cook uzakliginin dagilimi bilinmemektedir. Bu durumda g6zlem numaralari X
ekseninde ve C~:i degerleri y ekseninde olmak utzere Cook uzaklarinin sagilim

grafigi cizilir. Sac¢ilim grafiginde Cook uzakhgi aykirt olan godzlemlerin etkili

g6zlem oldugu sonucuna varilr.

4.2. Yari Parametrik Regresyonda m igin Cook Uzakli i

Yerel polinom regresyon modelinde Alt B6lim 2.3.2’de verilen, tasarim matrisi, Xy
ve cekirdek agirliklar K{h'l(xi -x)} olan agirhk matrisi, Wy sirasiyla asagidaki

gibidir:

1 (Xl - X) (Xl - X)2 "' (Xl - X)p
)(X = 1 (Xz.' X) (Xz ?X)z (Xz jx)p
1 (Xn - X) (Xn - X)2 (Xn - X)p
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K, (X; - X) 0 0
0 Kp(X, -X) - 0

0 0 - KX, - X)

Bu matrislerden yararlanarak, Alt Bolum 2.3.2’de x noktasi komsulugundaki

parametre kestirimi éx :
B = (X, W,X,) "X, "W,y (4.6)

olarak verilmisti. t, (x;)=(1,(X; - X),...,(X; - X)’) olmak Uzere m(x) fonksiyonunun
yerel polinom duzlestirici rﬁ(xi)=tx(xi)Tﬁx’dir. Bu tanimlamalardan m vektorinin

tahmini

A

= (1, (%), (X)) "= H, Y 4.7)

olarak yazilabilir. Es. (4.7)'de H =X (X, "W X,)™X "W, olup, yerel sapka matrisi

olarak adlandirilir ve H,'in (j, i)’ inci elemani,h,(j,1), agagidaki gibidir:
h, (351 = £, )T O W, X, ) 7, (6K (% = X) (4.8)
(Kim vd., 2001).

Yerel polinom regresyon modelinde i. gozleme iligkin Cook uzakligini elde etmek

icin ilk olarak veri kimesinin tim gozlemleri kullanilarak elde edilen tahminin
(m(x,)'nin) ve i. gozlem cikarildiginda elde edilen tahminin (m,(x,)’in) bulunmasi

A

gerekir. Burada i. gozlem cikarildiginda m(x;)’nin tahmini m_(x;) =ty x,)" B, . dir.
Bu esitlikte i. gozlem cikarildiktan sonra elde edilen parametre kestirimi
o — T -1 3T
B = (XoiWorn X)) ™ X i Wo Y 4 olup, asagidaki tanimlamalar yardimiyla daha

acik olarak elde edilebilir:
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A ve B herhangi bir matris ya da vektdr ve Wy yerel polinom regresyondaki agirlik

matrisi olmak Uzere parcalanmis matrisler,

_ aiT _ biT _ Ky(@ —X) 0
A_[AJ' B_{BJ’ W_{ 0 WXY[-J

seklinde tanimlanabilir. ATWB matris carpimi agsagidaki gibidir:

Awsela A_i]{Kh(ag—x) VVo Hb}

=K, (a, -x)a,bT +ATW B (4.9)

X,[ =117 i
Es. (4.9)da A_TiWX'[_i]B_i matris ¢carpimi, yalniz birakilirsa,

ATW,

Bi= ATWB- K, (a, - x)a b/ (4.10)

elde edilir. (AJW,,B_;) matrisinin tersi,

(ATW, 5 B) " =[ATWB- K, (a - x)a,b/]* (4.11)
seklinde yazilabilir. Es. (4.11)deki ifade Sherman-Morrison-Woodbury

teoreminden yararlanilarak G=ATWB, a=K, (a,—x) , t= a, ve ¢ =b, olmak tizere

(ATWB)™a, b/ (ATWB) 'K, (a, —X)
1-b (ATWB)*aK, (a, - X)

(A] Wx,[—i]B—i)_lz (ATWB)* + (4.12)

seklinde vyazilabilir. Yukaridaki tanimlamalardan yararlanarak x noktasi

A

komsulugunda i.gbzlem cikarildiktan sonra elde edilen parametre kestirimi B, _; ,
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A

Bx,—i :(XT W, ']xx,—i)_l Xl—in,[—i]Y—i

X, =i 0O, [ =i

=[(XTW, X

X X X

)_1 _tx(xi) tI(Xi)Kh(Xi - X)]_l[x;ny - tx(xi)yiKh(Xi _X)]

X X X

l—tI(Xi)(XTW X )_ltx(xi)Kh(Xi = X)

X X X

Lo xy + a4 TX0GW X)L (OB )XW, X )}

[XTW,y -t (x)y K, (x; =X)]

:(XIWXXX)_l XIny - (XIWXXX)_ltx(Xi)yiKh(Xi _X)

+Kh(Xi _X)(XIWXXX)_ltx(Xi)tI(Xi)(XIWXXx)_lXIWXy
1=t (X)) OGW X ) 7, (K (X = X)

X X X

K, (¢ = ) (XEW, X, )7, (6Ot () (XEW X, )T, (%)Y K (X = X)

X X

1_t1(xi)(XTW X )_1tx(xi)Kh(Xi —X)

X X X

Bra= By OXIW, X, ), (X, )Y K, (X, = X)

+Kh(Xi _X)(XIWXXX)_ltx(Xi)tI(Xi)(XIWXXx)_lXIWXy
1=t (X)) OGW X ) 7, (K (X = X)

X X X

Ky (% = X)(XEW, X )7, (¢t () (XWX ) ()Y K (% = X)
1_tI(Xi)(XIWxXx)_1tx(Xi)Kh(Xi = X)

(4.13)

seklinde yazilabilir. Es. (4.13)'de ﬁxdlglndaki terimlerin paydalari esitlenirse éx,—i’

A (XWX, )™, (x)YiKa (% = X)

B = B T O WLX, ), (K, (%, — %)

X X X

+ (XEW, X, )7, (x)y Ky (% = )t ()XW, X ) ™t (%K (X = X)
1_tI(Xi)(XIWxXx)_1tx(Xi)Kh(Xi =X)

+Kh(xi - X)(XIWXXX)_ltx (Xi)tI(Xi)(XIWxxx)_lxIny
1_t1—(xi)(xl—wxxx)_ltx (Xi)Kh(Xi - X)
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Ky (%, = X)(XEW, X )7, (¢t () (XWX ) ()Y K (% = X)
1_tI(Xi)(XIWxXx)_1tx(Xi)Kh(Xi = X)

6 —p - COWLX,)™, 0y K06 =y, ~t 0B, ]

T = ) (4.14)
1-t, (Xi)(xxWxxx) t, (Xi)Kh(Xi —X)

seklinde elde edilir. i.gézlem c¢ikarildiktan sonra x; noktasi etrafindaki m(x;)

fonksiyonunun yerel polinom tahmini, rﬁ_i(xj):thT(xj)[ASXj’_i olup Es. (4.14)'den
yararlanarak,

o) =, ()8,

(X, "W, X, )Mt (YK, (06 =0y, —t, (B, |
1_tij (Xi)(xijWijxi )_ltxi (Xi)Kh(Xi - X)

= tij(Xj)[ ﬁxj_

=t T(X ) 6 - txi (Xj)(XXJ’TWXJ’XM)_ltxi (Xi)yiKh(Xi _X){yi _thT(Xi)éxi}
o 1_tXiT(Xi)(XXjTWXjXXj)_1txj (% )Kp (X =X)

o D06 X,) R YK (¢ -9y, ~t, ), |
: 1-t, T (x)(X, "W, X, )7, (K, (% = X)

(4.15)

olarak bulunur. Yerel polinom regresyon modelinde i. gézlem icin Cook uzakhgi,C;,

n 2

C, =Y {m(x)-m_(x)} (4.16)
=1

seklinde tanimlanabilir. Es. (4.16)'daki esitligi, artiklara ve kaldira¢c degerlerine

(leverage) bagh olarak ifade edebiliriz. Yerel polinom regresyon modelinde yerel

artiklar asagidaki gibi ifade edilir:

e, () =y, =m,(x) (4.17)

Es. (4.17)deki vyerel artiklardan ve Es. (4.8)deki yerel sapka matrisinin

elemanlarindan yararlanarak, i.gézlem cikarildiktan sonra x; noktasinda yerel

polinom tahmininde ortaya c¢ikacak olan degisim miktari asagidaki gibi yazilabilir:

73



m(x,)-m,(x,) =h, (i.)e, ()/{L-h, (i} (4.18)

Es. (4.18)'den yararlanarak, yerel polinom regresyon modeli kullanildiginda,

i.g6zlem icin Cook uzaklhigi, C;,

n 2 n 2

¢ =S mx)-m. () =3 | h, (ie, (i)/{l—hxj(i,i)}] (4.19)
=1 =1

seklinde ifade edilir. m’'nin yerel 6zelliginden dolay!, rh(xj)’ye yakin noktalardan

daha ¢ok etkilendigi dikkate alinarak, C,’nin basitlegtirilmig bir uyarlamasi, Ci*, X;

yerine x; yazarak,
Ci* ={rh(xi)_rﬁ—i(xi)}2 (4.20)

biciminde tanimlanabilir. Ci*, her zaman C,’den daha kuguktur. Kim vd.(2001),

etkili gbzlemleri ortaya cikarmada Ci* In C,’den etkili gozlemleri ortaya ¢ikarmada

daha iyi bir ol¢it oldugunu belirtmislerdir (Kim vd., 2001). x; yerine x; kullaniimasi
nedeniyle, i. go6zlemin veri kimesinde bulunmamasinin m kestiriminde
olusturacag! degisim miktarinin, oldugundan ne kadar dusuk tahmin edilecegi, x;
noktasi civarindaki yogunluga bagh olacaktir. x; noktasi civarindaki yogunluk az
ise, oldugundan dusik tahmin miktari kicik olacaktir, x; noktasi civarinda c¢ok
gozlem bulunuyorsa degisim miktarinin oldugundan dusuk tahmin miktari buyik
olacaktir.

1.gozlem cikarildiktan sonra x; noktasi etrafindaki m,(x;) fonksiyonunun yerel
polinom duzlestiricisi rﬁ_i(xi):txj(xi)Tfsxi’_i olup, bu egitlikte ﬁxi,_i degeri yerine
yazildiginda ve t;=t,(x), m, (x)=m(x) ve m,(x)=m, (x;) kisaltmalar

kullanildiginda m_(x,)
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) tii (XxiTWxixxi)_ltiiKh(Xi - Xi){yi -r'ﬁxi (Xi)}

ﬁ]—i(xi) = tiiéx-
I l_tii (XxiTWxixxi)_ltiiKh(Xi 'Xi)

(x.) t; (XXiTWXiXxi)_ltiiKh(Xi - Xi){yi - rh(xi)}
i 1-t; (xxiTWxiXxi)_ltiiKh(Xi 'Xi)

. h (e, ()
:m(Xi)'Ti(i,i)

(4.21)

olarak elde edilir. Es. (4.21)’'den yararlanarak yerel polinom modelinde i.g6zlem
icin Cook uzakhgi yerel artiklara ve kaldirag degerlerine gére asagidaki gibi ifade
edilir:

h, (i.he, ().,

c ={hox)-m. )} = G

4.22)
(Kim vd., 2001). Es. (4.22)de h, (i) = (X, "W, X, ) K, (0)'dir. Es. (4.22)deki

ifade, regresyon modelindeki Cook uzakliina benzemektedir, ancak po? sabiti

yoktur. p serbestlik derecesini gdsterdigi igin, yerel polinom modelinde p igin

sapka matrisinin izi kullanilabilir, ancak burada sadece yerel sapka matrisi vardir.

Sapka matrisinin  yerine, Zinzlhn ifadesi de kullanilabilir. Buna gore

6> =2 e’f{n-2. h;} olarak elde edilebilir.

Yar parametrik regresyon modelinde B ve m’nin yerel polinom tahminleri, Alt

Bolum 2.4.4.’de verildigi gibi sirasiyla, asagidaki gibidir:
B=(Z"2)'Z"y ve m(x)=S, (y-ZB) (4.23)

Yari parametrik regresyon modelinde gozlem degerleri vektorii y, Es. (2.83)'den

asagidaki gibi yazilabilir:

y=ZB+m(x) (4.24)
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Burada zfs , yarl parametrik regresyonda parametrik kisma karsilik gelmektedir ve

ZB=Z(Z"Z)'Z " y’dir. Bu ifadede Z, tasanm matrisi; Z, diizlestirme matrisine
bagl olarak ifade edilen tasarim matrisi; y, diizlestirme matrisine bagh olarak

ifade edilen gozlemler vektdrinin tahmini olmak tzere, Alt bolim 2.4.4°de verilen

Z:(I -S,)Z ve y=(1-S,)y gosterimlerinden yararlanarak, Zﬁ,
ZB=(1-S,)'Z(Z"2)*Z7 (1 -S,)y=Hy (4.25)
olarak yazilabilir. Burada H=(1-S,)'Z(Z72)*Z7(1-S,)'dir. Es. (4.24)deki
parametrik olmayan kisma karsilik gelen, m(x), Es. (4.23)den vyararlanarak
asagidaki gibi ifade edilebilir:

m(x)=S, (y-ZB)=S, (y -Hy)=S, (I -H)y =H'y (4.26)

Es. (4.26)da H'= S (I -H)’dir. Kim vd. (2002), Es. (4.26)'dan yararlanarak yari

parametrik regresyonda m icin Cook uzakligini asagidaki gibi ifade etmislerdir:

: = )= ) (4.27)
62Iz(H")

Es.(4.22)'dekine benzer olarak, Es. (4.27) deki {rﬁ(xi)-rﬁ_i(xi)}2 ifadesi artiklara ve

(hll I)
(1-h;)*

kaldira¢ degerlerine gore {m(x) m. (X; )} seklinde yazilirsa, C;,

- (he) (4.28)
' (1-hp)*cfiz(H) .

olarak elde edilir. Burada e  =(I-H")y’dir (Kim vd., 2002). C 'nin dagilimi

bilinmemektedir. Bu durumda gézlem numaralari x ekseninde ve C; degerleri y
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ekseninde olmak lGzere Cook uzaklarinin sacilim grafigi gizilir. Sacilim grafiginde

Cook uzakhgi aykiri olan gozlemlerin etkili gbzlem oldugu sonucuna varilir.

4.3. Yari Parametrik Regresyonda vy icin Cook Uzakl g

Yari parametrik regresyon modelinde goézlem dedgerleri vektorine iliskin Cook

uzakh@ini bulmak igin, gozlem degerleri vektoriiniin tahmini olan y'y1 y'ye bagl

olarak elde etmek gerekmektedir.

Yari parametrik regresyon modelinde gdzlemler vektorii vy, y'ye bagli olarak Es.

(4.25)'den ve Es. (4.26)'dan yararlanarak asagidaki gibi elde edilir:

v =ZB+m(x)

=Hy +H'y

I
I«

y (4.29)

Burada H dogrusal regresyon modelindeki sapka matrisine benzemektedir ve

H=H+H du.

Yari parametrik regresyon modelinde y icin Cook uzakligini artik degerlerine ve

kaldira¢ degerlerine bagl olarak Es. (3.6)'dakine benzer bigcimde asagidaki gibi

ifade edilir:
c = (y _9—i)T (9 _9—i)
' 62iz(H)
h. &2

- % (4.30)

(Kim vd., 2002). Burada €=y-y=(I-Hy ve h. , H matrisinin kdsegen

elemanidir. C.’nin dagilimi bilinmemektedir. Bu durumda go6zlem numaralari x

ekseninde ve C, degerleri y ekseninde olmak Uzere Cook uzaklarinin sacilim
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grafigi cizilir. Sacilim grafiginde Cook uzakligi aykiri olan go6zlemlerin, etkili

g6zlem oldugu sonucuna varilir.
4.4. Yari Parametrik Regresyon Modeli icin Hadi'nin Olgutl

Bu bolimde Hadi'nin dogrusal regresyon modeli i¢in 6nerdigi 6lgut, yari parametrik
regresyon modeli icin yeniden tanimlanmigtir. Yari parametrik regresyon modeli
icin Hadi'nin olcutl, regresyon modelindekine benzer olarak Alt B6lim 4.3'de

verilen artik degerlerinden ve kaldira¢ degerlerinden yararlanarak,

_ 32
fe= P 4, M (4.31)
(1-h,))1-d*> (1-h,)

seklinde tanimlanabilir. Es. (4.31)de d?=é&?/&"e, i. normallestiriimis artigin

karesidir ve h,, H sapka matrisinin kosegen elemanidir. Hadi (1992)'nin dogrusal

regresyon modeli icin 6nerdigi kesim noktasi, yari parametrik regresyon modeli

icin de kullanilabilir. Bu durumda c, 2 ya da 3 gibi uygun olarak secilen sabit bir

deger olmak tizere, H?,

H2> ortalama (H?) + ¢ 4/ Var(H?) (4.32)
ya da
H?>ortanca(H? )+4.5MAD(H?) 4(33)

ise, i. gozlem etkili gbzlemdir. Burada ortanca(ljlf), ﬁf Olcutinin ortancasidir .

Es.(4.33)'de MAD(FI?), Ijli2 6lcutlindn ortancasinin mutlak sapmasi olup ,

MAD (H,?) = ortanca H” - ortanca(H,?)

olarak yazilir.
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4.5. Yari Parametrik Regresyon Modeli igin Pena Ol  ¢utii

Bu bolimde Pena (2005)'nin etkili gbzlemleri ortaya cikarmak icin dnerdigi olcut,
yarl parametrik regresyon modeli icin gelistirilmistir. m vektérini tahmin etmek

icin yerel polinom modeli kullanildiginda elde edilen kestirim degerleri vektori, y
asagidaki gibi yazilabilir:
y =2z -+ (x)

=ZB+S,(y-ZB)

=ZB+S,y-S,ZB

=(1-S,)ZB +S,y

§=ZB+S,y (4.34)

Burada S,=Xx(X;W, X, )" X]W, dir. i. gozlemin kestirim degeri, y,’y1 elde etmek

icin S, matrisinin i. satir vektori S, =t" (X;W, X, )" XIW, , y vektori ile carpilip,

Zf& nin i. satir elemant 'z”ini ile toplanir (Hamilton ve Truong, 1997). Buna gore ,

I. g6zlemin kestirim degeri,
Vi = ZiT 6 ™ (Xi)éxi (4.35)

seklinde yazilabilir. t; =t, (x;) tanimindan yararlanarak Es. (4.35),

N

Y, = ziT ﬁ +t; By, (4.36)

olarak ifade edilir. . g6zlem ¢ikarildiktan sonra elde edilen kestirim degeri, §/i‘_j,

Yii = ZiT é—j +1; éxi,—j (4.37)
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biciminde ifade edilir. Es. (4.37)'de ]. gbzlem cikarildiktan sonra elde edilen

A

parametrik kisma karsilik gelen B ; degeri, Es. (4.4)'dekine benzer olarak,
5 _aA 'z,
B,=B-—F7—= (4.38)

seklinde elde edilir. Es. (4.38)de j. gozlem cikarildiktan sonra elde edilen
parametrik olmayan kisma Kkarsilik gelen t; ﬁxi'_j ifadesi, Es.(4.14)'den

yararlanarak,

t, B, .=t.B, - t; (X, W, X, ) K (g 'Xi){yj _r’ﬁxi(xj)}
T 1'tijT(xxiTWxiXxi)_1tinh(Xj'Xi)

B8 - t; (XxiTWxiXxi)_ltinh(Xj 'Xi){yj _rhxi (Xj)}
I 1_tijT(xxiTWxixxi)_ltinh(Xj 'Xi)

~ h, (.))e, ()
S G (4.39)

seklinde bulunur. Es. (4.38) ve Es. (4.39)'dan yararlanarak y;-y,  ,

N N

Yi-¥i.= Z'B+ tiiéxi Z' B~ 1By

A . Z12Z"2)*Ze;,  ~ h (i,)e (]
:~|TB+tiiﬁx'ziT +ZI (Z Z"‘) ZJeJ “ L x»+ Xi(l,l)e.Xi.(J)
| 1-h; - 1-h (D)
he h Gje (]
_he; h (L) _xi_(J) (4.40)
1-h;  1-h,(}.))

i

olarak elde edilir. Es. (4.40)'da ﬁij: zZ1(z TZ)'lij 'dir. Buna gore yari parametrik

regresyon modeli igin s,= (Y, - Viu),--Y: - Vi)' OlMak tizere, Pena dlgiitii, S,
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51,

S = 5
pvar(y;)

(4.41)

o1 % hE h e ),
p Var(yi) =1 1- hjj 1_hxi(j1 J)

seklinde elde edilir.

Pena’nin dogrusal regresyon modeli icin 6nerdigi kesim noktasi yari parametrik

regresyon modeli icin de kullanilabilir. Buna gore S Olcuty,

‘“s',‘ > ortanca(S ) + 4.5 MAD (S) (4.42)

ise i. gozlem etkili gbzlemdir. Burada ortanca(s), § degerinin ortancasidir ve §i

Olcitinin ortancasinin mutlak sapmasi asagidaki gibidir:

MAD (S) = ortancal S, - ortanca(S )

4.6. Yari Parametrik Regresyon Modeli icin COVRATI O Olgiiti

Bu boliimde, parametrik regresyon modelinde etkili gozlemleri ortaya ¢ikarmak icin
kullanilan COVRATIO dlgutl, yarn parametrik regresyon modeli igin gelistirilmistir.
Yari parametrik regresyon modelinde m vektorinid tahmin etmek icin yerel
polinom duzlestiricisi kullanilldiginda elde edilen artik terimleri vektoérl, Es.
(4.34)den,

e=y-y=y-ZB-S,y
=(1-S,)y-ZB

e:y-ZB:'é (4.43)

seklinde elde edilir. Es. (4.43)'den go6ruldiagia gibi yari parametrik regresyon
modelinde artik vektori, modelin sadece dogrusal kismina karsilik gelen artik
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vektorine bagh olarak da ifade edilebilir. Yari parametrik regresyon modelinde

02, ile 6% arasindaki iliski, Es. (3.23)'dekine benzer bir ifade

(4.44)

T

(X
(OX]
D

e
n-

e

ve I =—=— olup, p parametre
641-h

seklinde yazilabilir. Burada G2 =

©

>
1

©

sayisini gostermektedir.

Parametrik regresyon modelindeki COVRATIO oélgutiine benzer olarak yari

parametrik regresyon modelinde COVRATIO o6l¢itd,

~

02 (Z_iT Z_i )'l
CR = _
‘oz(zT Z)'l‘

&4, @72
=( 52 ) ‘(Z_iT Z.)‘

(4.45)

seklinde elde edilir. Es. (3.22)den yararlanarak COVRATIO olcutu
standartlastiriimis artiklara ve kaldira¢ degerlerine bagh olarak asagidaki gibi elde

edilir:

~ n-p-r? 1
CR = (boyp——=
n-p-1" (1-h,)

(4.46)

Yari parametrik regresyon modelinde de COVRATIO i¢in kesim noktasi, dogrusal

regresyonda oldugu gibi 1 alinabilir.
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5. UYGULAMA

Bu bélimde yari parametrik regresyon modelinde etkili gozlemleri ortaya ¢ikarmak
icin Onerilen olcutlerin bu gozlemleri ortaya gikarmadaki basarilarini arastirmak
amaciyla ilk olarak Kim vd. (2002)'in kullandigi diyabet hastalarina iliskin veri
kimesi incelenmigtir. Kim vd. (2002)'in calismasinda Cook uzakhgr olciti
kullanilarak belirlenen etkili gbzlemlerin, bu tez calismasinda onerilen d&l¢itler
tarafindan da etkili olarak bulunup bulunmadigr arastirilmigtir. Daha sonra
regresyon modelinde buyuk 6rneklemlerde hem buyik kaldirag degeri, hem de
aykiri deger olan go6zlemler bulundugunda, bu gozlemleri belirlemede diger
Olcltlere gbre daha basarli olan Pena o6lcutinin yari parametrik regresyon
modelinde de bu gdzlemleri belirlemede basarili olup olmadigini arastirmak igin
yapay bir veri kiimesi turetilmis, dlcut degerleri elde edilmis ve elde edilen sonuglar
tartisiimistir. Son olarak yari parametrik regresyon modelinde hangi durumlarda
hangi o6lculerin etkili gozlemleri belirlemede daha basarili olduklarini arastirmak

amacilyla simulasyon ¢caligmasi yapilmis ve elde edilen sonuglar tartisiimistir.

Bu tez calismasinda veri kiimesinden her bir gozlem tek tek cikartildiginda
meydana gelen degisim incelenmistir. Gizleme(masking) ve surikleme(sweeping)

etkisi dikkate alinmamistir.
5.1. Gergek Bir Veri Kimesi Uzerinde Uygulama
Bu tez calismasinda oOnerilen olgutlerin etkili gdzlemleri ortaya c¢ikarmadaki

basarilarini incelemek icin Kim vd. (2002)'in calismalarinda kullandigi diyabet

hastalarina iligkin veri kiimesinden yararlaniimigtir. Bu veri kiimesi igin

y,=z/B+m(x,)+g, (1<is<n) (5.1)
seklindeki yari parametrik regresyon modeli kullaniimistir. Bu modelde bagimli
degisken y=C-peptid hormonu konsantrasyonu, dogrusal kisma iligkin aciklayici

degisken z = kord kani baz acigi (base deficit) ve dogrusal olmayan kisma iligkin

aciklayici degisken x=yas olarak alinmigtir. Parametre tahminlerini elde etmek icin
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yerel dogrusal duzlestirici kullaniimis ve bant genigligi (h) capraz gecerlilik
Olcltine gore h= 5.6 olarak bulunmustur.

Kim vd. (2002) bu veri kiimesini kullanarak yari parametrik regresyon modelinde
ﬁ, m ve y uzerinde etkili olan gbzlemleri ortaya gikarmak icin 6nerdikleri Cook
uzakhigi élcutlerini (C,,C ve C,) incelemislerdir. C. 6lciit degerlerine gére, B
tizerinde etkili olan gozlemler, 6. ve 34. gozlemler; C olgiit degerlerine gére, m

Uzerinde etkili olan gozlemler, 22. ve 13. gozlemler; Ci olcut degerlerine gore, y

Uzerinde etkili olan gbzlem, 34. gbzlem olarak bulunmustur.

Bu tez calismasinda ayni veri kiimesine uygulanan yari parametrik regresyon
modelinde etkili gozlemleri ortaya ¢ikarmak icin 6nerilen Hadi’'nin ol¢uti (I:|i2) ,
Pena’nin Ol¢utu (§i) ve COVRATIO o6lgutu (CF~Qi) degerleri elde edilmigtir. Es.
(5.1)'deki model icin yerel dogrusal duzlestirici kullanilarak tahmin edilen artik

degerleri (g, ,€, ve e, (1)) ve kaldira¢ degerleri (ﬁ ﬁn ve h, (i,i)) Cizelge 5.1'de

verilmigtir:

Cizelge 5.1. Diyabet verisine iliskin artik deg@erleri ve kaldirag degerleri

y | x | z € e, e () | h, h, | h, (i)

48 |52 |-8.10.3114 |0.3114 [0.3194 |0.0000]|0.0575|0.0575

4.1 88 |-16 [-0.1891 |-0.1891 |-0.6953 |0.0600 |0.0920|0.0311

5.2 |10.5 |-0.9 |-0.0278 |-0.0278 |0.3116 |0.0270|0.0577|0.0310

5.5 [10.6 |-7.8 [0.6619 |0.6619 |0.6071 |0.0007|0.0321|0.0313

34 (1.8 |-19 [-0.0696 |-0.0696 |[-0.6094 |0.0683|0.2113]0.1441

3.4 [12.7 |-19 |-0.8553 |-0.8553 |-1.5668 |0.1186|0.1684 | 0.0494

49 156 |-11 |0.1629 |0.1629 |-0.1174 |0.0184|0.1767|0.1577

5.6 |58 |-2.80.7564 |0.7564 |1.0547 |0.0208|0.0704 |0.0503

© |00 |N (O |01 [W[N (-

39 (22 |-3.1[-0.5404 |-0.5404 |-0.1745 |0.0314|0.1592|0.1274

10 |45 |48 |-7.80.0320 |0.0320 [0.0655 [0.0003|0.0633|0.0631

11 148 |79 |-14 |0.4361 |0.4361 |0.0675 |0.0318]0.0670 |0.0344

12 149 |5.2 |-45]0.2063 |0.2063 |0.4194 |0.0106|0.0676 | 0.0575

13|3 |09 |-12 |-0.7737 |-0.7737 |-0.8527 |0.0015]0.1942|0.1930

14 {46 |11.8 |-2.1 [-0.5961 |-0.5961 |-0.3398 |0.0154|0.0536 |0.0384

15148 |79 |-2 [-0.2419 |-0.2419 |0.0675 |0.0224|0.0561 |0.0344

16 |55 115 |-9 ]0.7041 |0.7041 |0.5707 |0.0042|0.0402 | 0.0359

17 145 |10.6 |-11 |-0.1444 |-0.1444 |-0.3929 |0.0145|0.0460|0.0313

18 [5.3 |85 |-0.20.1209 |0.1209 [0.5246 |0.0382|0.0694 |0.0320

19 [4.7 |11.1 |-6.1 [-0.2504 |-0.2504 |-0.2141 |0.0003|0.0337|0.0334

20 16.6 128 |-1 13235 |1.3235 [1.6306 |0.0221|0.0730|0.0511
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21 |51 113 |-3.6 |0.0016 |0.0016 |0.1781 |0.0073|0.0417|0.0346
22 |39 |1 -8.2 |-0.0824 |-0.0824 [0.0292 |0.0029]0.1899 |0.1866
23 |5.7 145 |-0.5|0.3836 | 0.3836 | 0.6964 |0.0229|0.1202|0.0977
24151119 |-2 |-0.1039 |-0.1039 [0.1569 |0.0159|0.0551 |0.0393
2515281 |[-1.6|0.1233 |0.1233 [0.4527 |0.0254 |0.0582 |0.0335
26 |3.7 |13.8 |-12 |-0.9649 |-0.9649 |-1.2917 |0.0250|0.0988|0.0734
27 |49 |15.5 |-0.7 |-0.4019 |-0.4019 |-0.1163 |0.0191|0.1693|0.1508
28 148 |19.8 |[-1.2 |-0.3843 |-0.3843 |-0.0539 |0.0256 |0.0551 |0.0300
29 144 11 |-14 |-0.0803 |-0.0803 |[-0.5101 |0.0433|0.0765|0.0329
30 |52 (124 |-0.8 |-0.0818 |-0.0818 |0.2415 |0.0245]0.0694 | 0.0450
3151111 |-17 |0.7592 |0.7592 |0.1859 |0.0770]0.1108 |0.0334
32 146 |51 |-5.1 |-0.0503 |-0.0503 |0.1307 [0.0077]0.0661 |0.0588
33 /3.9 48 |-95[-04711 |-0.4711 |-0.5345 |0.0009|0.0642|0.0631
34 |51 |42 |-17 |1.2166 |[1.2166 |0.7391 |0.0534|0.1273|0.0732
35]51(6.9 |-3.3/0.1987 |0.1987 |0.4493 |0.0147]0.0545|0.0404
36 |6 [13.2 |-0.7 |0.7017 |0.7017 |1.0209 |0.0239]0.0822|0.0586
37149 (99 |-3.3/-0.1687 |-0.1687 |0.0409 |0.0103]0.0401 | 0.0300
38 [4.1 125 |-14 |-0.4542 |-0.4542 |-0.8613 |0.0388|0.0855 |0.0464
39 (4.6 |13.2 |-1.9 |-0.6300 |-0.6300 |-0.3791 |0.0147]0.0732|0.0586
40 |49 |89 |-10 |0.2582 |0.2582 |0.0984 |0.0060 |0.0371|0.0309
41 |5.1 /10.8 |-14 |0.5802 |0.5802 |0.1983 |0.0342|0.0665 |0.0320

Cizelge 5.1'deki artik degerlerine ve kaldirac degerlerine iligkin sacilim grafikleri
Sekil 5.1- Sekil 5.5'deki gibi elde edilmigtir:
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Sekil 5.1. e, ve €, 'nin sacilim grafigi
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Sekil 5.5. h, (i,i) 'nin sacilim grafigi

Sekil 5.1 ve Sekil 5.2 incelendiginde artik degerlerine gére 6., 20., 26. ve 34.
gozlemlerin diger gézlemlere gére daha buyuk artik degerlerine sahip olduklarini
yani diger gbzlemlere gore aykiri deger olduklarini sdyleyebiliriz. Sekil 5.3- Sekil
5.5 incelendiginde 5., 6., 7., 9. ve 22. gozlemlerin diger gézlemlere goére kaldirag
degerlerinin daha biyuk oldugunu sodyleyebiliriz. Ancak bu gézlemler igin bulunan
kaldirac degerleri buyuk degildir. h; degeri 1’e yakin gozlemlere, buyik kaldirag
degerine sahiptir denilmektedir. Oysa bu gozlemlere iligkin Cizelge 5.1'de elde

edilen h; degerleri incelendiginde (-ﬁ",ﬁii ve h, (i,i)) bu degerlerin ¢ok buyuk
degerler olmadigi gorulmektedir. Artik degerlerine ve kaldira¢c degerlerine goére,

incelenen veri kimesinde hem aykiri deger hem de buyuk kaldirag degerine sahip
g6zlem olmadigi séylenebilir.

Cizelge 5.1'de elde edilen artik degerlerinden ve kaldira¢ degerlerinden

yararlanarak yari parametrik regresyon modelinde etkili gozlemleri ortaya
ctkarmak icin dnerilen olgt (E:i,Cf ,Ci, §i, Cfii ve ﬁf) degerleri Cizelge 5.2'deki
gibi elde edilmistir:
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Cizelge 5.2. Diyabet verisine iligkin etkili gozlem o6lgut degerleri

~ — ~
*

vix| 2| C | c | ¢ S, | CR | H?

4852 |-81 |0.0000|0.0001 |0.0060|11.15101.0168 | 0.0088

4.1 8.8 |-16.1 |0.0082|0.0005 |0.0038 | 16.0521 | 1.0870 | 0.0673

5.2 10.5]-0.9 ]0.0001|0.0000 |0.0000 |13.5566 | 1.0534 | 0.0278

5.5/10.6|-7.8 |0.0010]0.0000 |0.0144]18.8341|0.9886 | 0.0419

3418 |-19.2 |0.0013|0.0119 |0.0016 | 14.3334|1.0996 | 0.0737

3.4(12.7]-18.9 |0.3779]0.0007 |0.1708 | 19.2155|1.0832 | 0.2148

4.9 115.6|-10.6 |0.0017|0.0064 | 0.0066 | 22.6835|1.0419 | 0.0212

5.6 |58 |-2.8 ]0.0421]0.0037 |0.0447]10.2300|0.9963 | 0.0769

O |N|O |0 | [W[N |-

3.9(2.2 |-3.1 ]0.0330|0.0308 | 0.0630|11.6529 |1.0318 | 0.0603

10 {4548 |-7.8 [0.0000|0.0011 |0.0001|11.1819|1.0252 | 0.0004

11 {4879 [-13.9 [0.0219|0.0000 |0.0140|15.1180|1.0415 | 0.0509

12 {4952 |-4.5 [0.0016|0.0000 |0.0032|10.3782|1.0323 |0.0147

13 |3 |09 |-11.6 |0.0030|0.1402 |0.1716|12.8737|0.9757 | 0.0587

14 |46 11.8|-2.1 ]0.0191|0.0029 | 0.0204 | 17.8466 | 1.0100 | 0.0493

15 (48|79 |-2 0.0046 | 0.0008 | 0.0035|10.0913|1.0433 | 0.0284

16 [5.5|11.5]|-9 0.0071 | 0.0000 | 0.0207 | 22.1797|0.9870 | 0.0513

17 {4.5/10.6|-11.2 [0.0011|0.0001 |0.0010|19.2633|1.0382 | 0.0166

18 |5.3 8.5 |-0.2 ]0.0020]0.0001 |0.0011)10.8473|1.0643 | 0.0411

19 |14.7]11.1|-6.1 ]0.0001|0.0007 |0.0022|19.5299 | 1.0200 | 0.0060

20 16.6 128 |-1 0.1370[0.0149 | 0.1425|19.2925|0.8932 | 0.2148

21 15.1(11.3|-3.6 |0.0000|0.0002 |0.0000|17.7140|1.0325 | 0.0074

22 |39]1 -8.2 10.0001 | 0.0264 | 0.0019 | 12.3405 | 1.0274 | 0.0035

23 |5.7]14.5|-0.5 [0.0120|0.0033 |0.0219 |20.7277 | 1.0360 | 0.0372

24 |51]119]|-2 0.0006 | 0.0003 | 0.0006 | 18.0407 | 1.0407 | 0.0172

2515281 |-1.6 |0.0014|0.0000 |0.0010|10.2748|1.0504 | 0.0275

26 |3.7]13.8|-11.9 |0.0829|0.0085 |0.1085 | 23.8819 | 0.9684 | 0.1198

27 |4.9]15.5|-0.7 [0.0108|0.0112 | 0.0380 | 20.3512 | 1.0308 | 0.0346

28 [4.8]9.8 [-1.2 |0.0135|0.0011 |0.0087 |12.1895 | 1.0387 | 0.0401

29 |44 |11 |-14.3 |0.0010|0.0000 | 0.0006 | 19.0181 | 1.0708 | 0.0458

30 |5.2]12.4[-0.8 |0.0006 |0.0001 |0.0005|18.2220|1.0501 | 0.0257

31 |51|11.1[-16.8 |0.1763|0.0000 |0.0774|18.2580 | 1.0533 | 0.1429

32 |46]5.1 |-5.1 |0.0001|0.0011 |0.0002 |10.4507 | 1.0327 | 0.0080

33 3.9]|4.8 |-9.5 |0.0007|0.0047 |0.0156 |11.9106 | 1.0072 | 0.0214

34 |51 (4.2 |-17 0.2986 | 0.0000 | 0.2370 | 14.5896 | 0.9431 | 0.2194

35|5.1]6.9 [-3.3 [0.0020|0.0000 |0.0023|9.7417 |1.0369 |0.0186

36 |6 [13.2[-0.7 [0.0418|0.0051 |0.0461|19.7461|1.0064 | 0.0721

37 49]9.9 |-3.3 |0.0010|0.0005 | 0.0012 | 12.8508 | 1.0332 | 0.0130

38 [4.112.5]|-13.6 | 0.0293 | 0.0003 | 0.0202 | 21.7346 | 1.0475 | 0.0602

39 [4.613.2[-1.9 |0.0204 |0.0054 |0.0324 |20.9487 | 1.0057 | 0.0527

40 [49189 |-10 0.0014 | 0.0000 | 0.0026 | 14.7360|1.0255 | 0.0121

41 [5.1 |10.8|-13.5 |0.0417|0.0000 | 0.0246 | 18.9809 | 1.0307 | 0.0678
. B icin Cook uzakhgr; Ci* 'm icin Cook uzakhgi; éi : 9 icin Cook uzakhgi
: Onerilen Pena 6lgity; CR, : Onerilen COVRATIO 6l¢Utl; H? : Onerilen Hadi’nin 6lgUti

Parametre tahminleri tizerinde etkili olan gozlemleri daha net gérebilmek amaciyla

Cizelge 5.2'deki etkili gozlem dlgut degerlerinin sacilim grafikleri gizdirilmistir. Bu
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Olcut degerlerine iligkin sacihm grafikleri Sekil 5.6 - Sekil 5.11'deki gibi elde
edilmistir:

0.4000 -
¢ 6
0.3500 -

0.3000 - * 34
0.2500 -
0.2000 -

¢ 31

0.1500 - * 20

0.1000 -

Sekil 5.6. E:i 'nin sacilim grafigi

0.1600

0.1400 4 ¢ 13

0.1200 4
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0.0600 +

0.0400 +

Sekil 5.7. C;’nin sacihm grafigi
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Sekil 5.8. C,’nin sagilim grafigi
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Sekil 5.11. H?’nin sacilim grafigi
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Sacihm grafikleri incelendiginde, o6nerilen §i Olcutine goére kestirim degerleri

Uzerinde etkili g6zlem bulunmamistir. Cunki S Olcutt  oOzellikle buyuk

orneklemlerde buyik kaldirac degerine sahip aykiri degerleri (high leverage
outliers) ortaya cikarmada daha basarihdir. Daha 6ncede belirtildigi gibi aykir
degerlere ve kaldira¢ degerlerine gore veri kimesinde hem buyik kaldirag degeri

hem de aykiri deger olan gozlem bulunmadiginda §i Olcutinin degeri diger
gozlemlerin degerlerinden ¢ok biylk olmayacaktir. Bu nedenle bu veri kiimesi icin

Onerilen §i olcutu hicbir gozlemi etkili gbzlem olarak belirlememistir. Onerilen CF~2i
Olcutinin sacilim grafigi incelendiginde CF~Qi Olcutine gore 20. ve 34. gozlemlerin
etkili gozlemler oldugu goérilmektedir. Cunku CFEi Olcutu artik degeri buyuk olup

kaldira¢c degeri kicuk olan gozlemleri genel olarak etkili gozlemler olarak

belirlemektedir. 20. ve 34. gozlemlerin artik degerleri biyuk olup kaldira¢ degerleri

kicuk oldugundan Clii Olcuth tarafindan etkili gozlem olarak belirlenmistir. Ayni

sekilde 6nerilen ﬁf Olcutinin sacihm grafigi incelendiginde 6., 20., 26., 31. ve 34.

gozlemlerin etkili gb6zlemler oldugu gorialmektedir. Kim vd. (2002) ‘nin

calismalarinda Cook uzakhgi olgutine goére etkili gozlem olarak belirlenen
gozlemler bu calismada 6nerilen Cfii ve I:|i2 Olcutlerine gore de etkili gozlem

olarak belirlenmistir.
5.2. Yapay Bir Veri Kimesi Uzerinde Uygulama

Bu calismada §i Olcutinin biyuk orneklemlerde hem buyik kaldirag degerine

sahip oldugu, hem de aykiri deger olan go6zlemleri ortaya cikarmada diger
Olcltlere gbre daha basarih olup olmadigini gdstermek icin asagidaki yari
parametrik regresyon modeli kullanilarak yapay bir veri kimesi turetilmigtir:

y. =05z, +(x, -05)% +¢,, i=1...500 (5.2)

Es. (5.2)’'deki model kullanilarak 500 gozlemli bir veri kimesi turetilmis ve son 50
gozlem hem buytk kaldiragc degeri hem de aykiri deger olacak sekilde turetilmistir.
Es. (5.2)'deki model kullanilarak turetilen veri kimesinde ilk 450 veri icin hata
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terimleri €, ~N(0,0.02) dagilimindan ve x, ~U(0,1) dagilimindan turetilmis ve z,
= i / 450 olarak alinmistir. Hem buyuk kaldira¢ degeri hem de aykiri deger olan

gozlemler olugturulurken son 50 g0zlem igin hata terimleri €, ~N(5,2)

dagilimindan ve x; ~U(5,10) dagilmindan tdretiimis ve  z,

= i/ 50 olarak
alinmistir. Tiiretilen veri kiimesi icin C,,C C,, §i, CF~2i ve ﬁf Olcat degerleri

hesaplanmig ve bu dlcut degerlerine iliskin sacihm grafikleri, Sekil 5.12- Sekil

5.17'deki gibi elde edilmigtir:

0.7000000 184
0600000 . 1 ‘
144
0,5000000 { 0l
0.4000000 { R 101 ¢
0.3000000 | b
b1 )
0.2000000 { ¥
: ’ H ‘o,
0.1000000 “.\ 2 \ R
t 0
0.0000000 M
0 R . I S 2 100 0 0 a0 N0 60

Sekil 5.12. Ei 'nin sacilim grafigi

$ekil 5.13. C, 'nin sagilim grafigi

L0000 90000000 -
(]
14000000 , 800.00000 4 3
12000000 00000 ‘
60000000 |
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' 50000000 |
0800000 | é‘
' 400.00000 3‘
0600000 |
. 20000 | ’
0.400000 | 3 1000
0.200000 | " ¢
: . 10000000+ :f
0,0000000A 200 et AN M+
0w M W M W 60 0 W W N N 6w

Sekil 5.14. C,’nin sacihim grafigi
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L2000 6000000
¢
1.000000 M 5,000000
v
080000 ' 4000000
00000 3000000
0.40000 2000000 .
¢
0.20000 1000000 N
U
0000000 ‘ \ \ \ \ \ 0.000000 dﬁ
0 mwooW W M 6 0 wooW W W 60
Sekil 5.16. CR,'nin sac¢ilim grafigi Sekil 5.17. H?’nin sagilim grafigi

Sacilim grafikleri incelendiginde, §i Olcutinun taretilen veri kimesindeki hem
blyuk kaldirac degeri hem de aykiri deger olan gézlemlerin neredeyse hepsini
ortaya c¢ikardidi, diger olcutlerin bu goézlemleri ortaya ¢ikarmada §i Olcutl kadar
basarili olmadigi gorulmagtir. Ayrica §i Olgutunuin sagiim grafigi incelendiginde
verideki heterojen yapinin diger olcttlerin sacilim grafiginden daha net ortaya
ciktigr goralmustur. Bu gozlemleri ortaya ¢ikarmada §i Olcutinden sonra Ei,Ci*,
ve ﬁf Olchtlerinin daha basarih oldugunu sdéyleyebiliriz. Cunki veri kimesinde

hem biyuk kaldirag degeri hem de aykiri deger oldugunda ,Cﬁi Olcutl degeri 1'e
yakin bir deger olur ve bu da veri kimesinde etkili gézlem olmadigini gosterir.
Buna gore, Cﬁi Olcutt veri kimesinde hem buyilk kaldirag degeri hem de aykiri
deger oldugunda bu gozlemleri ortaya c¢ikarmada basarili degildir. Bu nedenle
turetilen bu veri kimesi igin Clii Olcitl hem buyuk kaldiragc degeri hem de aykiri

deger olan son 50 gozlemi etkili g6zlem olarak belirleyememisgtir.
5.3. Simulasyon Cali gsmasi
Bu tez calismasinda yari parametrik regresyon modeli i¢cin 6nerilen o6lcutlerin veri

kimesindeki etkili gozlemleri ortaya cikarmadaki basarilarini incelemek amaciyla

bir similasyon calismasi yapilmistir. Simulasyon calismasinda Es. (5.2)'deki yari
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parametrik regresyon modeli kullanilarak n=50, 100 ve 250 olmak tzere 3 farkli
orneklem buyuklugu alinarak veriler taretilmistir. Veriler turetilirken veri kiimesinin

son %10 ve %20 ‘i gozlemi

a) Aykiri deger ve buyuk kaldira¢ degeri (high leverage)
b) Aykiri deger ve kaldira¢ degeri (low leverage)

c) Sadece buyuk kaldira¢ degeri

olacak sekilde turetilmigtir. Bagka bir deyisle, n=50, 100 ve 250 o6rneklem
blyuklukleri icin son %10 g6zlemi yani her bir 6rneklem buyudkligu icin sirasiyla 5,
10 ve 25 gb6zlem ve son %20 go6zlemi yani her bir érneklem buyuklugu icin
sirasiyla 10, 20 ve 50 gozlem hem aykiri deger hem de buyik kaldiragc degeri,
hem aykiri deger hem de kaldira¢ degeri ve sadece kaldira¢ degeri olacak sekilde
turetilmistir. Buna gore Es. (5.2)'deki model kullanilarak n=50 igin,

» Son %10 gozlem yani son 5 gozlem aykiri deger ve blyuk kaldira¢ degeri
olarak turetilirken; veri kimesinde ilk 45 veri igin hata terimleri
€, ~N(0,0.02) dagilimindan ve x; ~U(0,1)dagilimindan turetilmig ve z, =i
/ 45 olarak alinmis ve son 5 gobzlem icin hata terimleri g ~ N(5,2)
dagiimindan ve x, ~U(5,10) dagihmindan turetilmig ve z, =i/ 5 olarak

alinmistir.

» Son %10 gozlem yani son 5 gozlem aykiri deger ve kaldira¢c degeri olarak

turetilirken veri kimesinde ilk 45 veri icin hata terimleri €, ~N(0,0.02)
dagiimindan ve x, ~U(0,1) dagihmindan turetiimis ve z, =i/ 45 olarak
alinmig ve son 5 gozlem igin hata terimleri €, ~N(5,2) dagihmindan ve

X; ~U(5,10) dagihmindan turetilmis ve 2z, =i/ 50 olarak alinmistir.

» Son %10 g6zlem yani son 5 gézlem biyuk kaldira¢ degeri olarak turetilirken

veri kimesinde ilk 45 veri i¢in hata terimleri €, ~N(0,0.02) dagilimindan ve

X; ~U(0,1) dagihmindan turetilmig ve z, =i/ 45 olarak alinmis ve son 5
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gozlem igin hata terimleri €, ~N(0,0.02) dagilimindan ve x, ~U(5,10)

dagilimindan turetilmis ve z, =i/5 olarak alinmigtir.

n=100 ve 250 i¢in de yukarida aciklandigi gibi son %10 ve %20 ‘i gbzlem aykiri

deger ve buyuk kaldirac degeri, aykiri deger ve kaldira¢ degeri ve sadece biyik
kaldirag degeri olarak tiretilmig ve turetilen veri kiimeleri igin EZi ,C., §i, Cfii ve
ﬁf Olcut de@erleri hesaplanmistir. Bu iglemler 100 kez tekrar edilmigtir. 100 tekrar

sonucunda her bir érneklem buyUkligu icin onerilen o6lcutlerin veri kiimelerinde
turetilen etkili gozlemleri belirleme ylzdeleri hesaplanmistir ve Cizelge 5.3-
Cizelge 5.5’deki gibi elde edilmistir:

Cizelge 5.3. Cesitli orneklem buyudklikleri icin Onerilen olcutlerin aykiri deger
olmayan ancak buyuk kaldira¢g degeri olan gozlemleri belirleme yuzdeleri

) Aykir Aykiri deger olmayan ancak biyuk kaldirag degeri
O__rn__ekl__evm__ deger olan g6zlemlerin varliginda
bayuklagu - . = * = o o 12
yuzdesi | C, G | C | S |CR | H
n=50 10% 33 60 60 68 18 43
20% 16 19 39 36 24 25
n=100 10% 23 11 39 45 31 37
20% 17 14 38 35 34 30
=250 10% 49 50 69 72 37 71
20% 43 17 75 76 27 69

Ei : fi icin Cook uzakhigr; C: ©m icin Cook uzakligr; éi : )7 icin Cook uzakhgi
S.: Onerilen Pena dlcitii; CR, : Onerilen COVRATIO 6lgiitli; H? : Onerilen
Hadi’'nin ol¢uta

Cizelge 5.4. Cesitli 6rneklem buyukltkleri icin dnerilen ol¢utlerin hem aykiri deger
hem de buyik kaldirac degeri olan gézlemleri belirleme ylzdeleri

. Aykiri Hem aykiri deger hem de blyuk kaldira¢ degeri
Orneklem deger olan gézlemlerin varliginda

bayuklagu - . =~ - = = = =

yuzdesi | C, G | C |S |CR |H

n=50 10% 51 70 72 80 26 64

20% 46 44 68 84 28 65

n=100 10% 49 66 75 91 28 73

20% 45 23 65 92 29 68

N=250 10% 52 52 71 98 30 78

20% 44 19 62 98 30 69

éi : ﬁ icin Cook uzakhgt; Ci* 'm icin Cook uzakhgt; éi : )7 icin Cook uzakhgi
S,: Onerilen Pena 6lguitu; CF~2i : Onerilen COVRATIO o6l¢itd; Ij||2 Onerilen
Hadi’'nin ol¢uta
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Cizelge 5.5. Cesitli drneklem buyuklikleri icin 6nerilen dl¢utlerin hem aykiri deger
hem de kaldira¢ degeri olan g6zlemleri belirleme ylzdeleri

. Aykir Hem aykiri deger hem de kaldirac degeri olan
Orneklem deger gozlemlerin varliginda

buyuklugu " . ~ " = = = =

yuzdesi | C, C | C |S |CR | H

n=50 10% 40 48 81 82 4 56

20% 32 34 70 86 4 53

_ 10% 32 39 77 86 4 60
n=100

20% 23 27 66 89 7 54

_ 10% 20 31 73 94 8 65
n=250

20% 14 17 63 96 10 56

éi : ﬁ icin Cook uzakhgt; Ci* 'm icin Cook uzakhgt; éi : )7 icin Cook uzakhgi
S,: Onerilen Pena 6lgiitd; CF~Qi : Onerilen COVRATIO ('5|(;'L]tl'J;|j|i2 :Onerilen
Hadi’'nin dl¢ita

Cizelge 5.3 incelendiginde veri kimesinde aykiri deger olmayan ancak buyuk
kaldirag degeri olan go6zlemlerin varliginda Ozellikle kiguk oOrneklemlerde tim
olcutler bu gozlemleri belirlemede ayni o6lciide basarili olmuslardir. Orneklem

blayuklugu arttikca éi, §i ve I:|i2 Olcutleri bu gozlemleri ortaya ¢ikarmada diger

Olcltlere gbre daha basarili olmuslardir.

Cizelge 5.4 incelendiginde §i Olgutd tum 6rneklem buyukluklerinde diger olgutlere
gore hem aykiri deger hem de buyik kaldiragc degeri olan godzlemleri ortaya
cikarmada daha basarili olmustur. Ozellikle orneklem buyUklugi arttikca §i

Olgutunun veri kiimesinde hem aykiri deger hem de buyuk kaldirag degeri olan
gozlemleri ortaya cikarmada diger olcutlere gore Onemli olgiide daha basaril

oldugu soylenebilir.

Cizelge 5.5 incelendiginde veri kumesinde aykiri deger ve kaldirag degeri
oldugunda bu gozlemleri ortaya cikarmada en basarili dl¢itin §i Olcitl oldugu

gorulmektedir. Ayrica Ci Olcuta ve I:|i2 Olcitl de hem aykiri deder ve hem de

kaldira¢c degeri olan gbzlemleri ortaya ¢ikarmada diger olcutlere gore daha basarih
olmustur.
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6. SONUC VE TARTISMA

Bu calismada dogrusal regresyon modelinde etkili gozlemleri belirlemek icin
kullanilan oOlgltlerden Hadi'nin o6lgutinin, Pena’nin dlgutinin ve COVRATIO

Olcutinin yari parametrik regresyon modeli i¢in uyarlanmasi amaclanmigtir.

Calismanin ikinci boéluminde, regresyon modelleri hakkinda genel bir bilgi
verilmigtir. Daha sonra duzlestirme yontemleri tanitilmistir. Duzlestirme
yontemlerinde kullanilan dizlestirme parametresinin secimi icin yaygin olarak
kullanilan secim yontemleri hakkinda bilgi verilmistir. Daha sonra yari parametrik
regresyon modellerinde kestirim yontemleri tanitiimistir. Uglincti bélimde dogrusal
regresyon modelinde etkili gbzlemleri ortaya ¢ikarmak igin yaygin olarak kullanilan
Olcutler ayrintili olarak incelenmistir. DOrdinctu bélimde dogrusal regresyon
modelinde etkili gozlemleri ortaya cikarmak icin kullanilan 6lcttlerden Hadi'nin
Olcltd, Pena’nin olcutt ve COVRATIO olgitt yari parametrik regresyon modeli i¢in

uyarlanmistir.

Besinci bolimde ise, yarl parametrik regresyon modelinde etkili gézlemleri ortaya
ctkarmak icin geligtirilen 6lcitlerin bu gbézlemleri ortaya cikarmadaki basarilar
gercek bir veri kiimesi kullanilarak arastinimistir. Bu veri kimesi icin Kim
vd.(2002)’nin yaptiklar calismada etkili gbzlem olarak belirlenen g6zlemleri ortaya
clkarmada bu tez calismasinda uyarlanan Hadi'nin ol¢uti ve COVRATIO o6lciutu
basarili olmalarina ragmen, Pena’nin olcuti c¢ok basarih olmamistir. Ancak
uyarlanan Pena olcutt buyuk drneklemlerde veri kimesinde hem aykiri deger hem
de buyuk kaldira¢c degeri olan gozlemleri belirlemede digerlerine gore daha
basarihdir. Kim vd.(2002)'nin inceledikleri veri kimesinde bu 6zellikte gozlemler
olmadigi icin Pena’nin olcutl, etkili gozlemleri belirleyememistir. Pena’nin
Olcutinin dogrusal regresyon modelinde oldugu gibi yari parametrik regresyon
modelinde de biuyuk oOrneklemlerde hem aykiri deger hem de buyuk kaldirag
degeri olan gozlemleri belirlemede daha basarili oldugunu gdstermek icin yapay
bir veri kiimesi tUretilmigtir. Taretilen veri kimesi incelendiginde, Pena’nin 6nerdigi
Olcitin yar parametrik regresyon modeli i¢cin de biyik érneklemlerde hem aykiri
deger hem de kaldira¢c degeri olan gozlemleri ortaya ¢ikarmada diger Olcitlere
gore daha basaril oldugu soylenebilir.

97



Yar parametrik regresyon modeli igin uyarlanan o6lgutlerin veri kimesindeki etkili
gozlemleri belirlemedeki basarilarini daha ayrintili incelemek igin bir similasyon
calismasi yapilmistir. Similasyon calismasinda veriler farkh  6rneklem
buyukliklerinde ve veri kimesinde sadece aykiri degerlerin bulundugu, hem aykiri
deger hem de buyuk kaldira¢ degerine sahip gozlemlerin bulundugu ve sadece
blyuk kaldirac degerine sahip go6zlemlerin bulundugu durumlar g6z 6nlne
alinarak tdretilmistir. Simudlasyon calismasi sonucunda elde edilen sonuclar
incelendiginde gercek veri kimesi ve yapay veri kiimesi kullanilarak elde edilen
sonugclar ile simulasyon sonugclari birbirini desteklemektedir. Genel olarak buyik
orneklemlerde etkili go6zlemleri belirlemede uyarlanan o6lcutlerden Pena’nin
Olcitinin ve Hadi'nin 6lcutinin bu gozlemleri belirlemede diger dlgitlere goére
daha basarili oldugu, 6zellikle veri kimesinde hem aykiri hem de buyuk kaldirag
degerine sahip go6zlemlerin bulundugu buyik drneklemlerde Pena’nin Ol¢utinin
diger olcutlere gore dnemli dlcide basarli oldugu goriulmustir. Kacuk érneklem
blyuklukleri icin uyarlanan olcutlerin etkili gézlemleri belirlemede ayni oranda

basarili olduklari goralmustr.
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