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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

ANTI-KAHLER WEYL MANIFOLDLARI UZERINE BAZI SONUCLAR
Elif ALTINTAS

Atatiirk Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal
Geometri Bilim Dali

Danigsman: Prof. Dr. Aydin GEZER

(M, V) manifoldu , J hemen hemen kompleks yapisi ve g pseudo-Riemann metrigine
sahip anti-Kéhler Weyl manifold olsun. Ilk olarak, g pseudo-Riemann metriginin (J
hemen hemen kompleks yapisina gére holomorfik olmasi i¢in sartlar elde edildi. Ayrica
(Myk, 9,3, V) manifoldu iizerinde quarter-simetrik konneksiyon tanimlandi ve bu
konneksiyonun biitiin egrilik tensorleri hesaplandi. Ikinci olarak, anti-Kihler-Codazzi
Weyl manifoldlarin tanimlar1 yapildi ve bu manifoldun hemen hemen kompleks
yapisiin integrallenebilir oldugu elde edildi. Daha sonra anti-Kéahler-Codazzi Weyl
manifoldunun Ricci ve Ricci* tensorlerinin ¢akisma sartlar1 elde edildi. Son olarak, bu
manifoldun skaler ve skaler* egrilik tensorlerinin ¢akismasi i¢in gerek ve yeter sartin
manifoldun izotropik anti-K&hler-Codazzi Weyl manifold olmasi gerektigi gosterildi.

2019, 45 sayfa

Anahtar Kelimeler: Hemen hemen kompleks yapi, Anti-Kéhler Weyl manifold,
pseudo-Riemannian metrik, izotropik yap1



ABSTRACT

MS Thesis
SOME RESULTS ON ANTI-KAHLER WEYL MANIFOLDS
Elif ALTINTAS

Atatiirk University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Department of Geometry

Supervisor: Prof. Dr. Aydin GEZER

Let (M, V) be an anti-Kihler Weyl manifold equipped with an almost complex
structure J and a pseudo-Riemann metric g. Firstly, we give condition for the pseudo-
Riemann metric g to be holomorphic with respect to the almost complex structure J.
We define a quarter-symmetric connection on the manifold (M, g, J, V) and compute
all of curvature tensors of this connection. Secondly, we introduce anti-Kéhler-Codazzi
Weyl manifold (M,, g, J,V) and we get the condition under which the almost complex
structure on (Myy, g,J, V) is integrable. We present properties of the Ricci and Ricci*
curvature tensor on (M,y,g,J,V). Finally, we prove that the scalar and scalar*
curvatures on (M, g,J,V) coincide each other if and only if the manifold
(M, 9,3, V) is isotropic anti-Kihler-Codazzi Weyl manifold.

2019, 45 pages

Keywords: Almost complex structure, Anti-Kdhler Weyl manifold, pseudo-
Riemannian metric, Isotropic structure
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SIMGELER DiZziNi

R : Reel sayilar kiimesi
M, >N -boyutlu manifold
C*M,,R) :f:M, >R seklinde tammli her mertebeden siirekli kismi tiirevlere

sahip fonksiyonlarin kiimesi

f . Stirekli kismi tiirevlere sahip fonksiyon

I : Birim tensor alant

J : Hemen hemen kompleks yapi1

[X,Y] : X ve Y vektor alanlarmin Lie ¢arpimi

\Y : M,, manifoldu tizerinde taniml afin (Lineer) Konneksiyon

v, : X vektdr alam yoniindeki kovaryant tiirev

T : Topolojik uzay

® : Homeomorfizm

X; : Vektoriin koordinatlari

&t : Kovektoriin koordinatlari

T(f My,) : M,, manifoldu tizerinde tanimli (p, q) tipli tensorlerin kiimesi

Sg M,) : (M,,) manifoldu tizerinde tanimli(p, q) tipli tensor alanlarin cebiri

S*Z (M) : M,, manifoldu lizerinde tanimli piir tensérlerin uzayi

Ti]’-‘ : M,, manifoldu iizerinde tanimli V konneksiyonunun burulma tensorii

R; j,l{ : M, manifoldu iizerinde taniml1 V konneksiyonunun egrilik tensorii

Rjk : M, manifoldu iizerinde tanimli V konneksiyonunun Ricci tensorii

Se : M,, manifoldu tizerinde taniml1 V konneksiyonunun skaler egriligi

N; . J afinor alaninin Nijenhuis tensorii

g . M,, manifoldu iizerinde taniml1 Riemann metrigi

G : M,, hemen hemen anti-Hermitian manifoldu iizerinde tanimli twin
metrigi

® : Tachibana operatorii

(Myk, 9,V) - Weyl manifold
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: Prolanged kovaryant tiirev

: V konneksiyonun bilesenleri
: V konneksiyonun burulma tensorii

: V konneksiyonun egrilik tensorii

: V konneksiyonun Ricci tensorii

: V konneksiyonun skaler egriligi

. Anti-Kahler Weyl manifold

. Anti-Kéhler Weyl manifoldu tlizerinde tanimli quarter-simetrik
konneksiyon

: V konneksiyonun bilesenleri

: V konneksiyonun burulma tensérii

:V konneksiyonun egrilik tensorii
: V konneksiyonun Ricci tensorii

: V konneksiyonun skaler egriligi
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1. GIRIS

M.O. ki yillar arasinda yasamis olan Heradot’a gore geometrinin temelleri eski Misir’a
kadar uzanir. Heradot, geometrinin baslangicinda Nil nehrinin 6nemli bir yere sahip
oldugunu soylemistir. O donemde kralin her Misirliya kare seklinde tarla verip, ona
gore Misirlilardan vergi aldigini gézlemlemistir. Tarlanin kenarlari sular altinda kaldig:
zamansa Ol¢limciilerin gelip, geri kalan tarla igin vergi aldiklarmni sdylemistir. Bu

bakimdan eski Misirdaki geometri yer ve 6lgme olarak ifade edilebilir.

Geometri ile ilgili ilk sistematik Ozelliklere sahip calisma M.O 330-275 arasinda
yasamis olan Oklid (Euclides) tarafindan yapilmistir. Yunan matematik¢i, dogrulugu
acik olarak goriilebilen 5 temel aksiyomu kabul etmis ve 13 ciltten olusan “Elementler”
adli kitabiyla geometri diinyasinda segkin bir yer kaplamistir. Boylece Oklid varlig
yillarca siiren Oklid geometrisi isimli bir ekoliin olusmasina neden olmustur. Oklid’in
bu ekolii, 19. yiizyila kadar rakipsiz olarak kalmistir. 1827 yilinda Gauss, Oklid’in ilk
dort aksiyomunu saglayan ancak besinci aksiyomu olan “ Bir dogruya disinda alinan
bir noktadan bir ve yalniz bir paralel ¢izilebilir.” seklindeki aksiyomu saglamayan

geometrilerin varligindan siiphelenmeye baglamistir.

Gauss, Hannover’da yaptig1 yiizey Ol¢iimlerinde, Ol¢iim hatalarinin istatistiksel
dagilimim1 veren Gauss dagilimmi kafasinda 1yice belirginlestirdi. Bu o6lclimler
Gauss’un diferensiyel geometriye ilgi duymasini sagladi. 1827 yilinda muhtesem
teoremi Theorema Egregium da, Gaus egriligi adindaki 6l¢iimii ortaya koymustur. Bu
teoremde bir ylizeyin egriliginin yiizey iizerindeki egrilere bagli oldugunu ve yiizeyden

bagimsiz oldugunu gostermistir.

Oklid dis1 geometriler hakkinda cigir yaratan ikinci calisma ise Berhard Riemann
tarafindan yapilmigtir. 1854’te akademik kabul igin Gottingen Universitesinde sunum
yapan Riemann bu sunumda tanimladigi ¢ok katli genisletilmis gokluklar (Manifold)

kavramiyla Oklid dis1 geometriye yeni bir bakis acis1 kazandirmustir. Bdylece ¢ok katli



anlamma gelen manifold kavrami ilk kez Riemann tarafindan tanimlanmis oldu.
Riemann’in gelistirdigi bu yeni kavram Einstein’in izafiyet teorisindeki uzay zaman
kavrami igin Onemli bir temel olusturmustur ve yapilan ¢alismalarin sonucunda
manifoldlar iizerinde Ol¢me islemi yapilabilmesi amaciyla Riemann metrigi

tanimlanmaistir.

Manifold (Cok katli) kavrami her ne kadar egri ve yiizeyleri ¢ok boyutlu uzaylara
genellestirmak amaciyla ortaya ¢ikmis olsa da manifoldlarin ¢ogunun vektér uzayi
yapisina sahip olmamasi manifoldlar iizerinde difrensiyel alma, tiirevleme ve vektor
alan1 tarif etme gibi islemlerin yapilmasma engel teskil etmistir. Bu engeli ortadan
kaldirmak i¢in manifoldlar iizerinde manifold ve Oklid uzay1 arasinda tanimlanan yerel
haritalar olan homeomorfizmler ve bu haritalarin birlesimi olarak tanimlanabilen
atlaslar vasitasiyla diferensiyellenebilir yapilar kurulmus ve bunun sayesinde
diferansiyellenebilir ~ manifold kavrami  tamimlanmistir.  Diferensiyellenebilir
manifoldlarin iizerinde Riemann metriklerinin tanimlanmasiyla olusan manifold ise
Riemann manifoldu olarak tanimlanmistir. Manifold kavramu ilk olarak Riemann
tarafindan tanimlanmig olmasina ragmen ilk detayli ¢alisma 1923’de Weyl tarafindan

verilmis ve Whitney (1936) tarafindan da gliniimiizdeki formuna doniistiiriilmistiir.

Weyl manifoldlar1 ise 1918 yilinda H. Weyl tarafindan fizikteki birlesik alanlar teorisini
formiile etmek i¢in tanimlanmistir. Bu teori, elektromanyetik teori igin gerekli olan
sartlar1 saglamadig1 i¢in birlestirilmis teori olarak kabul edilmedi. 20. yiizyilin ikinci
yarisinda Weyl geometri kuantum mekanik, parcacik fizigi gibi fizigin farkl alanlarinda
da calisildi. Weyl’in birlesik alanlar teorisi fizikgiler tarafindan kabul gérmemesine
ragmen Weyl manifoldlar1 hem fizik¢ilerin hem de matematikgilerin ilgisini cekmis ve

bu konuda bir¢ok ¢alisma yapilmistir.

Weyl manifoldlar ile ilgili ¢alismlar, 6zellikle 1990’11 yillarda ve sonrasinda siklikla
karsimiza ¢ikmaktadir. Bu konuda Zlatanov (1990), Tsareva (1990), Ozdeger (1997),
Ozdemir (2013) ve yam sira Canfes (2011) gibi isimlerin biiyiik katkilari vardir.



Anti-Kéhler Weyl manifoldlar ve anti-Kéhler-Codazzi Weyl manifoldlar1 {izerinde
calisilacak olan bu tezde diger manifoldlar iizerinde elde edilen sonuglardan ne gibi
benzerlikler ya da farkliliklar oldugunu ortaya c¢ikarmak amaciyla bu c¢alisma
yapilmistir. Bu ¢alismanin Arastirma ve Bulgular kismi anti-Kéhler Weyl manifoldlar

ve anti-Kéhler-Codazzi Weyl manifoldlar: olmak tizere iki alt boliimden olusmaktadir.

Ik boliimde anti-Kihler Weyl manifoldlar1 tanimlandi ve bu manifold {izerinde bir
quarter-simetrik V konneksiyonu tanimlanarak bu konneksiyon hakkinda bazi ¢nemli

sonuclar elde edildi.

Ikinci boliimde ise anti-Kihler-Codazzi Weyl manifoldlar: tanimlandi. Daha sonra bu
manifoldlarin hemen hemen kompleks yapisinin integrallenebilir oldugu elde edildi.
Anti-Kédhler-Codazzi Weyl manifoldlar1 {izerindeki Ricci ve Ricci* tensorlerinin
cakisma sartlar1 bulundu. Son olarak, anti-Kahler-Codazzi Weyl manifoldunun skaler
ve skaler* egriliklerinin ¢akigmasi igin gerek ve yeter sartin bu manifoldun izotropik

anti- Kahler-Codazzi Weyl manifold oldugu gosterildi.

Sonu¢ ve tartisma boliimiinde ise elde edilen bulgular yorumlanarak tez calismasi

sonlandirild.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu boliimde tez caligmasi boyunca ihtiya¢ duydugumuz temel kavramlar konu

biitiinliigii dahilinde sunulmustur.

2.1. Diferensiyellenebilir Manifoldlar

Tammm 2.1.1: (X, 1) bir topolojik uzay olmak tiizere birbirinden farkli her x,y € X
noktalar1 igin ayrik ve acik Uy, U, € T komsuluklar1 varsa (X, 7) topolojik uzayma

Hausdorff uzay denir (Salimov ve Magden 2008).

(X, ) Hausdorff topolojik uzay ise birbirinden farkli her x,y € X noktalar1 i¢in
U, N U, = @ olacak sekilde Uy, U, € T komsuluklar1 vardir.

Tamim 2.1.2: M ve N birer topolojik uzay olsun. f: M — N fonksiyonu birebir, orten ve
siirekli iken f~1 de siirekli ise f fonksiyonuna M den N ye bir homeomorfizm ad:

verilir (Salimov ve Magden 2008).

Burada f bir homeomorfizm olursa M ve N uzaylarina da topolojik olarak birbirlerine

denktir veya homeomorfiktir denir (Hacisalihoglu 1998).

Tammm 2.1.3: X Hausdorff topolojik uzay olmak iizere herhangi bir U c X agik

kimesinden V € R™ kiimesine tanimlanan

p:U-V

homeomorfizmine X de n boyutlu harita veya n boyutlu koordinat sistemi, U ya ise ¢

haritasinin koordinat bolgesi veya koordinat komsulugu denir

(Salimov ve Magden 2008).



Haritalar genellikle (U, ¢) seklinde gosterilir. Eger x € U ise
o(x) = (x1,x2,...,x") € R"

olur. Buradaki x1,x?, ..., x™ reel sayilarina x noktasiin ¢ haritasindaki koordinatlari
y @

denir.

Tammm 2.1.4: M Hausdorff topolojik uzay olmak iizere M uzaymin n-boyutlu

@4 haritalarinin U, koordinat komsuluklarinin birlesimi X uzayini olusturursa, yani

M = U U, , (I indisler kiimesi)

a€l

ise M ye n boyutlu topolojik monifold veya n boyutlu manifold denir (Salimov ve
Magden 2008).

Tamim 2.1.5: M Hausdorff topolojik uzay, k bir dogal say1 ve I indis kiimesi olsun.
Asagidaki sartlar1 saglayan {(U,, ¢,): U, € X,a € I} yerel haritalar ailesine M uzay1

iizerinde C* smifindan n boyutlu atlas denir (Salimov ve Magden 2008).

I. Yerel haritalarin U, koordinat komsuluklart M yi olusturur. Buna denk

olarak M, n boyutlu topolojik manifolddur.

ii. Herhangi a, € I i¢in U, N Ug # @ ise

Ppgopyt: <pa(Ua N Uﬁ) - <p3(Ua N Uﬁ)

doniisiimii C* smifindandir.



Tamm 2.1.5 de verilen ggop, 1 doniisiimiine ise koordinatlarn doniisiimii denir.
UgsNUs =@ olursa @gop," donisimii tammlanamaz. Bu durumda @gogg"

doniisiimiiniin C* sinifindan oldugu kabul edilir.

Tanim 2.1.5 de verilen ii sartina C* uzlasma sart1 denir ve bu sart PpOYg 1 koordinat
dontigiimiiniin difeomorfizm olmasima denktir. Bu durum ise @go@q 1 doniisiimiiniin

Jakobiyen matrisinin sifirdan farkli olmasina denktir.

Tanmm 2.1.6: M sayilabilir baza sahip olan Hausdorff topolojik uzay olsun. Eger M
tizerinde n boyutlu C* sinifindan atlaslarin C* yapis1 verilmis ise M uzayina n boyutlu
C* smifindan diferensiyellenebilir manifold denir ve M, ile gosterilir (Salimov ve
Magden 2008).

2.2. Tensor Alanlar

Tanim 2.2.1: B,,, n boyutlu vektdr uzay1 ve B, bu uzaymn dual kovektor uzayr olmak

lizere Xy, Xy, ..., X4 € By, vektorleri ve &1, &2, ..., &P € By, kovektorleri igin;

p
t:By X By X .. X By X By X By X By . X By > R w = t(%, %, ..., %y, &4, €2, ..., EP)
q

seklinde tanimlanan reel degerli fonksiyonu biitiin degiskenlerine gore lineer oluyorsa

bu fonksiyona multilineer fonksiyon denir (Salimov ve Magden 2008).

Ornegin birinci vektdr degiskeni icin lineerlik sart1 a, b € R reel sayilar1 igin

t(ax + by, %y, ..., %, 4,82, ..., 8P) = at(% %y, ..., %, 1, &2, ..., EP)

+bt(3, 2y, ..., Ry €1, 82, .., EP)



seklinde olup Tanim 2.2.1 de verilen bu multilineer fonksiyona B, uzayinda p

dereceden kontravaryant, q dereceden kovaryant tensor denir.

Tensorlerin tipi (p,q) semboliiyle gosterilir ve (p,0) tipli tensorlere kontravaryant

tensorler, (0, q) tipli tensorlere ise kovaryant tensorler denir.

p Ve q her hangi iki dogal say1 olmak {lizere s =p + q sayisina tensoriin valentligi

denir.
B,, vektor uzayi tizerinde tanimh (p, q) tipli tensorlerin kiimesini T(f (By) ile gosterelim.

Bu kiime {izerinde tanimlanan tensorlerde toplama ve tensorii bir skalerle ¢arpma

islemleriyle birlikte (Tf (B,), +,) yapist bir vektdr uzay: teskil eder.

Tamm 2.2.2: g, B, vektor uzayi tizerinde (0,2) tipli simetrik tensér olmak iizere Vy €

B,, vektorii i¢in

g(x,y) =0
esitligi sadece X = 0 olmas1 halinde saglaniyorsa g tensoriine regiiler tensor denir.
Tamm 2.2.3: g, B, vektor uzayi tizerinde (0,2) tipli simetrik tensor ve VX € B, olmak
iizere g(%,%) =0 ise ve g(%*%) =0 sart1 ¥ =0 olmasi halinde saglaniyorsa g

tensoriine pozitif tanimli tensor denir.

Tanmm 2.2.4: g, B, vektor uzay: tizerinde (0,2) tipli simetrik tensér olmak tizere g

regiiler tensor ise g ye B,, uzayi lizerinde esas tensor denir.

Tamm 2.2.5: T{(B,) vektér uzaymm elamanlarina yani (1,1) tipli tensérlere B,

uzayinda afinor denir. Afinorlar genellikle ¢ seboliiyle gosterilir.



Tammm 2.2.6: M, diferansiyellenebilir bir manifold ve M, manifoldu iizerindeki
herhangi bir p noktasindaki tanjant vektdr uzay: T, olsun. Vp € M, noktasmna bir ve
yalmz bir X, € T), vektoriinii kargilik getiren X:p — X,, doniisimiine M,, lzerinde

vektor alan1 denir (Salimov ve Magden 2008).

f» M, manifoldu fiizerinde bir fonksiyon olmak iizere (Xf)(p) = X,f biciminde
tanimlanan (Xf) de M, tlizerinde bir fonksiyondur. Eger her diferensiyellenebilir f
fonksiyonu i¢in (Xf) de diferensiyellenebilen bir fonksiyon ise X vektor alanina

diferansiyellenebilir vektor alani denir.

Tammm 2.2.7: M, diferansiyellenebilir bir manifold ve p € M,, olsun. p € M,

noktasindaki tensor uzayi qu (p) olmak lizere Vp € M, noktasina bir ve yalmz bir t,, €

Tg (p) tensoriinii karsilik getiren t:p — t, doniisiimiine M,, lizerinde tensor alan1 denir

(Bishop ve Goldberg 1968).
2.3. Diferensiyellenebilir Manifold Uzerinde Lineer Konneksiyonlar
2.3.1. Lineer Konneksiyonlu Uzaylar

Tammm 2.3.1.1: M,, diferensiyellenebilir manifold ve M,, manifoldu {izerindeki vektor
alanlarinin  kiimesi 33(M,,) olsun. X,Y,Z € 33(M,)) vektér alanlar1 ve f € I9(M,,)

fonksiyonu i¢in V: I3 (M,,) X I5(M,,) —» It (M,,) seklinde tanimlanan V doniisiimii

i. VX+yZ = VXZ + Vyz

v, Ve (fY) = X(F)Y + fVyY



sartlarin1 sagliyorsa bu doniisiime M,, manifoldu lizerinde afin veya lineer konneksiyon
(M,,, V) ikilisine ise afin konneksiyonlu veya lineer konneksiyonlu uzay denir (Sahin
2012).

Tamm 2.3.1.2: M,, diferensiyellenebilir manifold ve X,Y € 33(M,) olsun. I(M,,)
cebir iizerinde tanimlanan Vy:J(M,) - J(M,,) déniisimii Vf,h € IJ(M,) ve Vt €

35 (M,,) igin

i. fo+hyt = fVXt + tht

sartlarin1 sagliyorsa Vy donilisiimiine X vektor alam1 yoniindeki kovaryant tiirev denir

(Salimov ve Magden 2008).

M,, manifoldu iizerindeki U koordinat komsulugundaki x! lokal koordinatlarina ve bu
komsulukta 9; = % dogal vektor alanlarini g6z ontine alalim ve Vy = V; gbsterimini

kabul edelim. V; *yi d; vektor alanlarina uygulayalim. Sonug vektor alam oldugundan

dolay1
Vi 6] = Fllj ak

k k

yazabiliriz.Burada I;; =I[}j(x) , U komsulugunda tayin edilmis C* smifindan
fonksiyonlardir. U koordinat komsulugunda yeni bir koordinat sistemine gegelim ve bu

yeni koordinat sistemindeki lokal koordinatlar xi = xi (x!) bigiminde olsun. Bu
takdirde,

V0 = Filf;-rakr (2.1)

[

olur.9; = axii’ oldugundan (2.1) ve V ‘nin 1. 6zelliginden
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dxt dxt
V, 9 V.0, 2.2)

k' _ , _ _
Fi,j,akl - Vaxl a" i j’ —_ _axi, iY

el I axt

bulunur. V ‘nin 2. 6zelliginden

g dx’ B 02x/ axi'a - dx/ 5
O = Vi\Gar ) T axtx axt Ut gy %
9%x)  ax' ax* . ax) ox*
= T - n ak’ + Fi

Oxt xJ' Ox* 0xJ

" T 5,
Joxi' dxk K

[ 0x! dxk' Ky 0%x/ 9xt ax¥ )3

~\0x” axk U T gxi’xd” axt oxd ) (23)

- . 6in oxt . .. C e .

yazilir. (2.2) ve (2.3) esitliklerinden (ﬁ) ve (ax_l’) matrislerinin birbirinin tersi
oldugunu ve 0, vektorlerinin ¢at1 oldugunu dikkate alirsak,
;o dxt dxt axK axk' 92y

K= —— oy = (2.4)
PIT o axt axJ’ axk Y axJ axt'xi

esitligini yazariz. Boylece, V. konneksiyonu verildiginde (2.4) kuralina gore doniisen

n3 sayida Fi’; fonksiyonlarini alabilecegimizi géstermis olduk.

Tersine, (2.4) kuralina gore doniisen n3 sayida I‘{; fonksiyonlar1 verilmisse M,
tizerinde V afin konneksiyonunu tayin edebiliriz. Yani, M,, iizerinde afin konneksiyonun
birbirine denk olan iki tanmmmimi vermis oluruz. Buradaki Fg} lere V afin

konneksiyonunun katsayilari veya 2. tiir Christoffel sembolleri ad1 verilir.
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Keyfi bir te 3%(M,) tensér alaninin kovaryant tiirevini ve dogal catidaki
koordinatlarini bulahim. Y, Xy, X5, ..., X, € I5(M,,) vektor ve wh,w?, ..., wP € J (Mn)

kovektor alanlari igin;

Vy (6(X0 Xay oo X W w2, o wP)) = (Vyt) (Xy, X o, Xy W W2, o, WP)

q
— Z t(Xy, o, Ve Xp, oo, Xgo wh we, o wP)
A=1
14
- 2 t(Xy, Xo, oo, X W, o, Vywh, L, wP)  (2.5)
u=1

elde edilir. (2.5) ifadesini dogal ¢atida yazmak i¢in Y = ) , X; = 0;, ve w = dxtn

biciminde ele alalim. Buna gore,

ig..dp iq. lp _ i..ip
v ]1 -Jq _( ) (th)h]q

q
ll lp + 11...m...lp 11 lp
11 -Jq km 11 -Jq /1 11---m---1q

bi¢iminde (p, q) tipli tensor alaninin dogal c¢atidaki kovaryant tiirev formiilii bulunmus

olur. (Salimov ve Magden 2008).

Ozel olarak (0,2) tipli g tensér alanmin kovaryant tiirevini hesaplayalim. g € 39(M,,)

olmak iizere kovaryant tiirevin 6zelliklerine gore

Vi ik =09y — M59g — kagjs

esitligi bulunur.
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2.3.2. Egrilik ve Burulma Tensorleri

Tammm 2.3.2.1: M,, diferensiyelenebilir bir manifold ve V, M, manifoldu iizerinde

lineer konneksiyon olsun. X, Y € I%(M,,) vektor alanlari olmak {izere
T(X,Y) = Vy¥ — VyX — [X, Y] (2.6)

esitligi ile tammlanan T:33(M,) X I5(M,,) — I3(M,) doniisimiine V lineer
konneksiyonun burulma tensorii denir (Sahin 2012).

(2.6) esitliginde X = 9; ,Y = 9; olarak alimirsa, T’nin dogal catidaki koordinatlar:
T,j =T - If

olarak yazilir.

Tamm 2.3.2.2: M,, diferensiyellenebilir bir manifold ve V, M,, manifoldu iizerinde bir
linner konneksiyon olsun. V konneksiyonun burulma tensorii Tij" =0 ise V

konneksiyonuna burulmasiz konneksiyon, (M, V) ikilisine de burulmasiz uzay denir.

Afin konneksiyonlu uzaylar igerisinde burulmasi sifir olan (burulmasiz) uzaylar ¢ok
onemli bir sif teskil eder. Bu tiir uzaylarda konneksiyon katsayilar1 simetrik olur.
Yani,

f-Tf=0o T,/f=0
bi¢imindedir (Salimov ve Magden 2008). Dolayisiyla burulmasiz uzaylarda

ViY — VX = [X,Y]

esitligi gegerlidir.
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Tamm 2.3.2.3: M,, diferensiyelenebilir bir manifold ve V, M,, manifoldu iizerinde lineer

konneksiyon olsun. X,Y,Z € I3(M,,) vektor alanlar1 olmak iizere

R(X, Y)Z == VXVyZ - VyVXZ - V[X,y]Z

bi¢iminde tanimlanan tensore V lineer konneksiyonun egrilik tensorii denir.

Egrilik tensorii tannrminda X =09;,Y = 6]- ,Z = 0y, olarak alinirsa R nin dogal ¢atidaki

ifadesi

S _ S S S m S m
Riji” = 0ili — 0T + Ty L — T Tk

bi¢ciminde bulunur.

Yukaridaki son esitlikten kolayca goriiliir ki R;;;° = —R;;,”° yazilir. Yani egrilik tensorii

ilk iki alt indise gore antisimetriktir.

Tanim 2.3.2.4: M, manifoldunun her bir noktasina bir kovektor karsilik getiren

doniistime kovektor alan1 veya 1-form adi verilir (Salimov ve Magden 2008).

M,, diferensiyellenebilir bir manifold ve V, M,, manifoldu tizerinde burulmasiz bir lineer

konneksiyon olsun. V konneksiyonun R egrilik tensor alan1 asagidaki esitlikleri saglar.

Burada verilen i esitligine 1. Bianchi 6zdesligi, ii esitligine ise 2. Bianchi 6zdesligi

denir.
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2.3.3. Riemann Manifoldu

Tammm 2.3.3.1: M, diferensiyellenebilir manifold ve M, manifoldu iizerindeki

diferensiyellenebilir vektdr alanlarmnin kiimesi 33 (M,,) olsun.

9:35(Mp) x 35(My) > R

ile tammlanan g bilineer formu simetrik ve pozitif tamml ise, yani VX,Y € 35(M,,)

i¢in

i gX,Y)=g({,X)
i. gX,X)=0ve gX,X\) =0 X=0

sartlar1 sagliyorsa g bilinecer formuna Riemann metrigi veya metrik tensor denir.

(M,,, g) ikilisine ise Riemann manifoldu denir (Sahin 2012).

(M,, g) Riemann manifoldu olmak iizere bu manifold iizerinde tanimli V afin
konneksiyon i¢in eger Vg = 0 ise bu konneksiyona g ye gore metrik konneksiyon denir

bu manifold lizerinde tanimli burulmasiz bir tek metrik konneksiyon vardir.

Tanimda verilen pozitif tammmlilik sarti yerine “ Her Y € I3(M,,) i¢in g(X,Y) =0
olmasi1 X = 0 olmasmi gerektirir.” seklinde tanimlanan g bilineer formunun regiilerlik
sartt konulursa, bu durumda (M,,g) ikilisine yari-Riemann (pseudo-Riemann)
manifoldu denir (Kiihnel 2005).
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(M,,, g) Riemann manifoldu ve V ise bu manifoldun Riemann konneksiyonu olmak

lizere her X,Y,Z € 3§(M,,) igin

29(VyY,Z) = Xg(Y,Z) + Yg(Z,X) — Zg(X,Y) 2.7)

esitligi yazilabilir. (2.7) esitligine Kozsul formiilii denir. Burada X = 9;,Y = 0d; ve Z =

0d, olarak alinirsa dogal koordinatlardaki ifadesi,

1
= Eghk(aigjk + 0;9ix — Orij)

sekinde olur. Buradaki F{} fonksiyonlarma, V Levi-Civita konneksiyonunun katsayilari

denir.

(M,,, g) Riemann manifoldunun V Levi-Civita konneksiyonunun egrilik tensorii dogal

catida,
S _ S S S m S m
Rij = 0l — 0Ty + Ty Ly — T T
seklinde tanimlanir ve bu tensére Riemann egrilik tensorii denir.

Ayrica Riemann egrilik tensorii (0,4) tipli kovaryant tensor olarak da yazilabilir. Yani,

S —
Riji 9st = Riji

olur.
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(M,,, g) Riemann manifoldu , V ise bu manifoldun Riemann konneksiyonu olmak iizere

Riemann egrilik tensorii agagidaki 6zelikleri saglar:

D) Rijri = —Riju

i) Riji = Rpuj-

Tanim 2.3.3.2: Egrilik tensorii R; jkl yardimu ile tanimlanan,

CH(Riji') = Ryt = Rjx

tensoriine Ricci egrilik tensdrii denir. Burada €1, kontraksiyon iglemidir. Ayrica Ricci

tensorii simetrik olupv Rj, = Ry dir.

Tamim 2.3.3.3: Ricci tensoriinden tam kontraksiyon ile elde edilen tensore skaler egrilik

denir. Yani S,

S =g R
bi¢imindedir.
2.3.4. Piir Tensorler

M,, diferansiyellenebilir manifold J ise bu manifold iizerinde bir afinor alan olmak
iizere Xq,Xy, ..., X, € I5(M,) vektdr ve w', w?, ..., wP € I)(M,,) kovektor alanlari

alinsin. t € I (M,,) tensor alam

t(IX1, Xy o Xg 01, @2, ., 0P) = t(Xy, TNy, o, X, 01, @2, .., @P)
=t(Xy, Xz, ..., IXg 01, 02, ..., 0P)
=t(Xy, Xz, .., X I @0}, 07, ..., 0P)
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=t(Xy, Xz, .., X 01, J 02, ..., 0P)
=t(Xy, Xz, .., X 0%, 02, ..., J 0P)

esitligini sagliyorsa t ye J afinoruna gore piir tensér alani denir. Bu tanimda
J’',J afinorunun eslenik operatoriidiir ve X € I3(M,,) vektor alan1 ve & € I9(M,,)

kovektdr alant i¢in

(J'OX) = E(IX) = (§o)(X)
seklinde tanimlanir (Salimov 2012).

Ozel olarak (0,2) tipli g tensér alaninin piirliik sart1 X € I3 (M,,) ve ¢ € 31 (M,,) olmak

uzere

9(JX,Y) = g(X,JY) (2.8)

esitligiyle tanimlidir.

(2.8) esitligini dogal ¢atida ifade etmek i¢in X = 0;,Y = 0; olarak almnirsa,
I grj = fj}]'(gik

olarak bulunur.

2.3.5. Nijenhuis Tensor Alani

Nijenhuis tensor alani (1,2) tipli tensor alani olup yapi olarak adlandirilan (1,1) tipli
afinor alanin integrallenebilirlik sarti hakkinda bilgi verir. Bu tensor alanina ayni

zamanda yapilarin burulma tensorii de denilmektedir. Nijenhuis tensér alani
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tanimlamas1 kullanilacak yapiya gore farkli olabilir. Nijenhuis tensor alani en genel

haliyle asagidaki gibi tanimlanabilir.

Tamm 2.3.5.1: 4, B € 31(M,,) afinor alanlar1 ve X,Y € I3 (M,,) vektor alanlari igin

Nag(X,Y) = [AX,BY] + [BX,AY] + AB[X,Y] + BA[X,Y]
—A[X,BY] — A[BX,Y] — B[X, AY] — B[AX, Y] (2.9)

esitligi ile tamimlanan Ny p: I5(My,) X I5(M,,) - I5(M,,) tensor alanina Nijenhuis

tensOr alani denir.

(2.9) de verilen esitlikte J € I1(M,,) olmak iizere A = B = J almarak gerekli islemler

yapilirsa;

Ny(X,Y) = 2N(X,Y) = 2[JX,JY] — 2J[IX, Y] = 2J[X, JY] + 2J?[X, Y]

esitligi bulunur.

Ozel olarak (J afinor alami i¢in Nijenhuis tensor alani

NX,Y) = [JX,JY] = JlJX, Y] = JIX,JY] + J*[X, Y]

esitligi ile tanimlanabilir.

2.3.6. Tachibana Operatorii

Piir tensorlerin tensorel toplamlari, bir skalerle carpimlari, piir tensér alanlarinin

kontraksiyonlu ¢arpimlari da piir tensor alanidir.
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S(M) = X5 q=0 SZ (M) olmak tizere I(M) piir tensorler kiimesi tensorel toplam ve
kontraksiyonlu carpim islemlerine gore R kiimesi iizerinde bir tensor cebiri olusturur.

Bu tensor cebirini I} (M) ile gosterelim.

Tamm 2.3.6.1: J(M) = X5y ,-0 I35 (M), R iizerinde bir tensor cebiri , J ise afinor alan

olmak iizere C13J|p+q>0:3*(M) — 3(M) tanimlanan donisim asagidaki sartlart

sagliyorsa bu doniisiime Tachibana operatorii denir (Yano and Ako 1968; Salimov
2010).

I. & operatorii lineer operatordiir.
ii.  Herp ve q dogal saysi i¢in ®: S*Z M) - SZH(M) tanimlidir.

iii.  ®¢ kontraksiyonlu ¢arpim olmak iizere Vt, s € I*(M) i¢in
D,(tQCs) = (P5t)®Fs + t@F(dys)
dir.
iv.  X,Y € 33(M) vektor alanlari igin Ly, Y ye gore Lie tiirevi olmak iizere
DgxY = —(Lyd)X
dir.

V.  w € 39(M) kovektdr ve X,Y € I§(M) vektor alanlar igin ty0 = 0®°Y = w(Y)

olmak tlizere

(@x0)Y = (d(y))(TX) = (d(ty (002))) X + w((Lyd)X)
= (JX)(yw) — X(lYJ(D) + U)((LYJ)X)

dir.
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Ozel olarak (0,2) tipli piir tensér alanina Tachibana operatdriinii uygulanabilir.
X,Y,Z € Jy(M) ve g (0,2) tipli piir tensér alam olmak {izere g tensoér alaninin

Tachibana operatorii,

(®,9)X,Y,2) = (IXg(Y,Z) —Xg(IY,Z) + g((Ly DX, Z) + g(¥, (L, IX)
—g(Y,[JX, 2] — g(Y,J[X, Z])

esitligiyle bulunur.

2.3.7. Anti- Kahler Manifold

Tammm 2.3.7.1: M,, 2n boyutlu diferensiyellenebilir manifold olmak {izere M,,
manifoldu iizerinde tanimlanan J afinor alam1 J? = —I esitligini sagliyorsa J ye M,,
manifoldu tizerinde hemen hemen kompleks yap1 , (M5, J) ikilisine ise hemen hemen

kompleks manifold denir.

Tamm 2.3.7.2: M,,, 2n boyutlu diferensiyellenebilir hemen hemen kompleks manifold
ve J bu manifold iizerinde bir kompleks yapi olsun. M,, manifoldu iizerindeki g

Riemann metrigi X, Y, € 33(M) vektor alanlar1 icin;

g(Jx,Y) = gX,Jy)
esitligini sagliyorsa g metrigine J ye gore piir metrik denir.

Tamm 2.3.7.3: M,,,, 2n boyutlu diferensiyellenebilir hemen hemen kompleks manifod
ve J afinor alan olsun. N; Nijenhuis tensérii olmak {izere Nj; = 0 ise yani J
kompleks yapist integrallenebilir ise veya buna denk olarak M,,, manifoldu {izerindeki

burulmasiz V lineer konneksiyonu igin VJ = 0 ise(M,,, g) anti-Hermitian manifolddur.
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Tamm 2.3.7.4: M,,, diferensiyellenebilir manifoldu J hemen hemen kompleks yapisi
ve g anti-Hermitian metrigine sahip hemen hemen anti-Hermitian manifold olsun. M,

tizerinde X ve Y vektor alanlar i¢in

GX,Y) = (go DX, Y) = g(JX,Y)
esitligi ile tanimlanan G bir anti-Hermitian metriktir. Bu metrige twin metrik denir.
Tammm 2.3.7.5: M,, hemen hemen anti-Hermitian manifoldu {izerindeki g anti-

Hermitian metrigi igin (® 5G) = 0 ise g ye anti-Kahler metrik (M, g) ye ise hemen

hemen anti- Kahler manifold denir.

Eger (M,,,g) hemen hemen anti-Kdhler manifold ve J kompleks yapisi

integrallenebilir ise (M,,,, g) ye anti-Kahler manifold denir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Weyl Manifold

Tamim 3.1.1: M,,, diferansiyellenebilir bir manifold, g bu manifold {izerinde pseudo-

Riemannian metrik ve V burulmasiz afin konneksiyon olmak iizere eger,
VkGij = 20rgij

sart1 saglanirsa (M, g,V) igcliisine Weyl manifold denir. Burada w 1-formdur
(Ozdemir and Canfes 2011).

Weyl manifoldunun konneksiyon katsayisi
fl-lj = l"llj - {(A)i(s]-l + a)]é'll - (A)lgij}

seklinde olup burada I§; , V Levi-Civita konneksiyonunun katsayilaridir (Canfes and

l] '
Ozdeger 1997).

Weyl manifoldunun burulma tensorii

seklindedir. Burada Weyl manifoldunun konneksiyon katsayilar1 yerlerine koyulursa,

—Fl {w; 61+w6l a)gu} [ {w]61+wi5jl—wlgﬁ}]
=0

bulunur. Yani Weyl manifoldu burulmasizdir.
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(M2, 9,V) Weyl manifoldunun R;;,' egrilik tensorii dogal gatida,
Eijkl = Rijkl + S}C(V]-a)i - Viwj) + 6il(‘)jk - 6jlwik + gSl((‘)isgjk - szgik)
olur (Giil 2017 ). Burada
wjx = Vjwyg + 0jo — - wro™gji

seklindedir.

Ayrica Riemann egrilik tensorii (0,4) tipli kovaryant tensor olarak da yazilabilir. Yani,

Rijiem = Rijiem + Gim(Vj0; — V1)) + gim®jk — 9jm@ik + ©imJjic — Ojmik
olur.

Oneri 3.1.1: (M,,,, g, V) Weyl manifoldu , V bu manifoldun konneksiyonu olmak iizere

Weyl egrilik tensorii agagidaki 6zelikleri saglar:

) ﬁijkm = _Ejikm

i) Eijkm + Eijmk = ngk(vjwi - Viwj) = 4gmiV [jwy

Ispat : i)

Rikm = Riikm + Gim(Viw; — V;w;) + gjm@ik — JimWji + OjmGix — ©imJjk
= —Rijim — Giem(Vijwi — Viw}) + GjmWik — JimWjk + OjmGix — OimJjk
= —(Rijkm + Gim(Vjw; — Vi) + gimWjk — gjm®ix + ©imGjx — ©jmIix)

= = Rijkm
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Rijkem + Rijmic = Rijiem + Gim(Viw: — Viw;) + Gim@jk — Gjm@ik + ©imGjk
= —wimGik + Rijmr + Gmr(Vj0; — Vi) + gix®jm — Gj10im
twWikgjm — WjrGim

= 2gmi(Vjw; — Viw;) = 4gmicV 0y

Weyl manifoldlar1 burulmasiz uzay oldugundan burulmasiz uzayin birinci ve ikinci

Bianchi 6zdesligi olarak bilinen asagidaki 6zelliklerini saglar:

i) Rijie + Ry’ + Ryt = 0

“) Vmﬁkjil + Vkﬁjmil + Vjﬁmkll =0
Weyl manifoldunun Ricci tensorii

Rie = Riji’ + 8 (wy; — wij) + Slwji — 8jwi + 9% (wisgjx — wjsGix)
= Rjy + wji — wyj + nwj — i + g% 0is g — wjk
=Ry + (n— Dwjx — wy;j + g5 wisg i

seklindedir.

Weyl manifoldunun Ricci tensorii simetrik degildir.

Rjx — Rij = Rj + (n — Dawjie — wij + g% 0isgji
—Ryj = (n = Dwyj + wje — 9% 0isgi;j

= n(wjk - wkj) *0

olup simetrik olmadig1 goriiliir.
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Oneri 3.2.2: Weyl manifoldunun Ricci tensériiniin simetrik ve antisimetrik parcalari

asagidaki gibidir:

“ = (TL—Z) .
i) Rjky = Rixe + 5 (wjic + wpj) + g% wisgyj

R i) = nwyjig
Ispat : i)

Rijwy = %(Rjk + Ry;)

1 )
= E(Rjk + (- Dwjr — wj + 9% wisGjie + Rj + (n — Dwgj — wj

+ 95 WisGkj

=R n- 2) si
= Rj + 5 (wjie + wij) + g5 WisGk;

1,
Rijig = 5 (Rjie = Rij)

1 )
=5 R + (n — Dwjr — wyj + g% wisGjx — Ry — (0 — Dwy; + wjye

Si
— 9 WisGkj

n
=3 (wj — wy)
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Skaler egrilik tensorti ise
Se = gjkﬁjk
= g*(Rix + (n — Dwjx — wij + g% wisgj)

=Sc+ (n— Dwpg’® — g/ wy; + gSiwiS(ij

seklindedir. Diger taraftan,

, . n
k — k _ k t
wirg’® = (Vjwr)g’* — wkwy —Sww
jk = (v jk k. N4
wjg’* = (Viw;)g'* — w*wy S W

, 4 . n
St St i t
Wisg~ = (Viws)g — W w; — Ew Wy

dir. Yukaridaki ifadeler yerine koyularsa,

_ . n
Se=Sc+(n—DV;w)+n-Do v, —(n— 1)Ea)ta)t

t i i noe
a)a)t+(Viw)+wwi——w W

2
(n—2)
2

n

—(V®) + wkwy, + 5

=Se+(n—-D(Vjw)- (n—1) w! w;

olarak bulunur.

3.2. Prolanged Kovaryant Tiirev

g metrik tensoriiniin uygun degisimi altinda,
g = lzgij , A1>0

w 1-formu,

Gk = Wg + Vklnl

(3.1)
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kanunu tarafindan doniisiir.
Eger S, g metrik tensoriiniin (3.1) doniisiimii altinda,
S=2S
formuna dontisiirse S, r agirlikli g’nin uydusu olarak adlandirilir.
r agirlikli S uydusunun prolanged kovaryant tiirevi,
VS = VS —rwgS

ile tanimlanir. Buradan V, g; ; = 0 oldugu goriiliir (Canfes and Ozdeger 1997).

Ozel olarak (1,1) tipli afinor alaninin prolanged kovaryant tiirevi

Vid! = V! - 0w/
Vid! =V, !

olur.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu baglik altinda anti-Kdhler Weyl manifoldlart ve anti-Kéhler-Codazzi Weyl

manifoldlar1 lizerine baz1 sonuglar verilecektir.
4.1. Anti-Kahler Weyl Manifold

Tamim 4.1.1: M,,, diferansiyellenebilir manifoldu iizerinde J hemen hemen kompleks

yapisi ve g pseudo-Riemannian metrigi verilsin. Eger,

g9(dx,Y) = g(X,3Y) (4.1)
ve

Vi=VJ=0 (4.2)

sartlar1 saglanirsa (M, J, g,V) dortliisii bir anti-Kéhler Weyl manifoldu tanimlar.
Lokal olarak (4.1) ve (4.2) sartlar1 sirasiyla,

gmj‘jim = gimJ]r'n
ve

Vid; =0

olur. Anti-Kahler Weyl manifoldunun twin metrigi,
Gij = Gmjdi"

seklinde tanimlanir.
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Oneri 4.1.1: (My, J, g, V) bir anti-Kihler Weyl manifoldu olsun. Bu manifoldun twin

metriginin prolanged kovaryant tiirevi sifirdir.

Ispat : ViGij = Vie(gmd™)
= (Vigmj)I" + Gmj VeI

=0.

Teorem 4.1.1: (My, J,9,V) anti-Kéhler Weyl manifoldun g pseudo-Riemannian

metriginin holomorfik olmasi i¢in gerek ve yeter sart ,

w(JX)(Y) = wX)(JY) =0

olmasidir.

Ispat : g pseudo-Riemannian metrigine ¢ operatdrii uygulanirsa,

(0)x9)(Y,2) = (X)g(Y,Z) —Xg(Y,2) + g((Ly))X,Z) + g((¥, Lz])X)

Vixg) (X, 2) + gVixY, 2) + g(¥,V)xZ) — (Vxg) (Y, Z)
—9(Vx(UY),Z2) — g(UY,VxZ) + g((LyJX) = JLyX,Z)
+9(V, (LzJX) = JLzX)

= Vxg)(¥,2) — (Vxg)(JY, 2)

= 2[w(JX)g(Y,Z) — w(X)g(JY, 2],

olup son esitlikten,

0 = w(UX)g(,2) - w(X)g(JY,2)
= 9(w(JX)(¥) - w(X)(Y),2)
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elde edilir.
4.1.1. Anti-Kiihler Weyl Manifoldlar1 Uzerinde Quarter-Simetrik Konneksiyon

Anti-Kihler Weyl manifoldu iizerinde quarter-simetrik konneksiyon tanimlansin ve V

ile gosterilsin.

Eger V. konneksiyonun T/ burulma tensérij,

T8 =p;df — piJf (4.3)

olarak verilirse bu konneksiyona quarter-simetrik konneksiyon denir. Burada p;

kovektoriin lokal bilesenleridir.

V konneksiyonun bilesenleri f‘ilj ve V anti-Kihler Weyl konneksiyonun bilesenlerini de

I olmak iizere,
[k = T + U (44)
seklinde tanimlanir.
Hayden’in (1932) metodu kullanildiginda, (4.4) esitliginde verilen Uikj tensortl,
Vigij = 20k gij

esitligi ve T} burulma tensdriinden,



31

ve

Tiji = Uijk — Ujik
esitlikleri elde edilir. Ayrica (4.4) kullanilarak konneksiyon igin,
Vi9ij = 09ij — Trigsj — Tij9is
= 0rgi; — (T3 + URDgs; — (T + Ug ) gis

= 0k9ij — Dii9sj — Urij — T 9is — Uji

= V9ij — Urij — Ugji

buradan
Ukij + Ugji = 0

elde edilir.

Son esitlikten ve T; jk tensortiniin dongiisel toplamindan,

Tijk + Tkij' + Tkji = ZUijk (45)

olur.
Son olarak (4.5) esitligini i¢ine (4.3) yerine yazilirsa,

U, = p;dlf —v*3y;

bulunur. Bu yiizden (4.4) konneksiyonu,

TS =TH + p;Jf — p*3; (4.6)
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seklinde elde edilmis olur.

Tamm 4.1.1.1: H, (M, J, g, V) anti-Kihler Weyl manifoldu iizerinde (p, q)tipli tensor

alan1 olsun. Eger H tensorii

i1iz..ip i1iz..ip

k9 ojq = Mg
esitligini saglarsa H tensoriine V konneksiyonuna gére rekiirent denir.

Tanim 4.1.1.1 yardimiyla asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 4.1.1.1: T; jl burulma tensériiniin V konneksiyonuna gére rekiirent olmasi icin

gerek ve yeter sart p; kovektoriiniin V konneksiyonuna gére rekiirent olmasidur.

ispat: Ik olarak Ti jl burulma tensori rekiirent olsun. Yani,

ViTif = mT} .
Son esitlikte i ve [ arasinda kontraksiyon yapilirsa,
Vi(=p:3) = mi(-pu3})
olur. Her iki taraf {]Sj ile carpilirsa,

551 (vkpl) = NkDPs

ViDs = NkDs -

Tersine p; kovektorii rekiirent olsun. O zaman



33

VkT = Vi(p;Jf - Pi(]})
_ (T IS !
= (Vip;)Ji — (Vkp)d;j
= Mkp;Ji — Mkp:J}
= me(p;di — PiJ,l-)
77le

Boylece ispat tamamlanmis olur.

(Myy, J, g, V) anti-Kihler Weyl manifoldu iizerinde quarter simetrik konneksiyon V nin

egrilik tensorii R, jkl asagidaki gibidir:
Eijkl o airj — ;T + Ty Vil ij ik -

Son esitligin icinde (4.6) yerine yazilirsa,

ﬁijkl = Eijkl + le‘aik - Jilajk - ijaﬁ + Jika} (4.7)
olur. Burada,
_ m 1
ik = ViPr — PPmdi + 5P Pmdik
ve
l 7 .0 l l m 1 m l
a; =Vip" +2p'W; = PP 5P Pmdi
seklindedir.

(Myy, J, g, V) anti-Kihler Weyl manifoldu iizerinde quarter simetrik konneksiyon V nin

Ricci tensorii ﬁjk icin (4.7) esitliginde i ve [ arasinda kontraksiyon yapilirsa,
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Rix = Ry + J,l-azk — Jjra + Jlkajl (4.8)

olarak bulunur. Burada R, , V. Weyl konneksiyonun Ricci tensoriidiir.

(4.8) esitliginin her iki tarafi g/* ile carpilirsa (Myy,J,g,V) anti-Kihler Weyl

manifoldu iizerinde quarter simetrik konneksiyon V nin skaler egrilik tensérii S,
Se =S:+2J4Vip) + (2 = m)lipll®

olarak bulunur. Burada S,, V konneksiyonun skaler egrilik tensérii ve ||p||? = p'p,
dir.

(Myy, J, 9, V) anti-Kihler Weyl manifoldunun quarter simetrik konneksiyonu V nin

(0,4) tipli egrilik tensorii (4.7) esitliginden,

Rijki = Rijiu + Jnaix — Juix — Teay + Jie iy (4.9)

seklinde elde edilir.

Oneri 4.1.1.1 : (My,J,g,V) anti-Kihler Weyl manifoldunun quarter simetrik

konneksiyonu V nin ﬁijkl egrilik tensorii asagidaki 6zellikleri saglar:

i)ﬁijkk = Rijkk
ii)Rijis + Rjuky = 0

iii)ﬁijkl + Eijlk = Rijir + Rijux -
Ispat: i) R, jkl egrilik tensoriinde k ve [ arasinda kontraksiyon yapilirsa,

5 k_ 5 ko ak k k k
Riji = Rije +Jjau —Ji ajx — Jjxai + Ji;
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K k K k
+Jdjaw — Ji i — Jjay + Ji

elde edilir.

i)-iii) (4.9) esitliginden ﬁijkl + ﬁﬁkl = 0 oldugu agiktir. Yani, (4.9) ile verilen egrilik
tensorii ilk iki indise gdre anti-simetriktir. Ayrica, son iki indise gore de R; kel T R; ik =

ﬁijkl + Eijlk Oldugu kolayhkla gorulur

Teorem 4.1.1.2 : (My, J,9,V) anti-Kihler Weyl manifoldunun quarter simetrik
konneksiyonu V ya sahip olsun. Eger V. konneksiyonun egrilik tensdrii sifir ise p;
kovektor alani (dp) ji = ppTiit sartim saglar. Burada T, V  konneksiyonun burulma

tensorudur.

Ispat: R;;;' = 0 olsun. O zaman,

l l l l l
Rijk = —Jjaik + Jiajk + (;]’kai - Jikaj
D l l l l
Rjki - _Jkaji + Jjaki + Jkl'aj - le'ak

l l l l l
Rkij = —Jiakj +Jkal-]- +Jijak—(7kjai

esitlikleri elde edilir. Son ii¢ esitligin toplamindan,
0 = JH (e — ax;) — Jj(am — a) — Je (@ — aij)
elde edilir. Son esitligin her iki tarafi J}* ile arpilirsa,
0 =—6]"(ay —ay;) + 5jh(0lik — @) + S (@ — )

ve i ile h arasinda kontraksiyon yapilirsa,
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0=(—n+ 2)(ajk - akj)
= (—n+ 2)(Vip — pibmd]" — Vipj + 2o
= (—n+ 2)((dp) jx — PkPmd]" + PjPmdK")
= (—n+ 2)((dp) jx — Pm(PrJ}" — P;IK"))
= (—n+ 2)((dP) jx — PmTH))

bulunur.
Boylece ispat tamamlanir.
4.2. Anti-Kihler-Codazzi Weyl Manifold

Tamm 4.2.1 : (Myy,J, g,V) hemen hemen anti-Hermitian Weyl manifold olsun. G ,

manifoldun twin metrigi olmak {izere,
veya

vi(gjsjfn) - vm(gjsdfq) =0
9js(Vidm = Vmd§) = 0

Vids — Vmdi =0

sart: saglaniyorsa (M, J, g,V) dortliisiine anti- Kihler-Codazzi Weyl manifold denir.

Son esitlikte i ve s arasinda kontraksiyon yapilirsa,

Vl(ﬂn - VmJLl =0

ViJh =0

elde edilir.
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Oneri 4.2.1 : (My,, J, g, V) anti- Kihler-Codazzi Weyl manifoldunun J hemen hemen

kompleks yapisi integrallenebilirdir.

Ispat: Nijenhuis tensoriiniin prolanged kovaryant tiireve gore ifadesi,
N = JFVadf = Vidr) = 3} (Vadl = VidE) = 0

seklindedir (Ozdemir ve Demirbiiker 1998). Buradan sonug kolaylikla goriiliir.

Teorem 4.2.1 : (Myy, d, g, V) anti- Kihler-Codazzi Weyl manifoldunun Ricci tensorii

R;; asagidaki sarti saglar:
RjeJf — Ry + 2k(dw)i)J} + Bjny = 0.

Burada thli = —291h(dw)ll - Zglh(da))ﬂ + Zgll(dw)]h + Zg]l(dw)hl sekhndedlr

Ispat: J hemen hemen kompleks yapisinin prolanged kovaryant tiirevinin Ricci

0zdesligi,
ViVidl = ViVidl = RyjiJf — Rifidt

seklindedir (Ozdemir ve Tiirkoglu 2013). Son esitlikte k ve h arasinda kontraksiyon

yapilirsa,

thjﬂih = Rjttjit - Ehjtthh
= R;Jf — Rnjug"dt

= RjtJi — RpjuG™

olur. Burada Rp;;G'™ = Hj; olsun.
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_ 1 _ _
Hj; = Ry G = E(thil + Ryjiy)G™
1.5 5 hl
=3 (Rnjii + Rijin)G

1, _ _
=5 (thil + Ripj + Ajlih)Ghl (4.10)

ve
Lo R hl
H;j = > (Ruiji + Rjpui + Aujn)G (4.11)
seklindedir. (4.11) esitliginden (4.10) esitligi ¢ikarilirsa,

1, _ _ _ _
Hy = Hy =5 (Rniji + Rimi + Aujn — Rnju — Rinyj — Ajuin)
1, _ _ _ _
=3 (Rniju + Rinai + Aujn + Rinat + Ry — Ajuin)
1(R + Ry +A Rinii + 2g,;(dw)
= 5 Wthijt jhli itjh — Njnii gui\aw ) jp
—Rpij + 29;(Aw)p; — Ajin) (4.12)
bulunur. Burada,
Ajiin = gu(@w) jp + gji(dw) i + gin(dw) i + g (dw) i + gi;(dW)p; + gin(dw),;
seklindedir. Son esitlikler (4.12) de yerine yazilirsa,

Hij — Hjy = =2gjp(dw)y; — 2gin (dw) j; + 295;(dw) j + 29, (dwW)

= Djnii

olur.
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ViV Il = RieJf — Hj; (4.13)

ViVid} = RieJ — Hy

esitlikleri birbirlerinden ¢ikartilirsa,

Va(V;dl = Vid}) = Ried{ — RieJf + Hyj — H;; = 0
= Ryt — Ryt Jj + Bji = 0
= Rt Jf — (R + 2k(dw);¢)Jj + Bjpyi = 0

olur. Boylelikle ispat tamamlanmis olur.
Teorem 4.2.1 den asagidaki sonug yazilir.

Sonug 4.2.1: (M, d, g, V) anti- Kihler-Codazzi Weyl manifoldu olsun. Eger dw = 0

ise, yani w kapali ise, Ricci tensorii piirdiir.

(M, J, g, V) anti- Kihler-Codazzi Weyl manifoldunun Ricci* tensorii

Rj; = —H; J} (4.14)

seklinde tanimlanir (Yano 1965).

Teorem 4.2.2: (M4, J, g, V) anti- Kihler-Codazzi Weyl manifoldunun Ricci ve Ricci*

tensorleri sirastyla R;, ve R}, olmak iizere,

}?jt =R},
olmasi igin gerek ve yeter sart VS V]- Gis = VSV, Gj; = 0 olmasidir.

Ispat: (4.14) esitliginin her iki tarafi J! ile arpilsin. O zaman,
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R; 3¢ = —H; 3} J:
= Hjt5st
= Hjs

bulunur. Son esitlik (4.13) esitliginde yerine yazilirsa,

VaVidlt = Rt — R J¢
VaVi(Gisg™) = R;eJ} — R} I}
stjGis = _jtJit - Ejikt‘{]it

elde edilir. Buradan ispat kolaylikla tamamlanir.

Tamm 4.2.2: (My,J,g,V) anti- Kihler-Codazzi Weyl manifoldu olsun. Eger
|VI|| = 0 ise (Myy,J,9,V) dértliisiine izotropik anti-Kahler-Codazzi Weyl manifold

denir.

Teorem 4.2.3: (M,y,, J, g, V) izotropik anti-Kihler-Codazzi Weyl manifold olsun. Bu

durumda skaler ve skaler* egrilik tensdrleri cakisir.
Ispat: Anti-Kihler-Codazzi Weyl manifoldunda
V;(GimGY) = V;6),
olur ve buradan
(ViGim)GY + Gy V;GY = 0
(ViGim)GY + gisgmeGS*V;GY = 0

(ViGim)GY + gmeG5V; 3L = 0
(ViGim)GY =0

elde edilir. Son esitligin V,, ya gore kovaryant tiirevi alinirsa,
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Vi[(ViGim)GY] =0
(ViVmGji)G* + (Vi Gji) (Vi G7') = 0

olur. Her iki tarafi gkm ile carpilirsa,

(V"V GGt + gkmgsigtj(vmﬂf)(vkﬂti) =0
esitligi elde edilir. Gerekli islemler yapilirsa,

(Riedi — RiiJf)dsg® + V| = 0
(=Rje6¢ + Rj:8)g* + ||[Va|| = 0
(Rjs = Ris)g® +|[va|| =0
Se—S.+|va||=0

bulunur. Boylece S; =S, ancak ve ancak ||VJ || = 0 olmasidir. Bdylece manifold

izotropik anti-Ké#hler-Codazzi Weyl manifold olur.

Teorem 4.2.4: (M,y,, J, g, V) hemen hemen anti- Hermitian Weyl manifold olsun.
(VEV,G;;)GY =0

olmast i¢in gerek ve yeter sart manifoldun izotropik anti-K&hler Weyl manifold

olmasidir.

Ispat:
Gi;GY = -2k

esitliginde her iki tarafin V,, ya gore kovaryant tiirevi alimp gerekli islemleri yapilirsa,

(VkGi))GY + G;;V,,.GY = 0
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(VGi)GY + gi59:;GF (V. GY) = 0
(VGij))GY + Gt (VyGsr) = 0
(VkGi)GY + GY(ViGi)) =0

2(VkGi)GY =0

bulunur. Son esitlikte tekrar V¥ ya gore kovaryant tiirev almirsa,

(V¥ViGyj)GY + VieGy Vi GY = 0
(V"VkGU)Gij + vk((]isgsj)gktvt(gr];lgmi) =0
(VEVGi))GY + g5; gt g™ (ViedF) (Vi) = 0

(VEVG)GY + ||V = 0

elde edilir. Bdylece (V¥V,G;;)GY =0 ancak ve ancak ||[VJ|| =0, yani manifold
izotropik anti-Kdhler Weyl manifold olur.
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5. TARTISMA ve SONUC

Sunulan bu tezde ilk olarak, anti-Kahler Weyl manifoldlar tanimlandi. Daha sonra bu
manifold {izerinde tanimli V konneksiyonun G twin metrigi tanimlanarak bu metrigin
prolanged kovaryant tiirevinin sifir oldugu gosterildi ve yine bu manifold {lizerindeki g

pseudo-Riemannian metriginin holomorfik olmasi igin gerek ve yeter sartin

w(JX)Y) —w(X)(JY) =0

olmasi gerektigi gosterildi.

Ikinci olarak, anti-Kéhler Weyl manifoldu iizerinde quarter-simetrik konneksiyon

tanimlandi ve bu konneksiyon V ile gosterildi. Bu konneksiyon

IS =T + pjdlf —pv*3y

olarak bulundu.

Ugiincii olarak, V konneksiyonunun egrilik tensdrii R, Ricci tensorii Ry, ve skaler

egriligi S, hesaplandi. Bu konneksiyonun egrilik tensériiniin ozellikleri ile V

konneksiyonun egrilik 6zellikleri arasinda asagidaki gibi 6zellikler bulundu.

N k_p Kk

) Riji = Ryjk

il) Rijiy + Rjigy = 0

iii) ﬁijkl + Rijlk = Riji + Riji

Dérdiincii olarak, V konneksiyonun T; jl burulma tensoriiniin V konneksiyonuna gore

rekiirent olmasi igin gerek ve yeter sartin p; kovektoriiniin V konneksiyonuna gore

rekiirent olmasi1 gerektigi gosterildi.
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Besinci olarak, anti-Kéahler-Codazzi Weyl manifoldlar tanimlandi ve bu manifoldunun
J hemen hemen kompleks yapisinin integrallenebilir oldugu gosterildi. Daha sonra
anti- Kéhler-Codazzi Weyl manifoldunun Ricci tensorii Ejt nin asagidaki sarti

sagladig gosterildi.
RjeJf — (R + 2k(dw)i)J} + Bjny; = 0

Bunun soucunda ise w kapali ise, ﬁjt Ricci tensoriiniin piir oldugu anlasildi.

Altinc olarak, anti- Kadhler-Codazzi Weyl manifoldunun Ricci ve Ricci* tensorlerinin

cakigmasi i¢in gerek ve yeter sartin
V.SVjGiS = VSVSGji — O
oldugu gosterildi.

Son olarak, izotropik anti-Kahler-Codazzi Weyl manifold tanimlandi ve anti-Kéhler-
Codazzi Weyl manifoldunun skaler ve skaler* egriliklerinin gakigsmasi igin gerek ve
yeter sartin manifoldun izotropik anti-Kahler-Codazzi Weyl manifold olmas1 gerektigi
gosterildi. Daha sonra (V¥V,G; )G = 0 olmast i¢in gerek ve yeter sartin hemen hemen
anti-Hermitian manifoldun izotropik anti-Kahler Weyl manifold olmasi gerektigi

gosterildi.

Sonug olarak, sunulan bu tez ¢alismasinda genel olarak anti-Ké&hler Weyl manifold ve
anti-Kéhler-Codazzi Weyl manifold tanimlandi ve bu manifoldlara ait 6nemli sonuglar
elde edildi. Yine anti-Kéhler Weyl manifold iizerinde V quarter-simetrik konneksiyon

tanimlanarak bu konneksiyona ait 6zgiin sonuglar elde edildi.
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