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Yiksek Lisans Tezi

OZET
k-SABIT EGRILER
Goniil OZTURK

Karadeniz Teknik Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Danigman: Dog. Dr. Yasemin SAGIROGLU
2019, 65 Sayfa

Bu tezde, k-sabit egrilerin tanimlari verilmistir ve bu egrilerin Frenet ¢atilari, egrilik ve
burulma fonksiyonlar1 hesaplanmustir.

Birinci béliimde, ¢alismanin alt yapisini olusturan 3-boyutlu Oklid Uzay1, 3-boyutlu Oklid
Uzayimnda Egriler, Egrilerin Birim Hiz Parametrelenisi, 3-boyutlu Oklid Uzayinda Vektor Alanlari,
Birim Hizli Egrilerde ve Keyfi Hizl1 Egrilerde Frenet Formiilleri verilmistir.

Ikinci boliimde, birim hizli bir egriden tiiretilen k-sabit teget, k-sabit normal ve k-sabit
binormal egrilerinin tanimlart verilmistir. Bu egrilerin Frenet catilari, egrilik ve burulma
fonksiyonlari, birim hizli egrinin Frenet biiyiikliikleri kullanilarak belirlenmistir. Son olarak, bir

birim hizli egrinin k-sabit egrileri 6rnekleri verilmis ve onlarin Frenet biiyiikliikleri hesaplanmustir.

Anahtar Kelimeler: Egri, Frenet Catisi, Egrilik ve Burulma Fonksiyonlari
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Master Thesis

SUMMARY
k-CONSTANT CURVES
Goniill OZTURK

Karadeniz Technical University
The Graduate School of Natural and Applied Sciences
Mathematics Graduate Program
Supervisor: Assoc. Prof. Yasemin SAGIROGLU
2019, 65 Pages

In this thesis, definitions of k-constant curves are given and Frenet frame, curvature
and torsion functions of these curves are calculated.

In Chapter 1, forming the infrastructure of the study, 3-dimensional Euclidean
Space, Curves in the 3-dimensional Euclidean Space, Unit Speed Parametrization of
Curves, Vector Fields in 3-dimensional Euclidean Space, Frenet Formulas in Unit Speed
Curves and Arbitrary Speed Curves are given.

In Chapter 2, the definitions of k-constant tangent, k-constant normal and k-
constant binormal curves derived from a unit speed curve are given. Frenet frames,
curvature and torsion functions of these curves are determined by using Frenet apparatus of
the unit speed curve. Finally, examples of k-constant curves of a unit-speed curve are given

and their Frenet apparatus are calculated.

Key Words: Curve, Frenet Frame, Curvature and Torsion Functions
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SEMBOLLER DiZIiNi

R3 : Ug boyutlu Oklid uzay1

T,(R*) :p € R® noktasindaki teget uzay

vy : Teget vektor

||vp || : vp teget vektoriiniin normu

VW, 1V, ile w, teget vektorlerinin nokta ¢arprmi
U, X W, v, ile wy, teget vektorlerinin vektorel garpimi

€q1,€63,63 Catl

V,w : Vektor alant

a(t) : R® de bir egri

a'(t) : a(t) egrisinin hiz vektori

a’(t) :a(t) egrisinin ivme vektorii

vu[f]  : f fonksiyonunun v, teget vektorii dogrultusundaki tiirevi
s(t) : Yay uzunlugu fonksiyonu

t,n,b : Biregrinin Frenet cat1 alani

K : Egrilik fonksiyonu

T : Burulma fonksiyonu

a.(s)  :Biregrinin k-sabit teget egrisi

a,(s) :Biregrinin k-sabit normal egrisi
ap(s)  : Bir egrinin k-sabit binormal egrisi
t.(s) . at;(s) egrisinin birim teget vektorii
n.(s) :a,(s) egrisinin birim normal vektorii
b,(s) :a.(s) egrisinin binormal vektorii

IX



Kt (s)
T¢(s)
tn(s)
ny(s)
by (s)
Kn(S)
Tn(5)
tp(s)
np(s)
bp(s)
Kp ()

Tp(5)

. ¢ (s) egrisinin egrilik fonksiyonu

. at;(s) egrisinin burulma fonksiyonu

. &, (s) egrisinin birim teget vektori

. &, (s) egrisinin birim normal vektorii
. o, (s) egrisinin binormal vektori

. &, (s) egrisinin egrilik fonksiyonu

. oty (5) egrisinin burulma fonksiyonu
. ap(s) egrisinin birim teget vektori

. atp(s) egrisinin birim normal vektorii
. ap(s) egrisinin binormal vektori

. ap(s) egrisinin egrilik fonksiyonu

: ap(s) egrisinin burulma fonksiyonu



1. GENEL BILGILER

1.1. Giris

Egrilerin diferansiyel geometrisi Oklid uzayinda diferansiyel ve integral metodlar
kullanilarak egrilere ait tiim bilgileri inceleyen geometri dalidir. Egrilerin diferansiyel
geometrisinde bu amacla, cogunlukla egriler parametrik denklemleriyle ele alinirlar ve
egrilik, yay uzunlugu ve buna benzer diger geometrik Ozellikler vektor hesaplamalari
kullanilarak, tiirevle ve integralle ifade edilebilir.

Bir egriyi analiz etmek i¢in kullanilan en Onemli araglardan biri, egrinin her
noktasinda, egrinin verilen bir noktasinda bir koordinat sistemi saglayan ve hareketli bir
cat1 olan Frenet c¢atisidir. Frenet catis1 kullanilarak, egrinin iizerinde egrilik ve burulma
fonksiyonlar1 tanimlanabilir. Farkli uzay egrileri sadece egrilik ve burulma fonksiyonlari
yardimi ile ayirt edilebilir. Bu egrilik ve burulma fonksiyonlarina egrinin diferansiyel
invaryantlari1 denilir. Diferansiyel geometrideki egrilerin temel teoremi, bu invaryantlarin
egriyi tamamen belirledigini ifade eder.

Diferansiyel geometride egriler teorisi uzun yillardan beridir ¢alisgiimakta olup, bu
caligmalara giiniimiizde de devam edilmektedir. K. Arslan ve H.H. Hacisalihoglu [2]
calismasinda bir Frenet egrisinin harmonik egriliklerini arastirmislardir. R.L. Bishop [3]
calismasinda, Frenet ¢atisinda farkli bir cat1 olusturup, egrilerle ilgili incelemeyi bu catiy1
kullanarak incelemistir. H. Gluck [8] de, Oklid uzayinda egrilerin yiiksek mertebeden
egrilikleri ilgili hesaplamalar yapmistir. Yine 1975 yilinda H.H. Hacisalihoglu ve A.
Sabuncuoglu [18] deki ¢alismalarinda bir egrinin yiiksek mertebeden egriliklerini farkli bir
metodla insa etmislerdir.

Egrilerin calisilma siirecinde birgcok farkli egri tanimlanip, bu egrilerin ¢ati
yapilarinin incelenmesi de miimkiin olmustur. A.A. Ergin [6] da genellestirilmis Darboux
egrilerini, F. Gezgin [7] de AW(k)-tipinden egrileri, A. Gorgiilii ve E. Ozdamar [9] da
Bertrand egrilerini, H. Liu ve F. Wang [13] te Manheimm Partner egrilerini, E. Ozdamar

ve H.H. Hacisalihoglu [16] ve [17] calismalarinda sirasiyla Inclined ve kiiresel egrileri ve



A. Srivastava, E. Klassen, H.J. Shantanu ve I.H. Jermyn [19] da elastik egrileri Oklid
uzayinda caligsmiglardir.

Oklid uzay1 disindaki uzaylarda da egrilerin incelemesi yapilmistir. B. Biikcii, M.K.
Karacan [4] de Minkowski 3-uzayinda egrileri incelemistir. B. Divjak’in [5] ve Y. Keles’in
[11] ¢alismalarinda Galile ve yari-Galile uzaylarina egriler incelenmistir.

Bu tez ¢alismasinda ise verilen birim hizli bir egriden tiiretilen k-sabit teget egrisi,
k-sabit normal egrisi ve k-sabit binormal egrisi tanimlar1 verilmistir. Bu egrilerin Frenet
catilari, egrilik ve burulma fonksiyonlari, verilen birim hizli egrinin egrilik ve
burulmasindan yararlanilarak hesaplanmistir. Son olarak, bilinen bazi birim hizli egriler
alinarak, bunlardan tiiretilen k-sabit teget egrisi, k-sabit normal egrisi ve k-sabit binormal
egrisi ornekleri verilerek, bu egrilerin egrilik ve burulmalarina bakilarak hangi cinsten egri
olduklar tespit edilmistir.

Burada verilen tanim ve teoremlerin ilerideki c¢aligmalara 151k tutmasi

amaclanmaktadir.

1.2. Temel Kavramlar

Bu kisimda, yapilan ¢aligmalarin alt yapisini olusturan temel bilgiler ve teoremler
verilmektedir. Bu temel bilgi ve teoremlerin olusturulmasinda [1], [10], [14] ve [15]

kaynaklarindan yararlanilmistir.

1.2.1. OKlid Uzay (R3)

Sirali reel say1 iigliilerinden olusan kiimeye 3-boyutlu Oklid uzay: denir.

R3={(py, 2 p3): Pi€ER,i=123}
R3 bir R-vektdr uzayidir.

Tamm 1.1. R3 te bir teget vektdér, R3’iin bir p noktasin1 v € R® olmak iizere p + v
noktasina tagiyan bir biiyiikliik olarak tanimlanir. p’ye teget vektoriin baslangic noktasi,

v’ye de vektor kismi denir. Boyle bir teget vektor v, ile gosterilir.



Baslangi¢ noktast p € R® olan tiim teget vektorlerin kiimesi T, (R?) ile gosterilir.
T, (R®) de vektorlerde bilinen toplama ve skalerle ¢arpma islemlerine gore bir R-vektor

uzayidir.

Tamm 1.2. R*’{in her bir p noktasina bir V(p) = v, vektorini karsilik getiren bir V

fonksiyonuna R3’te bir vektdr alani denir.
R3’te Uy, U,, U3 vektor alanlart p € R3 igin sirasiyla
Ul(p) = (LOJO)p ) UZ(p) = (0,1,0)p, UB(p) = (0,0,1)p

olarak tanimlansinlar. Bu vektor alanlarina R3’{in dogal ¢at1 alan1 denir. V, R3’te bir vektor

alan1 ise R%’te tanimly, reel degerli dyle ii¢ tane v4, v,, v3 fonksiyonlar1 bulunabilir ki

3
V= z viUi
rt

l
biciminde yazilabilir.

vy, Wy € T,(R?) igin v, = (vq, V5, v3), Veaw,= (W1, wp, w3), olsun. Bu

vektorlerin nokta ¢arpimlari
Vp- Wy =V. W = VW + VW, + V3W3
olarak tanimlanir. Bir v, €T, (R?) vektoriiniin normu ise
vl = vl = (v v)*/?
olarak verilir. Ayrica v, Vew, vektorleri arasindaki ac1 8, 0 < 8 <  olmak iizere
vy wy = [yl cos

dir. Buradan sifirdan farkli iki vektor arasindaki aci

‘Up. Wy

cos = —————
[vpll[[wsl

olarak verilir. O halde



0= e v,lw,
elde edilir.
Tanim 1.3. ey, e, e3 € T, (R?) teget vektorleri igin
e.e = 6L-j,i,j =1,2,3
ise bu vektorlere p € R3’te bir ¢at1 denir.
Lemma 1.4. v, € T,(R*) ve e4,e3,e3, p € R*’te bir ¢ati olsun. Bu durumda
v, = (vy.e1)e; + (v,.ez)e; + (vy.€3)e3

olarak yazilabilir. Bu yazilima v, vektoriniin eq, €3, e3 ¢atisina gore ortonormal agilimi

denir.

Tamim 1.5. v, w), vektorler, v, = (vq, V3, V3), V& Wy = (Wq, W, W3), Olsun.

Ui(p) Ux(p) Us(p)
vp X Wp = vl 172 173
wy w» w3

vektoriine v, ve wy, vektorlerinin vektorel ¢arpimi denir.

v, X Wy vektori hem v,’ye hem de w),’ye dik bir vektordiir. Ayrica v, ve w,,

vektorleri arasindaki a¢1 8,0 < 6 < m olmak iizere

””p X Wp” = ”vp””Wp”Si”Q
dir.

Tamm 1.6. B € R3 agik bir alt kiime olmak iizere B’nin bir p noktasinda f:B — R
fonksiyonunun k.basamaktan tiim kismi tiirevleri var ve siirekli ise bu fonksiyona p

noktasinda k.basamaktan diferansiyellenebilir veya C*-smifindandir denir.

Eger f fonksiyonunun p noktasinda her basamaktan kismi tiirevleri var ve siirekli

ise bu fonksiyona p noktasinda diferansiyellenebilir veya C*-sinifindandir denir.



Eger f fonksiyonunun B kiimesinin her noktasinda her basamaktan kismi tiirevleri

var ve siirekli ise bu fonksiyona B kiimesinde diferansiyellenebilir veya C*-sinifindandir

denir.

1.2.2. R3 de Egriler

Tanim 2.1. I € R bir ag¢ik aralik olsun.

ICR acgik arahgindan R3’e giden

diferansiyellenebilir bir a fonksiyonuna R3’te bir egri denir.

al - R3

t > a(t) = (a; (1), ay (), az (1))

a’nin  diferansiyellenebilir ~ olmasi  i¢in

diferansiyellenebilir olmalidir.
Ornek 2.2.
a:l - R3

1) Dogru: , I =R

t-oalt)=p+tv

p = (p1,p2 p3) Ve v = (v v, v3) alinirsa a(t) =

yazilabilir.
2) Cember:
0<t<2m

a(t) = (acost, asint, 0)

3) Silindirik Helis:

ai:l > R,i=1273 fonksiyonlar1

(py + tvy,py + tv,,ps3 + tvs) olarak

(a>0)

a(t) = (acost,asint ,bt) ,t€R, a>0, b+ 0.

Tamm 2.3. a:1 > R® a(t)= (a,(t), a5 (t), a3(t)) bir egri olsun.

a'(t) = (a1(t), az(1) , a3(t) ey



vektoriine a’nin a(t) noktasindaki hiz vektorii denir. Bu vektor, egriye a(t) noktasinda

teget olan bir vektordiir.

v(©) = IOl = Ja?(0) + (0 + a0

seklinde tanimlanan v(t) fonksiyonuna da a’nin t’deki hizi denir. a’(0)’ye ise a’nin ilk

hiz1 denir.

Tamm 2.4. a :1- R3 bir egri ve JE I bir agik aralik olsun. h:;J — I diferansiyellenebilir
fonksiyonu igin B(s) = a(h(s)):J» R® egrisine a’nin h ile yeniden parametrelenisi

denir.

Ornek 25 a(®)=Gt Wt 1-t),1:0<t<4 ve h(s)=s?=t, J:0<s<

2 olarak alirsak @ egrisinin h ile yeniden parametrelenisi
B(s) = a(h(s)) = a(s?)=(s, s°,1~5)
bi¢iminde olur.

Lemma 2.6. § bir a egrisinin h ile yeniden parametrelenisi ise

dh(s)

B'(s) =22 a'(h(s))
dir.
Ispat : B(s) = a(h(s))
B'(s) = a'(h(s)) - h'(s)
= a'(h(s)) - (dh(s))/ds

Lemma 2.7. a, R3 te bir egri ve f, R3 iizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon ise

a/(t) [f] — df(;t(t))

dir.

Ispat : a'(t) =(aj (t), @) (t), a3 (t))q oldugundan



AOIEDFCIONRHO (LY
dir. Diger taraftan f(a(t)) = f(a;(t) ,a,(t) ,as(t)) olacagindan

2 f@(0) = 5 (@@)ai (O + o (@) () +5 (@(©)az(®) (L.2)
elde edilir. (1.1) ve (1.2) den esitlik gdriiliir.

Not : a: 1 = R3 egrisi i¢in

1) a(t) =a(t;) = t=t; oluyorsa a birebirdir.

2) Biitiin hiz vektorleri sifirdan farkli olan egrilere regiiler egri denir. Yani Vt € [ igin

a' ()= 0 dir.

1.2.2. Bir Egrinin Birim Hiz Parametrelenisi

Tamim 3.1. Bir @ egrisinin t = a dan t = b’ ye kadar olan yayinin uzunlugu

L= [, eV lldt

ile hesaplanir.

a egrisinin t = 0 dan t’ye kadar olan yayinin uzunlugu ise s(t) = fot | &' (w) || du

fonksiyonu ile verilir. Bu fonksiyona &’ nin yay uzunlugu fonksiyonu denir.

Ornek 3.2. a:[02n] = R? , a(t) = (2cost, 2sint) ¢emberinin t= g noktasindaki hiz

vektoriinii ve hizin1 bulunuz. Bu egrinin [0, 7] kapali araligindaki yaym uzunlugunu

bulunuz.
Coziim:
a'(t) =(—2sint ,2cost )

a’(g) = (—ZSing ,2005§)= (-2,0)



v(t) = ||&'(t) || = /(—2sint)? + (2cost)?

= V4sin?t + 4cos?t

L= [" |l (lldt=[2dt =2t [ =2m—0=2mhr
[0, ] araligindaki yayin uzunlugudur.

Teorem 3.3. a ,R3’ te regiiler bir egri ise @’nin bir B birim hiz parametrenelisi vardir.
Ispat: s(t) =/ Ot |’ (w)||du yay uzunlugu fonksiyonunu g6z 6niine alalim.

ds '
= = la'@® |l >0

g > 0 oldugundan s monoton artandir. Dolayisiyla birebirdir. Gorlintiisiine orten

olacagindan tersi vardir. Bu ters fonksiyonu t(s) ile gosterelim.

dt 1
E:E >0
dt

olur. a(t) egrisini s ile parametreyelim.
B(s) = a(t(s))
Bu S egrisinin birim hizli oldugunu gosterelim.
’ o E
B(s) = a'(t(s)) =

18"l =l &' (£()) £ |

dt

= | &' (t()) 12

_ds_dt
T dt ds

=1



olup f birim hizli egri ¢ikar.
Ornek 3.4. « (t) = (acost, asint, bt) helisinin birim hiz parametrelenisini bulunuz.

Coziim : a'(t) = (—asint,acost, b ) oldugundan

lla'(O)|| = Va2sin?t + a?cos?t + b?

N
olarak bulunur.
s=s®) = J; lla'@lldu
= fot Va? +b? du
=+Va? + b%t
t(s) = ﬁ olacagindan a’ nin birim hiz parametrelenisi

_ _ s . s bs
B(s) = a(t(s)) = (acos g SN Tm)
olarak bulunur.

Not: Bir a egrisinin a(h) parametrelenigine h’ > 0 ise yonii koruyan, h’ < 0 ise yonii

degistiren parametrelenis denir.

1.2.3. Bir Egri Uzerinde Vektor Alanlar

Tamm 4.1. « : | > R3 bir egri olsun. a@’nin her a(t) noktasina bir ¥ (t) vektoriinii karsilik

getiren Y fonksiyonuna «a tizerinde bir vektor alani denir.
Ormegin, a'(t) = (aj (t), ay (1) ,a5(t)) egri iizerinde bir vektdr alamdir.
Y() = (1), y2(t),¥3(t)) a r)

=2y Ui (a ()
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olarak yazilabilir.
Ozel olarak a’’ de bir vektdr alanidir .
a” (t) = (a1 (1), a7 (1), a5 () a(e)
Bu vektor alanina a’nin ivme vektor alani denir.

Not: Y ve Z bir a egrisi iizerinde iki vektor alani, f a egrisi lizerinde tanimli, reel degerli,

diferansiyellenebilir bir fonksiyon ise a, b € R olmak tizere

1) (aY +bZ)Y =aY +b7

2) (fY) =fY+fY
3) (Y.2) =Y.Z +Y.7
4) (YX Z2) =Y XZ +YXZ'

bi¢iminde verilir.
Eger Y.Z = sabit ise
(Y.Z) =0
olup, buradan
Y''Z +7Z''Y =0
elde edilir. O halde
Y.Z = -7
dir.
Not: Eger Y sabit uzunlukta ise
IYll=c, ceR
dir. Buradan
=Y.V = ¢?

=Y. Y+Y.Y =0
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=2Y'.Y =0 = Y.Y =0 =Y1Y'
a birim hizli bir egri ise;

ld]|=1 =a.a =1

= a"a'+ta".a =0

= 2a’".a =0

s a |la’
elde edilir.

Tanim 4.2. Eger bir a egrisi tizerindeki bir Y vektér alaninin vektor kismi ayni1 (¢; ¢, ,c3)

sabiti ise Y’ ye paralel vektor alani denir.
Y(®) =(c1,¢2,¢3)a
Lemma 4.3.
1) Bir a egrisi dogrudur. © a'’ = 0 dir.
2) a egrisi tizerindeki Y vektor alani paraleldir. & Y’ = 0 dir.
Ispat: 1) @ bir dogru olsun. © a(t) =p + tv
S d)=v
s a’(t)=0.

2) Agiktir.
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1.2.4. Birim Hizh Egrilerde Frenet Formiilleri

B :1- R3, s €l birim hizli bir egri olsun. Bu durumda ||B'(s)|| = 1’ dir. t(s) =
B'(s)’ ye B’nm birim teget vektor alani denir. t'(s) = B''(s)’ye ise ivme vektor alani

denir.
tt=1= tt+tt =0=¢tt =0

Yani ivme vektor alan1 teget vektor alanina diktir. Vs € [ i¢in k(s) = || t'(s) || reel degerli
fonksiyonuna f’nin egrilik fonksiyonu denir. k egrinin tegetinden ne kadar saptigini

gosterir. K(s) > 0 olmasi durumunda

t's) _t'()
e @I x(s)

n(s) =

vektor alanina f’nin birim normal vektdr alani (asal normal vektor alani) denir. b(s) =

t(s) x n(s) vektor alanina da 8’nin binormal vektor alani denir.

t ve n birim vektor alanlart oldugundan b de birim vektor alanidir. Cilinkd;

|MH=Mxnu=mmmmm§=1
= ||b|l =1
elde edilir.

Lemma 5.1. B, R3’te k> 0 olan birim hizli bir egri olsun. B iizerindeki t,n,b vektdr

alanlar1 her noktada birbirine dik birim vektor alanlaridir.

Ispat: Tanimlarindan agiktir.

Tanim 5.2. t,n, b ye ’nin Frenet catist denir.

Not: t',n',b" yii t,n,b cinsinden agiklayalim. t =B’ oldugundan;
t'=B'"'=xn

bulunur. Ayrica
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bt=0 =b'.t + b.t'=0
= b'.t =—b.t
=—b.xn
=—xbn=0 (It =x%)
elde edilir.
b.b =1 =b".b+b'.b =0
= b.b'= 0
b’ vektor alaninin ortonormal agilimini yazarsak;
b' =(b.t)t+ (b'.n)n+(b".b)b

=b =(b'.n)n

elde edilir. b'.n = —t olarak tanimlansin.
=b =—-1n
olur.
Tamim 5.3. 7 = — b’.n fonksiyonuna f egrisinin burulma (burkulma) fonksiyonu denir.

Teorem 5.4. B:1 — R3 egriligi x> 0 ve burulmas T olan birim hizli bir egri olsun.

Bu durumda
t' = kn
n' =—xt+7th
b’ = —mn
dir.
Ispat: n = ”:T,” = % oldugundan t' = xn elde edilir. b’ = —tn oldugunu daha o6nce

goOstermistik. n' nin ortonormal agilimini yazalim.



14

n' = (m.t)t + (n'.n)n + (n'.b)b
n.t = 0 oldugundan n’.t + n.t’ =0 dir.
=n.t =—nt =—-—nxn

= —Kn.n

nn=1 =>n'n+nn =0
Buradan 2n'.n = 0 = n.n’ = 0 bulunur.
nb=0 = n.b+nb =0=n'b = —nb
=-n.(—mn)
=Ttn.n=rt
elde edilir. O halde bunlart n’ niin ortonormal agiliminda yerine yazarsak

n =—-xt+7th

elde edilir.

Ornek 5.5. B(s)z(acos%, asin%,%) , c=Va?+b%,a>0,b=#=0 birim hizh

helisinin egrilik ve burulmasini hesaplaymiz. Ayrica Frenet ¢atisini belirleyiniz.
Coziim:
— B = (2sinS %epss 2
t=p'=(—sin-,—-cos-,-)
= g"=(=2 S %in s
t=p"=( — C0S - ,CzsmC,O)

Ligle [© oao a
k=l )= |5 =S =



tr S . S
n=— =(—cos —,—sin- ,0)

Uy
—2sin3 2 cos
b=txn = -
S .
—cos= —sin=
[
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_ b N b . s s .S
= —(C—Zcos - ZSin ,O).(—cos;,—smz ,0)

- _ b
c2  a’+b?

Sonu¢ 5.6.3 ,R3 te «k > 0egrilikli birim hizli bir egri olsun. Bu durumda S bir

diizlemsel egridir & 7 = 0 dur.

Ispat: “=" B bir diizlemsel egri olsun. O halde bir p € R3 ve ¢ # 0 vektorii i¢in

(B(s) —p).q = 0dir. Yani B egrisi p’den gegen q vektoriine dik diizlemdedir. Tiirev

alirsak;
B'(s)-q+(B(s)—p).0
= p'(s)'q=0

= B’ = t oldugundan t.q

bulunur. Yani q, t’ye diktir. (B'(s).q = 0) Yine tiirev alirsak;

B'(s)q=0=t.q=0=xn.q = 0

elde edilir. k> 0 oldugundan n.q = 0 bulunur. Dolayisiyla q,n’ye diktir. ¢ hem t’ye

hem de n’ye dik oldugundan b ile ayni dogrultudadir. O halde b = +— olarak alabiliriz.

= b =0

=b'= —1tn=20

1 all
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=7=0
bulunur.

“<” t = 0olsun. Buradan b’ = 0 olup b sabittir. ’nin B (0)’dan gegen b’ye dik

diizlemde oldugunu gostermek istiyoruz.
99: (B (s)—=p(0)).b=0

£(s) := (B(s) — B(0)). b olarak tanimlansin. Buradan tiirev alirsak;
f'(s) =B'(s).b=t.b=0

elde edilir. Vs i¢in f'(s) = 0 oldugundan f(s) =sabit olur. f = c olsun. s = 0 i¢in
f(0)=(B0)—=p0).b=c
= c=0

elde edilir. Yani;
= (B(s) = B(0)).b =0 (Vs)

olup g duzlemseldir.

Lemma 5.7. f, x > 0 sabit egrilikli ve T =0 burulmali birim hizli egri ise f ,i

yarigapli bir cemberdir veya ¢emberin bir pargasidir.

Ispat:t = 0 oldugundan [ bir diizlemsel egridir. f’min her bir noktasinin sabit bir

noktadan i uzakliginda bulundugunu gostermek istiyoruz.

y(s): = B(s) +=n(s)

egrisini tanimlayalim. Tirevini alirsak;

I I i/
y—ﬁ+Kn
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=t +-(—xt+71b) (t = 0)
=t-t
=0

olup y sabittir. y = ¢ olsun.
1
B+ ;n =c

=>c—,8=§n

=llc— gl =ll<nll (x>0)

=lIB—cll =<ln|l =
=l B(s) —cll = < (¥s)

O halde B(s)’nin noktalarinin c’ye olan uzakliklar1 daima i’dlr. Yani f bir gemberdir ya

da bir cemberin pargasidir.

1.2.5. Keyfi Hizh Egrilerde Frenet Formiilleri

o : I > R3 regiiler bir egri olsun. @, a’nin birim hiz parametrelenisi olsun.
a(s)=a (t(s))
a (s) egrisinin Frenet biiytikliikleri, a’nin Frenet biiytikliikleri cinsinden su sekilde verilir:
K= K(5)
T=T(S)

t =t(s)
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n = n(s)
b = b(s)

Lemma6.1. a, R3’te x> 0 egrilikli bir regiiler egri olsun. Bu durumda;

t' = xvn
n' = —xvt + tvb
b' = —1vn

bigimindedir. Burada v = |||, a’nin hiz fonksiyonudur.
Ispat : @, a’nm birim hizli parametrelenisi olsun. O halde
a=a/(s)

dir. s, a’nin yay uzunlugu fonksiyonu olmak tizere tanimla t = £ (s) dir. Zincir kurali

uygulanirsa;
t'=1t'(s)—
elde edilir. t'(s) = k(s)n(s) oldugundan

t'=R(s)A(s)

=Kxvn
bulunur. Digerleri de benzer sekilde gosterilir.

Lemma 6.2. «, v hiz fonksiyonlu bir regiiler egri ise a’nin hiz ve ivme vektorleri soyle

verilir:

a =vt
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n

=¥ ¢ 1v?n
dt
Ispat: @, a’nin birim hiz parametrelenisi ise
a=a(s)
olup,
I =t E — F E — ¥ —
=d=ua (s)dt—t(s) ” =vit(s) =vt
elde edilir. Bir kez daha tiirev alinirsa,
=o' =Zt+ vt
dt
= @t 4 xvPn
dt
bulunur.

Teorem 6.3. a, R3 de regiiler bir egri olsun. Bu durumda;

a a' xa'’
S e 0 M T bXt b=
_ ”aIXaII” _ (aIXaII).aIII
e 0 T e
olarak hesaplanir.
. ’ ’ o a .
Ispat: @' = vt ve v = ||&’|| oldugundan t = melde edilir.
1 " dv 2
axa' = (vt)x(Et+Kv n)
d
= vd—:(t X t) + kv3(t X n)
=xv3b (1.3)

=|la’ x a"'|| = ||xv3b|| = xv3||b|| = xv3 (1.4)
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(1.3) esitliginden b’yi ¢ekersek, binormal vektor alani;

b a xa a xa’

k3 |la x a”||

olarak elde edilir. Ayrica k egriligi (1.4)’ten

lla’ xa”|| _|la’ x a”|
K = f—
ve lla’l|®

olarak bulunur. a’nin ikinci tiirevi;
dv
a' =—t+xvin
dt
biciminde idi. @’nin ti¢iincii tiirevini hesaplarsak;

" d?v av , 1.2 ’ 2.1
:FH_Et + x'vn + K2vv'n + kvn

a
=(.)t+ (.)n+xvith
elde edilir. O halde
(@ xa").a" = (xv3b).(xv3tbh) + (.)n+ (.t
= k?v°7

bulunur. Buradan t burulma fonksiyonu gekilirse;

(al X all).alll (al X all).alll

K2v° e’ x a||?
elde edilir.
Ornek 6.4. a(t) = (3t — t3,3t2%, 3t + t3) egrisinin Frenet biiyiikliiklerini hesaplaymiz.
Coziim :

a'(t) = (3,-3t%,3 + 3t%) = 3(1 — t?,2t,1 + t?)
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a’'(t) = (—6t, 6, 6t)

a”’(t) — (_ 6’ 0’ 6)

lle'|| = 3/ (1 — t2)2 + 4t2 + (1 + t2)2

=3VI— 27 +t* + 42 + 1 + 267 + ¢

=32+ 4t? + 2 t4

=32 (1+262 +t*)

I [T
=3V2 (1 +t%)
Ul UZ U3
a'Xa": 3_3t2 6t 3+3t2

—6t 6 6t

=18 (t* —1,-2t,1 +t%)

la' x a|| =18,/ (t% — 1)2 + (-2 t)% + (1 + t2)?
= 182 (t? + 1)

(a' x @”).a" =186 (-t +1+1+t?)

= 18.6.2 = 216
_ar _3(1-t%2t a+t2) 1 2 X
=@l T ey v (Lo th2t,14t)
_arxarn 18(t2—1,-2t, 1+t2) _ 1 2 4 ,
= el - v e & T L2t 1+t%)

1 Ul UZ U3
— _ 1 1, 5
n—bxt—z(t2+1)2t _1 _Zt 1+t
1—-t% 2t 1+4¢?
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1

(-2t,1—t2,0)

t2+1
_lla’xa"’|| _ 18v2 (¢2+1) 1
Tl 332v2(e2+1)3  3(:2+1)2
_ (a'xa")a"" 216 . 1
T la'xa’|2 T 1822(t2+1)2  3(t2+1)2

Tamm 6.5. R3 te regiiler bir a egrisinin teget vektdr alam t, egrinin her noktasinda sabit

bir u birim vektorii ile sabit bir 8 agis1 yapiyorsa, a ya bir silindirik helis denir.

Bu durumda t ile u arasindaki a¢1 egri boyunca sabittir. Egrinin t teget vektor alani ile

u sabit birim vektori arasindaki ag1 6 ise;
t.u = cos@

dir.

Teorem 6.6. k > 0 egrilikli bir regiiler a egrisi silindirik helistir ancak ve ancak i sabittir.

Ispat: “=” « bir silindirik helis olsun. a y1 birim hizli olarak alalim. Buradan egrinin t

teget vektor alani ile bir u sabit birim vektorii sabit a1 yapar. Bu ac1 8 ise t.u = cos6 dur.

Tiirev alinirsa;
(tu) =t u=xnu=0

oldugundan n ile u vektorleri birbirine diktir. O halde u vektorii t ile b nin belirledigi

diizlemdedir.
u = cosOt + sin6b
dir. Tiirev alinirsa;
cos@t' + sinfb’ = cosfkn — sinftn = 0

elde edilir. O halde cosfx — sinft = 0 olup

%] .
I =22 = (oth =sabit
K sin@
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bulunur.

<=£ = cotf =sabit olsun. Buradan tsinf = kcos@ olur.

u = cosOt + sinfb
vektoriinli goz oniine alalim. Tirev alirsak;
u' = cosOt’ + sinfb’ = cosfkn — sinbtn = (cosOk — sinft)n =0

elde edilir. O halde u vektorii sabittir. Ayrica u birim vektordir ve t.u = cosf
oldugundan, egrinin birim teget vektdr alani ¢ ile sabit a¢1 yapar. Dolayisiyla egri bir

silindirik helistir.



2. YAPILAN CALISMALAR
2.1. k-Sabit Egriler

Bu bolimde k-sabit egri tanimlar1 verilerek, bu egrilerin egrilikleri, burulmalari,
Frenet catilar1 belirlenecektir. Cember, helis gibi egrilerdeki 6zel durumlar da

orneklendirilecektir..

Tamm 2.1. a, R3 te birim hizh bir egri ve t(s),n(s), b(s) onun bir a(s) noktasmdaki

Frenet ¢atisi olsun. k bir reel sayi1 sabitini gdstermek tizere, a egrisinin k-sabit teget egrisi
a:(s) = a(s) + kt(s)

olarak tanimlansin. Benzer sekilde a egrisinin k-sabit normal ve binormal egrileri,

strastyla
a,(s) = a(s) + kn(s)
a,(s) = a(s) + kb(s)

olarak tanimlansin.

2.2. k-Sabit Teget Egrisinin Frenet Catisi, Egrilik ve Burulma Fonksiyonlar:

« egrisinin k-sabit teget egrisi olan a,(s) egrisini goz Oniine alalim. Bu egrinin yay

uzunlugu fonksiyonu s; olsun. Bu durumda a,(s) egrisinin birim teget vektorii

da; ds | ds | ds
t =— =t kt —=(t k -—
((51) = 5 (1) gom = (606) + KE(9)) | = () + he(o)m(s) | 7
olarak elde edilir. Her iki tarafin t ile nokta ¢arpimini alirsak;

t;. t ds 7]
.t=——=cos
t ds;
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elde edilir. Burada 6, t; ve t vektorleri arasindaki agidir. Ayn1 zamanda bu esitligin her

iki tarafin1 b vektori ile ¢carparsak,
tt' b = 0

bulunur ki bu da bu vektorlerin dik oldugunu gosterir. Her iki tarafin m vektori ile

carpilmasindan ise

ds
t,.n = kx(s) P kx(s)cosO
1

esitligi elde edilir. Yukaridaki esitligin her iki tarafinin normu alinirsa

ds ds
Il = [|€(s) + ke(sIn() 7| = ) + heoomes) 7

1/2

= dd_s [(£(s) + kr(s)n(s)). (¢(s) + kre(s)n(s))]
= £ [1 4+ k22 ()] V2

bulunur. O halde ||t;(s;)]| = 1 olacagindan

ds
d—sl = J1+ k2K2(s)
olarak elde edilir. Buradan

ds 1

ds; V14 k%K2%(s)
bulunur.

Eger t, = n(s) olarak almirsa, t;(s;) vektorliniin s; e gore tiirevinden, Frenet

formiillerine gore

ds

ken, = (—k(s)t(s) + T(s)b(s)).ds1

ds,. . e
bulunur. Burada ﬁ in ifadesini yerine yazarsak,
1
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—k(s)t(s) + t(s)b(s)
V1+k2k2(s)

elde edilir. Bu vektoriin kendisiyle nokta ¢carpimini alirsak,

Keny =

(=()t(s) + T(s)b(s)). (=k()t(s) + 1(s)b(s))

— 2
KeNp KoMy = K2 = ——————
et t 1+ k?k2(s)

_KA(8) +7%(5)
1+ k2Kk2(s)

bulunur. Ayni esitlikten a egrisinin k-sabit teget egrisinin asal normal vektorii

ny —Kk(s)t(s) + t(s)b(s)
o KeJ 1+ k2K2(s)

ve binormal vektori

t(s) + krc(s)n(s)) y <—K(s)t(s) + r(s)b(s))
V1 +k2K%(s) KeyJ 1+ k2K2(s)

(kx(s)T(s)t(s) — T(s)n(s) + kr?(s)b(s))

bt=tt><nt=<

N Kt(l + kZKZ(S))
ifadesiyle verilir.

Simdi genel durumda bir a;(s) egrisinin Frenet ¢atisint a(s) nin Frenet ¢atisi

cinsinden belirleyelim.

da.(s) B da(s) +k dt(s)
ds =~ ds ds

= t(s) + kx(s)n(s)

oldugunu biliyoruz. Bu ifadenin normunu alirsak;

da(s)
ds

= J1+1k2k%(s) = C(s)

olur. Buradan k-sabit teget egrisi keyfi hizli oldugundan, keyfi hizli egrilerdeki Frenet

catis1 hesaplamasi yapilabilir. O halde birim teget vektor alani;
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£(s) = dat( 5) t(s) + kk(s)n(s)
¢(s ‘ d‘fit(S) 1+ k2K2(s)
s

da(s)

olarak elde edlllr " —— nin bir kez daha tiirevini alirsak;

d?a,(s)  dt(s) dK(S) n(s)
ds?2  ds +k ()+k()—

= k(s)n(s) + kx'(s)n(s) + kk(s)(—k(s)t(s) + 1(s)b(s))
= —kk?(s)t(s) + (k(s) + kx'(s))n(s) + kr(s)t(s)b(s)
olarak bulunur. Ugiincii tiirevi ise asagidaki gibidir:

d3“t(s)
ds3

= —k2k(s)k'(s)t(s) — kr?(s) ()

()

+ (k'(s) + kx" (s))n(s)

+ (k(s) + k'’ (s)) + kx'(s)t(s)b(s) + kr(s)t' (s)b(s)

+ kr(s)t(s) ( )

= (—Zkk(s)}c’(s) —Kk2(s) — kK(s)K’(s))t(s)
+ (—kr3(s) + k'(s) + k"' (5) — kr(s)T%(s) )n(s)
+ (K(S)‘L’(S) + kk'(s)t(s) + kx'(s)t(s) + kk(s)r’(s))b(s)

= (=3kk(s)K'(s) — k2(s))t(s) + (—kr3(s) + k'(s) + k"' (5) — kr(s)7%(s))n(s)
+ (K(S)‘L’(S) + 2kk'(s)t(s) + kk(s)T’(s))b(s)

Diger taraftan;

da,(s) d*a,(s)
ds % ds?
= (t(s) + kk(s)n(s)) X (=kr?(s)t(s) + (K(s) + kk’(s))n(s)

+ kk(s)t(s)b(s)

= (k(s) + k' (5))t(s) X n(s) + kr(s)T(s)t(s) x b(s) — k23 (s)n(s) x t(s)
+ k2k%(s)t(s)n(s) X b(s)
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= k2Kk2(s)T(s)t(s) — kr(s)t(s)n(s) + (k(s) + kx'(s) + k?k3(s))b(s)

ve

da;(s) o d*a,(s)
ds ds?

= E(s)

= \/k4K4(S)T2(S) + k2k2(s5)72(s) + (k(s) + k' (s) + k2K3(S))2

elde edilir.

ds . ds? ds3
= k2Kk2(s)t(s) (—3kr(s)Kk’'(s) — k2(s))
— kic(s)T(s)(—kr3(s) + ' (s) + ki (s) — kr(s)T%(s))
+ (rk(s) + ki’ (s) + k2k3(5)) (r(5)T(s) + 2kic’ (5)T(s) + kr(s)T'(s))

<dat(s) dzat(s)> d3a,(s)

= —3k3k3(s)T(s)K'(s) — k?k*(s)1(s) + k?k*(s)1(s) — kr(s)T(s)K'(s)
— k2k(s)t(s)K" (s) + k?k2(s)13(s) + k2(s)t(s) + 2kk(s)Kk'(s)t(s)

+ krk?(s)T'(s) + k' (s)Kk(s)t(s) + ZkZ(K’(s))Zr(s) + k?2k(s)K'(s)T'(s)
+ k2k*(s)1(s) + 2k3Kk3(s)K’ (s)1(s) + k3k*(s)T'(s)
= —k3k3(s)t(s)K’(s) + 2kr(s)k'(s)T(s) — k?k(s)T(s)K" (s) + k?Kk?%(s)T3(s)

+ Kk2(s)t(s) + krx?(s)t'(s) + Zkz(K'(S))ZT(S) + k%k(s)x’(s)T'(s)
+ k3k*(s)t'(s) = D(s)

bulunur. Buradan egrinin egrilik ve burulmasi s parametresi cinsinden;

_ e (s) X e ()

S PAOIE

\/k4K4(S)T2(S) + k?K?%(s)t?(s) + (K(S) + kk'(s) + k21c3(s))2
B (1 + k2x2(s))3/2
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ai(s) X ai/ (s). ay’ (s)
llaz(s) x e ()1|?

7.(s) =

_ D(s)
- k*rk4(s)t%(s) + k?k%(s)t%(s) + (K(s) + kx'(s) + k2K3(S))2

olarak elde edilir.

t(s) + kx(s)n(s)

V1+k2k2(s)

olarak bulunmustu. Simdi b;(s) ve n.(s) vektorlerini hesaplayalim.

t,(s) =

ay(s) X ay (s)

PO = @ x @
_ k22 (s)t(s)t(s) — kr(s)t(s)n(s) + (k(s) + kr'(s) + k?K3(s))b(s)
Jk4k4(s)rz(s) + k2k2(5)72(s) + (k(s) + k' (s) + k2K3(S))2
ve

ny(s) = be(s) X t,(s)

k2k?(s)t(s)t(s) — kr(s)t(s)n(s)

TEQ)
+ (K(s) + ki () + k213 (5))b(5)) X m (¢(s) + kre(s)n(s))
E(S)C( 5 [ ($)T(9)E(s) X n(s) =~ ki()T(S)n(s) x ¢(s)

+ (k(s) + kr'(s) + k?k3(s))b(s) x t(s)
+ kic(s) (k(s) + ki’ (s) + k2k3(s))b(s) X n(s)]

ve buradan da

n,(s) = [(—kK?(s) — k?k(s)K'(s) — k3k*(s))t(s)

E(s)C(s)
+ (1(s) + ki’ (s) + k263 (s))n(s) + (k3k3(s)T(s) + kr(s)T(s))b(s)]

elde edilir.
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O halde asagidaki teoremleri ifade edebiliriz:

Teorem 2.2. a,(s) , k-sabit teget egrisinin Frenet ¢atisinin a(s) egrisinin Frenet catisi

cinsinden ifadesi;

t(s) + kx(s)n(s)

J1+Kk%K2(s)

k2k2(s)T(s)t(s) — kr(s)T(s)n(s) + (k(s) + k' (s) + k?K3(s))b(s)

t(s) =

b.(s) =

\/k“;c“‘(s)rz (s) + k?k2%(s)T?(s) + (K(S) + kK'(s) + k2K3(S))2

n(s) = m [(—kK?(s) — k?k(s)K'(s) — k3k*(s))t(s)

+ (r(s) + ki’ (s) + k263 (s))n(s) + (k3k3(s)T(s) + kr(s)T(s))b(s)]
bigimindedir.

Teorem 2.3. a;(s) , k-sabit teget egrisinin egrilik ve burulma fonksiyonlarinin, a(s)

egrisinin egrilik ve burulma fonksiyonlar1 cinsinden ifadesi;

\/k“x“‘(s)rz (s) + k?k?(s)t2(s) + (K(s) + kKk'(s) + k2K3(S))2

r(s) = (1 + k2k2(5))*/2
D(s)
7(s) = 2
k*k*(s)t%(s) + k?k?(s)t%(s) + (K(s) + kk'(s) + k2K3(S))
bigimindedir.

2.3. k-Sabit Normal Egrisinin Frenet Catisi, Egrilik ve Burulma Fonksiyonlar:

Simdi & nin k-sabit normal egrisi olan
a,(s) = a(s) + kn(s)

egrisini gdz Oniine alalim. Bu egrinin yay uzunlugu fonksiyonu s, olsun. Bu durumda

a,(s) egrisinin birim teget vektorii
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da, ds , | ds
tn(sz) = — = (Sz)-d—s2 = (t(s) + kn (s))s2 i

= (t(s) + k(—k(s)t(s) + 1(s)b(s)) | ds
Sy d52
=((1 = kr(s))t(s) + kr(s)b(s)) | —
S, 452

elde edilir. Her iki tarafin ¢t ile nokta ¢arpimini alirsak;
ds
t,.t = (1 - kK(S))d—SZ

elde edilir. Ayn1 zamanda bu esitligin her iki tarafin1 b vektorii ile ¢arparsak,

ds
t,. b = kT(S) d_SZ
bulunur. Her iki tarafin n vektori ile carpilmasindan ise

t,n=0

esitligi elde edilir ki buradan ¢, ve m vektorlerinin dik oldugunu gosterir. Yukaridaki

esitligin her iki tarafinin normu alinirsa

len(s)ll = || (1L = c(s))E(s) + ke()b() 2| = (1 = kae(s))eCs) +

ke()b($)ll 3

= ;—; [((1 = kr(s)t(s) + kr(s)b(s)). ((1 — kr(s)t(s) +

kr(s)b(s))]"/?
= 2 [(1 = ki())? + k22 (5)]/*

bulunur. O halde ||t,,(s2)|| = 1 olacagindan

O A @) T 7G)
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olarak elde edilir. Buradan

ds 1
ds V(A — k()2 + k212(s)

bulunur.

Eger t, = n olarak alinirsa, t,(s,) vektoriinin s, ye gore tiirevinden, Frenet

formiillerine gore
ds
KTty = (—1(S)E(s) + T(5)(s)). 7
2

ds,. . .. g
bulunur. Burada —oin ifadesini yerine yazarsak,
2

_ —k(s)t(s) + 1(s)b(s)
— JA = kk(s))2 + k272(s)

n't*n

elde edilir. Bu vektoriin kendisiyle nokta ¢arpimini alirsak,

KoMy KpNy, = K2
_ 1
T (1 - kr(s))? + k212(s)
k%(s) + t%(s)
(1 — kk(s))? + k?12(s)

(=K ($)t(s) + (s)b(s)). (—K(s)t(s)

+ 7(s)b(s)) =

bulunur. Ayn1 esitlikten a egrisinin k-sabit normal egrisinin asal normal vektorii

_ —K(s$)t(s) + 1(s)b(s)
" k(1 — ke (5))? + k2T2(s)

ve binormal vektoria

t(s) + kx(s)n(s) > y < —k(s)t(s) + (s)b(s) )
V(A = k()2 + k212(5s) Ky (1 — kic(s))? + k212(s)

= ! > (kx(s)T(s)t(s) — t(s)n(s)
K, — kx(s T2(s
((1 ki (s))” + k272 ( ))

bn=tn><nn=<

+ kk?(s)b(s))
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ifadesiyle verilir.

Simdi genel durumda bir a,(s) egrisinin Frenet ¢atisin1 a(s) nin Frenet ¢atisi
cinsinden belirleyelim.
da,(s) da(s) dn(s)
P +k ke = t(s) + k(—k(s)t(s) + t(s)b(s))
= (1 — kk(s))t(s) + kt(s)b(s)

oldugunu biliyoruz. Bu ifadenin normunu alirsak;

”dan(S)“ _ J(1 _ k;c(s))z + k272(s) = A(s)

elde edilir. Buradan t,,(s) birim teget vektori;

day(s)

"0 [

(1 — kK(S))t(S) + kt(s)b(s)

J (1 - ki(s))" + k?72(s)

olarak bulunur.

b(s)

d*an(s) _
ds?

—kk'(s)t(s) + (1 — kx (s))

+ kt'(s)b(s) + kt(s)

= —kk'()t(s) + (k(s) — kr?(s) — kr2(s))n(s) + kt'(s)b(s)
ve

day(s) o d?ay(s)
ds ds?

= [(1 — kK(S))t(S) + kr(s)b(s)]
X [—kr'()t(s) + (k(s) — kr?(s) — kr2(s))n(s) + k' (s)b(s)]

= (k(s) — kr?(s) — kt2(s) — kr?(s) + k2k3(s) + k2k(s)T2(s))t(s) x n(s)
+ (kt'(s) — k?k(s)T'(5))t(s) X b(s) — k%K' (s)T(s)b(s) X t(s)
+ (kt(s)r(s) — k2k2(s)T(s) — k273(s))b(s) X n(s)
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= (—kt(s)K(s) + k2k2(s)T(s) + k273(s))t(s)
+ (=kt'(s) + k2 (s)T'(s) — k2K’ (s)T(s))n(s)
+ (k(s) — 2kK?(s) — kt%(s) + k?k3(s) + k%K (s)T%(s))b(s)

olarak elde edilir. Bu ifadenin normunu alirsak;

(—kT(S)K'(S) + k?2k2(s)t(s) + k273 (s))2 +

d d?
ags(s) % 60;:2(3) _ (—kT’(S) + k2K (s)T'(s) — sz'(S)T(s))z 4
(k(s) — 2kr2(s) — kz2(s) + k2K3(s) + k2kc(s)72(s))”
= F(s)

bulunur. Ayrica

d3a,(s) ., ANE , : ,
o5 ==~k ()E(s) — kK ()t'(s) + (' () = 2kre(s)K'(s) — 2kz(s)7'(s))n(s)

+ (k(s) — krk?(s) — kt?(s))n'(s) + k"' (s)b(s) + kt'(s)b'(s)

= —kk" (s)t(s) — kk(s)x'(s)n(s) + (K’(s) — 2kx(s)k'(s) — ZkT(s)r’(s))n(s)
+ (—K2(s) + kr3(s) + kr(s)T2(s))t(s)
+ (k(s)(s) — kr2(s)T(s) — kt3(s))b(s) + kt" (s)b(s)
— kt(s)t'(s)n(s)

= (—kx" (s) — k2(s) + kr3(s) + kr(s)T2(s))t(s)
+ (—3kK(s)K’(s) +Kk'(s) — 3kr(s)r’(s))n(s) + (k(s)1(s) — kk?(s)t(s)
— k13(s) + k1" (s))b(s)

elde edilir. Burulma hesabi i¢in gerekli olan karma ¢arpima kisaca
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da,(s) d?a,(s)\ d3a,(s)
< ds % ds? > ds3

= (—kt(s)K(s) + k2k2(s)T(s) + k273(s)) (—kx" (s) — K2(s) + kK3(s)
+ kr(s)T2(s))

+ (=kt'(s) + k2k(s)T'(s) — k2K’ (s)7(5)) (=3kr(s)K' () + K'(5)

— 3k1’(s)r’(s))

+ (1 = 2kK(s) — kt2(s) + k2k2(s) + k?k(s)T2(s)) (ke (s)T(s)

— kr?(s)T(s) — kt3(s) + k1" (s) = G(s)

dersek, a,, (s) egrisinin egrilik ve burulmasinin a(s) egrisinin egrilik ve burulmasi

cinsinden yazilis1 asagidaki gibi olur:

llan(s) X az (s)l
llan(s)II®

Kn(s) =

(kr(s) — k?k(s)t(s) — k2?13 (s))2 + (—kr’(s) + k?k(s)T'(s) — kzzc’(s)ﬂc(s))2 +
(k(s) — 2kK2(s) — kt2(s) + k2K3(s) + k2K (s)T? (s))2

3

(1 = ki(s))* + k2e2(s) &

(an(s) X an(s)-an'(s) _ G(s)

W) = T amE xa©r )

Bu egrinin birim teget vektoriinii;

_ daéls(S) (1= ke())t(s) + kt(s)b(s)
) = 1w, @ 2
| ds J(l—kk(s)) + k272(s)

olarak bulmustuk. Simdi b,,(s) ve n,,(s) vektorlerini hesaplayalim.

a5 (s) X ap(s)

Pu(S) = @) x an Gl
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(kt(s) — k2K (s)T(s) — k2T3())t(s) + (—kt'(s) + k2K (s)T'(s) — k2K’ (s)T(s))n(s)
+(k(s) — 2kK2(s) — kt2(s) + k?k3(s) + k2k(s)T2(s))b(s)
F(s)

ve

n,(s) = by(s) X ty(s)
(kt(s) — k2k(s)T(s) — k23(s))t(s) +
(k7' (s) + k2k(s)T'(s) — k' (s)7(s))n(s)
+(k(s) — 2kK?(s) — kt?(s) + k?k3(s) + k2k(s)T2(s))b(s)

1
T F(s)

! 1-k kt(s)b
xm[( — K(s))t(s)+ 7(s) (s)]
_ 1
"~ F(s).A(s)

{(k27%(s) — k3k(s)T2(s) — k3t*(s))t(s) x b(s)

+ (=kt'(s) + k2k(s)T'(s) — k2’ (s)T(s) + k2 ()T’ (s) — k3K2(s)T'(5)
+ kPk()K! (5)2(s))n(s) X £(s)

+ (=k22(s)T'(s) + k3k(s)T(s)T'(s) — k3K’ (s)T2(s))n(s) x b(s)

+ (k(s) — 2kK?(s) — kt2(s) + k2k3(s) + k2k(s)T2(s) — kK?(s)

+ 2k2K3(s) + K2k (s)T2(s) — k3K (s) — k3k2(s)T2(s))b(s) X t(s)}

1
F(s).A(s)

{(=k2t()T'(s) + k3k()T(s)T'(5) — k3K ()72 (5) )t ()
+ (—k272(s) + k3K (s)T2(s) + k37*(s) + K(s) — 3kK?(s) — kt%(s)
+ 3k2Kk3(s) + 2k%k(s)T2(s) — k3k*(s) — k3k2(s)T2(s))n(s)
+ (kt'(s) — 2k2k(s)T'(s) + k%K' (5)T(s) + k3K2(s)T'(5)
— k3k(s)K'(s)T(s))b(s)}

olarak elde edilir.

Teorem 2.4. a,,(s) , k-sabit normal egrisinin Frenet ¢atisinin a(s) egrisinin Frenet ¢atisi

cinsinden ifadesi;
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(1 — kK(S))t(S) + kt(s)b(s)

J(1 — kie(s))" + k222(s)

tn(s) =

—kt'(s) + k%K (s)T'(s)
—k?k'(s)T(s)
(r(s) — 2k?(s) — kt2(s) + k?k3(s) + k2k(s)T2(s))b(s)

(kt(s) — k2K (s)T(s) — k23 (s))t(s) + ( )n(s) +

b,(s) = F(s)
n,(s) = F(s).lA(s) {(=k%2(s)T'(s) + k3k(s)T(s)T'(s) — k3K ()T2(5))t(5)
+ (—k272(s) + k3k(s)T2(s) + k31*(s) + K(s) — 3kK?(s) — kt%(s)
+ 3k2K3(s) + 2k?k(s)T2(s) — k3K (s) — k3k2(s)T2(s))n(s)
+ (kt'(s) — 2k2k(s)T'(s) + k%K' (5)T(s) + k3K2(s)T'(5)
— k3K(s)K’(s)T(s))b(s)}
bi¢imindedir.

Teorem 2.5. a,(s) , k-sabit normal egrisinin egrilik ve burulma fonksiyonlarinin, a(s)

egrisinin egrilik ve burulma fonksiyonlar1 cinsinden ifadesi;

Kn(5)

(kr(s) — k?k(s)t(s) — k2?13 (s))2 + (—kT'(S) + k?k(s)T'(s) — kzlc’(s)ﬂc(s))2 +
(K(s) — 2kk?(s) — kt?(s) + k?k3(s) + k?k(s)1? (S))2

3

((1 — kK(s))2 + kzrz(s)> &

G(s)

Tn(s) = FZ_(S)

bi¢imindedir.

2.4. ISabit Binormal Egrisinin Frenet Catisi, Egrilik ve Burulma
Fonksiyonlar:

Simdi & nin k-sabit binormal egrisi olan
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a,(s) = a(s) + kb(s)

egrisini gbz Oniine alalim. Bu egrinin yay uzunlugu fonksiyonu s3 olsun. Bu durumda

ap(s) egrisinin birim teget vektori

d d d d
tp(ss) = %(53)-(1—;3 = (t(s) + kb’(s))s| d—; = (t(s) - kr(s)n(s))s| d_;

elde edilir. Her iki tarafin t ile nokta ¢arpimini alirsak;

bt =5 0
L =—=cC0S
b ds;

elde edilir. Burada 6, t, ile t vektorleri arasindaki agidir. Ayni zamanda bu esitligin her iki

tarafin1 b vektorii ile carparsak,
tb' b=0

esitligi elde edilir ki bu da t;, ve b vektorlerinin dik oldugunu gosterir. Her iki tarafin n

vektori ile carpilmasindan ise

bulunur. t,(s3) ifadesinin her iki tarafinin normu alinirsa
ds ds
les(ss)ll = |cecs) = krom(s) 7| = e — ke(InesMI -
dss dss
= 1 [(66) = ka(©)n()). (£(s) = kr(s)n(s)]'/?
= [+ k2 (s)]
bulunur. O halde ||t,(s3)|| = 1 olacagindan

d
% = J1+k?22(s)

olarak elde edilir. Buradan
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ds 1

dss [1+ k272(s)

bulunur.

Eger t, = n olarak alinirsa, tp(s3) vektoriiniin s; e gore tiirevinden, Frenet

formiillerine gore

ds
kpnp = (—K(s)t(s) + T(S)b(s))-g
3
bulunur. Burada ;Ts’in ifadesini yerine yazarsak,
3
—k(s)t(s) + ©(s)b(s)

Kpnp =

V14 k?12(s)

elde edilir. Bu vektoriin kendisiyle nokta ¢carpimini alirsak,

(=x()t(s) + 1(s)b(s)). (=K (s)t(s) + 1(s)b(s))

— 2 _
Tt o = Ko = T 22 (s)

_K2(8) + 7%()
14 k212(s)

bulunur. Ayn esitlikten a egrisinin k-sabit binormal egrisinin asal normal vektori

_ —k(s)t(s) + t(s)b(s)

np
Ky 1+ k272(s)

ve binormal vektori

bb=tb><nb=

<t(s) — kr(s)n(s)) y (—K(s)t(s) + T(s)b(s)>
V14 k?12(s) Ky 1+ k272(s)

1
- i (1 + k272(s)) (—kt?(s)t(s) — t(s)n(s) — kr(s)T(s)b(s))

ifadesiyle verilir.

Simdi genel durumda bir a,(s) egrisinin Frenet ¢atisin1 @(s) nin Frenet catis1

cinsinden belirleyelim.



40

dap(s) _ da(s) tk db(s)

ds ds g5 t(s) + k(—=t(s)n(s)) = t(s) — kr(s)n(s)

oldugunu biliyoruz. Bu ifadenin normunu alirsak;

||da;S(5)|| — \/m =K(s)

elde edilir. Buradan ¢, (s) birim teget vektorii;

£, (s) = % _t(s) — kz(s)n(s)
v [0~ VireTm
s
olarak bulunur. Ayrica;
d’ap(s)  dt(s) dn(s)

—kt'(s)n(s) — kt(s)

ds? ds ds
= ki (s)T(s)t(s) + (k(s) — kt'(s))n(s) — kr?(s)b(s)

ve
dap(s) y d?ap(s)
ds ds?
= [t(s) — kr(s)n(s)]
X [kK(S)T(S)t(S) + (K(s) - kr’(s))n(s) — kt? (S)b(s)]
= (k(s) — kt'(s))t(s) x n(s) — kr2(s)t(s) X b(s) — k?k(s)T2(s)n(s)
x t(s) + k?2t3(s)n(s) x b(s)
= k223 (s)t(s) + kr2(s)n(s) + (rk(s) — kT'(s) + k?k(s)T%(s))b(s)

elde edilir. Bu ifadenin normu ise

day(s)  day(s)
ds ds?

= L(s)

= \/k4r6(s) + k?2t4(s) + (K(S) —kt'(s) + kZK(S)TZ(S))Z

olarak bulunur. a(s) egrisinin s parametresine gore ti¢iincii tiirevi ise;
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_d3ab3(_s) = kk'(s)T(s)t(s) + kr(s)t' (s)t(s) + kr(s)z(s) £e)
Is ds

+ (K’(s) — kr”(s))n(s) + (K(s) — kr’(s))d:;—(ss) — 2kt(s)T'(s)b(s)

db(s)

— kt?(s) I

= (k' (s)7(s) + kr(s)T'(s) — k2(s) + kr(s)T'(5))t(s)
+ (kx2(s)t(s) + k' (s) — kr"(s) + k3(5))n(s)
+ (k(s)t(s) — kt(s)T'(s) — 2kt (s)T'(s))b(s)

= (k' (s)7(s) — Kk2(s) + 2k (s)T'(s))t(s)
+ (kk2(s)t(s) + k'(s) — kt"(s) + k3(5))n(s)
+ (k(s)t(s) — 3kt(s)T'(5))b(s)

bi¢imindedir.

ds ds? ds3
= k273(s). (k' (s)T(s) — K2(s) + 2kK(s)T'(5))
+ k2 (s). (ki ()T(s) + k' (s) — kt"'(s) + kt3(s))
+ (k(s) — k' (s) + k2K (s)T2(s)). (k(5)T(s) — 3kT(5)T'(5))

<dab(5) o dz“b(s)> . d*ap(s)

= k3K’ (s)1*(s) — k?k2(s)T13(5) + 2k3K(s)T'(s)T3(s) + k%k2(s)13(s) + kK'(s)T%(s)
— k272(s)T"(s) + k275(s) + 12(s)1(s) — 3kk(s)T(s)T'(5)
— kr(s)t(s)t'(s) + 3k21(s)(1’(s))2 + k%k2(s)13(s)
—3k3k(s)T3(s)7'(s)

= k3K’ (s)T*(s) + k?k2(s)T3(s) — k3k(s)T'(s)T3(s) + kiK' (s)T12(s) — k?12(s)1"(5)
+ k273(s) + k?(s)t(s) — 4kk(s)t(s)T'(s) + 3k2‘r(s)(r’(s))2

olarak elde edilir. Bu durumda a;(s) egrisinin egrilik ve burulmasinin a(s) egrisinin

egrilik ve burulmasi cinsinden ifadelert;
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lap(s) x ay, ()| \/k4f6(8) + k2t4(s) + (k(s) — k' (s) + k2K (s)T2 (s))2

Kp(s) = = 3
’ lay(s)|I° (1 + k2e2(s)) 72
ve
() = (ap(s) x ay(s)).ap'(s)

|}, (s) x a; (s)||
k3K’ (s)Tt*(s) + k?k2(s)Tt3(s) — k3k(s)T'(s)T3(s) + kiK' (s)T2(s) — k?72(s)T" (5)
+k275(s) + k2(s)T(s) — 4kr(s)t(s)T'(s) + 3k21(s)(r’(s))2
k*t6(s) + k?t*(s) + (K(S) — kt'(s) + k?k(s)t? (s))2

olarak bulunur. Ayrica e, (s) egrisinin birim teget vektoriini

dajs( ) t(s) kt(s)n(s)

|da (s)” Y ZZ0)

tp(s) =

olarak elde etmistik. Bu egrinin diger Frenet catisi elemanlart ise;

a,(s) X ap(s)

Pu(8) = T ) x ) ]
_ k2T (s)t(s) + kr?(s)n(s) + (k(s) — kt'(s) + k2k(s)T2(s))b(s)
\/k4T6(S) + k2t4(s) + (K(S) — kt'(s) + k?k(s)t? (s))2
ve

ny(s) = bp(s) X tp(s)

B K(s)?L(S) [k223($)t(s) + kz*(s)n(s)

+ (k(s) — kt'(s) + k*r(s)T? (s))b(s)] X [t(s) — kz(s)n(s)]

B K(S;L(s) {=k3t4(s)t(s) X n(s) + kr?(s)n(s) x t(s)

+ (k(s) — k' (s) + k2K2(s)T2(s))b(s) X t(s)
+ (—kr(s)(s) + k2t(s)T'(s) — k3k(s)T3(s))b(s) x n(s)}
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1

- K(s).L(s) {(kK(S)T(S) — k21(s)T'(s) + k3k(s)73 (s))t(s)

+ (k(s) — kt'(s) + k2K2(s)T2(s))n(s) + (—k37*(s) — kt2(s))b(s)}
olarak elde edilir.

Teorem 2.6. a,(s) , k-sabit binormal egrisinin Frenet ¢atisinin a(s) egrisinin Frenet catisi

cinsinden ifadesi;

t(s) — kr(s)n(s)
V14 k?12(s)

k23 (s)t(s) + kr2(s)n(s) + (k(s) — k' (s) + k%K (s)T%(s))b(s)

tp(s) =

by(s) =
\/k4T6(S) + k2?2t%(s) + (K(S) —kt'(s) + kzrc(s)rz(s))2
ny(s) = K(s)%L(s) {(kr(s)T(s) — k22(s)T'(s) + k3k(s)T3(5))t(s)
+ (k(s) — k' (s) + k?Kk2(s)T2(s))n(s) + (—k37*(s) — kT2(s))b(s)}
bi¢imindedir.

Teorem 2.7. ap(s) , k-sabit binormal egrisinin egrilik ve burulma fonksiyonlarinin, a(s)

egrisinin egrilik ve burulma fonksiyonlari cinsinden ifadesi;

\/k4‘[6($) + k?214(s) + (K(S) —kt'(s) + kzrc(s)rz(s))2

Kb(s) = 3/
(1 + k272(s)) 2

Tp(S)
k3K’ (s)T*(s) + k2k2(s)T3(s) — k3k(s)T'(s)T3(s) + k' (s)12(s) — k?12(s)1"(5)
+k275(5) + k2(s)1(s) — 4kr(s)T(s)T'(s) + 3k2T(s)(T'(s))2
k*t6(s) + k?t4(s) + (K(S) — kt'(s) + k?k(s)t? (s))2

bi¢imindedir.
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2.5. Ornekler

Ornek 2.8. a(s) = (p; + Svy,p, + SV,, p3 + Sv3) birim hizh dogrusunu géz Oniine

alalim. Bu dogrunun k-sabit teget egrisini hesaplayalim.
a,(s) = a(s) + kt(s)
= (p1 + SV, P2 + SV2, P35 + 5V3) + k(V4, V3, V3)
= (P11 + (s + kv, p + (s+Kk)vy,ps + (s + k)vs)
olup, a;(s) egrisi de bir dogru olur. Hatta bu egri, a(s) egrisinin baska bir
parametrelenisidir.
Ornek 2.9. a(s) = (acosi, asini, 0) , a > 0 egrisinin;

a) k-sabit teget egrisinin Frenet biiyiikliiklerini hesaplayiniz.
b) k-sabit normal egrisinin Frenet biiyiikliiklerini hesaplayiniz.

C) k-sabit binormal egrisinin Frenet biiyiikliiklerini hesaplayiniz.

Coziim: a) a,(s) = a(s) + kt(s) olarak tanimlanmigti. a(s) egrisinin t(s) teget

vektoriini hesaplayalim. a(s) birim hizli bir egri oldugundan
S S
t(s) =d'(s) = (—sin—,cos—, 0)
a a
olarak hesaplanir. Buradan a;(s) egrisinin denklemi,
s .S .S s
a.(s) = (acos o asin o 0) +k (—sma, cos = O)

S s s s
= (acos — — ksin—,asin—+ kcos—, 0)
a a a a

olarak elde edilir. Buradan;

, s k s s k s
a,/(s) =|—sin———cos—,cos———sin—,0
a a a a a a

ve
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1
, sk s\2 s k s 2\ /2
|l (s)]| = (—sm———cos—) + (cos———sm—)
a a a a a a

1+—
a? a

< k2>1/2 Nr

bulunur. Dolayisiyla egrimiz birim hizli degildir. Keyfi hizli egrilerdeki gerekli

hesaplamalar1 yaparsak;

iy 1 s k s 1 s k S
a/'(s) = —=cos—+—sin—,—=sin———cos—,0
a a a a’ a a a a

Iy 1 s k s 1 s k s
a/'(s) = — sin—+-—cos—,——cos—+—sin—,0
a a a a’ a a a a
Uy U, Us
sk s s k s 0
/ " —sin———cos— cos———sin—
a,'(s) X a,'(s) = a a a a a a
1 s k s 1 s k s
——cos—+—sin— ——sin——-—cos— 0
a a a a a a a a

a® + k?
= (00—
a

ve

a3

a? +k2\* a?+k?
a3 N

e (5) x " ()| = j 02 407 4 (

ai(s)xay (s).a,"'(s) = 0

olarak elde edilir. O halde Frenet ¢atisi;

£(5) a'(s) a ( s k s s k s 0)
s) = = —sin———cos—,cos—— —sin—,
' la' (DIl VaZ ¥ k2 a a a a a a

a,'(s) x a,"(s) a® a? + k?
b = = 0,0, = 01011
t(s) llee,'(s) x e, ()|l a? + k? a3 00.1)
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U1 UZ U3
a 0 0 1
N (s) = b(s) X t,(s) = —= s k s s k s
va? + k? —sin———cos— cos———sin— 0
a a a a a a
B a ( s+k .S s k S 0)
= cosa asma, sma acosa,

bulunur. Egrinin egrilik ve burulma fonksiyonlar1 ise;

! r az + k2
o O xa @I T 1
' EAOIE <m>3 VaZ + k2
a
- ay(s) x a (s).a;"(s) 0 ~
Y T e/ O X a OIF <a2 +k2>2 B
a3

olarak elde edilir.

b) a,(s) = a(s) + kn(s) olarak tanimlanmisti. e(s) egrisinin n(s) normal vektoriini

hesaplayalim. a(s) birim hizli bir egri oldugundan
1 s 1 s
t'(s)=d'(s) = (— —cos—,——sin—, 0)
a a a a

ve

1 s 1

1 S
')l = |5cos?—+—sin?—=—
6]l jaz o+ —sin?— = =

oldugundan
S s
n(s) = (—cos—,—sin—,O)
a a

olarak hesaplanir. Buradan a,,(s) egrisinin denklemi,
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s s s s
a,(s) = (acos—, asin—, O) +k (—cos—, —sin—, 0)
a a a a
s s S S
= (acos— — kcos—,asin— — ksin—, 0)
a a a a

olarak elde edilir. Buradan;

, s k s s k s
a,'(s) =(—-sin—+—sin—,cos———cos—,0
a a a a a a

ve

s k  s\? s k  s\? 2
e, ()] = ((—sin—+—sin—) + (cos———cos—)
a a a a a

a

2k k2 a? — 2ak + k? (a—k)?> |a-—k|
a a? a? a? a

bulunur. Dolayisiyla egrimiz birim hizli degildir. Keyfi hizli egrilerdeki gerekli

hesaplamalar1 yaparsak;

. 1 s k s 1 s k s
a,'(s) = ——cos—+—cos—,—=sin—+—sin—,0
a a a a’ a a a a

"(s) (1 s ks 1 S+k SO>
a s)=|—sin———=sin—,——cos—+ —<cos—
" a?” a a3 a’ a? a a3 a’
U; U, Us
) s+k .S s k s 0
' " —sin—+ —sin— C0S— — —CO0S —
a,'(s) Xa,"(s) = a a a a a a
1 s k s 1 s k s
——C0S—+-—cos— ——sin—+-—sin— 0
a a a a a a a a

a’ — 2ak + k? (a —k)?
= (00, . = (0,0,—=
a a

ve

(a— k)2>2 _(a—k)?

a3 a3

ey’ (s) % et " ()| = j 02 4 0% + (
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an(s) X ay(s).a,”'(s) =0

olarak elde edilir. O halde Frenet ¢atisi;

a,'(s) a s ks s k s
t,(s) = - = (—sm—+—sm—,cos———cos—,0>
lay, (DI |a— k| a a a a a

e xas) | d (a— K2
”"(s)‘||an'<s>><an"<s>||‘<a—k>2<°'°' PE )‘(O'O'”

U1 UZ U3
a 0 0 1

Tln(s) = bn(s) X tn(s) = |a 4 kl S k S S k S

—sin—+—sin— coS———coS—

a a a a a a

a s k S . s k s
= (—cos—+—cos—,—SlTl—+—Sm_rO)
la — k| a a a a a

bulunur. Egrinin egrilik ve burulma fonksiyonlar1 ise;

(a —k)*
() x "Il
Kn(s) =

a3 _
lla, ()13 " la=k]\°  la—k|
(=)
. (s) = an(s) X ay(s).a,"'(s) 0

! I - - O
llan'(s) X " ()11 ((a - k)Z)2
a3
olarak elde edilir.

) ap(s) = a(s) + kb(s) olarak tanimlanmisti. a(s) egrisinin b(s) binormal vektoriinii
hesaplayalim. a(s) birim hizli bir egri oldugundan

U Uy Us
.S S 0
b(s) = t(s) xn(s) = | *"g %% = (0,0,1)
S S

—cos— —sin— 0
a a

olarak hesaplanir. Buradan a,(s) egrisinin denklemi,

S S S .S
ay(s) = (acosa,asma, 0) + k(0,0,1) = (acosa,asma,k)
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olarak elde edilir. Buradan;
S S
a,'(s) = (—sin—,cos—,O)
a a
ve

1
llap'(s)]| = ((—sin%)z + (cos 2)2) =1

bulunur. Dolayisiyla egrimiz birim hizli egridir. Gerekli hesaplamalar1 yaparsak;

" 1 s 1 s
ay (S):<_ECOSE'_ESLTLE'O>

" 1 s 1 s
a,''(s) = ;sma,—;cosa,o

U, U, U,
s s b 1
a,($)xays)=| ""a  “a = (0,0,0)
s 1 s a
——cos— —-sin— 0
a a a’  a

ve

1% 1
llap'(s) x ap” ()|l = joz +02 + (E) =-
ay(s) X ap(s).ap'"'(s) =0

olarak elde edilir. O halde Frenet ¢atisi;

ay'(s) S s
t == (- — —
b(s) e )l ( Slna,COSa,O)

() xap(s) 1y
Do) =, Gy x a1~ <°'°' a) =001
U1 Uz U3
ny(s) = by(s) x ty(s) =| ©° s 0 ) 1

—sin— cos— 0
a a
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S .S
= (—cos —,—sin—, 0)
a a

bulunur. Egrinin egrilik ve burulma fonksiyonlari ise;

llap'(s) X ap" (Il _

(8 = T TP

~ll-

ap(s) X ay(s).ap’"'(s) 0

lay'(s) X @y "7~ (1)2 -

a

Tp(s) =

olarak elde edilir.

Ornek 2.10. a(s) = (cos 7S \/_ \/_) helis egrisinin;

a) k-sabit teget egrisinin Frenet biiyiikliiklerini hesaplayiniz.
b) k-sabit normal egrisinin Frenet biiyiikliiklerini hesaplayimniz.

C) k-sabit binormal egrisinin Frenet biiyiikliiklerini hesaplayiniz.

Coziim: a) a,(s) = a(s) + kt(s) olarak tanmimlanmigti. a(s) egrisinin t(s) teget

vektoriinii hesaplayalim. a(s) birim hizli bir egri oldugundan

, 1 1 1
t(s)—a(s)—(—T == ST?)

olarak hesaplanir. Buradan a;(s) egrisinin denklemi,

1 s 1 s 1
at(S)=<cos\/_ \/_\/_) k(—ﬁsmﬁ,ﬁcosﬁ,ﬁ)
(cosi—ismi smi+£cos— —+ k)

2 2R TR

olarak elde edilir. Buradan;

, 1 s k s 1 s ks 1
at(s)=(——sm———cos ) S C0S == )

V2 N2 2 2'\V2 A2
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ve
2

o= (-GS ) + G-+ ()

< )/z VT IZ
1+4 2

bulunur. Dolayisiyla egrimiz birim hizli degildir. Keyfi hizli egrilerdeki gerekli

hesaplamalar1 yaparsak;

a"(s)—(—1 —+L o 1sini—icosi 0)
; AR A T L N L

iz 1 s k s k
(s) —(—sm—+ C0S—,———=C0S—+ — sm

s 1
RS SR T Lk A )

| Ul U U3|
1 s k s 1 s k - s 1
——Ssin——-cos— —C0S—=—=Sin— —
a/(s)xa"(s)=| V2 V2 2 2 2wz 22";’% &2
1 s k in s 1 in s k s
——-C0S—=+——=Ssin— —-Sin—=———= — 0
22 vz 2 2R vz oz

—sin—+-c CO0S — + —sin—

_<1 s k s 1 s k s 2+k2>
AN RN A SN LW, RV R N (PN

ve

lla'(s) x a,""(s)l

(1 S+k 5)2+< 1 S+k S>2+<2+k2>2
——sin—+ —cos— 0S — sin—
2V2 W2 4 W2 w2 Nz 4 42
k* + 6k2 + 8

32

g

A n 122 2 + kz
a;(s) X a; (s).a,"'(s) =

olarak elde edilir. O halde Frenet ¢atisi;
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() a,'(s) 2 ( 1 s k s 1 s k s 1)
5) = — = ——SiN—=—=C0S—=,—=C0S —= — = Sih—,—
‘ la,' (DIl Va+kZ\ V2~ V2 2 2'V2 N2 2 2'\2

() X a,(s)
b(s) = o x @ O]

32 <1 _ s+k s 1 s
Sin— + —c0s —, ———=C05 —
k*+6k*+8\2v2 V2 4 N2 242 2
+k S 2+k2>
sin—
N NG

n.(s) = by(s) X t¢(s)

Uy

U, Us
32 2 1 3

S 1 s k. 2+ k?
sin—+—-cos— ——=cos—+—

k s
o — sin—
: 22 V2 4 2 22 N2 4 V2 42

4 2 /
KA+ 6k% +8 V4 + k2 1 s k s 1 s k s
SC0S—=  —=c0s—=—osin—

1
2 vz oW 22" 2

2"

32 2 ( 1 s N k s <2 +k2> s
: ——Cc0S—+ ——=sin—— cos —
k*+6k?+8 4 x 2\ 4 V2 42 A2

8 V2

+<2k+kg>sini —2-|-—kzsini—<2k+k3>cosi—lsini
8v2 v2' 8 V2 8v2 V2. 4 V2
k

W )

bulunur. Egrinin egrilik ve burulma fonksiyonlari ise;

[k* + 6k + 8
o (s) = lla,'(s) X " ()l _ 32 _V2Vkr+2
(s) =

e/ (I <‘/—4+k2>3 T4+ k?
2

rn 1244 2 + kz
ai(s) xai(s).a,'(s)  ~1g 2
7.(s) =

la/G) > @ @I~ K+ 6k7+8 ~ 4+

olarak elde edilir.
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b) a,(s) = a(s) + kn(s) olarak tanimlanmisti. e(s) egrisinin n(s) normal vektoriini

hesaplayalim. a(s) birim hizli bir egri oldugundan

1 S 1 S
t'(s)=d'(s) = (——cos— —=sin— 0)

2% 7 2
ve
1N = |5 cos? =+ Lsin2 =
S = —COS — sin = -
NN )
oldugundan

S
n(s) = (—cos —,—sin

505 5:0)

olarak hesaplanir. Buradan a,,(s) egrisinin denklemi,

a,(s) = (cos

S s
cos—,—sin—, 0

7R ( T

S
(cos —— kcos — ksin

5 keos gy in g~ hsin . )

<(1 — k)cos— (1 —k)sin

2 ff)

elde edilir. Buradan;

,()_<_(1—k) s (I-kK) ii)
a,'(s) = 5 smﬁ, 5 COS\/?'\/E

ve

2 2 2 1/2
, _ (1-k) s (1—k) S 1
||an<s>||—<<— 5 smﬁ) +(eos 35) +(ﬁ))

k2 —2k+2
N 2
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bulunur. Dolayisiyla egrimiz birim hizli degildir. Keyfi hizli egrilerdeki gerekli

hesaplamalar1 yaparsak;

a"(s)—( (1_k)coss (1—k) S )
n =\ = \/E'

2 N

a, (s)—( i smﬁ, N cosﬁ,O)

| U; U, U3|

(1-k) s (1-k) s 1
Sin— COS —

/) xa' )= V2 2 2 2 V2
1-k) s 1-k) . s
> NG B Slnﬁ
((1—k) s -k s a-k?
22 V2 a2z N2 vz

0

ve

1-k? (1-k)?\ N—kN2Z—2k+k?
||“n'(5)><an”(s)llz\/<2\/§) +<( 2\/5)> - lzﬁ :

o) _ (1—k>> s (A=k)V s <(1—k>>2
a,(s) Xa,(s).a (2\/_ nﬁ+< 2\/E)cos\/i— 2

olarak elde edilir. O halde Frenet ¢atisi;

£ (s) = a,'(s) V2 < -k s 1=Kk ii)
" e O Ve —2k 12\ vZ V2 V2 2z

an(s) X ay (s)
llaz(s) x an (s)l

B 2V2 <(1—k)_i (1—k) s (1—k)>
TH-kVz—2k+ R\ 2vZ V2 2z UV vz

by (s) =

1 S S
= i—(sin—,—cos—,l - k)
V2 -2k +kZ\ N2 V2
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A U Us
7 s > 1-k
Sin— —C0S — -
nn(S) (S) Xt (S) x 2 —2k + k2 (1 _ ks/_ S 1- k) \/_ S 1

N A A B

_,_ V2 (_i_(l—kY) i(_u—k)z 1) S
- ure\\ vz vz )TVl v e

S s
=+ (—cos—, —sin—, O)

V2 V2

bulunur. Egrinin egrilik ve burulma fonksiyonlari ise;

11— k|V2 = 2k + k2
< (s) = la,'(s) X a," ()|l 2V2 11—k
" len’OI1F sz 2(k*—2k+2)
(=)
55
o (s) = a,(s) X a,(s).a,"(s) _ 242 _ 4 1-k
" la, (s) X &, (s)]I2 <|1 _ k|m>2 V2 =2k + kZ
2V2

olarak elde edilir.

) ap(s) = a(s) + kb(s) olarak tanimlanmisti. a(s) egrisinin b(s) binormal vektoriini

hesaplayalim. a(s) birim hizli bir egri oldugundan

U, U, Us;
1 s 1 s 1

B(s) = _ |-=sin—= cos _(1 i_i s 1
©=t@xn@= "2V V2 f (FeinT5 o5 7= 7)
—cos—  —sin—

V2 V2

olarak hesaplanir. Buradan & (s) egrisinin denklemi,

a(s) = (cos% Sl”T ?) (\;—stn% —%cos%,%>
( - . u o k s S

=|(cos—+ —sin—, sin— — —cos

k
NN AN N AN ﬁ'ﬁ*ﬁ
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olarak elde edilir. Buradan;

, 1 s k s 1 s k
ab(s)=(——sm—+—cos—,—cos—+ sin

V2o V2 2 22\/72\/‘\/‘>

ve

st =((-Jpin ) + o hon ) ()

< )/2 VETKZ
1+4 >

bulunur. Dolayisiyla egrimiz birim hizli degildir. Keyfi hizli egrilerdeki gerekli

hesaplamalar1 yaparsak;

"(s) = ( 1 s k y s 1 - s N k s )
a,’'(s) =(—= —,—=Sin—+——=cos—,
’ R N A A R PN
"(s) (1 sk S 1 s k s 0)
ap''(s) =|—=sin—=—-—-cos—=,———=cos —=——sin—,
b 22 V2 4 V2T V2 N2 42
Uy U, Us
1 s k s 1 s k in s 1
ap'(s) X ap"'(s) = 7w BCRTTTE OV
1 s k in s 1 in s 4 k s )
2" w2 Ve 2R R V2

<1 s k S 1 s k s 2+k2>
—sin———c ,———=C0S— — —sin—,

N A N KN, RNy A RV SN
ve

llap'(s) x ap” ()l

= G eos 2 (< eos K 2y (2
2z e 2 TR e T
k*+ 6k% + 8

32
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! n 1244 2+k2
a;(s) X a;'(s).a,'"'(s) =
16
olarak elde edilir. O halde Frenet ¢atisi;
£ () a,'(s) 2 ( 1 s+k s 1 s+k 1)
s) = - = ——sin—+ =cos—,—=cos— sin
P e O VarkZN V2 Nz 20 N2'NZ V2 2 \/—\/—
a ! S X a 12 S
by(s) = 2 X & )
lleey'(s) x ap ()l
32 < 1 s k s 1 S
Sin— ——c0S—, ———=C0S —
k*+6k2+8\22 V2 4 N2 22 W2
k s 2+k2>
——sin—,
42 42
np(s) = bp(s) X tp(s)
Ul U2 U3
1 1 2 2
32 2 ) k S k S +k

—=SIN—=— —C0S — ——cos———sm—
ekt E iRz |2V2 V2 o4 vz 2z V2 4 V2

42

1 s+k S 1 s+k, S 1

——sin—=+—-c0s—  —co0S—+ =sin— —
V2O N2 2 N2 N2 N2 2 2 V2

32 2 ( 1 S k s <2 + k2> S
. ——c0s—=——=sin—— | ——|cos—
k*+6k2+8 Vatkz\ 4 V2 42 V2

<2k+k3) s 2+4+k* s +<2k+k3> s 1 s

- sin—,————sin— S— ——sin—

8v2 V2 8 V2 8v2 V2 47\
k S )

+——=cos—,0

42 2

bulunur. Egrinin egrilik ve burulma fonksiyonlari ise;

k* + 6k? + 8
e LAOLT O] IS T VT2
SN PAGTEE <m)3 EYE

2
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A 4 1444 —2 + kz
7, (5) = ap(s) X ap(s).a,"'(s) 16 2
b ey (s) X ap" ()2~ k*+6k2+8 4+ k2
— 32

olarak elde edilir.



3. SONUCLAR

1. a,;(s) k-sabit teget egrisinin Frenet ¢atisi, a(s) egrisinin Frenet c¢atisi cinsinden

asagidaki sekilde elde edilmistir:

t(s) + kk(s)n(s)

J1+Kk%K2%(s)

k2k2(s)T(s)t(s) — kr(s)T(s)n(s) + (k(s) + k' (s) + k?K3(s))b(s)

t(s) =

b.(s) =

\/k“x“‘(s)rz (s) + k?k2%(s)T?(s) + (K(S) + kK'(s) + k2K3(S))2

n(s) = (—kK?(s) — k?k(s)K'(s) — k3k*(s))t(s)

E(s)C(s) [
+ (r(s) + ki’ (s) + k263 (s))n(s) + (k3k3(s)T(s) + kr(s)T(s))b(s)]

2. a,(s) k-sabit teget egrisinin egrilik ve burulma fonksiyonlari, e(s) egrisinin egrilik ve

burulma fonksiyonlar cinsinden agagidaki sekilde elde edilmistir:

\/k‘*;c“‘(s)rz (s) + k?k?(s)t2(s) + (K(S) + kk'(s) + k2K3(S))2
(1 + k2Kk2(s))3/2

Ke(s) =

D(s)
k*k*(s)t%(s) + k?k?(s)t%(s) + (K(s) + kk'(s) + k2K3(S))2

T(s) =
3. a,(s) k-sabit normal egrisinin Frenet catisi, a(s) egrisinin Frenet ¢atisi cinsinden
asagidaki sekilde elde edilmistir:
(1 - kK(S))t(S) + kt(s)b(s)

\/(1 — kK(s))2 + k?12(s)

tn(s) =

(kz(s) — k2 (s)(s) — K*73())t(s) + ("“'ES}C)ZI,’(‘SZ)"T((?)T'(S)) n(s) +

(k(s) — 2kx?(s) — kt2(s) + k?k3(s) + k2k(s)T2(s))b(s)
F(s)

by(s) =
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n,(s) = m{(—k%(s)r’(s) + k3k(s)T(s)T'(s) — k3K (s)T2(s))t

+ (—k272(s) + k3k(s)T2(s) + k37*(s) + K(s) — 3kK2(s) — kt%(s)
+ 3k2Kk3(s) + 2k%K(s)T2(s) — k3k*(s) — k3k2(s)T2(s))n

+ (kt'(s) — 2k2k(s)T'(s) + k2K’ (5)T(s) + k3K2(s)T'(5)

— k3k(s)k'(s)T(s))b}

4. a,(s) k-sabit normal egrisinin egrilik ve burulma fonksiyonlari, a(s) egrisinin egrilik
ve burulma fonksiyonlar1 cinsinden asagidaki sekilde elde edilmistir:
Kn(S)

(kr(s) — k?k(s)t(s) — k?t3 (s))2 + (—kr’(s) + k?k(s)T'(s) — kzzc’(s)ﬂc(s))2 +
(k(s) — 2kK2(s) — kt2(s) + k2K3(s) + k2K (s)T? (s))2

(1 = k() + 1<212(s))3/2

G(s)

Ta(s) = Fz—(s)

5. ap(s) k-sabit binormal egrisinin Frenet ¢atisi, a(s) egrisinin Frenet gatis1 cinsinden

asagidaki sekilde elde edilmistir:

t(s) — kr(s)n(s)
V14 k?t2(s)

k223 ($)t(s) + kr2(s)n(s) + (k(s) — k' (s) + k%K (s)T%(s))b(s)

tp(s) =

by(s) =

\/k4T6(S) + k2?2t4(s) + (K(S) —kt'(s) + kZK(S)TZ(S))Z

1
K(s).L(s)
+ (k(s) — k' (s) + k?Kk2(s)T2(s))n(s) + (—k3t*(s) — kT2(s))b(s)}

{(kre(s)T(s) — k22(s)T'(s) + k3K (s)T3(s))t(s)

ny(s) =

6. ap(s) k-sabit binormal egrisinin egrilik ve burulma fonksiyonlari, a(s) egrisinin egrilik

ve burulma fonksiyonlar1 cinsinden asagidaki sekilde elde edilmistir:
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\/k““rG(s) + k?27t4(s) + (K(s) —kt'(s) + kzlc(s)rz(s))2

Kb(s) = 3/
(1 + k272(s)) 2

7p(5)
k3K’ (s)t*(s) + k?k?(s)T3(s) — k3K (s)T'(s)T3(s) + kiK' (s)T2(s) — k?72%(s)T" (5)
+k215(5) + k2(s)1(s) — 4kr(s)T(s)T'(s) + 3k21(s)(‘r’(s))2
k46(s) + k274(s) + (k(s) — k1’ (s) + k2k(s)72(s))”




4. ONERILER

1. Bu tez ¢alismasinda elde edilen bulgulardan yaralanarak, buradaki egrilerin herhangi bir

noktasinda Oskiilator, Normal ve Rektifyan diizlem denklemleri aragtirilabilir.

2. Bu tezde tanimlanan egrilerin 6zel durumlar1 incelenebilir. Ozel durumlarda Frenet

catilar1 ve egrilik, burulma fonksiyonlar1 hesaplanabilir.
3. Bertrand, Mainheim, involiit-evoliit egri ciftleriyle arasindaki iliskiler incelenebilir.
4. Burada tanimlanan egriler F. Klein geometrilerinin digerlerinde incelenebilir.

5. 3-boyutlu Oklid uzayinda yapilan bu arastirma, daha yiiksek boyutlarda arastirilabilir.
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