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OZET

ZAYIF DISIPATIF CAMASSA-HOLM DENKLEMININ
PATLAMASI OLAYI UZERINE

Cenk GEMICI
Yiiksek Lisans, Matematik Bolumii
Tez Danismani: Prof. Dr. Emil NOVRUZOV
Subat 2015, 90 sayfa

Bu ¢aligmada, zayif disipatif Camassa-Holm denklemi i¢in Cauchy probleminin ¢6ziimii-
niin patlamasi incelenmistir. Girig boliimiinde, inceledigimiz problem tanitilmig ve ben-
zer tipteki problemler tizerine diger yazarlarin yapmis olduklari ¢caligmalardan bahse-
dilmistir. Ikinci boliimde, bu caligmada kullanilan genel ve 6zel bilgiler verilmistir.

Uciineii boliimde,
Up — Uzt + Ul + 2kUy + AU — Upy) = 2UpUpy + Uy, t>0, ze€R,

zayif disipatif Camassa-Holm denkleminin Cauchy problemi ele alinmigtir. Bu boliimde-
ki caligmamiz yerel ¢oztimiin varligi ve tekligi ile ¢oziimiin & dispersiv katsayisina stirekli
bagliligi olmak tizere iki alt boliimde incelenmistir. Dordiincii boltimde, belli kogullar
altinda Sobolev uzayinda ele alinan problemin global ¢oziimiiniin varhgi, k& dispersiv
katsayisinin sifir ve sifirdan farkli oldugudurumlar igin iki alt boliimde incelenmigtir.
Besinci bolimde, ele alinan problemin sonlu zamanda patlamasini garanti eden yeterli

kogullar aragtirilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Zayif Disipatif Camassa-Holm Denklemi, Cauchy Problemi, Ye-

rel Coztimiin Varligi ve Tekligi, Global Coztimiin Varligi, Coziimiin Patlamasi.



ABSTRACT

ON BLOW-UP PHENOMENA FOR THE WEAKLY
DISSIPATIVE CAMASSA-HOLM EQUATION

Cenk GEMICI
Master of Science, Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Emil NOVRUZOV

February 2015, 90 pages

This study is devoted to the blow up of solutions of the Cauchy problem for the weakly
dissipative Camassa-Holm equation. In introductory chapter, the problem we studied
has been introduced and other authors’ studies done on the type of similar problems
are mentioned. In the second chapter, general and specific informations which were

used in this study are given. In the third chapter, Cauchy problem for the equation,
Up — Uggy + Uty + 2kuy + AU — Uyy) = 2UplUpy + Ullyyy, t>0, zekR,

is considered. In this chapter, our study has been investigated in two sub-sections as
local existence and uniqueness and constant commitment of solution to k dispersive
coefficient. In the forth chapter, under certain conditions global existence for problem
discussed in Sobolev space has been examined in two sub-sections for situations where
k dispersive coefficient is 0 and different from 0. In the fifth chapter, the sufficient con-
ditions which guarantee the blow-up of the solution of the problem under consideration

in finite time have been considered.

Keywords: Weakly Dissipative Camassa-Holm Equation, Cauchy Problem, Local Exis-

tence and Uniqueness, Global Existence, Blow-up of Solution.
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TESEKKUR

Tez calismamin belirlenmesi ve yuriitiilmesi esnasinda ilgi ve alakasini benden esirge-
meyen, ortaya ¢ikan her tiirlii bilimsel problemin ¢oztimiinde stirekli olarak yardimini
gordiigim, ¢aligmam boyunca ilminden faydalandigim, insani ve ahlaki degerleri ile de
ornek edindigim, yaninda caligmaktan onur duydugum ve ayrica tecriibelerinden ya-
rarlanirken gostermis oldugu miitevazi tavir, sempatik yaklagim, hoggorii ve sabirdan
dolay1 degerli tez danigsman hocam Sayin Prof. Dr. Emil NOVRUZOV’a,

Ders donemi boyunca engin bilgilerinden istifade ettigim, bizlere her konuda dene-
yimleri ile yol gosteren ve akademik bagarilari ile oldugu kadar sahsiyetleriyle de 6rnek
olan Hacettepe Universitesi Matematik Boliimiindeki degerli hocalarima,

Yagamim boyunca oldugu kadar 6grenimim boyunca da ilk ogretmenlerim olan ben-
den maddi manevi hi¢bir fedakarhigi esirgemeyen, her tiirlii sitkintima katlanan, beni ben
yapan degerlerin olugsmasindaki en 6énemli varliklarim olan ve bu ¢aligmami basgariyla
sonuclandirmam konusunda beni her daim motive eden ayrica bagarili olacagima her-
zaman inanan cefakar anneme, babama ve agabeyime,

Yasamima girdigi andan itibaren seving kaynagim olan, ¢aligmalarim boyunca tiim
nazima katlanan, ders ¢alisabilmem ve ¢aligmalarima konsantre olabilmem igin elinden
gelen destegi esirgemeyen, yiiksek lisans programimi bagariyla tamamlama konusunda
en bliylik destekcim olan, hayatin bana sundugu en biiyiik hazine olarak nitelendirdigim

ve cok sevdigim biricik esim Hillya GEMICT’ ye tesekkiir ederim.

iii



igindekiler

OZET

ABSTRACT

TESEKKUR

ICINDEKILER DIZINI

GIRIS

ONBILGILER VE TEMEL KAVRAMLAR

ZAYIF DiSIPATIF CAMASSA-HOLM

DENKLEMININ YEREL

COZUMUNUN INCELENMESI

3.1 Zayif Disipatif Camassa-Holm Denkleminin Yerel
(oztimiiniin Varhgt Ve Tekligi . . . . . .. ... ..

3.2 Zayif Disipatif Camassa-Holm Denkleminin Yerel

Coztimiiniin k£ Dispersiv Katsayisina Siirekli Bagliligi

DENKLEMIN GLOBAL COZUMUNUN VARLIGI
4.1 k= 0 Olmasi1 Durumunda Global Coziimiin Varliginin

Incelenmesi . . . . .. ... ... ...
4.2 k # 0 Olmasi1 Durumunda Global Coziimiin Varliginin

Incelenmesi . . . . . . oo
DENKLEMIN COZUMUNUN PATLAMASI
KAYNAKLAR

OZGECMIS

v

ii

iii

iv

20

20

36

42

42

o8

68

84

90



1 GIRIS

Doganin temel kanunlarinin matematiksel olarak ifade edilebilmesi ve doga olaylarinin

anlagilabilmesi i¢in one stiriilen modeller genel olarak lineer degildir. Bu ytizden olusturu-
lan bu modellerin bir ¢cogu lineer olmayan kismi tiirevli diferensiyel denklemlere dayan-

maktadir.

1830°1u yillardan itibaren bir¢ok fizik¢i ve matematik¢i lineer olmayan dalga ku-
raminin bir pargasi olan sig su rejimlerindeki tekil dalgalarin (solitary waves) hareketle-
rine matematiksel modeller olusturabilmek i¢in ¢caligmalar yapmiglardir. Bu ¢aligmalar-
da, tekil dalgalarin yayilimini ifade eden ve lineer olmayan denklemlerin baglangic deger
problemleri ele alinmig ve bu problemlerin ¢oziimlerinin varligi ve tekligi incelenmistir.

1834 yilinda Isko¢ mithendis John Scott Russell, Edinburgh yakinindaki bir kanalda
ilerleyen biiytik bir su kitlesi olarak tanimladigi bir tekil dalganin, yiiksekliginde ve
seklinde gortilebilir bir degisme olmaksizin 2 km kadar yol aldigin1 gozlemlemistir. John
Scott Russell, bu gozleminden yola ¢ikarak tekil dalgalar tizerine yaptigi calismalardan
elde ettigi tiim sonuclar1 10 yil sonra Ingiliz Bilim Geligme Kurumu’na rapor ola-
rak sunmusgtur [1]. Tekil dalgalarin en 6nemli 6zelligini Russell raporunda goyle ifade
etmistir: S1g su rejimlerinde suyun derinligine oranla daha biiyiik dalga yiiksekligine sa-
hip su dalgalari olugmaktadir. Ayrica bu dalgalar sekil ve hiz 6zelliklerini kaybetmeden
uzun mesafeleri katetmektedir. [1].

Bu caligmanin ardindan birgok matematikgi ve fizikci sig su rejimlerinde ortaya
¢ikan su dalgalarinin bu durumunu anlayabilmek icin ¢egitli matematiksel modeller
one stirmiislerdir.

John Scott Russell'in bu gozlemi teorik olarak 1895 yilinda Hollandali iki matema-
tik¢i D. J. Korteweg ve G. de Vries tarafindan ¢ahgilmigtir. D. J. Korteweg ve G. de
Vries bu olayin matematiksel teorisi iizerinde ¢aligarak suyun sig bir tabakasinin serbest
yiizeyinde iki boyutlu, tekyonlii yayilan su dalgalarinin hareketini modelleyen ve lineer
olmayan bir kismi tiirevli diferansiyel denklem elde etmislerdir. Boylece Korteweg de
Vries (KdV) denklemi, sig bir kanalin yiizeyindeki su dalgalarimin tekyonli yayilimini

ifade etmek igin matematiksel bir model olarak ortaya ¢ikmstir [2].

KdV denklemi,

up(z,t) — 6u(z, )u,(x,t) + Ugpe(z,t) =0, t>0, z€R (1.1)
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x ve t bagimsiz degiskenlerine bagh olan u(x, t) fonksiyonu igin lineer olmayan dispersiv
kismi tiirevli diferensiyel denklemdir. u(x, t) fonksiyonu,  konumunda ve ¢ zamanindaki
dalganim yiiksekligini ifade etmektedir [2].

KdV denkleminin ¢ sabit hiz ile hareket eden ve dalga formunu koruyan bir 6zel
¢ozumu

u(z,t) = f(X) = f(z = ct =)

seklinde bulunmustur. Burada ¢ dalganin fazidir ve keyfi bir sabit sayidir. Bu déniistim

sonucunda KdV denkleminin bir 6zel ¢oziimii

u(e, 1) = s sech’ {g(x ot — 5)1 (1.2)

olacak gekilde elde edilir [3].

N. J. Zabusky ve M. D Kruskal, tekil dalgalarin 6zelliklerini anlayabilmek i¢cin KdV
denklemi itizerinde kapsamli caligmalar yaparak denklemin analitik ¢oziimlerini elde
etmigler ve bu ¢oziimlerin davraniglar1 hakkinda onemli agiklamalar da bulunmuslardir.
Bu galigmalar esnasinda ¢arpigtiktan sonra hizlarimi ve sekillerini (dalga formunu) ko-
ruyan tekil dalgalar tespit etmiglerdir. Boylece N. J. Zabusky ve M. D Kruskal, sabit
bir hizla hareket ederken etkilesime giren ancak dalga formunu koruyarak kendi ken-
dini giiglendiren tekil dalgalara ”soliton”, dalga formu f(X) ile gosterilmek tizere (1.1)
denkleminin dalga formunu koruyan (1.2) ¢éziimlerine de ”soliter dalga ¢oziimleri” ya
da ”soliton ¢oziimler” adini vermislerdir [3].

Alternatif bir model olusturabilmek i¢in B. Benjamin, J. .. Bona ve J. J. Mahony
tarafindan bir ¢aligma yapilmigtir. Bu ¢alisma sonucunda KdV denklemi gelistirilerek
Benjamin—Bona—Mahony (BBM) ya da bir diger adiyla diizenli uzun dalga denklemi
olarak isimlendirilen yeni bir denklem elde edilmigtir. Ayrica bu denklemin ¢6ziimiiniin
tekligi ve kararhlig: ispatlanmigtir [4].

BBM denklemi,

Up + Uy + ULy — Uggy = 0, t>0, xeR (1.3)

seklindedir ve bu denklem de

2 1 It
u(z, t) = 31 C _ sech? (Ecx -2+ 6)

— 2 1— 2

olacak sekilde bir 6zel ¢oztime sahiptir [4].



BBM denkleminin KdV denkleminden ayrilan en 6nemli 6zelligi, BBM denkleminin
tekil dalga ¢ozlimlerinin solitonlar olmamasidir [5].

1981 yilinda, KdV denklemininin bi-hamilton yapisi tizerine B. Fuchssteiner caligmalar
yapmigtir [6].

1990’lh yilara gelindiginde R. Camassa ve D. Holm. sig sularda olusan tekil dalga-
larin hareketleri tizerine yeni bir model 6énermiglerdir. Camassa-Holm denklemi olarak

bilinen bu denklem
Uy + 2kUy — Ugyr + SUUE = 2UpUpy + Ullpyy, t>0, z€R (1.4)

suyun sig yerlerinde dalga hareketi igin alternatif bir modeldir. Bu denklemde de u(x, t)
fonksiyonu, dibi diiz bir yapiya sahip olan zemin tizerindeki suyun ¢ zamaninda ve
x konumundaki ytksekligi, k katsayisi ise pozitif bir say1 olup denklemin dispersiv
katsayis1 olarak tanimlanmigtir [7], [8].

R. Camassa, D. Holm ve J. Hyman (1.4) denklemini KdV ve BBM denklemle-
riyle karsilagtirip bu denklemler arasindaki benzer ve farkli yonleri tespit etmiglerdir.
Yaptiklar1 galigmada Camassa-Holm denkleminin diger denklemlere gore en 6nemli
farkini denklemin tekil dalga ¢oztimlerinin zirveli solitonlara, kirilan dalgalara ve diizenli
dalgalara sahip olmasi olarak aciklamislardir 8], [28].

Camassa-Holm denklemin tekil dalgalari zirve noktasina sahiptir ve tekil dalga
¢oziimleri diizglin solitonlar olup bu ¢éztimler kararhdir [8], [9], [11].

Camassa-Holm denklemi bi-hamilton yapiya sahiptir [6] ve tamamen integrallene-
bilirdir [8], [10].

Camassa-Holm denkleminin Hamilton yapist ile ilgili olan en genig kapsamli ¢aligma
A. Constantin tarafindan gergeklestirilmigtir [29].

Camassa-Holm denklemi k£ = 0 i¢in yazilirsa
Up — Ugpr + Uy = 2Uplpy + Ullpgs, t>0, z€R (1.5)

denklemi elde edilir.

(1.5) denkleminin tamamen integrallenebilirligi [13], [14] makalelerinde ele almmugtir.
Ayrica A. Constantin, H. P. Mckean ve J. Escher periyodik Camassa-Holm denkleminin
Cauchy problemi tizerine kapsamli ¢aligmalar yapmiglardir [12], [24].

Bu galigmalarin bir diger yonii ise (1.4) ve (1.5) denklemlerinin ¢6ztimlerinin pat-

lamasi (blow up) olayidir. Genel olarak zaman, sonlu bir 7" > 0 limitine yaklagtiginda
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¢Ozlimiin (uygun normda) sonsuza gitmesi olay1 “blow up” olarak adlandirilir.

Blow up konusu o6zellikle 1950’lerde Nikolay Semenov’un yaptigi ¢aligmalar sonu-
cunda elde ettigi ”zincir reaksiyon teorisi” ile ortaya ¢ikmgtir [15].

1960’larda ozellikle S.Kaplan [16], H.Fujita [17], A. Friedman [18] ve R. T. Glassey
[19] tarafindan bu konuda daha kapsaml galigmalar yapilmigtir.

A. Constantin ve J. Escher baglangig kogulunun genis bir simfi i¢in (1.4)’te veri-
len Camassa-Holm denkleminin Cauchy problemi igin global ¢oziimiiniin varligini ve
¢Ozlimiin patlama olayim aragtirarak yeni sonuglar elde etmiglerdir. Ayrica yaptiklari
caligmalarda Camassa-Holm denkleminin zayif ¢éziimiinii 6grenmislerdir [25], [27], [28].

A. Constantin, J. Escher ve L. Molinet (1.5) denkleminin Cauchy probleminin glo-
bal ¢oztimiintin varligi ve ¢oziimiin sonlu bir zamanda patlamasi tizerine aragtirmalar
yapmiglardir. Caligmalarinin sonucunda herhangi bir 7' > 0 pozitif reel sayisi ile birlikte
verilen ugy baslangic kosulu icin ug € H'(R) olmak iizere yo(x) := ug(x) — ugpee () ifade-
sinin pozitif olmasi durumunda (1.5) denkleminin u € C([0,7], H'(R)) olacak sekilde
global zayif ¢oziimiiniin varoldugunu kegfetmislerdir. Bununla birlikte, uo(z) € H*(R)
ve ug(x) tek fonksiyon olmak tizere eger g, (0) < 0 sart1 saglaniyorsa (1.5) denkleminin
Cauchy problemi icin uy baslangi¢ kosulu ile incelenen ¢oziimiiniin sonlu bir zamanda
patladigini tespit etmiglerdir [25], [26].

Camassa-Holm denkleminin tekil dalga ¢oziimlerinin varligi ve ¢oziimiin patlamasi
tizerine yeni sonuglar [20], [21], [22], [23] makalelerinde verilmistir.

P. Zhang ve X. Y. Zheng tarafindan yapilan caligmalar sonucunda Camassa-Holm
denkleminin baglangi¢ sinir deger problemi i¢in ¢oziimiin patlamasi olay1 lizerine daha
genel sonuclar ede edilmigtir [31]. Aymi yillarda, (1.4) denkleminin zayif ¢6ziimiiniin
varligi ve tekligi tizerine ¢aligmalar da yapilmaya devam edilmistir [32], [33], [34], [35],
[36].

2000 yilinda, A. A. Himonas ve G. Misiolek (1.4)’te verilen Camassa-Holm denkle-
minin bir modifikasyonu olan periyodik Cauchy probleminin yerel ¢6ziimiiniin varligini
ve tekligini ayrica ayni problemin global ¢oztimiiniin varhigini da ispatlamiglardir [37].

Y. A. Li, P. J. Olver ve G. Misiolek s > g olmak tizere H*® Sobolev uzayinda sig su
dalgalarina bir model olarak ortaya ¢ikan nonlineer dispersiv dalga denkleminde yerel
¢oziimiin varhgimi ve tekligini ispatlamiglar ve problemin kuvvetli ¢oziimlerinin sonlu

bir zamanda patlamasina neden olan baslangic kosullar: tizerine ¢caligmalar yapmiglardir



[38], [39], [40].

S. Wu ile Z. Yin disipatif terim iceren Camassa- Holm denklemini
Up — Uz + Uy + AU — Upy) = 2Uglyy + Ullggy, t>0, zeR (1.6)

ele almiglar ve bu denklemin Cauchy probleminin iyi tanimliligini, global ¢6ziimiintin
varligini ve ¢Oztimiin patlamasi olaymm galigmiglardr [41], [43], [44], [46], [47].

Ayrica L. Tian, G. Gui, Y. Liu ve Y. Zhou, Camassa-Holm denkleminin bir modifi-
kasyonu olan Dullin, Gottwald and Holm (DGH) denklemi iizerine galigmalar yaparak
elde ettikleri sonuglar1 [42], [45] caliymalarinda yaylamiglardir.

E. Novruzov, [48], [49] ¢alismalarinda zayif disipatif Camassa-Holm denklemi ile
zayif disipatif Dullin-Gottwald-Holm (DGH) denklemi igin Cauchy probleminin pozitif
kuvvetli ¢oziimlerinin sonlu bir zamanda patlamasi icin yeterli kogullar elde etmistir.

H. Qiaoyu, iki bilegenli zayif disipatif Camassa-Holm denklem sisteminin Cauchy
problemini ele alarak problemin yerel ve global ¢oziimiiniin varligini ispatlamigtir.
Ayrica sistemin kuvvetli ¢oztimlerinin patlamasi igin bazi sonuglar elde ederek kuv-
vetli ¢oztimlerin patlama hizim tespit etmistir [50].

A. A. Himonas ve C. Holliman, (k + 1). mertebeden lineer olmayan genellegtirilmisg
Camassa-Holm denkleminin baglangi¢ deger problemi iizerinde ¢aligmalar yaparak
5 > % icin H® Sobolev uzayinda, problemin lokal ¢oztimiiniin varligin1 gostermislerdir
[51].

G. Yunxi ve L. Shaoyang, modifiye edilmig iki bilegenli periyodik Camassa-Holm
denklem sisteminin s > % icin H® Sobolev uzayinda lokal ¢oztimtntin varhigini is-
patlamiglardir. Ayrica sistemin global ¢ozliimiiniin olmasi icin yeterli bir kosul elde
etmiglerdir [52].

[53], caligmasinda keyfi dispersiyon katsayili ve kompakt destekli baglangig degere
sahip olan disipatif Camassa-Holm denkleminin global ¢oziimiiniin varligini garanti
edecek ve ¢ozlimiin sonlu bir zamanda patlamasini saglayacak basit kogullar elde edil-
migtir.

Y. Wei, L. Yongsheng ve Z. Yimin, genellegtirilmis Camassa-Holm denkleminin Ca-
uchy problemi iizerinde ¢aligmalar yaparak problemin Besov uzayinda lokal ¢oztimiiniin
varhigini gostermislerdir. Ayrica problemin ¢oziimiiniin patlamasini garanti edecek bir

kriter elde etmislerdir [54].



Son zamanlarda, Camassa-Holm denkleminin Cauchy problemi ve bu problemin
yerel ¢oziimiiniin varhigi ve tekligi, global ¢ozliimiiniin varligi ile ¢oziimiin patlamasi
olay1 tizerine bir ¢ok caligmanin yapilmasina devam edilmektedir.

Bu tez ti¢ ana boliimden olugmaktadir:

Birinci boliimde, H. Dai, K. Kwek, H. Gao ve C.Qu’ nun birlikte hazirladiklar: [55]
makalesi incelenmigtir. Bu makaleye dayanarak caligilan zayif disipatif Camassa-Holm

denklemi i¢in Cauchy problemi

Up — Uggr + Uy + 2KkUy + AU — Uy ) = 2UglUpy + Ulgge, (2,1) € Qr ()
u(z,0) = up(x), reR
seklinde olup burada Qr = R x [0,7]’dir. Burada (1.7) probleminin yerel kuvvetli
¢oziimiiniin var ve tek oldugu W*P(R) uzaymda gosterilmistir. Ayrica bu boliimde,
(1.7)’de ele alinan problemin yerel kuvvetli ¢éziimiintin & dispersiv katsayisina siirekli

bagliligi da incelenmistir. Boylece k dispersiv katsayisi icin £ — 0 iken yerel kuvvetli

¢oziimin limit altindaki davranigi arastirilmigtir. Bu aragtirma,

Ukt — Ukaat + SUkUky + 2kUgye + AU — Ukgs) = 2UpaUkgr + UUkzze, (2T,1) € Qr

u(x,0) = up(z), reR
(1.8)

seklindeki problem i¢in ele alinmistir. u; bu problemin yerel kuvetli ¢oziimiidiir. Ayrica

W = U, — Ukyy allNIrsa

Wit + UpWre + AWy, = —2up, (W + k), (x,t) € Qr (1.9)
wi(x,0) = wio(x) := up(z) — uo,, (x), z€R
problemi elde edilir. Caligma (1.9) problemi {izerinden gergeklestirilmistir.

Tkinci boliimde, [55] makalesi incelenmeye devam edilmis ve (1.7)’de ele alinan
zayif disipatif Camassa-Holm denkleminin Cauchy problemi i¢in global ¢oziimiin varlig
k dispersiv katsayisinin 0 sayisina esit olmasi durumunda aragtirilmigtir. Caligmamizdaki
bu inceleme karakteristik egriler yontemi kullanilarak yapilmistir. Burada, zayif disipa-
tif Camassa-Holm denkleminin Cauchy problemi i¢in global ¢éztimiin varhigi £ = 0 igin
wo(z) = ug(x) — uges(x) > 0 olmak tizere ve wy n isaretinin degigmez olmasi kogullar:
altinda elde edilmistir.

Ayrica yine bu bélimde, Y. Zhou ve H. Chen tarafindan yazilan [56] makalesi ele

alinmus ve incelenmistir. Ilk makalede k = 0 icin ¢aligilan (1.7) problemi [56] makalesine
6



dayanarak k # 0 olmasi kogulu ile yeniden ¢aligilmigtir. Yaptigimiz ¢aligma sonucunda,
k # 0 olmasi durumunda (1.7) probleminin global ¢6ziimiiniin varhgin kesin olarak
garanti eden yeterli bir kogul elde edilmistir.

Uciineii boliimde, (1.7)’de ele alman Camassa-Holm denkleminin Cauchy problemi
icin sonlu zamanda ¢ozliimiin patlamasi olay1 ele alinmigtir. Yapilan bu ¢aligma sonu-
cunda k # 0 olmak iizere, A = 0 ve A # 0 olacak gekilde iki ayr1 durum i¢in ele alinan
problemin ¢oziimiiniin sonlu zamanda patlamasini garanti eden yeterli kogullar ortaya

konmusgtur.



2 ONBILGILER VE TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, sonraki boliimlerde kullanilacak olan bazi tanimlar, teoremler, gosterim-

ler, egitsizlikler ve sonuglar verilecektir.

Tanmim 1 (Swnarls Lineer Operator) (X, |.|y) ve (Y,]|.|ly) normlu vektor uzaylar

veT : D(T) C X =Y lineer bir operator olsun. Eger Vx € D(T) igin
1T(x)lly < Cllzllx

olacak sekilde x’e bagly olmayan pozitif bir C' reel sayist varsa T operatorine simairh

lineer operatér denir [58].

Tanmim 2 (Kapali Lineer Operator) (X, ||.||y) ve (Y, |.|ly) normlu vektor uzaylar

ve T : D(T) C X =Y lineer bir operatér olsun. Eger T 'nin
G(T)={(z,y) :2 e D(T), Tr=y}CX xY

seklinde tanamlanan grafigi X X Y normlu uzayinda kapal ise T ’ye bir kapal lineer

operator denir [58].

Notasyon 3 X wve Y normlu vektor uzaylar olsun. X ’den Y dzerine bitun lineer
dontigimlerin kimesini L(X,Y"), X 'den’Y tizerine bitin sirekli (sinirly) lineer dontgim-
lerin kiimesini ise B(X,Y) ile gosterecegiz. X 'den X dizerine bitin strekli (sinurl)
lineer déondisimlerin kimesini de B(X, X) veya B(X) ile gdsterecegiz. X ve Y normlu

vektor uzaylar ise o zaman B(X,Y) C L(X,Y) 'dir.

Tanim 4 X ve Y normlu vektor uzaylar olsun. ||.|| : B(X,Y) — R fonksiyonu
||| = sup || Tz]|
=<1
ile tanamly ise ||.||, B(X,Y') dzerinde bir norm tanimlar. Tanwml olan bu norma T 'nin

operator normu adu verilir [57].

Tamim 5 (Banach Uzay:) Bir (X, ||.||) normlu uzaydaki her Cauchy dizisi, X i¢inde
bir limite yakinswyorsa bu (X, ||.||) normlu uzayina tam normlu uzay veya Banach uzay:
ady verilir. Ya da baska bir deyisle bir normlu vektor uzayr, normdan indirgenen metrik

ile tam ise bir Banach uzayr olarak adlandurilir [59).
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Tanim 6 (Ig Carpym Uzayr ve Hilbert Uzayz) fg carpim uzay, uzerinde bir
1¢c carpwm tanimlanmas vektor uzayider. Bir Hilbert uzay ise, uzerindeki i¢ ¢arpimla

tanimlanmag metrige gore tam olan bir i¢ ¢arpvm uzayidur [58].

Tanmim 7 (L? () Uzayz) Q C R™ bir bolge ve p > 0 bir reel sayr olmak tzere, )

uzerinde

/]u(x)|p dz < 50

kosulunu saglayan u él¢ilebilir fonksiyonlarindan olusan uzaya LP () uzayr ady verilir.

LP () bir normlu lineer uzaydur ve bu uzay tzerindeki norm

1/p

oy = | [ Tuto) d
Q
bi¢iminde tanimlanir. Bu norm ile LP () uzayr bir Banach uzayder [60).

Tanmim 8 (Esasli Supremum) 2 C R™ bir bélge, u(z) : Q@ — R édlgiilebilir fonksiyon
olsun. Hemen hemen her yerde |u (x)| < K olacak gekilde sabit bir K sayist bulunabi-
liyorsa, u(x) fonksiyonuna ) da hemen hemen her yerde sinirly fonksiyon denir. Béyle

Klarm en biyik olt stnirina da |u (x)]’in esash supremumu ade verilir ve

esssup |u ()]
e

ile gosterilir [60].

Tanmim 9 (L () Uzayr) Q2 C R"™ bir bélge olmak izere, ) tzerinde édlgiilebilir ve
hemen hemen her yerde sinirly fonksiyonlardan olusan uzaya L™ () uzayr adu verilir.

L (Q) bir normlu lineer uzaydir ve bu uzay tzerindeki norm
[l e () = ess5up [u (2)]
e
bigiminde tanimlanir. Bu norm ile L (Q) uzayr bir Banach uzayidur [60).

Not 10 Yukarida verilen tanmimlarda, fonksiyon ile kastedilen sifir 6lcumlu kiime disinda

esit olan fonksiyonlardan olusan denklik sinafidir.

Tanmim 11 (L? (a,b; X) Uzays) X bir Banach uzayi, 1 < p < 0o ve —o0o < a < b < 0o

olmak tzere ,
[lu®ld < oc

9



kosulunu saglayan u : (a,b) — X dl¢ilebilir fonksiyonlarmdan olusan uzaya LP (a, b; X)

uzayr denir. LP (a,b; X') bir normlu lineer uzaydir ve bu uzay tzerindeki norm

1
p

b
ey = | [ @)1

biciminde tanimbdur. LP (a,b; X) uzayr tansmly olan bu norm ile bir Banach uzayidir

[63].

Tamim 12 (L* (a,b; X)) Uzay:) X bir Banach uzayi, p = 0o ve —00 < a < b < 00
olmak fizere olgiilebilir ve hemen hemen her yerde simrl u : (a,b) — X fonksiyon-
larindan olusan uzaya L™ (a,b; X) uzayr denir. L (a,b; X) bir normlu lineer uzaydir

ve bu uzay uzerindeki norm

[ll oo i) = €55 sup [lu ()]
te(a,b)

biciminde tanvmlidir. L (a,b; X') uzayr tanamly olan bu norm ile bir Banach uzayidir

[63].
Teorem 13 p € [1,00) i¢in LP (a,b; X)) Banach uzaydir [63].
Tamim 14 (Holder Esitsizligi) 1 < p,q < oo wve % + % =1 olsun. Eger Q C R"’de

agik bir bélge, u € LP(Q), v € L1(Q) ise

3=

1
q

/ fu(w)o(z)| dr < / ul? da / o de | = ] 1ol
Q Q

Q

esitsizligi saglanur [62].

Tanim 15 (Genellestirilmis Holder Egitsizligi) Q2 C R"’de agik bir bélge,

1<pq,... ,pmgoovepil—i— ......... +izlolsun.uk€ka(Q),k::1, ..... .M ise

esitsizligi saglanur [62].
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Lemma 16 (Cauchy-Schwarz Egitsizligi) X bir i¢ carpim uzay ve x, y € X

olsun. O zaman
[z, ) ]* < (z,2) (y,y)

esitsizligi saglanir. X bir i¢ carpim uzayr olmak tzere
1
]l = (x, )

ile tanwml olan ||| : X — R fonksiyonu X tzerinde bir norm belirttiginden Cauchy-

Schwarz egitsizligi
[{z, )| < [l 1yl

olarak ta yazlabilir [57].

Tanim 17 (Minkowski Egitsizligi) 1 < p < oo ve u,v € LP(QQ) olsun. Bu durumda
u+v € LP(Q) olur ve

lu+ ], <lull, + Il

estsizligi saglanur [62].

Tanim 18 (Young Egitsizligi) a ve b negatif olmayan reel saylar, 1 < p,q < oo ve
% + % =1 olmak tzere
Clp bq

ab < —+ —
p q

esitsizligi saglanar [62].

Tanim 19 (Zaysf Tiirev) Q2 C R™ bir bolge ve u,v € L' (Q) ve a bir ¢oklu indeks
olsun. Eger her ¢ € C§° () igin

/ (@) D6(x)dz = (—1) / o(2)(x)dx

Q Q
esitligi saglanwyorsa, v fonksiyonuna u fonksiyonunun Q béolgesinde |o|. mertebeden

genellesmis (zayif) tirevi denir ve D*u = v ile isaret edilir [62].

Tanim 20 (Sobolev Uzayr) 2 C R™ bir bilge, 1 < p < 0o ve k € N olmak iizere
kendisi ve k. mertebeye kadar tim genellegmis tirevieri LP (Q) sinifina ait olan fonk-

siyonlar uzayina WP (Q) Sobolev uzayr denir. Yani

Wk?(Q) = {uec LP (Q) | D*u € LP(Q), 0 < |a| < k}
11



seklindedir. WP (Q) Sobolev uzay bir normlu lineer uzaydur. Bu uzay tizerindeki norm,

1 <p < oo iging

lilyeniey = [ S0 / prafdr | =X 1D%ull

0<lal<k 0<|al<k

ve P = 00 1¢iN;

||u||ka°°(Q): Z esssup [D%u| = Z HDauHLOO(Q)

0<laj<k  *€ 0<|a|<k

bigiminde tanimbdir [62].

Teorem 21 WP (Q) uzay, tizerinde taniml olan [ull ey normu ile Banach uzayidir

[62].

Teorem 22 W2 (Q) uzay bir Hilbert uzaypdir ve H*(QY) ile gosterilir. Bu uzay tize-

rindeki i¢ ¢arpim u,v € W52 (Q) olmak tizere

(u, V) iz = Z /Da D% (x)dx

bi¢iminde tanimlanir [62].

Tanim 23 X ve Y normlu uzaylar ve T € L(X,Y") bir lineer donisim olsun. Eger X
icindeki her simrly {x,} dizisi i¢in'Y i¢indeki {Tx,} dizisi yakinsak bir alt dizi icerirse

(sahipse) T 'ye kompakttur denir [57].

Tanim 24 X ve Y normlu lineer uzaylar olsun. Bu durumda,

(i) X CY
(i) Her f € X icin ||f|ly < C|fllx olacak sekilde C' > 0 vardur.

kosullary saglanwyorsa X wuzayr Y uzayina surekli gomulur denir ve X — Y ile isaret

edilir [60)].

Teorem 25 2 C R™ sinarly bir bolge olsun. O zaman, 1 < p < q < 00 i¢gin
L1(Q) C L? ()

olur . Ayrica u € L7 (Q) igin

—1 —1
Q7 ([l oy < 1947 ull ey
12



esitsizligi saglanir. Dolayisiyla
L1(Q) — LP(Q)
strekli gomilmesi gecerlidir [60)].

Teorem 26 m > 1 tamsay: ve 1 < p < oo olmak tzere asaqidaki stirekli gomilmeler

gecerlidar.

(i) Eger ]l) — T >0 idse % = o — 2 icin WP (R") — L (R"),

1
P
(ii) Eger ]lg — ™ =0 ise Vq € [p,00) igin W™P (R") — LI (R"),
(iii) Eger o —™ <0 ise W™ (R") = L> (R"),

son durumda

oo d =3l 3e2
m — % — 1’den kiigiik pozitif tamsayi, % ez
ve
n
0=(m—-——-)—k
( p)
olmak tizere
o k, %géZ
m—2—1 2ecZ
p p

seklinde tanmmmlanirsa V || < v i¢in
1Dl e ey < C o
ve ayrica |a| = v i¢in h.h.y.,
IDu(z) - D*u(y)] < C fo =yl Nullymogze

olur dolayisiyla
[ull oy < Crlltellyymp gny

saglanir [61].
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Teorem 27 (Rellich-Kondrasov) Q, R" de sinarl bir bolge ve Q 'nan sinarn C* simafindan

olmak tizere asaqidaki kompakt gomilmeler gecerlidir [61].

(i) Eger p <mn ise WH(Q) — LI(Q), 1<qg<p*, p' ==&

n—p’

(ii) Eger p=mn ise Wh"(Q) — LI(Q), 1 < ¢ < oo,
(i) Eger p > n ise WP(Q) — C(Q).

Teorem 28 (Kismi jntegrasyon Formdili) Q2 C R™ agik, sinarle bir kiime ve OS2

sinar CY sinafindan olmak tizere u,v € C! (Q) olsun. O zaman, i =1,...,n i¢in

/uxivdx =— /uvxidx+ /uvnids

Q Q o0N

esitligi saglanir. Burada nt, O sinwriman dis yonli normal vektoriniin i. bilesenidir

[62].

Lemma 29 (Gronwall Egitsizligi 1) n(t), [0,T] araliginda sirekli, negatif olmayan
bir fonksiyon ®(t) ve V(t), [0,T] araliginda integrallenebilen, negatif olmayan fonksi-
yonlar olmak tzere

0 () < @()n(t) + V()
esitsizligi gecerli ise her 0 <t < T icin

t t

n(t) < expl / B(s)ds) | n(0) + / W (s)ds

0 0

olur [62].

Lemma 30 (Gronwall Egitsizligi 2) «, [ ve u reel degerli fonksiyonlar: [a, ]

araligu tuzerinde strekli fonksiyonlar ve

a) Vt € [a,b] igin B(t) > 0 olsun. Bu durumda [a,b] arahig iizerinde u fonksiyonu

icin
t

u(t) < aft) + /B(s)u(s)ds

ise

esitsizligi saglanir.
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b) Ek olarak a azalmayan bir fonksiyon ise

t
ut) < altyexp( [ B(s)ds). t€ [l
esitsizligi de saglamir [64].
Tamim 31 (Konwvoliisyon) f, g € L'(R") ve x € R™ olmak iizere

h(x) = / £ — 1)g(y)dy

seklinde tamimlanmas olan h(z) € L*(R™) fonksiyonuna f ile g fonksiyonlarmin kon-

volisyonu denir ve
h=fxg

seklinde gosterilir [61].

Teorem 32 f, g € L'(R") olmak tizere f ve g fonksiyonlarimin konvolisyonu
frg=gxf

olacak sekilde degisme ézelligine sahiptir [61].

Tanim 33 ( fyi Tanwmlilik) Kismi tirevli diferansiyel denklemlerde verilen bir prob-

lem, wverilere stirekli bagl ve tek bir ¢oziime sahip ise bu probleme 1yi tanmamlidir denir

[62].

Teorem 34 s > 3 i¢in ug(x) € H*(R) verilsin. Bu durumda (1.7)’de verilen denklemin

bir maximal T =T <)\, HUOHHs(R)) > 0 degeri ile
u=u(,uo) € C([0,7); H*(R)) N C*([0,T); H*'(R))

olacak sekilde bir tek w coziumi mevcuttur ve denklemin bu ¢ozumi baslangig degerlere

surekli baghdur. Dolayisiyla
uy — u (., up) : H* (R) — C ([0, 7); H*(R)) N C ([0, T); H*'(R))

dontsumi stureklidir ve T" > 0 olacak sekilde mevcut olan sturelerden mazimal olan:

s’den bagimsiz olarak segilebilir [46].
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Tanim 35 (Cozimdiin Patlamast) Bir baslangic sinur deger probleminde Q@ C R™ ’de
agik bir bolge ve T > 0 olmak tzere Q x [0,T) de ¢éziimiin mevcut oldugu tim T lerin
supremumuna ¢ozumun varlik araliginin uzunlugu denir. Bu sayr Tyax ile gosterilsin.
Eger Th.x = +00 ise global ¢ozim vardir, Ty < 400 wse global ¢ozim yoktur,

0 < Thax < +00 ise ¢oziim sonlu bir zamanda patlar denir [65].

Tamm 36 X vektor uzay: tizerinde bir ||.||; ve |.||, normlary tanimle olsun. Eger
Ve € X icin

mllz|l, <flelly < Mz,

olacak bi¢imde m, M > 0 sayilar varsa ||.||; normu ||.||, normuna denktir denir [59].

Tanim 37 (Daralma Dénistimii) X bir normlu vektor uzay T : X — X bir

fonksiyon olsun. Eger Vx,y € X icin
[Tz =Tyl < allz—yl

olacak sekilde bir 0 < a < 1 warsa T fonksiyonuna bir daralma (biizilme) fonksiyonu

denir [57].

Tamim 38 (Spektrum ve Rezolvent) p(T) = {\ € C: (T — \)™' € L(X)} komp-
leks saylar kiimesine T operatoriniin rezolvent kiimesi ve o(T) = C\ p(T') kiimesine
ise T operatoriniin spektrumu adv verilir. X € p(T) olmak tizere R(\;T) = (T — N )™*

operatorine T operatorinin rezolventi denir [59].

Tanim 39 (Co— Yarigrup) X bir Banach uzayr ve {T'(t)},5, ise bu Banach uzay

tzerindeki X 'den X e tanimly olan simarl lineer operatorlerin bir ailesi olsun. Eqger,
(i) T(0) = I, X {izerinde birim operatordiir.
(ii) T(t+s)=T(t)T(s), Vt,s > 0.
(iii) Yu € X i¢in imT'(t)u — w.
t—0
kosullar saglaniyorsa {T'(t)},., ailesine Cy — yarigrup denir [61].

Teorem 40 {T'(t)},5,, ailesi X Banach uzay iizerinde bir Cy — yarigrup olsun. Bu
durumda

IT@®)] < Me',  VE=0

olacak sekilde w € R ve M > 1 sabit sayilary vardur [61].
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Tamm 41 (Cy— Yarigrubunun Ureteci) X bir Banach uzay olmak tizere {T(t)} >0

ailesi bu uzayda tanwmlb bir Cy — yarigrup olsun. Bu durumda

D(A) = {u €X: limw vardzr}

t—0

Au = limw7 u € D(A)

t—0
olarak verilen A : D(A) C X — X lineer operatorine {T(t)},5, yargrubunun dreteci
denir [61].

Teorem 42 X, bir Banach uzayr olmak iizere {T'(t)},5, ailesi bu uzayda taniml bir
Co—yarigrup olsun. Eger A : D(A) C X — X lineer operatori {T(t)},~, yargrubunun
bir ureteci ise

(i) D(A), X’de yogundur. ( D(A) = X )
(ii) A kapali bir lineer operatordiir [61].

Tanim 43 (Daraltma Yarigrubu) X, bir Banach uzayr olmak tzere {T'(t)},5,
ailesi bu uzayda tanwmly bir Cy — yarigrup olsun. Eger her t > 0 i¢in [|[T(t)] < 1

ise {T(t)},59 Co — yarigrubuna daraltma yarigrubu denir [61].

Teorem 44 (Daraltma Yarigrubu icin Hille- Yosida Teoremi) A, X Banach
uzayr uzerinde sinarl olmayan bir lineer operator olsun. Bu durumda A, bir daraltma

yarigrubunun tretecidir ancak ve ancak
(i) A, kapali bir lineer operatordiir.
(ii) A, X Banach uzaymda yogundur.

(iii) A'min rezolvent kiimesine ait olan VYA > 0 i¢in R(\; A) = (A — A)~! bir siurh

lineer operatordiir ve

IR A = [|(A — 4)7| <

> =

esitsizligi saglanir [61].

Teorem 45 (Hille-Yosida Teoremi) w > 0 olmak tzere A, X Banach uzay ize-

rinde tanamly bir lineer operator olsun. A lineer operatori,
[T <e, V>0

ozelligini saglayan bir Cy — yarigrubunun tretecidir ancak ve ancak
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(i) A, kapali bir lineer operatordiir.
(ii) A, X Banach uzayinda yogundur.

(iii) A’nin rezolvent kiimesine ait olan YA > w icin R(\; A) = (Al — A)~!
operatori vardir ve

1
. _ . -1
1RO Al = | = A7 < - —

esitsizligi saglanir [61].

Simdi ise Kato Teoremini ifade edelim.

X ve Y Banach uzaylar1 olmak tizere Y, X'e siirekli ve kompakt gomiilsiin ve
L Y — X dontigimii Y'den X {izerine bir izomorfizma olsun. Asagidaki Cauchy

problemini ele alalim ve bu problem igin (1 —4) kogullarinin saglandiginm kabul edelim.

@4 A(v)o = f(v), t>0,

(A1)
v(0) = vy.

1. y € Y olmak tizere X’de tanimh lineer A(y) doniigiimii i¢in VM > 0 sayisina
karsilik gelen dyle bir [ reel sayisi vardir ki ||y|| < M olmak iizere —A(y) ope-

ratori bir {e_tA(y)} Co — yarigrubu tretir ve

t>0’

—tA(y < Pt

)HL(X) = vt > 0.

le

2. y € Y olmak iizere A(y) : Y — X smrh bir lineer operator (A(y) € L(Y, X)) ve

max {||y|ly , |||y} kiimesine bagh olan 14 sabit sayilar: icin
1(A(y) — AR wlly < pally —2lx lwly,  Vy.z,weY.

3. VM > 0 vey € Y icin |ylly, < M olmak iizere p;(M) sabit sayismin pozitif

oldugu durumlarda Yw € Y igin

[(LAQy) — A) L)L w| < (M) [Jw]x -
18



4. VM > 0,icin f: {y €Y : |lylly, < M} = Y fonksiyonu smirh ve 5 ile pg sabit

sayilari sirasiyla max {||y|| x , [|2]| x } ve max {||y|ly ,||2]ly } kiimelerine bagh olsun.

Bu durumda

1f () = f()x < p2lly = 2llx Yy, z € X.

1f ) — f)ly < wpslly—zlly Vy,z €Y.

Teorem 46 (Kato Teoremsi) (1—4) kosullarin saglayan (A1) problemini ele alalvm.
Keyfi vg € Y igin sadece ||vo||y ye bagl olan bir T > 0 sayist ve (A1) probleminin

ve C0,7];Y)NnCY[0,T]; X)

olacak sekilde bir tek ¢ézimi vardwr. Ayrica problemin ¢ézimi v(t), Y normuna gore

v(0) = vy baslangig degerlere sirekli baghdur [66].
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3 ZAYIF DISIPATIF CAMASSA-HOLM
DENKLEMININ YEREL
COZUMUNUN INCELENMESI

Bu boliimde, agagida verilen zayif disipatif Camassa-Holm denkleminin Cauchy prob-

lemi incelenmigtir:

Up — Uggr + Uy + 2KkUy + AU — Uy ) = 2Uplpy + UWlggy, (2,) € Qp
u(z,0) = up(x), reR

(3.1)

Burada, s > 3 i¢in ug(x) € H*(R) problemin baglangig degeri olup A > 0 sabit sayisi
igin A(1—902)u = A(u—1u,,) olacak sekilde ifade edilen terim, denklemin disipatif terimi

ve k # 0 sayist ise denklemin dispersiv katsayisidir. Ayrica Qr = Rx [0, T dir.

3.1 Zayif Disipatif Camassa-Holm Denkleminin Yerel
Cozimiinun Varligi Ve Tekligi

Bu alt boliimde, (3.1) probleminin yerel ¢dziimiiniin varligi ve tekligi ile ilgili teorem
ve onermeler verilecektir.
Bu incelemeler, (3.1)’de ifade edilen problemde w = u—u,, alinarak gergeklestirilecektir.

(3.1)’de verilen problemin denklemini
Up — Uggy + 20ty + utty + 2kuy + AU — Upy) = 2Uglyy + Ullgyy
olarak yazabiliriz. Buradan
Up — Uggp + Uy — Ullggy = —2UlUy + 2UplUpy — 2kUy — AU — Uyy)
denklemine ulasilir. Boylece
(U — Uz ) + (U — Uy )y = —2Up (U — Uy + k) — MU — Upy)

denklemi elde edilir. Yukaridaki son denklemde w = u—1u,, kullanilir ve ug(x) baglangig

kosulu ile birlikte yazilirsa

wy + uw, = —2u(w + k) — Aw, x,t) €
: (w+) (.0) € Qr 1o

w(z,0) = wo(z) := ug(x) — up,, (r), x€R

20



problemi elde edilir.

p > 2ic¢in X = LP(R), Y = W?P(R) olsun. D = 9/dz tiirev ve Id birim ope-
ratorii olmak iizere £ =Id — D* olacak sekilde tamimlansin. Bu durumda V — X
gomiilme doniigimii stirekli ve kompakttir. Ayrica £: Y — X dontigimii izomorfiktir
[55].

Simdi, (3.1.2) probleminin yerel ¢éztimiiniin varhgimi ve tekligini ispatlayabilmek
i¢in kullanacagimiz teoremi ifade etmeden 6nce sonu¢ degerlendirmesinde goz oniinde

bulunduracagimiz lemmay1 verelim.

Lemma 47 p > 2 olmak tizere Yo € Y = W?P(R) olsun. Bu durumda,
My = min {1, \/%} 1cin

My

2 0l < (104 = D)z < 2 l0llyangey (3.1.3)

esitsizligi saglanar.

Ispat. Oncelikle (3.1.3) esitsizliginin sag tarafini ispatlayalim. Bunun i¢in normun

liggen esitsizligi 6zelliginden yararlanacagiz. Bu durumda
o = veelly < ol +llowel, (31.4)
olmak iizere (3.1.4) egitsizliginin sag tarafini, LP(R) uzaymda norm tanimindan
1 1
p p
ol + ol = (1012, )7+ (lowall, )
olacak sekilde yazabiliriz. Yukaridaki esitligin sag tarafina
1 1
ar +br» <2(a+b)r, p>1, a,b>0 (3.1.5)
esitsizligini uygulayarak diizenleyelim. O halde

1 1 5
(HUHZL)MR))I) + (HUMHIL)p(R))p = 2 (HUHZ;P(JR) + HUMHIZP(R))p

olacaktir. Son egitsizligin sag tarafini, parantez i¢indeki ifadeye ||v,||”  terimini ekle-
LP(R)

yerek kuvvetlendirirsek

Jun

Pl sl , <2 (07, + el +lewal?, )

LP(R) LP(R)
=2 HU”WM(R)
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esitsizligi elde edilir. Dolayisiyla

10 = vaall ey < 20l w2n ey

LP(R)

esitsizligine ulagilir. Boylece (3.1.3) egitsizliginin sag tarafinin ispat1 tamamlanmig olur.
Diger yandan, (3.1.3) te verilen egitsizligin sol tarafim ispatlayayabilmek igin ||v]| ,
LP(R)
HU”””LP(R) ve ”U””LP(R) terimlerinin ||v — vaLp(R) 'den kii¢iik oldugunu gostermeliyiz.
Bu nedenle ||v,,||  terimini
LP(R)
HU:MHLP(R) = [[vge —v + U”LP(R)

e N L (3.1.7)

LP(R)

olacak sekilde yazabiliriz.

Simdi ise ||vg|] terimi i¢in kismi integrasyon formiilii kullanilirsa
LP(R)

H%HZ(R) _/!vz|pdx— /vz\vx]p_%xda;
R

R
— —/v (|vgg|p_2 vx)xdx = —/v (|v$|p_1)$dx
R R
= —(p— 1)/vvm |vp P2 d
R
<G| [ovlelta] . pz2 (3.0.8)
R

esitsizligine ulagilir. Elde edilen (3.1.8) esitsizligine genellegtirilmis Holder esitsizligi
uygulanirsa

1 1 -2
-2 p ..
< G-Vl Bl Bl (5434222 = 1ign)

ol ,
) R) LP(R)

olacaktir. Boylece

loa "7 < (p = 1)

- ol sl
®) LP(R) LP(R)
esitsizligi yazilabilir. Buradan ise
2
locl?, <=Vl Nowell,

veya

1 1
loall, < V= TI0IE, ol

LP (%) )
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esitsizligine ulasilir. Son egitsizlikte Young esitsizligi kullanilirsa

VP

—1
leall,, <= (ol +lveell, ) (3.1.9)

esitsizligi elde edilir.
Aslinda v € W%?(R) oldugu bilindiginden (3.1.3) esitsizliginin sol tarafinin ispatini
sonuclandirabilmek igin

o] <0 = g | (3.1.10)

LP(R) LP(R)
esitsizliginin dogru oldugunu gostermek yeterlidir. O halde (3.1.10) esitsizliginin

dogrulugunu gosterelim. Bunun icin
V—Upp = f (3.1.11)
isaretlemesini kullanacagz. (3.1.11)’de verilen esitligin her iki tarafim v [v|"~? ile carpalim

ve elde edilen sonuca R iizerinde integrasyon uygulayalim. O halde

/vv v|P ™2 dx — /vmv w|P~? dx = /fv v|P ™2 dx
R

R R

olacaktir. Burada kismi integrasyon formiiliinti kullanirsak

/|v|pd3:+/(p— D2 [u]P? dx = /fv|v|p2da:
R R R

esitligine ulagilir. Son esitligin sag tarafina Holder esitsizligini uygularsak

1 p=1
’ 1 p—1
oy, < | firae) ( fura) =i, et (G2t =1)
LP(R) LP(R) LP(R) p P
R R
bulunur. f = v — v,, oldugundan son esitsizligi

D < _ p—1

= R

olacak gekilde yazabiliriz. Bu durumda

ol <o = el

esitsizligi elde edilir. Boylece (3.1.10) esitsizliginin dogrulugu gosterilmis olur.
Son egitsizlik kullamlarak sirasiyla (3.1.7) ve (3.1.9) esitsizlikleri iistten

degerlendirilirse

(3.1.12)

HUMHLP(]R) <|v— Um”LP(R)

ol < 20— vl
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ve

!

p—1
leall,, <= (ol +lvwll, )
E (= vl 4200 = vl )
2 T e ) T Lp ()

3
< SVp—1lv - vl (3.1.13)

LP(R)

—_

IN

esitsizliklerine ulagilir. Sonug olarak (3.1.10), (3.1.12) ve (3.1.13) degerlendirmelerine
gore

My

, 2
6 ||U||W27P(]R) < ||U_Uxx||LP(]R)7 My :mln{l,?}

esitsizligine ulagilir. Boylece (3.1.3) esitsizliginin sol tarafi da ispatlanmig oldugundan
lemmanin ispati tamamlanmig olur. m

Yukaridaki lemmaya gore Y = W?2?(R)’nin normu

Iylly =y = veallx = 1LYl x,  YyeV (3.1.14)

olacak sekilde tanimlanabilir. Bunun sonucu olarak £: Y — X doniigimi bir izomet-
rikli izomorfizmdir. £71, £ déniigiimiiniin tersi olmak iizere w = L(u) = u — Uy,
ve u = L7'(w) kullamlarak (3.1.2)’de verilen problemin denklemini diizenleyebiliriz.

Yukarida ifade ettigimiz gosterimleri
wy + uw, = —2uz(w + k) — Aw
denkleminde kullanalim. Bu durumda,
wy + L7 (w)Dw = —2 (L7 (w)) (w+k) = dw (3.1.15)
denklemi elde edilir. Burada sadelik i¢in (3.1.2) problemi,
Aw)=L Y w)D  ve  Flw)=-=2(L"(w)), (w+k)—Iw

isaretlemeleri kullanilarak diizenlenirse

w + A(w)w = F(w), (2,1) € Qr (3.1.16)
W |1=0= wo(z), z€R

problemine ulagilir.Béylece agagidaki teorem (3.1.16) probleminin dolaysiyla (3.1.2)

probleminin yerel ¢oziimiiniin varhigini ve tekligini ifade etmektedir.
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Teorem 48 Eger wy € W?P(R) ise ||w0HW2,p(R) ye baglh olan bir T > 0 sabit saiyst

vardur, dyleki (3.1.16)°da verilen baslangig deger probleminin
C ([0,7);W=P(R)) N C* ([0, T); L*(R))

uzaymda ¢ozimi var ve tektir. Ayrica problemin ¢ozimi olan w, W*P(R) normuna

gore baslangi¢ degerlere stirekli baglidar.

Teorem 48’1 ispatlayabilmek igin [66] sonucunu kullanacagiz. Diger bir ifadeyle Kato
teoreminin kosullarmin saglandigini gosterecegiz. Bu amagla Teorem 48’1 iki lemmaya

ayirarak ispatlayacagiz.

Lemma 49 VM > 0 i¢in sabit bir B reel saysi vardur ki Yy € Y ve ||yl < M olmak

tizere —A(y), X uzayinda {e_“‘(y)} Co — yarigrubunun turetecidir ve

t>0"’

GO L e 120

le
esitsizligini saglar.

Ispat. [ 1. Kogulun Ispat1 ] A(y)’ nin kapali bir lineer operatér oldugu aciktir. Hille-
Yosida Teoremi [61] geregince A(y) kapali lineer operatoriiniin rezolvent kiimesine ait

olan VA € p(A(y)) i¢in

1
<——  WAsw (3.1.17)

[(ATd + A(y))_lHXaX =N _

esitsizligini saglayacak sekilde bir w € R oldugunu gostermek ispat icin yeterlidir.

Vy €Y, |lylly <M ve f,g € X olmak tizere
(A\ld+A(y) " g=f

veya
M+HAWYf =9

denklemlerini géz 6niinde bulunduralim. Burada A(y) = £7(y)D kullanilirsa

M+Ly)Df =g

veya

MAL Y=g (3.1.18)
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elde edilir. (3.1.18) esitliginin her iki tarafim | f|” 2 f ile carparsak

AP+ L2 =gl f

bulunur. Son esitligin her iki tarafinin R iizerinde integralini alalim. Bu durumda,

/ A IFIP2 fde + / L) fo | f1P2 fo = / g1/ fdu
R

R

R
/ AfP de + / L) |2 f fude < / gl |72 || da
R

R R
AR/If!pdx*%/‘cl(y)(\f!”)mdwéélf\p_l |9 d

R
elde edilir. Son esitsizlikte, Holder esitsizligi ile esitsizligin sol tarafindaki ikinci terime

kismi integrasyon formiilii uygulanirsa

1 -
M =5 [ alaP do < 171 lol

R

elde edilir. Boylece,

1 _
(A= Zsup (6t ) 1A < LA il

P zeRr

esitsizligine ulagilir. Ayrica son esitsizlikte, w = ]l)sup |(L7y(x)),| alimirsa
zeR

IfI P <

1

veya

Il 1
loly = —w)

egitsizligi elde edilir. Burada f fonksiyonunun esiti yerine yazilirsa

|(ATd+ A(y) " 9| _ 1
9l x T (A w)

olacaktir. Yukaridaki egitsizligin sol tarafinda supremuma gecersek

Md+ A(y)) ™ 1
s ( W) 9l -
0llglex 9l x (A —w)

esitsizligine ulasilir. Son esitsizlikte operator normunun tanimi goz oniine alindiginda

|(AMd+ Ay VA > w

))_1HX—>X S ()\ _ w)’
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esitsizligi elde edilir. Dolayisiyla (3.1.17) esitsizliginin dogrulugu gosterilmis olur.
Simdi, M > 0 ve |ly|ly, < M olmak tizere Vy € Y igin sup |(L 'y(2)),| ifadesini
z€R
iistten degerlendirelim.

xT

@l = o [ (67 () (27 @]

—00
olarak yazlabilir. Burada Lu = y = u — uz,ve L'y = u olmak iizere u,, terimi yalniz
birakilirsa

esitligine ulagilir. © = £y son eglitlikte kullanilirsa

(L) =—y+Ly

xrx

olacaktir. Son esitlik integralde yerine yazilirsa

T

(@l =p| [yt £y (€ o] ds

elde edilir. Elde edilen bu son esitlikte, Holder esitsizligi kullanilarak integral hesap-

lanirsa
(£ @) < p (il + 127 12 0]

esitsizligine ulagilir. Burada (3.1.10) ve (3.1.13) egitsizliklerinden ||[L7'y|ly < [lyllx
ve [[(L7'):llx < llylly oldugu bilinmektedir. Bilinen bu egitsizlikler, yukaridaki son

esitsizlikte yerlerine yazilirsa

(L7 y(@))a]” < Uyl + Iyl I

< 2pM MP~! = 2pMP
olarak bulunur. Dolayisiyla,

sup [(£7'y(x)).| < (2p)7 M

z€R

esitsizligi elde edilir. Boylece, f = %(Zp)%M sabit sayisi ile Kato Teoremi'nin 1. kogulunun

saglandigl gosterilmis olur. Sonug olarak bu durum lemma 49un ispatin1 tamamlar. m

Lemma 50 Kato Teoremi'nin 2., 3. ve 4. kosullari (3.1.16)°da ifade edilen problem
i¢in saglanar.
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Ispat. [ 2. Kogulun Ispati ] (3.1.16)’da verilen problem i¢in Kato Teoremi'nin 2.
kosulunun saglandigini ispatlayacagiz. Oncelikle Vy € Y icin A(y) : Y — X doniigiimiiniin
stmirh bir lineer operator oldugunu gosterelim. Her v € Y igin A(y) = £~ (y)D olmak

uzere

A% = || £ () Doy

= [[£7 (el
= /vg (L7'y(2))" da

elde edilir. Yukaridaki egitlikten

Al < el [ 16yt ds
R

3=

ol / £y (o)|! de
R

= llvall [|£71y[[%
esitsizligi elde edilir. Dolayisiyla
| Aol < ol 127yl

olacaktir. Son esitsizlikte

[0zl o < Clvlly
Sobolev gomiilme teoremi (teorem 26) kullanilarak
lA@wlk < Clloll £yl

egitsizligine ulagihr. Son esitsizlikte Y = W?2P(R) uzaymmn tanmm ve (3.1.14) kul-

lanilarak elde edilen

1275 < 127, = vl < llylly (3.1.19)

esitsizligi goz ontinde bulundurulursa

[A()ollx < Cllvlly llylly

esitsizligi elde edilir. Boylece son esitsizlikten A(y) nin simirli bir lineer operator oldugu

gosterilmig olur.
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Ayrica y, z, w €Y igin

() = Al = [ 167y - £ jup do

< flwallfe 1£77 = £722]1%
olacaktir. Burada operatoriin lineerlik 6zelligi kullanilirsa

1(A(y) — A)wl < lwallf | £7Hy = 2)|x
esitsizligine ulagilir. Son egitsizlige Sobolev gémiilme teoremi ile (3.1.19) esitsizligi uy-
gulanirsa

1(A(y) — A)wls < Cllwlly (v — 2%

esitsizligi elde edilir. Elde edilen bu esitsizlik sonucunda (3.1.16) problemi i¢in Kato
teoreminin 2. kogulunun saglandigi gosterilmis olur. m
Ispat. [ 3. Kogulun Ispat1 ] (3.1.16)'da verilen problem i¢in Kato Teoremi’nin 3.
kogulunun saglandigimi gosterecegiz. Ancak bu kogulun saglandigin1 géstermeden énce
ispatta kullanacagimiz egitlik ve egitsizlikleri ifade edelim.

w=Lu=1u—uy ve L7'w = u olmak {izere
(L7MW)ze = (L7 w4 (3.1.20)

esitligi saglanir.

Sobolev gomiilme teoreminden

1£79) Ml < 11C£79) Ml
ve
127l e < €7 0l
oldugu bilinmektedir. Yukaridaki esitsizlikler taraf tarafa toplanir ve sabit bir C' > 0

say1s1 icin Sobolev gomiilme teoremi goz Oniine alinirsa
127 9) e + 11270 e < 127 0l + 127 e[y
< Cllcyly
olacaktir. Son esitsizligin sag tarafina (3.1.19) esitsizligi uygulanirsa

1£79), e + 1270 e < C L[
= Cllylly
< Cllylly (3.1.21)

29



esitsizligi elde edilir.

Sobolev gomiilme teoreminden

lyll = < Clylly (3.1.22)
ve
(£ )|l < [|£71w]], (3.1.23)

esitsizlikleri yazilabilir. (3.1.23)’te ifade edilen esitsizlige (3.1.19) uygulamrsa
(L7 )| <||£71w]|y = wlly (3.1.24)
esitsizligine ulagilir. Yine (3.1.19) esitsizliginden
£ w]| < llwllx (3.1.25)

oldugu bilinmektedir.
Tim bu hazirliklardan sonra ispata gegebiliriz. VM > 0ve Vw, y € Yicin |ly[l,, < M

olmak tizere

[(LA(y) — A(y) L)L w]|

= |[£ (AL w) = A(y)LL wl|

= [[A) L™ w — (Ay) L7 ), — Al)w|

= |7 y(L7 W) — (L7 WL w)),, — L7 (W) wal|

(
= Hﬁ_ly(ﬁ_lw)x —[(£'y), (L), + (£71) (L), ] — L7 (y)w,
(

z X

=Ly (L w), —

_E_l (y)wx HX

L7y) (L7'w)e —2(L7Y) (L7'W)ew — (£71) (£L7'0) 000

son esitlikte (£L7'0) 400 = (L7 0g,), = (L7'w —w), = (L7'w), — w, esitligi yerine

yazilirsa
[(LA(y) — A(y) L)L w]|
= |7 y(L7 w)e — (£7'y), (L7w)e —2(L£71y), (L7W) a0

- (‘C_ly) [(‘C_lw)x - w:r;] - ‘C_l(y)waX
= H'C_ly(*c_lw)x - (‘C_ly)m; ([’_lw)x -2 (['_ly)m (‘C_lw)a::c - (‘C_ly) (‘C_lw)a:”X
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olacaktir. Son esitligin ikinci ve tigiincii terimine (3.1.20) uygulanarak gerekli

diizenlemeler yapilirsa

[(LA(y) = A(y) L)L ]|

= [|£7 (L7 w0)e = (£70yw0) (L7 w)e = 2(L£71) (L7 wae) = (£L71y) (L7 w0)a[
= [[£7' (Y = Yaa) (L7 W) = 2(L7y) (L7 w0a) — (£7'y) (£71w)a |

= [|£7 Ly(L w)e — 2 (L71Y), (L7 wee) — (£71y) (£7w)a ]|

= ||w(L7 w)e = 2 (L), (L7 waw) — (£L71y) (L7100 ||

egitligine ulagihr. Yukaridaki esitligin sag tarafina 2 (£ 'y) (£ 'w) terimini ekleyip

¢gikaralim. Bu durumda

|(LA(y) — A(w) L)L wl|

= [[y(L7 w)e — 2 (L), (L7 1w00) + 2 (£71y), (L710) = 2 (L71y), (L710)

— (L) (L7w) |

= Jy(L7 w)e +2 (L71), (£7 (w = wee)) — 2 (£7'y), (L7 w) — (L7') (£7"w) |
= ly(Lw), +2(£71y), (L7 Lw) = 2(L7y), (£71w) — (£7') (L7 w), ]

= |[y(L 7 w)s +2 (L), w2 (L), (L7w) — (L71y) (£7w) | (3.1.26)

esitligi elde edilir. (3.1.26)’da normun tiggen esitsizligi 6zelligi kullanilirsa

I(LA(y) — Ay) L)L ]|,
< ly(£7 )| +2[[(£71y), w| +2[[(£71y), (£710)|

+[[(£7y) (L) (3.1.27)

esitsizligine ulagilir. (3.1.27)’de elde edilen esitsizliginin herbir terimini sirasiyla incele-
yelim.
Birinci terim,

ly(£7 w)el[ ¢ < Myl 1€ )|

olarak yazlabilir. Burada son egitsizlige (3.1.22) ve (3.1.24) uygulanirsa
(L7 w)e]| ¢ < Cllylly [[wllx (3.1.28)
esitsizligi elde edilir.
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Ikinci terim,
201(£7 "), wlly <2[1(£7), ||, llwllx

seklinde olup (3.1.21) uygulamrsa
2[(£71y), wlly < 2Clylly llwllx (3.1.29)

esitsizligi elde edilir.

Uciincii terim,
2([(£71y), (L7w)|, < 20[(£7"), || 1£7 0]l
seklindedir. Son esitsizlikte (3.1.21) ve (3.1.25) kullanihirsa
2[(7), (L7 w)|| < 2C Iyl lwlly (3.1.30)

esitsizligine ulagilir.

Son olarak dordiincii terim,

le7 (L )l < 1€y [1(£7 )] [

olacak gekilde yazilabilir. Yukaridaki esitsizligin sag tarafina (3.1.21) ve (3.1.24) uygu-
lanirsa
[£7 (L7 w)e] [ < Cliylly lwlly (3.1.31)
esitsizligi elde edilir.
Yukarida (3.1.28)’den baslayip (3.1.31)’e kadar parca parca inceledigimiz esitsizlikleri

diizenli bir gekilde yazalim. Bu durumda

[(LA(y) — A(y)L) L ]|

< (L w)al[ + 2[| (L) wll +2[[(£70), (L7 )| + [[(£719) (£ w)a|
< Clylly lwllx +2Clylly llwllx +2C lylly [wllx + Cllylly llwllx

= 6C [[ylly [lwllx

< 6CM [Jw]|

= (M) [Jwl] x

olacaktir. Boylece pq (M) = 6C'M olmak tizere Kato Teoremi’nin 3. kogulunun saglandig

gosterilerek ispat tamamlanmig olur. m
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Ispat. [ 4. Kosulun Ispat1 | Burada (3.1.16)’da verilen problem icin Kato Teoremi’nin 4.
kosulunun saglandigim gosterecegiz. Ispata ge¢cmeden 6nce kullanacagimiz esitsizlikleri
ifade edelim.

Operatoriin lineerlik ozelligi ile (3.1.19)’dan

e ) = £7 )l = €71 = )l
<[ = w2y
= (v — v2)llx
< [y — w2)lly (3.1.32)

olacaktir. Sobolev gémiilme teoremi ile (3.1.19)’dan

17 w))all i < 170001y = vl (3.1.33)

esitsizligi elde edilir. Ayrica (3.1.14) esitsizligi ile Y uzayimin tanimi géz 6ntine alimrsa

127 e — )|y “E 12 — v)allx < llvs — willy (3.1.34)

esitsizligine ulasgilir.

Yukaridaki hazirliklardan sonra ispati1 gergeklestirebiliriz. Vy;, yo € Y igin

1F(y1) — F(yz)Hx

= ||-2(£ Ja(yr + k) = Ayn — [=2(L7 (12))2(y2 + k) — M) ||

= |2 [(£7 w)a(yr + k) = (L7 (W2)a(y2 + k)] — Myn — v2) ||

<2y (L7 W1)e — 2 L7 (2))e + k(L7 Y0)e — L7 (w2)a) |5 + My — w2l

olacaktir. Son esitsizlikte operatoriin lineerlik 6zelligi kullanilirsa

1F(y1) — Fy2)lx
<2y (L7 (11)e — v2( L7 (y2)) + K [(ﬁ’l(yl —y2)e] || + Mlor — w2l x

<2y (L7 W1))e — y2 (L7 (W2))a|  + 2k [|(£7 (01 — 12))e | + AMlvn — 12l x
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esitsizligine ulagilir. Son esitsizligin sag tarafina yo (£~ (y1)), terimi eklenir ve gikarihirsa

| F(y1) — F(QZ)HX
<2 Hyl(ﬁ_l(yl))a: —12(L7W1))e + 12(L7 1)z — v2(L7 (12))e| &

+ 2k (L7 (g1 — y2))al| x + My — 2ll

=2 II(E’ (y)a(yr = y2) + 2 [(L71(1)e — (L7 (52))a] ||
+ 2k || (L7 — y2))a| | + My — 12l

=2 ||(£_ (1)) (1 — y2) + ¥2(L7 (1 — v2)a|

+ 2k (L7 (v — y2))al| x + My — 2llx

<2 H(ﬁf (1)a W1 — w2) |l + 2 ||92(L7 (1 — 2)z ||

+ 2k [[(L7H g1 — v2)) HXJF)\Hyl—?DHX

<2 H(ﬁ_ (yl))xHLm lyr = wellx + 2 lyallx [[(£7H (01 = 12))e|

+ 2k ||(L£7 (1 — v2)) HX‘F)\H?JI—?JzHX

esitsizligi elde edilir. Son esitsizlikte Sobolev gomiilme teoremi kullanilirsa

1F(yr) — Fy2)ll x

<20 Hﬁil(yl)HY 191 — w2llx +2C [[y2llx ”Eil(yl - y2)||y

+ 2k || (L7 — y2))a|| ¢ + My — 12l

olarak yazilabilir. Yukaridaki esitsizlikte (3.1.19), (3.1.32) ve (3.1.33) gbz 6niine alinirsa

1F (1) — F(y2)ll x
<20 |yl x v — v2llx +2C el x 1y — w2l x
+ 2k ly1 — vallx + Ay — 220l

= (2C llnllx +2C w2l x + 2k + X llyr — gollx

= M2 Hyl - 1/2“X

esitsizligi elde edilir. Burada uy katsayisi
p2 = 2C[[nllx +2C g2l x + 2k + A)

olacak sekilde yazilabilir.
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Benzer sekilde Vy;, yo € Y olmak iizere

| F(y1) — F(yz)HY
= (|20 @n)alon +F) = dn = [220£7 (02))a + K) = Age]
= =2 [ w))alwn + k) = (L7 (w2))alv2 + )] = Aon — w0)|

<2{(L7 (W1))a(pr + k) — (L7 (W2)a(t2 + B)||y + My — w2y

egitsizliginin sag tarafina (L7 (y1)).(y2 + k) terimi eklenip ¢ikarihir ve operatoriin line-

erlik 6zelligi uygulanirsa

1E(y1) — F(y2)lly

<20[(L7 ) (yr + k) = (L7 W1)a(y2 + k) + (L7 (1))a(y2 + k) — (L7 (12))2(y2 + )|
+ My = we2lly

=2[[(L7 W1)e(yn + k=2 — &) + (2 + ) [(L7(51)e — (L7 w2))e] ||y + Mlyn — welly
=2{[(L7 W) (v — y2) + (2 + ) (L7 (1 — 12))al|y + Allyn — 22lly

(1 —y2)|ly + 2|2 + B (L — v2))ally + Aloa — w2lly

(

<2|(L
( HLoo I = vlly + 2 ly2 + Kl 1 H(/fl(yl — ?J2))xHy + My = vally
(

( ))a
( ))e
< 2[[(L7(w))e
( ))a

< 2{[(£7 W)a | o 1 = wally + 2(0182ll oo + F) (L7 (W1 = 92))aly + Alwr = vlly

esitsizligi elde edilir. Yukaridaki son esitsizlige Sobolev gémiilme teoremi ile (3.1.34)

esitsizligi uygulanirsa

1F(y1) = F(y2)lly
<20 [£7 o)y Iy = welly + (2C lally + 2K) lyr = golly + Allys — w2l
< 2Cwally llyr = wally + CClgally + 2K) llyr = v2lly + My — w2l

=20 lyally +2C [lyally + 2k + A) lyr — wally

= 3 ly1 — vally
elde edilir. Burada us katsayisi ise
pz = 2C(lyally + llw2lly) + 2k + A

olacak gekilde mevcuttur. Béylece (3.1.16) problemi igin Kato Teoremi’nin 4. kogulunun

saglandig1 gosterilmis olur.
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Dolayisiyla lemma 49 ve lemma 50’nin ispatindan Teorem 48’in ispat1 tamamlanmig
olur. Bu durumda £: W*?(R) — W?2P(R) doniisiimii birebir ve érten bir déniigiim
oldugu i¢in (3.1.16) probleminin w = u — u,, olacak sekilde tek olarak belirli bir u

¢Ozuimu mevcuttur. m

Sonug 51 uy € W*P(R) olmak tizere (5.1) baslangi¢ deger probleminin belli bir sabit
T > 0 sayise i¢in
C([0,T); WH(R)) N CY([0, T) ; W*P(R))

wzaynda ¢ozumi var ve tektir.

3.2 Zayif Disipatif Camassa-Holm Denkleminin Yerel

Cozumiuniun k£ Dispersiv Katsayisina Siirekli Bagliligi

Bu alt boliimde, (3.1)’de verilen Zayif Disipatif Camassa-Holm denkleminin yerel kuv-
vetli ¢oziimiiniin k dispersiv katsayisina siirekli baglihigi incelenecektir. Bu incelemeyi
gerceklestirebilmek icin agsagida ifade edilen teorem ispatlanacaktir.

Teoremin ifade ve ispatina gegmeden once agagidaki ifadeleri goz 6niine alalim.

Ukt — Ukzat + 3uk’ukzx + Qkukx + A(“k - ukx:c) = 2ukxuer + U Uz, (33, t) S QT

ug(z,0) = up(x), reR
(3.2.1)

Baslangi¢ deger probleminin kuvvetli yerel ¢oziimii uy olmak iizere verilen bu problemi

Wy = Up — Upee 1aretlemesini kullanarak yazarsak

Wit + UpWiy + AW = —2upe(wy + k), (2,1) € Qr (3.2.2)

wi(x,0) = wio(x) := up(z) — uo,, (x), z€R

problemi elde edilir. Ayrica bir 6nceki boliimden elde edilen sonug geregince

wi(z,t) € C([0,T); W*P(R)) N CY([0,T) ; LP(R))
u(z,t) € C([0,T); WH(R)) N C([0,T) ; WP (R))

ifadelerine sahip oldugumuz agiktir.

Teorem 52 (3.2.2)’de verilen baslangic deger probleminin ¢ézimi wy ve (3.1.2)de

verilen baslangi¢c deger probleminin k = 0 i¢in ¢coziumi ise w olsun. Bu durumda,
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2K = Wi —w i¢in w ile wy ¢ézimlerinin ortak mevcut oldugu aralik ( lifespan ) T' olmak
uzere,

sup ||wg — w/yr, — 0, kK —0
te[0,7

olur.

Ispat. Burada, (3.2.2)’de elde edilen

Wit + UpWhy = —2Upe (Wi + k) — Awy, (2,1) € Qr
wi(,0) = wio(x) == uo(z) — uo,,(v), z€R

problem ile (3.1.2)’de k = 0 yazilarak olugturulan

wy + uwy = —2uw — \w, (x,t) € Qr
U)(.%',O) :wO(‘T) = u0<x) _uozz<x>7 reR
problem taraf tarafa gikarilirsa
(W — w), + Wy — vw,

= —2up, (Wi + k) + 2u,w — AMwg — w) (3.2.3)

egitligine ulagihr. Ayrica v = L7 (w) ile ux = L7 (wy,) dontigiimleri (3.2.3) esitliginde

yerlerine yazilirsa
(wg — w), + L7 (wg)wg, — L7 (w)w,
= —=2(L N (wp)), (wi + k) +2 (L7 (w)) w— Awp — w)

elde edilir. Son esitlikte z;, = wy, — w alimir ve esitligin sol tarafina £7!(w)wy, terimi

eklenip cikarilirsa
2kt + L7 wp)wee — L7 H (W) wie + L7 (w)wre — L7 (w)w,
= —=2(L N (wp)), (wi + k) +2 (L7 (w)), w— Az,
olarak bulunur. Bulunan bu son esitlikte £~ operatoriiniin lineerlik 6zelligi kullanilirsa
2t + L7 wy, — w)wie + L7 (w) (wy, — w),
2 (£ ), (w4 R) + 2 (L7 ), w— s
veya

2kt + L7 (z1) Wi + L7 (W) 24z
= =2 (L7 wk)), (wi + k) +2 (L7 (w)) , w — Az

37



esitligi elde edilir. Burada son esitligin sag tarafina 2 (£~ (wy)), w terimi eklenip ¢ikarilirsa
2t + L7 (2 Whe + L7HW) 20s
= —=2(L (wp)) wr —2 (L7 (wp)) b +2 (L7 (w)), w+2 (L7 (wp)) , w
—2(L7 (wy)) , w — Az
bulunur. Son esitlikte £~ operatoriiniin lineerlik 6zelligi kullanilirsa
2t + L7 (20 Whe + L7 (W) 284
= =2(L N wp —w)) w—=2(L (wy)) k=2 (L (wp)), wr+2 (L7 (we)), w— Az
= =2(L N wp —w)) w—2 (L (wp)) k=2 (L (wp)), (wr —w) = Az
olacaktir. Buradan ise
2ot + L7 (2) Wke + L7 (W) 240
= -2 (ﬁ (zk)) -2 (E (wk)) k—2 (L (wk))x (zk) — Az
esitligine ulagihir. Yukaridaki esitlikte u, = £71(wy) oldugunu goz oniine alirsak

2+ L7 (20) Wi + L7 (W) 24
= =2(L M=), w—2(L (wg)), 2k — 2kupy — Nz, (x,t) € Qr

elde edilmig olur. (3.2.4) esitliginin her iki tarafi |z |" 2 2, ile carpilir ve sonrasmmda R

(3.2.4)

lizerinde integrallenirse

1 d 9 9 .
d ||z;€||Lp(R + /w;mzk 22 L7 (2 ) d + /z;mzk 2P L7 (w)dx
R
— —2/wzk \zk\p_Q (E’l(zk))xdx — 2/ |25 |” (ﬁ’l(wk))mdac
R R
— Zk/ukxzk |zk|p_2 dr — )\/zkzk |zk|p_2 dz
R R
elde edilir. Elde edilen bu son egitlige Holder egitsizligi uygulanirsa

4
dt

- -1
<p ||wk:z||Loo(]R) HE 1(Zk)HLp(R) ||Zk||ip(R)

||Zk’||ip(R)

+p ||£_1(w)HLoo(R) ||ZkIE”LP(R) HZkHi;(lR) (325)
+ 2]7 HwHL‘X’(R) H(£71<zk))ffHLp “ZkHLP(R

+2p H (‘C_l(wk>)xHLoo(R) ||2k||Lp(R)

+ 20 kel ey 12
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esitsizligine ulasilir.
Yukarida elde edilen egitsizligi degerlendirebilmek i¢in Y uzayimin tanima,

Sobolev gomiilme teoremi ve (3.1.19) esitsizligi kullanilarak
||wkx||Loo(]R) <C HwkHWz,p(R) (3.2.6)

12kell Loy < Nwnall oy + 1well Loy < lwnllwem@) + lwllwan (3.2.7)

127 G oy < CNLT G lwangey
=Cle7 Gl

— Ol o (3.2.8)

7 el ey < CNET 0l lwaoey
= O£~ =)y
e HZkHLP(R) (3.2.9)

178 @) ooy < C UL @)y ey
=Cll7 W)y
= C ol (32.10)

107 ) [l oy < C UL @) [y
- ||wk||LP(R) (3.2.11)

esitsizliklerine ulagilir. (3.2.6) - (3.2.11) esitsizliklerini (3.2.5) esitsizligine uygulayacak

olursak

d

A .

<C Hwk”WZp(R) ||ZkHI£p(R)

+ C 10l gy (Norelngey + 1240y (3:212)
+ O Il oz 0]y + C Noelocay 22l o ey

+ Ok (Hure ey + 12400 )
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esitsizligi elde edilir. Burada, wy, w € C([0,T]; W*P(R))NC* ([0, T] ; LP(R)) oldugundan
agagida verilen egitlikleri

M = sup ||w||w2,p(ﬂz<)
te[0,7)

My = sup [[willyas)
t€[0,T]

olacak sekilde yazabiliriz. Kato Teoremi’nin ispatinda [66], 0 < |k| < 1 oldugundan
M;y’in k’dan bagimsiz oldugu bilinmektedir. Bu durumda C' gibi k’dan bagimsiz sa-
bit bir say1 vardir. O halde, (3.2.12)’de verilen esitsizligi daha basit bir gekilde ifade
edebiliriz. Boylece

d

N2kl < € (Nanlniay + el ) + O (3.2.13)

esitsizligine ulasilir.
Ayrica || zxe || 1o () terimini degerlendirebiliriz. Bu amacla (3.2.4)’te verilen esitligin
her iki tarafi once |z, |" 2 s ile carpilir sonrasinda R tizerinde integrallenirse

1d D —1 .
i Vol [ ™ (€7 s+ P [ el (€7 )
R

R

— —Q/zkx | 2ka|? 2 (L7 (z)w) pda — 2/ T |zke” 2 (L7 Hwe) ) ae + | 2ka|” (L7 (wp))s] da
R R

— Qk/ukmzm |z;m|p_2 dr — /\/zk ‘ka|p—2 2k dT
R R

esitligi elde edilir. Burada L£'nin tanimi kullamlir ve (3.2.13)%in elde edilmesindeki

benzer islemler gerceklestirilirse

d
e orelozy < C (24 ) + kel ) + C (3:2.14)

esitsizligine ulagilir. Dolayisiyla (3.2.13) ile (3.2.14) esitsizlikleri kullanilarak

d
Nl < € (el + Mol ) + C

esitsizligi elde edilir. Ayrica, son esitsizlikte baglangic degeri
2k |t:0: 0

olmak tizere Gronwall esitsizligi kullanilirsa Teorem 52'nin ispati tamamlanmig olur. m

Burada Lemma 47’den & — 0 iken ur — u oldugu da bilinmektedir.
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Sonug 53 (3.2.1) probleminin ¢ozimi uy, ve bu problemin ayni baslangic degeri igin

(3.1) probleminin k = 0 olmak tzere ¢ozimii ise u olsun. Bu durumda

lim sup ||ur — ul|yyspm =0
i sup =l
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4 DENKLEMIN GLOBAL COZUMUNUN VARLIGI

Bu boliimde, zayif disipatif terim iceren Camassa-Holm denkleminin Cauchy problemi:

u(z,0) = ug(x), reR

seklinde olup bu problemin global ¢oziimiiniin varligi £ = 0 ve k # 0 durumlari igin ele

alimarak iki alt bolumde incelenecektir.

4.1 k =0 Olmasi Durumunda Global Coziimiin Varliginin
Incelenmesi
Bu alt boliimde, (4.1)’de verilen problemin global ¢6ziimiiniin varligi, & = 0 olmak tizere

wy baglangic kogulunun isaretinin degismez olmasi varsayimi altinda incelenecektir. Bu

inceleme gercgeklestirilirken

dz(xo,
D) — oz (xg,t),1), t>0 (1)
J]([Eo,t) ‘[t:O]: Zo, reR

probleminin ¢6ztimii olan karakteristik egrilerden yararlamlacaktir. Burada x(z, t), xt
diizlemi tizerindeki (xg,0) noktasindan gegen karakteristik egridir. Ayrica u(x,t) i¢in

sonug 51 goz oniinde bulunduruldugunda

u(e,t) € C([0,T]; WH(R)) N CH([0, T]; W*P(R))

oldugu bilinmektedir. Bununla birlikte u(z,?) fonksiyonu = € R igin G(z) = Lell

olmak tzere

G(z) * w(z,t) = u(x,t)
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olacak gekilde konvoliisyon dontisiimii ile verilmigtir. Bu doniigiimiin dogrulugunu asagidaki

adimlar: takip ederek gosterebiliriz.

G(z) *w(z,t) = %e"” xw(x,t)

+o00
1

R

—0o0

x —+00

— %/eg_xw(f,t)d€+ %/e”"ﬁw(&t)df

—0o0 T

x +oo

— 5o [ s+ ger [etutenag

—00 x

bulunmusg olur. w = (1 — 8?)u = u — u,, isaretlemesini yukaridaki son egitlikte yerine

yazip kismi integrasyon formiliinii uygulayalim. Bu durumda

G(z) * w(z,t)

T —+00

=3¢ [ e ) €N e+ 56 [ (et — ueeeot) de
o , R -
= %e“/eiu(g,t)dg — %ex/egu&(g,t)dg + %e“/egu(f,t)df — %ew/egu&(f,t)d{
— e / (e, 1)de + e / cFug €. )€ — e~ (ugle. 1)) e +%ex76_§u(§,t)d§
- . .
— | -ge [ - etucle e+ 5t (a0 I

olur. Burada

¢ — —oo igin efug(&,t) — 0

ve

¢ — oo icin e Sug(€,t) — 0
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olacaktir. Dolayisiyla bu bilgiler yukaridaki son esitlikte kullanilir ve yeniden kismi

integralleme yapilirsa

G(z) * w(w,t)

x T +o0
1 1 1 1
= §ez/efu(§,t)d§ + §e$/e€u5(§,t)d§ - §eoum(x,t) + éem/eéu(f,t)df
+oo

1

— §6x/€_€U§(§,t)df + %eour(xvt)

x
x x —+00

1 1 1 1
= §€$/e§u(£’ t)df - §ex/€£u(£7t)d£ + 567% (egu(fat)) |aioo +§€x/€£u(£,t)df

+o00o
1 1
|t / —e~Sulg, g + e (e Culg, 1) [

T

elde edilir. Burada

¢ — —oo icin e*u(&,t) — 0

ve

¢ — 00 icin e u(é,t) — 0

olacagindan son esitlik, bu bilgiler kullanilarak yeniden diizenlenirse

G(z) * w(z,t)

+o0 +o00
1 1 1 1
= ieou(x,t) + §e$/e£u(£,t)d§ — Eex/efu(ﬁ, t)dé + Eeou(a:,t)

= u(z,t)

olacak sekilde bulunmug olur.
(4.1.1)’de verilen karakteristik egri denkleminin 0’dan t’ ye integrali alinirsa

t

x(xg, t) = xo + /u(x(xo,T),T)dT

0
integral denklemine ulagilir. Burada u'nun u(z, t) = G(x)*w(z, t) konvoliisyon déniigimii

ile elde edilen ifadesi goz ontinde bulundurulursa

t
1
x(zo,t) = xo + 5//6'”6(’”0’7)520 (&, 7)dedr (4.1.2)
0R
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integral denklemi elde edilmig olur. a sabit bir say1 ve 6 daha sonra belirlenecek oldukca
kiiclik bir say1 olmak tizere

M= sup |w(& 1) (4.1.3)
(&7)€Qr

ve

Qs ={(z,t) € Qr: [z — 29| <a, 0 <t <6}

olsun. Ayrica z(xg, t) = zo+h(xg, t) isaretlemesini kullanarak bir operator tanimlayalim.

Bu operatorii

F(h)zo = % e~lz@om=¢Cly, (¢, 1) dedr
0 R
t
_ % / / e~ lwoth@on)=¢ly, (¢ 1) dedr
0 R

olacak sekilde ifade edebiliriz.

Simdi, yukarida tanimladigimiz F(h) operatoriiniin

E = {h(m,t) € C(Qs): sup |h(z,t)| < M&} (4.1.4)
(z,t)€Qs

kiimesi tizerinde bir daralma dontisimi oldugunu gosterelim. Ayni zamanda teorem
48’den
w(z,t) € C([0, T]; W*P(R)) N C*([0,77]; LP(R))

oldugu i¢in Sobolev gémiilme teoremi geregince (s tizerinde F(h) operatorii siireklidir.
Simdi ise F(.) : £ — E doniigimiiniin daralma déniigiimii oldugunu ispatlayalim.

Bunun igin 6ncelikle A € E igin F(h) € E oldugunu gostermeliyiz. O halde h € E

B)o| = //—mﬁmf w(€,7) dédr
1
<3 / [l sten=d| o (6, 7)| der
0 R

olacak gekilde yazlabilir. Son esitsizlikte (4.1.3) gz 6ntinde bulundurulursa

olmak tlizere

1
Fh)rol < 5 s 571//“M“75%M

(&m)eQr
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veya

t
M
[F(h)wol < = / / e~ lroth@o =8l gedr < Mt < M6 (4.1.5)

elde edilir. Bu durumda F(h) € E yani F(.)'nin E’den E’ye bir doniigiim oldugu

gosterilmis olur. Simdi ise hy, hy € F i¢in
| F(h1)xo — F(ha)wol
farkin1 degerlendirecegiz. Bu durumda

| F(h1)xo — F(he)xol

_ / / Jevttnteon) -t (6. 7) dedr — / / ot hatenr)ly (¢, ) deds

= %// [8_\xo+h1(x077)—§| _ ‘x0+h2(x07 ] (6 T)dng
0 R

IN

t
1
5// |elroth @)~ _ laothaeon) | (¢, 7)) dedr
0 R
esitsizligine ulagilir. Son esitsizlikte, (4.1.3) ifadesi goz éniine alinirsa
| F(h1)zo — F(h2)wo|

1
<5 sup Jw(S,T !//\e wothlwo. )=t _ ~lwothalron) =l e dr

2(m) eQT
_M / / | e tmothimom) =€l _ leotha(ron)~¢l| gy (4.1.6)
2
0 R

olacak gekilde yazilabilir. (4.1.6)’da elde edilen ifadeye ortalama deger teoremi uygu-

lanirsa
| F(h1)xo — F(he)xo

¢
M
< 7// ‘6_|m0+9(T)_£|| |ha(zo, T) — ha(xg, 7)| dEdT
0 R

0<t<s

t
M
<5 [ [ sup (oo, )  halan, 7)| der (4.1
0 R
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esitsizligi elde edilir. Burada 6(7) i¢in
min (s (7), ha(7)) < 0(7) < max (ha(7), ha(7))
esitsizligi saglamir. Ucgen esitsizliginden
|0 + 0(7) = & = € = (w0 + 0(7))| = [€] — |0 +6(7)]

veya

—[xo +0(7) = &l < lwo + 0(7)| — [€] < [ao| +0(7)] - [¢]
oldugu bilinmektedir. Buradan ise

o2 +0(T)—6) < o=lel+zo+0(] < 1€l ()] ool (4.1.8)

esitsizligi yazilabilir. Boylece (4.1.8) esitsizligi, (4.1.7) esitsizliginde yerine yazilirsa
| F(h1)xo — F(h2)wo|

t
M
< 7//€|§€|9(7)|+x0 sup |y (2o, 7) — ha(zo, 7)| d€dr
0 R

0<t<é

2 0<i<s

t
M
= — sup |hi(zo,7) — ha(zo, 7)| //e"ge'a(ﬂondde (4.1.9)
0 R

esitsizligine ulagilir. (4.1.9)'da elde edilen ifade (4.1.4) ve

/e—ﬂdg _ 9

R

esitligi kullanilarak yazilirsa

| F(h1)zo — F(ha)xol

0<t<s

t
M
< SN sup (b, 7) — (oo, 7)| [ [ agar
0 R
S M(SeMéelel sup |h1($0, T) - hQ(x()a T)|
0<t<d

olacak sekilde bulunur. Son esitsizlikte ¥ = MdeMel®l jsaretlemesi kullanilirsa

| F(h1)zo — F(ha)wo| <9 sup |hi(xo,7) — ha(zo, 7)| (4.1.10)

0<t<d

esitsizligi elde edilir.
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Burada ¢ = MdeMoel®l olup ¥ < 1 igin § saglandiginda F(.) : E — E olacak
sekilde tamimlanan doniigtimiin (4.1.1 probleminin ¢éziimiiniin) bir daralma déniigimii
oldugu gosterilmis olur. Boylece Qs tizerinde (xq,0)’dan gegen bir ve yalniz bir karak-
teristik egri vardir. 0 sadece M’ye bagh oldugunda [0, T tizerinde xt diizlemindeki
V(x,t) € Qr olmak iizere (x,t) noktasindan gegen bir tek karakteristik egrinin var-
oldugunu ispatlayabilmek icin bu karakteristik egrilerin baglangic degerlere siirekli bagl
oldugunu gosterelim. Bu nedenle,

Ly :x =x(z1,t) ve Ly : © = x(29,t) sirasiyla (x1,0) ve (z3,0) noktalarindan gegen

ve
dafzot) _ 1f€ le(@o.)=Elyy (¢ £)deE, t € [0,T]
(4.1.11)
\ (21, t) [=0)= 21
dalrot) _ 1f€ oo )=Ely(¢, t)de, t € [0,T)
(4.1.12)
(22, 1) |i=0j= 22

olacak gekilde belirlenen dogrular olsun. O halde

’1’(1‘1, t) - ‘r(aj% t)‘
farkini degerlendirelim. Buradan

|2 (21,) — w22, 1)]

=z +z // Sl =y (¢, rydédr | — | @+ // ~lele2 )=y (¢, r)dedr

1
= lz1 =@+ |5 / / [e-lrlerm =8l — emlelmm =t (¢, 7)dedr
0 R

t
1
< |:E1 — :U2] + //5 ‘e—\x(:cl,f)—él _ €—|1‘(9€2,T)—§|‘ ]w(f,7)| dédr
0 R

esitsizligine ulagihr. Bu son egitsizlikte (4.1.3) esitligi ve ortalama deger teoremi kul-

lanilirsa

|2 (21,) = x (22, 1)

t
M
< |y — x| + ?//6—|Ee|9(7)| |x(x1,7) — (22, T)| dEAT
0 R

< |y — x| + M/e'e(T)l |x(z1,7) — (22, T)| dT (4.1.13)
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esitsizligi elde edilir. Burada 6 i¢in asagidaki esitsizlik
min {x; + h(z1,t), z2 + h(zg, 1)} <0 < max{z + h(xy,t), 2o + h(z2,t)}
olacak sekilde yazilabilir. Bu durumda
10(7)| < max{zy,x2} + max(h(xq,7), h(xa, 7)) < max{zy,z2} + MJ (4.1.14)
olacaktir. (4.1.14) esitsizligi (4.1.13) esitsizliginde kullanilirsa

|I($1,t) - l‘(fbg,t)l

<l|xy — 2o + Memax{’”l’m}eM‘s/ |z(z1,7) — (29, )| dT (4.1.15)
0

esitsizligi elde edilir. Burada son esitsizlik C; = Me™»{#1223+Md alimarak yazihirsa

t

o1, = a(az,t)] < for — a3l + Cs [ folan,7) = ala, ) dr
0
olacaktir. Elde edilen bu son esitsizlige Gronwall egitsizligi uygulanirsa

2(x1,t) — 2(22,1)] < |21 — 29

esitsizligine ulagilir. Boylece tiim bu incelemelerden sonra agagidaki onermeyi ifade

edebiliriz.

Onerme 54 w(z,t) € CY([0,T]; W*P(R)) olmak tzere at diizlemi iizerindeki (xo,0)

noktasindan gecen ve

dalzol) _ 1 %e—wo’”‘f'w(f,ﬂd& te[0,T]

x(x9,1) |t=0)= %o
olarak ele alinan karakteristik egri denklemini saglayan bir ve yalniz bir

L :x = x(xo,t) karakteristik egrisi vardir. (x1,0) ve (z2,0) noktalarindan gegen karak-
teristik egriler siraswyla Ly : x = x(xq1,t) ve Ly : & = x(x9,t) olmak iizere
|2 (21,1) — 2(22,1)| < |21 — 22| Y1

esitsizligi saglanar.

Onerme 54’ten yararlanarak asagida ifade edilen énerme 55’1 yazabiliriz.
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Onerme 55 Ejer wo(z) € W2P(R) ve Y € R ig¢in wo(z) > 0 oluyorsa Teorem 48’de

ifade edilen w(x,t) icin (x,t) € Qr olmak tzere
w(z,t) >0
olacaktur.

Ispat. wo(z) € W2P(R) oldugundan Teorem 48 ve Onerme 54 geregince biliyoruz ki
(x0,0) noktasmndan gegen L : x = x(wo,t) olacak sekilde bir tek karakteristik egri
vardir. Bu L karakteristik egrisi boyunca (3.1.2)’de verilen problemi ¢ € [0, 7] igin
dw(z(xo,t),t) dx(zo,t)
- 7T — wx—
dt dt

= WU + Wy

+ wy

= —2uw(x(zo, 1), ) — Mw(z(z0, 1), 1)

= — (2uz + A) w(x(xg, t),t) (4.1.16)

olacak gekilde yazabiliriz. (4.1.16)’da elde edilen esitligi

@000 (5, 4 3y walan,£).6) = 0

dt
(ft)‘(2um+)\)w(z(zo,7),7)d7‘
olarak yazalim ve esitligin her iki tarafini e ile carpalim. Bu durumda
t t

dw(z(zg,t),t) §EeIveEondr J ua+A)w(a(ag,m),7)dr
%eo + (2u, + N e’ w(x(zg,t),t) =0

d ‘2(2u$+)\)w(z(zo,7),7)d‘r

pr w(x(zo,t),t)e =0

olacaktir. Son esitlik (0,¢) tizerinde integrallenirse

t d z(Zuz+A)w(z(zo,T>,7)dT
/% w(z(xg, t),t)e =0
0
Z(2uz+>\)w(z(zo,7),7)d7
w(z(xo, t),t)e =10
z(2u1+)\>w(z(10,7'),7')d7'
w(z(xg, t),t)e — wo(zp) =0

elde edilir. Buradan ise ¢ € [0, 7] igin

t
— [ Qua+) (z(z0,7),7)dT
w(z(xo,t),t) = wo(xg)e ! ’
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esitligine ulagilir. Boylece, eger wo(xg) > 0 olursa L karakteristik egrisi boyunca

’ll)(l',t) |z:(zo,t)2 07 (.I', t) € QT

olacagi aciktir. Onerme 54’ten (z,t) € Qr icin w(z,t) > 0 oldugu bilinmektedir.

Boylece Onerme 55’in ispat1 tamamlanmig olur. m

Not 56 Onerme 55’in ispatindan bilindidi tizere wy < 0 olmasy aymi zamanda w < 0

olmast anlamina gelmektedir.

Not 57 A. Constantin ve J. Escher tarafindan yaynlanan [28] makalesindeki Lemma
(3. 4)%in ispatinda yapilan basit iglemleri yaparsak

t
/wdx:/wodx—)\//wdxdt
0 R

R R

esitligini elde ederiz. Son onermeye gore wg > 0 ise w > 0 olacagr bilinmektedir.

/wdm < /wgdx
R R

elde edilir. Benzer sekilde wg < 0 durumunu ele alarak

/wdx

R

Dolaysiyla

integralinin siniwrly oldugunu gosterebiliriz. Ayrica,

/udm = lim [udr= lim [ (u— uy)dr = lim [wder= /wdm
n—o00 n—00 n—0o0
R —_n —n —n R
olacagindan
/ udz

R
integralide sinarlidar. Boylece u € LY(R) oldugu agiktur.

Simdi, Onerme 55 ve Not 57 kullamlarak global ¢oziimiin varhgim ifade eden teoremi

verecegiz.

Teorem 58 ug(z) € WHP(R) N L' (R) ve wy = ug — Uger olmak tzere wy baslangig
degerinin igsaretinin degismez oldugunu kabul edelim. Bu durumda herbir T i¢in (3.1)’de

verilen baslangi¢c deger probleminin
u(z,t) € C ([0,T]; W*(R) N L'(R)) N C* ([0,T]; W**(R) N L' (R))

olacak sekilde bir ve yalniz bir u(x,t) ¢ézimi varder.
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ispat. Global ¢oztimiin varhgini garanti edebilmek igin bazi hesaplamalar verecegiz.
Bu nedenle Teorem 48'i kullanarak [|wl|yy2, k) nin smirm degerlendirecegiz. Burada
wp > 0 kosulu ile verilen ispat ile wy < 0 kosulu ile verilen ispatin birbirinin benzeri
olacagr aciktir.

Burada, wy > 0 oldugunda Onerme 55’ten w > 0 oldugu da bilinmektedir. Ayrica

tanimdan w = u — u,, olup

1/6_|m_5lw0(§)d§

up(z) = 5

ve

u(z,t) = %/exéw(f,t)df

R
yukaridaki formiillerden de acik bir sekilde goriildiigii tizere wy ve w’nin pozitif olusu

ug ve u'nunda pozitif olmasim gerektirir. Boylece u € L'(R) ve w € L*(R) olacaktr.

Diger taraftan,

x

/(u—um)dx:—um—i-/udx:/wdx
uxg/udx:/uodx:C’
R

R

oldugundan

esitsizligi yazilir. Benzer gekilde

—+00

+00 +oo
/(u — Uy )dr = Uy + /uda: = /wdx

T

olacaktir. Buradan ise

esitsizligi elde edilir. Yukaridaki elde edilen esitsizlikleri birlestirirsek
—Co < uy <G
esitsizligine ulasilir. Son esitsizlik

HUxHLoo(R) = S%P uz| < Co (4.1.17)
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olacak sekilde ifade edilir. Bundan sonra [|w||yy2, ) nin smirmi bulmak igin (4.1.17)’de
verilen egitsizligi kullanacagiz. Bunu ise agagida takip eden ii¢ adimi kullanarak
gergeklestirecegiz.

[L.adem] : Burada ||w| ;g yi degerlendirecegiz. (3.1.2)’de verilen problemin her iki

tarafini |w|”~* w ile carpalim bu durumda

[ [

wy |w|P " w + uw, WP w = —2uw [wPFw — X |w|?

egitligine ulagilir. Son esgitligin her iki tarafi R {izerinde integrallenir ve esitligin sol

tarafindaki ikinci terimde kismi integrasyon formili kullanilirsa

1d 1
_%/ lw|” dz — —/ux |w|” dz = —2/ux w|P~? wldz — )\/ |w|” dz
p p

R R

R R

esitligi elde edilir. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa

1d 1
e lw|7om — —/ux |w|P dz = —2/ux \w|” dx —)\/ |w|” dx
b P R R

egitligine ulagilir. Bulunan bu son esitligin her iki tarafini p ile ¢arpip diizenlersek

d

ol

=—(2p— 1)/ux |w|” dz —)\p/ |w|” dz
R

R

IN

—(2p—1) ||Ux||Loo(R) IIMIIJZP(R) —Ap ||w||1£p(11§)

IA

(2p = ) [[ttal| poo gy 1w |20y + AP w70 )
< ((2p—1)Co + Ap) kuip(R) (4.1.18)

bulunur. Elde edilen son esitsizlige Gronwall esitsizligi uygulanirsa

ol < o((2p=1)Co+Ap)t lwolly,z) .t € [0,7] (4.1.19)

elde edilir. Benzer gekilde (3.1.2)’de verilen problemin her iki tarafim |w[* > w ile

carpip sonrasinda R iizerinde integral alirsak

2 - 2
HwHLgp(R) < eUpm Doty HwOHL};P(R)

bulunur. Burada son eitsizlik Sobolev gémiilme teoremi [|v|| j2p gy < C |01y kul-

lanilarak yazilirsa
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]| oy < CelP=DOE g |85,y ¢ € [0,T] (4.1.20)

elde edilir.
[2.adum] : Burada ||wy|| g, 'vi degerlendirecegiz. Bu nedenle (3.1.2)’de verilen prob-
lemin her iki tarafim |w,|" 2w,y ile carpip R tizerinde integralleyelim. Bu durumda

/wt ]wm\p*2 WapdT + /uwx ]wgg\%2 WapdT
R R

—2 —2
= —2/umw lwe [P~ wepdr — )\/w |w, [P wypdr
R R
yazabiliriz. Buradan

1 - 1/
— [ w (|wo|" " w,) dr+ = [ u(|w,|”), dx
(p—l){ ¢ (fwe ). v (lwz ")

2 _ A _
- _ /ugcw (|wx|p wa) dx — /w (|wx|p 2w$) dx
(p—1) g (p—1) v
R R
egitligine ulagihir. Kismi integrasyon formili kullanilirsa

1 1
- s [ e = 2 [l d
(p—1) p

R R

2 / » A
= — | (upw)_ |we|" " wydx + —/ |w,|” dx
—1 r —1
(p—1) A (p—1) A

R R
2 / 9
— UgzrWWy | Wy |*~ " dx + /uxwx |w, [P wedr + / lw, | dx
TEY) 51/ b1

olacaktir. Esitligin her iki tarafini —p(p — 1) ile garparsak

p/wm |w$|p*2 wedr + (p — 1)/% |w,|" dx
R R

= —p 2/umwwm |wgc|p_2 dx + Z/Umwx |wgc|p_2 wydx + )\/ |w, | dx
R

R R
veya
d » »
At ||w$||LP(R) +(p—1) [ ug|w,|"dz
i
=—p Z/umwww |w, [P~ dx + 2/uw |w, " dx + )\/ |w,|” dx (4.1.21)
R R R
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elde edilir.

/umwwx \wm|p_2 dz
R
integralini ele alalim. Burada w = u — u,, alarak elde edilen u,, = u — w esitligini

yerine yazarsak.

/umw.wm lw,|P? da = /(u — w)ww, [w,|" " dx

R R
= /uwwgC Jw,|P 2 dx — /wzwgg |w, [P da
R R

bulunur. Yukaridaki son ifadeye Holder esitsizligi uygulanirsa

) -1 -1
/umw-ww lw, [P dz < Hu“LOO(R) ||w||LP(R) ”w:cHiP(R) + ||w||L2p(R) Hw:vH]zp(R)

R

elde edilir. Elde edilen son esitsizlige

[u?(z,.)| = /(u2>xd£ﬁ <2 /uu:cdx < HUIHLOO(R)/W’CZZB
Yo T R

veya
2
||U||L00(R) < ||u50||L°°(]R) ||U||L1(R)

esitsizligi uygulanirsa

-2
[t ™ do < Ol + [0l + lusloge)
R

olacaktir. Ayrica son esitsizlikte (4.1.17), (4.1.19) ve (4.1.20) esitsizlikleri géz 6niinde

bulundurulursa

/umw.wx ’wx‘pd dz < C (e((4p—1)00+)\p)t01 + le‘HIL)P(R)> (4.1.22)

R

ulagihir. Burada (4.1.21) ve (4.1.22) esitsizliklerinden

d ~ _
- lwll?, 5 < C <e((4p DGO, 4 ||wf”ip(lR)>
esitsizligi elde edilir. Bu esitsizligin her iki tarafi 0’dan ¢’ye integrallenirse

t

t
d ~
[ 5 Nnllgy < € [ etrvenssnicyr 4 ¢ / el ey d
0

0
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veya

Wa |7 my < wo [Ty w, |} 1.
Lr®) 0 P R) ((4p - 1)00 + )\p

olacaktir. Burada R
= cCy
" ((4p = 1)Co + M)

ve

P(t) = ||w0x||%/17p(R) + Oel@p—1)Co+rp)t

denilirse (4.1.23) esitsizligi

t
sy < 9O +C [ elfey
0

olarak yazilabilir. Ayrica son egitsizlige Gronwall egitsizligi uygulanirsa

t
Juslley < 60 + € [v(s)e% st 0.7) (4.1.24)
0

olur.
[3.adum] : §imdi ise [[wyz| s g 'vi degerlendirecegiz. (3.1.2)’de verilen denklemin z’e
gore tiirevini alalim

Wiz + (Uwy), = (—2uzw), — Aw,

buradan

Wi + (UpWy + UW,) = (—2Uppw — 2uw,) — AW,

denklemine ulagilir. Bu son denklemin bir kez daha x’e gore tiirevini alirsak
elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilarak

denklemine ulagilir. Son denklemde w = u — u,, alinarak elde edilen u,, = u — w ve

Upre = Uy — W, esitlikleri kullanirsak
Wige + pWyy + UWpry = DWW, — DUW, + 2w W — 22Uy — AWy (4.1.25)
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bulunur. (4.1.25) denkleminin her iki tarafini |wg,|” 2wy, ile carpar ve R {izerinde

integralini alirsak

/ Waa [Waa P> Wygda (4.1.26)
R

—2
— / [Bww, — buw, + 2w w — 2UpW — Mgy — UpWay — UWege] [Wep|'™ ™ Wepdx

R
elde edilir. (4.1.26)’da verilen denklemin herbir terimini agagida degerlendirecegiz.Bu

durumda

_ 1d
/wt:c:c |w:ca:|p wazd$ - __/ |wxx|p dz
pdt
R

R
1d, .
= ]_)E ”wwaLp(R) (4.1.27)
) -1
/uzwm (W |7 W d® < ]| poo ) [[Waa 7oy (4.1.28)
R
p—2 1 P
UWagy | Wae|” ™" Wypdr = 5 u (|weel”), dzx
R R
1
= ——/ux |wee | d
p
R
1 P
< ]_? ”UxHLOO(R) mean(R) (4.1.29)

/www |wm|p_2 Wapdr < /|w| |[w,| |wm|p_1 dx
R R

-1
< ||w||L°°(]R) ||w33||LP(]R{) meHip(R) (4.1.30)

/uwx |wm|p*2 Wypdr = /uwm |wm|p71 dx
R R

—1
< ull poo gy 1wzl Loy 1070 Ry (4.1.31)
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/uxw ’wm‘pﬂ Wezdr < /|u1| |w] ‘wm,pil dx
R R

1
< lallmgey [ ol faal ™ d
R

<c / (0l + [wee?) da

R
< C/|w|pdx—|—C'/|wm|pdx
R R

— C’/ |w|p de +C ||wxx||iP(R)
R
< CO) + C el s (4.1.32)

dir. (4.1.27)’den baglayip (4.1.32)’de neticelenen degerlendirmeler (4.1.26)’da yerlerine

yazilir, Young esitsizligi ile |[w|[y1, ) nin smirn kullambrsa

d
% meZHI[)/p(]R) S C wamHip(R) + O(t)

esitsizligine ulagilir. Son egitsizlige Gronwall egitsizligi uygulanirsa
HU)MHIIJJP(R) <C HwOMHIZp(R) e + C(t), te[0,T] (4.1.33)

esitsizligi elde edilir. Bu durumda (4.1.19), (4.1.24) ve (4.1.33) esitsizlikleri kullanilarak
||w||W2,,,(R) i¢in bir degerlendirmeye ulagilir. Boylece Teorem 58’in ispat1 tamamlanmig

olur. m

4.2 k # 0 Olmas1 Durumunda Global Coziimiin Varhiginin

Incelenmesi

Bu alt bolimde, & # 0 olmak tizere (3.1)'de verilen zayif disipatif Camassa-Holm
denkleminin Cauchy problemi i¢in global ¢oziimiin varligin1 garanti edecek yeterli bir
kosulu inceleyecegiz. Bu amagla u (3.1)’de verilen problemin kuvvetli bir ¢6ziimii olmak

uzere



kullanarak (3.1) probleminin denklemini yeniden yazacak olursak

Uy — Ty + 3ty — 3kily + 2Kty + MU — Upy) = 20plipe + Wilpee — Fllgpee
elde edilir. Buradan gerekli diizenlemeler sonucunda

Up — Uy — Ky + Klgzy + 30U, + MU — Upy) = 2Uplyy + Ulgyy

veya

Up — Uy — k (Uy — Uggy) + 3Ty + AU — Ugy) = 20Uy + Wy (4.2.1)
elde edilmig olur. Bundan sonraki yapacagimiz uygulamalarda, (3.1)’deki problemde ele
alinan denklemin u ¢oziimiintin yerine (4.2.1)’de elde ettigimiz denklemin ¢6ziimii olan

@ g6z oniinde bulundurulacaktir. Hatta daha basit olmas1 adina (4.2.1)’de elde edilen

denklemde ~ ’y1 ihmal ederek @ yerine u yazabiliriz. Boylece (4.2.1) denklemi
Up — Uzt — k (Up — Ugaz) + 3UUL + AU — Ugy) = 2UpUpy + Ullggy (4.2.2)

olacak sekilde ifade edilebilir. Burada, k£ # 0 olmak iizere (4.2.2) denklemi i¢in global
¢Oziimiin varhigini incelemeye gecmeden 6nce ayni denklemin yerel ¢oztimiiniin varligini

ve tekligini ifade eden lemmay1 inceleyelim.

Lemma 59 Verilen s > 3 i¢in (4.2.2) denkleminin Cauchy probleminin baslangi¢
degeri ug(x) € H*(R) olsun. Bu durumda (4.2.2) denkleminin bir mazimal

T =T(up) > 0 yasam siresi ve
u = u(up(z)) € C([0,T]; H*(R)) N C* ([0, T]; H ' (R))
olacak sekilde bir ve yalniz bir u ¢ozumi vardir. Bu u ¢ozumai, ug baslangic degerlere
surekli baghdur. Dolayisiyla,
ug = u(., ug) + H*(R) — C([0,7]; H*(R)) N C* ([0, T]; HH(R))
dontigtimi sireklidir. [42], [43], [44]

Simdi (4.2.2) denkleminin global ¢éziimiiniin varliginin incelenebilmesi icin gerekli

olan agsagidaki lemma ve teoremleri inceleyecegiz.

Lemma 60 s > 3 olmak idizere ug € H*(R) ve (4.2.2) denkleminin ¢ozimiine karsilik

gelen yasam stresinin maximaly T > 0 olsun. O halde
lu(e, )5 = e luo(2) 3, VE€[0,T) (4.2.3)

saglanur. [43], [44]
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Ispat. Ispata gecmeden énce (4.2.2)’de elde edilen denklemi diizenlersek
(U — Uggt) + Uty — 2UglUpy — Ulggy — k (Up — Ugas) + AU — Ugy) = 0
buluruz. Buradan ise gerekli diizenlemeler yapilarak
(U — Ugg )t + ULy — Uy + 20ty — 2UpUyy — K (Uy — Ugze) + MU — Uzy) =0
veya
(U — U )t + (U — Upy) e + 2Up (U — Uss) — k (Uy — Ugge) + AU — Uyy) =0
denklemi elde edilir. Bu son denklemde y = v — u,, alinirsa
Y + Uy, + 2uy — ky, + Ay = 0, t>0, reR (4.2.4)

olacaktir. Simdi ispatimiz1 gergeklestirebilmek icin yukarida elde edilen (4.2.4) denkle-

minin her iki tarafini v ile ¢arpip R tizerinde integralleyelim. Bu durumda

/uytdx + /uzywdac + 2/uuxydx — /{;/uymdx + )\/uydx =0

R R R R R
egitligine ulagilir. Yukaridaki son ifadenin birinci ve besinci teriminde y = u — Uy,
isaretlemesini ve ikinci teriminde ise kismi integrasyon formiiliinii géz ontinde bulun-

durursak

/u(ut — Upgy)dx — Z/uuxydm + 2/uuxydx — k/uy:cdx + )\/(u2 — Ugzu)dr =0

R R R R R

/uutd:v - /uuwdx + A/qux — )\/umudx =0

R R R R

veya

olacaktir. Son ifadede kismi integrasyon formiilii kullanilarak

/(uut + Uyt )dx + )\/(U2 +u?)dr =0
R R

olacak sekilde yazilabilir. Buradan ise
ld 2, .2 2, .2
3% (v +uy)de + A | (u” +uz)de =0
R R
veya
[ull7n + 27 3 =0
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ulagilir. Son esitligin her iki tarafi e**" ile carpilir ve 0’dan t’ye integrallenirse

lullfr = e lluollzp . Ve €[0,T)

esitligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanmig olur. m

Teorem 61 Baslangi¢ degeri ug(x) € H*(R), s > 3 olmak tizere u(z,t) fonksiyonu,

(4.2.2) denkleminin ¢ozimi ve T ise denklemin yasam siiresi olsun. Bu durumda

sup fu (2, 8)] < C (Jluo(x)| 1) (4.2.5)

z€R, 0<t<T

dvr. Ayrica T nin simarly olmasi i¢in asagidaki kosul saglanr.

th_>HT1 inf ;Iel]g {uy (x,t)} = —oc0

Ispat. Sobolev gomiilme teoreminden

2 1 2
£ < 5 171

oldugu bilinmektedir. Burada Sobolev gomiilme teoremini u fonksiyonu icin yazarsak

2 Lo
[l o0y < B [l (g (4.2.6)
esitsizligi saglanir. Ayrica (4.2.3)’ten

el g1 gy = € 1o i1 gy

elde edilir. Son esitlik ile (4.2.6) esitsizligi kullanilarak

sup Ju (2, 1) = [[u(@, V]| o )
2€R, 0<t<T

1 I _y
< 5 10 Ol ey = 3¢ o, Ol e
esitsizligine ulasilir. Dolayisiyla
sup u (z,8)] < C luoll
zeR, 0<t<T
olacaktir. Boylece teoremin ilk ifadesinin ispat1 tamamlanmig olur.
Simdi ise teoremin ikinci ifadesinin ispatini gerceklestirelim. Bunun i¢in 6ncelikle

(4.2.4) denklemindeki y; terimini yalmz birakarak yazalm. Bu durumda

Yy = —uYy — 22Uy +ky, — Ny, t>0, z€R (4.2.7)
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veya

Y = —Yolu— k) —2ugy — Ay, ¢t>0, z€R (4.2.8)

elde edilir. uo(x) € H3(R) olmak tizere (4.2.7) denkleminin her iki tarafin1 y ile garpalim

ve ardindan elde edilen denklemi R iizerinde integralleyelim. Bu durumda

/yytd:v = —/uyyxdx — 2/uxy2d1' + k/yyza& — )\/yzdx (4.2.9)

R R R R R

esitligine ulagilir. (4.2.9)’da kismi integrasyon formiilii kullanilirsa

d
7 yidr = Q/yytdx
R R

= —2/uyyl,dx — 4/uxy2dx + Qk/yyxdx — QA/yzdx

R R R R

1
= —2.§/u(y2)xdx — 4/uxy2dx — 2)\/y2dx

R R R

= /uxy2dx — 4/u$y2dx — 2)\/y2dm

R R R

= —3/u$y2d:c — 2)\/y2da: (4.2.10)

R R
egitligi elde edilir.
Ayrica ug(z) € H*(R) olmak iizere (4.2.7) denkleminin z’e gore tiirevini alip her

iki tarafim g, ile carparsak
Yalat = —3umy§ — UYrYrw — 2UprYYr + KYpaly — )\yi, t>0, reR (4.2.11)

elde edilir. (4.2.11) denkleminin her iki tarafi R tizerinde integrallenirse

/ YoYzrdr = =3 / uyrdr — / UYpYzzdT — 2 / UpgYYzdr + K / YooYz dr — A / yzd
R

R R R R R
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olacaktir. Burada kismi integrasyon formiilii kullanilirsa

de = Z/ymyxtdx

dt
R R
= —6/uxy2dx — 2/uyxymdx — 4/umyymdx + Qk/ymyxdx — 2/\/yidx
R R R R
1
6/uxyxdx —2.= / (y2)pdx + 4.§/u1y2d1’ — ZA/yidx
R R R R

6/u$yxdx + /uxymdx + 2/u$y2dx — ZA/yidx
R R R R

=5 [ uyidx + 2/uxy2dx — 2)\/yfcdm (4.2.12)
R R

R
esitligine ulagilir. (4.2.10) ve (4.2.12) taraf tarafa toplanirsa

d
i /y2dx + /yidx
R R
= —5/uxy2dx — /uxygda: —2A /yzdx + /yidx (4.2.13)

R R R R
esitligi elde edilir. v pozitif bir sabit say1 olmak tizere eger u,, [0,T) lizerinde u, > —v

olacak gekilde alttan sinirh ise (4.2.13) esitligi

dt / 2dx + /y2dx
< 57/y§dx —|—’y/y2da: — 2\ /dex + /yid:c
R R

R R

< by /de;B + /yida: —2A /dex + /yida:
R R

R R
= (57 —2X) / 2dx + /yde (4.2.14)

seklinde yazilabilir. Boylece (4.2.14)’te elde edilen ifadeye Gronwall esitsizligi uygu-

lanirsa
2 _ 2
[yl < €72V |y(0)] 7

elde edilir. Bu ise (4.2.4)’te ele aliman denklemin ¢oziimiiniin H3-normunun sonlu bir

zamanda patlamayacagi anlamina gelir. Boylece ispat tamamlanmig olur. m
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Mc Kean'in [30] makalesinde yaptig1 gibi agagidaki probleme kargiik gelen g(z,t)

egrilerini
da@t) _ ol t).t) — k., = €R
- = ulg(e,1),t) =k, (4.2.15)
q([L‘,t:O):xy r€R

olacak sekilde yazabiliriz. Bu durumda, yasam siiresi i¢cindeki her bir sabit ¢ degeri i¢in
q(z,t) egrileri agagidaki egitlikleri saglar.
t

uz(q,s)ds
¢z, ) = €0 . qe(x,0)=1.

Bu esitliklerin dogrulugunu gosterelim.

Oncelikle bunun icin (4.2.15)’deki ifadenin 2’e gore tiirevini alirsak

e, 1) = welgla, 1) D, 1) (4.2.16)

olacaktir. Burada (4.2.16)’da t = 0 yazilirsa
¢:(z,0) =1 (4.2.17)

olarak bulunur. (4.2.16) ifadesini

dgq.(x,t)

qz(z, t) )
olacak sekilde yazabiliriz. Son esgitligin her iki tarafinin 0’dan t’ye integrali alinirsa

t

m%@wﬁz/%@mwwﬁ

0

olacaktir. Buradan ise

tuw( ,8)ds tuw( ,8)ds
¢ (z,t) = qx(ac,())e£ R €£ ! (4.2.18)

elde edilir. Boylece esitliklerin dogrulugu gosterilmis olur.

Lemma 62 s > 3 olmak tizere ug € H*(R) ve (4.2.2) denkleminin ¢ézimine karsilik

gelen yasam siresinin maximals T > 0 olsun. Bu durumda, yasam suresi i¢inde
y(q(z,t), ) (x,t) = yo(x)e ™,  V(x,t) €[0,T) x R (4.2.19)

esitligi saglanar.
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ispat. Tspatl gerceklestirebilmek icin 6ncelikle

c;i(y(q)qx) = N9 (4.2.20)

esitliginin dogrulugunu gosterelim. Bunun icin (4.2.8) esitliginin her iki tarafim ¢? ile

carpar ve (4.2.15) ifadesini géz 6ntinde bulundurarak diizenlersek

Yo = —Yoleds — 2Yaqs — NYG; (4.2.21)

¢2 'nin t’ye gore kismi tiirevini alirsak

ulagihir. Ayrica y(q)

& a1, 062, 10) = yelale, 1), 02,1+ welaCe 0, Dacle D2, 1)+

y(q(x,t),t)2q.(x, t)%

= Yds + Yoo + 2YquUals
= U + Yo 0 + 2yt (4.2.22)

elde edilir. (4.2.22)’de (4.2.21) esitligi yerine yazilirsa

jt( (0)¢2) = —My(q)d:

esitligine ulagilmig olur. Béylece (4.2.20) esitliginin dogrulugu gosterilmig olur.

Simdi ise (4.2.20) esitligini kullanarak ispata devam edebiliriz. (4.2.20) esitligini
d
dt

olacak sekilde yazip bu esitligin her iki tarafin1 e ile carparak diizenlersek

—(y(a)q2) + Mylq)g; =0

d
e”%(y(q)qi) + AeMy(g)g: =0

veya ]
dt( "(q)gz) =0

elde edilir. Elde edilen son esitligin her iki tarafi 0’dan t¢’ye integrallenirse

5 @) = foar
My(q)g: 6= 0
My(q(e,t), ) (x,t) — y(g(x,0),0)¢3(x,0) =
My(q(,t),1)gx(x,t) — y(x,0) =0
y(a(z, 1), 1) (,t) = y(z,0)e™
yla(z, 1), t)q;(z,t) = yo(x)e ™, V(z,t) € [0,T) x R

olacaktir. Boylece ispat tamamlanmig olur. m
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Teorem 63 uy € H3(R) ve Yo = Ug — Uz Olmak tzere herhangt bir xy € R noktas:
icin yo(x) < 0, x € (—o0,x9) ve yo(x) > 0, x € (x9 + 00) kosullarni sagliyor olsun.

Bu durumda (4.2.2) denklemine karsilik gelen global ¢ézim mevcuttur.

Ispat. Denklemin yasam siiresi icindeki her bir ¢ > 0 icin y(z,t) = (1 — 9%) u(z, 1)

olmak fizere (4.2.19) esitliginden

y(x,t) >0, eger q(xo,t)<xz<o0
y(xvt)goa eéer —OO<Z'SQ(ZL'Q,'[;)

oldugu bilinmektedir. y(z,t) := u(x, t) — g, (z,t) ve G(z) = Je~1#l | 2 € R olmak iizere

u(z,t) = G * y konvoliisyonu ile tanimlanir. Bu durumda u(x,t) ve u,(x,t) sirasiyla

T o

u(z,t) = %e_w/efy(f,t)df + %ex/e_gy(f,t)dﬁ, (4.2.23)
wet) == [y + e [etyens (4.2.24)

olacak sekilde yazilabilir. Boylece (4.2.23) ve (4.2.24) esitliklerini kullanarak ve x > x

oldugunda
walq (@,0),8) + ulg (2, 1), £) = 1D / eSy(E,1)dE > 0
q(z,t)
yazilabilir. Buradan ise
walq (@, 1), 8) = —ulq (2, £),1) + 29 / e Sy(E, 1)de
q(z,t)

esitligi yazilabileceginden
uz(q (z,t),t) > u(q(x,t),t), x> x

elde edilir. Burada son esitsizlik, Sobolev gémiilme teoremi ve (4.2.3) esitligi

goz ontinde bulundurularak yazilirsa

1 -\t
—€ (7 .
\/5 || 0HH1

1
E ||U||H1 =

_ur(q (l‘,t),t) < u(q (xat)7t) < HUHLoo <

bulunur. Dolayisiyla u,(z,t) alttan sinirhdir.

Ayrica x < z( olursa
q(w,t)

uz(q (z,t),t) —u(q (z,t),t) = —ema@t) / eSy(€,t)dE >0
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yani
q(=.t)

walq (2, 8),1) = u(g (2, 1), £) — -7 / Sy (€, 1)de

—00

olarak yazilabilir. Buradan
uz(q (z,t),t) > u(q(x,t),t), x <z

elde edilir. Son egitsizlige Sobolev gémiilme teoremi ve (4.2.3) esitligi uygulanirsa

1 1
g Il = e ol

elde edilir. Dolaysiyla u,(x,t) alttan simirhdir. O halde ispat tamamlanmig olur. =

_Um(q (C(],t),t) S _u(q (l’,t),t) S u<q (xvt)7t) S ||u||L°° S
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5 DENKLEMIN COZUMUNUN PATLAMASI

Bu béliimde, (4.2.2)’de ele aldigimiz denklemin sonlu bir zamanda ¢6ziimiintin patla-
masini (blow up) garanti edecek baglangic degerler tizerindeki yeterli bir kogulu incele-
yecegiz.

Bu incelemeyi yapabilmek igin 6ncelikle (4.2.2) denklemini integral-diferansiyel formda
yazmak uygun olacaktir.

Bunun igin sirasiyla agagidaki adimlar: takip ederek (4.2.2) denkleminin integral-
diferansiyel formunu elde edelim.

Oncelikle (4.2.2) denklemi

(U — Ugg), — k(U — Ugg) , + AU — Ugy) + BUtly — 20Uy — Uty = 0 (5.1)

olacak gekilde yazilabilir. Bu son denklem (I — 9?2) operatorii kullanilarak yazilhirsa
(I — ) uy — k(I — 3)uyp + AT — 0?)u + 3utty — 2Upllyy — Uty = 0
elde edilir. Elde edilen bu son denklemde ise (I — 9?)~! operatoriinii kullanmirsak
wy — kg + M+ (1 — 02) " (Buny — 2uplpy — Ullyyy) = 0

veya

wy — kg + M4 (1 — 02) M uay + 2utly — 3Uplyy + Uplipy — Ullyey) = 0
denklemine ulagilir. Son denklemi gerekli diizenlemeler yardimiyla

up — kug + A+ (I — ai)_l (Uty — BUplpy — Ulyyy) + (I — 0§)_1 (2uuy + Uptizy) =0

veya
Uy — kgt (T—=02) 7 utty — (Quplyr + Upllpy + Ullge )| 4+(1—02) 10, (u2 + lui) =0

2

olacak sekilde yazabiliriz.
Son denklemde, = € R olmak iizere G(z) = 1e71*l ve Vf € L*(R) igin (I — 02)7' f =

G x f konvoliisyon esitligi goz ontinde bulundurulursa

up — kug + Au+ (I —02)7" [uuy — 0y (U + uug,)| + 0,G * (u2 + %ui) =0
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veya

wy — kg + A+ (I —0%)~1 [(uux) — 2 (uux)] + 0.G * <U2 + %Ui) =0

olacaktir. Dolayisiyla
Uy — kg + Au+ (I — 0%) (I — 0%) (uuy) + 0,G * (u2 + %ui) =0
denklemine ulagilir. Buradan ise (4.2.2) denkleminin integral-diferansiyel formu
ur + (u— k)ug + 0,G * <u2 + %ui) +Au=0 (5.2)

seklinde elde edilmis olur.
Simdi, ¢ozlimiin patlamasini garanti edecek olan teoremi ifade ederek bu teoremin

ispatin1 gergeklegtirelim.

Teorem 64 s > 3 i¢in ug € H*(R) olsun. yo = ug — Uy, olmak tzere belli bir xo € R

noktast i¢in
A=0, wyo(z) 20, z € (—00,2z0] ve yo(z)<0, € [zo,+00)

kosullar: saglansin. Bu durumda, (5.1) denklemsi igin baslangi¢ deger probleminin ¢ézimii

sonlu bir zamanda patlar.
Not 65 (—o0,x] ve [xg, +00) araliklar: izerinde y # 0 oldugunu kabul ediyoruz.

Ispat. (5.2)'de ele alman denklemin z’e gore diferansiyelini alirsak

U + ((u— k) uy), + 02 (G* (u2 + %ui)) =0

veya

1
Uge + U2+ (U — k) Uy + O (G* (u2+§ui)> =0

elde edilir. Son denklemde 9?(G * f) = (G * f) — f esitligini kullanarak w,, terimini

yalniz birakalim. Bu durumda

1 1
Uy = —u2 — (U — k) Upe — G * (u2 + Eui) + (u2 + §ui)
veya
2 1y 2 1
Uy = U —§ux—(u—k)um—G* ut+ U (5.3)



olacaktir. Burada

dq(xg,t)

iux(q(xo, t),t) = u(q(wo,t),t) + upe(q(z0, 1), 1) i

dt

yazilabilir. Yukaridaki son esitlikte, (4.2.15) esitligi kullanihirsa

%ux(q(xo, t),1) = ura(q(0, 1),t) + tza(q(0, 1), 1) (u (q(0, 1), 1) — k) (5.4)

elde edilir. (5.3)'te elde edilen w,(q(zo,t),t) teriminin esiti (5.4) ifadesinde yerine

yazilirsa

uala(o,1),8) = w(alan, 0),8) = Sud(alwo, 0).8) = wela(0,), ) (o alan, 0),8) — )

G (u2 + %u2> (q(20, £), ) + e ({0, 1), 1) (u (g0, £), £) — k)

olacaktir. Son denklem diizenlenirse

d 1
%ux(Q(xm t)’ t) = uz(q(x(b t)’ t) - 5?@((](%0, t)? t)
1
— G (u2 + éui) (q(xo,t),1) (5.5)
elde edilir. Yukaridaki son denklemde, ispati [28] ve [45]" de verilen Vf € H'(R) igin
1 1
G+ (£432) @2 51w (5:6)
esitsizligi kullanilirsa
d 2 Ly L,
EU‘T(QQTO, t)? t) S Uu (Q(J:O? t)a t) - §ux(Q<x07 t)? t) - 5“’ <Q(x07 t); t)
veya
d 1, 1,

elde edilir.

Iddia: u,(g(z,1),t) < 0 ve kesin azalandir. T, ¢oziimiin yagam siiresinin maxi-
mumu olmak tizere [0,7) araliginda u?(q(zo,t),t) < u?(q(zo,t),t) dir.

Tersinin dogru oldugunu kabul edelim. Yani dyle bir ¢y noktast mevcut olsun ki [0, ¢o)
araligi tizerinde u?(q(zo,t),t) < u2(q(zo,t),t) iken ty noktasmda u?(q(zo,to),to) >
u?(q(zo, o), to) olsun.

Burada, u(q(xg,t),t) ve u,(q(zo,t),t) fonksiyonlarmi tespit edelim. Bunun igin

(4.2.23) ve (4.2.24) ifadelerinde = yerine q(zo,t) yazarsak sirasiyla

q(zo,t) IS
1 1
u(q(zo,t),t) = 56_‘7(3”0"5) / egy(g,t)df + 56‘1(“’0’” / e_gy(i’,t)df (5.8)
—o0 Q(z(]vt)
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ve

q(o,t) o0
1 1
wralan,t).0) = —5e 1@ [ eyendg+ jeor [ etyenie (59)
—00 q(xo,t)

esitlikleri elde edilir.
Oncelikle, u, (q(zo,t),t) < 0 ifadesinin dogru oldugunu gésterelim.

Bunun igin, teorem 64’tin kogullar ile (4.2.19) esitligi birlikte ele alinirsa

x,t) >0, —oo<x<q(xg,t

Yt (.1 510
y<x7t) S 07 Q(x(%t) S T < oo

olacaktir. Bu durumda (5.10) ifadesini goz ontinde bulundurarak (5.9) esitliginin sag

tarafindaki terimleri sirasiyla degerlendirirsek

q(zo,t)
—%e_’I(“”O’t) / efy(€,1)dE <0
ve .
Lawon [ ¢
3¢ / e ty(&,t)dE <0
q(wo,t)
olarak bulunur. Dolayisiyla
q(zo,t) 00
uz(q(xo, t),t) = —%eq(xo’t) / Sy (€, 1) dE + %eq(xo’t) / e Sy(&,t)dE <0
—00 a(zo,t)
dir.
Simdi ise iddiamizin ikinci kisminin dogrulugunu gosterelim. Burada,
q(wo,t)
I:= %eq@m / eSy(&,t)de,  t€[0,T)

olacak gekilde tanimlansin. Bu durumda

q(zo,t)
d d 1
G0 = =10 Gatan )+ e [ ety(e ag
veya

d 1 )

Ej(t) = _5 (U ((](1’0, t)a t) - k) e—q(xo,t) / efy(§7 t)dg
1 q(xo,t)
+ ie*q(m’t) / egyt(f, t)d¢ (5.11)



elde edilir.
(5.11)’in sag tarafindaki ikinci terimi degerlendirelim. Bunu gergeklestirebilmek igin

(4.2.7) esitligi y = u — u,, almarak diizenlenirse

—Yt = Yo U + 2yuy — Ky,
= Yol + YUy + YUz — kYo
= (yu)o + Yue — ky,
= (Yu)e + (U — Uge ) Uz — kYo
= (yu)e + Uty — Uplpy — kYo

1
= (yw)e + 5 (v° —13), — kya (5.12)

esitligine ulagilir. Boylece (5.11) esitliginin sag tarafindaki ikinci terimi (5.12)’de elde

edilen egitligi kullanarak diizenleyelim. Bu durumda,

1 q(a:o,t)
3¢ [ e e
. q(zo,t)
= —56_‘1(“707” / e&(_yt) (5775) d¢
1 ) 1
= —gene [ e (g - ), - k) €0
. q(wo,t) . q(wo,t) .
= —ge oY / e (yu)s () dg — e 10 / ¢35 (W =), (&) dg
q(zo,t)
+ se @l ey, (&,1) d§
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esitligi elde edilir. Son egitlikte, kismi integrasyon formiilii kullanilirsa

] q(o,t)
R T
1 1 e
= —ie*q(% ) pa(o, t)(yu)( (mo,t),t)—i—ie’q“o’t) / eéyu (€,1) dé¢
. . q(zo,t) 1
— L—le_q”“’”eq(wm (u2 — Ui) (q(z0,1),1) + §e—q(mo7t) / 655 (u —u ) (&, 1) dE
k k v
+ Se Ty g(a,0)6) — Se [ ety (6. )ag
1 e 1
= 5e_‘i’(‘”o’t) / et (u? — g, ) (€, 1)dE + = (u — ) (q(z0, ), 1)
. q(wo,t) . a(o,t)
+ QG_WO’“ / eg(§u uz)(€ t)dﬁ— Semiod) / ety(&, t)de
olacaktir. Buradan ise gerekli diizenlemeler yapilarak
] q(wo,t)
3¢ [ e g
1 q(o,t) q(zo,t) .
= 56_‘1(“’” / u? (€, t)df— e~ @ost) / e (Ut ) (€, 1)dE + = (u — ) (q(zo, 1), 1)
) q(wo,t) ) ) q(o,t)
+ §e*4<l“0¢> / et (§u2 S ) (&, t)dE — Zeal@0ot) / eSy(€,t)de (5.13)

elde edilir.

Simdi son esitligi daha detayli bir sekilde degerlendirebilmek i¢in kargimiza gikan

, q(zo,t)
_56—Q(10’t) / 65<quw)(£7t)d£

integrali hesaplayalim. Bunun i¢in (uu,), = u2 + uu,, esitligini kullanirsak

, a(wo,t)
. 5e_q(z’o,t) / ef(_ui —|— (uuz)x)(€7 t)d5
. q(zo,t) 1 woed)
_ iefq(mo’t) / ¢ 2(5 t)d¢ — —q(zo,t) / (Uu:p)ac(f t)d§
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elde edilir. Son egitligin sag tarafindaki ikinci terime kismi integrasyon formiilii uygu-

lanirsa
. q(zo,t)
— ie—q(ro,t) / €8 (Ut ) (€, t)dE
. q(zo,t) . a(zo,t) ]
= a0t / (e, 1)+ e / o€ () (€, )€ — e 00 D, g, 1) )
. q(zo,t) . a(zo,t) 1 1
= Zemiteo! / U2 (6 1)dE + et / e 52 ) (€, ) — 1 () (o, ), 1)
. q(zo,t) . q(zo,t) )
= 56_‘1(“’0’” / eSul (&, t)dE + Ze_q(xo’t) / et (u?) (€, )dE — §(uux) (q(xo,t),1)

olacaktir. Son esitligin sag tarafindaki ikinci terimde yeniden kismi integrasyon formiilii kul-

lanilirsa

, q(wo,t)

. ie*qwo’t) / €£(Uumx)(£7t>d£
X q(z0,t) 1 )

—pe [ e nag - e [ e ag
1 —q(zo,t) ,q(zo,t), 2 .

+ e et (g0, 1), ) — 5 (uws) ((xo, 1), 1)
X q(=o,t) 1 1

= semiot [ et (w2 — ~u? ) (€,0)d€ + Ju? (g0, 1), 1)
2 2 !
1

= 5 (uz) (a(wo, 7). 1) (5.14)

olarak integralin sonucu bulunacaktir. (5.14)’te bulunan integralin sonucu (5.13)’te elde
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edilen esitlikte yerine yazilirsa

q(zo,t)

1
R T
) a(wo,t) 5 ) . q(xo,t) )
— ~—q(zo:t) (2,2 —,2 — o—a(zot) §(,2_ .2
5¢ / e (2u 21%) (&,t)d¢ + 5¢ / e (um SU ) (&,t)d¢
1, 1 1,5 9
10 (g0, 0).0) — L) (oo 0,6+ T (02— ) (afa ). 0)
I q(zo,t)
- e [ e (5.15)

elde edilir.
Diger taraftan, (5.11)’de verilen esitligin sag tarafindaki birinci terimi y = u — g,

kullanarak hesaplayalim. Bu durumda

) q(zo,t)
- ulateo0). e [ eyle, g

1 q(zo,t)
= gt e 0 [ )€ e

. q(zo,t) q(zo,t)
:—éu(q(xo,t),t)e_q“‘o’t) / eSu(é,t)dé — / Sy (€, 1)dE

elde edilir. Son esitlikte kismi integrasyon formiilii kullanilirsa

1 q(:ﬂo,t)
- iu (Q([Em t)a t) e—q(:co,t) / egy(f, t)d§
1 q(z0,t) q(zo,t)
= —gu (q(xo, 1), 1) e~ 9@ / eSu(€,t)dE + / eSug (€, 1)dE — 1Dy, (q(x0,1), 1)

1
= —5u (q(wo, t), 1) e 9@ (eq(‘vo’t)u (q(wo,1),t) — @Dy, (q(z0, 1), t))

= gl 1), ) w alro, 1), 1) + S (alo, ), 1) e (oo, 1)1
1 1

= 5 (uus) (g(w0,1). 1) - §u2 (q(zo, 1), t) (5.16)
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elde edilir. (5.15) ile (5.16) esitlikleri (5.11) ifadesinde yerlerine yazilirsa

p . q(zo,t) q(zo,t)
G0 = =5 (ulaao.t)0) Ry o0 [ esyienag+ e [ etyenag
| q(zo,t) , q(zo,t)
= —5u(qlzo, 1), £) e~ 10" / ety (€, 1)dg + Ze w0 / e“y(€, t)de
] q(zo,t)
+ et [ ey e
veya
d 1 1 k e
D1(t) = 3 () (g, 1),1) = 302 (aCoo, 1), 1) + 2ot [ Sy 1)ae
. qa(wo,t) 5 ) qa(wo,t) )
+ §e_q($°’t) / et (2u2 ~ 5l ) (€, t)d§+ G_Q(xo 2 / et (u2 — U ) (&, t)dE
1, 1 1, 9
. a(wo,t)
= et [ eyle g

olacaktir. Son esitlikte gerekli diizenlemeler yapilirsa

Q(‘Tovt)
d 1 1 1 1
El(t) = —§u2 (q(wo, 1), )+4U§( ($o,t)>t)+§e‘q(“°’“ / e (u? + JU (€ t)de
1 1 1 e
= —5u (alwo,1), 1) + 7 (a(wo, 1), 1) + e 0" / ef(5u + u 2, t)dg
1 o
_i_iefq(wo,t) / eg§u2(§,t)d£ (5.17)

esitligine ulagilir. (5.17)’yi daha basit bir gekilde ifade edebilmek i¢in

. q(o,t) .
30 [ Gar + Jut)e g
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integraline Young esitsizligini uygulayarak diizenleyelim. Bu durumda

q(o,t) q(zo,t)
1

3 [ TG g nde = 5 [ O )€ e

— 0 — 0
q(zo,t)

1
=35 / 65_Q($°’t)§(2uux)(§,t)df

—00

q(zo,t)

1 [ e g

—00

elde edilir. Son egitsizlikte kismi integrasyon formiilii kullanilarak diizenleme yapilirsa

1 1
3 [ G+ Sue e
1q(l’oﬂt)
e R
1 1 e
— +Z_leq(fﬁoyt)*fI(wo,t)uQ<q(x07t)’t) _ ZQ*Q(on,t) / e§u2(£,t)d£
(I(x()vt)
_ Lo L oawon [ g2
- 4“ (Q(ant)7t) 46 e u (é'vt)df

bulunur. Boylece son esitsizlik (5.17)’de yerine yazilirsa

S() > 0 (gl 0),1) + 102 (aleo,),0) + 7o (gl 1))

veya
;i[( t) > le(“ —u?)(q(xo,t),t) >0, tel0,t)

elde edilir. Teoremin kosullarindan I(¢) > 0 olacag aciktir. Bununla birlikte £7(¢) > 0

oldugundan I(t) fonksiyonu kesin artandir. () fonksiyonunun stireklilik 6zelligi dikkate

almirsa
veya
q(zo,to) o
et [yl e > e [ @ >0 (518
olacaktir.
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Ayrica,

o0

1
11 = §eq(x°’t) / e_fy(f,t)df

Q(m07t)

olacak sekilde tanimlansin. O halde, I(¢) i¢in yapilan islemler benzer gekilde I1(t) i¢in

de uygulanirsa
(u? —u?) (q(wo,t),t) <0, t€ [0,t0)

elde edilir. Teoremin kogullarindan I1(¢) < 0 olacaktir. Bununla birlikte son esitsizlikten

411(t) < 0oldugudan I1(t) kesin azalan olup I1(t) fonksiyonunun siireklilik 6zelliginden

veya
o) [ eyl topae < e [ ()i <0 (519)
Q(ZO’tO) Zo

elde edilir.
Burada, (5.9) ile (5.8)’in kareleri almip taraf tarafa ¢ikarihir ayrica (5.18) ile (5.19)

ifadeleri goz oniine alinirsa

q(zo,to)

u? (q(xo, o), to) — u* (q(xo, to), to) = / y(&, to)d¢ / y(&, to)d

q(zo,t0)

>—/ém@%/€%ﬁﬂf

=ud (z0) — ug(wo) >0 (5.20)

elde edilir. Bu ise bir ¢eligkidir. Boylece iddiamiz dogrudur.
Simdi teoremin ispatini devam ettirebiliriz. Coziimiin yasam siiresi i¢cindeki herbir
t degeri i¢in
m(t) := u, (q(xo,t),t) (5.21)
olacak sekilde tanimlanmig olsun. (5.7) esitsizligi ile (5.20) esitligini g6z 6niinde bulun-

durarak (5.21)’de ifade edilen esitligin ¢’ye gore tiirevini alalim. Bu durumda

dn;it) < % (uz (q(ﬁo,ﬂ,t) —u (C](ff(ht) t))
< % (u(0) — up,(w0)) = C
» (5.22)
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esitsizligine ulasilir.
Burada (5.22) esitsizliginin her iki tarafi 0’dan ¢’ye integrallenirse C' < 0 oldugundan

oyle bir ty noktasi vardir ki V¢ > ¢ igin

m(t) <m(0) + Ct < — uo(2) 1 gy

olacaktir. Son egitsizlikte her iki tarafin karesi alinirsa
m?(t) > (m(0) + Ct)* > ||uo (@) |71 gy

egitsizligine ulagilir. Aslinda, basit bir hesaplama ile ¢y degeri i¢in farkli iki durumun

mevcut oldugu acgiktir. Bu durumu

mo < — [[uo(2)[| g1 () ise to =0,

(5.23)

—2mo—2[uo (@)l g1 ()

(ug 7u(2)w) (zo)

mo > — o)l ise 1o =
olacak sekilde ifade edebiliriz.
(5.23)"in ikinci kismmmn dogrulugunu gosterelim. mg > — |luo(2)|| g1 g, olsun.

dm(t)
dt

< 5 (ug(wo) — up,(20))

N | —

esitsizligini 0’dan t’ye kadar integrallersek

veya

olacaktir. Buradan ise
m(t) < mg + 575 (ug (o) — g, (20))

esitsizligi elde edilir. Son esitsizlikte 3 (ud(zo) — ud,(20)) < 0 oldugundan

—2m0 -2 ||U0<x)||H1(R)

(ug — ug,) (x0)

to =

icin

1
< mg + 5150 (u (o) — ug,(w0)) = — [luo (@) || g1y » ¥t > to (5.24)
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olacaktir. Son esitsizligin sag tarafini ele alip diizenlersek

1
mo + HUO(:C>HH1(R) - —5750 (Ug(%) - U(Z)x(ﬂfo))

esitligine ulagilir. Bu esitlikten ¢y cekilirse

—2mg — 2 |[uo(z) || g1 )

= T =) (o)

olarak bulunur. Boylece (5.23)’te verilen ifadenin ikinci kisminin dogrulugu gosterilmis
olur.
Yeniden (5.22)’ye dénerek ¢t > ty igin

dm(t)
dt

< S (gl 0)0) = 502 (alio, 0),1)

DN | —

esitsizligini inceleyelim. Burada u (¢(zo, t), t) fonksiyonu i¢in (4.2.6) gbz 6niinde bulun-
durulursa
esitsizligine ulagilir. Son esitsizlikte A = 0 i¢in (4.2.3) kullanilirsa

dm(t)

1, 1
7 < Z ||u0||H1(R) - 5“326 (Q(‘T()?t)at)

elde edilir.(5.21) ve (5.24) gz 6niinde bulundurulursa

dm(t)

olacaktir. Sonug olarak my < 0 oldugunda (4.2.2) denkleminin ¢6ziimii sonlu bir za-
manda patlar. Boylece ispat tamamlanmig olur. m

Simdi A # 0 olmak iizere Zayif Disipatif Camassa-Holm denkleminin ¢éztimiiniin
patlamasini garanti edecek daha basit bir kosulu inceleyecegiz. Bunun i¢in agagida

verilen lemmay1 goz oniinde bulunduracagiz.

Lemma 66 C, K pozitif sabit sayilar olmak tzere tirevlenebilir y(t) fonksiyonu

d
Ey(t) < -Cy*(t)+ K (5.25)
esitsizligini saglasin. Eger y(0) = yo < —y/ % kosulu saglanarsa y(t) fonksiyonu sonlu

bir zamanda —oo’a yaklasir.
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ispat. Her t > 0 icin ¢/ (t) < 0 oldugunu gosterelim. Bunu gerceklegtirebilmek igin
tersinin dogru oldugunu yani Vt € [0, ¢] igin

/

y(£) <0 ve y(t) =0

olacak sekilde bir ¢y zamaninin mevcut oldugunu kabul edelim.

Teoremin kosullarindan ¢ = 0 komsulugunda
—Cy*(0)+ K <0

yazilabileceginden 1 (t) < 0 olacaktir.

Bu durumda, [0, to] aralig: tizerinde y(t) fonksiyonu azalan oldugu igin

veya

esitsizligine ulagilir. Son esgitsizlikten
—Cy*(t) + K <0
elde edilir. Fakat (5.25)’ten ¢t = ¢ igin
—CyP(to) + K >y (to) =0
yani
—Cy*(te) + K >0

oldugu bilinmektedir. Bu durum ise bir ¢eligkidir. Béylece iddiamiz dogrudur.
Simdi yeniden (5.25) esitsizligini ele alalim. Esitsizligin sag tarafina y%yQ(t) terimi
0
eklenip cikarilir ve sirasiyla agagidaki adimlar uygulanirsa

!

y(t) < —Cy*(t) + K

= Oy + S ) - D) + K

Yo Yo
K 2 K 2 2
_ ¢ (1 - @> 70 - % (0 - 17) (5.26)

elde edilir. Ayrica y(t), negatif ve azalan bir fonksiyon oldugundan

yAt) > yp
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veya
yi(t) — 5 >0
esitsizliginin gerceklendigi bilinmektedir. Bu durumda son esitsizlik goz 6niine alinarak

(5.26) esitsizligi diizenlenirse
/ K
)< —Cl1—— |yt
v <= (1= gn) i

elde edilir. Son esitsizligin her iki tarafinin integrali alinirsa

ws(eelod))

elde edilir. Burada, eger t
1

K
—Cyo+ 4
sayisina giderse (5.25) esitsizliginin ¢oziimii de —oo’a yaklagir. Boylece ispat tamam-
lanmig olur. m
Yukarida verilen lemmadan yararlanarak ¢oztimiin patlamasini garanti edecek daha

basit bir kogulu ifade edip ispatlayalim.
Teorem 67 K = ||u0|]§{1(R) + A% olmak iizere eger
up(z0) < —2VK (5.27)

egitsizligi saglamirsa (5.1) denkleminin baslangi¢ deger probleminin ¢ézimi sonlu bir

zamanda patlar.

Ispat. A # 0 olmak {izere (5.7) esitsizligini

d 1 1
%uw(q(wo, t)’ t) < EUZ(Q(:L‘O7 t)? t) - 51637(([(170, t)7 t) - )‘u:v (Q(%a t)7 t)
veya
d 1 1 Aug (q(xo, t),t
E%(Q(Io,t)aw < EUQ(Q(%J)J) — §u§(q(x0,t),t) -2 (q(20 ).t)

seklinde yazabiliriz. Son esitsizligin sag tarafindaki ti¢lincti terime Young esitsizligi

uygulanarak,
d L, L, 2 1
Eux(Q(an t)a t) S §’LL (Q(l'Oa t)7 t) - §um(Q(l‘07 t)v t) + A + Zuz<Q("E07 t)v t)
1 1
= 5u(g(wo, ), 8) = Jug(a(@o, 1), 1) + X° (5.28)
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esitsizligine ulagilir. Ayrica burada (4.2.6) ve (4.2.3)’ten

1 _ 2
[/ ||u||H1(]R = ¢ M Mol < 5 leollm )

olacaktir. Boylece elde edilen son esitsizlik (5.28) esitsizliginde kullanilirsa

d 1 1.
%Ux( q(wo, 1), ) < —Zui(CI(ﬂfO,t)at) t3 0|51 gy + A? (5:29)

elde edilir. (5.29) esitsizliginde C' = 7 ve K = 3 L w2 me) T A? alimirsa

%ux( (w0,1),t) < —CuZ(q(zo,t),t) + K

esitsizligine ulagilir. Dolayisiyla Lemma 66 goz oniine alinirsa baglangi¢ deger icin

VIR = -2VE

Ug(T0) < —

>J>~IH|

esitsizligi saglanmig oldugundan (5.1) denkleminin baglangi¢ deger probleminin ¢éziimii

sonlu bir zamanda patlar. Boylece ispat tamamlanmig olur. m
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