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OZET

TALEP MIKTARLARI AGIR KUYRUKLU GAMMA-g SINIFINDAN DAGILIMA
SAHIP (s, S) TIPLI ENVANTER MODELLERIN YAKLASIK YONTEMLERLE
INCELENMESI

Biisra ALAKOC

Karadeniz Teknik Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Danigman: Prof. Dr. Tillay KESEMEN
2020, 65 Sayfa

Bu ¢alismanin amaci, literatiirdeki stok kontrol modellerinden biri olan (s, S) tipli stok
kontrol modellerini agir kuyruklu dagilimlara ait olan Gamma-g sinifindan dagilima sahip
talep miktarlari ile incelemektir. Boylece (s, S) tipli modellerin agir kuyruklu dagilimlar ile
matematiksel analizinde yaklasik yontemler kullanilarak literatiirdeki boslugu doldurmak
hedeflenmektedir. Talep miktarlar1 agir kuyruklu olan Gamma-g sinifina sahip (s, S) tipli
stok kontrol modellerini teorik olarak yaklasik yontemlerle incelemek ve taleplerde meydana
gelebilecek beklenmedik dalgalanmalarin bu modeller {izerindeki etkilerini tahmin
edebilmek agisindan 6nemlidir.

Bu ¢aligsmada 6ncelikle agir kuyruklu dagilimlara ait Gamma-g sinifi hakkinda detayl
bir literatiir taramas1 verilecektir. (s, S) tipli stok kontrol modeli, Odiillii Yenileme Siireci
olarak adlandirilan yari-Markov bir model ile temsil edilecek ve bu modeli ifade eden
stokastik siire¢ matematiksel olarak insa edilecektir. Yenileme siirecinde yenileme
fonksiyonunu olusturan rasgele degiskenler agir kuyruklu dagilimlardan Gamma-g sinifina
sahip oldugunda Mitov ve Omey (2014) tarafindan yenileme fonksiyonu i¢in dnerilmis olan
yaklagik acilimlar kullanilarak, insa edilen siirecin ergodik dagilim fonksiyonu i¢in yaklasik
acilimlara ulasilacaktir. Daha sonra siirecin ergodik dagilimi i¢in zayif yakinsama teoremi
ifade ve ispat edilecektir. Ardindan ergodik dagilim fonksiyonunun n. mertebeden sonlu

momentleri i¢in agilimlar elde edilecektir.

Anahtar Kelimeler: (s,S) tipli stok kontrol modelleri, Odiillii yenileme siiregleri, Yenileme
fonksiyonu, Ergodik dagilim fonksiyonu, Agir kuyruklu dagilimlar,
Gamma-g sinifi, Ergodik dagilimin momentleri, Zayif yakinsama.
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SUMMARY

INVESTIGATION OF INVENTORY MODEL OF TYPE (s, S) WITH ASYMPTOTIC
METDODS WHEN DEMAND DISTRIBUTIONS ARE IN HEAVY TAILED
GAMMA-g CLASS

Biisra ALAKOC

Karadeniz Technical University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Mathematics Graduate Program
Supervisor: Prof. Tilay KESEMEN
2020, 65 Pages

The aim of this study is to examine inventory model of type (s, S), one of the stock
control models in the literature, with demand quantities distributed from Gamma-g class
belonging to heavy tailed distributions. In this way, it is aimed to complete the lack in the
literature by using approximate methods for mathematical analysis of inventory model of
type (s, S) with heavy tailed distributions. In order to analyze the effects of unexpected
fluctuations in demand on these models, it is important to investigate stock control models
with heavy-tail demand quantities in the gamma class by approximate methods.

In this study, firstly, a detailed literature review about Gamma-g class of heavy-tailed
distributions will be discussed. Then, an inventory model of type (s,S) will be represented
with a semi-Markovian model called a renewal reward process. A stochastic process which
expresses this model will be constructed mathematically. When the random variables that
make up the renewal function in the renewal process have the Gamma-g class of heavy-
tailed distributions, approximate expansions for the ergodic distribution function of the
constructed process will be achieved using approximate expansions proposed by Mitov and
Omey (2014). Then, an asymptotic expansion for nth order finite moments of the ergodic
distribution function will be obtained. Finally, weak convergence theorem will be expressed

and proved for the ergodic distribution function.

Keywords: Inventory model of type (s, S), Renewal reward process, Renewal function,
Ergodic distribution function, Heavy tailed distributions, Gamma-g class,
Moments of ergodic distribution, Weak convergence.
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> a(x)’in b(x)’e asimptotik denkligi.

: Beta fonksiyonu.
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1. GENEL BILGILER

1.1. Giris

Yunancada tahmin etmek anlamina gelen “stokhastikos” kelimesinden kdken alan
Tirkceye “rassal” ya da “rasgele” olarak c¢evrilen stokastik silireg, zaman igerisinde
rastlantisal olarak degisen fenomenler (hissse senedi fiyatlari, internet trafigi, biyolojik
poplilasyonlarin gesitli 6zellikleri v.b.) i¢in matematiksel bir modeldir. Diger bir deyisle
zamanla olasilik kurallarina gore degisim gosteren bir siirectir.

Stokastik siiregler ilk olarak 19. yiizyilin sonlarinda finansal piyasalar ve Brown
hareketini anlamaya yardime1 olmak i¢in titizlikle incelenmistir. 1900 yilinda L. Bachelier
borsadaki hisse senedi degerlerinin zamana bagli olarak rasgele degisimini inceledigi “The
Theory of Speculation” adli tezinde, giinlimiizde rasgele yiiriiyiis siireci olarak adlandirilan
stireci kullanmigtir. Stokastik siirecler teorisinde ve onun uygulama alanlarinda en ¢ok
karsilagilan smiflar1 yenileme, 6diillii yenileme, Markov siirecleri ve rasgele yiiriiylis
stirecleridir.

Yenileme siireci, Poisson siirecinin bir genellemesidir. Temel olarak olaylar aras1 gegis
stireleri birbirinden bagimsizdir ve Poisson siirecinden farkli olarak bu zaman siireleri ayni
keyfi dagilima sahip rasgele degiskenlerdir. Yenileme siirecleri literatiirde en sik kullanilan
envanter modellerden biri olan (s,S) tipli envanter modellerle ilgili problemlerin modelleme
ve ¢oziimiinde 6nemli rol almaktadir. (s,S) tipli envanter modellerle ilgili mevcut literatiiriin
biiylik bir boliimii talep miktarlarinin hafif kuyruklu ve sonlu varyansh dagilima sahip
olmas1 varsayimi iizerinde durmaktadir.

Hafif kuyruklu dagilimlarin incelenmesindeki yogunlugun en onemli nedeni hafif
kuyruklu dagilimlarin merkezi limit teoremini saglamasina dayanmaktadir. Merkezi limit
teoremi, anakiitle dagilimi ne olursa olsun rasgele orneklemle alinan birim sayisinin
artmastyla Orneklem ortalamasinin dagilimmin normal dagilima uydugunu agiklayan
teoremdir. Ornegin, 2017 yilinda Tiirkiye’de dogum yapan kadinlarm ilk dogum yasi
ortalama 28,7 olarak belirlenmistir. Bu veriler igerisinde ortalamadan ¢ok biiyiik ya da ¢cok
kiigiik degerlerin bulunma ihtimali nadir goriliir. Belirli bir ortalama deger etrafinda
kiimelenen bu gibi veriler iireten siirecler hafif kuyruklu dagilimlara 6rnek olarak incelenir

ve merkezi limit teoremini saglamaktadir.



Tiim bunlarin yaninda normal dagilim varsayimina uyum saglamayan ve veri kiimesi
icerisinde sayisiz ¢oklukta ug¢ degerler bulunduran durumlar da vardir. Literatiirde bu tiirdeki
dagilimlara agir kuyruklu dagilimlar denmektedir ve bu dagilimlar merkezi limit teoremini
saglamamaktadir.

Agir kuyruklu dagilimlar istel dagilimdan daha agir bir kuyruga sahiptir. Diger bir
deyisle kuyruk kismi iistel dagilima kiyasla daha yavas sifira giden dagilimlardir. Agir
kuyruklu dagilimlar ¢ok sayida aykir1 (¢ok biiylik veya cok kiiciik) degere sahip olma
egilimindedir. Kuyruk ne kadar agir olursa, bir 6rnekte aykir1 deger elde etme olasilig1 da o
kadar yiiksek olur. Eger dagilimdan rasgele bir 6rnek alirsak genellikle ortalama degerden
olusan bir 6rneklem ile karsilagsmak muhtemeldir. Ancak bir veya daha fazla sayida aykir
degerler olabilir. Ornegin, Tiirkiye’de yasayan insanlarin yillik gelir miktarlarindan 6rnek
alirsak verilerimizin biiyiik kism1 yaklagik olarak 22 bin lira olacaktir. Ancak 6rnegimizde
“Murat Ulker” gibi yilda birka¢ milyar dolar kazanan kisileri de segebiliriz. Bu biiyiik
degerler Ornek istatistiklerini saptirma egilimindedir. Yukaridaki Ornekte orneklem
ortalamasi milyonlarca dolar olacaktir ve popiilasyon ortalamasini kiictimseyecektir. Benzer
sekilde 6rnek varyansi da ¢ok biiyiik olacaktir.

Gergeklesme olasiligi diisiik fakat gerceklestiginde etkisi yiiksek olan olaylara sira dis1
ya da katastrofik olaylar denir. Bilindigi gibi dagilim fonksiyonunun kuyruk bolgelerinde
gerceklesme ihtimali diisiik olaylara ait olasiliklar yer alir. Eger kuyruktaki verilerle
modellenen olaylar normal dagilimin kuyruk kismindaki olaylara gore daha fazla
gerceklesme olasiligina sahipse ve bu olaylar meydana geldiklerinde etkileri biiyiik olan
katastrofik olaylar ise bu veriler de agir kuyruklu dagilimlar ile modellenir. Bu tiir sira dis1
olaylara hayatin bir¢ok alaninda karsilagildigi icin agir kuyruklu dagilimlarin ve etkilerinin
arastirilmasi son zamanlarda ¢ok 6nemi bir ¢aligma alan1 haline gelmistir.

Bu ¢aligsmanin amaci (s,S) tipli envanter modellerini agir kuyruklu dagilimlara ait olan
Gamma-g sinifindan dagilima sahip talep miktarlari ile incelemektir. Bu amag ile oncelikle
agir kuyruklu dagilimlar ve I'(g) sinifi hakkinda detayl bilgiler verilecektir. I'(g) sinifindan
baz1 temsilciler secilerek (lojistik gibi), talep miktarlarinin sirasi ile bu temsilci dagilima
sahip oldugu varsayilacaktir. Bu varsayimlarla (s,S) tipli envanter modeli ifade eden siirecin
ergodik dagilim fonksiyonu i¢in asimptotik agilimlar elde edilecektir. Daha sonra siirecin
ergodik dagilimi igin zayif yakinsama teoremi ispat edilecektir. Ayrica siirecin ergodik

dagilim fonksiyonunun n. dereceden momentleri i¢in asimptotik acilimlara ulasilacaktir.



1.2. Temel Tanim ve Teoremler

1.2.1. Asimptotik Notasyonlar

Bu boliimde genellikle kesilmis bir sonsuz serinin kalan terimini karakterize etmek
icin kullanilan bazi 6nemli notasyonlar ve asimptotik denklik kavrami kisaca ele alinacaktir.
Tammm 1.2.1.1. (Biiyiik O Notasyonu) [62] (Ozdemir, 2017) f(n) ve g(n) reel sayilar

kiimesinin bir alt kiimesi lizerinde tanimlanmis iki fonksiyon olsun. n > n; olmak iizere
|f ()| < clg(n)] olacak bigimde n, ve c keyfi sabitleri mevcut ise £(n) € 0(g(n)) denir.
Not 1.2.1.1. [62] f(n) € 0(g(n)) iiyelik ifadesi yerine f(n)=0(g(n)) esitligi

kullanilabilir.

cg(n)

f(n)

n,

Sekil 1. f(n) ve cg(n) Fonksiyonlarinin Karsilastirilmasi

Sekil 1.’den de gorilebilir ki yeterince biiyiik n degerleri i¢in f(n) fonksiyonunun
degeri her zaman cg(n) degerinden kiiciik olmaktadir. Bu nedenle f(n) fonksiyonu

n = ny (ny € R) igin her zaman istten sinirlandirilmistir. ([28])



Ornek 1.2.1.1. x3+x% =0(x*) dir. Burada f(x) =x3+x% ve g(x) =x* olarak
belirlenirse bu esitligi ispatlamak igin her x > x, igin x> + x? < cx* olacak sekilde x, ve ¢
sabitlerinin mevcut oldugu gosterilmelidir. f(x) ve g(x) pozitif degerli fonksiyonlar kabul
edilirse 0 < x3 + x% < cx* dir. Buradan 0 S§+xiz < c yazilabilir ve x, =1 ve c =2
degerleri icin esitligin saglandig1 goriiliir. Dolayisiyla x3 + x2 = 0(x*) ifadesi dogrudur.
Not 1.2.1.2. [62] Fonksiyonun st sinir1 igin daha kesin bir ifade isteniyorsa O notasyonu
yerine o notasyonu kullanilir. o notasyonu f(x) fonksiyonunun g(x) fonksiyonundan gok
daha yavas biiyiidiigiinii ifade eder.

Tamim 1.2.1.2. (Kiiciik o Notasyonu) [36] f(x) ve g(x) reel sayilar kiimesinin bir alt
kiimesi tizerinde tanimlanmus iki fonksiyon ve g(x) # 0 olsun. Eger x — oo iken

@
g(x)

kosulu saglaniyorsa f(x) = o(g (x)) denir.
Tamim 1.2.1.3. (Asimptotik Denklik) [36] f(x) ve g(x) reel sayilar kiimesinin bir alt

kiimesi tizerinde tanimlanmus iki fonksiyon ve g(x) # 0 olsun. Eger x — oo iken

F@

90 1

kosulu saglaniyorsa f(x)~g(x) bi¢iminde ifade edilir ve f(x) ve g(x) fonksiyonlari
asimptotik denktir denir.
Ozellik 1.2.1.1. (O Fonksiyonlar Simifi ile Tlgili Temel Ozellikler) [22]
i. C >0(C € R) olmak lizere O(Cg(x)) = O(g(x)) dir. Ozel olarak f(x) = 0(C)
veya f(x) = Cise f(x) = 0(1) dir.
ii.f(x) = O(g(x)) ve g(x) = O(h(x)) ise f(x) = O(h(x)) dir.
iii. O(gl(x))O(gz(x)) = O(gl(x)gz(x)) dir.
iv. O(g(x)h(x)) = g(x)O(h(x)) dir.
V.f(x) =px)+ 0™ , gx) =qx)+0(x™) ve r=min{m,n} olmak lzere
f&x) + g(x) = p(x) + qx) + 0(h") dir.
Vi. f(x) ve g(x) sonlu araliklarda integrallenebilir iki fonksiyon ve f(x) = O(g(x))

olsun. Bu durumda asagidaki esitlik dogrudur.



ff(y)dy=0<f Ig(y)ldy), X = X

Ozellik 1.2.1.2. (Asimptotik Denklik ile Tlgili Temel Ozellikler) [19]

i. f(x)~g(x) ve r herhangi bir sabit olmak tizere f"(x)~g"(x) ve lim g(x) = oo ise
X—00

log(f(x)) ~log(g(x)) dir.
il.f () ~g(x) ve h(x)~k(x) ise f(x)h(x)~g(x)k(x) ve f(x)/h(x) = g(x)/k(x) dir.
Teorem 1.2.1.1. [40] f(x) ve g(x), [a,) € R araliginda siirekli pozitif fonksiyonlar

olmak tizere f(x)~g(x) olsun. Bu durumda

f f(t)dt yakinsaktir < f g(t)dt yakinsaktir.
a a

Teorem 1.2.1.2. [40] f (x)~g(x) olsun. Eger [” g(t) dt = oo ise

fa @~ f Por

dir.

1.2.2. Olasilik Teorisinde Yakinsama Cesitleri

Tez c¢alismasinda, rasgele olarak meydana gelen olaylarin o6zelliklerinin ve
sonuglarinin incelenmesi i¢in (s,S) tipli envanter modelde kullanilacak rasgele
degiskenlerin baz1 sayisal karakteristikleri belirlenecektir. Ayrica modeli ifade eden siirecin
ergodik dagilim fonksiyonu ve ergodik dagilim fonksiyonunun n. dereceden momentleri igin
asimptotik ve yaklasik sonuclar elde edilecektir. Bu amag¢ dogrultusunda olasilik teorisindeki
yakinsama ¢esitleri kullanilacaktir. Calismanin bu boliimiinde yakinsama tiirleri hakkinda
genel tanimlamalar verilecektir.

Tanmim 1.2.2.1. [4] X, (n = 1) rasgele degiskenleri F,, X rasgele degiskeni F dagilim

fonksiyonuna sahip olsun. F’nin siirekli oldugu tiim x noktalarinda

F.(x) = F(x)



ise, X, rasgele degiskenler dizisi X rasgele degiskenine dagilimda yakinsiyor denir ve

D
X, = X ile gosterilir. Merkezi Limit Teoremi bu yakinsama tiiriine 6rnektir.
Tamm 1.2.2.2. [4] X,, (n = 1) rasgele degiskenlerin bir dizisi olsun. Eger her € > 0 sayis1

icin
lim P(| X, —X|<¢e)=0
n—oo

P
Ise X,, rasgele degiskenler dizisi X rasgele degiskenine olasilikta yakinsiyor denir ve X;, = X
ile gosterilir. Bu yakinsamaya zayif yakinsama da denir.
Tamim 1.2.2.3. [4] X, (n = 1) rasgele degiskenlerin herhangi bir dizisi olsun. Eger her

€ > 0 sayist i¢in

P(w:rlli_r)gloan(w) —X(w)| > ¢) = OveyaP(rlli_I)roloXn =X)=1

ise X,, rasgele degiskenler dizisi X rasgele degiskenine hemen hemen her yerde yakinsiyor

denir ve X, 25X ile gosterilir. Bu yakinsamaya giiglii yakinsama veya 1 olasilig1 ile
yakinsama da denir. Gii¢lii Sayilar Kanunu (SLLN) by yakinsama tiirline drnektir.
Yukarida verilen farkli tanimlamalar tanimin gegerlilik giicline gore verilmistir. Yani,

siranin i¢indeki herhangi bir tanim daha 6nce verilmis olan tanimlamalar1 da i¢ine alir.

1.2.3. Konvoliisyon Carpim

Konvoliisyon, olasilik, istatistik, bilgisayar goriisli, goriintii ve sinyal isleme ve
diferansiyel denklemleri igeren uygulama alanlarina sahiptir. Uzun yillardir bilinen ve
uygulanan matematiksel bir islem olmakla birlikte konvoliisyonu tanimlamak igin
matematikte ¢esitli terimler kullanilmistir. Konvoliisyon integrali teriminin en eski
kullanimlarindan birine d’Alambert’in 1754 yilinda yaymnlanan [21] kitabinda yer
verilmistir.

Bu boliimde, calismanin ilerleyen boliimlerinde verilecek olan tanim ve teoremlerin
icerisinde kullanilan konvoliisyon ¢arpimi teriminin genel hatlari ile tanim1 ve bazi temel

ozelliklerine deginilecektir.



Tanmmm 1.2.3.1. [68] f(t) ve g(t), [0,00] araliginda pargali siirekli fonksiyonlar olsun.

f(t) ve g(t) fonksiyonlarinin konvoliisyon g¢arpimi f * g ile gosterilir ve

(f +)@®) = £(©) * g(0) = f £t - Dg(D)dr 1)
0

integrali ile tanimlanir.

Ozellik 1.2.3.1. (Konvoliisyonun Ozellikleri) [35] f(t), g(t) ve h(t) fonksiyonlar1 [0, o]
araliginda pargali siirekli ve a € R olsun. Konvoliisyon carpimi asagidaki ozelliklere
sahiptir:

I. Yer degistirme 6zelligi

f@© *g(t) =g@) = f(©)
Ii.Dagilma 6zelligi

f® *(g@® +hr®) = (F(©) xg(®) + (f(©O) *h(®)
iii. Birlesme 6zelligi

(f(©) xg®©) * h(&) = £(&) * (g(O) * h(D))

iv. Lineerlik 6zelligi

a(f(©) »g(@®) = af(t) * g(t)

V.f)*0=0

Vi. f(8) x 1 # f(0)
Teorem 1.2.3.1 (Konvoliisyon Teoremi) [68] f(t) ve g(t), [0,o] araliginda pargali
stirekli ve a tstel mertebeden fonksiyonlar olsunlar. F(s) ve G(s) sirasiyla f(t) ve g(t)

fonksiyonlariin Laplace doniisiimleri ise, yani F(S) = L{f(t)} ve G(S) = L{g(t)} ise

LUF@) g0} = F(s)G(s) )

veya



LTHF($)G(s)} = f() x g(®) @)

dir.

1.3. Agr Kuyruklu Dagilimlar ve Alt Simiflan

1.3.1. Agr Kuyruklu Dagihimlar

Uygulamada kullanilan ¢ogu dagilim hafif kuyruklu dagilimlardir. Agir kuyruklu
dagilimlarin ilk 6rnegi pamuk fiyatlarindaki degisimin incelendigi Mandelbrot’un ¢aligmasi
olmustur ([55]). O zamandan giiniimiize kadar agir kuyruklu dagilimlarin pek ¢ok 6rnegi
bulunmustur. Ekonomi, finans, internet trafigi, nehirlerdeki taskin seviyeleri, diisiik ve
yiiksek sicakliklar i¢in agir kuyruklu dagilimlar daha gercek¢i modeller olarak kabul
edilmistir ([66]).

Agir kuyruklu dagilimlar en genel tanimu ile iistel dagilima gore daha agir kuyruga
sahip dagilimlardir. Bununla birlikte agir kuyruklu dagilimlar igin farkli tanimlamalar
mevcuttur. Bazi kaynaklar her dereceden momenti sonlu olmayan dagilimlar i¢in agir
kuyruklu terimini kullanirken bazilar1 ise varyansi sonlu olmayan dagilimlar1 nitelemek icin
bu terimi kullanmaktadir. Nadiren de kuyruk kismi normal dagilima kiyasla daha agir
kuyruga sahip dagilimlar ig¢in agir kuyruklu terimi kullanilmaktadir. Agir kuyruklu
dagilimlarin farkli alt siniflara sahip olmasi tanimlamalardaki farkliliklara sebep olmustur.
Calismanin bu kisminda agir kuyruklu dagilimlar i¢in ¢esitli tanimlamalar ve ayrica bu
caligmada kullanilacak olan I'(g) alt sinifi hakkinda ayrintili literatiir taramasi verilecektir.
Tanim 1.3.1.1. [73] X reel degerli bir rasgele degisken ve F, X rasgele degiskeninin dagilim
fonksiyonu olsun. x’ in ¢ok biiyiik degerleri i¢in P(X > x) ve P(X < —x) olasiliklar1 F* in
sirastyla sag ve sol kuyruklarina karsilik gelmektedir.

Bu c¢alismada sag kuyruk ile ilgilenilecek ve P(X > x) icin F(x) =1 — F(x)
notasyonu kullanilacaktir.

Tamim 1.3.1.2. [59] F, R iizerinde taniml1 bir dagilim fonksiyonu olsun. Eger her t > 0 i¢in



fooetx dF(x) = o (4)
0

sart1 saglantyor ise F’ e sagdan agir kuyruklu dagilim denir.

Tanimdan da goriilebilecegi gibi X rasgele degiskeni herhangi dereceden {istel
momente sahip olmadiginda X rasgele degiskeninin dagilimi agir kuyrukludur. Agir
kuyruklu dagilimlar i¢in mevcut literatiirde farkli tanimlamalar da vardir.

Tamim 1.3.1.3. [73] X reel degerli bir rasgele degisken ve F, X’ in dagilim fonksiyonu olsun.
Eger F(x) kuyruk fonksiyonu iistel dagilimdan daha yavas sifira yaklasiyorsa yani

lim e**F(x) =00 ,¥1 >0 (5)

X—00

sart1 saglantyor ise X’ e sagdan agir kuyruklu dagilima sahiptir denir.

f{x)
4

Ustel Dagil :
sre astim Agir Kuyruklu

Dagilim

v

Sekil 2. Ustel Dagilim ile Agir Kuyruklu Bir Dagilimin Karsilastirilmasi

Ornek 1.3.1.1. [73] X rasgele degiskeni k > 0 sekil ve § > 0 6lgek parametreli Weibull

dagilimina sahip olsun.
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x\ K
Flx) =P (‘ (E) > x20 (6)
0, x<0
oldugu bilinmektedir. k < 1 oldugu zaman,

x\k x\k
lim e*exp (— (—) > = lim exp </1x — (—) > =0 ,VA1>0

elde edilir. Yani 0 < k < 1 ve f > 0 parametreli Weibull dagilimi agir kuyrukludur.
Tamm 1.3.1.4. [10] X negatif olmayan degerler alan bir rasgele degisken olsun. Eger

—F(x+y)=1,Vy>0 )

limPX>x+y|X>x)=li -
xgrolo( x+yl x) Jlim 700

sart1 saglaniyor ise yani, x — oo iken F(x + y)~F(x) ise F dagilim fonksiyonu agir
kuyrukludur denir.

Bu tanimlama calismanin ilerleyen boéliimlerinde incelenecek olan agir kuyruklu
dagilimlarin bir alt sin1fi uzun kuyruklu dagilimlar i¢in kullanilacaktir. Ayrica, yine ilerleyen
boliimlerde incelenecek olan bir diger agir kuyruklu alt sinifi ise yag kuyruklu dagilimlardir.

Tamim 1.3.1.5. [73] X rasgele degiskeni F dagilim fonksiyonuna sahip olsun. x — oo iken

FO)~x"% ,a>0 (8)

sart1 saglaniyor ise F dagilimina agir kuyrukludur denir. Bu kosullarda F, 6zel olarak yag
kuyruklu dagilimlar sinifina aittir. Burada ¢ > 0 kuyruk indeksi olarak adlandirilmaktadir.

Ornek 1.3.1.2. [25] R* da taniml1 k = 1 6lgek ve @ > 0 sekil parametreli Pareto dagiliminin

_ a
kuyruk fonksiyonu F(x) = (=) seklinde ifade edilir ise

F 1+x)@
limia)zlimﬂzl

x>0 X X—00 X«

oldugundan F (x)~x~% bulunur. Bu nedenle Pareto dagilimima bazen Power low (gii¢ yasas1)
dagilimi denir.

Burada bahsi gecen gii¢ yasasi (ayrica dlgekleme kanunu da denir) bir degiskenin
baska bir nispi degisken ile orantil1 olarak degistigini belirten tabirdir. Ornegin bir karenin

uzunlugu 2 katina ¢ikarilirsa, alan 4 katina ¢ikmis olur. Alan ve kenar uzunlugu arasinda
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Y = (kX)? bagintis1 kolayca goriilebilir. Gii¢ yasas1 dagilimi Y = (kX)? seklindedir ve

a

Pareto dagiliminda da F(x)~x~% oldugundan Pareto giic yasasi dagilimlarma &rnek
verilebilir.
Tamm 1.3.1.6. [66] X, F dagilim fonksiyonuna sahip bir rasgele degisken ve n > 1 igin
E(X™) = p, olsun. Eger

Ha

A=— >3 9

w2 ©)
sart1 saglaniyor ise, yani basiklik katsayis1 A= 3 ile normal dagilimdan daha yiiksek ise X
rasgele degiskenine agir kuyruklu dagilima sahiptir denir.

Tamim 1.3.1.7. [25] Kuyruk kismindaki verilerin meydana gelme olasiligi normal dagilimin

kuyruk kismindaki verilere gore daha biiylik olan dagilimlara agir kuyruklu dagilimlar
dendir.

04

035

03 f

025

02 F

01

0os5

Sekil 3. Cauchy Dagilimi ile Standart Normal Dagilimin Karsilagtirmasi
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1.3.2. Agir Kuyruklu Dagiimlarin Bazi Ozel Alt Simiflar

Bu boliimiin amac1 agir kuyruklu dagilimlarin alt smiflarin1 tanitmak ve onlarin
kullanim alanlar1 hakkinda bilgi vermektir. Bu boliime kadar verilmis olan tanimlamalar agir
kuyruklu i¢in ¢ok genel tanimlamalardir. Uygulamada, hangi durumlarda hangi tanimin
dagilim1 agir kuyruklu sinifina dahil ettigini bilmek zordur. Tanimlamalardaki ¢esitlilik ve
uygulamadaki zorluk agir kuyruklu dagilimlar1 siniflandirma ihtiyacini dogurmustur. Agir

kuyruklu dagilimlarin en genis alt sinifi uzun kuyruklu dagilimlardir.

1.3.2.1. Uzun Kuyruklu Dagilimlar

Insanin diisiince yapis1 genellikle durumlari iki zit kategoriye gore siniflandiran ikili
diisiinmeyi (diializm) igermektedir. Ornegin iyi-kotii, yiiksek-diisiik, kentsel-kirsal,
olaganiistii-siradan gibi. Vilfredo Pareto’nun 1906’da yaptig1 incelemeye dayanarak bu iki
ayrim ¢ogu zaman 80/20 ilkesi ile nitelendirilir ([63]). Bir ¢ok olayda bu ikili boliimler
dengesiz bir zitlik olusturabilir. Arka planda kalan veriler ¢gogunlugu, 6n planda kalan veriler
ise azinhig1 gosterebilir. Ornegin, Tiirkiye deki mali gelirin %80’inin, niifusun %20 sine ait
oldugu soylenebilir. Bu gibi verilerin grafigi saga egik uzun kuyruklu bir dagilim
gostermektedir ([37]).

Netflix internet sitesinde yayinlanan dizilere karsi izlenme oranini gosteren bir grafik

verilsin.
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Izlenme Oram

e

Bag EKwruk
Sekil 4. Netflix Dizilerinin izlenme Oranma Gére Dagilimi

Yukaridaki grafikte goriilebilecegi gibi yiiksek izlenme oranina sahip az sayida dizi
varken diisiik izlenme oranina sahip ¢ok sayida dizi bulunmaktadir. Kuyruk kisminda
bulunan diziler tek basina diisiik izlenme oranina sahip olsalar da kuyrugun olusturdugu
toplam hacim ¢ok sayida dizi igermesi nedeni ile nispeten biiyiik orana sahiptir ([32]).

Daha 6nce Tanim 1.3.1.4 ile verilen agir kuyruklu taniminin 6zel olarak uzun kuyruklu
dagilimlart niteledigi bilinmektedir. Uzun kuyruklu dagilimlar sinifi £ notasyonu ile
gosterilmektedir.

Ornek 1.3.2.1.1. [25] R*da tamml, k, @, > 0 parametreli Burr dagilimmin kuyruk

fonksiyonu

a

) (10)

Foo = (k + xA

seklinde ifade edilirse

. Flx+y) i (k+xﬁ)a
xow F(x)  xoo (k4 (x +y)F)e

=1,vy>0

oldugundan Burr dagilimi uzun kuyruklu dagilimdir.
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Tanmm 1.3.2.1.1. (h-Duyarh Dagilim) [25] F € £ olsun. y # 0 i¢in F(x + y)~F(x),

x — oo oldugu bilinsin. Eger,

Fx+y)~F(x) ,lyl < h(x) , h(x) > oo (11)

sartin1 saglayacak sekilde azalmayan pozitif bir h fonksiyonu mevcut ise F dagilimina
h-duyarli dagilim denir.

Not 1.3.2.1.1. h secimini degistirerek uzun kuyruklu dagilimlar1 smiflandirmak igin
literatiirde farkli teknikler mevcuttur ([25]). Bu kisimda ayrintili bilgi verilmeyecektir.

Agir kuyruklu dagilimlarin bir diger 6nemli alt sinifi ise alt iistel dagilimlardir.

1.3.2.2. Alt Ustel Dagihmlar

Alt tstel dagilmlar (S) agir kuyruklu dagilimlarin 6zel bir alt siif olup, adini
ozelliklerinden birinden almaktadir. Kuyruk kismi iistel dagilimdan daha yavas sifira
yaklasan dagilimlardir.

Bu boliimde alt iistel dagilimlar ile birlikte uygulamada ¢ok kullanilan giiclii alt tistel
dagilimlar (§*) sinifi da incelenecektir.

Tamm 1.3.2.2.1. [75] F, R* da tamml1 bir dagilim fonksiyonu olsun. Eger F*™(x)~nF(x)

yani

P
o F(0)

n,nz=2 (12)

sart1 saglantyor ise F dagilimina alt iistel dagilim denir.
Tamm 1.3.2.2.2. [39] X4, X,, ... , X, rasgele degiskenleri R* da tanimli, ayn1 F dagilimina

sahip olsunlar. X = max{X,, X5, ... , X,,} olmak {izere
FX(X)~FX1+X2+"'+Xn(x) ,n =2 (13)

sart1 saglaniyor ise F € S dir.

Tanimdan agik¢a goriildiigii gibi, kuyruk kisminda dyle bir u¢ (asir1) deger vardir ki
toplam1 domine edebilir. Bu durumda dagilim alt iistel dagilimlar sinifina aittir.
Teorem 1.3.2.2.1 (Alt Ustel Dagihmlarin Temel Ozellikleri) [56]

i. Eger F alt iistel dagilima sahip ise,
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F(x-y)
waW =1,vy€ (0,0) (14)
dir.

ii. Eger (i) sart1 saglaniyor ise,

lim e®*F(x) = o

X—00

dir.

lii. Eger F alt iistel dagilima sahip ise, her ¢ > 0 ve n > 2 i¢in

F™(x)
F(x)

<c(l+&)™,x=0

kosulunu saglayacak bir ¢ sabiti vardir.
Teorem 1.3.2.2.2. [56] X, mutlak yakinsak F dagilimma ve f olasilik yogunluk
fonksiyonuna sahip bir rasgele degisken olsun.

I. F alt iistel dagilimdir ancak ve ancak

X
lim | 1@ f(y)dy =1 ,q(x) >0

— 00
X 0

ii. Eger h(x) = exp (xq (x)) f (x) fonksiyonu [0, o) araliginda integrallenebilir ise F alt
uistel dagilimdir.
Burada g bozulma orani olup g = f/F dir.

Alt ustel dagilimlar, alt siiflar1 ve uygulamalar ile ilgili teorik bilgiler literatiirde
mevcuttur ([9], [10], [26], [49]). Alt iistel dagilimlarin en 6nemli alt siniflarindan biri de §*
ile gosterilen giiclii alt tistel dagilimlardar.

Tammm 1.3.2.2.3. [9] Sonlu beklenen degere sahip X rasgele degiskeninin dagilim
fonksiyonu [0, oo) araliginda tanimli F olsun. Eger
~fo(x-y)F(y)dy
0

) ~2£)F@kw (15)

sart1 saglantyor ise F giiglii alt tistel dagilimdir, F € §* denir.
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Teorem 1.3.2.2.3. [12] F dagilim fonksiyonu, F kuyruk fonksiyonu, Q = —In F bozulma

fonksiyonu, g = f/F bozulma oranive r = lim sup(tq(t)/Q(t)) bozulma orani indeksi
X—00

olmak iizere
Lr<l,
ii.r, =r4+¢& <1 olacak sekilde bir £ >0 vardir ki F?272"° fonksiyonu R* da
integrallenebilir
kosullar1 saglantyor ise F € $* dur.
Agir kuyruklu dagilimlar i¢inde tek basina olmasa da alt tistel veya uzun kuyruklu
dagilimlar ile kesisimi siklikla incelenen bir diger alt sinif baskin degisen dagilimlar (D)

smifidir.

1.3.2.3. Baskin Degisen Dagilimlar ve Sabit Degisen Dagilimlar

Tamm 1.3.2.3.1. ([76], [77]) F dagilim fonksiyonu

lim su F(xy)<oo o<y<i1

sart1 saglantyor ise F baskin degisen dagilimdir ve F € D denir. Ayrica F, [0, ) araliginda

taniml1 olmak tizere

F(xy) = 0(1)F(x) 17

seklinde yazilabilir.

Literatiirde sikca karsilasilan £ N D (konvoliisyon-kapali) alt sinifi i¢in uygulamada
yaygin kullanilan dagilimlar 6rnek gosterilebilir. Pareto, Burr ve Cauchy dagilimlart £ ND
siifina dahildir. Baskin degisen dagilim olmasina ragmen uzun kuyruklu dagilim sinifina
dahil olmayan, yani D/L simnifindan olan dagilim mevcuttur. Peter and Paul [27] dagilimi
D/ L smifindandir.

D ve D n L smiflan [72] kaynaginda daha ayrintili olarak ele alinmistir. Caligmanin
bu kisminda inceleyecegimiz bir diger agir kuyruklu dagilim alt sinifi da sabit degisen
dagilimlar (C) smifidir.

Tamim 1.3.2.3.2. [48] F, dagilim fonksiyonu olmak iizere
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. F(xy)
lim lim sup —= =1
Y11 x-00 F(x)

veya

. Fly)
lim lim inf— =
yi1 x>0 F(x)

sart1 saglantyor ise F dagilimi sabit degisen dagilimdir ve F € C denir,

1.3.2.4. Diizenli Degisen Dagilhimlar

Diizenli degisen fonksiyonlar olasiligin ¢esitli uygulama alanlarinda kullanilmaktadar.
Bu nedenle konu iizerinde ayrintili ¢aligmalar da mevcuttur. Diizenli degisen dagilimlarin
tanim1 da bu fonksiyonlarla iligkilidir. Bu boliimde ayrintiya girmeden diizenli degisen
fonksiyonlar ile diizenli degisen dagilimlar hakkinda tanimlar ve teoremler ispatsiz olarak
verilecektir.
Tanim 1.3.2.4.1. [14] f herhangi bir x, > 0 igin [x,, ) araliginda tanimlanmis, pozitif ve
olgiilebilir bir fonksiyon olsun. Eger her t > 0 i¢in f(tx)~t*f(x), yani

VGO
e Fo ¢ (18)

sartin1 saglayacak bir « € R mevcut ise f fonksiyonu (sonsuzda) « indeksli diizenli degisen

fonksiyondur denir ve RV (@) ile gosterilir.

Tamim 1.3.2.4.2. [56] ¢, « = 0 indeksi ile diizenli degisen fonksiyon olsun. Yani
lim 25 _ 1 ves o
oo o) (19)

sart1 saglansin. Bu durumda ¢ fonksiyonuna sonsuzda yavas degisen fonksiyondur denir.
Diizenli degisen fonksiyonlar ve yavas degisen fonksiyonlar ile ilgili ayrmtili

caligmalar, ayrica Karamata teoremi ve diizenli degisen dagilimlarin integrallenmesi

konusunda teoremler ile uygulama 6rnekleri [14] ve [40] kaynaklarinda mevcuttur.

Tamm 1.3.2.4.3. [67] X negatif olmayan bir rasgele degisken ve F, X rasgele degiskeninin

dagilim fonksiyonu olsun. Eger her t > 0 icin
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. F(tx)
e F(x)

t™ (20)

sartin1 saglayan bir @ > 0 mevcut ise, yani F(x) fonksiyonu —a indeksi ile diizenli degisen

fonksiyon (F(x) € RV(—a)) ise F dagilimi diizenli degisen dagilima sahiptir denir.
Diizenli degisen bir dagilima sahip rasgele degiskenlerin sonlu momentlerinin mevcut

olup olmamasi « indeksine baghidir.

Teorem 1.3.2.4.1. [56] X rasgele degiskeni F dagilimimna sahip olsun. F(x) € RV(—a)

olmasi1 durumunda

k < aicin E(X*) < o
k > aicin E(X*) = o

ifadeleri dogrudur.

Diizenli degisen dagilimlar yavas degisen fonksiyonlara bagli olarak da
aciklanabilmektedir.
Tamm 1.3.2.4.4. [40] £, yavas degisen bir fonksiyon olmak iizere F € RV(—a), a =0
oldugu taktirde

F(x) = x7%¢(x)
seklinde ifade edilebilir.

Tamim 1.3.2.4.5. [76] F dagilim fonksiyonu olsun.

t™F < lim i fﬁ(tx) < i P t™* vy >1
< Jim inf ey < imsup ey < ¢ vy > @

kosulunu saglayacak sekilde 0 < a < f < oo mevcut ise F genisletilmis diizenli degisen
dagilimdir denir. F € ERV(—a, —pf) ile gosterilir.

Tanimdan agikga goriilebilir ki @ = f ise F diizenli degisen dagilimdir. Dolayisiyla
ERV sinift RV siifinin bir alt sinifidir.

Calismada su ana kadar incelenen agir kuyruklu dagilimlarin alt siniflar1 arasindaki

iligskiyi ve bu alt siniflara ait baz1 dagilim 6rneklerini agagidaki tabloda gérmek miimkiindiir.
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Sekil 5. Agir Kuyruklu Dagilimlarin Alt Siniflar1 Arasindaki Iliski ve Ornekleri

Tezin bundan sonraki bdliimlerinde calisilmis olan Gamma-g sinifi da agir kuyruklu

dagilimlarin bir alt sinifidir.

1.3.3. Gamma-g Sinifi

Gergeklesme siklig1 diisiik olmakla birlikte sira disi olaylar hayatin her alaninda, insan,
toplum ve kuruluslar i¢in biiylik 6nem tasimaktadir. Bu tiir olaylar, 6rnegin, deprem, kasirga
gibi dogal afetler, olaya maruz kalanlar i¢in beklenmedik sonuglar dogurabilir, ekonomik
krizler yasatabilir, firmalarda iflasa neden olabilirler.

Sira dis1 olaylarin etkilerinin biiyiik olabilecegi bilinse de bu olaylarin ne zaman
gerceklesecegi belirsizdir. Bu belirsizligi tahmin edebilmek i¢in bazi bilimsel yontemlerin
olusmasi1 da dogaldir.

Sira dist olaylarin dagilimlar incelendiginde genellikle kalin (agir) kuyruk yapisina

sahip olduklarini sdylemek miimkiindiir. Bu kalin kuyruklu yapilart modellemek i¢in ug
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deger teorisi yaygin olarak kullanilmaktadir. Diizenli degisen dagilimlar sinifi u¢ deger
teorisinde kullanilan baz1 dagilimlar1 igermemektedir. Bu nedenle Gamma-g (F(g)) sinifi
ortaya ¢ikmistir. Bu sinif hakkinda 6zellikler ve ayrintili bilgi Geluk ve de Haan tarafindan
[29] ile verilmistir.

Tanmm 1.3.3.1. [59] f(x), R tizerinde Glgiilebilir ve x’in yeterince biiyliik degerleri igin
pozitif bir fonksiyon olsun. Bu durumda f fonksiyonu I, (g) sinifina aittir denir ancak ve

ancak

i Fetyg)

m 0 e ,VyeR (22)

kosulunu saglayacak bir g, pozitif 6l¢iilebilir fonksiyon mevcuttur.
Burada g fonksiyonuna yardimeci fonksiyon denir.
Not 1.3.3.1. f € I';(g) olsun.
i. Eger @ = 0 ise f € I,(g) ile gosterilir.
ii. Eger @ > 0 ise genelligi kaybetmeden a = 1 farz edilerek f € I'(g) ile gosterilir.
iii. Eger a < 0 ise genelligi kaybetmeden « = —1 farz edilerek f € I'_(g) ile gosterilir.
Acikea gortliir ki, f € I'_(g) dir ancak ve ancak 1/f € T'(g) dir.
Ornek 1.3.3.1. f(x) = exp(—x/2) ve g(x) = 1/x icin f € I,(g) dir. Ciinkii, agik¢a

goriiliir ki

_ flx+ygt) Yy
fm =y = lmew(-5)=1.vyeR

dir. Yani, @ = 0 i¢in bu limit e* geklinde yazilabilir ve f, [;(g) sinifina aittir.
Ornek 1.3.3.2. [59] f(x) = fxoo exp(—y?/2)dy ve g(x) = 1/x icin f € T,(g) dir.

Bu calismanin ana amaci, giris kisminda da belirtildigi gibi literatiirdeki acigi
doldurmak i¢in (s,S) tipli envanter modellerde talep miktarlarinin I'(g) sinifina ait olmasi
durumunu incelemektir. Dolayisiyla calismanin bu bdliimiinde, ilerleyen boliimlerde

kullanilacak olan I'(g) smifina ait baz1 6zel dagilimlar hakkinda ayrintili bilgi verilecektir.
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1.3.3.1. Lojistik Dagilimi

Tukey Lambda dagilimi John Tukey tarafindan tanimlanmis olan siirekli, simetrik bir
olasilik dagilimidir. Bu dagilim tek bir A € R parametresine baglidir. Aslinda Tukey
Lambda dagilim1 A parametresine bagli olarak farkli dagilimlara yaklastirilabilen bir dagilim
ailesidir. 1 = —1 oldugunda Cauchy(0, ) dagilimina yaklasir. A = 0 oldugunda tam olarak
lojistik dagilim gibi davranir. A = 0,14 se¢ildiginde ise Normal(0, 2,142) dagilima
yaklasir. A’nin optimal degeri 0,14’ten —1’e¢ gegerken giderek artan bir agir kuyruk
olusturur, 0,14’ten biiyiik oldugunda ise daha kisa kuyruklar gériiliir. Ornegin A =1
oldugunda (—1,1) araliginda diizgiin dagilima tam uyum saglar ([38]).

Lojistik dagilim farkli disiplinlere sahip ¢esitli alanlarda kullanilmaktadir. En yaygin
olarak biiyiime modelleri igin ve lojistik regresyon olarak bilinen bir regresyon tipinde
kullanilmistir. Lojistik dagilim ayrica niifus modellemesi, hayatta kalma analizi, jeolojik
bilimler, envanter sistemler vb. i¢in kullanilmaktadir.

Lojistik dagilimin kullanim alanlarindaki ¢esitliligin nedeni basit bir dagilim
fonksiyonuna sahip olmasi ve normal dagilima son derece iyi yaklagsmasidir. Lojistik
dagilimimin ¢an sekli normal dagilim ile ¢ok benzerdir ancak lojistik dagilim, normal
dagilima gore daha agir kuyruk egilimindedir.

Calismanin bu kisminda I'(g) smifindan ilk 6zel 6rnek olarak lojistik dagiliminin
cesitli ozellikleri verilecektir. Mitov ve Omey’in [59] caligmasinda lojistik dagiliminin
kuyruk fonksiyonunun I'(g) simifina ait oldugu gosterilmistir.

Tamm 1.3.3.1.1. [11] Lojistik dagiliminin;
I. Olasilik yogunluk fonksiyonu,

oo (-5

fxlu,s) = 2 5 x € (—0,0),u ER,s >0
x—u (23)
s{1+exp (— T)
ii.Dagilim fonksiyonu,
F = ! R 0
(X|M,S) - ) X € (_ooi OO)”L[ € ;S > (24)

1+ exp (— %)

seklinde ifade edilir.
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Not 1.3.3.1.1. Bu c¢alismada lojistik dagilimmin konum parametresi u = 0, Olgek

parametresi s = 1 olacak sekilde segilerek islemlere yon verilmistir. Agikga goriiliir ki, bu

sartlar altinda

F(x) = 1 + e_x ) X € (—OO’ OO) (25)
elde edilir.
Tammm 1.3.3.1.2. Not 1.3.3.1.1°de belirtilen sartlar altinda lojistik dagilimin kuyruk
fonksiyonu

_ e *

F(.X') = 1+e* ’ x € (—OO, OO) (26)

seklinde ifade edilir.
Lojistik dagiliminin ¢ (bu ¢aligmada p = 0) ye gore simetrik oldugu bilindiginden

F(X) = 1+ex ) X € [0; OO) (27)
ve

_ 2e™%

F(x) = Trox’ *E€ [0, ) (28)
seklinde yazilabilir.
Yardimeir Teorem 1.3.3.1.1. F(x), lojistik dagilmmin [0,0) araligindaki dagilim

fonksiyonu olmak tizere asagidaki asimptotik iliski dogrudur:

FOO~1T 0= (29)

Ispat

_ 2/(1+e*) e*(1+e™)
xl—{EOZe‘x/(1+e‘x)_xl—r>§o 1+ e*
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e*+1

x—0o 1 + e¥

dir. Dolayisiyla asimptotik denklik saglanir.
Teorem 1.3.3.1.1. [24-24] F(x) = C/(1 + e*) ,x € [0, ) ise F € ['(1) dir.

Boylece Yardimc1 Teorem 1.3.3.1.1 ve Teorem 1.3.3.1.1 den agikga goriliir ki
F(x) =2/(1+e*),x €[0,) i¢cin F € T'(1) (30)

dir. Yani varsayilan sartlar altinda lojistik dagilimi I'(g) sinifina aittir.

Lojistik dagilimin da yaygin olarak kullanildigi u¢ deger teorisi olasilik dagilimlarinin
kuyruklarinda bulunan asir1 olaylarin stokastik davranisini inceleyen bir istatistik alanidir.
Ug deger teorisi bilim ve is diinyasinin hemen her alaninda uygulanabilir bir teori
gelistirmistir. Bu teoride biiyiik 6nem tasiyan bir diger dagilim da genellestirilmis u¢ deger

dagilimidir.

1.3.3.2. Genellestirilmis U¢ Deger Dagilim

Genellestirilmis u¢ deger dagilimi, u¢ deger teorisini gelistirmek i¢in tanimlanmig
stirekli olasilik dagilimlarinin bir ailesidir. En yaygin kullanilan ¢ tipi Gumbel (Tip-1),
Fréchet (Tip 1) ve Weibull (Tip I1T) dagilimlaridir.

Tamim 1.3.3.2.1. [53] Genellestirilmis u¢ deger dagiliminin
I. Olasilik yogunluk fonksiyonu

1 +1
flmo,e) =~ (t@)" e (31)
ii. Dagilim fonksiyonu
F(x|u,0,€) = e t® (32)

seklinde ifade edilir. Burada
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<1+s(x;“)>_l/s, £%0
ew(-(554), =0

dir. u € R konum parametresi, ¢ > 0 6lgek parametresi ve € € R sekil parametresidir.

t(x) =

Ayricae > 0isex € [u—0/g, ), e <0isex € [-oo,u —ag/e)vee = 0isex € (—oo, )
dir.

Ifadedeki karmasikligin giderilmesi ve kullanim kolaylig1 i¢in z = (x — p) /o standart
degiskeni kullanilarak Otten ve Montfort (1980) tarafindan olusturulmus yeni form 6 = —¢

olmak tuzere

5 Lexn (—(1 — 62)8
£(z16) = {(1 — 0z) exp( (1-62) ) 6 +0
exp(—2)exp(—exp(-2)), 6=0
ve
F(210) = {e"p (-a-029), =0
exp(—exp(-z)), 6=0

bi¢imindedir. Bu kosullar altinda 6 < 0 ise z € [1/0,0), 8 > 0 ise z € [-0,1/60) ve
6 =0ise z € (—oo,00) olur.

Dagilimin taniminda kullanilan € € R sekil parametresi dagilimin kuyruk davranigina
yon vermektedir. Tanim {izerinden de goriilebilecegi gibi ¢ ti¢ farklt duruma incelenip bu li¢
duruma gore genellestirilmis u¢ deger dagilimi 6zel isimler almaktadir. € =0, € > 0 ve
€ < 0 durumlari sirasiyla Gumbel, Fréchet ve Weibull dagilimlarina kargilik gelmektedir.
Tanmm 1.3.3.2.2. (Tip-l11l, Weibull Dagihimi) [18] & < 0 sekil parametresine sahip
genellestirilmis u¢ deger dagilimia yaygin bilinen adi ile Weibull dagilimi denir. Ayrica

y = —(1+ €z) ve ¢ = —a~! doniisiimleri ile dagilim fonksiyonu

_fexp(=(=y)%), y<0
Fo) ={ L y>0 (33)

bigiminde ifade edilir.
Tammm 1.3.3.2.3. (Tip-1l, Fréchet Dagilimi) [18] & > 0 sekil parametresine sahip
genellestirilmis u¢ deger dagilimina Fréchet dagilimi denir. Ayricay = 1 + szvee = —a ™!

dontigiimleri ile dagilim fonksiyonu
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Py = (P ’ (34)
bigiminde ifade edilir.
Bu ¢alismada iizerinde durulmak istenen durum genellestirilmis u¢ deger dagiliminin
€ = 0 sekil parametresine sahip olmasi ile tanimlanan Tip-1 dir.
Tamim 1.3.3.2.4. (Tip-1, Gumbel Dagilimi) [18] Gumbel dagiliminin
I. Olasilik yogunluk fonksiyonu

f(x) =e*exp(—e™) , x €ER (35)

ii. Dagilim fonksiyonu

F(x) = exp(—e™) , x €R (36)

bigiminde ifade edilir.
Teorem 1.3.3.2.1. [57] f(x) = e *exp(—e ™), x € R olmak iizere f € I'(1) dir. Ayrica
F(x)~f(x)~e™* oldugundan F(x) € I'(1) dir.

Boylece Tanim 1.3.3.2.4 (i) ve Teorem 1.3.3.2.1°den agikca goriiliir ki
f(x) = e exp(—e™), x € R olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip u¢ deger dagilimi
I'(g) sinifina aittir.

Ug deger teorisinde kullanilan ve bu c¢alismada incelenecek olan bir diger dagilim

ailesi gamma tipli dagilimlardir.

1.3.3.3. Genellestirilmis Gamma Dagilimi

Gamma tipli dagilhimlar 1920’lerde Luigi Amoroso tarafindan tanitilmistir [8]. Bu
ailenin tyeleri 6zellikle miihendislik ve son zamanlarda da tibbi uygulamalarda oldukga
fazla yer almaktadir ([52]).

Stacy ve Mihram ([70], [71]), iki gii¢ yasast dagilimi olan gamma ve Weibull
dagilimlarinin giiciinii birlestirmek i¢in 1962 yilinda genellestirilmis gamma dagiliminin ilk
tanimlamasin1 yapmistir. Genellestirilmis gamma dagilimi yaygin kullanilan bir dagilim

ailesidir. Bunun nedeni oldukga esnek olmasi, yani birgok 6zel duruma uyum saglayabilecek
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formda olmasidir. Ustel dagilim, gamma dagilimi, Weibull dagilimi gibi birgok dagilim
genellestirilmis gammanin 6zel durumlaridir ([33]).

Calismanin bu boliimiinde 3 parametreli genellestirilmis gamma dagilimmin genel
formu verilip parametrelerin 6zel olarak se¢ilmesi halinde I'(g) smifina dahil olma kosullari
incelenmistir.

Tammm 1.3.3.3.1. (Genellestirilmis Gamma Dagilimi) [70] a >0, d >0 ve ¢ >0
parametreli gamma dagiliminin

I. Olasilik yogunluk fonksiyonu

(p/a)x " exp(=(x/a)P)

f(xla,d,p) = I d/p) ,  x€[0,:) (37)
ii. Dagilim fonksiyonu
_v@/p, (x/a)P)
F(x|a,d,p) = I d/p) ,  x€[0,0) (38)

bi¢iminde ifade edilir. Burada I'(.) gamma fonksiyonunu ve y(.) yar1 gamma fonksiyonunu
ifade eder.

Not 1.3.3.3.1 Ozel tanimli gamma fonksiyonlar1 asagidaki gibi ifade edilir.

r(x) = ]0 1o tdt (39)
y(s,x) =f0 t5le~tdt (40)
[(s,x) = joots_le_tdt (41)

X

Genellestirilmis gamma dagilimi parametrelerin secimine gore farkli dagilimlar: taklit
edebilir. Ornegin, d = p olmas1 durumunda Weibull, p = 1 olmas! durumunda ise gamma
dagilimina doniistir. Ayrica a,d ve p parametrelerindeki kisitlamalar kaldirilirsa ancak

a = d/p pozitif kalir ise olusan dagilim Amoroso dagilimi olarak adlandirilir ([20]).
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Caligmanin ilerleyen boliimlerinde a =1,p=1 ve d =a > 0 olacak sekilde
segilerek 6zel durum incelenecektir.
Tanmm 1.3.33.2. a=1 p=1 ve d=a >0 parametreli genellestirilmis gamma
dagiliminin

I. Olasilik yogunluk fonksiyonu

1
fx) = mxa—le—x , x € [0, ) (42)

ii. Dagilim fonksiyonu

F(x) = Vﬁz‘a’;) . x€[0,00) (43)

bi¢iminde ifade edilir.
Teorem 1.3.3.3.1. [57] f(x) = Cx* 'e™ ,a > 0,x = 0 olmas1 durumunda f € T'(1) dir
ve F(x)~f(x) € I'(1) dir.

Boylece Tanim 1.3.3.3.2 (i) ve Teorem 1.3.3.3.1°den goriiliir ki Tanim 1.3.3.3.2’nin

kosullarini saglayan genellestirilmis gamma dagilimi I'(g) sinifina aittir.

1.4. Kilasik (s,S) Tipli Envanter (Stok Kontrol) Modeli

Stok kontroliiniin amaci firmalarin hem stok maliyetinin minimum diizeyde
tutmalarin1t hem de miisteriyi bekletmeden talebi karsilayacak kadar stok bulundurmalarini
saglayacak optimal sistemi kurup isletmektir.

(s,S) tipli envanter modeli son yillarda kapsamli bir sekilde ¢alisilmistir ([17], [27],
[58], [64]). Ancak mevcut literatiiriin biliylik bir kismi talep miktarlarinin hafif kuyruk
yapisina sahip oldugu varsayimina dayanmaktadir. Hafif kuyruklu talep varsayimlar
ozellikle talep miktarlarinda beklenmeyen bazi durumlar oldugunda her zaman tahmin
edilemeyebilir. Bu tez ¢alismasinda talep miktarlariin agir kuyruklu dagilima sahip olmasi
durumu ele alinacaktir.

(s,S) tipli envanter modeller i¢inde en yaygin kullanilani klasik (s,S) tipli envanter
modelidir ve bu modelin genel ¢alisma prensibi su 6rnek ile aciklanabilir: Bir sirketin ani
gelebilecek yliksek talep miktarlarini da goz oniinde bulundurarak kendisi i¢in en uygun

envanter politikasini belirlemeye calistig1 ve X(t) siirecinin herhangi bir t aninda bu sirketin
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stok seviyesini temsil ettigi varsayilsin. Bu sirket klasik (s,S) tipli envanter model ile
calismak istedignde sistemi olusturan elemanlar asagidaki gibidir:

X(t): t aninda bir depodaki stok seviyesi,

Nn: Talep miktarlarini temsil eden rasgele degiskenler,

¢,: Talepler arasinda gegen siireyi temsil eden rasgele degiskenler,

s: Stok kontrol seviyesi,

S: Maksimum stok seviyesi,

T4: Stok seviyesinin s seviyesinin altina diistiigii ilk an,

N, : Stok seviyesinin s seviyesinin altina diistiigli ana kadar gerekli talep sayisi.

Depodaki stok seviyesi t =0 baglangic aninda maksimum stok seviyesinde
(X(0) = S) olsun. Depodaki stok seviyesi onceden belirlenmis kontrol seviyesinin (s) altina
diistiigii ana kadar, her bir rasgele T,, aninda sisteme rasgele 1, miktarlarinda talepler

gelmektedir. Bu durumda

n
Thn=) &
i=1
biciminde olacaktir. Depodaki stok seviyesindeki degisim asagidaki gibi olur:
X(TD=X,=5-m
X(T)=X,=85— (1 +12)

n
XT) =X, =S =),
i

Agikea goriildigii gibi de depodaki stok degisimi {n;};>, miktarlar1 dogrultusundadir.
Bu degisim stok seviyesi “s” kontrol seviyesinin altina diistiigii ilk ana (7,) kadar devam
eder. Depodaki stok seviyesi kontrol seviyesinin altina diistiigli anda hi¢ beklenmeden depo
maksimum stok seviyesine kadar doldurulur. Bdylece ilk periyot tamamlanmis olur. Ikinci
periyot yeniden S seviyesinden baslar ve 1. periyoda benzer sekilde devam eder.

Bu calismada talep miktarlar1 (1,,) agir kuyruklu dagilima sahiptir ve ardigik talepler
arasinda gegen zamanin (&,) keyfi, pozitif degerli, mutlak siirekli dagilimli rasgele
degiskenler oldugu varsayilir. Klasik (s,S) tipli envanter sistemini ifade eden siirecin

realizasyonu asagidaki gibi verilmektedir.
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Sekil 6. Klasik (s,S) Tipli Envanter Modelin Bir Realizasyonu

1.4.1. Siirecin Matematiksel Kurulumu ve Ergodik Dagihmu I¢in Kesin
Formiiller

&) ve (nph,n=1 aym (Q, 3, P) olasilik uzayinda tammli bagimsiz rasgele
degiskenler dizisi olsun. Ayrica bu iki rasgele degisken dizisi kendi aralarinda da bagimsiz
olsun. &, ve n,, sadece pozitif degerler alabilen rasgele degiskenler ve dagilim fonksiyonlari

sirasi ile agagidaki gibi tanimlanmis olsun:
®(t) = P& < t); F = Fy(x) = Py < )

&, ve n, rasgele degiskenleri yardimi ile T,, ve Y, yenileme dizileri agsagidaki gibi

tanimlanmis olsun:
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n n
=) & Ya=Dm, 121 T=Y=0
i=1 i=1

{N,} tam degerli rasgele degisken dizisi asagidaki gibi tanimlansin:
No=0;Npyy =inflk =N, +1:S— (Y, =Yy ) <s}n=012,..

Burada N,, {Y,} tarafindan “s” seviyesini ilk gecis anina (7,) kadar gerekli talep
sayisidir. Ayrica T, sistemin n. kez stok kontrol seviyesinin altina diistiigii andir ve asagidaki

gibi tanimlanir:

Nn
TOZO, Tn:TNn:ZEi’ n21
i=1

Ayrica  v(t) =max{n=>0:T, <t},t >0 sayma sireci tamimlansin. Tim
tanimlanan notasyonlar kullanilarak depodaki depoda bulunan stok miktarindaki degisimi

gosteren X (t) siireci
X®O=S—Yoy -, ) tn <t <Tpy;, n=012,..

biciminde elde edilir. Bu c¢aligmanin amaci, f =S — s yeterince biiyiikk iken yani
B =S—s— oo durumunda X(t) siirecinin ergodik dagiliminin asimptotik davranigini
incelemektir. Daha 6nce de belirtildigi gibi bu tez ¢alismasinda talep miktarlarini ifade eden
{nn},n = 1 rasgele degiskenlerinin I'(g) alt sinifindan bazi1 6zel agir kuyruklu dagilimlara
sahip oldugu varsayilacaktir.

Siirecin uzun siire c¢aligmast durumunda, yani t — oo iken silirecin dagilimini ve
momentlerini bulabilmek i¢in siirecin ergodik olup olmadiginin bilinmesi gerekmektedir.
Khaniyev ve Atalay tarafindan [44] ¢alismasinda siirecin ergodikligi ve ergodik dagiliminin
kesin sekli belirli kosullar altinda asagidaki gibi elde edilmistir.

Teorem 1.4.1.1. [44] {&,.} ve {n,,},n = 1 baslangi¢ rasgele degiskenleri asagidaki kosullar
saglasin.

i. 0 < E(&) < oo,

ii. 0 < E(ny) < oo,

iii. {n;},i = 1 aritmetik olmayan rasgele degiskenlerdir.
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Yukarida belirtilen kosullar altinda X (t) siireci ergodiktir.
Teorem 1.4.1.2. [44] X(t) siireci Teorem 1.4.1.1°in kosullarini saglasin. X(t) siirecinin
ergodik dagilim fonksiyonu Qyx(x) ile gosterilip Qx(t) = tlim P{X(t) <x},x €[s,S)

olsun. X (t) stirecinin ergodik dagiliminin kesin formu asagidaki formda yazilir:

U(S —x)

Qx(x)=1—m,

SSx<S (44)

Burada U(x), {1, }>1 rasgele degiskenler dizisi tarafindan tiretilen yenileme fonksiyonudur

ve

co

UG =) F) (45)

n=0

bigiminde ifade edilir.
Ifade kolaylig1 agisindan X(t) siirecinin standartlastirilmis hali asagidaki gibi ifade

edilsin:

1
Wy(D) = 5 (X0 =5). (46)

Dolaysti ile Wg(t) siirecinin ergodik dagilim fonksiyonunun kesin hali asagidaki gibi elde

edilir:

_u(p-x)

Qwﬁ(t) =1 UGB )

B=S—s—>0 (47)

{nn}, n = 1 rasgele degiskenleri iistel dagilim, Erlang dagilimi gibi basit bir dagilima
sahip oldugunda bu rasgele degiskenler tarafindan iretilen U(x) yenileme fonksiyonunun
kesin formunu bulmak miimkiindiir. Fakat diger pek ¢ok dagilim icin yenileme
fonksiyonunun kapali ve kesin formunu bulmak miimkiin degildir. Bu nedenle U(x)
yenileme fonksiyonu i¢in asimptotik ac¢ilimlar kullanmak daha uygundur. Boylece kesin

formiillere yakin sonuglar elde edilmis olmaktadir.
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1.4.2. Yenileme Fonksiyonu I¢cin Yaklasik ifadeler

Literatiirdeki Onemli c¢alisgma alanlarindan biri de yenileme fonksiyonunun
incelenmesidir. Yenileme fonksiyonunu iireten rasgele degiskenlerin sonlu momente ve
hafif kuyruklu dagilima sahip oldugu durum igin Blackwell [15] ve Smith [69] tarafindan
yenileme fonksiyonlar1 i¢in asimptotik agilimlar elde edilmistir. Daha sonra bu agilimlar
daha da gelistirilmistir.

Agir kuyruklu dagilimlar i¢in yenileme teorisi olasiligin giincel ¢aligma alanlarindan
biridir. Bu konu ile ilgili ilk 6nemli ¢alismalar Feller [24], Smith [69] ve Teugels [74]
tarafindan yapilmistir.

Agir kuyruklu dagilima sahip rasgele degiskenler tarafindan iiretilen yenileme
fonksiyonlar1 i¢in en onemli agilimlardan biri de Mitov ve Omey [57] tarafindan elde
edilmistir. Bu ¢alismay1 literatiirde mevcut diger ¢alismalardan ayiran en Onemli fark
asimptotik terim icermeyen yaklasik sonuglarin elde edilmis olmasidir.

Teorem 1.4.2.1. [57] F(x) € RV(—a),a > 2 olmak iizere {n,,},n =1 aym F dagilim
fonksiyonuna sahip rasgele degiskenlerin bir dizisi olsun. Bu durumda sonlu varyansh
diizenli degisen dagilima sahip {1, },n = 1 rasgele degiskenleri tarafindan tretilen U(x)

yenileme fonksiyonu asagidaki gibi ifade edilir:

U(x)—i+lfxﬁ()d + 2u,F ()
_ll1 w J, elyjay Hele (48)

Teorem 1.4.2.2. [57] {n,,},n = 1 ayn1 F dagilim fonksiyonuna sahip rasgele degiskenlerinin
bir dizisi olmak iizere F € I'(g) olsun. Bu durumda I'( g) smnifina ait rasgele degiskenler

tarafindan tiretilen yenileme fonksiyonun yaklasik ifadesi asagidaki gibidir:
UG = =+ 2 g2 F ()
xX)=—+——-——g“(x)F(x
r uz? (49)

Son iki teoremde kullanilan F,(x) fonksiyonuna integrallenmis kuyruk fonksiyonu ya da

denge fonksiyonu denir ve
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1 r*_
RG) = — f F(y)dy (50)

1

biciminde hesaplanir. p,, integrallenmis kuyruk fonksiyonunun birinci momentini verir:

to = E(E,) = f "R

0

251

1 _ 1 _
=J. x—F(x)dxz—f xF(x)dx
0 H1Jo

! .fooZ F(x)d ! E(X?)
=— xF(x)dx = —
204 Jy 214

elde edilir. Dolayisiyla

He =tz /2111 (51)

esitligi dogrudur:
Boylece (*) denklemindeki asimptotik yaklasim asagidaki bicimde ifade edilebilir:
X U2

1 _
U(x) =Z+2—M%—M—%QZ(X)F(X) (52)



2. YAPILAN CALISMALAR

Bu kisimda talep miktarlar1 I'(g) smifindan secilen 6zel dagilimlara sahipken klasik
(s,S) tipli envanter modeli ifade eden siirecin ergodik dagilim fonksiyonu icin yaklasik
sonuglara ulagilacaktir. Daha sonra ergodik dagilim fonksiyonunun momementleri i¢in de

asimptotik ac¢ilimlar elde edilecektir.

2.1. Talep Miktarlar1 I'(g) Simfindan Lojistik Dagihmina Sahip Oldugunda
Siirecin Asimptotik Olarak incelenmesi

2.1.1. Siirecin Ergodik Dagilim I¢in Yaklasik ifadeler

Bu boliimde, Kisim 1.4°de galisma prensibi ve matematiksel kurulumu verilen (S,S)
tipli envanter modelin ergodik dagilimi i¢in yaklasik sonuclara ulagilacaktir. Teorem 1.4.1.1
ile verilen sartlara ek olarak talep miktarlarini ifade eden {n,,}, n > 1 rasgele degiskenlerinin
F(x) = 2/(1 + e*),x = 0 kuyruk dagiliml1 lojistik dagilimina sahip oldugu varsayilmistir.
Daha once de belirtildigi gibi lojistik dagilima sahip rasgele degiskenler tarafindan tiretilen
yenileme fonksiyonunun yaklasik ifadesine ihtiya¢ duyulmaktadir. Bu amagla 6ncelikle
Mitov ve Omey’in [57] ¢aligmasinda I'(g) alt smifindan dagilimlar tarafindan iretilen
yenileme fonksiyonunun yaklasik ifadesi i¢in (52) ile verilen agilim kullanilacaktir.
Yardimei Teorem 2.1.1.1. {n, },n = 1 ayn1 I'(g) Sinifindan lojistik dagilimina sahip rasgele
degiskenler olsun. Yani {n,},n > 1 rasgele degiskenleri F(x) = 2/(1 + e*), x > 0 kuyruk
fonksiyonuna sahip olsun. E(n1) = p,,n = 1,2 olmak tzere, {n,},n>1 rasgele

degiskenleri tarafindan iiretilen yenileme fonksiyonu asagidaki gibi ifade edilebilir.

V() = X N Uo 1 2
VLT 2T 21t (53)
Ispat: Yardimc1 Teorem 1.3.3.1.1 ve Teorem 1.3.3.1.1 ile F(x) = 2/(1 + e*) olmak iizere
F(x) € T'(1) oldugu bilinmektedir. Burada g(x) = 1 oldugu aciktir. Dolayisiyla T'(g)
simifindan rasgele degiskenler tarafindan iiretilen yenileme fonksiyonu i¢in (52) acilimi

kullanilir ise
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#2 1 2
2#1 U% 1+e”

Ulx) =—
Uy

sonucuna ulagilir.
Yardimci Teorem 2.1.1.2. Teorem 1.4.1.1 ve Yardimci Teorem 2.1.1.1’1in sartlar1 saglansin.

Bu durumda 8 = S — s - o igin asagidaki agilimlar dogrudur:

1 2

UB) =—B +42 — =

B) = b+ i (54)
1-x  uwp 1 2

U(B(1=x)) = 2Z BT e (55)

Ispat: Yardimei Teorem 2.1.1.1 ile elde edilen

U x+u2 1 2
xX)=— -—
W 2uf pil+e”

aciliminda “x” yerine “B” ve “f(1 — x)” ifadeleri yazilarak (.) ve (..) ifadeleri kolayca elde
edilir.
Yardimc1r Teorem 2.1.1.3. Yardimer Teorem 2.1.1.2°in sartlar1 saglansin. Bu durumda

B =S — s — o i¢in asagidaki asimptotik agilim dogrudur:

1 m 2 0 1
UB) " B+pe (Bru)2+eh) ' <ﬁ3e2ﬁ) (56)

Burada u,, = E(n}),n = 1,2 olmak tizere u, = p,/2u, dir.
ispat:

1 —(1,3+”2 1 2 )1
up) \m"  2uf pi1+ef

1 2 -1
)
p B ml+ef
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-1
- %((1 ) (- rgrmas eﬁ)))

_ M 2 1
D (1 PGt ed) (ﬁ2e2ﬂ>>

M 2 1
N Ea * (B + ue)?(1 + ef) " O<ﬁ3e2ﬁ)

elde edilir.
Teorem 2.1.1.1. Teorem 1.4.1.1 ve Yardimci Teorem 2.1.1.1°in sartlar1 saglansin. Bu

durumda f =S — s — oo igin Wp(t) = %(X (t) — s) stirecinin ergodik dagilim fonksiyonu

asagidaki asimptotik agilimi saglar:

Bx 3 28(1 —x) 4 2
B+ue m(B+u)?@+ef) p(B+u)1+efa-2)

1
+0(e=0)

Ispat: Teorem 1.4.1.2’nin sonucu olarak verilen Qy, p (x) agiliminda (55) ve (56) ifadeleri

Qwﬁ(x) =
(57)

kullanilir ise;

RUCICED))

Qwﬁ(x) =1 UB)

—1— ﬁ(l_x)_i_llz _i;
w2 pi1+ef00

By 1 2 17
wo 2uf piltef

BA—-—x) pe 1 2
M1 Hy  pil+ef0=®

Ry e e A v
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:1_{ﬁ(1—x)+ He 2(1—x)
Bt+ue Brue wm(B+pe)?(1+ef)

2 1
(B + p) (1 + ePU-2)) +0 <,82e(ﬁ<1"”)>}

_ . { —Bx 2B(1 —x)
=1 {B+ue+u1(ﬁ+ue)2(1+eﬁ)

2 1
T+ R+ ePa) O <5ze(ﬁ(1—x))>}

_ _Bx 2p(1—x) y 2
T Btue m(BHp) (1 +eP)  u(B+ pe)(1+ ePA-)

1
2 <3ze(ﬁ(1—x))>

Sonu¢ 2.1.1.1. (Zayif Yakinsama Teoremi) Teorem 2.1.1.1°in sartlar1 saglansin. Bu
durumda (57) ile verilen Wg(t) = %(X (t) —s) strecinin ergodik dagilim fonksiyonunun

asimptotik agilmi 8 =S —s — o igin [0,1] araliinda tamimh diizgiin dagilima zayif

yakinsar. Yani § =S — s = oo igin

QWB(X) - G(x)=x (58)
dir.
Ispat: Kolayca goriiliir ki;

px_ 8 = oo; 2B(1—x)
B+u. " (B pe)?(1 4+ ef)

—>O,’B—>oo;
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2
%
U1 (B + pe) (1 + eF-%)

0,8 > ove

—>O,ﬁ—>oo

1
p2e(B1-2)

dir. Boylece
Quy(0) = GO =x,8 -

elde edilir.

Wp(t) = %(X (t) — s) esitliginden X (t) = s + BWp(¢) elde edildigine gore asagidaki

onerme ifade edilebilir:
Sonu¢ 2.1.1.2. Teorem 1.4.1.1’in sartlar1 saglansin. X(t) stirecinin ergodik dagilimi
B =S — s’nin biyiik degerlerinde yaklasik olarak [s,S] araliginda diizgiin dagilim gibi

davranir. Yani,

X—s
S—s’

Qx(x) = x € [s, 5] (59)

dir.

Ispat: Sonug 2.1.1.1 ve We(t) = %(X (t) — s) esitliginden agikga goriiliir ki

X—s € [5,5]
S_S,x s,

Qx(x) =

dir.

2.1.2. Siirecin Ergodik Dagiliminin Momentleri i¢in Asimptotik A¢ilimlar

Bu kisimda talep miktarlarini ifade eden {n,},n =1 rasgele degiskenlerinin
F(x) =2/(1+ e*),x = 0 kuyruk dagiliml lojistik dagilimma sahip oldugu varsayilarak
Kisim 2.1.1’de elde edilen siirecin ergodik dagilim fonksiyonunun n. mertebeden

momentleri i¢in asimptotik agilimlara ulasilacaktir.
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Not 2.1.2.1. Burada X(t) siirecinin standartlastirilmis hali olarak X(t) = X(t) —s
tanimlanmustir. Bu durumda; X(t) = X(t) — s siirecinin ergodik dagilimimin n. mertebeden
momentlerinin kesin formiilleri [46] ¢alismasinda asagidaki teoremle verilmistir:

Teorem 2.1.2.1. [46] Teorem 1.4.1.1’in sartlar1 saglansm. X(t) siirecinin ergodik
dagiliminin n. dereceden momentleri mevcut ve sonlu ise E ()? ”), n = 1,2, ... in kesin formiil

asagidaki gibidir:

U"(B)
E(X™) = n=12,.. (60)
Burada
B
R = B4 Uy(B) = | (8 = 0P (e (61)
0
dir.

Yardimci Teorem 2.1.2.1. Her n > 1 i¢in

B
J1(B) = ] (B —t)" 'tdt (62)
0

olarak tanimlansin. Bu durumda 8 — oo i¢in asagidaki iliski dogrudur:

Jh(B) = ——= """ (63)

nn+1)

Ispat: t = Sx degisken doniisiimii kullanilarak;

B 1
J1(B) = f B - t)n_ltdt = <f (1- x)"—lxdx> ﬁn+1
0 0

elde edilir ve kismi integrasyon uygulanir ise,

a-xr n+1
fo - dx] B

1

(1-x)"
n

J1(B) = [_X

0
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YOSl
-(‘m O>ﬁ 1
— 1 n+1
_n(n+1)B

sonucuna ulagilir.

Yardimei Teorem 2.1.2.2. Her n > 1 i¢in

B
G NCEDET 69
0

olarak tanimlansin. Bu durumda 8 — oo icin asagidaki iliski dogrudur:

1
J2(B) =—B" (65)

Ispat: t = Sx degisken doniisiimii kullanilarak;
B 1
J2(B) = ] (B—t)"tdt = <J (1- x)n-ldx> B
0 0
1
)
0

n

3 (_ 1-x)"

_1 n
_n'B

Yardimcr Teorem 2.1.2.3. Her x > 0 ve n > 1 icin hy(x) = x™ 1 ve h,(x) = e olmak

luzere
G () = hy () * hy(x) = f (x — O™ letdt (66)
0

seklinde tanimlansin. Bu durumda asagidaki esitlik dogrudur:
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Ga(x) = Z( ) & )+< e~ (67)

ispat: G,,(1), h, (1) ve h,(A) sirasiyla G,,(x), hy (x) Ve h,(x)’in Laplace déniisiimleri olarak

tanimlansin. Bu durumda

Gn(D) = hy (D (D) (68)

oldugu bilinmektedir. Dolayisiyla;

o)

- 1 r®
hy(A) = f xVle Mgy = —nf z" leZdz
0 A" Jo
'n) (n-1)!
s An = /1n

ve

- 2 1 P
hz(A)zf e‘xe_lxdxz—f e?dz
0

0 Y
@ 1
TA+1 A+1

seklinde hesaplanir. Burada I'(n) fonksiyonu (39) denklemi ile tanimlanmig olan &zel

fonksiyondur. Boylece,

(n—1)!

G, (1) = D (69)

elde edilir. Diger yandan

~ 1 1 1 1
Gn()l)=(n—1)!m—(n—1)' ﬂ_n_ﬁ+ﬂn_2_--‘]
n-1 1

=(n—1)!Z)( 1)% A D

bulunur. Buradan ters Laplace doniisiimii uygulanirsa;
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r—1
1

Gn(®) = ) (~1) et (D)
r=0

x"”
n—-r—-1)!

sonucuna ulasilir ve iddianin dogrulugu goriiliir.

Yardimci Teorem 2.1.2.4. Hern > 1 i¢in

B
JB) = f B - " —dt (70)
0

1+et

olarak tanimlansin. Bu durumda asagidaki asimptotik iliski dogrudur.

n—1
-1)" T o _
J(B) = ﬁ"[ %5" "1+ 0(Bre ) (71)
r=0
Burada;
® (_1)k—1
ar = T grtl (72)
k=1
dir.

Ispat: ¢ =p(1—x) degisken doniisimi ve 1/(1+ef (1‘x)) icin Taylor agilimi

kullanilarak;

xn—l

B 1 1
1B = | B0t e = B |

1 xn—l
— n
=F fo PR (1 1 o-Fa-m) ¥

o)

1
— ﬁn Z(_l)k_lf xn—le—kﬁ(l—x)dx (73)
0

k=1
elde edilir. Kolayca gormek miimkiindiir ki,

1

g Gr(B)

1 B
1(B) = f xMle=BA=%) gy = %f (B —t)"le tdt =
0 0
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dir ve (67) esitliginde x = B alinir ise
n-1
1 ﬁn—r—l
- _qNr_=- _1yn,—B
1® =75 Z)( D o (e ]
r=

elde edilir. Benzer sekilde asagidaki esitlik dogrudur:

1 [ kTl .
1(kB) = GB)" [Z(—l) m+(—1) e kﬁ] (74)

r=0

Buradan

z(—l)k_ll(kﬁ) — Z(_l)k—lj xn—le—kﬁ(l—x)dx
k=1 k=1 0

> - 5 ekl Y +n—1 —n, -
=;(—1)k ;(n—r—l)!(kﬁ)rﬂ*;(—l)" (k) e kP

=

o

D" (—1)F o
(n—r1-— 1)!/3”1,2=1 e 0(pe™")

3

Q

<
Il
=}

S
Juy

- (_1)Tar

) o(n—r— 1)!ﬁr+1+0(ﬁne_'8) (75)

<
Il

olarak bulunur. Boylece (75) esitligi (72) esitliginde yerine yazilir ise (71) denklemi saglanir
ve ispat tamamlanir.
Yardimc1r Teorem 2.1.2.5. Teorem 1.4.1.1 ve Teorem 2.1.2.1°in sartlar1 saglansin. Bu

durumda (61) ile tamml1 U7} () igin asimptotik agilim asagidaki gibidir:

2a

= PR

n+ i n _ n-— n—
ETCEE AR B+ 0(B™?) (76)

Burada y; = E(ni) ,i=12,n>1veherr > 0igina, = Yo ,(—1)k1/k"*1 dir.
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Ispat: Yardime1 Teorem 2.1.1.1°de elde edilen U(x) acilimi ile Yardimec1 Teorem 2.1.2.1,
Yardimci Teorem 2.1.2.2 ve Yardimei Teorem 2.1.2.4 ifadelerinde elde edilen sonuglar (61)

denkleminde kullanilarak;

B
UR(B) = B 5 U(B) = f (B — " U (D dt
0

1 (B , (P
= —f (B —t)" ttdt + 2#—%f0 (B—t)"dt

1
= (B Ot
ui +et
n-1
— —ﬁn+1 Ha ﬁn _ 3 (_1)ra1" ﬁn r—1
wnmn+ 1) 2u3n uz L (n—r—1)!
+0(e‘ﬁ)
i gl 4+ Ha g — 2ay g1
wnn+1) 2un wi(n —1)!

+0(B ) +0(e™P)
bulunur. Burada max{f"2 e #} = f"2 oldugundan (76) ile verilen asimptotik iliski
dogrudur.
Teorem 2.1.2.2. Teorem 1.4.1.1 ve Teorem 2.1.2.1°in kosullar1 saglansin. Bu durumda
S — oo iken X(t) = X(t) — s siirecinin ergodik dagilimmin n. dereceden momentleri igin

asimptotik acilim asagidaki gibidir:

n n+1 He n
(X (ﬁ)) (n+ 1)(ﬁ+ue)ﬁ +(ﬁ+ﬂe)ﬁ
i 2nag . ( gn-2 ) (77)
CED TP A VET

Ispat: (56) ve (76) kullanilarak

nUy (B)
u@p)

E(£"()) =
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2n
,Bn+1 2 'Bn

{#1(71 +1) Uy 25 (n 1)'ﬁn o 0™ 2)}

{ﬁ ilue i B+ ﬂe)g(l +ef) 0 (,33%»

_ 1 n+1 He n
S DG’ TE )’

n-—2
Znao Bn_1+0<ﬁ ),ﬁ—)OO

(=D + ) B+ te
elde edilir.
Sonu¢ 2.1.2.1. Teorem 1.4.1.1 ve Teorem 2.1.2.1°in kosullar1 saglansin. Bu durumda
S — oo iken X(t) = X(t) — s siirecinin ergodik dagilimmmn 1. ve 2. dereceden momentleri

i¢in asimptotik a¢ilim asagidaki gibidir:

E(XB) =5 Pt et 0 (o) s
2B+ 1) " Brue) mBrue)  \BB+u) (8
(XZ(B)) —B“LBZ—LI?
3(B + ue) B+ ue) p (B + phe )
1 (79)
+0(G37)
Burada
-1 k-1 2
ay = Z( ,3 =10g(2), 1 = 2log(2),uz == e = 2”—:1

k=1

dir.
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2.2. Talep Miktarlar1 I'(g) Simfindan Dagilimlara Sahip Oldugunda Siirecin
Ergodik Olarak Incelenmesi

2.2.1. Siirecin Ergodik Dagilimi i¢in Yaklasik ifadeler

Tez galigmasinin bu asamasinda Teorem 1.4.1.1 ile verilen sartlara ek olarak g2(x)
sabit veya artmayan bir fonksiyon olmak lizere, talep miktarlarini ifade eden {n,, },,>, rasgele
degiskenlerinin I'(g) sinifindan herhangi bir dagilima sahip oldugu durumlar i¢in daha 6nce
matematiksel kurulumu ve ¢alisma prensibi verilen (s,S) tipli envanter modelin ergodik
dagilimi i¢in genel sonuglar elde edilecektir. Bu amag¢ dogrultusunda F(x) € I'(g)
dagilimina sahip rasgele degiskenler tarafindan tiretilen yenileme fonksiyonunun yaklasik
ifadesine ihtiya¢ vardir. I'(g) alt sinifindan dagilimlar tarafindan iretilen yenileme
fonksiyonunun yaklasik ifadesi i¢in Mitov ve Omey’in ([57]) ¢alismasinda verilen (52)
acilimi kullanilacaktir.

Yardimei Teorem 2.2.1.1. Teorem 1.4.1.1 ve Teorem 1.4.2.2’nin kosullar1 saglansin. g2(x)
sabit veya artmayan bir fonksiyon olmak tizere, {n,},n = 1 rasgele degiskenleri I'(g)
sinifindan ayni dagilima sahip rasgele degiskenler olsun. E(n1") = p,, n = 1,2 olmak iizere

asagidaki ifadeler dogrudur:

up) =g+t L pre)
w2 (80)

1

1 U 1 —
U(BL-x)=—BA -0 +—=-—=g*(B(1 - ))F(B(1 - x)) 81)
M1 K1 Hq
Burada p, = u,/2u, dir.
Ispat: Teorem 1.4.1.1 ile verilen (49) aciliminda x’ yerine sirasiyla ‘B’ ve ‘B(1 — x)’
ifadeleri yazilarak (80) ve (81) ifadeleri kolayca elde edilir.

Yardimc1r Teorem 2.2.1.2. Yardimer Teorem 2.2.1.1°in sartlar1 saglansin. Bu durumda

B =S — s — o i¢in asagidaki asimptotik iliski dogrudur:

Lot (0 U L eeyre 4ol a2 BF®)
UB) B+ue\  B+uem? gY (82)
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Burada E(n1) = un,n = 1,2 olmak tizere u, = p,/2u, dir.

ispat:
T e Z(ﬁ)F(ﬁ)]_l
U(,B)_ Hq Hq ll%g
-1
e 1 1 -
- [(HL Z_) (1 -3 f: ue#—%gz(ﬁ)F(ﬁ)ﬂ
_( M1 1 P 1, Ja B
_ ﬁ+%) A QLD
_( Hq 1 1 2B F 1 2(F
_ m) t G S OFE) +o| 2g*BFE)
elde edilir.

Yardimer Teorem 2.2.1.3. F(x), herhangi bir agir kuyruklu dagilimin kuyruk fonksiyonu
ve g%(x), herhangi sabit veya artmayan bir fonksiyon olsun. x €[0,1] ve

0 < B =8 — s — o i¢in asagidaki iliski dogrudur:

1 _ 1 _
59° (- 0)F(BL—-x) 2 59" (BOFEB) (83)

Ispat: 0 < x < 1 oldugundan 1 — x < 1 dir. Esitsizligin her iki tarafi da pozitif olan g ile

carpilir ise
BA—-x)<p

elde edilir. F kuyruk fonksiyonu monoton azalan bir fonksiyon oldugundan
F(B(1-x) 2 F(p)

dir. Ayrica g? fonksiyonu da sabit veya artmayan bir fonksiyon oldugundan

9%(B(1 —x)) = g*(B) dir. Boylece
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g (B —x)F(B(1—x)) = g*(BF(B)

yazilir ve esitsizligin her iki tarafi £ ile boliiniir ise (83) esitsizligi elde edilir.

Teorem 2.2.1.1. Teorem 1.4.1.1 ve Yardimci Teorem 2.2.1.1°in sartlar1 saglansin. Bu
durumda B=S-s—- o igin Wp(t) = %(X(t) —s) surecinin ergodik dagilim

fonksiyonunun asimptotik a¢ilimi asagidaki gibi verilebilir:

Q) = Gt — g (1 = D)F (B - )
_M 2( )F( )_|_ l 2( (1_ ))F( (1_ )) (84)
RN e S VA

Ispat: (81) ve (82) ifadeleri kullanilarak;

RUCICED))

Qwﬁ(x) =1 UB)

AP (1 —x) 2% _l 5 _ = _
-1 {l H1 +2uf M%g(ﬁ(l UGS x))l

H1 1 5 _
(ﬁ + ue) [1 TR (BIF(B)
1 _
+o <Egz(ﬁ)F (ﬁ))]}

=1_{ﬁ(1—x)+&
H1 H1

- %gz(ﬁ(l —x))F(B(1 - x))l
1

Uy
ﬁ+ue+(ﬁ+#e)2g

_ 1 _
2(BF(B) + o (ng(ﬁ)F(ﬁ))

}

_ Bx 1 5 B _ B
=1 {1 B+ mB+u)? (B =2)F(FA - )
f(1—x)

_ 1 B
LS BFE) +o (Egzm ) - xn)}
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1 —_
- ﬁixﬂe * u (B + ue) gz('B(l - x))F(:B(l - x))
PA=X)  2pyF 1, —\FE _
T EREL (/3)F(/3)+o<ﬁg (B(1—x)F(p(1 x))>

elde edilir.

Sonu¢ 2.2.1.1. (Zayif Yakinsama Teoremi) Teorem 2.2.1.1’in sartlar1 saglansin. Bu
durumda (84) ile verilen Wg(t) = %(X (t) — s) siirecinin ergodik dagilim fonksiyonunun

asimptotik acilimi f =S —s — oo igin [0,1] araliginda tanimli digin dagilima zayif

yakinsar. Yani § =S — s = o0 igin

Qwﬁ(x) - H(x) =x (85)
dir.
Ispat: Kolayca goriiliir ki,

Bx L
B+He_)x"8_)0'#1(ﬁ+c1)2F(ﬁ) L ,

mF(ﬂ(l—X))—)O,ﬁ—)OOVe

1 _
Egz(ﬁ(l - x))F(B(1—x)) >0, >

dir. Boylece

elde edilir.
Sonu¢ 2.2.1.2. Teorem 1.4.1.1’in sartlar1 saglansin. X(t) siirecinin ergodik dagilimi
B =S — s — oo i¢in yaklagik olarak [s,S] araliginda tanimli diizgiin dagilim gibi davranur.

Yani
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X—s5s
S—s’

Qx(x) ~ x € [s,5] (86)

dir.
Ispat: Wp(t) = %(X (t) —s) siirecinden X(t) = s+ fWp siirecine doniisiim yapilir ve

Sonug 2.2.1.1°de yerine yazilirsa

~X—s S
QX(x)"’S_SixE[Sﬁ ]

sonucu kolayca elde edilir.

2.2.2. Ozel Durumlar i¢in Uygulamalar

Tez Calismasinin 2.2.1 kisminda, talep miktarlari agir kuyruklu I'(g) alt sinifindan bir
dagilima sahip olmasi durumunda siirecin ergodik dagilimi i¢in yaklasik ifadelerin
genellemesi verilmistir. Bu boliimde ise talep miktarlarini ifade eden rasgele degiskenlerin
agir kuyruklu T'(g) smifina ait oldugu bilinen genellestirilmis u¢ deger dagilimi ve
genellestirilmis gamma dagilimina sahip olmasi durumlart incelenecektir. Boylece Boliim
2.2.1 ile elde edilen sonuglar1 6rneklendirmek amaglanmaktadir.

Teorem 1.4.1.1 ile verilen sartlara ek olarak talep miktarlarini ifade eden {n,},n > 1
rasgele degiskenlerinin F(x) = exp(—e™*),x € R dagilimli L. tip genellestirilmis u¢ deger
dagilimina sahip oldugu varsayilsin. Tanim 1.3.3.2.4 ile agik¢a gérmek miimkiindiir ki
F(x) = exp(—e™),x € R dagilm fonksiyonuna sahip rasgele degiskenlerin olasilik
yogunluk fonksiyonu f(x) = e *exp(—e™),x € R dir. Ayrica Teorem 1.3.3.2.1 ile
f(x) = e *exp(—e™™),x € R olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip rasgele degiskenler
I'(1) sinifina dahildirler.

{n,},n =1 rasgele degiskenleri ayn1 Tip-I Genellestirilmis U¢ Deger Dagilimina
sahip olsunlar. Yani {n,},n > 1 rasgele degiskenleri F(x) = exp(—e™),x € R dagilim
fonksiyonuna sahip olsun. Bu durumda F (x) € I'(1) oldugundan g(x) = 1 oldugu goriiliir.
E(M}) = pp,n = 1,2 olmak tizere {n,},n =1 rasgele degiskenleri tarafindan diretilen

yenileme fonksiyonu asagidaki gibi elde edilebilir:
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U(x) =%+%—u—1%(1 — exp(—e™)) (87)
Boylece,
up) =£+E—M—1%(1—exp(—e‘ﬁ)) (88)
ve
U(BA - 0)) = — B —x) + 12 - l2(1 — exp(—eF1)) (89)
i wop

elde edilir. (47) numarali denklemde (88) ve(89) yerine yazilirsa (84) ile genel durumda

hesaplanan errgodik dagilim fonksiyonu yardimi ile

1
QW'B(x) B B f‘x.ue * u (B + ue) (1 B exp(—e‘ﬁ(l—x)))
B - ) )
STy e ) (90)

+o (% (1- exp(-e—m—x))))

bulunur.
px %8 0; M(l—ex (_e—ﬁ))_,()ﬁ_,oo.
Brue 7T B y)? P ' '
1

%(1 - exp(—e‘ﬁ(l‘x))) ->0,8->»

oldugundan Wp(t) = %(X (t) — s) siirecinin ergodik dagilim fonksiyonunun asimptotik

agthm1 f = S — s — o igin [0,1] araliginda taniml diizgiin dagilima zayif yakinsar. Yani

B=S—s—- oigin
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Qw,(x) = K(x) = x

dir. Wp(t) = %(X (t) — s) siirecinden X(t) = s + BWj siirecine doniisiim yapilir ise X (t)

stirecinin ergodik dagilimi 8 =S — s — o i¢in yaklasik olarak [s,S] araliginda tanimli

diizgiin dagilim gibi davranir. Yani

X—s
S—s’

Qx(x) = x € [s,5]

dir.

Benzer sekilde Teorem 1.4.1.1 ile verilen sartlara ek olarak talep miktarlarini ifade
eden {n,},n =1 rasgele degiskenlerinin Tanim 1.3.3.3.2 ile verilen kosullar1 saglayan
genellestirilmis u¢ deger dagilimina sahip oldugu varsayilsin. Yani F(x) = y(a,x)/ I'(a),
x € [0,0) dagilimh olsun. Teorem 1.3.3.3.1 ile biliniyor ki bu kosullar altinda talep
miktarlarini ifade eden rasgele degiskenler I'(1) sinifina aittir, yani g(x) = 1 olmak iizere

F(x) €T(1) dir. Ayrica F(x) = y(a,x)/T'(a) oldugundan F(x) = I'(a,x)/T'(a) di.

Boylece
x ue 1T(ax)
Ux) =—+—=—-—S—"=
&) =t u? T(a) (91)
buradan da
B ue 1T(ap)
UB)=—+—=—=
8 U1 Hq .Uf I'(a) (92)
ve

1 e 1T(a,p-
U@ﬂ—@):zﬁu_@+%?72(ai&)@) (@3)

elde edilir. Burada T'(.), y(.,.) ve T(.,.) fonksiyonlar1 siras1 ile (39), (40) ve (41)
denklemlerinde tanimlanmis olan 6zel fonksiyonlardir.
(47) numarali denklemde (92) ve (93) yerine yazilirsa (84) ile genel durumda

hesaplanan ergodik dagilim fonksiyonu yardimu ile
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() = px_ 1 Map-x) BU-x) T(ap)
g B+ue w(B+ue) ['(a) (B + pe)? T(a)
. (F(a,ﬁm - x))> (94)
B ()
bulunur.
B(1—x) I'(a,p)
Fre P20 LTy Gy 8

1 T(a,p(1—x))
p1 (B + 1e) I'(a)

-0, > cove

[(a, (1 —x))
Br(a)

-0, >

oldugundan Wp(t) = %(X (t) — s) siirecinin ergodik dagilim fonksiyonunun asimptotik
agtlmi f =S —s —> oo igin [0,1] araliginda tanimli diizgiin dagilima zayif yakinsar.
Wp(t) = %(X (t) —s) siirecinden X(t) = s + BWjp siirecine doniisiim yapilir ise X(t)

stirecinin ergodik dagilimi f =S — s — o igin yaklasik olarak [s,S] araliginda tanimli

diizgiin dagilim gibi davranir.



3. BULGULAR

Bu ¢aligsmada klasik (s,S) tipli envanter modeller, literatiirde nemli bir yere sahip olan
agir kuyruklu dagilimlarin I'(g) alt sinifindan rasgele degiskenler ile incelenmistir. Burada
ele alinmis olan (s,S) tipli yar1 Markov envanter modellere dair literatiir ¢cok genistir. Bu
siirecler daha once farkli siniflardan hafif kuyruklu talep miktarlar1 ve hafif kuyruklu
miidahaleler ile incelenmis ayrica siirecin ergodik dagilimi ile n. mertebeden momentleri
icin asimptotik sonuglara ulasilmistir.

(s,S) tipli envanter modeller ilk defa Asli Bektas Kamislik’in doktora tezinde ([40])
agir kuyruklu dagilimlarin alt Gistel dagilimlar ve diizenli degisen dagilimlar siniflari ile ele
alinmis sitemin karakteristikleri asimptotik yontemlerle incelenmistir. Ayrica Ebru Senol’un
yiiksek lisans ¢alismasinda ([72]) bu sistemler agir kuyruklu dagilimlarin LND sinifindan
dahasonrada R, sinifindan talep miktarlari ile incelenmistir. Fakat agir kuyruklu dagilimlar
smifi gok farkli karakteristiklere sahip farkli dagilimlari ihtiva eder. Ozellikle ug degerler
teorisinin 6nemli bir ¢alisma alani olan I'(g) sinifi agir kuyruklu dagilimlarin 6nemli alt
smiflarindan biridir. Bu ¢alismada agir kuyruklu dagilimlarin daha 6nce incelenmemis bir
alt sinifi olan I'(g) alt sinifindan dagilimlar ve asimptotik davraniglar1 incelenmistir. Daha
sonra (s,S) tipli envanter modeller I'(g) simifindan agir kuyruklu dagilima sahip talepler ile
ele alinmistir. Boylece (s,S) tipli envanter modellerin agir kuyruklu dagilima sahip talep
miktarlari ile incelenmesine dair ¢aligmalar tamamlanmustir.

(s,S) tipli envanter modellerin, yar1 Markov 6diillii yenileme siireci olarak adlandirilan
matematiksel modeller yardimi ile ingasina dair literatiirde pek ¢ok ¢alisma mevcuttur ([41],
[42], [43], [44], [45], [46]). Bu ¢alismada da siirecin ergodik dagiliminin asimptotik agilimi
ve n. mertebeden momentlerinin asimptotik ag¢ilimlarina ulasmak i¢in bahsedilen
caligmalarda elde edilmis olan genel formiillerinden faydalanilmistir. (s,S) tipli envanter
modeller ile ilgili literatiir incelendiginde sistemi ifade eden siirecin ergodik dagilim
fonksiyonu ve ergodik dagilim fonksiyonunun momentleri i¢in kesin formiillerin talep
miktarini ifade eden rasgele degiskenler tarafindan iiretilen yenileme fonksiyonu araciligi ile
verildigi gortlir. ([6], [7], [44], [45], [46]). Bu nedenle sistemin I'(g) simifindan agir
kuyruklu dagilima sahip talepler ile incelenmesi i¢in oncelikle bu siif tarafindan tiretilen
yenileme fonksiyonunun elde edilmesi gerekir. Bu amacla yapilan literatiir arastirmasinda

yenileme fonksiyonunu olusturan rasgele degiskenler I'(g) sinifindan oldugunda Mitov ve
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Omey ([57]) tarafindan yenileme fonksiyonu igin o6nerilmis olan asagidaki asimptotik

acilima ulasilmistir:

X be 1 e

U(x) =— >
woowpl

Daha sonra Mitov ve Omey ([57]) tarafindan 6nerilmis olan bu ag¢ilim kullanilarak mevcut
literatiire ek olarak asagidaki bulgular elde edilmistir.

Mitov ve Omey ([57]) tarafindan elde edilmis genel formiil kullanilarak I'(g) simnifindan
Lojistik dagilima sahip rasgele degiskenler tarafindan iiretilmis yenileme fonksiyonunun
asimptotik a¢ilimina ulasilmistir. Daha sonra elde edilmis olan bu agilim kullanilarak
talepleri ifade eden rasgele degiskenler Lojistik dagilima sahipken (s,S) tipli envanter modeli
ifade eden stokastik siirecin ergodik dagilimi ve n. mertebeden momentleri i¢in asimptotik
acilimlara ulasilmistir. Ayrica ergodik dagilim i¢in elde edilmis olan asimptotik acilim
kullanilarak ergodik dagilimin zayif yakinsakligi ispatlanmis ve siirecin limit dagilimi elde
edilmistir. Ardindan talepleri ifade eden rasgele degiskenlerin I'(g) sinifindan bir dagilima
sahip olmasi durumunda (s,S) tipli envanter modeli ifade eden stokastik siirecin ergodik
dagilim fonksiyonu i¢in genel bir asimptotik agilim elde edilmis ve bu agilim kullanilarak
ergodik dagilimin zayif yakinsakligi ispatlanmis ve siirecin limit dagilimi elde edilmistir.
Ayrica T'(g) smifindan iki farkli 6zel dagilim segilerek elde edilen bu genel durum

orneklendirilmistir.



4. iRDELEME

Yasadigimiz fiziksel diinya literatiirde sira dis1 olaylar olarak adlandirilan olaylar ile
kusatilmistir. Gergeklesme olasilig1 diisiik, fakat gerceklestiginde kayip degeri olaya maruz
kalan kisi veya kurumlar i¢in yiiksek olan olaylara katastrofik olaylar denir. Bu olaylar gerek
ekonomik ve finansal krizler gerekse kasirga ve tsunami gibi gevresel felaketler seklinde
kendilerini gosterebilirler. Risk yonetimi ve u¢ degerler teorisinin ana konusu olan sira dis1
olaylarla tiptan insaat miihendisligi uygulamalarina, meteorolojiden finansal risk yonetimine
ve envanter sistemlere kadar yasamin bir¢ok alaninda karsilasilmaktadir. Sira dis1 olaylarin
meydana gelme zamani ve olasi etkileri konularinda belirsizlik s6z konudur. Bu belirsizligin
belli bir diizeyde tahmin edilebilmesi ve ortadan kaldirilabilmesi i¢in bazi bilimsel
yontemlerin kullanilarak bu olaylarin meydana gelme dinamiklerinin ve calisilan sistem
tizerindeki etkilerinin anlagilmas1 gerekmektedir.

Gilintimiizde sira dis1 6zellik gosteren olaylara ait verilerin agir kuyruklu dagilim yapisi
gosterdigi bilinmektedir. Agir kuyruklu dagilima uyan verilerin gozlemlendigi 6nemli
uygulama alanlarindan biri de envanter modeller ile ilgili problemlerdir. Talep miktarini
ifade eden rasgele degiskenlerin kuyruk yapilarinin envanter sitemler lizerinde onemli
etkilerinin oldugu bilinmektedir. Dolayisi ile talep miktari agir kuyruklu dagilima sahip stok
kontrol modellerinin gerek olasilik karakteristiklerini incelemek gerekse bu modelleri
istatistiksel olarak incelemek, taleplerde bu tiir beklenmedik dalgalanmalarin yasandigi
durumlarin stok kontrol modelleri iizerindeki uzun vadede etkilerini tahmin edebilmek
acisindan onemlidir. Bu ¢aligmada talep miktarlar1 agir kuyruklu dagilimlarin 6nemli bir alt
sinifi olan I'(g) sinifindan oldugunda (s,S) tipli yar1 Markov bir envanter modelin ergodik
dagilimi ve ergodik dagilimmin momentleri i¢in asimptotik ac¢ilimlara ulasiimasi
hedeflenmistir. I'(g) smifi, u¢ deger teorisinde sik¢a karsilasilan Weibull, Lojistik ve ug
deger dagilimlart gibi 6rnekleri igerir. Bu ¢aligmanin en 6nemli ilham kaynagi, Mitov ve
Omey ([57]) tarafindan yapilmis olan ¢alismadir. Bu ¢alismada I'(g) sinifinin ¢ok 6nemli
asimptotik 6zellikleri incelenmis, bu sinif tarafindan {iretilen yenileme fonksiyonu i¢in bir
asimptotik acilim elde edilmis ve bu acilimin literatiirde bilinen sonuglarin bir¢ogunu
kapsadig1 gosterilmistir.

Bu calismada amacimiz klasik yar1 Markov (s,S) tipli envanter modelini talep rastgele

degiskenleri I'(g) genisletilmis alt sinifindan bir rasgele degiskene sahip oldugunda
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incelemektir. Ozellikle Lojistik dagilim I'(g) smifinmn bir temsilcisi olarak kullanilmustir.
Lojistik dagilim, biiytime modelleri ve lojistik regresyon olarak bilinen belirli bir regresyon
tipinde kullanilan 6nemli dagilimlardan biridir. Ayrica bu dagilim niifus modellemelerinden
sag kalim analizine kadar ¢ok genis uygulama sahasina sahip bir dagilimdir. Lojistik
dagilimin bu kadar genis bir uygulama alanina sahip olmasindaki temel neden birikimli
dagilim fonksiyonunun yap1 olarak normal dagilima gore daha basit olmasi ve agir kuyruklu
dagilimlar iginde normal dagilima en iyi yaklagim gosteren dagilim olmasidir. Fakat Lojistik
dagilimin normal dagilimdan en 6nemli farki agir kuyruklu dagilim yapisinda olmasidir.
Normal dagilim i¢in kiimiilatif olasiliklarin bulunmasi ig¢in genellikle z tablosundaki
degerlerden faydalanilir. Kesin degerler genellikle istatistiksel yazilimlarla bulunur ve
kiimiilatif dagilim fonksiyonu karmasik integralleri icerdiginden c¢alismasi ¢ok zordur. Bu
nedenle diger baz1 fonksiyonlar pratikte normal dagilima yaklasmak i¢in kullanilmalidir. Bu
amagla kullanilan bircok fonksiyon vardir fakat bu fonksiyonlar da nispeten karmasik
matematiksel yapilar icerirler. Lojistik dagilim bu dagilimlar ile karsilastirildiginda ¢ok daha
basit bir kiimiilatif dagilim fonksiyonuna sahiptir, bu nedenle c¢alisilmasi daha kolaydir.

Bu caligmanin 6nemli 6zelliklerinden biri (s,S) tipli yar1 Markov envanter modellerin
ilk defa 6nemli uygulama alanlari olan I'(g) sinifindan dagilimlar ile ele alinmig olmasidir.
Ozel olarak, normal dagilima ok iyi yaklasim sagladigi bilinen Lojistik dagilim
kullanilmistir. Ayrica bu sistemlerin ergodik dagilimi ve n. mertebeden momentleri i¢in daha
once yalnizca iki terimli asimptotik sonuglara ulagilmisken bu ¢alismada ilk defa Lojistik
dagilim kullanilarak ii¢ terimli agilimlar elde edilebilmistir. Ug terimli asimptotik agilimlar
taleplerdeki kuyruk dagiliminin etkisinin sistem tizerindeki etkisini daha iyi analiz etmemizi

saglamistir.



5. SONUCLAR

Bu calismada klasik (s,S) tipli yar1 Markov envanter model agir kuyruklu dagilimlarin
onemli bir alt siifi olan I'(g) sinifindan dagilimlar ile incelenmistir. Bu kapsamda yapilan
calismalar asagidaki gibidir:

1. I'(g) siifindan agir kuyruklu dagilimlar ile ilgili ayrintili bir literatiir taramas1 yapilmis
bu dagilimlar biitiin asimptotik 6zellikleri ile incelenmistir.

2. I'(g) smmifindan dagilimlar tarafindan iiretilmis yenileme fonksiyonu i¢in literatiirde Mitov
ve Omey ([57]) tarafindan Onerilmis olan asimptotik agilimlar kullanilarak sirasi ile Lojistik
dagilim tarafindan iiretilmis olan yenileme fonksiyonu i¢in asimptotik acilimlara
ulasilmstir.

3. Talepleri ifade eden rasgele degiskenler Lojistik dagilima sahipken (s,S) tipli envanter
modeli ifade eden stokastik siirecin ergodik dagilimi i¢in ii¢ terimli asimptotik agilimlara
ulagilmistir. Burada ayrica ergodik dagilimin asimptotik agilimi kullanilarak zayif
yakinsama teoremi ispat edilmis ve limit dagilimina ulagilmastir.

4. Talepleri ifade eden rasgele degiskenler Lojistik dagilima sahipken (s,S) tipli envanter
modeli ifade eden stokastik siirecin n. mertebeden momentleri i¢in asimptotik agilimlara
ulasilmistir.

5. Talepleri ifade eden rasgele degiskenler genel durumda I'(g) sinifindan bir dagilima
sahipken (s,S) tipli yar1 Markov envanter modelin ergodik dagilimi i¢in kapali formiiller elde
edilmis ve ergodik dagilim fonksiyonu i¢in limit dagilimina ulagilmistir.

6. Besinci maddede elde edilmis olan kapali formiiller kullanilarak talepler 6zel durumda Ug
degerler dagilimi ve Gamma tipli dagilima sahipken ergodik dagilimin asimptotik

acgilimlarina ulasilmistir.



6. ONERILER

Bu tez ¢calismasinin (s,S) tipli yar1 Markov envanter modellerin agir kuyruklu dagilimlar ile
incelenmesi tamamlanmistir. Bu c¢alismadan sonra agir kuyruklu dagilimlarin envanter
modellerde kullanimu ile ilgili asagidaki ¢alismalar onerilebilir.

1. Rasgele yiiriiyiis siireclerini igeren sistemlerin agir kuyruklu dagilimlarin farkli alt siniflar
ile asimptotik yontemlerle incelenmesi.

2. Burada bagimsiz agir kuyruklu dagilima sahip talepler ile ele alinan (s,S) tipli yar1 Markov
envanter modeller ile ilgili ¢aligmanin bagimli agir kuyruklu dagilimlar icerecek sekilde
genisletilmesi.

3. Talep miktarlar1 agir kuyruklu dagilima sahip envanter modellerin ve bu dagilimlarin
envanter modeller tlizerindeki etkisinin u¢ degerler teorisi kullanilarak istatistiki yonden
incelenmesi, sistemlerin ergodik dagilimlar1 ve momentleri igin istatistiki tahmin edicilerin

arastirilmasi.
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