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UZUN ZAMAN DİNAMİĞİ
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Bu tezde; dissipatif terime sahip

utt + ∆2u+ α (x)ut + λu+ F (u) = h (x)

yarı doğrusal levha denkleminin Rn’de uzun zaman davranışı incelenmiştir. Bu tez beş

bölümden oluşmaktadır. Birinci bölümde hiperbolik denklemlerin uzun zaman dina-

mikleriyle ilgili yapılmış başlıca çalışmalar hakkında bilgi verilmiş ve bu çalışmanın

literatüre katkısından bahsedilmiştir. İkinci bölümde tez içerisinde kullanılacak temel

teoremler ve tanımlar sunulmuştur. Üçüncü bölümde; F (u) := f
(
‖∇u‖L2(Rn)

)
∆u

şeklindeki yerel olmayan, doğrusal olmayan terime sahip levha denklemi için yerel ol-

mayan çekicinin varlığı, düzgünlüğü ve fraktal boyutunun sonlu olduğu gösterilmiştir.

Dördüncü bölümde; üçüncü bölümdeki dissipatif terim üzerine konulan koşullar zayıflatı-

larak; F (u) := f
(
‖u‖Lp(Rn)

)
|u|p−2 u şeklinde yerel olmayan, doğrusal olmayan terime

sahip levha denklemi için yerel olmayan çekicinin varlığı ve düzgünlüğü gösterilmiştir.

Son bölümde ise; F (u) := f (u) ve h (x) ≡ 0 alınarak, homojen levha denklemi için f (·)

fonksiyonu ve dissipatif terim katsayısı α (x) üzerine konulan uygun koşullar altında

başlangıç değer probleminin çözümlerinin üstel enerji sönümüne sahip olduğu göste-

rilmiştir.

Anahtar Kelimeler: Levha Denklemi, Yerel Olmayan Çekici, Fraktal Boyut, Üstel

Sönüm, Çarpma Teknikleri.
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ABSTRACT

LONG-TIME DYNAMICS OF SEMILINEAR PLATE EQUATION

Sema YAYLA

Doctor of Philosophy, Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Azer HANMEHMETLI

October 2016, 88 pages

In this thesis, we investigate the long-time behaviour of the semilinear plate equation

utt + ∆2u+ α (x)ut + λu+ F (u) = h (x)

in Rn. This work consists of five sections. In the first section, we give some infor-

mation about the primary studies related with the long-time dynamics of hyperbolic

equations and mention the contribution of this work to the literature. In the second

section, some fundamental definitions and theorems which will be used in the thesis

are given. In the third chapter, for the plate equation with nonlocal nonlinear term

F (u) := f
(
‖∇u‖L2(Rn)

)
∆u, we show the existence, regularity and finite fractal di-

mensionality of the global attractor. In the fourth section, by weakening the conditions

of the dissipative term assumed in the third chapter, for the plate equation with nonlo-

cal nonlinearity F (u) := f
(
‖u‖Lp(Rn)

)
|u|p−2 u, we show the existence and regularity

of the global attractor. In the last section, by assuming F (u) = f (u) and h (x) ≡ 0,

we prove the exponential decay of the solutions of the initial value problem for the

homogeneous plate equation under suitable conditions on the function f (·) and the

damping term coefficient α (x) .

Keywords:Plate Equation, Global Attractor, Fractal Dimension, Exponential Decay,

Multiplier Techniques.
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1 GİRİŞ

Bu çalışmadaki amacımız,

utt + ∆2u+ α (x)ut + λu+ F (u) = h (x) (1.1)

yarı doğrusal sönümlü (damped) levha (plate) denkleminin uzun zaman davranışını in-

celemektir. Bu denklemin uzun zaman davranışı α (x) dissipatif terim katsayısı, F (u)

kaynak fonksiyonu ve h (x) fonksiyonu üzerine konulan koşullarca belirlenen üç farklı

durum için incelenmiştir. İlk iki durumda; yerel olmayan, doğrusal olmayan F (u) :=

f
(
‖∇u‖L2(Rn)

)
∆u ve F (u) := f

(
‖u‖Lp(Rn)

)
|u|p−2 u terimine sahip levha denklemle-

rinin uzun zaman davranışı, yerel olmayan çekiciler vasıtasıyla incelenmiştir. Üçüncü du-

rumda ise; F (u) := f (u) şeklinde yerel, doğrusal olmayan terime sahip homojen

(h ≡ 0) levha denkleminin çözümlerinin enerjisinin üstel olarak söndüğü gösterilmiştir.

Burada üstel enerji sönümü ile kastedilen F (s) =
s∫
0

f (τ) dτ olmak üzere

E (t) =
1

2

(
‖ut (t)‖2

L2(Rn) + ‖∆u (t)‖2
L2(Rn) + λ ‖u (t)‖2

L2(Rn)

)
+

∫
Rn

F (u (x, t)) dx

enerji fonksiyoneli için E (t) ≤ Me−γt sağlanacak şekilde γ > 0 ve M > 0 sabitlerinin

bulunmasıdır.

Evrimsel denklemlerin uzun zaman dinamikleri, zamana bağlı süreçleri inceleme-

deki önemlerinden dolayı uzun yıllardır matematikçilerin ilgisini çekmektedir. Evrim-

sel denklemlerin uzun zaman davranışı ya da başka bir deyişle asimptotik davranışı

çekiciler vasıtasıyla veya sönüm özellikleri incelenerek yapılabilir. Bu bağlamda, hiper-

bolik denklemler 1980’lerden itibaren incelenmektedir. E. Zuazua yarı doğrusal dalga

denklemlerinin üstel enerji sönümleriyle ilgili önemli çalışmalara imza atmıştır. Sınırlı

bölgede yaptığı [1] çalışmasında

utt −∆u+ a (x)ut + f (u) = 0, x ∈ Ω

dalga denklemini, ω ⊂ Ω bölgesi Ω’nın sınırının komşuluğunda bulunan bir bölge olmak

üzere,

a (.) ∈ L∞ (Ω) , a (x) ≥ 0 h. h .y. Ω’da, a (x) ≥ a0 > 0 h. h. y. ω’da
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ve 
f ∈ C1 (R) , f (s) s ≥ 0 ∀s ∈ R ve (n− 2) p ≤ n

olmak kaydıyla öyle C > 0 ve p > 1 sabitleri vardır ki

|f(s1)− f(s2)| ≤ C
(
1 + |s1|p−1 + |s2|p−1) |s1 − s2| ∀s ∈ R

(1.2)

koşulları altında incelemiştir. Yazar, bu makalesinde; f fonksiyonunu iki farklı durumda

ele alarak üstel sönümü ispatlamıştır. Birinci durumda; f
′ ∈ L∞ (R) olmak üzere

lim
s→−∞

f
′
(s) = f

′
(−∞) , lim

s→+∞
f
′
(s) = f

′
(+∞)

kabul edilmiştir. İkinci durumda ise;

f (s) s ≥ (2 + δ)

∫ s

0

f (τ) dτ, ∀s ∈ R

koşulu sağlanacak şekilde δ > 0 vardır. Daha sonra yazar, bu çalışmasını sınırlı olmayan

bölgeye genişletmiştir.Zuazua, [2] makalesinde

utt −∆u+ a (x)ut + λu+ f (u) = 0, x ∈ Ω

yarı doğrusal sönümlü dalga denklemini, ΩR = {x ∈ Rn : |x| ≥ R} olmak üzere

a (.) ∈ L∞ (Rn) , a (x) ≥ 0 h. h. y. Rn’de, a (x) ≥ a0 > 0 h. h. y. ΩR’de

ve (1.2) koşulları altında inceleyerek üstel enerji sönümünü elde etmiştir. Yazarın bu

çalışmalarında A. Ruiz’in tek-devam (unique continuation) üzerine yaptığı [3] çalışması

çok önemli bir yere sahiptir. Çünkü, yazar çarpma tekniklerini ve kompaktlık-teklik

(compactness-uniqueness) argümanını kullanarak bu problemleri tek-devam proble-

mine indirgemiştir. Aynı zamanda, yazar bu çalışmasında F (u) := f (u) yerel doğrusal

olmayan terime sahip (1.1) levha denklemi için geçerli tek-devam sonucu olmadığından,

bu denklem için üstel enerji sönümü probleminin açık olduğunu belirtmiştir.

Bu tezde, E. Zuazua’nın bahsettiği levha denkleminin enerji sönümüyle ilgili açık

problem çözülmüştür (bkz 5. Bölüm). Öncelikle, dizisel limit geçiş tekniği [bkz [4], [5]]

kullanılarak yarı grup ailesinin düzgün asimptotik kompaktlığı ispatlanmıştır (Lemma

5.3). Daha sonra, [6]’da yarı doğrusal levha denklemi için elde edilen noktasal dissipatif-

lik özelliği ve süper lineer durumunda [2]’de elde edilen enerji eşitsizlikleri kullanılarak,

uygun koşullar altında (1.1) levha denkleminin üstel enerji sönümüne sahip olduğu

gösterilmiştir (bkz [7] ).
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Bu çalışmada ele alınan levha denklemleriyle köprü yüzeyleri, damar çeperleri,

uçak kanatları gibi yüzeylerin hareketi modellenebildiğinden, uzun zaman davranışları

hakkında bilgi sahibi olabilmek fizik, biyoloji gibi birçok bilim dalı için önem arzetmek-

tedir. Örneğin; F (u) := f
(
‖u‖Lp(Rn)

)
|u|p−2 u ve f ’in sabit olması durumunda (1.1)

denklemi aeroelastik bir süreci modellemektedir (bkz [8], [9]). Bu nedenle birçok yazar

tarafından hem sınırlı hem de sınırlı olmayan bölgelerde çalışılmıştır.

Sınırlı olan bölgelerde yapılan çalışmalara [10]-[20] çalışmalarını örnek olarak vere-

biliriz. Bu çalışmalardan, [12]’de, L. Yang otonom olmayan, kritik doğrusal olmayan

terime sahip yarı doğrusal levha denklemi için
utt + ∆2u+ α (x)ut + λu+ f (u) = h (x, t) , x ∈ Ω

u|∂Ω = ∂u
∂ν

∣∣
∂Ω

= 0

u (x, τ) = u0
τ (x) , ut (x, τ) = u1

τ (x)

(1.3)

problemini ele almıştır. Burada Ω ⊂ Rn yeterince düzgün sınıra sahip sınırlı bölgedir.

Ek olarak λ > 0 ve

α (x) ∈ L∞ (Ω) , α (x) ≥ α0 > 0 Ω’da,

f ∈ C1 (R) , |f ′ (s)| ≤ (1 + |s|p) , 0 < p ≤ 4
n−4

,

lim inf |s|→∞
f(s)
s
> −λ2

1,

g (x, t) ∈ L∞ (R;L2 (Ω)) , gt ∈ Lrb (R;Lr (Ω)) , r > 2n
n+4

koşulları sağlanmaktadır. Yukarıdaki koşullarda λ1 değeri Dirichlet sınır koşuluna sahip

−∆ operatörünün ilk öz değeridir. Yazar belirtilen koşullar altında (1.3) probleminin

H2
0 (Ω)× L2 (Ω) uzayında yerel olmayan çekiciye sahip olduğunu göstermiştir.

S. Kolbasin, [13] makalesinde ise aşağıdaki kuazilineer kısmi diferansiyel denklemini

için aşağıdaki başlangıç-sınır değer problemini ele almıştır:
utt + σ (u)ut + ∆2u+ f (u) = h (x)

u (0) = u0, ut (0) = u1

u|∂Ω = ∆u|∂Ω = 0.

(1.4)

Burada Ω ⊂ Rd (d ≤ 3) sınırlı bölgedir ve sınırı ∂Ω düzgündür. Ayrıca, h ∈ L2 (Ω)’dır

ve aşağıdaki koşullar sağlanmaktadır:

f ∈ C1 (R) , f (0) = 0, lim inf
|s|→∞

f (s)

s
> −λ2

1, f ′ ≥ −l,

σ (·) > 0, σ ∈ C1 (R) .
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Burada da λ1 değeri Dirichlet sınır koşuluna sahip −∆ operatörünün ilk öz değeridir

ve l > 0 reel sayıdır. Kolbasin, yukarıdaki koşullar altında (1.4) probleminin yerel

olmayan çekiciye sahip olduğunu göstermiştir.

J. Y. Park, J. R. Kang [15] çalışmalarında, (1.3) ve (1.4) problemlerinden farklı

olarak, dejenere olmuş yerel olmayan doğrusal olmayan terime sahip,

utt + ∆2u− α

∫
Ω

|∇u|2 dx

∆u+ a (x)ut = 0, x ∈ Ω

levha denklemini ele almıştır. Belli bir x0 ∈ Rn için

Γ (x0) = {x ∈ Γ : (x− x0) · ν (x) ≥ 0}

olmak üzere ω bölgesi Ω ile Γ (x0) sınır parçasının komşuluğunun kesişimi olarak seçilmiştir.

Burada,  0 < p < 1, 1 ≤ n < 4 ise

(n− 4) ≤ 2p, 4 ≤ n ise

olmak üzere

a (x) > 0 h. h. y. ω’da ve

∫
ω

1

a (x)p
dx <∞

koşulu sağlanmaktadır ve α pozitif bir sabittir. Yazarlar, yukarıdaki koşullar altında,

bu denklemin çözümünün polinomsal enerji sönümüne sahip olduğunu göstermişlerdir.

Potomkin [16] çalışmasında, yerel olmayan doğrusal olmayan terime sahip Berger

denklemi için,

ρ1utt + β1∆2u+ µ∆θ + F1 (u, v) = 0, Ω1 × (0, T ) ’de

ρ0θt − β0∆θ − µ∆ut = 0, Ω1 × (0, T ) ’de

ρ2vtt + β2∆2v + F2 (u, v) = 0, Ω2 × (0, T ) ’de

u = ∂u
∂ν

= 0, Γ1 × (0, T ) ’de

θ = 0, Γ0 × (0, T ) ’de; ∂θ
∂ν

+ λθ = 0, Γ1 × (0, T ) ’de

u = v, ∂u
∂ν

= ∂v
∂ν

, β1∆u = β2∆v, β1
∂∆u
∂ν

+ µ ∂θ
∂ν

= β2
∂∆v
∂ν

Γ0 × (0, T ) ’de

(1.5)

problemini incelemiştir. Burada Ω, Ω1, Ω2 bölgeleri R2’de

Ω = Ω1 ∪ Ω2, Ω1 ∩ Ω2 = ∅

özelliklerine sahip sınırlı açık kümeler, sırasıyla sınırları Γ1, Γ1 ∪ Γ0 ve Γ0’dır. Aynı

zamanda Ω2 yıldız şekilli bir bölgedir ve ν vektörü Γ1 ve Γ0 sınırları üzerindeki dış

4



normal vektör olmak üzere bir x0 ∈ R2 için

(x− x0) · ν (x) ≥ 0, Γ0’da

sağlanır. Ayrıca ρi, βi ve µ sayıları

ρ1 ≥ ρ2 ve β1 ≤ β2

özelliğine sahip kesin pozitif reel parametrelerdir. Doğrusal olmayan terimler iseM (s) =

s1+α ve α > 0 olmak üzere,

F1 (u, v) = −M
(
‖∇u‖2

L2(Ω1) + ‖∇v‖2
L2(Ω2)

)
∆u+ a1 (x)u |u|p−1 + g1 (x, u)

F2 (u, v) = −M
(
‖∇u‖2

L2(Ω1) + ‖∇v‖2
L2(Ω2)

)
∆v + a2 (x) v |v|p−1 + g2 (x, v)

şeklindedir. Burada,

a1 (x) ∈ L∞ (Ω1) , a2 (x) ∈ L∞ (Ω2) ,

a1 (x) ≥ c0 ve a2 (x) ≥ c0, ∀x ∈ Ω veya 2 (α + 2) > p+ 1, p ≥ 1.

Ek olarak, g1 (x, u) ve g2 (x, v) fonksiyonları skalerdir ve bir ε0 > 0 için,∣∣∣∣ ∂∂ug1 (x1, u)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ ∂∂vg2 (x2, v)

∣∣∣∣ ≤ C
(

1 + |u|max{0,p−1−ε0} + |v|max{0,p−1−ε0}
)

, ∀xi ∈ Ωi,

g2 (x, 0) = 0

özelliklerine sahiptir. Bu koşullar altında, yazar (1.5) probleminin uygun Hilbert uzayında

dinamik sistem oluşturduğunu ve yerel olmayan çekiciye sahip olduğunu ispatlamıştır.

Sınırlı olmayan bölgelerde Sobolev kompakt gömülme teoremleri geçerli olmadığından,

sınırlı bölgelerde kullanılan tekniklerin kullanılmasının bazı zorlukları vardır. Düzgün

kuyruk değerlenmeleriyle bu zorlukların üstesinden gelinebilir. Düzgün kuyruk değerlen-

meleri elde etmenin bir yolu, reaksiyon difüzyon denklemi için [21] çalışmasında olduğu

gibi ağırlık fonksiyonları kullanmaktır. Bununla birlikte, levha denkleminin özellikle-

rinden dolayı [21]’deki metod levha denklemine uygulanamamaktadır. Bu nedenle, [6],

[22]-[24], çalışmalarında, yerel doğrusal olmayan terime sahip levha denklemleri için za-

mana göre ortalama değer formunda düzgün kuyruk değerlenmeleri elde edilip, enerji

metodu kullanarak Sobolev kompakt gömülme teoremlerinin eksikliğinin doğurduğu

problemler giderilmiştir. Örneğin, [6] çalışmasında, A. Khanmamedov utt + ∆2u+ α (x)ut + λu+ f (u) = g (x) , (t, x) ∈ R+ × Rn

u (0, x) = u0 (x) , ut (0, x) = u1 (x) , x ∈ Rn

5



yarı doğrusal levha denklemini incelemiştir. Burada λ > 0, g ∈ L2 (Rn) , α ve f fonk-

siyonları aşağıdaki koşulları sağlamaktadır:

α ∈ L∞ (Rn) , α (·) ≥ 0,

α (x) ≥ α0 > 0 her |x| ≥ r0 > 0,

f ∈ C1 (R) , |f ′ (u)| ≤ c (1 + |u|p) , p > 0, (n− 4) p ≤ 4,

f (u) · u ≥ 0, ∀u ∈ R.

Yazar, bu koşullar altında H2 (Rn)×L2 (Rn) uzayında yerel olmayan çekicinin varlığını,

düzgünlüğünü ve sonlu boyutluluğunu göstermiştir.

A. Khanmamedov [24] çalışmasında ise yer değiştirmeye bağlı dissipatif terime sahip utt + ∆2u+ σ (u)ut + λu+ f (u) = g (x) , (t, x) ∈ R+ × R3

u (0, x) = u0 (x) , ut (0, x) = u1 (x) , x ∈ R3

levha denkleminin yerel olmayan çekicisinin varlığını,

λ > 0 ve g ∈ H−2
(
R3
)
,

f ∈ C1 (R) , f (u) · u ≥ 0, ∀u ∈ R,

σ ∈ C (R) , σ (0) > 0, σ (u) ≥ 0, ∀u ∈ R,

bir α ∈ L∞loc (R) için |f ′ (u)| ≤ α (u)σ (u) , ∀u ∈ R,

bir l > 0 için σ (u) = σ (0) , ∀u ∈ [−l, l]

koşulları altında ispatlamıştır.

Sınırlı olmayan bölgelerde denklem yerel olmayan doğrusal olmayan terim içerdiğinde

zorluklar daha da artmaktadır. Örneğin, F (u) := f
(
‖∇u‖L2(Rn)

)
∆u ve f (s) = s2

olarak alındığında (1.1) denklemi bilinen Berger denklemine dönüşür (bkz [25]). Sınırlı

olmayan bölgelerde, F (u) := f
(
‖∇u‖L2(Rn)

)
∆u ve F (u) := f

(
‖u‖Lp(Rn)

)
|u|p−2 u

operatörleri hem kompakt değildir hem de H2 (Rn)’den L2 (Rn)’e zayıf sürekli değildir.

Bu nedenle asimptotik kompaktlığı ispatlamak için standart ayrıştırma yöntemi ya da

[26]’da verilen enerji metodunu kullanamayız.

Bu tezde , [4] çalışmasında verilen telafi edici kompaktlık tekniğini kullanarak

öncelikle yerel olmayan çekicinin varlığı için gerekli olan asimptotik kompaktlığı is-

patlanmıştır. Daha sonra kesin Lyapunov fonksiyonunun varlığı da göstererek yerel
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olmayan çekicinin varlığını elde edilmiştir. Bahsi geçen teknik kullanılarak, ilk ola-

rak yerel olmayan doğrusal olmayan F (u) := f
(
‖∇u‖L2(Rn)

)
∆u terimine sahip (1.1)

levha denklemi ele alınmıştır (bkz 3. bölüm). Dissipatif terim katsayısı α (·) üzerine ke-

sin pozitif olma şartı koyarak, uygun koşullar altında yerel olmayan çekicinin varlığını,

düzgünlüğünü ve sonlu boyutluluğunu ispatladık (bkz [27]). Daha sonra, (1.1) denklemi

yerel olmayan doğrusal olmayan F (u) := f
(
‖u‖Lp(Rn)

)
|u|p−2 u terimi ile ele alınmıştır

(bkz 4. bölüm). Bu durumda dissipatif terim katsayısı üzerindeki kesin pozitiflik koşulu

zayıflatılarak yerel olmayan çekicinin varlığı ve düzgünlüğü elde edilmiştir (bkz [28],

[29]).

Bu tez beş bölümden oluşmaktadır. Birinci bölüm olan giriş bölümünde, hiperbo-

lik denklemlerin uzun zaman davranışını, çekiciler ya da sönüm özellikleri vasıtasıy-

la ele alan çalışmalardan bahsedilmiş ve bu tezde elde ettiğimiz sonuçlar hakkında

kısaca bilgi verilmiştir. İkinci bölümde, tez içerisinde kullanılacak temel teoremler ve

tanımlar sunulmuştur. Üçüncü bölümde, F (u) := f
(
‖∇u‖L2(Rn)

)
∆u yerel olmayan

doğrusal olmayan terime sahip (1.1) denklemi incelenerek, yerel olmayan çekicinin

varlığı, düzgünlüğü ve sonlu boyutluluğu gösterilmiştir. Dördüncü bölümde, F (u) :=

f
(
‖u‖Lp(Rn)

)
|u|p−2 u yerel olmayan doğrusal olmayan terimine sahip (1.1) denklemi

ele alınmış, yerel olmayan olmayan çekicinin varlığı ve düzgünlüğü gösterilmiştir. Son

bölümde ise F (u) := f (u) yerel olan, doğrusal olmayan terime sahip (1.1) denkleminin

çözümlerinin üstel enerji sönümüne sahip olduğu gösterilmiştir.
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2 ÖN BİLGİLER VE TEMEL TEOREMLER

Bu bölümde ilerideki bölümlerde kullanılacak bazı uzaylar, tanımlar, teoremler, göste-

rimler ve eşitsizlikler verilecektir.

Tanım 2.0.1 p ≥ 1 gerçel sayı olmak üzere Ω ⊂ Rn bölgesinde∫
Ω

|u (x)|p dx <∞, x ∈ Ω

koşulunu sağlayan, ölçülebilir u fonksiyonlar uzayına, Lp(Ω) uzayı denir. Bu uzay lineer

normlu olmakla birlikte üzerindeki norm,

‖u‖Lp(Ω) =

∫
Ω

|u(x)|p dx

1/p

şeklinde tanımlanır. Lp(Ω) uzayı Banach ve 1 < p <∞ durumunda yansımalı uzaydır.

Tanım 2.0.2 p = ∞ olmak üzere, Ω ⊂ Rn bölgesinde hemen hemen her yerde sınırlı

ölçülebilir fonksiyonlar uzayına L∞(Ω) uzayı denir ve üzerindeki norm,

‖u‖L∞(Ω) = ess sup
x∈Ω

|u(x)|

şeklinde tanımlanır. Bu uzay bir Banach uzayıdır.

Tanım 2.0.3 X lineer normlu uzay, {xn}∞n=1 ⊂ X ve x0 ∈ X olsun. Eğer

lim
n→∞

‖xn − x0‖X = 0

ise {xn}∞n=1 dizisi x0 elemanına kuvvetli yakınsar denir ve xn → x0 şeklinde gösterilir.

Tanım 2.0.4 X lineer normlu uzay, {xn}∞n=1 ⊂ X ve x0 ∈ X olsun. X∗ uzayı X’in

dual uzayı olmak üzere her f ∈ X∗ için

lim
n→∞

〈f, xn〉 = 〈f, x0〉

ise {xn}∞n=1 dizisi x0 elemanına zayıf yakınsar denir ve xn
w→ x0 şeklinde gösterilir.

Tanım 2.0.5 X lineer normlu uzay, {fn}∞n=1 ⊂ X∗ ve f0 ∈ X∗ olsun. Eğer her x ∈ X

için

lim
n→∞

〈fn, x〉 = 〈f0, x〉

ise {fn}∞n=1 dizisi f0 elemanına zayıf−∗ (zayıf yıldız) yakınsar denir ve fn
w∗→ f0 şeklinde

gösterilir.
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Tanım 2.0.6 Ω ⊂ Rn’de bir bölge, m > 0 tam sayı ve 1 ≤ p ≤ ∞ olmak üzere, kendisi

ve m. mertebeye kadar tüm genelleşmiş türevleri Lp (Ω) sınıfına ait olan fonksiyonlar

uzayına Wm,p (Ω) Sobolev uzayı denir. Bu uzay üzerindeki norm, 1 ≤ p <∞ için

‖u‖Wm,p(Ω) =

 ∑
0≤ |α|≤m

‖ Dαu‖pLp(Ω)

1/p

ve p =∞ için

‖u‖Wm,∞(Ω) =
∑

0≤ |α|≤m

‖ Dαu‖L∞(Ω)

şeklindedir. Bu uzaylar Banach uzaylarıdır. p = 2 ise Wm,2 (Ω) uzayı Hilbert uzayıdır

ve Hm (Ω) ile gösterilir. Bu uzay üzerindeki iç çarpım

〈u, v〉Hm(Ω) =

∫
Ω

∑
|α|≤m

Dαu (x) Dαv (x) dx

biçiminde tanımlanır.

Tanım 2.0.7 C∞0 (Ω) uzayının Wm,p (Ω) uzayının normuyla kapanışı Wm,p
0 (Ω) ile

gösterilir. p = 2 ise Wm,2
0 (Ω) uzayı Hm

0 (Ω) ile gösterilir.

Tanım 2.0.8 1 ≤ p < ∞ ve 1
p

+ 1
p′

= 1 olmak üzere Wm,p(Rn) uzayının duali

W−m,p′(Rn) ile gösterilir ve üzerindeki norm,

‖u‖W−m,p′ (Rn) = sup
‖v‖Wm,p(Rn)≤1

|〈u, v〉|

şeklinde tanımlanır. Benzer şekilde Wm,p
0 (Ω) uzayının duali W−m,p′(Ω) ile gösterilir ve

üzerindeki norm,

‖u‖W−m,p′ (Ω) = sup
‖v‖Wm,p(Ω)≤1

|〈u, v〉|

şeklinde tanımlanır.

Teorem 2.0.9 ([30]) m ≥ 1 tam sayı ve 1 ≤ p < ∞ olmak üzere aşağıdaki sürekli

gömülmeler geçerlidir.

i) 1
p
− m

n
> 0 ise 1

q
= 1

p
− m

n
için Wm,p(Rn) ⊂ Lq(Rn),

ii) 1
p
− m

n
= 0 ise her q ∈ [p, ∞) için Wm,p(Rn) ⊂ Lq(Rn),

iii) 1
p
− m

n
< 0 ise Wm,p(Rn) ⊂ L∞(Rn).

Son durumda,

k =

[∣∣∣∣m− n

p

∣∣∣∣]
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ve

θ = (m− n

p
)− k

olmak üzere

|Dαu|L∞(Rn) ≤ C ‖u‖Wm,p(Rn)n , ∀ |α| ≤ k

ve ayrıca |α| = k için,

|Dαu(x)−Dαu(y)| ≤ C |x− y|θ ‖u‖Wm,p(Rn) h.h. x, y ∈ Rn,

olur. Dolayısıyla ‖u‖Ck(Rn) ≤ C1 ‖u‖Wm,p(Rn) sağlanır.

Teorem 2.0.10 (Rellich-Kondrasov) ([30]) Ω, Rn’de sınırlı bölge ve Ω’nın sınırı

C1 sınıfından olmak üzere aşağıdaki kompakt gömülmeler geçerlidir.

i) p < n ise W 1,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), 1 ≤ q < p∗, p∗ = np
n−p ,

ii) p = n ise W 1,n(Ω) ↪→ Lq(Ω), 1 ≤ q <∞,

iii) p > n ise W 1,p(Ω) ↪→ C(Ω).

Teorem 2.0.11 (İnterpolasyon) ([31]) Ω, Rn’de sınırlı ve sınırı C∞ sınıfından olan

bir bölge olmak üzere, Ω bölgesi sınırının bir tarafında bulunsun. Yani Rn\Ω ile Ω’nın

sınırı aynı olsun. Bu durumda s1 < s2, s = θs1 + (1− θ) s2 ve θ ∈ (0, 1) olmak üzere

u ∈ Hs2 (Ω) ise

‖u‖Hs(Ω) ≤ ‖u‖
θ
Hs2 (Ω) ‖u‖

1−θ
Hs1 (Ω) .

Tanım 2.0.12 ([32]) X Banach uzayı olmak üzere 1 ≤ p <∞ ve −∞ ≤ a < b ≤ +∞

olacak şekilde (a, b) den X’e tanımlanmış olan ölçülebilir ve
b∫
a

‖f(t)‖pX dt <∞ koşulunu

sağlayan f fonksiyonlarının uzayı, Lp(a, b;X) ile gösterilir ve üzerindeki norm

‖f‖Lp(a,b;X) =

 b∫
a

‖f(t)‖pX dt

1/p

şeklinde tanımlanır. p = ∞ olduğunda L∞(a, b;X) uzayı (a, b) den X’ e tanımlanmış

olan hemen hemen her yerde sınırlı ölçülebilir fonksiyonlar uzayıdır. Üzerindeki norm

ise

‖f‖L∞(a,b;X) = ess sup
t∈(a,b)

‖f(t)‖X

şeklinde tanımlanır. p = 2 için, X Hilbert uzayı olduğunda, L2(a, b;X) uzayı

(u, v)2 =

T∫
0

(u (t) , v (t))X dt
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iç çarpımı ile Hilbert uzayıdır. Burada (., .)X ile X uzayındaki iç çarpım gösterilmek-

tedir.

Önerme 2.0.13 ([32]) X Banach uzayı, 1 < p <∞, 1
p

+ 1
q

= 1 olsun. X∗, X uzayının

dual uzayı olmak üzere Lp(a, b;X) uzayının dual uzayı Lq(a, b;X∗)’dır.

Tanım 2.0.14 ([32]) X Banach uzayı ve 0 < T < ∞ olsun. u(i), u fonksiyonunun i.

mertebeden türevi olmak üzere

Cm ([0, T ] ;X) =
{
u : [0, T ] −→ X | i = 1, ...,m olmak üzere u(i) süreklidir

}
şeklinde tanımlanır. Bu uzay ‖u‖ =

m∑
i=0

max
0≤t≤T

∥∥u(i) (t)
∥∥
X

normu ile Banach uzayıdır.

Tanım 2.0.15 ([32]) X Banach uzayı, m > 0 bir tam sayı ve 1 ≤ p ≤ ∞ olmak üzere

Wm,p (0, T ;X) =
{
u : (0, T ) −→ X | u(n) ∈ Lp(0, T : X), 0 ≤ n ≤ m

}
biçiminde tanımlanan uzaya Banach değerli Sobolev uzayı denir. Bu lineer uzay üze-

rindeki norm, 1 ≤ p <∞ için

‖u‖Wm,p(0,T ;X) =

( ∑
0≤ n ≤m

∥∥ u(n)
∥∥p
Lp(0,T ;X)

)1/p

ve p =∞ için

‖u‖Wm,∞(0,T ;X) = max
0≤ n ≤m

∥∥ u(n)
∥∥
L∞(0,T ;X)

şeklinde tanımlanır. Bu uzaylar Banach uzaylarıdır. p = 2 ve X Hilbert uzayı ise

Wm,p (0, T ;X) uzayı Hilbert uzayıdır ve Hm (0, T ;X) ile gösterilir. Bu uzay üzerindeki

iç çarpım

(u | v)m =

T∫
0

∑
n≤m

(
u(n) (t) , v(n) (t)

)
X
dt

şeklinde tanımlanır.

Tanım 2.0.16 X uzayı ρ metriği ile tanımlı metrik uzay olsun. Bu durumda X üze-

rinde tanımlı, sürekli {S (t)}t≥0 operatörler ailesi aşağıdaki koşulları sağlarsa X üze-

rinde kuvvetli sürekli yarı grup olur.

(i) S (0) = I (birim operatör),

(ii) S (t+ s) = S (t)S (s), ∀t, s ≥ 0,

(iii) Her x ∈ X için limt→0+ ρ (S (t)x, x) = 0.
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Tanım 2.0.17 X uzayında tanımlı {T (t, s)}t≥s sürekli dönüşümler ailesi aşağıdaki

özellikleri sağlasın:

(i) Her t ∈ R için T (t, t) = I,

(ii) Her t ≥ τ ≥ s için T (t, s) = T (t, τ)T (τ, s) ,

(iii) t ≥ s ve x ∈ X olmak üzere, (t, s, x)→ T (t, s)x dönüşümü süreklidir.

Bu durumda {T (t, s)}t≥s dönüşümler ailesine X’te bir süreç (process) denir.

Tanım 2.0.18 (X,S (t)) dinamik sistem ve D ⊂ X olsun.

• B ⊂ X kapalı küme olsun. Eğer keyfi sınırlı D kümesi için

S (t)D ⊂ B, ∀t ≥ t0 (D)

olacak şekilde t0 (D) zamanı varsa B kümesine yutan küme denir.

• Eğer (X,S (t)) dinamik sistemi sınırlı, yutan kümeye sahipse (X,S (t))’ye dissipatif

dinamik sistem denir.

• (X,S (t)) dinamik sistemi çeken kompakt K kümesine sahipse yani, her D sınırlı

kümesi için

lim
t→∞

dX{S (t)D|K} = 0 (2.1)

olacak şekilde K kompakt kümesi varsa (X,S (t)) dinamik sistemine asimptotik kompakt

denir. Burada dX{A|B} = distX(x,B) = sup
x∈A

inf
y∈B

d (x, y).

• Her t > 0 için S (t)D ⊂ D olan her D sınırlı kümesi için (2.1) sağlanacak şekilde,

D kümesinin kapanışının içinde kalan bir K kompakt kümesi varsa (X,S (t)) dinamik

sistemine asimptotik düzgün denir.

Tanım 2.0.19 Her t ≥ 0 için, S (t)D ⊆ D ise D kümesine {S (t)}t≥0 yarıgrubuna

göre ileri değişmez denir.

Tanım 2.0.20 Her t ≥ 0 için, S (t)D = D ise D kümesine {S (t)}t≥0 yarıgrubuna

göre değişmez denir.

Tanım 2.0.21 Her τ ∈ R ve t ≥ 0 için S (t)u(τ) = u(t + τ) ise X uzayı içindeki

sürekli γ = {u(t) : t ∈ R} eğrisine tam yörünge denir.

Tanım 2.0.22 D ⊂ X olsun. Bu durumda

ω(D) = ∩
t>0
∪
τ≥t
S (τ)D

kümesine D kümesinden doğan yörüngelerin ω limit kümesi denir.
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Önerme 2.0.23 ([5]) x ∈ X olsun. Aşağıdakiler denktir.

(i) x ∈ ω(D).

(ii) Öyle tn →∞ ve {xn}∞n=1 ⊂ D dizileri vardır ki limn→∞ S (tn)xn = x’tir.

Önerme 2.0.24 ([5]) Kabul edelim ki (X,S (t)); çeken, kompakt K kümesine sahip,

asimptotik kompakt dinamik sistem olsun. Bu durumda keyfi, sınırlı D kümesi için

ω(D) kümesi boştan farklı, kompakt ve değişmez kümedir. Ayrıca, eğer (X,S (t)) asimp-

totik düzgün ve γtD = ∪τ≥tS (τ)D sınırlı ise ω(D) kümesi yine boştan farklı, kompakt

ve değişmez kümedir.

Önerme 2.0.25 ([5]) X Banach uzayı ve (X,S (t)) dissipatif dinamik sistem olsun.

Bu durumda aşağıdakiler denktir.

•(X,S (t)) asimptotik kompakttır.

• (X,S (t)) asimptotik düzgündür.

• S1 (t) operatörü büyük t’ler için düzgün kompakt yani; keyfi, sınırlı D kümesi için

γ1 (D; t0) := ∪τ≥t0S1 (τ)D kümesi X uzayında prekompakt olacak şekilde bir t0 = t0 (D)

vardır ve S2 (t) operatörü ise her sınırlı D kümesi için,

lim
t→∞

rD(t) = lim
t→∞

sup {‖S2 (t)x‖X : x ∈ D} = 0

özelliğini sağlayan, X’de sürekli operatör olmak üzere; S (t) = S1 (t) + S2 (t) şeklinde

ayrışım vardır.

• Ladyzhenskaya koşulu sağlanır: Her sınırlı {xn}∞n=1 ⊂ X dizisi ve tn →∞ dizisi için

{S (tnxn)}∞n=1 dizisi X uzayında prekompakttır.

Önerme 2.0.26 ([5]) X Banach uzayı ve (X,S (t)) dinamik sistem olsun. Kabul ede-

lim ki Ladyzhenskaya koşulu sağlansın. Bu durumda (X,S (t)) asimptotik düzgündür.

Önerme 2.0.27 ([5]) X uzayı d metriğine sahip tam metrik uzay ve (X,S (t)) dinamik

sistem olsun. Kabul edelim ki keyfi, sınırlı, ileri değişmez B ⊂ X kümesi ve ε > 0 için,

d(S (T ) y1, S (T ) y2) ≤ ε+ Ψε,B,T (y1, y2), yi ∈ B, i = 1, 2

olacak şekilde T = T (ε, B) vardır. Burada Ψε,B,T (y1, y2) fonksiyoneli B × B üzerinde

tanımlı ve her {yn}∞n=1 ⊂ B için,

lim inf
m→∞

lim inf
n→∞

Ψε,B,T (yn, ym) = 0.

Bu durumda, (X,S (t)) asimptotik düzgün dinamik sistem olur.

13



Önerme 2.0.28 ([5]) X uzayı d metriğine sahip tam metrik uzay ve (X,S (t)) dinamik

sistem olsun. Kabul edelim ki keyfi, sınırlı, ileri değişmez B ⊂ X kümesi ve keyfi ε > 0

için, öyle T = T (ε, B) vardır ki, her {yn}∞n=1 ⊂ B için,

lim inf
m→∞

lim inf
n→∞

d(S (T ) yn, S (T ) ym) ≤ ε.

Bu durumda (X,S (t)) asimptotik düzgün dinamik sistem olur.

Tanım 2.0.29 Bir sınırlı kapalı A ⊂ X kümesine aşağıdaki özellikleri sağlaması du-

rumunda (X,S (t)) dinamik sisteminin yerel olmayan çekicisi denir.

(i) A kümesi S (t) yarı grubuna göre değişmezdir.

(ii) A kümesi düzgün çekendir; keyfi, sınırlı D ⊂ X kümesi için

lim
t→∞

dX{S (t)D|A} = 0.

Önerme 2.0.30 ([5]) Kabul edelim ki X Banach uzayı ve (X,S (t)) çeken, kompakt

K kümesine sahip, asimptotik kompakt dinamik sistem olsun. Bu durumda (X,S (t))

dinamik sistemi tek, kompakt, yerel olmayan A çekicisine sahiptir ve A ⊂ K. Bu çekici

bağlantılı kümedir ve

A = ω (K) = ∩t>0∪τ≥tS (τ)K

formuna sahiptir.

Önerme 2.0.31 ([5]) X uzayı tam metrik uzay ve (X,S (t)) dinamik sistem olsun. Bu

durumda (X,S (t)) dinamik sistemi tek, kompakt, yerel olmayan A çekicisine sahiptir

ancak ve ancak

(i) (X,S (t)) asimptotik düzgündür,

(ii) (X,S (t)) noktasal dissipatiftir,

(iii) Her sınırlı B ⊂ X için öyle t0 vardır ki γt0B kuyruğu sınırlıdır.

Ek olarak, A yerel olmayan çekicisi A = ∪{ω (B) : B ⊂ X sınırlı altküme} şeklinde

gösterilebilir.

Tanım 2.0.32 M kümesi, X metrik uzayında kompakt küme olsun. M kümesinin frak-

tal boyutu dimf M ile gösterilir ve

dimf M = lim sup
ε→0

lnn (M, ε)

ln
(

1
ε

)
şeklinde tanımlanır. Burada n (M, ε), M kümesini örten ε yarıçaplı kapalı yuvarların

minimum sayısıdır.
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Teorem 2.0.33 ([5]) H ayrılabilir Hilbert uzayı ve M kümesi H uzayında kapalı sınırlı

olsun. Kabul edelim ki aşağıdaki gibi bir V : M → H fonksiyonu var olsun.

(i) M ⊆ VM .

(ii) V fonksiyonu M ’de Lipschitz’dir, yani;

‖V v1 − V v2‖ ≤ L ‖v1 − v2‖ , v1, v2 ∈M

olacak şekilde L > 0 vardır.

(iii) Keyfi v1, v2 ∈M için, 0 < η < 1 ve K > 0 sabit olmak üzere,

‖V v1 − V v2‖ ≤ η ‖v1 − v2‖+K [n1 (v1 − v2) + n2 (V v1 − V v2)]

olacak şekilde n1 (x) ve n2 (x) kompakt yarı normları vardır. (H uzayında tanımlı bir

yarı norm kompakttır ancak ve ancak {xm} ⊂ H ve xm
w→ 0 olacak şekildeki bir dizi

için n (xm)→ 0’dır.). Bu durumda M kümesi, H’de sonlu fraktal boyuta sahip kompakt

kümedir.

Tanım 2.0.34 N kümesi (X,S (t)) dinamik sisteminin sabit noktalar kümesi olsun;

yani:

N = {v ∈ X : her t ≥ 0 için S (t) v = v}

Sabit noktalar kümesi N ’den doğan kararsız Mu (N ) manifoldu, u (0) = y ve

limt→−∞ distX (u (t) ,N ) = 0 olacak şekilde γ = {u (t) : t ∈ R} tam yörüngesi vardır,

özelliğine sahip tüm y ∈ X elemanlarının oluşturduğu kümedir.

Tanım 2.0.35 Kabul edelim ki Y ⊆ X kümesi (X,S (t)) dinamik sisteminde ileri

değişmez olsun.

• Φ (y) fonksiyoneli Y kümesi üzerinde tanımlı ve sürekli olmak üzere, eğer t →

Φ (S (t) y) fonksiyonu keyfi y ∈ Y için artmayan fonksiyon ise Φ (y) fonksiyoneline Y

üzerinde, (X,S (t)) dinamik sistemi için Lyapunov fonksiyonu denir.

• Eğer, y ∈ Y olmak üzere,

her t > 0 için Φ (S (t) y) = Φ (y) =⇒ her t > 0 için S (t) y = y

yani y elemanı (X,S (t)) dinamik sisteminin sabit noktası ise Φ (y) Lyapunov fonksi-

yonu Y ’de kesindir denir.

• Tüm X uzayında (X,S (t)) dinamik sistemi için kesin Lyapunov fonksiyonu varsa

(X,S (t)) dinamik sistemi gradyenttir denir.
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Teorem 2.0.36 ([5]) Kabul edelim ki (X,S (t)) dinamik sistemi kompakt, yerel olma-

yan A çekicisine sahip olsun ve A üzerinde kesin Lyapunov fonksiyonu var olsun. Bu

durumda A =Mu (N ). Ayrıca, yerel olmayan çekici A

lim
t→−∞

distX (u (t) ,N ) = 0 ve lim
t→∞

distX (u (t) ,N ) = 0

özelliğini sağlayan γ = {u (t) : t ∈ R} tam yörüngelerinden oluşur.

Teorem 2.0.37 ([5]) (X,S (t)) gradyent, asimptotik düzgün dinamik sistem olsun.

Kabul edelim ki bu sistemin Φ (x) Lyapunov fonksiyonu, X’in keyfi sınırlı alt kümesi

üzerinde üstten sınırlıdır ve her R için ΦR = {x : Φ (x) ≤ R} kümesi sınırlıdır. Eğer

(X,S (t)) dinamik sisteminin, sabit noktalar kümesi N sınırlı ise (X,S (t)) dinamik

sistemi yerel olmayan çekiciye sahiptir ve A =Mu (N ) .

Teorem 2.0.38 (Banach-Alaoglu) X ayrılabilir lineer normlu uzay, {fn}∞n=1 ⊂ X∗

olmak üzere her n için ‖fn‖X∗ ≤ M ise öyle {fnk} ⊂ {fn} ve f0 ∈ X∗ vardır ki

fnk
w∗−→ f0.

Lemma 2.0.39 (Young Eşitsizliği) 1 < p, q <∞, 1
p

+ 1
q

= 1 olsun. Bu durumda

ab ≤ ap

p
+
bq

q
(a, b > 0)

ve her ε > 0 için;

ab ≤ εap + C(ε)bq

olacak şekilde C(ε) > 0 vardır.

Teorem 2.0.40 (Genel Hölder Eşitsizliği) 1 ≤ p1, ..., pm ≤ ∞, 1
p1

+ ... + 1
pm

= 1

olsun. uk ∈ Lpk (Ω), k = 1, ...,m ise∫
Ω

|u1...um| dx ≤
m∏
k=1

‖uk‖Lpk (Ω)

sağlanır.

Lemma 2.0.41 (Gronwall Eşitsizliği) x, ψ ve χ, reel değerli ve [a, b] aralığında tanımlı

sürekli fonksiyonlar olsun. Bu durumda χ (t) ≥ 0 olmak üzere

x (t) ≤ ψ (t) + C

t∫
a

χ (s)x (s) ds, ∀t ∈ [a, b]
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ise

x (t) ≤ ψ (t) +

t∫
a

χ (s)ψ (s) e
∫ t
s χ(u)duds, ∀t ∈ [a, b] .

Lemma 2.0.42 (Ters Fatou) {fn}∞n=1 ölçülebilir fonksiyonlar ailesi ve bir integral-

lenebilir g fonksiyonu için fn ≤ g ise∫
lim sup
n→∞

fn ≥ lim sup
n→∞

∫
fn.
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3 SINIRLI OLMAYAN BÖLGEDE, f (‖∇u (t)‖L2(Rn))∆u

TERİMİNİ İÇEREN LEVHA DENKLEMİNİN

ÇEKİCİSİ

Bu bölümde, yarı doğrusal levha denklemi için,

utt + ∆2u+ α(x)ut + λu− f(‖∇u (t)‖L2(Rn))∆u = h (x) , (t, x) ∈ R+ × Rn, (3.1)

u(0, x) = u0(x), ut(0, x) = u1(x), x ∈ Rn, (3.2)

başlangıç değer probleminin çözümlerinin uzun zaman davranışını çekiciler vasıtasıyla

inceleyeceğiz. Burada λ > 0, h ∈ L2 (Rn)’dir. Ayrıca, α (·) ve f (·) fonksiyonları

aşağıdaki koşulları sağlamaktadır:

α ∈ L∞(Rn), α(·) ≥ α0 > 0 h.h.y. Rn’de, (3.3)

f ∈ C1(R+), f (z) ≥ 0, ∀ z ∈ R+. (3.4)

Yarı grup teorisi kullanılarak, (3.3) ve (3.4) koşulları altında, (3.1)-(3.2) probleminin,

(u0, u1) ∈ H2 (Rn)× L2 (Rn) başlangıç verilerine uygun,

u ∈ C
(
[0,∞);H2 (Rn)

)
∩ C1

(
[0,∞);L2 (Rn)

)
olan zayıf çözümünün varlığını ve tekliğini kolayca görebiliriz.

Gerçekten, A(w1, w2) = (w2,−∆2w1 − λw1 − α(·)w2) şeklinde, tanım kümesi D(A) =

H4(Rn)×H2(Rn) olan bir operatör tanımlayalım. Ek olarak,

Φ(w1, w2) = (0, f
(
‖∇w1‖L2(Rn)

)
∆w1 + h)

şeklinde tanımlarsak, (3.1)-(3.2) problemini H2(Rn)×L2(Rn)’de aşağıdaki soyut prob-

leme indirgeyebiliriz.  d
dt

(u, ut) = A(u, ut) + Φ(u, ut),

(u(0), ut(0)) = (u0, u1).
(3.5)

H2(Rn) × L2(Rn)’de uygun denk normlar tanımlayarak, A operatörünün maksimal

dissipatif olduğu kolayca görülebilir ve böylece A operatörü H4(Rn) × H2(Rn)’de ve

H2(Rn)× L2(Rn)’de lineer sürekli
{
etA
}
t≥0

yarı grubu oluşturur. Diğer taraftan, (3.4)

koşulundan, doğrusal olmayan Φ : H2(Rn)× L2(Rn)→ H2(Rn)× L2(Rn) operatörü
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H2(Rn) × L2(Rn)’de sınırlı kümeler üzerinde Lipschitz sürekli olduğundan, yarı grup

teorisinden, (3.5) probleminin, (u0, u1) ∈ H2 (Rn)×L2 (Rn) başlangıç verilerine uygun,

C ([0, Tmax);H2 (Rn)× L2(Rn)) sınıfında tek, zayıf yerel çözümü olduğu görülür. (bkz

[33], syf. 56-58)

Ayrıca, eğer (u0, u1) ∈ H4 (Rn)×H2 (Rn) ise (u, ut) ∈ C ([0, Tmax);H4 (Rn)×H2(Rn))

fonksiyonu (3.5) probleminin kuvvetli çözümüdür.

Şimdi, varsayalım ki u ∈ C ([0, Tmax);H4 (Rn)) ∩ C1 ([0, Tmax);H2(Rn)) fonksiyonu

(3.1)-(3.2) probleminin yerel kuvvetli çözümü olsun. (3.1) denklemini ut ile çarpıp

(s, t)× Rn üzerinde integrallersek

E (u (t)) +
1

2
F
(
‖∇u (t)‖2

L2(Rn)

)
−
∫
Rn

h (x)u (t, x) dx+

t∫
s

∫
Rn

α (x) |ut (τ, x)|2 dxdτ

= E (u (s)) +
1

2
F
(
‖∇u (s)‖2

L2(Rn)

)
−
∫
Rn

h (x)u (s, x) dx, ∀t ≥ s ≥ 0 (3.6)

elde ederiz. Burada F (z) =
z∫
0

f (
√
s) ds, ∀ z ∈ R+ ve

E (u (t)) =
1

2

∫
Rn

(|ut (t, x)|2 + |∆u (t, x)|2 + λ |u (t, x)|2)dx’dir.

(3.3) ve (3.4) koşulları (3.6)’da göz önüne alınırsa, c azalmayan fonksiyon olmak üzere,

‖(u(t), ut(t))‖H2(Rn)×L2(Rn) ≤ c
(
‖(u0), u1)‖H2(Rn)×L2(Rn)

)
, t ≥ 0, (3.7)

alınır. Son eşitsizlik sayesinde, u yerel çözümü [0,∞) aralığına genişletilebilir.

Şimdi de, varsayalım ki v(i) ∈ C ([0,∞);H4 (Rn))∩ C1 ([0,∞);H2 (Rn))

∩ C2 ([0,∞);L2 (Rn)) fonksiyonları, (3.1)-(3.2) probleminin
(
v

(i)
0 , v

(i)
1

)
∈ H4 (Rn) ×

H2 (Rn), i = 1, 2 başlangıç verilerine uygun kuvvetli çözümleri olsun. (3.1) denkle-

minde u yerine sırasıyla v(1) ve v(2) yazıp, denklemleri birbirinden çıkarıp, elde ettiğimiz

denklemi v
(1)
t − v

(2)
t ile çarpıp (0, t)× Rn’de integrallersek,

∥∥v(1) (t)− v(2) (t)
∥∥
H2(Rn)

+
∥∥∥v(1)

t (t)− v(2)
t (t)

∥∥∥
L2(Rn)

≤ c̃ (T, r̃)

(∥∥∥v(1)
0 − v

(2)
0

∥∥∥
H2(Rn)

+
∥∥∥v(1)

1 (t)− v(2)
1 (t)

∥∥∥
L2(Rn)

)
, ∀t ∈ [0, T ]

olur. Burada c̃ : R+ × R+ → R+ fonksiyonu her bir değişkene göre artmayandır ve

r̃ = max

(∥∥∥(v(1)
0 , v

(1)
1

)∥∥∥
H2(Rn)×L2(Rn)

,
∥∥∥(v(2)

0 , v
(2)
1

)∥∥∥
H2(Rn)×L2(Rn)

)
. Son eşitsizliği (3.7)
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ile birlikte değerlendirdiğimizde, (3.1)-(3.2) probleminin, (u (t) , ut (t)) = S (t) (u0, u1)

formülüyle, H2 (Rn)×L2(Rn) uzayında sınırlı, kuvvetli sürekli {S (t)}t≥0 yarı grubunu

ürettiğini elde ederiz.

Bu bölümde ispatlayacağımız ana teorem şu şekildedir:

Teorem 3.0.1 (3.3) ve (3.4) koşulları altında, (3.1)-(3.2) problemi tarafından üretilen

{S (t)} t≥0 yarı grubu, H2 (Rn) × L2 (Rn)’de A yerel olmayan çekicisine sahiptir ve

A =Mu (N )’dir. Ayrıca, A yerel olmayan çekicisi H4 (Rn)×H2 (Rn)’de sınırlıdır ve

sonlu fraktal boyuta sahiptir.

3.1 Yerel Olmayan Çekicinin Varlığı

Bu bölümde yerel olmayan çekicinin varlığını göstereceğiz. Bunun için, öncelikle aşağıdaki

lemmayı ispatlayalım.

Lemma 3.1.1 (3.3) ve (3.4) koşulları sağlansın. Aynı zamanda, {vm}∞m=1 dizisi

L∞ (0, T ;H2 (Rn)) ∩W 1,∞ (0, T ;L2 (Rn)) uzayında sınırlı ve her t ∈ [0, T ] için{
‖∇vm (t)‖L2(Rn)

}∞
m=1

dizisi yakınsak olsun. Bu durumda, her γ > 0 için,

t∫
0

∫
Rn

τ
(
f
(
‖∇vm (τ)‖L2(Rn)

)
∆vm(τ, x)− f

(
‖∇vl (τ)‖L2(Rn)

)
∆vl(τ, x)

)
× (vmt (τ, x)− vlt (τ, x)) dxdτ

≤ γ

t∫
0

τE (vm (τ)− vl (τ)) dτ + cγ

t∫
0

E (vm (τ)− vl (τ)) dτ

+cγ

t∫
0

τE (vm (τ)− vl (τ)) ‖vmt (τ)‖2
L2(Rn) dτ +Km,l(t), ∀t ∈ [0, T ],

eşitsizliği sağlanacak şekilde bir cγ > 0 sabiti vardır. Burada Km,l ∈ C[0, T ] ve

lim sup
m→∞

lim sup
l→∞

∥∥Km,l
∥∥
C[0,T ]

= 0.

İspat. İlk olarak

t∫
0

∫
Rn

τ
(
f
(
‖∇vm (τ)‖L2(Rn)

)
∆vm(τ, x)− f

(
‖∇vl (τ)‖L2(Rn)

)
∆vl(τ, x)

)
× (vmt (τ, x)− vlt (τ, x)) dxdτ

20



= −
t∫

0

τf
(
‖∇vm (τ)‖L2(Rn)

) d

dτ

(
‖∇vm(τ)−∇vl(τ)‖2

L2(Rn)

)
dτ +Km,l (t) (3.8)

alınır ve burada

Km,l(t) :=

t∫
0

∫
Rn

τ
(
f
(
‖∇vm (τ)‖L2(Rn)

)
− f

(
‖∇vl (τ)‖L2(Rn)

))
∆vl (τ, x)

× (vmt (τ, x)− vlt (τ, x)) dxdτ.

Lemmanın koşullarından

lim sup
m→∞

lim sup
l→∞

∥∥Km,l
∥∥
C[0,T ]

= 0 (3.9)

elde ederiz. Şimdi, (3.8) eşitliğinin sağ tarafındaki ilk terimi değerlendirelim. Kısmi

integrasyon yaparak, keyfi ε > 0 için,

t∫
0

τf
(
‖∇vm (τ)‖L2(Rn)

) d

dτ

(
‖∇vm(τ)−∇vl(τ)‖2

L2(Rn)

)
dτ

=

t∫
0

τ
(
f
(
‖∇vm (τ)‖L2(Rn)

)
− f (ε)

) d

dτ

(
‖∇vm(τ)−∇vl(τ)‖2

L2(Rn)

)
dτ

+f (ε)

t∫
0

τ
d

dτ

(
‖∇vm(τ)−∇vl(τ)‖2

L2(Rn)

)
dτ

=

∫
Am1,ε(t)

τ
(
f
(
‖∇vm (τ)‖L2(Rn)

)
− f (ε)

) d

dτ

(
‖∇vm(τ)−∇vl(τ)‖2

L2(Rn)

)
dτ

+

∫
Am2,ε(t)

τ
(
f
(
‖∇vm (τ)‖L2(Rn)

)
− f (ε)

) d

dτ

(
‖∇vm(τ)−∇vl(τ)‖2

L2(Rn)

)
dτ

+tf (ε) ‖∇vm(t)−∇vl(t)‖2
L2(Rn) − f (ε)

t∫
0

‖∇vm(τ)−∇vl(τ)‖2
L2(Rn) dτ (3.10)

buluruz. Bu eşitlikte

Am1,ε(t) :=
{
τ ∈ (0, t) : ‖∇vm(τ)‖L2(Rn) ≤ ε

}
ve

Am2,ε(t) :=
{
τ ∈ (0, t) : ‖∇vm(τ)‖L2(Rn) > ε

}
.
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Şimdi, (3.10) eşitliğinin sağındaki∫
Am2,ε(t)

τ
(
f
(
‖∇vm (τ)‖L2(Rn)

)
− f (ε)

) d

dτ

(
‖∇vm(τ)−∇vl(τ)‖2

L2(Rn)

)
dτ

terimini değerlendirelim. Am2,ε(t) kümesinin boştan farklı olduğu durumu incelemek ye-

terlidir. Burada vm ∈ C([0, T ];H1 (Rn)) olması sayesindeAm2,ε(t) kümesi açık olduğundan,

Am2,ε(t) kümesi kesişmeyen, açık
{(
tk, t̃k

)}∞
k=1

aralıklarının sayılabilir birleşimi şeklinde

gösterilebilir. (bkz. [34], syf. 39). Buradan,∫
Am2,ε(t)

τ
(
f
(
‖∇vm (τ)‖L2(Rn)

)
− f (ε)

) d

dτ

(
‖∇vm(τ)−∇vl(τ)‖2

L2(Rn)

)
dτ

=
∞∑
k=0

t̃k∫
tk

τ
(
f
(
‖∇vm (τ)‖L2(Rn)

)
− f (ε)

) d

dτ

(
‖∇vm(τ)−∇vl(τ)‖2

L2(Rn)

)
dτ

olur. Eğer ‖∇vm (t)‖L2(Rn) ≤ ε ise f fonksiyonu sürekli olduğundan,

f
(
‖∇vm (tk)‖L2(Rn)

)
= f (ε) , k = 1, 2, ... ,

f
(∥∥∇vm (t̃k)∥∥L2(Rn)

)
= f (ε) , k = 1, 2, ...,

alırız. Böylece, kısmi integrasyon yaparak,∫
Am2,ε(t)

τ
(
f
(
‖∇vm (τ)‖L2(Rn)

)
− f (ε)

) d

dτ

(
‖∇vm(τ)−∇vl(τ)‖2

L2(Rn)

)
dτ

=
∞∑
k=1

t̃k

(
f
(∥∥∇vm (t̃k)∥∥L2(Rn)

)
− f (ε)

)∥∥∇vm(t̃k)−∇vl(t̃k)
∥∥2

L2(Rn)

−
∞∑
k=1

tk

(
f
(
‖∇vm (tk)‖L2(Rn)

)
− f (ε)

)
‖∇vm(tk)−∇vl(tk)‖2

L2(Rn)

−
∞∑
k=1

t̃k∫
tk

(
f
(
‖∇vm (τ)‖L2(Rn)

)
− f (ε)

)
‖∇vm(τ)−∇vl(τ)‖2

L2(Rn) dτ

+
∞∑
k=1

t̃k∫
tk

τ
f ′
(
‖∇vm (τ)‖L2(Rn)

)
‖∇vm (τ)‖L2(Rn)

〈∆vm (τ) , vmt (τ)〉L2(Rn) ‖∇vm(τ)−∇vl(τ)‖2
L2(Rn) dτ

= −
∫

Am2,ε(t)

(
f
(
‖∇vm (τ)‖L2(Rn)

)
− f (ε)

)
‖∇vm(τ)−∇vl(τ)‖2

L2(Rn) dτ
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+

∫
Am2,ε(t)

τ
f ′
(
‖∇vm (τ)‖L2(Rn)

)
‖∇vm (τ)‖L2(Rn)

〈∆vm (τ) , vmt (τ)〉L2(Rn) ‖∇vm(τ)−∇vl(τ)‖2
L2(Rn) dτ

(3.11)

elde ederiz. Burada 〈·, ·〉L2(Rn) simgesi L2 (Rn) uzayındaki iç çarpımı göstermektedir.

Eğer ‖∇vm (t)‖L2(Rn) > ε ise
{
t̃k : k = 1, 2, ...

}
kümesinin maksimal elemanı t’ye eşittir

ve sonuç olarak,∫
Am2,ε(t)

τ
(
f
(
‖∇vm (τ)‖L2(Rn)

)
− f (ε)

) d

dτ

(
‖∇vm(τ)−∇vl(τ)‖2

L2(Rn)

)
dτ

=
∞∑
k=1

t̃k

(
f
(∥∥∇vm (t̃k)∥∥L2(Rn)

)
− f (ε)

)∥∥∇vm(t̃k)−∇vl(t̃k)
∥∥2

L2(Rn)

−
∞∑
k=1

tk

(
f
(
‖∇vm (tk)‖L2(Rn)

)
− f (ε)

)
‖∇vm(tk)−∇vl(tk)‖2

L2(Rn)

−
∞∑
k=1

t̃k∫
tk

(
f
(
‖∇vm (τ)‖L2(Rn)

)
− f (ε)

)
‖∇vm(τ)−∇vl(τ)‖2

L2(Rn) dτ

+
∞∑
k=1

t̃k∫
tk

τ
f ′
(
‖∇vm (τ)‖L2(Rn)

)
‖∇vm (τ)‖L2(Rn)

〈∆vm (τ) , vmt (τ)〉L2(Rn) ‖∇vm(τ)−∇vl(τ)‖2
L2(Rn) dτ

= t
(
f
(
‖∇vm (t)‖L2(Rn)

)
− f (ε)

)
‖∇vm(t)−∇vl(t)‖2

L2(Rn)

−
∫

Am2,ε(t)

(
f
(
‖∇vm (τ)‖L2(Rn)

)
− f (ε)

)
‖∇vm(τ)−∇vl(τ)‖2

L2(Rn) dτ

+

∫
Am2,ε(t)

τ
f ′
(
‖∇vm (τ)‖L2(Rn)

)
‖∇vm (τ)‖L2(Rn)

〈∆vm (τ) , vmt (τ)〉L2(Rn) ‖∇vm(τ)−∇vl(τ)‖2
L2(Rn) dτ

(3.12)

elde ederiz. Böylece, (3.4), (3.11) ve (3.12)’yi (3.10)’da göz önüne alırsak,

−
t∫

0

τf
(
‖∇vm (τ)‖L2(Rn)

) d

dτ

(
‖∇vm(τ)−∇vl(τ)‖2

L2(Rn)

)
dτ

≤ f (ε)

t∫
0

‖∇vm(τ)−∇vl(τ)‖2
L2(Rn) dτ + ĉ1

t∫
0

‖∇vm(τ)−∇vl(τ)‖2
L2(Rn) dτ

+2 max
s1,s2ε[0,ε]

|f (s1)− f (s2)|
t∫

0

τE (vm (τ)− vl (τ)) dτ
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+
ĉ1

ε

t∫
0

τE (vm (τ)− vl (τ)) ‖vmt (τ)‖L2(Rn) dτ

≤ (f (ε) + ĉ1)

t∫
0

‖∇vm(τ)−∇vl(τ)‖2
L2(Rn) dτ

+

(
2 max
s1,s2ε[0,ε]

|f (s1)− f (s2)|+ ĉ1ε

) t∫
0

τE (vm (τ)− vl (τ)) dτ

+
ĉ1

ε3

t∫
0

τE (vm (τ)− vl (τ)) ‖vmt (τ)‖2
L2(Rn) dτ , ∀t ∈ [0, T ] (3.13)

buluruz. Sonuç olarak, γ = 2 max
s1,s2ε[0,ε]

|f (s1)− f (s2)|+ ĉ1ε ve cγ = max
{
ĉ1
ε3
, f (ε) + ĉ1

}
şeklinde belirlersek, (3.8), (3.9) ve (3.13)’ü kullanarak lemmanın iddasını ispatlarız.

Şimdi, {S(t)}t≥0 yarı grubunun H2 (Rn)×L2 (Rn)’de asimptotik kompakt olduğunu

ispatlayalım.

Lemma 3.1.2 Varsayalım ki (3.3)-(3.4) koşulları sağlansın ve B kümesi H2 (Rn) ×

L2 (Rn)’nin sınırlı alt kümesi olsun. Bu durumda {ϕk}∞k=1 ⊂ B ve tk →∞ olmak üzere

{S(tk)ϕk}∞k=1 şeklindeki her dizi H2 (Rn)× L2 (Rn)’de yakınsak alt diziye sahiptir.

İspat. Öncelikle, {ϕk}∞k=1 dizisi H2 (Rn) × L2 (Rn)’de sınırlı olduğundan, (3.7)’den

{S (.)ϕk}∞k=1 dizisi Cb (0,∞;H2 (Rn)× L2 (Rn)) uzayında sınırlıdır. Burada,

Cb (0,∞;H2 (Rn)× L2 (Rn)) ile [0,∞)’dan H2 (Rn) × L2 (Rn) uzayına tanımlı sürekli

sınırlı fonksiyonlar uzayı gösterilmektedir. Böylece,

(vm(t) , vmt (t)) = S(t+ tkm − T )ϕkm

olmak üzere, her T ≥ 0 için, tkm ≥ T ve bir q ∈ W 1,∞ (0,∞) için

‖∇vm (t)‖2
L2(Rn)

w∗→ q (t) W 1,∞ (0,∞) ’da (3.14)

olacak şekilde bir {km}∞m=1 alt dizisi vardır. (3.3) ve (3.4)’ü ve (3.6)’da göz önüne

alırsak,
T∫

0

‖vmt(t)‖2
L2(Rn) dt ≤ c1, ∀T ≥ 0, (3.15)

buluruz. (3.1)1’den,

vmtt − vltt + ∆2 (vm − vl) + α(x) (vmt − vlt) + λ (vm − vl)
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−f(‖∇vm (t)‖L2(Rn))∆vm + f(‖∇vl (t)‖L2(Rn))∆vl = 0 (3.16)

alırız. (3.16) denklemini (vm − vl) ile çarpıp, (0, T )× Rn üzerinde integrallersek,

T∫
0

‖∆ (vm (t)− vl (t))‖2
L2(Rn) dt+ λ

T∫
0

‖vm (t)− vl (t)‖2
L2(Rn) dt

+

T∫
0

f(‖∇vm (t)‖L2(Rn)) ‖∇vm (t)−∇vl (t)‖2
L2(Rn) dt ≤ c2+c2

T∫
0

‖vmt(t)− vlt(t)‖2
L2(Rn) dt

+

T∫
0

∣∣∣f(‖∇vm (t)‖L2(Rn))− f(‖∇vl (t)‖L2(Rn))
∣∣∣ ‖∇vl(t, x)‖L2(Rn) ‖∇vm (t)−∇vl (t)‖L2(Rn) dt

elde ederiz. Son eşitsizlikte, (3.4), (3.14) ve (3.15)’i kullanırsak ve ardından limite

geçersek,

lim sup
m→∞

lim sup
l→∞

T∫
0

E (vm (t)− vl (t)) dt ≤ c3, ∀T ≥ 0 (3.17)

olur.

(3.16) denklemini t (vmt − vlt) ile çarpıp elde edilen denklemi (0, T ) × Rn’de integ-

rallersek, kısmi integrasyon yaparak, (3.3) sayesinde,

T E (vm (T )− vl (T )) + α0

T∫
0

t ‖vmt (T )− vlt (T )‖2
L2(Rn) dt ≤

T∫
0

E (vm (t)− vl (t)) dt

+

T∫
0

∫
Rn

t
(
f(‖∇vm (t)‖L2(Rn))∆vm(t, x)− f(‖∇vl (t)‖L2(Rn))∆vl(t, x)

)
× (vmt (t, x)− vlt (t, x)) dxdt

buluruz. Üstteki eşitsizliği Lemma 3.1.1 ile birlikte değerlendirdiğimizde, her γ > 0

için,

T E (vm (T )− vl (T )) + α0

T∫
0

t ‖vmt (T )− vlt (T )‖2
L2(Rn) dt

≤
T∫

0

E (vm (t)− vl (t)) dt+ γ

T∫
0

tE (vm (t)− vl (t)) dt+ cγ

T∫
0

E (vm (t)− vl (t)) dt

+cγ

T∫
0

tE (vm (t)− vl (t)) ‖vmt (t)‖2
L2(Rn) dt+Km,l(T ) (3.18)
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elde ederiz. (3.16) denklemini εt (vm − vl) ile çarpıp elde ettiğimiz denklemi (0, T ) ×

Rn’de integrallediğimizde ise

ε

T∫
0

t ‖∆ (vm (t)− vl (t))‖2
L2(Rn) dt+ ελ

T∫
0

t ‖vm (t)− vl (t)‖2
L2(Rn) dt

≤ εc3TE (vm (T )− vl (T )) + ε

T∫
0

t ‖vmt (t)− vlt (t)‖2
L2(Rn) dt

+εc3

T∫
0

‖vm (t)− vl (t)‖2
L2(Rn) dt+ εK̃m,l (T ) (3.19)

alırız. Burada

K̃m,l (t) :=

t∫
0

τ
(
f(‖∇vm (τ)‖L2(Rn) − f(‖∇vl (τ)‖L2(Rn)

)
‖∇vl (τ)‖L2(Rn) ‖vm (τ)− vl (τ)‖L2(Rn) dτ

ve (3.4), (3.14)’ten,

lim sup
m→∞

lim sup
l→∞

∥∥∥K̃m,l
∥∥∥
C[0,T ]

= 0

olduğu kolaylıkla görülebilir. (3.18)’i (3.19)’a ekleyip, γ ve ε sayılarını yeterince küçük

seçersek,

T E (vm (T )− vl (T )) ≤ c4

T∫
0

tE (vm (t)− vl (t)) ‖vmt (t)‖2
L2(Rn) dt

+c4

T∫
0

E (vm (t)− vl (t)) dt+ c4

∣∣Km,l(T )
∣∣+ c4

∣∣∣K̃m,l(T )
∣∣∣ , ∀T ≥ 0

elde ederiz. Şimdi, ym,l(t) := tE (vm (t)− vl (t)) şeklinde gösterip, Gronwall eşitsizliğini

uygularsak,

ym,l(T )

≤ c4

 T∫
0

E (vm (t)− vl (t)) dt+
∥∥Km,l

∥∥
C[0,T ]

+
∥∥∥K̃m,l

∥∥∥
C[0,T ]

 e

T∫
0

‖vmt(t)‖2L2(Rn)
dt

olur. Üstteki eşitsizliği, (3.15) ile birlikte değerlendirirsek, her T ≥ 0 için,

T E (vm (T )− vl (T )) ≤ c5

 T∫
0

E (vm (t)− vl (t)) dt+
∥∥Km,l

∥∥
C[0,T ]

+
∥∥∥K̃m,l

∥∥∥
C[0,T ]


buluruz. Son eşitsizlikte limite geçip (3.17)’yi göz önüne alırsak,
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lim sup
m→∞

lim sup
l→∞

T E (vm (T )− vl (T )) ≤ c6, ∀T ≥ 0

alırız, ve buradan da

lim sup
m→∞

lim sup
l→∞

‖S(tkm)ϕkm − S(tkl)ϕkl‖H2(Rn)×L2(Rn) ≤
c7√
T
, ∀T > 0

olur. Sonuç olarak,

lim inf
l→∞

lim inf
m→∞

‖S(tk)ϕk − S(tm)ϕm‖H2(Rn)×L2(Rn) = 0

elde ederiz. Böylece [35, Lemma 3.4]’ün ispatının sonundaki argümanları kullanarak,

lemmanın ispatını tamamlarız.

Artık yerel olmayan çekicinin varlığının ispatını tamamlayabiliriz. (3.3) ve (3.6)

koşullarından, (3.1)-(3.2) problemi aşağıdaki kesin Lyapunov fonksiyonuna sahiptir.

Φ (u (t)) = E (u (t)) +
1

2
F
(
‖∇u (t)‖2

L2(Rn)

)
−
∫
Rn

h (x)u (t, x) dx.

Böylece, Teorem 2.0.37’yi kullanarak, aşağıdaki sonucu elde ederiz.

Teorem 3.1.3 (3.3) ve (3.4) koşulları altında (3.1)-(3.2) probleminin ürettiği {S (t)}t≥0

yarı grubu H2 (Rn)×L2 (Rn)’de A yerel olmayan çekicisine sahiptir ve A =Mu (N ).

3.2 Yerel Olmayan Çekicinin Düzgünlüğü

Yerel olmayan çekicinin düzgünlüğünü ispatlamaya aşağıdaki lemmayla başlayalım.

Lemma 3.2.1 Varsayalım ki (3.3) ve (3.4) koşulları sağlansın ve B kümesi H4 (Rn)×

H2 (Rn)’nin sınırlı altkümesi olsun. Bu durumda,

sup
ϕ∈B
‖S (t)ϕ‖H4(Rn)×H2(Rn) ≤ C, ∀t ≥ 0

olacak şekilde C > 0 sabiti vardır.

İspat. (u0, u1) ∈ B ve (u (t) , ut (t)) := S (t) (u0, u1) olsun. Buradan, u ∈ C ([0,∞);H4 (Rn))

∩ C1 ([0,∞);H2 (Rn))∩ C2 ([0,∞);L2 (Rn)) olur. Aşağıdaki gibi v fonksiyonu tanımlayalım:

v (t, x) :=
u (t+ τ, x)− u (t, x)

τ
, τ > 0.
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(3.1)’den,

vtt(t, x) + ∆2v(t, x) + α(x)vt(t, x) + λv(t, x)− f
(
‖∇u (t)‖L2(Rn)

)
∆v (t, x)

−
f(‖∇u (t+ τ)‖L2(Rn))− f

(
‖∇u (t)‖L2(Rn)

)
τ

∆u(t+ τ, x) = 0, (t, x) ∈ (0,∞)× Rn

(3.20)

alırız. (3.20) denklemini vt ile çarpıp, Rn’de integrallersek,

d

dt
E(v(t)) +

∫
Rn

α (x) |vt (t, x)|2 dx+
1

2
f
(
‖∇u (t)‖L2(Rn)

) d

dt

(
‖∇v (t)‖2

L2(Rn)

)

−
f(‖∇u (t+ τ)‖L2(Rn))− f

(
‖∇u (t)‖L2(Rn)

)
τ

∫
Rn

∆u(t+ τ, x)vt (t, x) dx = 0 (3.21)

buluruz. Diğer taraftan,

∣∣∣∣ ddtf (‖∇u (t)‖L2(Rn)

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
f ′
(
‖∇u (t)‖L2(Rn)

)
‖∇u (t)‖L2(Rn)

〈∇u (t) ,∇ut (t)〉L2(Rn)

∣∣∣∣∣∣
≤
∣∣∣f ′ (‖∇u (t)‖L2(Rn)

)∣∣∣ ‖∇ut (t)‖L2(Rn) , h.h.y. (0,∞) ’da

olduğundan, (3.3) ve (3.7)’yi (3.21)’de göz önüne alırsak,

d

dt

(
E(v(t)) +

1

2
f
(
‖∇u (t)‖L2(Rn)

)
‖∇v (t)‖2

L2(Rn)

)
+ α0 ‖vt (t)‖2

L2(Rn)

≤ c1

‖∇ut (t)‖L2(Rn) ‖∇v (t)‖2
L2(Rn) + ‖∇v (t)‖L2(Rn)

∫
Rn

∆u(t+ τ, x)vt (t, x) dx


≤ c2

(
‖∇ut (t)‖L2(Rn) ‖v (t)‖H2(Rn) ‖v (t)‖L2(Rn) + ‖v (t)‖

1
2

H2(Rn) ‖v (t)‖
1
2

L2(Rn) ‖vt (t)‖L2(Rn)

)
elde ederiz. Ek olarak, (3.7)’den,

‖v (t)‖L2(Rn) =

∥∥∥∥u (t+ τ, x)− u (t, x)

τ

∥∥∥∥
L2(Rn)

≤ sup
0≤t<∞

‖ut (t)‖L2(Rn) < Ĉ

alırız ve bunu bir önceki eşitsizlikte kullanırsak,

d

dt

(
E(v(t)) +

1

2
f
(
‖∇u (t)‖L2(Rn)

)
‖∇v (t)‖2

L2(Rn)

)
+ α0 ‖vt (t)‖2

L2(Rn)

≤ c3

(
‖∇ut (t)‖L2(Rn) ‖v (t)‖H2(Rn) + ‖v (t)‖1/2

H2(Rn) ‖vt (t)‖L2(Rn)

)
(3.22)
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olur. (3.20) denklemini εv ile çarpıp Rn’de integrallersek,

ε
d

dt

〈v (t) , vt (t)〉L2(Rn) +
1

2

∫
Rn

α (x) v (t, x)2 dx

+ ε ‖∆v (t)‖2
L2(Rn)

+ελ ‖v (t)‖2
L2(Rn) ≤ ε ‖vt (t)‖2

L2(Rn) + εc4 ‖v (t)‖H1(Rn) (3.23)

alırız. (3.22) ve (3.23)’ü göz önüne alırsak, yeterince küçük ε > 0 için, Young eşitsizliğini

uygulayarak,
d

dt
Ψ (t) + c5E (v (t)) ≤ c6 + c6 ‖∇ut (t)‖2

L2(Rn) (3.24)

buluruz. Burada c5 > 0 ve

Ψ (t) := E (v (t)) +
1

2
f (‖∇u (t)‖) ‖∇v (t)‖2

L2(Rn) + ε 〈v (t) , vt (t)〉L2(Rn)

+
ε

2

∫
Rn

α (x) |v (t, x)|2 dx.

Diğer taraftan, ε > 0 yeterince küçük olduğundan,

cE (v (t)) ≤ Ψ (t) ≤ c̃E (v (t)) (3.25)

olacak şekilde c > 0, c̃ > 0 sabitleri vardır. Öyleyse, (3.24) ve (3.25)’ten,

d

dt
Ψ (t) + c7Ψ (t) ≤ c6 + c6 ‖∇ut (t)‖2

L2(Rn)

alırız ve bu eşitsizlikten de

Ψ (t) ≤ c8 + e−c7tc8

∫ t

0

‖∇ut (s)‖2
L2(Rn) e

c7sds

≤ c8 + c8 sup
t∈[0,T ]

(
‖ut (t)‖L2(Rn) ‖ut (t)‖H2(Rn)

)
, ∀T ≥ 0

elde ederiz. Son eşitsizlikte, (3.7) ve (3.25)’i göz önüne alırsak, her T ≥ 0 için,

E (v (t)) ≤ c9 + c9 sup
t∈[0,T ]

‖ut (t)‖H2(Rn) , ∀t ∈ [0, T ]

olur. Üstteki eşitsizlikte v fonksiyonunun tanımını kullanarak, τ → 0 iken limite

geçersek, her T ≥ 0 için,

E (ut (t)) ≤ c9 + c9 sup
t∈[0,T ]

‖ut (t)‖H2(Rn) , ∀t ∈ [0, T ]

buluruz. Böylece, [0, T ] üzerinde supremum aldıktan ve Young eşitsizliği uyguladıktan

sonra,

E (ut (t)) ≤ c10, ∀t ≥ 0
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elde ederiz. Bu eşitsizliği (3.1)’de göz önüne alırsak,

‖u (t)‖H4(Rn) ≤ c11

olur ve bu eşitsizliği bir önceki eşitsizlikle birlikte ele alırsak, bir C > 0 sabiti için,

‖(u (t) , ut (t))‖H4(Rn)×H2(Rn) ≤ C,

buluruz ve böylelikle ispat tamamlanır.

Şimdi çekicinin düzgün olduğunu gösterebiliriz.

Teorem 3.2.2 Teorem 3.1.3’ün koşulları altında, (3.1)-(3.2) probleminin, A yerel ol-

mayan çekicisi H4 (Rn)×H2 (Rn)’de sınırlıdır.

İspat. θ ∈ A olsun. A’nın değişmezliğinden, U (0) = θ olacak şekilde değişmez γ =

{U (t) = (u (t) , ut (t)) : t ∈ R} ⊂ A yörüngesi vardır (bkz. [36], syf. 159). Değişmez

yörünge ile S (t)U (τ) = U (t+ τ), ∀ t ≥ 0 ve τ ∈ R olacak şekilde γ = {U (t) : t ∈ R}

eğrisini ifade ediyoruz (bkz. [36], syf. 157).

(3.1) dekleminde h ≡ 0 olduğu durumda, (3.4)’ten, sabit noktalar kümesi N =

{(0, 0)}’dır. Teorem 3.1.3’ten ve kararsız manifoldun tanımından,

lim
t→−∞

inf
w∈N
‖U (t)− w‖H2(Rn)×L2(Rn) = 0 (3.26)

olur. Buradan, Lyapunov fonksiyonu Φ (·)’nin monotonluğundan, A = {(0, 0)} alırız.

Bu nedenle, h 6= 0 durumunu inceleyeceğiz. Bu durumda, N sabit noktalar kümesinin

(0, 0) noktasını içermediği açıktır. N kompakt olduğundan, (çünkü A’nın kapalı alt

kümesidir), bir c0 > 0 için,

min
(ϕ,0)∈N

‖∇ϕ‖L2(Rn) ≥ c0

elde ederiz. Bu eşitsizliği, (3.26) ile birlikte ele alırsak,

‖∇u (t)‖L2(Rn) >
c0

2
, ∀t ≤ t0 (3.27)

olacak şekilde t0 ∈ (−∞, 0) vardır. Şimdi, tekrar

v (t, x) :=
u (t+ τ, x)− u (t, x)

τ

şeklinde tanımlarsak, (3.20) denklemini alırız. (3.20) denklemini vt ile çarpıp Rn üze-

rinde integrallersek, (3.27)’yi kullanarak,

d

dt

(
E(v (t)) +

1

2
f (‖∇u (t)‖) ‖∇v (t)‖2

L2(Rn)

)
+ α0 ‖vt (t)‖2

L2(Rn)

30



≤ f ′ (‖∇u (t)‖)
‖∇u (t)‖

‖∆u (t)‖ ‖ut (t)‖ ‖∇v (t)‖2
L2(Rn)

+ĉ1 ‖∇v (t)‖L2(Rn)

∫
Rn

∆u(t+ τ, x)vt (t, x) dx

≤ ĉ2 ‖∇v (t)‖2
L2(Rn) + ĉ2 ‖∇v (t)‖L2(Rn) ‖vt (t)‖L2(Rn)

≤ ĉ3 ‖v (t)‖H2(Rn) + ĉ3 ‖v (t)‖1/2

H2(Rn) ‖vt (t)‖L2(Rn) (3.28)

elde ederiz. (3.23), (3.25) ve (3.28)’i kullanarak,

d

dt
Ψ (t) + ĉ4Ψ (t) ≤ ĉ5 , ∀t ≤ t0

buluruz, buradan da, ĉ4 > 0 olmak üzere,

Ψ (t) ≤ ĉ6 + eĉ4(s−t)Ψ (s) , s ≤ t ≤ t0

alırız. Böylece, s → −∞ iken limite geçersek ve ∪t∈RU (t) ⊂ A olduğunu göz önüne

alırsak,

Ψ (t) ≤ ĉ6

elde ederiz. Bu eşitsizliği (3.25) ile birlikte değerlendirirsek,

E (v (t)) ≤ ĉ7

olur. Son eşitsizlikte, v fonksiyonunun tanımını dikkate alıp, τ → 0 iken limite geçersek,

E (ut (t)) ≤ ĉ7, ∀t ≤ t0 (3.29)

alırız. (3.29)’u (3.1)’de göz önüne alırsak,

‖u (t)‖H4(Rn) ≤ ĉ8, ∀t ≤ t0

buluruz. Bu eşitsizliği (3.29) ile birlikte ele aldığımızda ise

‖(u (t) , ut (t))‖H4(Rn)×H2(Rn) ≤ ĉ9, ∀t ≤ t0

olur. Böylece, Lemma 3.2.1’i B = {(u (t) , ut (t)) : t ∈ (−∞, t0]} kümesine uygularsak,

C > 0 sabiti θ’dan bağımsız olmak üzere,

‖θ‖H4(Rn)×H2(Rn) ≤ C

elde ederiz ve teoremin ispatı biter.
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3.3 Yerel Olmayan Çekicinin Sonlu Boyutluluğu

Bu bölümde, sonlu boyutluluğu elde etmek için [6]’daki yöntemi kullanacağız. Aşağıdaki

lemmalarla başlayalım.

Lemma 3.3.1 Varsayalım ki (3.3) ve (3.4) koşulları sağlansın ve bir c > 0 sabiti için,

‖u‖W 1,∞(0,∞;H2(Rn)) +

∫ ∞
0

‖ut(t)‖2
L2(Rn) dt < c (3.30)

olmak üzere u ∈ W 1,∞ (0,∞;H2 (Rn)) olsun. Ayrıca, {T (t, τ)}t≥τ süreci, H2 (Rn) ×

L2 (Rn)’de aşağıdaki problemin ürettiği süreç olsun.
vtt(t, x) + ∆2v(t, x) + α(x)vt(t, x) + λv(t, x)

−f
(
‖∇u (t)‖L2(Rn)

)
∆v (t, x) = 0, t ≥ τ , x ∈ Rn

v (τ) = v0, vt (τ) = v1, τ ≥ 0.

(3.31)

Bu durumda, i = 0, 1 ve L (X) uzayı X üzerinde lineer sınırlı operatörler uzayı olmak

üzere,

‖T (t, τ)‖L(H2(1+i)(Rn)×H2i(Rn)) ≤Me−ω(t−τ), ∀t ≥ τ

olacak şekilde M = M (c) > 1 and w = w (c) > 0 sabitleri vardır.

İspat. Lemma 3.2.1’deki gibi yeterince küçük ε > 0 için (vt+εv) çarpanını kullanırsak,

ve Young eşitsizliğini uygularsak, bir γ > 0 için,

d

dt
Ψ (t) + γE (v (t)) ≤ c1 ‖∇ut (t)‖L2(Rn) ‖∇v (t)‖2

L2(Rn)

olur. İnterpolasyon kullanarak, (3.25) ve (3.30)’dan,

d

dt
Ψ (t) + γΨ (t) ≤ c2 ‖ut (t)‖

1
2

L2(Rn) Ψ (t)

buluruz. Böylece, Gronwall eşitsizliği ve (3.25)’ten,

E (v (t)) ≤ c3E (v (τ)) e
c2

t∫
τ
‖ut(σ)‖

1
2
L2(Rn)

dσ−γ(t−τ)
(3.32)

alırız. Hölder eşitsizliği ve (3.30)’dan,

t∫
τ

‖ut (σ)‖
1
2

L2(Rn) dσ ≤ c4 (t− τ)
3
4

olduğundan, (3.32)’den, bir M1 > 1 ve ω > 0 için,

‖T (t, τ)‖L(H2(Rn)×L2(Rn)) ≤M1e
−ω(t−τ), ∀t ≥ τ (3.33)
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elde ederiz.

Şimdi, w := vt şeklinde tanımlayalım. Bu durumda, w fonksiyonu,

wtt(t, x) + ∆2w(t, x) + α(x)wt(t, x) + λw(t, x)− f
(
‖∇u (t)‖L2(Rn)

)
∆w (t, x)

−
f ′
(
‖∇u (t)‖L2(Rn)

)
‖∇u (t)‖L2(Rn)

〈∇ut (t) ,∇u (t)〉L2(Rn) ∆v (t, x) = 0, t ≥ τ , x ∈ Rn

denkleminin çözümüdür. Değişkenlerin varyasyonu formülünden,

W (t) = T (t, τ)W (τ) +

t∫
τ

T (t, s)G (s) ds

olur. Burada

W (t) := (w (t) , wt (t))

ve

G (t) :=

0,
f ′
(
‖∇u (t)‖L2(Rn)

)
‖∇u (t)‖L2(Rn)

〈∇ut (t) ,∇u (t)〉L2(Rn) ∆v (t)

 .

Böylece, (3.33)’ü kullanarak,

‖W (t)‖H2(Rn)×L2(Rn) ≤ ‖T (t, τ)W (τ)‖H2(Rn)×L2(Rn) +

t∫
τ

‖T (t, s)G (s)‖H2(Rn)×L2(Rn) ds

≤M1e
−ω(t−τ) ‖W (τ)‖H2(Rn)×L2(Rn) + c5

t∫
τ

e−ω(t−s) ‖G (s)‖H2(Rn)×L2(Rn) ds

≤M1e
−ω(t−τ) ‖W (τ)‖H2(Rn)×L2(Rn) + c6

t∫
τ

e−ω(t−s) ‖v (s)‖H2(Rn) ds

≤M1e
−ω(t−τ) ‖W (τ)‖H2(Rn)×L2(Rn)+c7

t∫
τ

e−ω(t−s)e−ω(s−τ) ‖(v (τ) , vt (τ))‖H2(Rn)×L2(Rn) ds

≤ c8e
−ω(t−τ)

(
‖W (τ)‖H2(Rn)×L2(Rn) + ‖(v (τ) , vt (τ))‖H2(Rn)×L2(Rn)

)
, ∀t ≥ τ

buluruz. Sonuç olarak, son eşitsizliği (3.31)1 ile birlikte değerlendirirsek, bir M2 > 1

sabiti için,

‖T (t, τ)‖L(H4(Rn)×H2(Rn)) ≤M2e
−ω(t−τ), ∀t ≥ τ,

elde ederiz.

Şimdi, yerel olmayan çekicinin sonlu boyutluluğuyla ilgili teoremi verebiliriz.
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Teorem 3.3.2 Teorem 3.1.3’ün koşulları altında, yerel olmayan çekici A’nın fraktal

boyutu sonludur.

İspat. Kabul edelim ki θ1, θ2 ∈ A ve (u (t) , ut (t)) = S (t) θ1, (v (t) , vt (t)) = S (t) θ2

olsun ve w (t) := v (t)− u (t) şeklinde tanımlayalım. Buradan,

wtt(t, x) + ∆2w(t, x) + α(x)wt(t, x) + λw(t, x)− f
(
‖∇u (t)‖L2(Rn)

)
∆w (t, x)

−
(
f
(
‖∇v (t)‖L2(Rn)

)
− f

(
‖∇u (t)‖L2(Rn)

))
∆v (t, x) = 0 (3.34)

buluruz. Böylece, değişkenlerin varyasyonu formülünden,

(w (t) , wt (t)) = T (t, 0) (w (0) , wt (0)) +

t∫
0

T (t, τ) Ĝ (τ) dτ,

alırız. Burada Ĝ (t) =
(

0,
(
f
(
‖∇v (t)‖L2(Rn)

)
− f

(
‖∇u (t)‖L2(Rn)

))
∆v (t)

)
’dir. Lemma

3.3.1’den,

‖S (t) θ2 − S (t) θ1‖H4(Rn)×H2(Rn) ≤Me−ωt ‖θ2 − θ1‖H4(Rn)×H2(Rn)

+c̃1

t∫
0

e−ω(t−τ) ‖S (τ) θ2 − S (τ) θ1‖H2(Rn)×L2(Rn) dτ (3.35)

olur. Gronwall eşitsizliğini (3.35)’e uygularsak,

‖S (t) θ2 − S (t) θ1‖H4(Rn)×H2(Rn) ≤Me(c̃2−ω)t ‖θ2 − θ1‖H4(Rn)×H2(Rn) , ∀t ≥ 0 (3.36)

elde deriz. Ayrıca, (3.35)’ten, her r > 0 için

‖S (t) θ2 − S (t) θ1‖H4(Rn)×H2(Rn)

≤Me−ωt ‖θ2 − θ1‖H4(Rn)×H2(Rn) +
c̃1

ω
sup

0≤τ≤t
‖S (τ) θ2 − S (τ) θ1‖H2(B(0,r))×L2(B(0,r))

+c̃1

t∫
0

e−ω(t−τ) ‖S (τ) θ2 − S (τ) θ1‖H2(Rn\B(0,r))×L2(Rn\B(0,r)) dτ , ∀t ≥ 0 (3.37)

olur. Burada B (0, r) = {x : x ∈ Rn, |x| < r}’dir.

Şimdi, (3.37) eşitsizliğinin sağ tarafındaki integral terimi değerlendirelim. Aşağıdaki

gibi bir kesme fonksiyonu tanımlayalım:

η ∈ C∞ (Rn) , 0 ≤ η (x) ≤ 1, η (x) =

 0, |x| ≤ 1

1, |x| ≥ 2
ve ηr (x) = η

(x
r

)
.
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(3.34) denklemini ηr ile çarpıp, wr (t) = ηrw (t) şeklinde gösterirsek,

wrtt(t, x) + ∆2wr(t, x) + α(x)wrt(t, x) + λwr(t, x)− f
(
‖∇u (t)‖L2(Rn)

)
∆wr (t, x)

−ηr
(
f
(
‖∇v (t)‖L2(Rn)

)
− f

(
‖∇u (t)‖L2(Rn)

))
∆v (t, x) = f1 (t)

elde ederiz. Burada

f1 (t) = ∆2ηrw + 2∆ηr∆w + 2
n∑
i=1

(∆ηr)xi wxi + 2
n∑
i=1

(ηr)xi ∆wxi + 4
n∑

i,j=1

(ηr)xixj wxixj

−∆ηrf
(
‖∇u (t)‖L2(Rn)

)
w − 2f

(
‖∇u (t)‖L2(Rn)

) n∑
i=1

(ηr)xi wxi .

Öyleyse,

Gr (t) :=
(

0, ηr

(
f
(
‖∇v (t)‖L2(Rn)

)
− f

(
‖∇u (t)‖L2(Rn)

))
∆v (t) + f1 (t)

)
olmak üzere, değişkenlerin varyasyonu formülünden

(wr (t) , wrt (t)) = T (t, 0) (wr (0) , wrt (0)) +

t∫
0

T (t, τ)Gr (τ) dτ (3.38)

alırız. Böylece, Lemma 3.3.1’i (3.38)’e uygularsak ve (3.36)’yı göz önüne alırsak, Πr :=

sup
t≥0
‖∆v(t)‖L2(Rn\B(0,r)) + 1

r
olmak üzere

‖(wr (t) , wrt (t))‖H2(Rn)×L2(Rn) ≤Me−ωt ‖θ2 − θ1‖H2(Rn)×L2(Rn)

+c̃3e
−ωt

t∫
0

eωτ ‖∆v(τ)‖L2(Rn\B(0,r)) ‖w (τ)‖H1(Rn) dτ +
c̃3

r
e−ωt

t∫
0

eωτ ‖w (τ)‖H4(Rn) dτ

≤ c̃4

(
e−ωt + Πre

(c̃1−ω)t
)
‖θ2 − θ1‖H2(Rn)×L2(Rn) , ∀t ≥ 0, ∀r ≥ 1

buluruz. Böylelikle, son eşitsizliği (3.36) ile birlikte değerlendirirsek

t∫
0

e−ω(t−τ) ‖S (τ) θ2 − S (τ) θ1‖H2(Rn\B(0,r))×L2(Rn\B(0,r)) dτ

≤ c̃5

(
e−ωt + Πre

(c̃2−ω)t
)
t ‖θ2 − θ1‖H2(Rn)×L2(Rn) , ∀t ≥ 0, ∀r ≥ 1 (3.39)

olur. Sonuç olarak, (3.37) ve (3.39)’dan,

‖S (t) θ2 − S (t) θ1‖H4(Rn)×H2(Rn) ≤ c̃6

(
e−ωt + e−ωtt+ Πre

(c̃2−ω)tt
)
‖θ2 − θ1‖H4(Rn)×H2(Rn)

+c̃6 sup
0≤τ≤t

‖S (τ) θ2 − S (τ) θ1‖H2(B(0,r))×L2(B(0,r)) , ∀t ≥ 0, ∀r ≥ 1 (3.40)

elde ederiz. A çekicisi kompakt olduğundan, r →∞ iken Πr → 0 olur ve bu yakınsama

A’dan başlayan yörüngelere göre düzgündür. Böylece, Teorem 2.0.33’ü uygulayarak,

(3.36) ve (3.40)’tan, A yerel olmayan çekicisinin sonlu boyutlu olduğunu elde ederiz.
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4 SINIRLI OLMAYAN BÖLGEDE, f (‖u (t)‖Lp(Rn)) |u|
p−2 u

TERİMİNİ İÇEREN LEVHA DENKLEMİNİN

ÇEKİCİSİ

Tezimizin bu bölümünde, yerel dissipatif terime ve yerel olmayan, doğrusal olmayan

terime sahip yarı doğrusal levha denklemi için aşağıdaki Cauchy probleminin çözümle-

rinin uzun zaman davranışını, yerel olmayan çekiciler vasıtasıyla inceledik.

utt + ∆2u+ α(x)ut + λu+ f(‖u (t)‖Lp(Rn)) |u|
p−2 u = h (x) , (t, x) ∈ R+ ×Rn, (4.1)

u(0, x) = u0(x), ut(0, x) = u1(x), x ∈ Rn. (4.2)

Burada λ > 0, h ∈ L2 (Rn) , p ≥ 2, p (n− 4) ≤ 2n − 4’dir. Ayrıca, α (·) ve f (·)

fonksiyonları

α ∈ L∞(Rn), α(·) > 0 h.h.y. Rn’de, (4.3)

bir r0 > 0 için; α(·) ≥ α0 > 0 h.h.y. {x ∈ Rn : |x| ≥ r0} ’de, (4.4)

f ∈ C1(R+), f (·) ≥ 0, (4.5)

koşullarını sağlamaktadır.

Yarı grup teorisini uygulayarak (bkz [33, syf.56-58]) ve 3. bölümün başındaki

argümanları tekrarlayarak, aşağıdaki varlık-teklik teoremi kolayca ispatlanabilir.

Teorem 4.0.1 (4.3)-(4.5) koşulları sağlansın. Bu durumda, her T > 0 ve (u0, u1) ∈

H2 (Rn)× L2 (Rn) için, (4.1)-(4.2) probleminin tek u ∈ C ([0, T ];H2 (Rn))∩

C1 ([0, T ];L2 (Rn)) zayıf çözümü vardır ve bu çözüm

ERn (u (t)) +
1

p
F
(
‖u (t)‖pLp(Rn)

)
−
∫
Rn

h (x)u (t, x) dx+

t∫
s

∫
Rn

α (x) |ut (τ, x)|2 dxdτ

= ERn (u (s)) +
1

p
F
(
‖u (s)‖pLp(Rn)

)
−
∫
Rn

h (x)u (s, x) dx, ∀t ≥ s ≥ 0, (4.6)

enerji eşitliğini sağlar. Burada her z ∈ R+ için; F (z) =
z∫
0

f ( p
√
s) ds, ve Ω ⊂ Rn

altkümesi için EΩ (u (t)) = 1
2

∫
Ω

(|ut (t, x)|2 + |∆u (t, x)|2 + λ |u (t, x)|2)dx. Ayrıca, eğer

(u0, u1) ∈ H4 (Rn)×H2 (Rn) ise u ∈ C ([0, T ];H4 (Rn)) ∩ C1 ([0, T ];H2 (Rn)) olur.
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Ek olarak, eğer v, w ∈ C ([0, T ];H2 (Rn)) ∩ C1 ([0, T ];L2 (Rn)) fonksiyonları (4.1)-

(4.2) probleminin (v0, v1) ∈ H2 (Rn)×L2 (Rn) ve (w0, w1) ∈ H2 (Rn)×L2 (Rn) başlangıç

koşullarına uygun çözümü ise

‖v(t)− w(t)‖H2(Rn) + ‖vt(t)− wt(t)‖L2(Rn)

≤ c(T, r̃)
(
‖v0 − w0‖H2(Rn) + ‖v1 − w1‖L2(Rn)

)
, ∀t ∈ [0, T ],

olur. Burada c : R+ × R+ → R+ fonksiyonu her bir değişkene göre azalmayandır ve

r̃ = max
{
‖(v0, v1)‖H2(Rn)×L2(Rn) , ‖(w0, w1)‖H2(Rn)×L2(Rn)

}
’dir.

Böylece, Teorem 4.0.1’e göre, u(t, ·) fonksiyonu (4.1)-(4.2) probleminin, (u0, u1)

başlangıç koşuluna uygun zayıf çözümü olmak üzere, (4.1)-(4.2) problemi, (u(t), ut(t)) =

S (t) (u0, u1) formülüyle, H2 (Rn)×L2 (Rn)’de kuvvetli sürekli {S (t)}t≥0 yarıgrubu üre-

tir.

Şimdi, elde ettiğimiz esas sonucu verebiliriz.

Teorem 4.0.2 (4.3)-(4.5) koşulları altında, (4.1)-(4.2) probleminin ürettiği {S (t)}t≥0

yarıgrubu H2 (Rn) × L2 (Rn)’de A yerel olmayan çekicisine sahiptir ve A =Mu (N ).

Ayrıca, A yerel olmayan çekicisi H4 (Rn)×H2 (Rn)’de sınırlıdır.

4.1 Yerel Olmayan Çekicinin Varlığı

Aşağıdaki lemmanın ispatıyla başlayalım.

Lemma 4.1.1 (4.5) koşulu sağlansın. Aynı zamanda, kabul edelim ki {vm}∞m=1 dizisi

L∞ (0,∞;H2 (Rn))’de zayıf −∗ yakınsak, {vmt}∞m=1 dizisi L∞ (0,∞;L2 (Rn))’de sınırlı

ve her t ≥ 0 için
{
‖vm (t)‖Lp(Rn)

}∞
m=1

dizisi yakınsak olsun. Bu durumda, her r > 0

için

lim
m→∞

lim sup
l→∞

∣∣∣∣∣∣∣
t∫

0

∫
B(0,r)

τ
(
f
(
‖vm (τ)‖Lp(Rn)

)
|vm (τ, x)|p−2 vm(τ, x)

−f
(
‖vl (τ)‖Lp(Rn)

)
|vl(τ, x)|p−2 vl(τ, x)

)
(vmt (τ, x)− vlt (τ, x)) dxdτ

∣∣∣ = 0, ∀t ≥ 0.

İspat. Keyfi ε > 0 için, fε (u) =

 f (u) , u ≥ ε,

f (ε) , 0 ≤ u < ε,
şeklinde tanımlayalım. Buradan,

∣∣∣f (‖vm (τ)‖Lp(Rn)

)
− fε

(
‖vm (τ)‖Lp(Rn)

)∣∣∣ ≤ max
0≤s1,s2≤ε

|f (s1)− f (s2)| ,
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alırız ve ardından∣∣∣∣∣∣∣
t∫

0

∫
B(0,r)

τ
(
f
(
‖vm (τ)‖Lp(Rn)

)
|vm (τ, x)|p−2 vm(τ, x)

−f
(
‖vl (τ)‖Lp(Rn)

)
|vl(τ, x)|p−2 vl(τ, x)

)
(vmt (τ, x)− vlt (τ, x)) dxdτ

∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣∣∣
t∫

0

∫
B(0,r)

τ
(
fε

(
‖vm (τ)‖Lp(Rn)

)
|vm (τ, x)|p−2 vm(τ, x)

−fε
(
‖vl (τ)‖Lp(Rn)

)
|vl(τ, x)|p−2 vl(τ, x)

)
(vmt (τ, x)− vlt (τ, x)) dxdτ

∣∣∣
+c t max

0≤s1,s2≤ε
|f (s1)− f (s2)| , ∀t ≥ 0, (4.7)

elde ederiz.

(4.7)’nin sağ tarafındaki ilk terimi değerlendirelim:∣∣∣∣∣∣∣
t∫

0

∫
B(0,r)

τ
(
fε

(
‖vm (τ)‖Lp(Rn)

)
|vm (τ, x)|p−2 vm(τ, x)

−fε
(
‖vl (τ)‖Lp(Rn)

)
|vl(τ, x)|p−2 vl(τ, x)

)
(vmt (τ, x)− vlt (τ, x)) dxdτ

∣∣∣
=

t∫
0

τfε

(
‖vm (τ)‖Lp(Rn)

) ∫
B(0,r)

|vm (τ, x)|p−2 vm(τ, x)vmt (τ, x) dxdτ

+

t∫
0

τfε

(
‖vl (τ)‖Lp(Rn)

) ∫
B(0,r)

|vl(τ, x)|p−2 vl(τ, x)vlt (τ, x) dxdτ.

−
t∫

0

τfε

(
‖vm (τ)‖Lp(Rn)

) ∫
B(0,r)

|vm (τ, x)|p−2 vm(τ, x)vlt (τ, x) dxdτ

−
t∫

0

τfε

(
‖vl (τ)‖Lp(Rn)

) ∫
B(0,r)

|vl(τ, x)|p−2 vl(τ, x)vmt (τ, x) dxdτ. (4.8)

(4.8)’in sağ tarafındaki ilk iki terim için,

t∫
0

τfε

(
‖vm (τ)‖Lp(Rn)

) ∫
B(0,r)

|vm (τ, x)|p−2 vm(τ, x)vmt (τ, x) dxdτ

+

t∫
0

τfε

(
‖vl (τ)‖Lp(Rn)

) ∫
B(0,r)

|vl(τ, x)|p−2 vl(τ, x)vlt (τ, x) dxdτ.
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=
1

p
tfε

(
‖vm (t)‖Lp(Rn)

)
‖vm (t)‖pLp(B(0,r)) +

1

p
tfε

(
‖vl (t)‖Lp(Rn)

)
‖vl (t)‖pLp(B(0,r))

−1

p

t∫
0

fε

(
‖vm (τ)‖Lp(Rn)

)
‖vm (τ)‖pLp(B(0,r)) dτ−

1

p

t∫
0

fε

(
‖vl (τ)‖Lp(Rn)

)
‖vl (τ)‖pLp(B(0,r)) dτ

−1

p

t∫
0

τ
d

dt

(
fε

(
‖vm (τ)‖Lp(Rn)

))
‖vm (τ)‖pLp(B(0,r)) dτ

−1

p

t∫
0

τ
d

dt

(
fε

(
‖vl (τ)‖Lp(Rn)

))
‖vl (τ)‖pLp(B(0,r)) dτ,

alırız.
{
‖vm (t)‖Lp(Rn)

}∞
m=1

dizisi yakınsak olduğundan, fε fonksiyonunun sürekliliğinden,{
fε

(
‖vm (t)‖Lp(Rn)

)}∞
m=1

dizisi de her t ∈ [0,∞) için yakınsaktır. Ayrıca, lemmanın

koşullarından ve fε fonksiyonunun tanımından,
{
fε

(
‖vm (.)‖Lp(Rn)

)∞
m=1

}
dizisinin

W 1,∞ (0,∞)’da sınırlı olduğunu elde ederiz. Böylece,
{
fε

(
‖vm (.)‖Lp(Rn)

)}∞
m=1

dizisi

W 1,∞ (0,∞)’de zayıf−∗ yakınsak olur ve birQ ∈ W 1,∞ (0,∞) ve v ∈ L∞ (0,∞;H2 (Rn))

∩W 1,∞ (0,∞;L2 (Rn)) için
fε

(
‖vm (.)‖Lp(Rn)

)
w∗→ Q W 1,∞ (0,∞) ’da,

vm
w∗→ v L∞ (0,∞;H2 (Rn)) ’de,

vmt
w∗→ vt L∞ (0,∞;L2 (Rn)) ’de

(4.9)

olur. Aubin–Lions–Simon lemmasını uygularsak (bkz [37]), (4.9)2 ve (4.9)3’ten, q <

2n
(n−4)+ olmak üzere,

vm → v C ([0, T ] ;Lq (B (0, r))) ’de, ∀T ≥ 0, (4.10)

alırız. Ardından, (4.9) ve (4.10)’ü göz önüne alırsak,

lim
m→∞

t∫
0

τfε

(
‖vm (τ)‖Lp(Rn)

) ∫
B(0,r)

|vm (τ, x)|p−2 vm(τ, x)vmt (τ, x) dxdτ

+ lim
l→∞

t∫
0

τfε

(
‖vl (τ)‖Lp(Rn)

) ∫
B(0,r)

|vl(τ, x)|p−2 vl(τ, x)vlt (τ, x) dxdτ

=
2

p
tQ (t) ‖v (t)‖pLp(B(0,r)) −

2

p

t∫
0

Q (τ) ‖v (τ)‖pLp(B(0,r)) dτ

−2

p

t∫
0

τ
d

dt
(Q (τ)) ‖v (τ)‖pLp(B(0,r)) dτ , (4.11)
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olur. Diğer taraftan, (4.8)’nin sağındaki son iki terim için, (4.9)’u kullanarak,

lim
m→∞

lim
l→∞

t∫
0

τfε

(
‖vm (τ)‖Lp(Rn)

) ∫
B(0,r)

|vm (τ, x)|p−2 vm(τ, x)vlt (τ, x) dxdτ

+ lim
m→∞

lim
l→∞

t∫
0

τfε

(
‖vl (τ)‖Lp(Rn)

) ∫
B(0,r)

|vl(τ, x)|p−2 vl(τ, x)vmt (τ, x) dxdτ

= 2

t∫
0

τQ (τ)

∫
B(0,r)

|v(τ, x)|p−2 v(τ, x)vt (τ, x) dxdτ

=
2

p
tQ (t) ‖v (t)‖pLp(B(0,r)) −

2

p

t∫
0

Q (τ) ‖v (τ)‖pLp(B(0,r)) dτ

−2

p

t∫
0

τ
d

dt
(Q (τ)) ‖v (τ)‖pLp(B(0,r)) dτ , (4.12)

buluruz. Böylece, (4.11)-(4.12)’yi göz önüne alarak (4.8)’de limite geçersek,

lim
m→∞

lim
l→∞

t∫
0

∫
B(0,r)

τ
(
fε

(
‖vm (τ)‖Lp(Rn)

)
|vm (τ, x)|p−2 vm(τ, x)

−fε
(
‖vl (τ)‖Lp(Rn)

)
|vl(τ, x)|p−2 vl(τ, x)

)
(vmt (τ, x)− vlt (τ, x)) dxdτ = 0, (4.13)

elde ederiz. Öyleyse, (4.7) ve (4.13)’ten, keyfi r > 0 için,

lim sup
m→∞

lim sup
l→∞

∣∣∣∣∣∣∣
t∫

0

∫
B(0,r)

τ
(
f
(
‖vm (τ)‖Lp(Rn)

)
|vm (τ, x)|p−2 vm(τ, x)

−f
(
‖vl (τ)‖Lp(Rn)

)
|vl(τ, x)|p−2 vl(τ, x)

)
(vmt (τ, x)− vlt (τ, x)) dxdτ

∣∣∣
≤ c t max

0≤s1,s2≤ε
|f (s1)− f (s2)| , ∀t ≥ 0,

alırız. Böylece, üstteki eşitsizlikte ε → 0 iken limite geçersek, lemmanın iddiasını elde

ederiz.

Lemma 4.1.2 Kabul edelim ki Lemma 4.1.1’in koşullarına ek olarak, (4.3) ve (4.4)

koşulları da sağlansın. Bu durumda, her γ > 0 için;

t∫
0

∫
Rn

τ
(
f
(
‖vl (τ)‖Lp(Rn)

)
|vl(τ, x)|p−2 vl(τ, x)− f

(
‖vm (τ)‖Lp(Rn)

)
|vm (τ, x)|p−2 vm(τ, x)

)
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× (vmt (τ, x)− vlt (τ, x)) dxdτ

≤ γ

t∫
0

τERn\(B(0,r)) (vm (τ)− vl (τ)) dτ + cγ

t∫
0

ERn\(B(0,r)) (vm (τ)− vl (τ)) dτ

+cγ

t∫
0

τ
(∥∥√avmt (τ)

∥∥2

L2(Rn)
+
∥∥√avlt (τ)

∥∥2

L2(Rn)

)
ERn\B(0,r) (vm (τ)− vl (τ)) dτ

+Km,l
r (t), ∀t ≥ 0, ∀r ≥ r0,

olacak şekilde cγ > 0 vardır. Burada her t ≥ 0 için; Km,l
r ∈ C [0, t], sup

m,l

∥∥Km,l
r

∥∥
C[0,t]

<∞ ve lim
m→∞

lim sup
l→∞

∣∣Km,l
r (t)

∣∣ = 0.

İspat. Öncelikle, her r > 0 için

t∫
0

∫
Rn

τ
(
f
(
‖vl (τ)‖Lp(Rn)

)
|vl(τ, x)|p−2 vl(τ, x)− f

(
‖vm (τ)‖Lp(Rn)

)
|vm (τ, x)|p−2 vm(τ, x)

)
× (vmt (τ, x)− vlt (τ, x)) dxdτ

=

t∫
0

∫
Rn\B(0,r)

τ
(
f
(
‖vl (τ)‖Lp(Rn)

)
|vl(τ, x)|p−2 vl(τ, x)

−f
(
‖vm (τ)‖Lp(Rn)

)
|vm (τ, x)|p−2 vm(τ, x)

)
(vmt (τ, x)− vlt (τ, x)) dxdτ +Km,l

1,r (t),

(4.14)

olur. Burada

Km,l
1,r (t) :=

t∫
0

∫
B(0,r)

τ
(
f
(
‖vl (τ)‖Lp(Rn)

)
|vl(τ, x)|p−2 vl(τ, x)

−f
(
‖vm (τ)‖Lp(Rn)

)
|vm (τ, x)|p−2 vm(τ, x)

)
(vmt (τ, x)− vlt (τ, x)) dxdτ

ve Lemma 4.1.1’den,

sup
m,l

∥∥∥Km,l
1,r

∥∥∥
C[0,t]

<∞ ve lim
m→∞

lim sup
l→∞

∣∣∣Km,l
1,r (t)

∣∣∣ = 0, ∀t ≥ 0,

buluruz. Diğer taraftan, (4.14)’in sağ tarafındaki ilk terim için,

t∫
0

∫
Rn\B(0,r)

τ
(
f
(
‖vl (τ)‖Lp(Rn)

)
|vl(τ, x)|p−2 vl(τ, x)

−f
(
‖vm (τ)‖Lp(Rn)

)
|vm (τ, x)|p−2 vm(τ, x)

)
(vmt (τ, x)− vlt (τ, x)) dxdτ
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= −(p− 1)

2

t∫
0

τf
(
‖vm (τ)‖Lp(Rn)

) ∫
Rn\B(0,r)

∫ 1

0

|vm (τ, x) + σ (vl (τ, x)− vm (τ, x))|p−2 dσ

× d

dτ
|vm (τ, x)− vl (τ, x)|2 dxdτ +Km,l

2,r (t) , (4.15)

alırız. Burada ise

Km,l
2,r (t) :=

t∫
0

τ
(
f
(
‖vl (τ)‖Lp(Rn)

)
− f

(
‖vm (τ)‖Lp(Rn)

)) ∫
Rn\B(0,r)

|vl(τ, x)|p−2 vl(τ, x)

× (vmt (τ, x)− vlt (τ, x)) dxdτ.

Lemmanın koşullarından,

sup
m,l

∥∥∥Km,l
2,r

∥∥∥
C[0,t]

<∞ ve her t ≥ 0 için lim
m→∞

lim sup
l→∞

∣∣∣Km,l
2,r (t)

∣∣∣ = 0,

olur. Bu nedenle,Km,l
r (t) := Km,l

1,r (t)+Km,l
2,r (t) şeklinde gösterirsek, (4.14) ve (4.15)’ten,

t∫
0

∫
Rn

τ
(
f
(
‖vl (τ)‖Lp(Rn)

)
|vl(τ, x)|p−2 vl(τ, x)− f

(
‖vm (τ)‖Lp(Rn)

)
|vm (τ, x)|p−2 vm(τ, x)

)
× (vmt (τ, x)− vlt (τ, x)) dxdτ

= −(p− 1)

2

t∫
0

τf
(
‖vm (τ)‖Lp(Rn)

) ∫
Rn\B(0,r)

∫ 1

0

|vm (τ, x) + σ (vl (τ, x)− vm (τ, x))|p−2 dσ

× d

dτ
|vm (τ, x)− vl (τ, x)|2 dxdτ +Km,l

r (t) , (4.16)

alırız.

Şimdi, (4.16)’nın sağ tarafındaki ilk terimi değerlendirelim. Bunun için

ϕM (u) =

 u, |u| ≤M,

M, |u| > M,
ve Ψε (u) =

 εp−2, |u| ≤ ε,

|u|p−2 , |u| > ε

şeklinde fonksiyonlar tanımlayalım. Buradan, β ∈
(

0, 2n
(n−4)+ − p

)
olmak üzere

∣∣∣‖vm (τ)‖Lp(Rn) − ‖ϕM (vm (τ))‖Lp(Rn)

∣∣∣ ≤ 2

 ∫
{x∈Rn:|vm(τ,x)|>M}

|vm (τ, x)|
p

dx


1
p

≤ 2

Mβ

 ∫
{x∈Rn:|vm(τ,x)|>M}

|vm (τ, x)|
p+β

dx


1
p

≤ 2

Mβ
‖v (τ)‖

p+β
p

H2(Rn) , (4.17)
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elde ederiz. Aynı zamanda, ω (ε) =

 εp−2, p > 2,

0, p = 2
olmak üzere,

∣∣|w|p−2 −Ψε (w)
∣∣ ≤ ω (ε) , (4.18)

olduğu açıktır.

(4.17) ve (4.18)’den,

t∫
0

τf
(
‖vm (τ)‖Lp(Rn)

) ∫
Rn\B(0,r)

∫ 1

0

|vm (τ, x) + σ (vl (τ, x)− vm (τ, x))|p−2 dσ

× d

dτ
|vm (τ, x)− vl (τ, x)|2 dxdτ

≥
t∫

0

τfε

(
‖ϕM (vm (τ))‖Lp(Rn)

) ∫
Rn\B(0,r)

∫ 1

0

Ψε (vm (τ, x) + σ (vl (τ, x)− vm (τ, x))) dσ

× d

dτ
|vm (τ, x)− vl (τ, x)|2 dxdτ

−c1

(
max

0<s1,s2<ε
|f (s1)− f (s2)|+ 1

Mβ
+ ω (ε)

) t∫
0

τERn\B(0,r) (vm (τ)− vl (τ)) dτ,

(4.19)

olduğunu kolaylıkla görebiliriz. Buradaki fε (·) fonksiyonu Lemma 4.1.1’deki gibidir.

Şimdi de, (4.19)’ün sağ tarafındaki ilk terimi değerlendirelim:

t∫
0

τfε

(
‖ϕM (vm (τ))‖Lp(Rn)

) ∫
Rn\B(0,r)

∫ 1

0

Ψε (vm (τ, x) + σ (vl (τ, x)− vm (τ, x))) dσ

× d

dτ
|vm (τ, x)− vl (τ, x)|2 dxdτ

≥ −
t∫

0

fε

(
‖ϕM (vm (τ))‖Lp(Rn)

) ∫
Rn\B(0,r)

∫ 1

0

Ψε (vm (τ, x) + σ (vl (τ, x)− vm (τ, x))) dσ

× |vm (τ, x)− vl (τ, x)|2 dxdτ

−
t∫

0

τ
d

dτ

(
fε

(
‖ϕM (vm (τ))‖Lp(Rn)

)) ∫
Rn\B(0,r)

∫ 1

0

Ψε (vm (τ, x) + σ (vl (τ, x)− vm (τ, x))) dσ

× |vm (τ, x)− vl (τ, x)|2 dxdτ

−
t∫

0

τfε

(
‖ϕM (vm (τ))‖Lp(Rn)

) ∫
Rn\B(0,r)

∫ 1

0

d

dτ
(Ψε (vm (τ, x) + σ (vl (τ, x)− vm (τ, x)))) dσ
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× |vm (τ, x)− vl (τ, x)|2 dxdτ , (4.20)

olur.

Ayrıca,
d

dτ

(
fε

(
‖ϕM (vm (τ))‖Lp(Rn)

))
=
f ′ε

(
‖ϕM (vm (τ))‖Lp(Rn)

)
‖ϕM (vm (τ))‖p−1

Lp(Rn)

∫
Rn

|ϕM (vm (τ, x))|p−1 ϕ′M (vm (τ, x)) vmt (τ, x) dx

≤ c2

εp−1

 ∫
Rn\B(0,r0)

|vm (τ, x)|p−1 |vmt (τ, x)| dx+Mp−1

∫
B(0,r0)

|vmt (τ, x)| dx


≤ c3

εp−1

(
‖vmt (τ)‖L2(Rn\B(0,r0)) +Mp−1 ‖vmt (τ)‖L1(B(0,r0))

)
ve

∫
Rn\B(0,r)

∫ 1

0

d

dτ
(Ψε (vl (τ, x) + σ (vm (τ, x)− vl (τ, x)))) dσ |vm (τ, x)− vl (τ, x)|2 dx

≤
∫

Rn\B(0,r)

∫ 1

0

Ψ′ε (vl (τ, x) + σ (vm (τ, x)− vl (τ, x))) dσ |vm (τ, x)− vl (τ, x)|2 dx

×
(
‖vmt (τ)‖L2(Rn\B(0,r)) + ‖vlt (τ)‖L2(Rn\B(0,r))

)
≤ c4

εmax{0,3−p} ‖vm (τ)− vl (τ)‖2
H2(Rn\B(0,r))

×
(
‖vmt (τ)‖L2(Rn\B(0,r)) + ‖vlt (τ)‖L2(Rn\B(0,r))

)
olduğundan, (4.20)’den,

t∫
0

τfε

(
‖ϕM (vm (τ))‖Lp(Rn)

) ∫
Rn\B(0,r)

∫ 1

0

Ψε (vl (τ, x) + σ (vm (τ, x)− vl (τ, x))) dσ

× d

dτ
|vm (τ, x)− vl (τ, x)|2 dxdτ

≥ −c5

t∫
0

ERn\B(0,r) (vm (τ)− vl (τ)) dτ

− c5

εp−1

t∫
0

τERn\B(0,r) (vm (τ)− vl (τ)) ‖vmt (τ)‖L2(Rn\B(0,r0)) dτ

44



−c5M
p−1

εp−1

t∫
0

τERn\B(0,r) (vm (τ)− vl (τ)) ‖vmt (τ)‖L1(B(0,r0)) dτ

− c5

εmax{0,3−p}

t∫
0

τERn\B(0,r) (vm (τ)− vl (τ))
(
‖vmt (τ)‖L2(Rn\B(0,r)) + ‖vlt (τ)‖L2(Rn\B(0,r))

)
dτ

alırız. Üstteki eşitsizlikte, Young eşitsizliğini uygularsak,

t∫
0

τfε

(
‖ϕM (vm (τ))‖Lp(Rn)

) ∫
Rn\B(0,r)

∫ 1

0

Ψε (vl (τ, x) + σ (vm (τ, x)− vl (τ, x))) dσ

× d

dτ
|vm (τ, x)− vl (τ, x)|2 dxdτ

≥ −c5

t∫
0

ERn\B(0,r) (vm (τ)− vl (τ)) dτ − c5

εp−1
µ

t∫
0

τERn\B(0,r) (vm (τ)− vl (τ)) dτ

− c5

εp−1µ2

t∫
0

τERn\B(0,r) (vm (τ)− vl (τ)) ‖vmt (τ)‖2
L2(Rn\B(0,r0)) dτ

−c5M
p−1

εp−1
µ

t∫
0

τERn\B(0,r) (vm (τ)− vl (τ)) dτ

−c5M
p−1

εp−1µ2

t∫
0

τERn\B(0,r) (vm (τ)− vl (τ)) ‖vmt (τ)‖2
L1(B(0,r0)) dτ

− c5

εmax{0,3−p}µ

t∫
0

τERn\B(0,r) (vm (τ)− vl (τ)) dτ

− c5

εmax{0,3−p}µ2

t∫
0

τERn\B(0,r) (vm (τ)− vl (τ))

×
(
‖vmt (τ)‖2

L2(Rn\B(0,r)) + ‖vlt (τ)‖2
L2(Rn\B(0,r))

)
dτ , (4.21)

elde ederiz. (4.19) ve (4.21)’den,

t∫
0

τf
(
‖vm (τ)‖Lp(Rn)

) ∫
Rn\B(0,r)

∫ 1

0

|vm (τ, x) + σ (vl (τ, x)− vm (τ, x))|p−2 dσ

× d

dτ
|vm (τ, x)− vl (τ, x)|2 dxdτ

≥ −c6

t∫
0

ERn\B(0,r) (vm (τ)− vl (τ)) dτ
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−c6

(
µ

εp−1
+

µ

εmax{0,3−p} + max
0≤s1,s2≤ε

|f (s1)− f (s2)|+ Mp−1

εp−1
µ

+
1
Mβ + ω (ε)

) t∫
0

τERn\B(0,r) (vm (τ)− vl (τ)) dτ

−c6

(
1

εp−1µ2
+

1

εmax{0,3−p}µ2

) t∫
0

τERn\B(0,r) (vm (τ)− vl (τ))

×
(
‖vmt (τ)‖2

L2(Rn\B(0,r0)) + ‖vlt (τ)‖2
L2(Rn\B(0,r0))

)
dτ

−c6
Mp−1

εp−1µ2

t∫
0

τERn\B(0,r) (vm (τ)− vl (τ)) ‖vmt (τ)‖2
L1(B(0,r0)) dτ, ∀r ≥ r0, (4.22)

olur. Şimdi, ispatı tamamlamak için, ‖vmt (τ)‖2
L1(B(0,r0)) terimini değerlendirelim. Lem-

manın koşullarından,

‖vmt (τ)‖2
L1(B(0,r0)) =

 ∫
B(0,r0)

|vmt (τ, x)| dx


2

=

 ∫
B(0,r0)

a (x) + λ

a (x) + λ
|vmt (τ, x)| dx


2

≤

1

λ

∫
B(0,r0)

a (x) |vmt (τ, x)| dx+

∫
B(0,r0)

λ

a (x) + λ
|vmt (τ, x)| dx


2

≤ c7

λ2

∫
Rn

a (x) |vmt (τ, x)|2 dx+ c7

∫
B(0,r0)

(
λ

a (x) + λ

)2

dx, (4.23)

buluruz. Lebesgue yakınsaklık teoreminden, limλ→0+

∫
B(0,r0)

(
λ

a(x)+λ

)2

dx = 0 olduğundan,

c6

(
µ

εp−1
+

µ

εmax{0,3−p} + max
0≤s1,s2≤ε

|f (s1)− f (s2)|+ Mp−1

εp−1
µ

+
1
Mβ + ω (ε)

)
+ c6c7

Mp−1

εp−1µ2

∫
B(0,r0)

(
λ

a (x) + λ

)2

dx ≤ γ,

olacak şekilde ε, M, µ ve λ pozitif parametrelerini seçebiliriz. Böylece, (4.16), (4.22)

ve (4.23)’ü kullanarak ispat tamamlanır.

Şimdi yerel olmayan çekicinin varlığında anahtar konumunda olan asimptotik kom-

paktlık hakkındaki teoremi ispatlayalım.
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Teorem 4.1.3 (4.3)-(4.5) koşulları sağlansın ve B kümesi H2 (Rn)×L2 (Rn)’nin sınırlı

altkümesi olsun. Bu duruda, {ϕk}∞k=1 ⊂ B ve tk → ∞ olmak üzere {S(tk)ϕk}∞k=1

şeklindeki her dizi H2 (Rn)× L2 (Rn)’de yakınsak alt diziye sahiptir.

İspat. Teoremin iddiasını elde etmek için, bir önceki bölümde olduğu gibi, her {ϕk}∞k=1 ⊂

B ve tk →∞ için aşağıdaki dizisel limit değerlenmesini ispatlamak yeterlidir.

lim inf
k→∞

lim inf
m→∞

‖S (tk)ϕk − S (tm)ϕm‖H2(Rn)×L2(Rn) = 0. (4.24)

Gerçekten, (4.24)’ü elde edip, [35, Lemma 3.4]’ün ispatının sonundaki argümanları

kullanırsak, istenen sonucu elde ederiz.

(4.3), (4.5) ve (4.6)’dan,

sup
t≥0

sup
ϕ∈B
‖S (t)ϕ‖H2(Rn)×L2(Rn) <∞, (4.25)

olur. Ayrıca, {ϕk}∞k=1 dizisiH2 (Rn)×L2 (Rn)’de sınırlı olduğundan, (4.25)’ten, {S (.)ϕk}∞k=1

dizisi Cb (0,∞;H2 (Rn)× L2 (Rn))’de sınırlıdır. Buradan, keyfi T0 ≥ 0 için (vm(t) , vmt (t)) =

S(t+tkm−T0)ϕkm olmak üzere, tkm ≥ T0 ve bir q ∈ W 1,∞ (0,∞) ve v ∈ L∞ (0,∞;H2 (Rn))∩

W 1,∞ (0,∞;L2 (Rn)) için

vm
w∗→ v L∞ (0,∞;H2 (Rn)) ’de,

vmt
w∗→ vt L∞ (0,∞;L2 (Rn)) ’de,

‖vm (t)‖pLp(Rn)

w∗→ q (t) W 1,∞ (0,∞) ’da,

vm (t)
w→ v (t) H2 (Rn) ’de, ∀t ≥ 0,

(4.26)

olacak şekilde {km}∞m=1 alt dizisi vardır. (4.1)’den, aynı zamanda

vmtt − vltt + ∆2 (vm − vl) + α(x) (vmt − vlt) + λ (vm − vl)

= f(‖vl (t)‖Lp(Rn))) |vl|
p−2 vl − f(‖vm (t)‖Lp(Rn)) |vm|

p−2 vm, (4.27)

alırız. (4.24) eşitliğini vm−vl fonksiyonunun enerji fonksiyoneli için elde edilen dizisel li-

mit değerlenmeleri vasıtasıyla ispatlayacağız. Bu ispat üç adımda yapılacak. İlk adımda,

dissipatif terimin etkisini kullanarak kuyruk değerlenmesi elde edeceğiz. İkinci adımda,

iç değerlenme elde edeceğiz. Son adımda ise ilk iki adımı kullanarak Rn’deki enerjinin

dizisel limit değerlenmesini elde edeceğiz. Belirtelim ki, bahsettiğimiz bu değerlenmeleri

öncelikle (4.1)-(4.2) probleminin H4 (Rn)×H2 (Rn)’den olan başlangıç verisine uygun

düzgün çözümleri için doğrulayıp daha sonra standart yoğunluk teoremlerini kullana-

rak H2 (Rn)×L2 (Rn)’den olan başlangıç verisine uygun zayıf çözümlere genişletebiliriz.
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1. Adım (Kuyruk Değerlenmesi): İlk olarak (4.3), (4.4), (4.5) ve (4.6)’yı göz önüne

alırsak,
T∫

0

‖vmt(t)‖2
L2(Rn\B(0,r0)) dt ≤ c1, ∀T ≥ 0, (4.28)

buluruz. Burada c1 sabiti, B kümesine bağlıdır, T ve m değerlerinden bağımsızdır.

Şimdi, (4.1)’de v yerine vm yazarsak,

vmtt + ∆2vm + α(x)vmt + λvm + f(‖vm(t)‖Lp(Rn)) |vm|
p−2 vm = h (x) ,

olur. Kesme fonksiyonu ηr üçüncü bölümdeki gibi olsun. Üstteki denklemi η2
rvm ile

çarpıp, (0, T )× Rn’de integrallersek,

T∫
0

(
‖ηr∆vm(t)‖2

L2(Rn) + λ ‖ηrvm(t)‖2
L2(Rn)

)
dt

=

T∫
0

‖ηrvmt (t)‖2
L2(Rn) dt−

∫
Rn

η2
r (x) vmt (t, x) vm(t, x)dx

∣∣∣∣∣∣
T

0

−4

r

n∑
i=1

T∫
0

ηr (x) ηxi

(x
r

)
∆vm(t, x)vmxi(t, x)dxdt−

T∫
0

∫
Rn

∆
(
η2
r (x)

)
∆vm(t, x)vm(t, x)dxdt

−1

2

∫
Rn

η2
r (x)α (x) (vm(t, x))2 dx

∣∣∣∣∣∣
T

0

−
T∫

0

f(‖vm(t)‖Lp(Rn))

∫
Rn

|vm(t, x)|p η2
r (x) dxdt+

T∫
0

∫
Rn

h (x) η2
r (x) vm (t, x) dxdt,

buluruz. (4.3), (4.5), (4.25) ve (4.28)’i kullanarak,

T∫
0

(
‖∆ (vm(t))‖2

L2(Rn\B(0,2r)) + λ ‖vm(t)‖2
L2(Rn\B(0,2r))

)
dt

≤ c2

(
1 +

T

r
+ T ‖h‖L2(Rn\B(0,r))

)
, ∀T ≥ 0, ∀r ≥ r0. (4.29)

elde ederiz. Burada c2 sabiti, B kümesine bağlı olmakla birlikte, T, r ve m değerlerinden

bağımsızdır.

2. Adım (İç Değerlenme): Şimdi de, (4.27) denklemini∑n

i=1
xi (1− η2r) (vm − vl)xi +

1

2
(n− 1) (1− η2r) (vm − vl)
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ile çarpıp, (0, T )× Rn üzerinde integrallersek, (4.5) ve (4.25)’ten,∥∥∥f(‖vm (t)‖Lp(Rn)) |vm(t)|p−2 vm(t)− f(‖vl (t)‖Lp(Rn)) |vl(t)|
p−2 vl(t)

∥∥∥
L2(B(0,4r))

≤ c̃,

olduğundan

3

2

T∫
0

‖∆ (vm (t)− vl (t))‖2
L2(B(0,2r)) dt+

1

2

T∫
0

‖vmt (t)− vlt (t)‖2
L2(B(0,2r)) dt

≤

∣∣∣∣∣∣∣
∑n

i=1

 ∫
B(0,4r)

(1− η2r (x))xi (vm(T, x)− vl(T, x))xi (vmt(T, x)− vlt(T, x)) dx


∣∣∣∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∣∣∣
∑n

i=1

 ∫
B(0,4r)

(1− η2r (x))xi (vm(0, x)− vl(0, x))xi (vmt(0, x)− vlt(0, x)) dx


∣∣∣∣∣∣∣

+
1

2
(n− 1)

∣∣∣∣∣∣∣
∫

B(0,4r)

(1− η2r (x)) (vmt(T, x)− vlt(T, x)) (vm(T, x)− vl(T, x)) dx

∣∣∣∣∣∣∣
+

1

2
(n− 1)

∣∣∣∣∣∣∣
∫

B(0,4r)

(1− η2r (x)) (vmt(0, x)− vlt(0, x)) (vm(0, x)− vl(0, x)) dx

∣∣∣∣∣∣∣
+

1

4r

∣∣∣∣∣∣∣
∑n

i=1

T∫
0

∫
B(0,4r)\B(0,2r)

ηxi

( x
2r

)
xi (vmt (t, x)− vlt (t, x))2 dxdt

∣∣∣∣∣∣∣
+

1

4r

∣∣∣∣∣∣∣
∑n

i=1

T∫
0

∫
B(0,4r)\B(0,2r)

ηxi

( x
2r

)
xi (∆vm (t, x)−∆vl (t, x))2 dxdt

∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣
∑n

i=1

T∫
0

∫
B(0,4r)

∆ ((1− η2r (x))xi) (vm (t, x)− vl (t, x))xi ∆ (vm (t, x)− vl (t, x)) dxdt

∣∣∣∣∣∣∣
+

1

r

∣∣∣∣∣∣∣
∑n

i,j=1

T∫
0

∫
B(0,4r)\B(0,2r)

ηxj

( x
2r

)
xi (vm (t, x)− vl (t, x))xixj ∆ (vm (t, x)− vl (t, x)) dxdt

∣∣∣∣∣∣∣
+

(n− 1)

2

∣∣∣∣∣∣∣
T∫

0

∫
B(0,4r)\B(0,2r)

∆ ((1− η2r (x))) (vm (t, x)− vl (t, x)) ∆ (vm (t, x)− vl (t, x)) dxdt

∣∣∣∣∣∣∣
+

(n− 1)

2r

∣∣∣∣∣∣∣
∑n

i=1

T∫
0

∫
B(0,4r)\B(0,2r)

ηxi

( x
2r

)
(vm (t, x)− vl (t, x))xi ∆ (vm (t, x)− vl (t, x)) dxdt

∣∣∣∣∣∣∣
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+

∣∣∣∣∣∣∣
∑n

i=1

T∫
0

∫
B(0,4r)

(1− η2r (x))xi (vm (t, x)− vl (t, x))xi a (x) (vmt (t, x)− vlt (t, x)) dxdt

∣∣∣∣∣∣∣
+

1

2
(n− 1)

∣∣∣∣∣∣∣
T∫

0

∫
B(0,4r)

(1− η2r (x)) (vm (t, x)− vl (t, x)) a (x) (vmt (t, x)− vlt (t, x)) dxdt

∣∣∣∣∣∣∣
+λ

∣∣∣∣∣∣∣
∑n

i=1

T∫
0

∫
B(0,4r)

(1− η2r (x))xi (vm (t, x)− vl (t, x))xi (vm (t, x)− vl (t, x)) dxdt

∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣
∑n

i=1

T∫
0

∫
B(0,4r)

(1− η2r (x))xi (vm (t, x)− vl (t, x))xi

×
(
f(‖vm (t)‖Lp(Rn)) |vm(t, x)|p−2 vm(t, x)− f(‖vl (t)‖Lp(Rn)) |vl(t, x)|p−2 vl(t, x)

)
dxdt

∣∣∣
+

1

2
(n− 1)

∣∣∣∣∣∣∣
T∫

0

∫
B(0,4r)

(1− η2r (x)) (vm (t, x)− vl (t, x))

×
(
f(‖vm (t)‖Lp(Rn)) |vm(t, x)|p−2 vm(t, x)− f(‖vl (t)‖Lp(Rn)) |vl(t, x)|p−2 vl(t, x)

)
dxdt

∣∣∣
≤ c3r

(
‖∇vm (T )−∇vl (T )‖L2(B(0,4r)) + ‖∇vm (0)−∇vl (0)‖L2(B(0,4r))

)
c3 ‖vmt − vlt‖2

L2(0,T ;L2(B(0,4r)\B(0,2r))) + c3 ‖vm − vl‖2
L2(0,T ;H2(B(0,4r)\B(0,2r)))

+c3r
√
T ‖∇vm −∇vl‖L2((0,T )×B(0,4r)) , (4.30)

alırız. Diğer taraftan, {vm}∞m=1 dizisi C ([0, T ] ;H2 (Rn))’de sınırlı ve {vmt}∞m=1 dizisi

C ([0, T ] ;L2 (Rn))’de sınırlı olduğundan, genelleştirilmiş Arzela-Ascoli teoreminden,

{vm}∞m=1 dizisi her r > 0 için C ([0, T ] ;H1 (B (0, r)))’de prekompakttır. Bu nedenle,

(4.26)1-(4.26)2’ye göre, {vm}∞m=1 dizisi C ([0, T ] ;H1 (B (0, r)))’de v’ye kuvvetli yakınsar.

Buradan, (4.28) ve (4.29)’u (4.30)’da kullanarak,

lim sup
m→∞

lim sup
l→∞

T∫
0

[
‖∆ (vm (t)− vl (t))‖2

L2(B(0,2r)) + ‖vmt (t)− vlt (t)‖2
L2(B(0,2r))

]
dt

≤ c4

(
1 +

T

r
+ T ‖h‖L2(Rn\B(0,r))

)
, ∀T ≥ 0, ∀r ≥ r0,

elde ederiz.
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3. Adım (Rn’deki değerlenmeler): (4.28) ve (4.29)’u ve bir önceki adımın son

değerlenmesini kullanırsak,

lim sup
m→∞

lim sup
l→∞

T∫
0

[
‖vm (t)− vl (t)‖2

H2(Rn) + ‖vmt (t)− vlt (t)‖2
L2(Rn)

]
dt

≤ c4

(
1 +

T

r
+ T ‖h‖L2(Rn\B(0,r))

)
, ∀T ≥ 0, ∀r ≥ r0,

buluruz. Son eşitsizlikte r →∞ iken limite geçersek, her T ≥ 0 için,

lim sup
m→∞

lim sup
l→∞

T∫
0

[
‖vm (t)− vl (t)‖2

H2(Rn) + ‖vmt (t)− vlt (t)‖2
L2(Rn)

]
dt ≤ c5, (4.31)

olur. (4.27) denklemini 2t (vmt − vlt) ile çarpıp, (0, T ) × Rn’de integrallersek, kısmi

integrasyon kullanarak ve (4.4)’ü de göz önünde bulundurarak,

T ‖∆ (vm (T )− vl (T ))‖2
L2(Rn) +T ‖vmt (T )− vlt (T )‖2

L2(Rn) +Tλ ‖vm (T )− vl (T )‖2
L2(Rn)

+2α0

T∫
0

∫
Rn\B(0,r)

t (vmt (t)− vlt (t))2 dxdt

≤
T∫

0

‖vmt (t)− vlt (t)‖2
L2(Rn) dt+

T∫
0

‖∆ (vm(t)− vl(t))‖2
L2(Rn) dt

+λ

T∫
0

‖vm(t)− vl(t)‖2
L2(Rn) dt

+2

T∫
0

∫
Rn

t
(
f(‖vl (t)‖Lp(Rn)) |vl(t, x)|p−2 vl(t, x)− f(‖vm (t)‖Lp(Rn)) |vm(t, x)|p−2 vm(t, x)

)
× (vmt (t, x)− vlt (t, x)) dxdt, (4.32)

alırız. (4.27) denklemini tηr (vm − vl) ile çarpıp, (0, T ) × Rn’de integrallediğimizde ise

yine kısmi integrasyon kullanarak,

T

∫
Rn

(vmt (T, x)− vlt (T, x)) ηr (x) (vm (T, x)− vl (T, x)) dx

−
T∫

0

∫
Rn

tηr (x) (vmt (t, x)− vlt (t, x))2 dxdt
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−
T∫

0

∫
Rn

ηr (x) (vmt (t, x)− vlt (t, x)) (vm (t, x)− vl (t, x)) dxdt

+

T∫
0

∫
Rn

t (∆ (vm (t, x)− vl (t, x)))2 ηr (x) dxdt

+2

T∫
0

∫
Rn

(∆ (vm (t, x)− vl (t, x))) t (ηr (x))xi (vm (t, x)− vl (t, x))xi dxdt

+

T∫
0

∫
Rn

(∆ (vm (t, x)− vl (t, x))) t∆ (ηr (x)) (vm (t, x)− vl (t, x)) dxdt

+
T

2

∫
Rn

α (x) (vm (T, x)− vl (T, x))2 ηr (x) dx

−1

2

T∫
0

∫
Rn

α (x) ηr (x) (vm (t, x)− vl (t, x))2 dxdt

+λ

T∫
0

∫
Rn

t (vm (t, x)− vl (t, x))2 ηr (x) dxdt

+

T∫
0

∫
Rn

t
(
f(‖vm (t)‖Lp(Rn)) |vm(t, x)|p−2 vm(t, x)− f(‖vl (t)‖Lp(Rn)) |vl(t, x)|p−2 vl(t, x)

)
×ηr (x) (vm (t, x)− vl (t, x)) dxdt = 0,

elde ederiz. Böylece, (4.3)’ü göz önüne alırsak,

T∫
0

∫
Rn

t (∆ (vm (t, x)− vl (t, x)))2 ηr (x) dxdt+ λ

T∫
0

∫
Rn

t (vm (t, x)− vl (t, x))2 ηr (x) dxdt

≤ −T
∫
Rn

(vmt (T, x)− vlt (T, x)) ηr (x) (vm (T, x)− vl (T, x)) dx

+

T∫
0

∫
Rn

tηr (x) (vmt (t, x)− vlt (t, x))2 dxdt

+

T∫
0

∫
Rn

ηr (x) (vmt (t, x)− vlt (t, x)) (vm (t, x)− vl (t, x)) dxdt

−2

T∫
0

∫
Rn

(∆ (vm (t, x)− vl (t, x))) t (ηr (x))xi (vm (t, x)− vl (t, x)) dxdt
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−
T∫

0

∫
Rn

(∆ (vm (t, x)− vl (t, x))) t∆ (ηr (x)) (vm (t, x)− vl (t, x)) dxdt

+
1

2

T∫
0

∫
Rn

α (x) ηr (x) (vm (t, x)− vl (t, x))2 dxdt

−
T∫

0

∫
Rn

t
(
f(‖vm (t)‖Lp(Rn)) |vm(t, x)|p−2 vm(t, x)− f(‖vl (t)‖Lp(Rn)) |vl(t, x)|p−2 vl(t, x)

)
×ηr (x) (vm (t, x)− vl (t, x)) dxdt, ∀T ≥ 0, ∀r ≥ r0,

olur. Üstteki eşitsizlikte (4.5) ve (4.25)’i kullanırsak,

T∫
0

∫
Rn

t (∆ (vm (t, x)− vl (t, x)))2 ηr (x) dxdt+ λ

T∫
0

∫
Rn

t (vm (t, x)− vl (t, x))2 ηr (x) dxdt

≤ T
(
‖vmt (T, x)− vlt (T, x)‖2

L2(Rn) + ‖vm (T, x)− vl (T, x)‖2
L2(Rn)

)
+

T∫
0

∫
Rn

tηr (x) (vmt (t, x)− vlt (t, x))2 dxdt+

T∫
0

∫
Rn

ηr (x) (vmt (t, x)− vlt (t, x))2 dxdt

+

T∫
0

∫
Rn

ηr (x) (vm (t, x)− vl (t, x))2 dxdt+
1

2

T∫
0

∫
Rn

α (x) ηr (x) (vm (t, x)− vl (t, x))2 dxdt

+c6
T

r
+ K̃r

m,l
(T ) , ∀T ≥ 0, ∀r ≥ r0, (4.33)

elde ederiz. Burada

K̃r

m,l
(T ) :=

T∫
0

t
(
f(‖vl (t)‖Lp(Rn) − f(‖vm (t)‖Lp(Rn)

)∫
Rn

|vl(t, x)|p−2 vl(t, x)ηr (x)

× (vm (t, x)− vl (t, x)) dxdt

ve (4.25) -(4.26)3’ten,

sup
m,l

∥∥∥K̃r

m,l
∥∥∥
C[0,T ]

<∞ ve lim
m→∞

lim sup
l→∞

∣∣∣K̃r

m,l
(T )
∣∣∣ = 0, ∀T ≥ 0

olduğu kolayca görülebilir.

Şimdi, (4.33) eşitsizliğini δ > 0 ile çarpıp elde edilen eşitsizliği (4.32)’ye eklersek,

T ‖∆ (vm (T )− vl (T ))‖2
L2(Rn) +T ‖vmt (T )− vlt (T )‖2

L2(Rn) +Tλ ‖vm (T )− vl (T )‖2
L2(Rn)

+2α0

T∫
0

∫
Rn\B(0,r)

t (vmt (t)− vlt (t))2 dxdt
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+δ

T∫
0

∫
Rn

t (∆ (vm (t, x)− vl (t, x)))2 ηr (x) dxdt

+δλ

T∫
0

∫
Rn

t (vm (t, x)− vl (t, x))2 ηr (x) dxdt

≤
T∫

0

‖vmt (T )− vlt (T )‖2
L2(Rn) dt+

T∫
0

‖∆ (vm(t)− vl(t))‖2
L2(Rn) dt

+λ

T∫
0

‖vm(t)− vl(t)‖2
L2(Rn) dt

+2

T∫
0

∫
Rn

t
(
f(‖vl (t)‖Lp(Rn)) |vl(t, x)|p−2 vl(t, x)− f(‖vm (t)‖Lp(Rn)) |vm(t, x)|p−2 vm(t, x)

)
× (vmt (t, x)− vlt (t, x)) dxdt

+δT
(
‖vmt (T, x)− vlt (T, x)‖2

L2(Rn) + ‖vm (T, x)− vl (T, x)‖2
L2(Rn)

)
+δ

T∫
0

∫
Rn

tηr (x) (vmt (t, x)− vlt (t, x))2 dxdt+ δ

T∫
0

∫
Rn

ηr (x) (vmt (t, x)− vlt (t, x))2 dxdt

+δ

T∫
0

∫
Rn

ηr (x) (vm (t, x)− vl (t, x))2 dxdt+
δ

2

T∫
0

∫
Rn

α (x) ηr (x) (vm (t, x)− vl (t, x))2 dxdt

+c6δ
T

r
+ δK̃r

m,l
(T ) , ∀T ≥ 0, ∀r ≥ r0, (4.34)

alırız.

Lemma 4.1.2’yi (4.34)’te göz önüne alırsak, keyfi γ > 0 için,

T ‖∆ (vm (T )− vl (T ))‖2
L2(Rn) +T ‖vmt (T )− vlt (T )‖2

L2(Rn) +Tλ ‖vm (T )− vl (T )‖2
L2(Rn)

+2α0

T∫
0

∫
Rn\B(0,r)

t (vmt (t)− vlt (t))2 dxdt

+δ

T∫
0

∫
Rn

t (∆ (vm (t, x)− vl (t, x)))2 ηr (x) dxdt+δλ

T∫
0

∫
Rn

t (vm (t, x)− vl (t, x))2 ηr (x) dxdt

≤
T∫

0

‖vmt (t)− vlt (t)‖2
L2(Rn) dt+

T∫
0

‖∆ (vm(t)− vl(t))‖2
L2(Rn) dt+λ

T∫
0

‖vm(t)− vl(t)‖2
L2(Rn) dt
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+γ

T∫
0

τERn\(B(0,2r)) (vm (t)− vl (t)) dt+ cγ

T∫
0

ERn\(B(0,2r)) (vm (t)− vl (t)) dt

+cγ

T∫
0

t
(∥∥√avmt (t)

∥∥2

L2(Rn)
+
∥∥√avlt (t)

∥∥2

L2(Rn)

)
ERn\B(0,2r) (vm (t)− vl (t)) dt+

∣∣Km,l
r (T )

∣∣
+δT

(
‖vmt (T, x)− vlt (T, x)‖2

L2(Rn) + ‖vm (T, x)− vl (T, x)‖2
L2(Rn)

)
+δ

T∫
0

∫
Rn

tηr (x) (vmt (t, x)− vlt (t, x))2 dxdt+ δ

T∫
0

∫
Rn

ηr (x) (vmt (t, x)− vlt (t, x))2 dxdt

+δ

T∫
0

∫
Rn

ηr (x) (vm (t, x)− vl (t, x))2 dxdt+
δ

2

T∫
0

∫
Rn

α (x) ηr (x) (vm (t, x)− vl (t, x))2 dxdt

+c6δ
T

r
+ δK̃r

m,l
(T ) , ∀T ≥ 0, ∀r ≥ r0,

buluruz. Buradan, yeterince küçük γ ve δ değerleri için,

TERn (vm (T )− vl (T )) ≤ c7

T∫
0

ERn (vm (t)− vl (t)) dt

+cγ

T∫
0

t
(∥∥√avmt (t)

∥∥2

L2(Rn)
+
∥∥√avlt (t)

∥∥2

L2(Rn)

)
ERn (vm (t)− vl (t)) dt

+c7

(
T

r
+
∣∣Km,l

r (T )
∣∣+
∣∣∣K̃r

m,l
(T )
∣∣∣) , ∀T ≥ 0, ∀r ≥ r0,

elde ederiz. Şimdi, ym,l (t) := tERn (vm (t)− vl (t)) şeklinde tanımlayalım. Bir önceki

eşitsizlikten,

ym,l (T ) ≤ cγ

T∫
0

(∥∥√avmt (t)
∥∥2

L2(Rn)
+
∥∥√avlt (t)

∥∥2

L2(Rn)

)
ym,l (t) dt

+c7

T∫
0

ERn (vm (t)− vl (t)) dt+ c7

(
T

r
+
∣∣Km,l

r (T )
∣∣+
∣∣∣K̃r

m,l
(T )
∣∣∣) , ∀T ≥ 0, ∀r ≥ r0,

olur. Üstteki eşitsizlikte Gronwall eşitsizliğini uygulayıp, (4.6) ve (4.25)’i göz önüne

alırsak,

TERn (vm (T )− vl (T ))

≤ c7

T∫
0

ERn (vm (t)− vl (t)) dt+ c7

(
T

r
+
∣∣Km,l

r (T )
∣∣+
∣∣∣K̃r

m,l
(T )
∣∣∣)
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+c7

T∫
0

 t∫
0

ERn (vm (s)− vl (s)) ds+
t

r
+
∣∣Km,l

r (t)
∣∣+
∣∣∣K̃r

m,l
(t)
∣∣∣


×
(∥∥√avmt (t)

∥∥2

L2(Rn)
+
∥∥√avlt (t)

∥∥2

L2(Rn)

)
e
cγ
∫ T
t

(
‖√avmt(τ)‖2

L2(Rn)
+‖√avlt(τ)‖2

L2(Rn)

)
dτ
ds

≤ c7

T∫
0

ERn (vm (t)− vl (t)) dt+ c7

(
T

r
+
∣∣Km,l

r (T )
∣∣+
∣∣∣K̃r

m,l
(T )
∣∣∣)

+c8

T∫
0

ERn (vm (t)− vl (t)) dt
T∫

0

(∥∥√avmt (t)
∥∥2

L2(Rn)
+
∥∥√avlt (t)

∥∥2

L2(Rn)

)

+c8
T

r

T∫
0

(∥∥√avmt (t)
∥∥2

L2(Rn)
+
∥∥√avlt (t)

∥∥2

L2(Rn)

)
dt

+c8

T∫
0

(∣∣Km,l
r (t)

∣∣+
∣∣∣K̃r

m,l
(t)
∣∣∣) (∥∥√avmt (t)

∥∥2

L2(Rn)
+
∥∥√avlt (t)

∥∥2

L2(Rn)

)
dt

≤ c7

(∣∣Km,l
r (T )

∣∣+
∣∣∣K̃r

m,l
(T )
∣∣∣)+ c9

T∫
0

ERn (vm (t)− vl (t)) dt+ c9
T

r

+c9

T∫
0

(∣∣Km,l
r (t)

∣∣+
∣∣∣K̃r

m,l
(t)
∣∣∣) dt, ∀T ≥ 0, ∀r ≥ r0,

buluruz. Son eşitsizlikte (4.31)’i göz önüne alarak ve Lebesgue yakınsaklık teoremini

kullanarak,

lim sup
m→∞

lim sup
l→∞

TERn (vm (T )− vl (T )) ≤ c10(1 +
T

r
), ∀T ≥ 0, ∀r ≥ r0,

alırız. Burada c10 sabiti önceki ci
(
i = 1, 9

)
sabitleri gibi T ve r’den bağımsızdır. Yu-

karıdaki eşitsizlikte r →∞ iken limite geçersek,

lim sup
m→∞

lim sup
l→∞

TERn (vm (T )− vl (T )) ≤ c10, ∀T ≥ 0,

olur. Buradan ise

lim sup
m→∞

lim sup
l→∞

‖S(T + tkm − T0)ϕkm − S(t+ tkl − T0)ϕkl‖H2(Rn)×L2(Rn) ≤
c11√
T
, ∀T > 0,

olduğunu çıkarırız. Bir önceki eşitsizlikte T = T0 seçersek,

lim sup
m→∞

lim sup
l→∞

‖S(tkm)ϕkm − S(tkl)ϕkl‖H2(Rn)×L2(Rn) ≤
c11√
T0

, ∀T0 > 0,
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alırız. Sonuç olarak, üstteki dizisel limit eşitsizliğinde, T0 → ∞ iken limite geçersek,

(4.24)’ü elde ederiz ve böylece ispatı tamamlarız.

Şimdi yerel olmayan çekicinin varlığının ispatını tamamlayabiliriz. (4.3) ve (4.6)’dan,

(4.1)-(4.2) problemi aşağıdaki kesin Lyapunov fonksiyonuna sahiptir:

Φ (u (t)) = ERn (u (t)) +
1

p
F
(
‖u (t)‖pLp(Rn)

)
−
∫
Rn

h (x)u (t, x) dx.

Böylece Teorem 2.0.37’yi kullanarak, yerel olmayan çekicinin varlığını elde ederiz.

4.2 Yerel Olmayan Çekicinin Düzgünlüğü

Teorem 4.2.1 Teorem 4.0.2’nin koşulları altında, (4.1)-(4.2) probleminin A yerel ol-

mayan çekicisi H4 (Rn)×H2 (Rn)’de sınırlıdır.

İspat. (u0, u1) ∈ A olsun. A çekicisi değişmez olduğundan, (u (0) , ut (0)) = (u0, u1)

olacak şekilde γ = {(u (t) , ut (t)) : t ∈ R} ⊂ A değişmez yörüngesi vardır. Şimdi,

v (t, x) :=
u (t+ τ, x)− u (t, x)

τ
, τ > 0,

şeklinde tanımlayalım. Böylece, (4.1)’den,

vtt(t, x) + ∆2v(t, x) + α(x)vt(t, x) + λv(t, x)

+(p− 1)f(‖u (t)‖Lp(Rn))

1∫
0

|u (t, x) + σ (u (t+ τ, x)− u (t, x))|p−2 dσv (t, x)

+
f(‖u (t+ τ)‖Lp(Rn))− f

(
‖u (t)‖Lp(Rn)

)
τ

|u(t+ τ, x)|p−2

×u(t+ τ, x) = 0, (t, x) ∈ (0,∞)× Rn, (4.35)

alırız. (4.35) denklemini vt ile çarpıp Rn’de integrallersek,

d

dt
ERn(v(t)) +

∫
Rn

α (x) |vt (t, x)|2 dx

+
p− 1

2
f(‖u (t)‖Lp(Rn))

∫
Rn

 1∫
0

|u (t, x) + σ (u (t+ τ, x)− u (t, x))|p−2 dσ

 d

dt
(v (t, x))2 dx

+
f(‖u (t+ τ)‖Lp(Rn))− f

(
‖u (t)‖Lp(Rn)

)
τ

∫
Rn

|u(t+ τ, x)|p−2 u(t+ τ, x)vt (t, x) dx = 0,
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buluruz. fε fonksiyonu Lemma 4.1.1’deki gibi Ψε ve ω (ε) fonksiyonları Lemma 4.1.2’deki

gibi olsun. Buradan, Hölder eşitsizliği kullanarak,

d

dt
ERn(v(t)) +

∫
Rn

α (x) |vt (t, x)|2 dx

+
p− 1

2
fε(‖u (t)‖Lp(Rn))

∫
Rn

 1∫
0

Ψε (u (t, x) + σ (u (t+ τ, x)− u (t, x))) dσ

 d

dt
(v (t, x))2 dx

≤ c1 max
0≤s1,s2≤ε

|f (s1)− f (s2)| ‖u (t)‖p−2

L2(p−1)(Rn)
‖v (t)‖L2(p−1)(Rn) ‖vt (t)‖L2(Rn)

+c2ω (ε) ‖v (t)‖L2(Rn) ‖vt (t)‖L2(Rn)

+c3 ‖v (t)‖Lp(Rn) ‖u (t+ τ)‖p−1

L2(p−1)(Rn)
‖vt (t)‖L2(Rn) , (4.36)

elde ederiz. Ayrıca, fε fonksiyonunun tanımını ve yine Hölder eşitsizliğini kullanarak,∣∣∣∣ ddtfε (‖u (t)‖Lp(Rn)

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
f ′ε

(
‖u (t)‖Lp(Rn)

)
‖u (t)‖p−1

Lp(Rn)

∫
Rn

|u (t, x)|p−1 ut (t, x) dx

∣∣∣∣∣∣
≤ c4

εp−1
‖u (t)‖p−1

L2(p−1)(Rn)
‖ut (t)‖L2(Rn) ≤

c5

εp−1
, h.h.y. (0,∞) ’da, (4.37)

alırız. Diğer taraftan p (n− 4) ≤ 2n − 4 olduğundan, Ψε fonksiyonunun tanımını ve

Sobolev gömülme teoremlerini kullanarak,∣∣∣∣∣∣
∫
Rn

d

dt

 1∫
0

Ψε (u (t, x) + σ (u (t+ τ, x)− u (t, x))) dσ

 (v (t, x))2 dx

∣∣∣∣∣∣
≤
∫
Rn

1∫
0

Ψ′ε (u (t, x) + σ (u (t+ τ, x)− u (t, x)))

× (ut (t, x) + σ (ut (t+ τ, x)− ut (t, x))) dσ (v (t, x))2 dx

≤ c6

εmax{0,3−p}

(
‖ut (t)‖L2(R) + ‖ut (t+ τ)‖L2(R)

)
‖v (t)‖2

L4(R)

≤ c7

εmax{0,3−p} ‖v (t)‖2
L4(R) (4.38)

elde ederiz. Böylece, (4.4), (4.7), (4.37) ve (4.38)’i (4.36)’da göz önüne alıp, Sobolev

gömülme teoremlerini uygularsak,

d

dt

p− 1

2
fε(‖u (t)‖pLp(Rn))

∫
Rn

 1∫
0

Ψε (u (t, x) + σ (u (t+ τ, x)− u (t, x))) dσ

 (v (t, x))2 dx


+
d

dt
(ERn(v(t))) +

∫
Rn

α (x) |vt (t, x)|2 dx
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≤ c8 max
0≤s1,s2≤ε

|f (s1)− f (s2)| ‖v (t)‖L2(p−1)(Rn) ‖vt (t)‖L2(Rn)

+c2ω (ε) ‖v (t)‖L2(Rn) ‖vt (t)‖L2(Rn)

+c8 ‖v (t)‖Lp(Rn) ‖vt (t)‖L2(Rn)

+
c8

εp−1

(
‖u (t)‖p−2

Lp−1(Rn) + ‖u (t+ τ)‖p−2
Lp−1(Rn)

)
‖v (t)‖L2(p−1)(Rn)

+
c9

εmax{0,3−p} ‖v (t)‖2
L4(Rn) ‖v (t)‖2

L2(Rn)

alırız. Yukarıdaki eşitsizliğin sağ tarafında interpolasyon teoremlerini uygulayarak,

d

dt

p− 1

2
fε(‖u (t)‖pLp(Rn))

∫
Rn

 1∫
0

Ψε (u (t, x) + σ (u (t+ τ, x)− u (t, x))) dσ

 (v (t, x))2 dx


+
d

dt
(ERn(v(t))) +

∫
Rn

α (x) |vt (t, x)|2 dx

≤ c9 max
0≤s1,s2≤ε

|f (s1)− f (s2)| ‖v (t)‖
1

2(p−1)

L2(Rn) ‖v (t)‖
2p−3

2(p−1)

H2(Rn) ‖vt (t)‖L2(Rn)

+c2ω (ε) ‖v (t)‖L2(Rn) ‖vt (t)‖L2(Rn) + c9 ‖v (t)‖
1
p

L2(Rn) ‖v (t)‖
(p−1)
p

H2(Rn) ‖vt (t)‖L2(Rn)

+
c9

εp−1
‖v (t)‖

1
2(p−1)

L2(Rn) ‖v (t)‖
2p−3

2(p−1)

H2(Rn) +
c9

εmax{0,3−p} ‖v (t)‖
1
4

L2(Rn) ‖v (t)‖
3
4

H2(Rn) ‖v (t)‖2
L2(Rn)

buluruz. Diğer taraftan, (4.6)’dan,

‖v (t)‖L2(Rn) =

∥∥∥∥u (t+ τ, x)− u (t, x)

τ

∥∥∥∥
L2(Rn)

≤ sup
0≤t<∞

‖ut (t)‖L2(Rn) < Ĉ,

olduğundan, (4.4) ve (4.6)’yı göz önüne alarak, bir önceki eşitsizlikten,

d

dt

p− 1

2
fε(‖u (t)‖pLp(Rn))

∫
Rn

 1∫
0

Ψε (u (t, x) + σ (u (t+ τ, x)− u (t, x))) dσ

 (v (t, x))2 dx


+
d

dt
(ERn(v(t))) + α0 ‖vt (t)‖2

L2(Rn\B(0,r))

≤ c10 max
0≤s1,s2≤ε

|f (s1)− f (s2)| ‖v (t)‖
2p−3

2(p−1)

H2(Rn) ‖vt (t)‖L2(Rn)

+c10ω (ε) ‖vt (t)‖L2(Rn) + c10 ‖v (t)‖
(p−1)
p

H2(Rn) ‖vt (t)‖L2(Rn)

+
c10

εp−1
‖v (t)‖

2p−3
2(p−1)

H2(Rn) +
c10

εmax{0,3−p} ‖v (t)‖
3
4

H2(Rn) (4.39)

alırız. Kesme fonksiyonu ηr, 3. bölümdeki gibi tanımlansın. (4.35) denklemini∑n
i=1 γxi (1− η2r) vxi +

γ
2

(n− 1) (1− η2r) v ile çarpıp, Rn üzerinde integrallersek, (4.5)

ve (4.6)’dan,
3γ

2
‖∆ (v (t))‖2

L2(B(0,2r)) +
γ

2
‖vt (t)‖2

L2(B(0,2r))

59



+γ
d

dt

∑n

i=1

∫
Rn

xi (1− η2r (x)) vxi (t, x) vt (t, x) dx


+γ

d

dt

1

2
(n− 1)

∫
Rn

(1− η2r (x)) vt (t, x) v (t, x) dx



≤ γ

4r

∣∣∣∣∣∣∣
∑n

i=1

∫
B(0,4r)\B(0,2r)

ηxi

( x
2r

)
xi |vt (t, x)|2 dx

∣∣∣∣∣∣∣
+
γ

4r

∣∣∣∣∣∣∣
∑n

i=1

∫
B(0,4r)\B(0,2r)

ηxi

( x
2r

)
xi |∆v (t, x)|2 dx

∣∣∣∣∣∣∣
+γ

∣∣∣∣∣∣∣
∑n

i=1

∫
B(0,4r)\B(0,2r)

∆ ((1− η2r (x))xi) vxi (t, x) ∆v (t, x) dx

∣∣∣∣∣∣∣
+
γ

r

∣∣∣∣∣∣∣
∑n

i,j=1

∫
B(0,4r)\B(0,2r)

ηxj

( x
2r

)
xivxixj (t, x) ∆v (t, x) dx

∣∣∣∣∣∣∣
+
γ

2
(n− 1)

∣∣∣∣∣∣∣
∫

B(0,4r)\B(0,2r)

∆ ((1− η2r (x))) v (t, x) ∆v (t, x) dx

∣∣∣∣∣∣∣
+
γ

2r
(n− 1)

∣∣∣∣∣∣∣
∑n

i=1

∫
B(0,4r)\B(0,2r)

ηxi

( x
2r

)
vxi (t, x) ∆v (t, x) dx

∣∣∣∣∣∣∣
+γ

∣∣∣∣∣∣∣
∑n

i=1

∫
B(0,4r)

(1− η2r (x))xivxi (t, x) a (x) vt (t, x) dx

∣∣∣∣∣∣∣
+
γ

2
(n− 1)

∣∣∣∣∣∣∣
∫

B(0,4r)

(1− η2r (x)) v (t, x) a (x) vt (t, x) dx

∣∣∣∣∣∣∣
+γλ

∣∣∣∣∣∣∣
∑n

i=1

∫
B(0,4r)

(1− η2r (x))xivxi (t, x) v (t, x) dx

∣∣∣∣∣∣∣
+γ(p− 1)f(‖u (t)‖Lp(Rn))

∑n

i=1

∫
B(0,4r)

(1− η2r (x))xivxi (t, x)

×
1∫

0

|u (t, x) + σ (u (t+ τ, x)− u (t, x))|p−2 dσv (t, x) dx
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+γc ‖v (t)‖Lp(Rn)

∣∣∣∣∣∣∣
∑n

i=1

∫
B(0,4r)

(1− η2r (x))xivxi (t, x) |u(t+ τ, x)|p−2 u(t+ τ, x)dx

∣∣∣∣∣∣∣
+
γ

2
(n− 1) (p− 1)f(‖u (t)‖Lp(Rn))

∫
B(0,4r)

(1− η2r (x)) |v (t, x)|2

×
1∫

0

|u (t, x) + σ (u (t+ τ, x)− u (t, x))|p−2 dσdx

+
γ

2
(n− 1) ‖v (t)‖Lp(Rn)

∣∣∣∣∣∣∣
∫

B(0,4r)

(1− η2r (x)) v (t, x) |u(t+ τ, x)|p−2 u(t+ τ, x)dx

∣∣∣∣∣∣∣
≤ γc11 ‖vt (t)‖2

L2(B(0,4r)\B(0,2r)) + γc11 ‖∆v (t)‖2
L2(B(0,4r)\B(0,2r))

+γc11r ‖∇v (t)‖L2(B(0,4r)) (4.40)

elde ederiz. (4.35) denklemini βη2
rv ile çarpıp, Rn’de integrallersek,

β ‖ηr∆v(t)‖2
L2(Rn) + βλ ‖ηrv(t)‖2

L2(Rn)

+β
d

dt

∫
Rn

η2
r (x) vt (t, x) v(t, x)dx+

1

2

∫
Rn

η2
r (x)α (x) (v(t, x))2 dx


= β ‖ηrvt (t)‖2

L2(Rn) −
4β

r

n∑
i=1

∫
Rn

ηr (x) ηxi

(x
r

)
∆v(t, x)vxi(t, x)dx

−β
∫
Rn

∆
(
η2
r (x)

)
∆v(t, x)v(t, x)dx+ β(p− 1)f(‖u (t)‖pLp(Rn))

×
∫
Rn

 1∫
0

|u (t, x) + σ (u (t+ τ, x)− u (t, x))|p−2 dσ

 (ηr (x) v (t, x))2 dx

+β
f(‖u (t+ τ)‖pLp(Rn))− f

(
‖u (t)‖pLp(Rn)

)
τ

×
∫
Rn

|u(t+ τ, x)|p−2 u(t+ τ, x)η2
rvdx = 0, (t, x) ∈ (0,∞)× Rn,

alırız. Bir önceki eşitsizlikte (4.3), (4.5) ve (4.6)’yı göz önüne alarak,

β ‖∆ (v(t))‖2
L2(Rn\B(0,2r)) + βλ ‖v(t)‖2

L2(Rn\B(0,2r))

+β
d

dt

∫
Rn

η2
r (x) vt (t, x) v(t, x)dx+

1

2

∫
Rn

η2
r (x)α (x) (v(t, x))2 dx
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≤ β ‖ηrvt (t)‖2
L2(Rn\B(0,r)) + c12β +

c12β

r
‖v (t)‖2

H2(Rn) , ∀t ≥ 0, ∀r ≥ r0. (4.41)

buluruz. (4.39), (4.40) ve (4.41)’i toplarsak,

d

dt

p− 1

2
fε(‖u (t)‖pLp(Rn))

∫
Rn

 1∫
0

Ψε (u (t, x) + σ (u (t+ τ, x)− u (t, x))) dσ

 (v (t, x))2 dx


+
d

dt
(ERn(v(t))) + α0 ‖vt (t)‖2

L2(Rn\B(0,r)) +
3ε

2
‖∆ (v (t))‖2

L2(B(0,2r)) +
ε

2
‖vt (t)‖2

L2(B(0,2r))

+ε
d

dt

∑n

i=1

∫
Rn

xi (1− η2r (x)) vxi (t, x) vt (t, x) dx


+ε

d

dt

1

2
(n− 1)

∫
Rn

(1− η2r (x)) vt (t, x) v (t, x) dx


+β

d

dt

∫
Rn

η2
r (x) vt (t, x) v(t, x)dx+

1

2

∫
Rn

η2
r (x)α (x) (v(t, x))2 dx


+β ‖∆v (t)‖2

L2(Rn\B(0,2r)) + βλ ‖v (t)‖2
L2(Rn\B(0,2r))

≤ c10 max
0≤s1,s2≤ε

|f (s1)− f (s2)| ‖v (t)‖
2p−3

2(p−1)

H2(Rn) ‖vt (t)‖L2(Rn)

+c10ω (ε) ‖vt (t)‖L2(Rn) + c10 ‖v (t)‖
(p−1)
p

H2(Rn) ‖vt (t)‖L2(Rn)

+
c10

εp−1
‖v (t)‖

2p−3
2(p−1)

H2(Rn) +
c10

εmax{0,3−p} ‖v (t)‖
3
4

H2(Rn)

+γc11 ‖vt (t)‖2
L2(B(0,4r)\B(0,2r)) + γc11 ‖∆v (t)‖2

L2(B(0,4r)\B(0,2r))

+γc11r ‖∇v (t)‖L2(B(0,4r)) + β ‖ηrvt (t)‖2
L2(Rn\B(0,r)) + c12β +

c12β

r
‖v (t)‖2

H2(Rn)

alırız. Buradan, yeterince küçük ε > 0, γ > 0 ve β > 0 için Young eşitsizliği uygulaya-

rak,
d

dt
Ψ (t) + c13ERn (v (t)) ≤ c14 +

c15

r
‖v (t)‖2

H2(Rn) , (4.42)

elde ederiz. Burada c13 > 0 ve

Ψ (t) =
p− 1

2
fε(‖u (t)‖pLp(Rn))

∫
Rn

 1∫
0

Ψε (u (t, x) + σ (u (t+ τ, x)− u (t, x))) dσ

 (v (t, x))2 dx

+ERn(v(t)) + γ
∑n

i=1

∫
B(0,4r)

xi (1− η2r (x)) vxi (t, x) vt (t, x) dx

+
γ

2
(n− 1)

∫
B(0,4r)

(1− η2r (x)) vt (t, x) v (t, x) dx
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+β

∫
Rn

η2
r (x) vt (t, x) v(t, x)dx+

β

2

∫
Rn

η2
r (x)α (x) (v(t, x))2 dx.

Ayrıca, ε > 0, γ > 0 ve β > 0 değerleri yeterince küçük olduğu için,

cERn (v (t)) ≤ Ψ (t) ≤ c̃ERn (v (t)) (4.43)

eşitsizliği sağlanacak şekilde c > 0, c̃ > 0 vardır. Böylece, (4.42) ve (4.43)’ten, r →∞

iken limite geçerek,
d

dt
Ψ (t) + c15Ψ (t) ≤ c14

buluruz. Buradan ise keyfi T ≥ 0 için,

Ψ (t) ≤ ec11(s−t) (Ψ (s)− 1) + c13, ∀t ∈ [0, T ],

olur. Son eşitsizlikte s→ −∞ iken limite geçersek, keyfi T ≥ 0 için,

Ψ (t) ≤ c13, ∀t ∈ [0, T ],

alırız ve (4.43)’ü kullanırsak,

ERn (v (t)) ≤ c14, ∀t ∈ [0, T ],

olur. Üstteki eşitsizlikte, τ → 0 iken limite geçersek, v fonksiyonunun tanımından,

ERn (ut (t)) ≤ c14, ∀t ≥ 0,

elde ederiz. Bu değerlemeyi (4.1)’de göz önüne alırsak,

‖u (t)‖H4(Rn) ≤ c15

buluruz ve bunu bir önceki eşitsizlikle birlikte değerlendirirsek, C > 0 olmak üzere,

‖(u (t) , ut (t))‖H4(Rn)×H2(Rn) ≤ C,

alırız ve ispat tamamlanır.
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5 YARI DOĞRUSAL LEVHA DENKLEMİNİN

ÇÖZÜMLERİNİN ENERJİ SÖNÜMÜ

Bu bölümde, yarı doğrusal levha denklemi için,

utt + ∆2u+ a(x)ut + αu+ f(u) = 0, (t, x) ∈ (0,∞)× Rn, (5.1)

u(0, x) = u0(x), ut(0, x) = u1(x), x ∈ Rn, (5.2)

başlangıç-değer probleminin çözümlerinin üstel enerji sönümünü inceledik. Burada α >

0, olmakla birlikte a (·) ve f (·) fonksiyonları aşağıdaki koşulları sağlamaktadır:

a ∈ L∞(Rn), a(·) ≥ 0, h.h.y. Rn’de, (5.3)

her hangi bir r0 > 0 için, a(·) ≥ a0 > 0 h.h.y. {x ∈ Rn : |x| ≥ r0} ’da, (5.4)

f ∈ C1(R), |f ′(s)| ≤ C
(
1 + |s|p−1) , p > 1, (n− 4)p ≤ n, (5.5)

f(s)s ≥ 0, ∀s ∈ R. (5.6)

Yarı grup teorisi kullanarak, (5.3), (5.5) ve (5.6) koşulları altında, her (u0, u1) ∈

H2 (Rn) × L2 (Rn) başlangıç verisi için, (5.1)-(5.2) probleminin, C ([0,∞);H2 (Rn))∩

C1 ([0,∞);L2 (Rn)) sınıfından olan zayıf çözümünün var ve tek olduğu kolayca görüle-

bilir (bkz [33], 3.bölüm). (5.1)-(5.2) probleminin enerji fonksiyonelini

E (t, u0, u1) =
1

2

∫
Rn

(
|ut (t, x)|2 + |∆u (t, x)|2 + α |u (t, x)|2

)
dx+

∫
Rn
F (u(t, x)) dx,

şeklinde tanımlayalım. Burada u (t, x) fonksiyonu (5.1)-(5.2) probleminin (u0, u1) ∈

H2 (Rn)×L2 (Rn) başlangıç verisine uygun zayıf çözümüdür ve her z ∈ R için F (z) =∫ z
0
f (s) ds.

(5.1)-(5.2) probleminin çözümünün üstel enerji sönümüne sahip olması ile, her

(u0, u1) ∈ H2 (Rn)× L2 (Rn) başlangıç verisi için

E (t, u0, u1) ≤ C E (0 , u0, u1) e−γt , ∀t ≥ 0,

eşitsizliği sağlanacak şekilde C > 1, γ > 0 sabitlerinin bulunmasını kastedeceğiz.

Bu bölümde elde ettiğimiz esas sonuç şu şekildedir:
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Teorem 5.0.1 (5.3)-(5.6) koşulları sağlansın. Ek olarak,

(i) (Yerel olmayan Lipschitz durumu) f ′ ∈ L∞ (R) ve

lim
s→−∞

f(s)

s
= α1 ∈ [0,∞), lim

s→∞

f(s)

s
= α2 ∈ [0,∞), (5.7)

ya da

(ii) (Süper lineer durumu)

f (s) s ≥ (2 + δ)F (s) , ∀s ∈ R, (5.8)

eşitsizliği sağlanacak şekilde δ > 0 vardır, koşullarından biri sağlansın.

Bu durumda (5.1)-(5.2) probleminin (u0, u1) ∈ H2 (Rn) × L2 (Rn) başlangıç değerine

sahip her u (t, x) zayıf çözümü için,

E (t, u0, u1) ≤ C E (0 , u0, u1) e−γt , ∀t ≥ 0,

eşitsizliği sağlanacak şekilde C > 1 ve γ > 0 sabitleri vardır .

5.1 ÇÖZÜMLERİN ÜSTEL ENERJİ SÖNÜMÜ

İspata aşağıdaki lemma ile başlayalım.

Lemma 5.1.1 (5.5) koşulu sağlansın . Eğer {uk}∞k=1 dizisi H2(Rn)’de zayıf yakınsaksa

ve pozitif {λk}∞k=1 dizisi yakınsaksa,

lim sup
m→∞

lim sup
k→∞

∥∥∥∥ 1

λk
f(λkuk)−

1

λm
f(λmum)

∥∥∥∥
L2(Rn)

≤ C lim sup
m→∞

lim sup
k→∞

‖uk − um‖H2(Rn) (5.9)

eşitsizliği sağlanacak şekilde C = C(f, sup
k
λk, sup

k
‖uk‖H2(Rn)) > 0 vardır. Ayrıca, ek

olarak (i) koşulu sağlanırsa, (5.9) eşitsizliği, C sabiti sadece f fonksiyonuna bağlı

olmak üzere, aynı zamanda λk →∞ durumunda da sağlanır.

İspat. Kabul edelim ki uk
w→ u H2(Rn)’de ve λk → λ0 ∈ [0,∞] olsun. Üçgen eşitsizliği

kullanarak,∥∥∥∥ 1

λk
f(λkuk)−

1

λm
f(λmum)

∥∥∥∥
L2(Rn)

≤
∥∥∥∥ 1

λk
f(λkuk)−

1

λk
f(λku)

∥∥∥∥
L2(Rn)
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+

∥∥∥∥ 1

λk
f(λku)− 1

λm
f(λmu)

∥∥∥∥
L2(Rn)

+

∥∥∥∥ 1

λm
f(λmu)− 1

λm
f(λmum)

∥∥∥∥
L2(Rn)

(5.10)

eşitsizliğini alırız. (5.10) eşitsizliğinin sağ tarafındaki ilk terimi değerlendirelim. Sobo-

lev gömülme teoremlerine göre, H2(Rn) ⊂ L
2n

(n−4)+ (Rn) ∩ L2(Rn) olduğundan, (5.5) ve

Hölder eşitsizliğinden, ∥∥∥∥ 1

λk
f(λkuk)−

1

λk
f(λku)

∥∥∥∥
L2(Rn)

≤ C1

(∫
Rn
|uk − u|2

(
1 + (λkuk)

2(p−1) + (λku)2(p−1)
)
dx

) 1
2

≤ C2

(
‖uk − u‖L2(Rn) + ‖uk − u‖H2(Rn)

(
‖λkuk‖p−1

H2(Rn) + ‖λku‖p−1
H2(Rn)

))
elde ederiz. Böylece λ0 ∈ [0,∞) için, pozitif C3 sabiti sup

k
λk ve sup

k
‖uk‖H2(Rn) değerlerine

bağlı olmak üzere∥∥∥∥ 1

λk
f(λkuk)−

1

λk
f(λku)

∥∥∥∥
L2(Rn)

≤ C3 ‖uk − u‖H2(Rn) , (5.11)

olur. Ek olarak, (i) koşulu sağlanırsa, her λ0 ∈ [0,∞] için (5.11) elde edilir. Bu durumda

(5.11)’in sağındaki sabit sadece ‖f ′‖L∞(R) değerine bağlıdır. (5.10) eşitsizliğinin sağ

tarafındaki üçüncü terim için aynı argümanlar göz önüne alınırsa∥∥∥∥ 1

λm
f(λmu)− 1

λm
f(λmum)

∥∥∥∥
L2(Rn)

≤ C4 ‖um − u‖H2(Rn) (5.12)

sağlanır. (5.10) eşitsizliğinin sağ tarafındaki
∥∥∥ 1
λk
f(λku)− 1

λm
f(λmu)

∥∥∥
L2(Rn)

terimini ise

üç farklı durum altında değerlendireceğiz.

1. Durum: λ0 ∈ (0,∞).

f fonksiyonunun sürekliliğinden,

lim
k→∞

1

λk
f(λku) =

1

λ0

f(λ0u) h.h.y. Rn’de,

alırız. {λk}∞k=1 dizisi yakınsak olduğundan,∣∣∣∣ 1

λk
f(λku)

∣∣∣∣ ≤ C5 (|u|+ |u|p)

olur ve ∣∣∣∣ 1

λk
f(λku)− 1

λm
f(λmu)

∣∣∣∣2 ≤ C6 (|u|2 + |u|2p),

elde ederiz. Sobolev gömülme teoremine göre H2(Rn) ⊂ L2p(Rn) olduğundan, Lebesgue

yakınsaklık teoreminden,

lim
m→∞

lim
k→∞

∥∥∥∥ 1

λk
f(λku)− 1

λm
f(λmu)

∥∥∥∥2

L2(Rn)

= 0, (5.13)
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buluruz.

2. Durum: λ0 = 0.

Q1 := {x ∈ Rn : u(x) 6= 0} ve Q2 := {x ∈ Rn : u(x) = 0} kümelerini tanımlayalım.

Böylece,

lim
k→∞

1

λk
f(λku) = lim

k→∞

f(λku)

λku
u = f ′(0)u, h.h.y. Q1’de,

elde ederiz ve (5.6)’dan

lim
k→∞

1

λk
f(λku) = 0 = f ′(0)u, Q2’de,

olur. 1. duruma benzer olarak, Lebesgue yakınsaklık teoreminden,

lim
m→∞

lim
k→∞

∥∥∥∥ 1

λk
f(λku)− 1

λm
f(λmu)

∥∥∥∥2

L2(Rn)

= 0, (5.14)

alırız.

3. Durum: λ0 =∞ olsun ve ek olarak, (i) koşulu sağlansın.

Şu şekilde kümeler tanımlayalım: Q̂1 := {x ∈ Rn : u(x) < 0}, Q̂2 := {x ∈ Rn : u(x) > 0}

ve Q̂3 := {x ∈ Rn : u(x) = 0}. (5.6) ve (5.7)’yi göz önüne alırsak,

lim
k→∞

1

λk
f(λku) = lim

k→∞

f(λku)

λku
u = α1u, h.h.y. Q̂1’de,

lim
k→∞

1

λk
f(λku) = lim

k→∞

f(λku)

λku
u = α2u, h.h.y. Q̂2’de,

lim
k→∞

1

λk
f(λku) = 0, Q̂3’de,

elde ederiz. Böylece,

lim
k→∞

1

λk
f(λku) = (α1χQ1 + α2χQ2 )u, h.h.y. Rn’de,

alırız. Aşağıdaki∣∣∣∣ 1

λk
f(λku)− 1

λm
f(λmu)

∣∣∣∣2 ≤ 2

(∣∣∣∣f(λku)

λk

∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣f(λmu)

λm

∣∣∣∣2
)
≤ C7 u

2, h.h.y. Rn’de,

eşitsizliğini ve tekrar Lebesgue yakınsaklık teoremi kullanırsak,

lim
m→∞

lim
k→∞

∥∥∥∥ 1

λk
f(λku)− 1

λm
f(λmu)

∥∥∥∥2

L2(Rn)

= 0, (5.15)

olur. (5.10)-(5.15)’ten,

lim sup
m→∞

lim sup
k→∞

∥∥∥∥ 1

λk
f(λkuk)−

1

λm
f(λmum)

∥∥∥∥
L2(Rn)
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≤ C8

(
lim sup
k→∞

‖uk − u‖H2(Rn) + lim sup
m→∞

‖um − u‖H2(Rn)

)
, (5.16)

eşitsizliğini elde ederiz. Ayrıca, uk
w→ u H2(Rn)’de olduğundan

lim sup
m→∞

lim sup
k→∞

‖uk − um‖2
H2(Rn)

= lim sup
m→∞

lim sup
k→∞

(
‖uk‖2

H2(Rn) − 2 〈uk, um〉H2(Rn) + ‖um‖2
H2(Rn)

)
= 2 lim sup

k→∞
‖uk‖2 − 2 lim sup

k→∞
〈uk, u〉H2(Rn)

= 2 lim sup
k→∞

‖uk − u‖2
H2(Rn)

alırız. Bu eşitliği ve (5.16)’yı kullanarak, (5.9)’u elde ederiz ve ispat tamamlanır.

Şimdi de aşağıdaki problemi inceleyelim: uλtt + ∆2uλ + a(x)uλt + αuλ + Φλ(uλ) = 0, (t, x) ∈ (0,∞)× Rn,

uλ(0, ·) = u0λ ∈ H2(Rn), uλt(0, ·) = u1λ ∈ L2(Rn).
(5.17)

Burada Φλ(u) =



f ′(0)u, λ = 0,

1
λ
f(λu), λ ∈ (0,∞) , α1u, u ≤ 0

α2u, u > 0
, λ =∞.

Yarı grup teorisi kullanarak, (5.3), (5.5) ve (5.6) koşulları altında (5.17) probleminin,

her λ ∈ [0,∞] için, H2(Rn) × L2(Rn) uzayında kuvvetli sürekli
{
Sλ(t)

}
t≥0

yarıgrubu

oluşturduğunu kolayca görebiliriz.

Lemma 5.1.2 Kabul edelim ki (5.3), (5.5) ve (5.6) koşulları sağlansın. Eğer 0 < λk →

λ0 ∈ [0,∞) ve (u0k, u1k)→ (u0, u1) H2(Rn)× L2(Rn)’de ise

Sλk(t)(u0k, u1k)→ Sλ0(t)(u0, u1) H2(Rn)× L2(Rn)’de, (5.18)

olur. Ek olarak (i) koşulu sağlanırsa (5.18), λ0 =∞ durumunda da geçerlidir.

İspat. Bu ispattaki değerlendirmeler, öncelikleH4(Rn)×H2(Rn) uzayından olan başlangıç

verilerine uygun kuvvetli çözümler için elde edildikten sonra standart yoğunluk argüman-

ları kullanılarak, H2(Rn) × L2(Rn) uzayından olan başlangıç verilerine uygun zayıf

çözümler için de doğrulanabilir.

(uk(t), ukt(t)) = Sλk(t)(u0k, u1k) şeklinde tanımlayalım. (5.17)1 denkleminde, uλ(t)

ve λ yerine sırasıyla, uk(t) ve λk yazarsak ve elde ettiğimiz denklemi 2ukt ile çarpıp,
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(0, t)× Rn üzerinde integrallersek, (5.5)’ten

‖ukt (t)‖2
L2(Rn) + ‖∆uk (t)‖2

L2(Rn) + α ‖uk (t)‖2
L2(Rn) +

2

λ2
k

∫
Rn
F (λkuk(t, x)) dx+

+

∫ t

0

∫
Rn
a (x) |ukt (t, x)|2 dx = ‖ukt (0)‖2

L2(Rn) + ‖∆uk (0)‖2
L2(Rn) + α ‖uk (0)‖2

L2(Rn)

+
2

λ2
k

∫
Rn
F (λkuk(0, x)) dx ≤ C

(
‖u1k‖2

L2(Rn) + ‖u0k‖2
H2(Rn) + ‖u0k‖p+1

H2(Rn)

)
, (5.19)

alırız. Burada pozitif C sabiti sup
k
λk değerine bağlıdır. Ek olarak (i) koşulu sağlanırsa

C sabiti sadece ‖f ′‖L∞(R) değerine bağlıdır. (5.3) ve (5.6)’yı kullanarak, (5.19)’dan

‖ukt (t)‖2
L2(Rn) +‖uk (t)‖2

H2(Rn) ≤ C
(
‖u1k‖2

L2(Rn) + ‖u0k‖2
H2(Rn) + ‖u0k‖p+1

H2(Rn)

)
, (5.20)

elde ederiz. {(u0k, u1k)}∞k=1 dizisi yakınsak olduğundan aynı zamanda sınırlıdır. Bu ne-

denle, {uk}∞k=1 dizisi L∞(0,∞;H2(Rn)) uzayında ve {ukt}∞k=1 dizisi ise L∞(0,∞;L2(Rn))

uzayında sınırlıdır. Böylece, Banach-Alaoglu teoreminden, ukm
w∗→ u L∞(0,∞;H2(Rn))’de,

ukmt
w∗→ ut L∞(0,∞;L2(Rn))’de

(5.21)

yakınsamaları sağlanacak şekilde {ukm}
∞
m=1 alt dizisi vardır. Buradan {ukm}

∞
m=1 dizisi-

ninH1 ((0,∞)× Rn)’de sınırlı olduğunu elde ederiz. Ardından,H1 ((0, T )×B(0, r)) ↪→

L2 ((0, T )×B(0, r)) kompakt gömülmesini kullanarak, keyfi r > 0 ve T > 0 için,

ukm → u L2 ((0, T )×B(0, r)) ’de,

buluruz. Böylece, ukml (t, x)→ u(t, x) h.h.y. (0, T )×B(0, r)’de olacak şekilde
{
ukml

}∞
l=1

⊂ {ukm}
∞
m=1 alt dizisinin varlığını elde ederiz. Böylelikle, bir önceki lemmadaki argüman-

ların aynılarını kullanarak

1

λkml
f(λkmlukml (t, x))→ Φλ0(u(t, x)) h.h.y. (0, T )×B(0, r)’de

alırız. Diğer taraftan, (5.5)’ten,
{

1
λkm

f(λkmukm)
}∞
m=1

dizisi L2((0,∞) × Rn)’de sınırlı

olduğundan,

1

λkml
f(λkmlukml )

w→ Φλ0(u) L2 ((0, T )×B(0, r)) ’de, (5.22)

olacak şekilde {kml} alt dizisi vardır. Dahası, (5.17)1 ve (5.20)-(5.22)’den,
{
ukml tt

}∞
l=1

dizisi L∞(0,∞;H−2(Rn))’de sınırlıdır. Böylece

ukml tt
w∗→ utt L∞(0,∞;H−2(Rn))’de, (5.23)
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elde ederiz. (5.20)-(5.23)’ten, u(t, x) fonksiyonunun, (5.17) probleminin çözümü olduğunu

elde ederiz. Çözümün tekliğini kullanarak

Sλkml (t)(u0kml
, u1kml

)
w→ Sλ0(t)(u0, u1) H2(Rn)× L2(Rn)’de,

alırız. Benzer şekilde, {uk}∞k=1 dizisinin her alt dizisinin, u fonksiyonuna yakınsayan

başka bir alt dizisinin var olduğunu söyleyebiliriz. Bu ise bize

Sλk(t)(u0k, u1k)
w→ Sλ0(t)(u0, u1) H2(Rn)× L2(Rn)’de, (5.24)

yakınsamasını verir. Aşağıdaki

uktt−umtt+∆2 (uk − um)+a (x) (ukt − umt)+α (uk − um)+
1

λk
f (λkuk)−

1

λm
f (λmum) = 0,

denklemini 2(ukt − umt) ile çarpıp, (0, t) × Rn’de integrallersek ve (5.3)’ü göz önüne

alırsak,

‖ukt (t)− umt (t)‖2
L2(Rn) + ‖∆uk (t)−∆um (t)‖2

L2(Rn) + α ‖uk (t)− um (t)‖2
L2(Rn)

≤ ‖u1k − u1m‖2
L2(Rn) + ‖∆u0k −∆u0m‖2

L2(Rn) + α ‖u0k − u0m‖2
L2(Rn)

+

∫ t

0

(
‖ukt(s)− umt(s)‖2

L2(Rn) +

∥∥∥∥ 1

λk
f(λkuk(s))−

1

λm
f(λmum(s))

∥∥∥∥2

L2(Rn)

)
ds,

buluruz. Üstteki eşitsizliği ve Lemma 5.1.1’i kullanarak,

lim sup
m→∞

lim sup
k→∞

(
‖ukt(t)− umt(t)‖2

L2(Rn) + ‖uk(t)− um(t)‖2
H2(Rn)

)
≤ C lim sup

m→∞
lim sup
k→∞

∫ t

0

(
‖ukt(s)− umt(s)‖2

L2(Rn) + ‖uk(s)− um(s)‖2
H2(Rn)

)
ds,

elde ederiz. {(uk, ukt)}∞k=1 dizisi L∞(0,∞;H2 (Rn)×L2 (Rn))’de sınırlı olduğundan, ters

Fatou eşitsizliğini kullanırsak,

lim sup
m→∞

lim sup
k→∞

(
‖ukt(t)− umt(t)‖2

L2(Rn) + ‖uk(t)− um(t)‖2
H2(Rn)

)
≤ C

∫ t

0

lim sup
m→∞

lim sup
k→∞

(
‖ukt(s)− umt(s)‖2

L2(Rn) + ‖uk(s)− um(s)‖2
H2(Rn)

)
ds,

olur. Böylelikle, Gronwall eşitsizliği kullanarak,

lim sup
m→∞

lim sup
k→∞

(
‖ukt(t)− umt(t)‖2

L2(Rn) + ‖uk(t)− um(t)‖2
H2(Rn)

)
= 0,

alırız. Böylece, {(uk (t) , ukt (t))}∞k=1 dizisi H2 (Rn) × L2 (Rn)’de Cauchy dizisi olur ve

(5.24)’ü de dikkate alırsak (5.18)’i elde edip, ispatı tamamlarız.
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Lemma 5.1.3 (5.3)-(5.6) koşulları sağlansın ve B kümesi H2 (Rn)×L2 (Rn)’de sınırlı

küme olsun. Bu durumda, her M > 0 için,
{
Sλk(tk)ϕk

}∞
k=1

, {ϕk}∞k=1 ⊂ B, tk →

∞, {λk}∞k=1 ⊂ (0,M ] şeklindeki dizi H2 (Rn) × L2 (Rn)’de prekompakttır. Ek olarak,

(i) koşulu sağlansın, bu durumda
{
Sλk(tk)ϕk

}∞
k=1

, {ϕk}∞k=1 ⊂ B, tk → ∞, λk → ∞

şeklindeki dizi de H2 (Rn)× L2 (Rn)’de prekompakttır.

İspat. {ϕk}∞k=1 dizisi H2 (Rn) × L2 (Rn)’de sınırlı olduğundan, lemmanın koşulları

altında, (5.20)’den
{
Sλk (.)ϕk

}∞
k=1

dizisi Cb (0,∞;H2 (Rn)× L2 (Rn)) uzayında sınırlı

olur. Böylece, keyfi T0 ≥ 0 için, tkm ≥ T0, ve

λkm → λ0 R’de,

Sλkm (tkm − T0)ϕkm
w→ ϕ0 H2 (Rn)× L2 (Rn) ’de,

vm
w∗→ v L∞ (0,∞;H2 (Rn)) ’de,

vmt
w∗→ vt L∞ (0,∞;L2 (Rn)) ’de,

vm(t)
w→ v(t) H2 (Rn) ’de ∀t ≥ 0,

(5.25)

olacak şekilde {km}∞m=1 alt dizisi ve λ0 ∈ [0,∞], ϕ0 ∈ H2 (Rn) × L2 (Rn) ve v ∈

L∞ (0,∞;H2 (Rn)) ∩W 1,∞ (0,∞;L2 (Rn)) vardır. Burada (vm(t) , vmt (t)) = Sλkm (t +

tkm − T0)ϕkm olmakla birlikte R ile genişletilmiş reel sayılar kümesi gösterilmektedir.

(5.19)’u göz önüne alırsak,∫ T

0

‖vmt(t)‖2
L2(RnrB(0,r0)) dt ≤ c1, ∀T ≥ 0, (5.26)

olur. (5.17)1’den,

vmtt + ∆2vm + a(x)vmt + αvm +
1

λkm
f (λkmvm) = 0,

alırız. η ∈ C∞ (Rn) kesme fonksiyonu Teorem 3.3.2’deki gibi tanımlansın. Üstteki denk-

lemi η2
rvm ile çarpıp, (0, T )× Rn üzerinde integrallersek, (5.6)’yı dikkate alarak,∫ T

0

(
‖ηr∆vm(t)‖2

L2(Rn) + α ‖ηrvm(t)‖2
L2(Rn)

)
dt

≤
∫ T

0

‖ηrvmt(t)‖2
L2(Rn) dt−

(∫
Rn
η2
r (x) vmt (t, x) vm (t, x) dx

)∣∣∣∣T
0

−4

r

∑n

i=1

∫ T

0

∫
Rn
ηr (x) ηxi(

x

r
)∆vm (t, x) vmxi (t, x) dxdt

−
∫ T

0

∫
Rn

∆
(
η2
r (x)

)
∆vm (t, x) vm (t, x) dxdt− 1

2

(∫
Rn
η2
r (x) a (x) v2

m (t, x) dx

)∣∣∣∣T
0

,
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elde ederiz. (5.25) ve (5.26)’dan,

lim sup
m→∞

∫ T

0

(
‖ηr∆vm(t)‖2

L2(Rn) + α ‖ηrvm(t)‖2
L2(Rn)

)
dt

≤ c2

(
1 +

T

r

)
, ∀T ≥ 0, ∀r ≥ r0, (5.27)

buluruz. Diğer taraftan, (5.17)1’den aynı zamanda,

vmtt − vltt + ∆2 (vm − vl) + a(x) (vmt − vlt) + α (vm − vl)

+
1

λkm
f (λkmvm)− 1

λkl
f (λklvl) = 0, (5.28)

denklemini buluruz. (5.28) denklemini∑n

i=1
xi (1− η2r) (vm − vl)xi +

1

2
(n− 1) (1− η2r) (vm − vl)

ile çarpıp, (0, T )× Rn üzerinde integrallersek, {λkm}
∞
m=1 ⊂ (0,M ] için,

3

2

∫ T

0

‖∆ (vm (t)− vl (t))‖2
L2(B(0,2r)) dt+

1

2

∫ T

0

‖vmt (t)− vlt (t)‖2
L2(B(0,2r)) dt

≤

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

(∫
B(0,4r)

(1− η2r (x))xi (vm(T, x)− vl(T, x))xi (vmt(T, x)− vlt(T, x)) dx

)∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

(∫
B(0,4r)

(1− η2r (x))xi (vm(0, x)− vl(0, x))xi (vmt(0, x)− vlt(0, x)) dx

)∣∣∣∣∣
+

(n− 1)

2

∣∣∣∣(∫
B(0,4r)

(1− η2r (x)) (vmt(T, x)− vlt(T, x)) (vm(T, x)− vl(T, x)) dx

)∣∣∣∣
+

(n− 1)

2

∣∣∣∣(∫
B(0,4r)

(1− η2r (x)) (vmt(0, x)− vlt(0, x)) (vm(0, x)− vl(0, x)) dx

)∣∣∣∣
+

1

4r

∣∣∣∣∑n

i=1

∫ T

0

∫
B(0,4r)\B(0,2r)

ηxi

( x
2r

)
xi(vmt (t, x)− vlt (t, x))2dxdt

∣∣∣∣
+

1

4r

∣∣∣∣∑n

i=1

∫ T

0

∫
B(0,4r)\B(0,2r)

ηxi

( x
2r

)
xi(∆vm (t, x)−∆vl (t, x))2dxdt

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

∫ T

0

∫
B(0,4r)

∆ ((1− η2r (x))xi) (vm (t, x)− vl (t, x))xi ∆ (vm (t, x)− vl (t, x)) dxdt

∣∣∣∣∣
+

1

r

∣∣∣∣∣
n∑

i,j=1

∫ T

0

∫
B(0,4r)\B(0,2r)

ηxj

( x
2r

)
xi (vm (t, x)− vl (t, x))xixj ∆ (vm (t, x)− vl (t, x)) dxdt

∣∣∣∣∣
+

(n− 1)

2

∣∣∣∣∫ T

0

∫
B(0,4r)

∆ (1− η2r (x)) (vm (t, x)− vl (t, x)) ∆ (vm (t, x)− vl (t, x)) dxdt

∣∣∣∣
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+
(n− 1)

2r

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

∫ T

0

∫
B(0,4r)

ηxi

( x
2r

)
(vm (t, x)− vl (t, x))xi ∆ (vm (t, x)− vl (t, x)) dxdt

∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

∫ T

0

∫
B(0,4r)

(1− η2r (x))xi (vm (t, x)− vl (t, x))xi a (x) (vmt (t, x)− vlt (t, x)) dxdt

∣∣∣∣∣
+

(n− 1)

2

∣∣∣∣∫ T

0

∫
B(0,4r)

(1− η2r (x)) (vm (t, x)− vl (t, x)) a (x) (vmt (t, x)− vlt (t, x)) dxdt

∣∣∣∣
+α

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

∫ T

0

∫
B(0,4r)

(1− η2r (x))xi (vm (t, x)− vl (t, x))xi (vm (t, x)− vl (t, x)) dxdt

∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

∫ T

0

∫
B(0,4r)

(1− η2r (x))xi (vm (t, x)− vl (t, x))xi(
1

λkm
f (λkmvm (t, x))− 1

λkl
f (λklvl (t, x))

)
dxdt

∣∣∣∣
+

1

2
(n− 1)

∣∣∣∣∫ T

0

∫
B(0,4r)

(1− η2r (x)) (vm (t, x)− vl (t, x))(
1

λkm
f (λkmvm (t, x))− 1

λkl
f (λklvl (t, x))

)
dxdt

∣∣∣∣
≤ c3r

(
‖∇vm (T )−∇vl (T )‖L2(B(0,4r)) + ‖∇vm (0)−∇vl (0)‖L2(B(0,4r))

)
+c3 ‖vmt − vlt‖2

L2(0,T ;L2(B(0,4r)\B(0,2r))) + c3 ‖vm − vl‖2
L2(0,T ;H2(B(0,4r)\B(0,2r)))

+c3r
√
T ‖∇vm −∇vl‖L2((0,T )×B(0,4r)) ,

elde ederiz. Burada c3 sabiti sup
m
‖vmt‖L∞(0,∞;L2(Rn)), sup

m
‖vm‖L∞(0,∞;H2(Rn)) , ‖η‖C2(B(0,2))

ve M değerlerine bağlıdır. Ek olarak, (i) koşulu sağlanırsa, üstteki eşitsizlik {λkm}
∞
m=1 ⊂

(0,∞) durumunda da sağlanır. Bu durumda, c3 sabiti sup
m
‖vmt‖L∞(0,∞;L2(Rn)),

sup
m
‖vm‖L∞(0,∞;H2(Rn)) , ‖η‖C2(B(0,2)) ve ‖f ′‖L∞(R) değerlerine bağlıdır. {vm}∞m=1 dizisi

C ([0, T ] ;H2 (Rn))’de sınırlı ve {vmt}∞m=1 dizisi C ([0, T ] ;L2 (Rn))’de sınırlı olduğundan,

genelleştirilmiş Arzela-Ascoli teoreminden, {vm}∞m=1 dizisi, her r > 0 için,

C ([0, T ] ;H1 (B (0, r)))’de prekompakttır. Böylece, (5.25)’e göre, {vm}∞m=1 dizisi v fonk-

siyonuna, her r > 0 için, C ([0, T ] ;H1 (B (0, r)))’de kuvvetli yakınsaktır. Ardından, son

eşitsizlikte (5.25)-(5.27)’yi göz önüne alırsak,

lim sup
m→∞

lim sup
l→∞

∫ T

0

[
‖∆ (vm (t)− vl (t))‖2

L2(B(0,2r)) + ‖vmt (t)− vlt (t)‖2
L2(B(0,2r))

]
dt

≤ c3r lim sup
m→∞

lim sup
l→∞

(
‖∇vm (T )−∇vl (T )‖L2(B(0,4r)) + ‖∇vm (0)−∇vl (0)‖L2(B(0,4r))

)
+c3r

√
T lim sup

m→∞
lim sup
l→∞

‖∇vm −∇vl‖L2((0,T )×B(0,4r)) + c4

(
1 +

T

r

)
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= c4

(
1 +

T

r

)
, ∀T ≥ 0, ∀r ≥ r0,

buluruz. Bu eşitsizliği ise tekrar (5.25)-(5.27) ile birlikte değerlendirirsek,

lim sup
m→∞

lim sup
l→∞

∫ T

0

[
‖vm (t)− vl (t)‖2

H2(Rn) + ‖vmt (t)− vlt (t)‖2
L2(Rn)

]
dt

≤ c5

(
1 +

T

r

)
, ∀ T ≥ 0, ∀ r ≥ r0

elde ederiz. Üstteki eşitsizlikte r →∞ iken limite geçtiğimizde, herT ≥ 0 için

lim sup
m→∞

lim sup
l→∞

∫ T

0

[
‖vm (t)− vl (t)‖2

H2(Rn) + ‖vmt (t)− vlt (t)‖2
L2(Rn)

]
dt ≤ c5, (5.29)

olur. Ardından, (5.28) denklemini 2 (vmt − vlt) ile çarpıp, (t, T )×Rn üzerinde integral-

lersek, (5.3)’ten,

‖vmt (T )− vlt (T )‖2
L2(Rn) + ‖∆ (vm (T )− vl (T ))‖2

L2(Rn) + α ‖vm (T )− vl (T )‖2
L2(Rn)

≤ ‖vmt (t)− vlt (t)‖2
L2(Rn) + ‖∆ (vm (t)− vl (t))‖2

L2(Rn) + α ‖vm (t)− vl (t)‖2
L2(Rn)

+2

∫ T

t

∫
Rn

(
1

λkl
f (λklvl (s, x))− 1

λkm
f (λkmvm (s, x))

)
(vmt (s, x)− vlt (s, x)) dxds,

alırız. Son eşitsizliği 0 dan T ’ye kadar, t değişkenine göre integralleyip, (5.29)’u göz

önüne alırsak, her T ≥ 1 için,

lim sup
m→∞

lim sup
l→∞

(
‖vmt (T )− vlt (T )‖2

L2(Rn) + ‖∆ (vm (T )− vl (T ))‖2
L2(Rn)

+α ‖vm (T )− vl (T )‖2
L2(Rn)

)
≤ c6

T

+
1

T
lim sup
m→∞

lim sup
l→∞

∫ T

0

∫ T

t

∫
Rn

(
1

λkl
f (λklvl (s, x))− 1

λkm
f (λkmvm (s, x))

)
× (vmt (s, x)− vlt (s, x)) dxdsdt, (5.30)

buluruz. (5.30) eşitsizliğinin sağ tarafındaki ikinci terimi değerlendirelim. (5.7) ve (5.25)’ten,

1

λ2
km

F (λkmvm (t, x))→ Ψλ0 (v (t, x)) h.h.y. (0, T )×B (0, r) ’de, ∀ r > 0,

elde ederiz. Burada Ψλ (s) =
∫ s

0
Φλ (τ) dτ ’dır. Diğer taraftan,

{
1

λ2
km

F (λkmvm)
}∞
m=1

di-

zisi W 1,1 ((0, T )× Rn)’de sınırlı olduğundan,
1

λ2
km

F (λkmvm)→ Ψλ0 L1 ((0, T )×B (0, r)) ’de, ∀ T > 0, ∀ r > 0,

1
λ2
km

F (λkmvm)
w→ Ψλ0 L

n+1
n ((0, T )× Rn) ’de,

(5.31)
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olur. Buradan, (5.6), (5.27) ve (5.31)’i kullanarak,

lim sup
m→∞

lim sup
l→∞

∫ T

0

∫ T

t

∫
Rn

(
1

λkl
f (λklvl (s, x))− 1

λkm
f (λkmvm (s, x))

)
× (vmt (s, x)− vlt (s, x)) dxdsdt

= lim sup
m→∞

lim sup
l→∞

∫ T

0

∫ T

t

∫
Rn

(
− 1

λkl
f (λklvl (s, x)) vlt (s, x)

− 1

λkm
f (λkmvm (s, x)) vmt (s, x) + 2

∂

∂s
Ψλ0 (v(s, x))

)
dxdsdt

≤ T lim sup
m→∞

lim sup
l→∞

∫
Rn

(
− 1

λ2
kl

F (λklvl (T, x))− 1

λ2
km

F (λkmvm (T, x)) + 2Ψλ0 (v(T, x))

)
dx

+lim sup
m→∞

lim sup
l→∞

∫ T

0

∫
B(0,r)

(
1

λ2
kl

F (λklvl (t, x)) +
1

λ2
km

F (λkmvm (t, x))− 2Ψλ0 (v(t, x))

)
dxdt

+lim sup
m→∞

lim sup
l→∞

∫ T

0

∫
Rn\B(0,r)

(
1

λ2
kl

F (λklvl (t, x)) +
1

λ2
km

F (λkmvm (t, x))− 2Ψλ0 (v(t, x))

)
dxdt

= −T lim inf
m→∞

lim inf
l→∞

∫
Rn

(
1

λ2
kl

F (λklvl (T, x)) +
1

λ2
km

F (λkmvm (T, x))− 2Ψλ0 (v(T, x))

)
dx

+lim sup
m→∞

lim sup
l→∞

∫ T

0

∫
Rn\B(0,r)

(
1

λ2
kl

F (λklvl (t, x)) +
1

λ2
km

F (λkmvm (t, x))− 2Ψλ0 (v(t, x))

)
dxdt

≤ lim sup
m→∞

lim sup
l→∞

∫ T

0

∫
Rn\B(0,r)

(
1

λ2
kl

F (λklvl (t, x)) +
1

λ2
km

F (λkmvm (t, x))

)
dxdt

≤ c7 lim sup
m→∞

∫ T

0

(
‖vm (t)‖2

L2(Rn\B(0,r)) + ‖∆vm (t)‖2
L2(Rn\B(0,r))

)
dt

≤ c8

(
1 +

T

r

)
, ∀T ≥ 0, ∀r ≥ r0,

buluruz ve sonuç olarak r →∞ iken limite geçersek, {λkm}
∞
m=1 ⊂ (0,M ] için,

lim sup
m→∞

lim sup
l→∞

∫ T

0

∫ T

t

∫
Rn

(
1

λkl
f (λklvl (s, x))− 1

λkm
f (λkmvm (s, x))

)
× (vmt (s, x)− vlt (s, x)) dxdsdt

≤ c8, ∀T ≥ 0, (5.32)

elde ederiz. Burada c7 ve c8 sabitleri M ve sup
m
‖vm‖L∞(0,∞;H2(Rn)) değerlerine bağlıdır.

Ek olarak, (5.7) koşulu sağlanırsa, (5.32) değerlenmesi {λkm}
∞
m=1 ⊂ (0,∞), dizisi için

de geçerlidir ve bu durumda c7 ve c8 sabitleri ‖f ′‖L∞(R) ve sup
m
‖vm‖L∞(0,∞;H2(Rn))

değerlerine bağlıdır. (5.32)’yi, (5.30)’da göz önüne alırsak,

lim sup
m→∞

lim sup
l→∞

∥∥Sλkm (T + tkm − T0)ϕkm − Sλkl (T + tkl − T0)ϕkl
∥∥2

H2(Rn)×L2(Rn)
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≤ c9

T
, ∀T ≥ 1,

alırız. Üstteki eşitsizlikte T = T0 alırsak,

lim sup
m→∞

lim sup
l→∞

∥∥Sλkm (tkm)ϕkm − Sλkl (tkl)ϕkl
∥∥2

H2(Rn)×L2(Rn)
≤ c9

T0

, ∀T0 ≥ 1,

olur ve T0 →∞ iken limite geçersek,

lim inf
k→∞

lim inf
m→∞

∥∥Sλk(tk)ϕk − Sλm(tm)ϕm
∥∥
H2(Rn)×L2(Rn)

= 0,

buluruz. Böylece, [35, Lemma 3.4] çalışmasının ispatının sonundaki argümanları kulla-

narak lemmanın ispatı tamamlanır.

Lemma 5.1.4 (5.3)-(5.6) koşulları sağlansın ve λ ∈ [0,∞] olsun. Bu durumda, her

B ⊂ H2 (Rn)× L2 (Rn) için

lim
t→∞

sup
(u0,u1)∈B

∥∥Sλ (t) (u0, u1)
∥∥
H2(Rn)×L2(Rn)

= 0,

olur.

İspat. B ⊂ H2 (Rn) × L2 (Rn) olsun. Lemma 5.1.3’ten, B kümesinin ω-limit kümesi,

yani

ωλ (B) = ∩
τ≥0
∪
t≥τ
Sλ (t)B,

H2 (Rn)× L2 (Rn)’de kompakttır, Sλ (t)’ye göre değişmezdir ve

lim
t→∞

sup
ϕ∈B

inf
ψ∈ωλ(B)

∥∥Sλ (t)ϕ− ψ
∥∥
H2(Rn)×L2(Rn)

= 0,

sağlanır. Amacımız ωλ (B) ≡ {(0, 0)} olduğunu göstermektir. ωλ (B) kümesi değişmez

olduğundan,

lim
t→∞

sup
(u0,u1)∈ωλ(B)

∥∥Sλ (t) (u0, u1)
∥∥
H2(Rn)×L2(Rn)

= 0 (5.33)

olduğunu göstermek yeterlidir. (u0, u1) ∈ ωλ (B) ve (uλ (t) , uλt (t)) = Sλ (t) (u0, u1)

olsun. (5.17)1 denklemini uλt ile çarpıp, (s, t)× Rn’de integralleyelim. Bu durumda,

Eλ(t, u0, u1) =
1

2
‖uλt (t)‖2

L2(Rn)

+
1

2
‖∆uλ (t)‖2

L2(Rn) +
α

2
‖uλ (t)‖2

L2(Rn) +

∫
Rn

Ψλ (uλ (t, x)) dx,

enerji fonksiyoneli için,

Eλ(t, u0, u1) +

∫ t

s

∫
Rn
a (x) |uλt (t, x)|2 dxdt = Eλ(s, u0, u1), ∀t ≥ s (5.34)
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elde ederiz. Böylelikle, Eλ(t, u0, u1) enerji fonksiyoneli t’ye göre artmayandır. (5.33)’ü is-

patlamak için,

lim
t→∞

sup
(u0,u1)∈ωλ(B)

Eλ(t, u0, u1) = 0 (5.35)

eşitliğini göstermek yeterlir. Aksini varsayalım, (5.35) doğru olmasın. Bu durumda,

Eλ(tk, u0k, u1k) ≥ ε (5.36)

sağlanacak şekilde ε > 0, tk → ∞ ve {(u0k, u1k)}∞k=1 ⊂ ωλ (B) dizisi vardır. ωλ (B)

kümesi kompakt olduğundan, {(u0k, u1k)}∞k=1 dizisinin yakınsak alt dizisi vardır ve

bu alt dizinin limiti ωλ (B) kümesine aittir. Genelliği bozmadan bu alt diziyi yine

{(u0k, u1k)}∞k=1 ile gösterelim. Buradan, (v, w) ∈ ωλ (B) olmak üzere

(u0k, u1k)→ (v, w) H2 (Rn)× L2 (Rn) ’de,

elde ederiz. Böylece, Eλ(t, ·, ·) fonksiyoneli H2 (Rn) × L2 (Rn)’de sürekli olduğundan,

Lemma 5.1.2’yi kullanarak,

lim
k→∞

Eλ(t, u0k, u1k) = Eλ(t, v, w), ∀ t ≥ 0 (5.37)

alırız. (5.17)1’e uygun, durgun (stationary) denklem sadece “0” çözümüne sahip olduğu

için, [6, Teorem 2] çalışmasını uygulayarak,

lim
t→∞

∥∥Sλ (t)x
∥∥
H2(Rn)×L2(Rn)

= 0, ∀x ∈ H2 (Rn)× L2 (Rn) ,

buluruz. Böylelikle, keyfi ε > 0 için,

Eλ(t
′
ε, v, w) <

ε

2
,

olacak şekilde t′ε vardır ve bu eşitsizliği (5.37) ile birlikte göz önüne alırsak, yeterince

büyük k için,

Eλ(t
′
ε, u0k, u1k) < ε

elde ederiz. Eλ(t, u0, u1) fonksiyoneli t’ye göre artmayan olduğundan, son eşitsizlik

(5.36) ile çelişir. Sonuç olarak, kabulümüz yanlıştır yani (5.35) doğrudur ve ispat ta-

mamlanır.

Lemma 5.1.5 (5.3)-(5.6) koşulları sağlansın. Bu durumda, her sınırlı B ⊂ H2 (Rn)×

L2 (Rn) kümesi ve M > 0 için,

lim
t→∞

sup
λ∈(0,M ]

sup
(u0,u1)∈B

∥∥Sλ (t) (u0, u1)
∥∥
H2(Rn)×L2(Rn)

= 0,

olur.
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İspat. Keyfi λ ∈ (0,M ] ve (u0, u1) ∈ B için, (5.20)’yi göz önüne alırsak,

∥∥Sλ (t) (u0, u1)
∥∥
H2(Rn)×L2(Rn)

≤ r, (5.38)

alırız. Burada r değeri M değerine ve B kümesine bağlıdır, λ ∈ (0,M ], t ve (u0, u1)

değerlerinden ise bağımsızdır. Lemma 5.1.5’i çelişki metodu ile ispatlayacağız. Varsa-

yalım ki Lemma 5.1.5 doğru olmasın. Bu durumda,

∥∥Sλk (tk) (u0k, u1k)
∥∥
H2(Rn)×L2(Rn)

≥ ε (5.39)

sağlanacak şekilde ε > 0 ve {λk}∞k=1 ⊂ (0,M ], {(u0k, u1k)}∞k=1 ⊂ B ve tk → ∞ dizileri

vardır. Keyfi tk ≥ t için,
{
Sλk (t)Sλk (tk − t) (u0k, u1k)

}∞
k=1

dizisini ele alalım. Lemma

5.1.3’ten,
{
Sλk (tk − t) (u0k, u1k)

}∞
k=1

dizisi H2 (Rn)×L2 (Rn)’de prekompakttır. Bura-

dan, bu dizinin ϕ0 ∈ H2 (Rn)×L2 (Rn) limitine sahip,
{
Sλkm (tkm − t) (u0km , u1km)

}∞
m=1

yakınsak alt dizisinin varlığını elde ederiz ve Lemma 5.1.2’den,

Sλkm (t)Sλkm (tkm − t) (u0km , u1km)→ Sλ0 (t)ϕ0 H2 (Rn)× L2 (Rn) ’de, (5.40)

olur. Burada λ0 ∈ [0,M ] değeri {λkm}
∞
m=1 dizisinin limitidir. Ek olarak, (5.38)’den{

Sλkm (tkm − t) (u0km , u1km)
}∞
m=1
⊂ B (0, r) alırız. Burada

B (0, r) =
{
ϕ ∈ H2 (Rn)× L2 (Rn) : ‖ϕ‖H2(Rn)×L2(Rn) ≤ r

}
.

Sonuç olarak, ϕ0 ∈ B (0, r)’dir ve bir önceki lemmadan, keyfi ε > 0 için,

sup
ϕ∈B(0,r)

∥∥Sλ0 (t)ϕ
∥∥
H2(Rn)×L2(Rn)

<
ε

2
, ∀t ≥ tε

olacak şekilde tε vardır. (5.40) yakınsamasını tkm ≥ tε için göz önüne alıp t = tε

seçersek, yeterine büyük k değeri için

∥∥Sλkm (tkm) (u0km , u1km)
∥∥
H2(Rn)×L2(Rn)

< ε,

elde ederiz, bu ise (5.39) ile çelişir. Böylece kabulümüzün yanlış olduğunu elde ederiz

ve ispatı tamamlarız.

Lemma 5.1.6 Teorem 5.0.1’in koşulları sağlansın. Bu durumda, öyle t0 > 0 ve C ∈

(0, 1) vardır ki, Eλ (0, u0, u1) = 1 koşulunu sağlayacak şekildeki her λ > 0 ve (u0, u1) ∈

H2 (Rn)× L2 (Rn) için

Eλ (t0, u0, u1) ≤ C. (5.41)
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İspat. Lemmayı çelişki metoduyla ispatlayacağız. Varsayalım ki (5.41) doğru olmasın.

Bu durumda

Eλk (tk, u0k, u1k) > Ck, (5.42)

olacak şekilde, Eλk (0, u0k, u1k) = 1 koşulunu sağlayan Ck ↗ 1, tk → ∞, {λk}∞k=1 ⊂

(0,∞) ve {(u0k, u1k)}∞k=1 ⊂ H2 (Rn)×L2 (Rn) dizileri vardır. Kabul edelim ki bir M > 0

değeri için {λk}∞k=1 ⊂ (0,M ] olsun. Böylece, Lemma 5.1.5’ten,

lim
tk→∞

sup
(u0,u1)∈B0

∥∥Sλk (tk) (u0, u1)
∥∥
H2(Rn)×L2(Rn)

= 0, (5.43)

alırız. Burada B0 = ∪∞k=1 {(u0, u1) ∈ H2 (Rn)× L2 (Rn) : Eλk (0, u0, u1) ≤ 1}. Diğer ta-

raftan, (5.3), (5.6) ve (5.19)’dan,

Eλk (tk, u0k, u1k) ≤ c̃ (M)
(
‖ukt (t)‖2

L2(Rn) + ‖uk (t)‖2
H2(Rn) + ‖uk (t)‖p+1

H2(Rn)

)
,

elde ederiz, burada ise (uk (t) , ukt (t)) = Sλk (t) (u0k, u1k). Buradan da, (5.43)’ü kulla-

narak,

lim
tk→∞

sup
(u0,u1)∈B0

Eλk (tk, u0k, u1k) = 0,

buluruz. Bu ise (5.42) ile çelişir. Yani, {λk}∞k=1 dizisinin sonsuza giden alt dizisi ol-

malıdır. Genelliği bozmadan λk → ∞ kabul edelim. Şimdi yerel olmayan Lipschitz

durumunu ve süper lineer durumunu ayrı ayrı inceleyelim.

(i)Yerel olmayan Lipschitz durumu: Doğrusal olmayan f foksiyonu, yerel olmayan

Lipschitz ve Eλk (0, u0k, u1k) = 1 olduğundan

Eλk (tk, u0k, u1k) ≤ c0

∥∥Sλk (tk, u0k, u1k)
∥∥
H2(Rn)×L2(Rn)

, (5.44)

olur. Keyfi tk ≥ t için
{
Sλk (t)Sλk (tk − t) (u0k, u1k)

}∞
k=1

dizisini ele alalım. Lemma

5.1.3’ten, tk →∞ ise;
{
Sλk (tk − t) (u0k, u1k)

}∞
k=1

dizisi H2 (Rn)× L2 (Rn)’de prekom-

pakttır. Böylece ϕ0 ε B0 limitine sahip,
{
Sλkm (tkm − t) (u0km , u1km)

}∞
m=1

yakınsak alt

dizisi vardır ve Lemma 5.1.2’den, λ0 =∞ olmak üzere,

Sλkm (t)Sλkm (tkm − t) (u0km , u1km)→ Sλ0 (t)ϕ0 H2 (Rn)× L2 (Rn) , (5.45)

elde ederiz. Diğer taraftan, Lemma 5.1.4’ten,

lim
t→∞

sup
(u0,u1)∈B0

∥∥Sλ0 (t) (u0, u1)
∥∥
H2(Rn)×L2(Rn)

= 0
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alırız ve keyfi ε > 0 için

sup
(u0,u1)∈B0

∥∥Sλ0 (t) (u0, u1)
∥∥
H2(Rn)×L2(Rn)

<
ε

2
, ∀ t ≥ tε

olacak şekilde tε vardır. (5.45)’te t = tε seçersek, yeterince büyük m değeri için,∥∥Sλkm (tkm) (u0km , u1km)
∥∥
H2(Rn)×L2(Rn)

< ε,

buluruz. Bu ise (5.44) ile birlikte ele alındığında, (5.42) ile çelişir. Böylelikle kabulümüzün

yanlış olduğunu görürüz ve ispat yerel olmayan Lipschitz durumu için tamamlanır.

(ii) Süper lineer durumu: [2]’de belirtildiği gibi, bu makalenin tekniğini kullanarak,

Eλk (T, u0k, u1k)

≤ C (T )

(∫ T

0

∫
Rn
a (x) |uλkt (t, x)|2 dxdt+ ‖uλk‖

2
L2((0,T )×B(0,4r0))

)
, ∀T > T1 (5.46)

sağlanacak şekilde T1 > 0 ve C (T ) > 0 sabitinin varlığını elde ederiz. Burada

(uλk (t) , uλkt (t)) = Sλk (t) (u0k, u1k). (5.46)’daki C (T ) sabiti sadece f fonksiyonuna ve

süper lineer durumundaki δ değerine bağlıdır. (ayrıntılar için bkz [2]).

(5.34)!ü ve Eλk (0, u0k, u1k) = 1 olduğunu göz önüne alırsak, {Fλk (uλk)}
∞
k=1 dizisinin

L1 ((0, T )×B(0, 4r0))’de sınırlı olduğunu elde ederiz. Burada

Fλ (z) =
1

λ

∫ z

0

f (λs) ds =
1

λ2
F (λz) , ∀ λ > 0. (5.47)

Diğer taraftan, (5.8) koşulundan, c = min {F (1) , F (−1)} olmak üzere

F (s) ≥ c |s|2+δ , ∀ |s| ≥ 1 (5.48)

olur. (5.47)-(5.48)’i birlikte değerlendirirsek,

λδk

∫ ∫
{|uλk |≥λ−1

k }∩{(0,T )×B(0,4r0)}
|uλk |

2+δ dxdt ≤ Ĉ2,

alırız ve buradan da

lim
k→∞

∫ T

0

∫
B(0,4r0)

|uλk |
2+δ dxdt = 0 (5.49)

elde ederiz. Ayrıca, (5.34)’ten,

0 ≤
∫ tk

0

∫
Rn
a (x) |uλkt (t, x)|2 dxdt = 1− Eλk (tk, u0k, u1k) ≤ 1− Ck

olur ve tk →∞ ve Ck ↗ 1 olduğundan, her T > 0 için,

lim
k→∞

∫ T

0

∫
Rn
a (x) |uλkt (t, x)|2 dxdt = 0, (5.50)
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alırız. (5.49) ve (5.50)’yi, (5.46)’da göz önüne alırsak,

lim
k→∞

Eλk (T, u0k, u1k) = 0

buluruz ve Eλ (t, u0, u1) enerji fonksiyoneli t değişkenine göre artmayan olduğundan,

lim
k→∞

Eλk (tk, u0k, u1k) = 0

olur, bu ise (5.42) ile çelişir. Böylelikle, kabulümüzün yanlış olduğunu elde ederiz ve

süper lineer durumu için de ispatı tamamlamış oluruz.

Şimdi esas teoremin ispatını tamalayabiliriz. Kabul edelim ki u ∈ C ([0,∞);H2 (Rn))∩

C1 ([0,∞);L2 (Rn)) fonksiyonu (5.1)-(5.2) probleminin (u0, u1) ∈ H2 (Rn) × L2 (Rn)

başlangıç verisine uygun çözümü olsun ve (5.17) problemini λ =
√
E (0, u0, u1) > 0

seçerek ele alalım. Bu durumda uλ = u
λ

fonksiyonunun (5.17) probleminin (u0λ, u1λ) =(
u0

λ
, u1

λ

)
∈ H2 (Rn)× L2 (Rn) başlangıç verisine uygun çözümü olduğu ve

Eλ (t, u0λ, u1λ) =
1

2
‖uλt (t)‖2

L2(Rn) +
1

2
‖∆uλ (t)‖2

L2(Rn) +
α

2
‖uλ (t)‖2

L2(Rn)

+

∫
Rn
Fλ (uλ (t, x)) dx =

1

2λ2
‖ut (t)‖2

L2(Rn) +
1

2λ2
‖∆u (t)‖2

L2(Rn) +
α

2λ2
‖u (t)‖2

L2(Rn)

+
1

λ2

∫
Rn
F (u (t, x)) dx =

1

λ2
E (t, u0, u1) ,

eşitliğini sağladığı kolayca görülebilir. Böylece, Eλ (0, u0λ, u1λ) = 1
λ2E (0, u0, u1) = 1

olduğundan, Lemma 5.1.6’yı kullanarak,

Eλ (t0, u0λ, u1λ) ≤ β,

eşitsizliği sağlanacak şekilde t0 > 0 ve bir β ∈ (0, 1) sabitinin var olduğunu elde ederiz.

Buradan da,

E (t0, u0, u1) ≤ λ2β = E (0, u0, u1) β

olur ve ardışık iterasyon metodu kullanırsak, her (u0,u1) ∈ H2 (Rn)× L2 (Rn) için

E (nt0, u0, u1) ≤ βn E (0, u0,u1) , ∀ n ∈ N,

alırız. E (t, u0, u1) enerji fonksiyoneli, t değişkenine göre artmayan olduğundan, t =

nt0 + r ve 0 ≤ r < t0 için,

E (t, u0, u1) = E (nt0 + r, u0, u1) ≤ E (nt0, u0, u1) ≤ βn E (0, u0, u1)
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elde ederiz. Sonuç olarak, γ = 1
t0

ln( 1
β
) şeklinde gösterirsek, son eşitsizlikten, C = eγt0

olmak üzere,

E (t, u0, u1) ≤ e−γt0nE (0, u0, u1) = e−γteγrE (0, u0, u1)

≤ e−γteγt0E (0, u0, u1) = C E (0, u0, u1) e−γt,

alırız. Böylece, Teorem 5.0.1’in ispatı tamamlanır.
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