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1. GIRIS

Hareketlerin modellenmesi Kinematikte dnemli bir yer tutmaktadir. Ozellikle kat1 cisim
hareketlerinin Lie grubu ve Lie cebiri yapis1 yardimiyla ifade edilmesinde, lineer vektor
alanlar1 giindeme gelmektedir. Lineer vektor alanlarinin 6zel hallerinden olan helisel
vektor alanlari ile ani hareketlerin yoriingeleri elde edilmektedir.

Lineer vektor alanlarinin tanim ve uygulamalar1 Karger ve Novak (1985) tarafindan
verilmis olup Oklid uzayi igin lineer vektdr alanlarinin integral egrilerini Acratalishian
(1989) ve Lorenz uzayi i¢in Helisel vektor alanlarinin genellemesi ile helisel vektor
alanlarmin ani hareketlerle olan iliskisini Zafer UNAL (2007) doktora tezinde

incelemistir.

Biz ise bu ¢alismada, ilk dnce lineer vektor alanlarini kullanarak spiral vektor alanlarini
tanimladik ve spiral vektor alanlarinin 6zel halinin helisel vektor alanlar1 oldugunu
gosterdik. Daha sonra, Spiral vektor alanlarinin Lie grubu ve Lie cebiri yapilarim
inceleyerek bu yapilar lizerinde cesitli doniisiimler tanimlayarak bu doniisiimlerin

Ozeliklerini inceledik.

Ayrica, yonlendirilmis bir dogru ve dogru lizerinde alinan bir referans noktasi
yardimiyla ifade edilebilen Point-line kavramini inceledik. Bir dogru Pliicker
koordinatlar ile verilebilir. Egri {izerinde bir nokta alirsak, bu nokta ile dogrunun ifade
edilmesi de point-line ile verilebilir. Bir point-line’den baska bir point-line’ye ge¢is bir
operatorle yapilabilir. Bu operator, point-line operatorii olarak adlandirilabilir. Biz
gosterdik ki; point-line operatorii bir benzerlik doniisiimiidiir. Bunlara ek olarak, bir
point-line’den baska bir point-line’ye gegisin, kuaterniyonlar1 kullanarak daha kolay

yapilabilecegini gosterdik.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boéliimde, ilerleyen boliimlerde sik¢a kullanacagimiz bazi temel tanim ve sembolleri

tanitacagiz.
2.1 n-Boyutlu Oklid Uzay

Tanmm 2.1.1 A# O bir climle ve V' de K cismi lizerinde bir vektdr uzay1 olsun. Eger
bir
v iAxA—>V
dontistimii P,Q € A noktalari igin
(P,0)——y(P,0)
seklinde tanimlanmis ve asagidaki iki aksiyomu sagliyor ise A4 ciimlesine V' vektor
uzay1 ile birlestirilmis bir Afin Uzay denir:
i VP,O,ReA i¢cinw(P,R)=w(P,0)+w(Q,R) dir,
ii. VPedveVael icin w(P,Q) = a olacak sekilde bir tek Q € A noktas1 vardir
(Hacisalihoglu 2000).

Tamm 2.1.2 n-boyutlu bir reel i¢ carpim uzayr R” olsun. R" ile birlesen R" afin
uzayima n-boyutlu Oklid Uzay denir ve E" ile gosterilir (Hacisalihoglu 2000).

Tanim 2.1.3 E” de bir nokta P=(p,,...,p,) olsun. 1<i<n olmak iizere,

xE"—R

P ——x,(P)=p,
bigiminde taniml1 x, fonksiyonuna E” nin i-yinci koordinat fonksiyonu denir. Eger
P noktasinin bilesenleri bir dik catiya gore verilmigse {xl,...,xn} sistemine, E” nin

OKklid koordinat sistemi veya dik koordinat sistemi denir (Hacisalihoglu 2000).



2.2 Riemann Manifoldu, Riemann Konneksiyonu, ikinci Temel Form

Tamm 2.2.1 X # ve X in alt cimlelerinin bir koleksiyonu 7 olsun. Eger asagidaki
aksiyomlar saglaniyor ise 7 koleksiyonu X {iizerinde bir topoloji adini alir:

i. X,Jer,

ii. VAi,Ajer:AimAjer,
iii. Viel igin Aiez':>ieL;Aier

(Hacisalihoglu 2000 ).

Tanim 2.2.2 Bos olmayan bir X climlesi ve {lizerindeki 7 topolojisinden olusan (X ,r)

ikilisine bir topolojik uzay denir ve kisaca X ile gosterilir (Hacisalihoglu 2000).

Tamm 2.2.3 X bir topolojik uzay olsun. X in P ve Q gibi fakli iki noktalar1 i¢in, X
de, sirast ile, P ve Q noktalarini igine alan 4, ve A4, agik alt ciimleleri 4, N4, =<

olacak bicimde bulunabilirse X topolojik uzayina bir Hausdorff uzayr denir

(Hacisalihoglu 2000).

Tamm 2.2.4 X ve Y birer topolojik uzay olsunlar. Bir
fX—>Y

-1

fonksiyonu siirekli, /' tersi var ve f~' de siirekli ise f ye X den Y ye bir

homeomorfizm (topolojik doniisiim) denir (Hacisalihoglu 2000).

Tamm 2.2.5 M bir topolojik uzay olsun. M igin asagidaki énermeler dogru ise M ye
bir n-boyutlu topolojik manifold veya kisaca n-manifold denir:

(M1) M bir Hausdorff uzayidir,

(M2) M nin her bir agik alt ciimlesi £” e veya E" in bir a¢ik alt climlesine homeo-
morftur,

(M3) M sayilabilir ¢oklukta agik climlelerle ortiilebilir

(Hacisalihoglu 2000).



Tamm 2.2.6 M bir topolojik n-manifold olsun. Bir P € M noktasinin M deki bir U
acik komsulugu,

v.U—>V
tammli doniisimii ile E” in bir V' agik alt ciimlesine homeomorf ise (U,y)

homeomorfizmine M nin P noktasindaki bir haritas1 veya koordinat komsulugu

denir (Hacisalihoglu 2000).

Tamm 2.2.7 M bir topolojik n-manifold ve M nin bir agik ortiisii {U,} olsun. U,

acik ciimlelerinin « indislerinin climlesi 4 olmak lizere {Ua} ortiisii igin {Ua}a6 Y

yazilir. E” de her bir U, agiginin bir 7, homeomorfizmi altinda homeomorf olan bir

agik ciimlesi ¥, olsun. Béylece ortaya ¢ikan (y,,U,, ) haritalarinin

{(U‘Z’w“)}aefl
koleksiyonuna M bir atlasi (koordinat komsulugu sistemi) denir (Hacisalihoglu

2000).

Tamim 2.2.8 M bir topolojik n-manifold ve M nin bir atlas1 S = {(Ua"f’/a)}aeA olsun.
Eger S atlasi i¢in, W, "W, #O olmak lizere Va,Bfe A ya karsilik ¢, ve ¢,,

fonksiyonlar1 C* smifindan diferensiyellenebilir iseler S ye C* smifindan
diferensiyellenebilir denir. S atlas1 M iizerinde C* smifindan oldugu zaman S ye

M iizerinde C* simifindan diferensiyellenebilir yapr denir (Hacisalihoglu 2000).

Tammm 2.2.9 M bir topolojik n-manifold olsun. M iizerinde C* smifindan bir
diferensiyellenebilir atlas tamimlanabilirse M ye C* simifindan diferensiyel-lenebilir
manifold denir. Ayrica, her k€ N i¢in M iizerindeki atlas diferensiyellenebilir ise, o

zaman M manifolduna C” smmfindan diferensiyel-lenebilir manifold denir

(Hacisalihoglu 2000).



Tanmm 2.2.10 M diferensiyellenebilir bir manifold ve M den R ye C” sinifindan
fonksiyonlarin ciimlesi de C*(M,R) olmak tizere, VP € M igin

Vp:C*(M,R)—>R
f ——)Vp[f]

doniistimii
i. Vp[ﬂf+yg]:/117p[f]+,ul7p[g], VA, ueR
i. Vr[f.g]l=Ve[f]g(P)+f(P)Vr[g]

aksiyonlarm sagliyor ise ¥, fonksiyonuna M nin P noktasindaki bir tanjant

vektorii denir (Hacisalihoglu 2000).

M manifoldunun bir P € M noktasindaki tanjant vektorlerinin ciimlesini

7@(P)={ii,Vp:c#(AJJR)—:ﬂﬂlﬁﬂ—>R§
ile gosterelim. Bu cliimlede toplama islemini Vf € C*(M,R) i¢in,

®:T,,(P)xT,,(P)—>T,,(P)

(Ve lWp) ——Vr®W,:C"(M,R)—R
[ (Ve @We)[ 1=V [f1+W o[ f]

olarak tanimlarsak (7,, (P),®) ikilisi bir Abel grubu olur. Ayrica Vf e C*(M,R) igin,

O:RxT,(P)—>T,,(P)

(l,Vp) 5 A0Vr:C*(M,R)—>R
;= (207 f1=47V [ /]

doniistimii ile tanimli dis islem ve (T Iy (P),Ei-)) Abel grubu, R cismi iizerinde bir vektor

uzay1 olusturur. Bu uzay {T V (P), G—),]R,+,-,®} sisteminden ibaret olup M nin Pe M

noktasindaki tanjant uzayr adim alir ve kisaca 7,,(P) ile gosterilir (Hacisalihoglu

2000).



2.3 Egriler Teorisi

Tamm 2.3.1 n-boyutlu bir reel vektor uzay1 V' olmak tizere

<,>:V><V——>R
n (2.1)

ile taniml1 doniisiim (reel degerli fonksiyon), asagidaki tanimlanan aksiyomlar1 sagliyor

ise V iizerinde bir i¢ arpim adini alir:

i. Simetri Aksiyomu: Vi, v eV igin (i, V) =(¥,ii),

ii. Bilineerlik Aksiyomu: Va,beR ve V¥,7,Z €V igin
(aX+by,Z)=a(%,Z)+b(y,Z)
(X,ap+bZ)=a(%,y)+b(%,Z)

iii. Pozitif Tanimlhilik Aksiyomu: Vi €V igin <17t U > >0

(Hacisalihoglu 2000).

Tanim 2.3.2 V' bir reel vektor uzayi olsun. V' deki bir u vektoriiniin uzunlugu
veya boyu

o] = () 2.2)
olarak tanimlanir. Ayrica bu degere u vektoriiniin normu da denir (Hacisalihoglu

2000).

Tanim 2.3.3 / c R bir agik aralik olmak iizere,
oa:l—>E"
t— a(t)=(a(t),a,(t),....a, (1))

bi¢iminde diizglin( C” smifindan) bir & doniisiimiine, £ uzay1 iginde bir egri denir

Buradaki / < R aralifina o egrisinin parametre arahgi ve ¢ € [ degiskenine de o

egrisinin parametresi denir (Hacisalithoglu 2000).



Sekil 2.1 E" uzay1 iginde bir egri

Tamm 2.3.4 M bir C” manifold ve / c R bir agik aralik olmak tiizere,
a:l—McE"
dontistimii diferensiyellenebilir ise « ya M iizerinde diferensiyellenebilir bir egri

denir (Hacisalihoglu 2000).

Tamm 2.3.5. E" de bir M egrisinin (/,&) ve (J,5) gibi iki koordinat komsulugu
verilsin.

h=a'op:J—>I
diferensiyellenebilir fonksiyonuna M nin bir parametre degisimi ( daha dogrusu

M nin [ daki parameteresinin J deki parametre ile degisimi) denir (Hacisalihoglu

2000).

Bls)=a(1)

YA

— —
s R t *

Sekil 2.2 Parametre degisimi

Tamm 2.3.6 E" de bir M egrisi (/,a) koordinat komsulugu ile verilsin.

a:1—— E" fonksiyonunun Oklidyen koordinat fonksiyonlan «,,a,,a;, -+,c, olmak

lizere,



a(t)eM

\

: oa, oa
TR 23
@ (1) (ar o ] (23)
dir. (a(t),a'(t))eTE,, (a(t)) tanjant vektdrine , M egrisinin (/,&) koordinat

komsuluguna gore hiz vektorii denir (Hacisalihoglu 2000).

Tamm 2.3.7 Her noktasindaki hiz vektorii sifirdan farkli olan egriye regiiler egri denir

(Hacisalihoglu 2000).

Teorem 2.3.1 E" de regiiler her egrinin, birim hizli olacak sekilde bir koordinat

komsulugu vardir (Hacisalihoglu 2000).

Tamm 2.3.8 / — R bir acik aralik, E" de bir egri a ve E" {lizerinde bir vektor alam

X olmak iizere, Vtel ig¢in,

do

=~ X(a(v)

ise, a egrisine X vektor alammin integral egrisi denir (Hacisalihoglu 1983).

Tamm 2.3.9 V, bir K cismi iizerinde n-boyutlu bir vektdr uzayr ve X, V {izerinde

bir vektor alani olsun. Eger,
AV —V
ile tanim lineer doniisiimii Yve V' igin,
X, =AW)

olur ise, X vektor alanina lineerdir denir (Karger ve Novak 1979).



2.4 Lie Grubu ve Lie Cebiri

Tamm 2.4.1 Diferensiyellenebilir bir manifold M ve bir grub G olmak iizere
L; : M nin noktalar1 G nin elemanlari ile ¢akisir,
L,: e M—M
(a,b)——>aeb” islemi her yerde diferensiyellenebilir,
aksiyomlar1 saglanirsa (M,G) ikilisine bir Lie Grubu, M ye Lie Grubunun Temel

Manifoldu ve G ye de Lie Grubunun Temel Grubu denir (Hacisalihoglu 1980a).

Tanim 2.4.2 V', bir K cismi tizerinde bir vektor uzay1 olmak iizere
L]:VxV—V
(x, ) ——[x,y]
ile tanimli iglemi,
1. Bilineer,

2. Anti-simetrik,

3.[[x,y],z]+[[y,z],x]+[[z,x],y]:0

dzelliklerine sahipse (V,[,]) ikilisine bir Lie Cebiri denir (Hacisalihoglu 1980a).

Tamm 2.4.3 Matris uzayinin bir alt manifoldu, matrislerin ¢arpma islemine gore bir

grup ise bu gruba Matris Lie Grubu denir (Hacisalihoglu 1980a).

Tanim 2.4.4 ]Rg de
O(3) = { AR ATA = AAT = I, det A = 1}

seklinde tanimlanan ciimleye Ortogonal Matrislerin Ciimlesi denir ve matrislerde
carpma islemine gore olusturdugu gruba Ortogonal Matris Lie Grubu denir (Karger,

Novak 1979).

Tamm 2.4.5 R} de
SO(3) = {4eR3 : ATA = AAT = I,detd = 1}

seklinde tamimlanan ciimleye Ozel Ortogonal Matrislerin Ciimlesi, matrislerde



carpma islemine gore olusturdugu gruba Ozel Ortogonal Matris Lie Grubu denir ve

bu Lie grubuna karsilik gelen Lie cebiri

0 —wy w,
s0(3) = {weR3:w = | w, 0 —w |w =-w
—W, W 0

sekilde tanimlanir (Karger ve Novak 1979).

Teorem 2.4.1 E° de bir anti-simetrik matrise karsilik gelen bir lineer déniisim A olsun.

A ya karsilik gelen matris,

0 A0
A=|-X 0 0], (A=0)
0

olacak sekilde bir E° {in bir ortonormal bazi vardir (Karger ve Novak 1979).

2.5 Dual Uzay

Tanmm 2.5.1 Her 4,4 €R igin Az(a,a*) ikilisine bir sirah reel say: ikilisi adi
verilir. Boylece
ID=RxR={(a,a*):a,a* eR}

climlesi lizerinde iki i¢ islem (toplama ve c¢arpma) ve esitlik asagidaki sekilde
tanimlanir.

@ :IDxID——ID
i¢ islemi A:(a, a*)eID ve B:(b, b*)eID olmak iizere
A(—BB=(a,a*)@(b,b*)=(a+b,a*+b*)

seklinde tanimlanir ve ID deki toplama olarak isimlendirilir.

O:IDxID——ID
ic islemi A:(a,a*)eID ve B:(b,b*)eID olmak iizere

AOB=(a,a)O(bb")=(ab,ab’+a’b)

10



seklinde tanimlanir ve ID deki ¢arpma olarak isimlendirilir.

A=(a,a’)eID ve B=(b,b")eID igin

a=bvea =b

ise A ve B esittir denir ve A =B seklinde gosterilir (Hacisalihoglu 1983).

Tamm 2.5.2 R reel sayilar ciimlesi olmak iizere,

ID=RxR
climlesi iizerinde toplama, ¢carpma ve esitlik islemleri yukaridaki gibi tanimlanmas ise

ID climlesine dual sayilar sistemi ve her (a, a*) € ID elemanina da bir dual say1 denir

(Hacisalihoglu 1983).

Teorem 2.5.1 (ID, @, @) ticliisti birimli ve degisimli bir halkadir (Hacisalihoglu 1983).

Teorem 2.5.2 (ID,®,0) iigliisii bir cisim degildir (Hacisalihoglu 1983).

Tamm 2.5.3 A® X =A denkleminin ¢éziimii olarak tanimlanan X dual sayisina ID

nin sifir1 denir ve 0=(0,0) ile gosterilir (Hacisalihoglu 1983).

Teorem 2.5.3 ID dual sayilar halkasi, R reel sayilar climlesine izomorf bir alt climleyi

alt cisim olarak kapsar (Hacisalihoglu 1983).

Tamm 2.5.4 Her A =(a, a*) eID dual sayisinda “a” reel sayisina A nin reel kismu,

13

a > reel sayisina da A nin dual kismu denir ve sirastyla ReA=a, DuA=a seklinde

yazilir (Hacisalihoglu 1983).

Tanim 2.5.5 (1,0) =1 dual sayisina ID deki carpma isleminin birim eleman1 veya ID

deki reel birim ve (O,l) =¢ dual sayis1t da ID deki dual birim olarak adlandirilir
(Hacisalihoglu 1983).
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Tamm 2.5.6 ID dual sayilar halkasi olmak iizere,
IDxIDxID =1D’ ={A =(A,, A,,A,): A, A,, A, €ID}
climlesi tizerindeki, sirasiyla, toplama, skalarla carpma ve esitlik asagidaki sekilde

tammlanir. 1<i <3 i¢in A=(A,),B=(B,)eID’ ve 1eID olmak iizere,
Toplama: +:ID°xID’> ——ID’
(Z,B)——)ZJFB =(A +B,)
Carpma: ©:IDxID’——ID?
(1,A) —10A4=(14)
Esitlik : A=B< A, =B,
(Hacisalihoglu 1983).

Teorem 2.5.4 (ID3,+) bir abel grubudur (Hacisalihoglu 1983).

Teorem 2.5.5 (ID3,+,ID,(-B,-,O) sistemi ID dual sayilar halkasi {izerinde bir

modiildiir (Hacisalihoglu 1983).

Tamim 2.5.7 Dual sayilar halkasi iizerinde modiil olan ID’ =IDxIDxID ciimlesi ID -
Modiil olarak isimlendirilir ve ID-Modiil’ {in elemanlar1 olan sirali dual say1

ticliilerine, dual vektorler adi verilir (Hacisalihoglu 1983).

Teorem 2.5.6 ;1,; e R® olmak iizere ID -Modiil’ de her bir X dual vektori

A=a+ed, (e=(0,1)eID)

biciminde yazilir (Hacisalihoglu 1983).

Teorem 2.5.6 2 —a+ 867 = (21,?) dual vektoriiniin A € ID skalar ile ¢arpimi
AA = (/121,/1?)

dir (Hacisalihoglu 1983).
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Teorem 2.5.7 A = (ﬁ, a*) , B= (E,l?) eID? i¢in

dir (Hacisalihoglu 1983).

Teorem 2.5.8 R’ vektdr uzay1, ID-Modiil’ iin elemanlar (21,6) seklinde olan bir alt

climlesine izomorftur (Hacisalihoglu 1983).

Tanmim 2.5.8 Z —a+ed , B=b+eb eID® dual vektorlerinin i¢c carpimi
f 1D’ xID* ——ID

seklinde bir donilistimdiir ve

olarak tanimlanir (Hacisalihoglu 1983).

Tamm 2.5.9 Bir X —a+ g; e ID? dual vektoriiniin normu, a#0 olmak iizere

- 57|

7 ‘ a
olarak tanimlanan bir dual sayidir, burada

a:HaH ve a = ‘

olmak iizere,
HAH =a+e¢a

olarak yazilabilir (Hacisalihoglu 1983).
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Tamm 2.5.10 Normu (1,0) reel birimine karsilik gelen dual vektore birim dual vektor

denir (Hacisalihoglu 1983).

Teorem 2.5.9 Z —a+ g; = (Et,;) eID? dual vektérii, birim dual vektor ise,

=1 ve <Zz,?> 0

dir (Hacisalihoglu 1983).

Teorem 2.5.10 A = (Zz,?) cID® olmak iizere

bir birim dual vektordiir (Hacisalihoglu 1983).

—

U=

|

Tamm 2.5.11 {§=;c+537:;c,FGR3,

?{H:(Lo)} ciimlesine D -Modill’ de birim

dual kiire ad1 verilir (Hacisalihoglu 1983).

Teorem 2.5.11 Z # (6,21) € ID -Modiil olmak tizere, ID -Modiil’ de denklemi
-0

olan birim dual kiirenin dual noktalar1, R® deki yonlii dogrulara birebir karsilik gelir

(E. Study 1903).

2.6 £" de Hareketler

Tamim 2.6.1 n-boyutlu ¥, ve V, ig carpim uzaylari ile birlesen Oklid uzaylari, sirasiyla,
E ve EJ olsun. Bir
fiE'—E]

afin doniisiimii Ve, S €V, i¢in
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(w(@)w(B)={(a,B)
olacak sekilde bir
yih—>

lineer doniigiimii ile birlesiyorsa f* ye bir izometri denir (Hacisalihoglu 1980a).

Tanmim 2.6.2 n-boyutlu Oklid uzay1 E" olmak iizere
R:E"——>E"
doniisiimii bir izometri ise f ye E” de bir kat1 hareket denir. £” nin biitiin kat1
hareketlerinin climlesi R(n) ile gosterilir ve
R(n)={R|R:E"—>E", R izometri
olup R(n) ciimlesi doniigiimlerin birlesimi islemine gére bir grup’dur (Hacisalihoglu

1980a).

Tanmim 2.6.3 n-boyutlu Oklid uzay1 E” ve
R,:E"——E"
doniisiimii bir izometri olsun.
OeE" i¢in R(0)=0
olacak sekilde bir O noktasi mevcut olsun. x#0 olmak tlizere VxeE"
icinx——> R (x) biciminde tanimlanan R, hareketine O etrafinda E" nin bir donme

hareketi denir (Hacisalihoglu 1980a).

E" de O etrafindaki biitiin donmelerin ciimlesi R,(1), hareketlerin birlesimi (¢arpimi)

islemine goére R(n) in bir alt grubudur.

Teorem 2.6.1 n-boyutlu Oklid uzay1 E" ve X =(x,..,x,),Y =(3,,....y,) € E" olmak

luzere

<X7Y> = inyi
i=1
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Oklid i¢ garprmin1 koruyan ortogonal grup O(n) ile O = (0, ...,0) noktasini sabit birakan
(donme grubu) R,(n) ile eslenebilir (Hacisalihoglu 1980a).

Tamim 2.6.4 n-boyutlu Oklid uzayr E" ve
T:E"——E"
dontistimii bir izometri olsun. Eger VX =(x,,...,x,) € E” i¢in
T(X)=(x+t,...x,+t), t,eR, 1<i<n

oluyorise T ye E" deki bir dteleme denir (Hacisalihoglu 1980a).
E" deki biitiin 6telemelerin ciimlesi
T(n)={T|T:E" —E",T izometri}

ile gosterilir ve hareketlerin bilesimi islemine gore bir Abel grubudur.

Teorem 2.6.2 VR € R(n) igin E"™ de R doniisiimiiniin matris formu

G
a; : .
R= i o | [aij]eO(n), 1<i,j<n
00 - 1

(n + 1) X (n + 1) tipinde reel ve regiiler bir matristir (Hacisalihoglu 1980a).

Teorem 2.6.2 ye gére, R € R(n) igin
R:E"——FE"
X —>R(x)=y=ax+c

olarak ifade edilebilir. Burada, a € O(n) ve ceT(n) dir. E"™ de R doniistimiiniin

matris formu

Y1 ap; A, G|l %
yn anl ann Cn xn
1 0 0O 111
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olarak yazilabilir. Burada ax, hareketin donme kismdir.

Tammm 2.6.5 n-boyutlu Oklid uzay1 E" de bir izometri R olsun. E" deki bir

{xl yeees X, } dik koordinat sistemine gore R nin matrisel formu,

y a cl||x ,
L}:{O JL}, ae0(n), ceR]

1. deta=1 ise R hareketine direkt hareket,

dir. Eger,

2. deta=-1 ise R hareketine karsit hareket denir
(Hacisalihoglu 1980a).

Ayrica y =ax+c ile verilen hareketin parametresi ¢ olmak iizere

y=ax (2.6.1)
donme kismini ele alalim. Hareketli uzayin sabit x noktasinin hiz vektorii
LY g da
dt dt
olmak iizere
y=ax 2.62)

olur. @ € O(n) oldugundan a' =a" olup (2.6.1) den

xX=ay
olacagindan (2.6.2) ifadesi
)./: a.aT y
olur. Burada Q = c;aT olarak alinirsa
y=qy

yazilabilir. Burada €, bir anti-simetrik matris olup hareketin a ya karsilik gelen

Darboux matrisi denir (Bottema ve Roth 1979).
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Tamm 2.6.6 R"" de

n+l

a c
SE(n):{R:R: 0 1 ,a € O(n),deta = 1,c € R}

seklinde tanimlanan ciimleye Kat1 Cisimlerin Ozel Ortogonal Matrislerin Ciimlesi,
matrislerde ¢arpma islemine gore olusturdugu gruba Kati Cisimlerin Ozel Ortogonal

Matris Lie Grubu denir ve bu Lie grubuna karsilik gelen Lie cebiri

se(n) = {w‘weRZﬁ,wT = —w}

sekilde tanimlanir (Karger ve Novak 1979).
2.7 3-Boyutlu Lorenz Uzay:

Tamm 2.7.1
R’ iizerinde
(,), RPxR’—R’
(&’;)—)<&’;>L = UV U, T Uy
ile tanimh <, > . metrik tensoriinii ele alalim. Bu durumda (R3,<, > L) ikilisine 3-boyutlu

Lorenz Uzay1 adi verilir ve E; ile gdsterilir (O’neill, 1983).

Tanim 2.7.2

V', sonlu boyutlu reel vektor uzayi olmak tizere,

< , >:V><V —->R
bilineer fonksiyonu Vv,wel ig¢in <v, w>=<w,v> ozelligini sagliyor ise < , >’ye V

izerinde bir simetrik bilineer form denir (O’neill 1983).

Tanim 2.7.3

V', vektor uzayi tizerinde bir simetrik bilineer form < s > olsun. Bu taktirde,
i-) VvelV, (v#0) i¢in <v,v> >0 ise < , > bilineer formuna pozitif tanimli,

ii-) VvelV, (v#0) igin <v, v> <0 ise < , > bilineer formuna negatif tanimli,
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iii-) VvelV, (v#0) i¢in <v, v> >0 ise < , > bilineer formuna semi- pozitif tanimli,
iv-) VvelV, (v#0) icin <v,v> <0 ise < , > bilineer formuna semi-negatif tanimli,
v-) Vwel i¢in <v, w> =0 1i¢in v=0 oluyorsa < , > bilineer formuna non-dejenere,

v # 0 ise dejenere adi verilir (O’neill, 1983).

Tanim 2.7.4

R*iizerinde Lorenz metriginin tanimlanmasiyla meydana gelen {]R3,< , >} ikilisine 3-

boyutlu Lorenz uzayi denir ve IL’ ile gosterilir (O’neill 1983).

Tanim 2.7.5

X =(x,,x,,x,) € I’ olsun. Eger

i-) <)? X > <0 ise X’ e time-like vektor,

ii-) <)? X > >0 ise X’ e space-like vektor,

iii-)<)? X > =0 ve X #0 ise X’ e null vektdr adi verilir

(O’neill 1983).

Tamm 2.7.6
I, 3-boyutlu Lorenz uzay1 ve X,Y eI’ olsun. <)? Y >=0 ise X ve Y vektorleri

Lorenz anlaminda diktirler denir (O’neill 1983).
Tamm 2.7.7

X eI’ i¢in X ¢ in normu

olarak tanimlanir (O’neill 1983).

Tamm 2.7.8
X e Il olmak lizere,

i-) H)?HL >0 dir,
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ii-) H)? HL =0 < X bir null vektordiir,

— - 2 I
iii-) X bir time-like vektor ise HXHL = —<X,X> ,
iv-) X bir space-like vektdr ise Hf( HL2 = <f( X > dir

(O’neill 1983).

Tanim 2.7.9

IL Lorenz uzaymda A =&A'¢ esitligini saglayan 4 matrisine Lorenz anlamda

-1 0 0

ortogonal matris denir. Burada ¢ isaret matrisidir, yani ¢=| 0 1 0| dir (O’neill
0 0 1

1983).

Tamm 2.7.10

S" =-&S¢ esitligini saglayan S matrisine Lorenz anlamda anti-simetrik matris

denir (O’neill 1983).

Tanim 2.7.11

3 . . . — — ..
1L’ Lorenz uzayinda iki vektor v = (v;,v,,v;) ve w=(w,,w,,w,) olmak lizere
(V3W2 W Wi, ViW — VWL, MW, — Vzwl)

vektoriine v ve w nin vektorel carpimi denir.

{1, i=j ise
51‘]‘ = ..
0, i#j ise
ve
éf = (51‘1751‘251‘3)
olmak tuzere
_é1 éz 53

biciminde tanimlanir (O’neill 1983).
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3. LINEER VEKTOR ALANLARI

Bu boliimde ilk dnce; hareket, 1-parametreli hareket, homotetik hareket, 1-parametreli
homotetik hareket kavramlar1 verilmistir. Daha sonra lineer vektor alanlari verilerek
spiral vektor alanlari ve spiral vektor alanlarinin integral egrileri tamitilmigtir. Bu
integral egrilerinin ani hareketler ve homotetik hareketler arasindaki iliskisi verilmistir.

Spiral vektor alanlarinin 6zel halinin helisel vektor alanlar1 oldugu belirtilmistir.

Tamm 3.1 E" n-boyutlu Oklid uzayinda bir sabit uzay H, hareketli uzay H, olmak
tizere, H, in H ye goére H, / H hareketi
y:E'"——E"
x —y(x)=ax+c

seklindeki y 1zometrisi ile tanimlidir ve bu hareketin matris gosterimi

s 6

olarak yazilabilir. Burada, a € SO(n) ve c e R} dir.

Tamm 3.2 E" n-boyutlu Oklid uzayinda | = R bir acik aralik ve t € | olmak iizere
fi:E"——E"
x — fi(x) = y(t) = a(t)x +c(t)

ile tanimli doniisime E" de bir parametreli hareket denir ve bu hareketin matris

o e <o .
1 0 1 |1

dir. Burada, a(t) € SO(n) ve c(¢) e R} dir.

gosterimi

Tamm 3.3 E" n-boyutlu Oklid uzayinda h € R* olmak iizere

y:E'——FE"

x —>y(x)=(ha)x+c
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ile tanimli dontisime E" de bir homotetik hareket denir ve bu hareketin matris

Hyi

dir. Burada, a € SO(n) ve c € R dir.

gosterimi

Tamm 3.4 E" n-boyutlu Oklid uzayinda | = R bir agik aralik ve t € | olmak iizere

x — f,(x)=y(t) =h(t)a(t)x +c(t)

ile tanimli dontisiime E" de bir parametreli homotetik hareket denir ve bu hareketin

[ya)} {h(z)a(r) c(t)}H 6
1 0 1|1

dir. Burada, h(t) e R", a(t) € SO(n) ve c(¢) e R} dir.

matris gosterimi

3.1 E° de Helisel Vektor Alam

Bu boliimde 1-parametreli hareketlerin Lie grubu ve Lie cebirini inceleyerek helisel
vektor alanimi tanimlayacagiz. Ayrica aldigimiz bir helisel vektdr alaninin integral
egrisini inceleyecegiz
E® 3-boyutlu Oklid uzayinda | c R bir acik aralik ve t € | olmak iizere,

y(t)=a(t)x+c(t) (3.5
ile taniml1 E° de 1-parametreli hareketi alalim. Bu hareketin matris gosterimi

ya@y|_fa@® @) x
1 0 1 |1
%/—/
A(t)

dir. Burada, a(t) e SO(3) ve c(¢) e R; dir.
A(t) formundaki 1-parametreli matrislerin climlesi

a(t) c(t)

SE@):{A@HA@): 01

ﬂ@esaadweRﬂ
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olup matrislerde ¢arpma islemine gore bir Matris Lie grubunu olusturur ve bu gruba

a(t) c(t
karsilik gelen Lie cebirini se(3) ile gosterirsek A(f) :[ E)) (1)} € SE(3) igin

L a7 —aT (b))
=" L ) € s0)
B al(t) —a’ (H)c(t)
10 1
/1@): a(t)  cft)
0 0
olup
AW 1) = |l (©) —a(Ba’ (e(t) + ()
0 0
Q v
1o o

olarak elde ederiz. Burada Q = a(t)a’ () olup Q7 = —Q oldugundan bir anti-simetrik

matris ve v = c(t) — a(t)a’ (t)c(t) dir. Bu durumda, se(3) Lie cebirini

Qv
86(3)2{0 0

QeRIO =07 € Rf}

olarak yazabiliriz. Ayrica se(3) Lie cebirinin elemanlar1 ile helisel vektor alanlari

birebir eslenirler.

Tamm 3.1.1 R} de

v

0
86(3)={ 0 0 0 e R3,Q7 :—Q,aeRfl

ile tanimli climlesinin elemanlarinin olusturdugu lineer vektor alanina helisel vektor

alam denir.
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Ani hareket altinda bir noktanin y6riingesi, lineer vektor alaninin integral egrisidir.

Q(t) v(t
(() ) (()) € se(3) matris kiimesinde 7 =¢, i¢in Q(7,) =Q ve v(f,) =V olarak alirsak
Q v - : .
0 0 matrisi yardimiyla lineer vektdr alanin1 tanimlayabiliriz. Tanim 2.3.9 a gore
Qv 5 .
A= 0 ve v=R" alinirsa X lineer vektor alanini

X:R > R’
P —> X(P)=AP

|Q v|P
1o o1
| QP+Y
1o
seklinde ifade edebiliriz. Simdi bu lineer vektoér alaninin integral egrisini =0 igin

v(0) = P = x baslangi¢ sart1 altinda bulalim.

y=Qy+7v
sabit katsayili matris diferensiyel denkleminin y(0)= P = x baslangi¢ kosulu altindaki

¢Ozumi

t
y(t) = o + [N uds

0
=y — Qe 4 Q!

= Mg — (egtﬁe_gf + thU) Q! (3.1.2)
= Mg — Q! '

= g + A0

= Mz 4+ S(t)

olarak elde edilir.

Sonug olarak x in yoriingesi olan y(#) egrisi bir helis belirtir. Clinkii x, 2 etrafinda

donmiis ve 2 boyunca Otelenmistir. Bu sonugtan dolayr X vektor alanina helisel

vektor alani denir.
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Helisel vektor alanlart ile 1-parametreli hareketlerin Lie cebirinin elemanlar1 eslesebilir.
Dolayisiyla bunlar yardimi ile 1-parametreli hareketleri elde ederiz. Bu 1-parametreli

hareketlerin yoriingelerini su teoremle verebiliriz.

Teorem 3.1.1 E’de bir lineer vektdr alani X, bir anti-simetrik matris Qe R} ve bir
kolon matrisi T € R} olsun. O halde X in E° de bir {O;u,,u,,u,} ortonormal gatisina

gbre matrisi

olmak tizere

l. rank[Q V] =3 ise X in integral egrileri, ortak eksenli ayni parametreli, dairesel
helis egrileridir.
2. mnk[Q V] =2 ise X in integral egrileri, paralel diizlemlere dik olan bir eksen

tizerinde bulunan ¢emberlerdir.

3. rank[Q \7] =1 ise X in integral egrileri paralel dogrulardir

(Abolfazl 1989).

Ispat:
E’ de bir lineer vektor alam X, bir anti-simetrik matris Q € R} ve bir kolon matrisi

7 e R} olsun. O halde X in E® de bir {O;u,,u,,u,} ortonormal ¢atisina gdre matrisi

Qv
X =

_00}
[0 -4 0 «
|2 0 0 b
1o 0 0 ¢
0 0 0 O

seklinde yazilabilir.

1. rank [Q V] =3 olmak iizere, X lineer vektdr alanin1 VP = (x,y,z) € E’ icin
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0

0 4 0 allx
=4 0 0 by
10 0 0 cfz

0 0 0 O0}1

yada
X(P)=(Ay+a,-Ax+b,c)
olarak yazilabilir. Diger yandan, E° de
a:lcR—>E’
t ——a®)=(0),a,0),a())
egrisini ele alalim. o nin X lineer vektor alaninin integral egrisi olabilmesi i¢in

da
== X(a()

diferensiyel =~ denklemini  saglamasi  gerekir. Bu diferensiyel denkleminin
Va(t)=P=(x,y,z)€ E’ igin ¢dziimiini X(P)=(A1y+a,~Ax+b,c) alarak asagidaki
sekilde ¢ozebiliriz.

da, =Aa,+a
dt

9% _ _ja+b
dt

da,

da

diferensiyel denklem sistemidir. Bu denklem sistemini basitlestirmek amaciyla 4 =1
almamiz genelligi bozmaz. Bu durumda X in integral egrisi

a(t)=(Asint—Bcost+b,Acost+ Bsint—a,ct+d)
seklinde elde edilir. Buradan, «(¢) integral egrileri VA4,B € R i¢in ortak eksenli ayn1

parametreli, dairesel helis egrileridir.

2. rank[Q V]=2 oldugunda ¢=0ve A #0 olmalidir. Bu durumda X lineer vektor

alanmi
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X(P)=Ay+a,-Ax+b,0)

yada X e karsilik gelen matris

L
S O O
S O o O
S O o

seklinde olmalidir. Diger yandan, E? de

a:lcR—>E°

t ——a®)=(0),a,0),a)
egrisini ele alalim. o nin X lineer vektor alaninin integral egrisi olabilmesi i¢in

da
— K@)

diferensiyel denklemini saglamasi  gerekir. Bu diferensiyel denkleminin
VP=(x,y,z)€ E’ i¢in a(t)=P ve X(P)=(Ay+a,—Ax+b,0) ise integral egrisi

da
Zox(P
7 (P)

diferensiyel denkleminin ¢6zliim egrisidir. Yani,

da,
dt

da,
dt

da3 —
dt

=Aa,+a

=-Aa,+b

diferensiyel denklem sistemidir. Bu denklem sistemini basitlestirmek amaciyla 4 =1

almamiz genelligi bozmaz. Bu durumda X in integral egrisi
a(t)=(Asint—Bcost+b,Acost+ Bsint—a,d)

seklinde elde edilir. Buradan, «(¢) integral egrileri VA, B € R igin paralel diizlemlere

dik olan bir eksen iizerinde bulunan ¢emberlerdir.

3. rank[Q V]=1 oldugunda A =0 olmalidir. Bu durumda X lineer vektor alam
X(P)=(a,b,c)

yada X e karsilik gelen matris
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oS o o O
oS o o O
o o o O
— o & 9

seklinde olmalidir. Diger yandan, E® de

a'lcR—>F°
t ——at)= (), a, (1), ;1))

egrisini ele alalim. & nin X lineer vektor alaninin integral egrisi olabilmesi i¢in

da
E—X(a(f))

diferensiyel  denklemini saglamasi  gerekir. Bu  diferensiyel

VP =(x,y,z)€ E’ igin a(t)=P ve X(P)=(a,b,c) ise integral egrisi

da
Z=X(P
% (P)

diferensiyel denkleminin ¢6zlim egrisidir. Yani,

da,

=a
dt
da, _p
dt
doy _ 0
dt

diferensiyel denklem sistemidir. Boylece X in integral egrisi

a(t)=(at+d,,bt+d,,ct+d,)

seklinde elde edilir. Buradan, a(¢) integral egrileri paralel dogrulardir o

3.2 E° Oklid Uzayinda Spiral Vektor Alanlar

denkleminin

Bu boliimde bir parametreli homotetik hareketlerin Lie grubu ve Lie cebirini

inceleyerek spiral vektdr alanini tanimlayacagiz. Ayrica aldigimiz bir spiral vektor

alaninin integral egrisini inceleyecegiz.
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E’ n-boyutlu Oklid uzayinda | — R bir acik aralik ve t € | olmak iizere
fi:EE——F
x — fi(x) = y(t) = h(t)a(t)x +c(t) (3.7)

ile tanimhi E° de bir parametreli homotetik hareketi ele alalim. Bu homotetik hareketin

)| _[h@®a(t) @) || x
Ly L o 1|1

B(1)

matris gosterimi

dir. Burada, h(t) e R, a(t) e SO(3) ve c(t) e R dir.

B(t) formundaki 1-parametreli matrislerin ciimlesi

h(t)a(t)  ¢(t)

0 t a(t)eSO(3),h(t)eR™, c(ii)e]Ri3

SD(3) = {B(t):B(t) -

olup matrislerde ¢arpma islemine gore bir Matris Lie grubunu olusturur ve bu gruba

h(t)a(t) c(t)

karsilik gelen Lie cebirini sd(3) ile gosterirsek B(t) :{ 0 1

} € SD(3) i¢in

|0 e 0]
B7l(t) = ()0 *) . , a € S0(3)
R pe—
0 1
B(o) — [Ba(®) + hit)at) <)
0 0
olup
050 = | "Daa” + a(va”(®) ~2D (0T (c(t) - a(b)a” (O)ett) + <t
B(t)B~(t) = h(t)a a a(t)a h(t)a a’ (t)c a(t)a’ (t)c c
0 0
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BO)B-10) = Ty + a0 () —~heft) = ol () + ()
0 0
RECIRCRD
a 0 0

(t), Q = a(t)a’ (t) olup 3x 3 tipinde bir anti-

olarak elde ederiz. Burada ~(t) =

simetrik matris ve ¢(t) = —y(t)c(t) — a(t)a’ (t)c(t) + c(t) dir. Bu durumda, sd(3) Lie

cebirini
—Q,ceR},y € R}

sd(3) = { 7(%; ) Eét) QeRLOT =

olarak yazabiliriz. Ayrica se(3) Lie cebirinin elemanlari ile spiral vektor alanlart birebir

eslenirler.

Tanim 3.2.1 Ri de
I +9Q
5d(3) = { K 30 Qe R3O = —QceR? v € R}

ile tanimli ciimlesinin elemanlarinin olusturdugu lineer vektor alanina spiral vektor

alam denir.

Ani homotetik hareket altinda bir noktanin yoriingesi, lineer vektdr alaninin integral

egrisidir.

I, + Q) c(t
") 30 ) é) € sd(3) matris kimesinde ¢=¢, icin y(t,)I,+Q(,)=D ve

c
alirsak l matrisi yardimiyla lineer vektér alanim

c(t))=c olarak

ve v=R’ alinirsa Y lineer vektor

tanimlayabiliriz. Tanim 2.3.9 a gére A = l
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alanini
Y: R - R’
Q - Y(Q)=40
|D ¢||Q]| |DO+c
Lo ofl1] | o
seklinde ifade edebiliriz. Simdi bu lineer vektor alaninin integral egrisini =0 igin

y(0) = Q = x baslangi¢ sart1 altinda bulalim.

y=Dy+c
sabit katsayilt matris diferensiyel denkleminin y(0) =0 = x baslangi¢ kosulu altindaki
¢Ozimil

'
y(t) = ePlz + [eP-eds
0

— eDtx + eDthIE _ eDthlesz‘,E
= ez + K(1)
olarak elde edilir.

(@) 0 0
0 y(t) O
0 0
eDt —¢ y(t) 'th

= 67(’)13.[69’]
oldugundan  y(t) = e’z 4+ K(t) ifadesinin y(t) =[h(t)a(t)]x+ K(t) seklinde bir
homotetik hareket belirttigini sdyleyebiliriz. Sonu¢ olarak x in yd&riingesi olan y(¢)

egrisi bir spiral belirtir. Bu sonugtan dolay1 X vektor alanina spiral vektor alani denir.

Ayrica 7 = c—aa’c ve € = —yc — aa’c + ¢ oldugunu biliyoruz. Buna gére

y(t) = eP'z + eP'D71e — P D7l PiE

y(t) _ 6(’)’134-9)151: + 6(7[3+Q)t(’)/13 + Q)flg . 8(’}/[3+Q)t(7]3 + Q)fle—(“/lg-ﬁ-ﬂ)t
ifadesinde v = 0 alirsak y(t)=ex — Mo e ™ + 50! ifadesini elde ederiz ki
bu ifade (3.6) den dolay1 y(t)egrisinin bir helis egrisi oldugunu sdyler. Bu durumda

spiral vektor alanlari helisel vektor alanlarmin bir genel halidir diyebiliriz.
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Sekil 3.1 Ani Homotetik Hareket

Spiral vektor alanlari ile 1-parametreli homotetik hareketin Lie cebirinin elemanlart
eslesebilir. Dolayistyla bunlar yardimi ile 1-parametreli homotetik hareketleri elde
ederiz. Bu durumda 1-parametreli homotetik hareketlerin yoriingelerini asagidaki

teoremle verebiliriz.

Teorem 3.2.1 E°de bir lineer vektdr alan1 Y, bir anti-simetrik matris Q e ]Rz ve bir
kolon matrisi ¢ € R} olsun. O halde Y nin E° de bir {O;ul,u2,u3} ortonormal

catisina gdre matrisi

'7130+Q 52[7[3—1—9 E]

olmak tlizere

1. v = 0 ise, bu durumda hareket bir kat1 cisim hareketidir.

1. rank[713 +Q E} = 3 ise Y nin integral egrileri, ortak eksenli ayni parametreli,
helis egrileridir.

11. mnk[y% +Q E} = 2 ise Y nin integral egrileri, paralel diizlemlerde kalan ve
merkezleri bu paralel diizlemlere dik olan bir eksen iizerinde bulunan ¢emberlerdir.

1. mnk[fy]g +Q E] = 1 ise, Y nin integral egrileri, paralel dogrulardir

(Karger, Novak).
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2. v=0ve mnkh]3 +Q E] = 3 ise integral egrileri spiral egrilerdir.

+ h )
Burada, h(t)eR", % = 1(t) ve Q=aa" dur.

Ornek 3.2.1 E’de bir lineer vektér alam1 Y, bir anti-simetrik matris

0 10 0 :
Q=|-1 0 0|€R}, bir kolon matrisi = 0] € R}, h=¢' ve {3 =7=1
0 00 1

olmak tizere,

1 1 0 O
v, +Q ¢ -1 1 0 0
0o o] o o011
0 0 0 O
dir.
%
¥ = Eo(t:!)” =T+tY +Ly? 4 Lys 4 Ly
oldugundan dolay1,
1424y 22 0 0
gy | tHE . L 0 0
0 0 Iht+Lplplg L4 L Ly
0 0 0 1
%et((f”—l—e”) %iet(eit_e—it) 0
B _%iet(eit_e—it) %et(eﬂ‘t_i_ezt) 0
0 0 el el —1
0 0 0 1
e' cost —e'sint 0 0 cost —sint 0| O
_|e'sint e'cost 0 0 |y sint cost 0| O
0 0 el et —1 0 0 1lef —1
0 0 0 1 0 0 0] 1

olarak bulunur. e’ ile 1-parametreli homotetik hareket tanimlanabilir. Bu harekette bir

noktanin yd6riingesi spiral egri belirtir.
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3.3 E" Oklid Uzayinda Spiral Vektor Alanlar

Bu béliimde ilk énce E" Oklid uzayinda bir parametreli homotetik hareketlerin Lie
grubu ve Lie cebirini inceleyerek spiral vektor alanini tanimlayacagiz. Ayrica aldigimiz

bir spiral vektor alaninin integral egrisini inceleyecegiz.

E" n-boyutlu Oklid uzay, ] = R bir acik aralik ve t € | olmak iizere
f,:E'——FE"
x — f,(x)=y(t) =h(t)a(t)x +c(t) (3.8)

ile taniml1 E" de bir parametreli homotetik hareketi ele alalim. Bu homotetik hareketin

YO | [ h@®a@) @) || x
1 _‘ 0 1|1

B(1)

matris gosterimi

dir. Burada, h(t) e R", a(t) € SO(n) ve c(¢) e R} dir.

B(t) formundaki 1-parametreli matrislerin ciimlesi

h(t)a(t) ()
1

Jat) € SO(n),h(t) € R, c(t) € R;L}

olup matrislerde ¢arpma islemine gore bir Matris Lie grubunu olusturur ve bu gruba

h(t)a(t) (1)

karsilik gelen Lie cebirini sd(n) ile gosterirsek B(t) = € SD(n) i¢in

0 1
| amaT ) —saT ()e()
By = 70" 0 o € SO(n)
_ime ) et (B)et)
0 1
B(t) = |h(0a(t) + h(D)a(t) (1)
0 0
olup
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0 0
i a(t)a” (1) 2040 "l (et + o)
0 0
YOI +Q1) 2(@)
= . .
olarak elde ederiz. Burada ~(t) = % , Q= L.l(t)aT(t) olup m» X n tipinde bir anti-

simetrik matris ve ¢(t) = —y(t)c(t) — a(t)a’ (t)c(t) + c(t) dir. Bu durumda, sd(n) Lie
cebirini

V(O + Q) <(t)

0 :Q e R",QF :—Q,EGR?,VER}

sd(n) = {

olarak yazabiliriz. Ayrica sd(n) Lie cebirinin elemanlar: ile spiral vektor alanlari
birebir eslenirler.

Tamm 3.3.1 R*" de

n+l

v, +Q ¢ T _
0 0 N e R =-QceRl,yeR

sd(n) = {

ile tanimli ciimlesinin elemanlarinin olusturdugu lineer vektor alanina spiral vektor

alam denir.

Ani homotetik hareket altinda bir noktanin yoriingesi, lineer vektdr alaninin integral
egrisidir.
V(I +Q(t) <(t)

0 € sd(n) matris kiimesinde ¢=¢, i¢in y(t,), +Q,)=D ve

c(t,)=c olarak alirsak

c
0] matrisi yardimiyla lineer vektor alanim
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tanimlayabiliriz. Tanim 2.3.9 a gore A = l 0 ve v=R" aliirsa Y lineer vektor

alanini
Y:R" > R"
Q - Y(Q)=40
Lo T
0 0]/1 0
seklinde ifade edebiliriz. Simdi bu lineer vektér alaninin integral egrisini ¢ =0 igin
v(0) = 0 = x baslangi¢ sart1 altinda bulalim.
j; =Dy+c

sabit katsayil1 matris diferensiyel denkleminin y(0) = Q = x baslangi¢ kosulu altindaki
¢O0zumu

t
y(t) = ePlo + [ePU-eds
0

— eDtx + €DtD_1E o eDtD—le—DtE

= Pz + K(1)
olarak elde edilir.
7@ 0 0
0 y() 0
eDt = 0 0y .th
= ey(t)]n.[eg’}

oldugundan  y(t) = e’z + K(t) ifadesinin y(f) =[h(t)a(t)]x+ K(¢) seklinde bir
homotetik hareket belirttigini sdyleyebiliriz. Sonug¢ olarak x in ydriingesi olan y(r)

egrisi bir spiral belirtir. Bu sonugtan dolayr X vektor alanina spiral vektor alam denir.

Ayrica U = c—aa’c ve ¢ = —yc —aa’c + ¢ oldugunu biliyoruz. Buna gére

y(t) = e’z + ' D7 — P’ D7l PiE

y(t) = O A, | (], +Q)t(,ﬂn +O) e e(ylﬁQ)t(,ﬂn I 9)716—(y1n+9)t
ifadesinde v = 0 alirsak y(t)=ex — M Qe ™ + 50! ifadesini elde ederiz ki
bu ifade (3.6) den dolay1 y(¢)egrisinin bir helis egrisi oldugunu sdyler. Bu durumda

spiral vektor alanlar1 helisel vektor alanlarinin bir genel halidir diyebiliriz.
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Spiral vektor alanlar1 ile 1-parametreli homotetik hareketin Lie cebirinin elemanlari
eslesebilir. Dolayisiyla bunlar yardimi ile 1-parametreli homotetik hareketleri elde
ederiz. Bu 1-parametreli homotetik hareketlerin yoriingelerini asagidaki teoremle

verebiliriz.

Teorem 3.3.1 E"de bir lineer vektor alan1 Y, bir anti-simetrik matris Qe R’ ve bir
kolon matrisi ¢ € R} olsun. O halde Y in E" de bir {O;ul,u2,...,un} ortonormal

v, +Q ¢

0 olmak  ilizere ~vy=0 e

catistna  gére  matrisi Y =

mnk[’ﬂn +Q E] = n ise Y nin integral egrileri spiral egrilerdir.
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4. LORENZ UZAYINDA LINEER VEKTOR ALANLARI

Bu boéliimde; Lorenz uzayr i¢in, 1-parametreli hareket ve I1-parametreli homotetik
hareket kavramlar1 verilmistir. Lorenz uzaymda ani homotetik hareketlerin hiz
vektorleri incelenmistir. Daha sonra lineer vektor alanlart verilerek Lorenz uzayinda
spiral vektor alanlar1 ve spiral vektor alanlarinin integral egrileri tamtilmistir. Bu

integral egrilerinin ani hareketler ile homotetik hareketler arasindaki iliskisi verilmistir.

4.1 E} Lorenz Uzayinda Helisel Vektor Alanlar

Bu béliimde E; Lorenz uzayinda bir parametreli hareketlerin Lie grubu ve Lie cebirini

inceleyerek helisel vektor alanini tanimlayacagiz. Ayrica aldigimiz bir helisel vektor

alaninin integral egrisini inceleyecegiz.

Tanim 4.1.1 R iizerinde

(,), RPxR’—R’
(ﬁ,;)—><&,;>L =—uV, +U,v, + UV,
ile tanimh <, > ; metrik tensoriini ele alalim. Bu durumda (R3,<, > L) ikilisine 3-boyutlu

Lorenz Uzay1 adi verilir ve E; ile gdsterilir.

Tamm 4.1.2 E’, 3-boyutlu Lorenz uzay1, ] — R bir agik aralik ve ¢ € | olmak iizere
f,:E} ——E;
v ——fi(z) = y(t) = a(t)r + (1) (4.1)

ile tanimli doniisiimiine E’ Lorenz uzayinda 1-parametreli hareket denir ve bu

y(0)]_[[a) e[
1 0 1 1

A()

hareketin matris gdsterimi,

dir. Burada c(t) € R? ve a(t) € SO(3,1) dir. Ayrica, a(t) € SO(3,1) oldugundan
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-1 0 0
e=| 0 1 0]/ olmakiizere a’ =&a'¢ dir.
0 0 1

A(t) formundaki 1-parametreli matrislerin climlesi

a(t) c(t)

01 ]a(t)eSO(B,l),c(t)eRi}

SE(3,1) = {A(t)|A(t) {

olup matrislerde ¢arpma islemine gore bir Matris Lie grubunu olusturur ve bu gruba

a(t)  c(t)

karsilik gelen Lie cebirini se(3,1) ile gosterirsek A(t) :{ 0 1 } € SE(3,1) i¢in

A(l) = a'(t) —a ' (t)e(t)
o 1
Ve
/I(t): a(t) c(t)
0 0
olup
/I(t)A’l(t) _ |a(t)a”'(t) c(t) — a(t)a” ()e(t)
0 0
C u
“lo o

olarak elde ederiz. Burada C = a(t)a '(t) olup Lorenz anlaminda bir anti-simetrik

matris ve % = c(t) — a(t)a ' (t)c(t) dir. Bu durumda, se(3,1) Lie cebirini

C u

se(3,1) :{ 0 0 :CT = —eCe,u € R}

olarak yazabiliriz. Ayrica se(3,1) Lie cebirinin elemanlar ile helisel vektor alanlari

birebir eslenirler.
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Tanim 4.1.3

:CT = —cCe,u € Ri’

C
se(3,1) = { 0

ile taniml1 climlesinin elemanlarinin olusturdugu lineer vektor alanina helisel vektor

alam denir.

E]} Lorenz uzaymda bir parametreli ani hareket altinda bir noktanin y&riingesi, lineer

vektor alaninin integral egrisidir.

C(t) u(t) e . o
0 € se(3,1) matris kiimesinde ¢=¢, i¢in C(¢t,)=C ve u(t,)=u olarak
alirsak matrisi yardimiyla lineer vektor alanini tanimlayabiliriz. Tanim 2.3.9 a
) ¢ u ] . )
gore A = 0 ve v=E; almirsa X lineer vektor alanini

X :E'——E
P — X(P)= AP

| € u||P| |CP+u
Lo ojlt] | o
seklinde ifade edebiliriz. Simdi bu lineer vektdér alaninin integral egrisini =0 icin

y(0) = P = x baslangi¢ sart1 altinda bulalim.

y=Cy+u
sabit katsayilt matris diferensiyel denkleminin y(0)= P = x baslangi¢ kosulu altindaki
¢Ozumu
t
y(t) = e%a + [ uds

0
=elly — “uC e 4 Cluc!

= %z — (e — “)C! (4.2)
A

=Yg + \C

= ez + S(t)
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olarak elde edilir.

Sonug olarak x in yoriingesi olan y(¢) egrisi bir helis belirtir. Clinkii x , C etrafinda

donmiis ve C' boyunca &telenmistir. Bu sonugtan dolayr X vektor alanina helisel

vektor alani denir.

Helisel vektor alanlar1 ile 1-parametreli hareketlerin Lie cebirinini elemanlari

eslesebilir. Dolayisiyla bunlar yardimu ile 1-parametreli (ani) hareketleri elde ederiz.

4.2 E’ Lorenz Uzayinda Spiral Vektor Alanlar ve integral Egrileri

Bu béliimde E; Lorenz uzayinda 1-parametreli homotetik hareketlerin Lie grubu ve Lie

cebirini inceleyerek spiral vektdr alanini tanimlayacagiz. Ayrica aldigimiz bir spiral

vektor alaniin integral egrisini inceleyecegiz.
Tamm 4.2.1 E’, 3-boyutlu Lorenz uzaymda | — R bir agik aralik ve t € | olmak iizere
f B —— B}

r —— fi(z) = y(t) = h(t)a(t)r + c(t) (4.3)

ile tammli déniisiime E Lorenz uzaymda 1-parametreli homotetik hareket denir ve

Y@ | _|ha(t) @) | x
1 0 Lt

B(1)

bu hareketin matris gosterimi,

dir. Burada c(t) € R, h(t)eR" ve a(t) € SO(3,1) dir. Ayrica, a(t) € SO(3,1)

-1 0 0
oldugundan ¢=| 0 1 0| olmak iizere a’ =¢a'¢ dir.
0 01
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B(t) formundaki 1-parametreli matrislerin ciimlesi

SD(3,1) = {B(t) . B(t) = {h(ti)“(t) C(lt)]a(t) €SO(3,1),c(t) e R?, h e R*}

olup matrislerde ¢arpma islemine gore bir Matris Lie grubunu olusturur ve bu gruba

h(t)a(t)  c(t)

karsilik gelen Lie cebirini sd(3,1) ile gosterirsek B(f) :{ 0 1 } € SD(3,1) icin

B_l(t): h(t) 0 h(t) X
ve
Bty =| HOAO+hBaE) <)
0 0
oldugundan
O TN [ SN
B () <| i OO e Qe )
0 0
_|y(OL+C() 7(H)
15
_{W(B) T()
10 W
=[W 7]
elde edilir. Burada 'y(t):ﬂ, ?(t):—'y(t)c(t)—;(t)a’l(t)c(t)—l—;(t) ve

C = a(t)a”'(t) olup Lorenz anlaminda bir anti-simetrik matrisdir. Bu durumda,

sd(3,1) Lie cebirini

W r
sd(3,1):{ 90 :713+C:W€R?§,C’T :—505,,?611%?,76]1%

olarak yazabiliriz. Ayrica sd(3,1) Lie cebirinin elemanlar ile spiral vektor alanlari

birebir eslenirler.
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Tanim 4.2.2

_\wor _ 3 AT _ — ™3
sd(3,1) = 0 0 iy, +C =W € Ry, C7 = —eC¢,,TeR},y € R

ile tanimli ciimlesinin elemanlarmin olusturdugu lineer vektor alanina spiral vektor

alam denir.

E} Lorenz uzayinda bir parametreli ani homotetik hareket altinda bir noktanin

yoriingesi, lineer vektor alaninin integral egrisidir.

w(t) 7() N . I

0 € sd(3,1) matris kiimesinde =1, igin W(t,)=W ve 7(t,)=7 olarak

wor . . .y
alirsak 0 matrisi yardimiyla lineer vektor alanini tanimlayabiliriz. Tanim 2.3.9 a
) wor 3 : )
gore A = 0 ve v=E; alinirsa Y lineer vektor alanim
Y:E — E
Q - Y(Q)=40

5 T

seklinde ifade edebiliriz. Simdi bu lineer vektdér alaninin integral egrisini =0 icin
v(0) = 0 = x baslangi¢ sart1 altinda bulalim.

y=Wy+Tr
sabit katsayilt matris diferensiyel denkleminin y(0) = Q = x baslangi¢ kosulu altindaki
¢O0zumu

t
y(t) = Wz + [V )7ds
0
— 6Wt$ + eWthlf _ 6WtW7167Wt77

= My + K(t)

olarak elde edilir.
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y(@) 0 0
0 y@® 0
0 0
eWt —e y(t) .eWt

= e””[3.[ew’]

oldugundan  y(t) = "'z + K(t) ifadesinin y(r) =[A(t)a(t)]x+ K (¢) seklinde bir
homotetik hareket belirttigini sdyleyebiliriz. Sonug¢ olarak x in yoriingesi olan y(z)

egrisi bir spiral belirtir. Bu sonugtan dolay1 X vektor alanina spiral vektor alani denir.

Ayrica u = ;(t) —a(t)a H(t)e(t) ve 7(t) = —y(t)c(t) — a(t)a (t)e(t) + c(t)
oldugunu biliyoruz. Buna gore
y(t) = 'z + MWIF — MW le Vi
— O o 6(7]3+C)t(713 TG 6(713+C)t(713 n C)—167(~/13+C)t?
ifadesinde y =0alirsak  y(t) = ez — e“TC e~ + “'uC ! ifadesini elde ederiz
ki buda bize (4.2) den dolay1 elde edilen y(¢)egrisinin Lorenz uzayinda bir helisel

vektor alani oldugunu gosterir. Bu durumda soyleyebiliriz ki spiral vektdr alanlar

helisel vektor alanlarinin genel bir halidir.

yit)

Sekil 4.1 Lorenz Uzayinda Ani Homotetik Hareket

Spiral vektor alanlart ile 1-parametreli homotetik hareketin Lie cebirinin elemanlart
eslesebilir. Dolayisiyla bunlar yardimi ile 1-parametreli homotetik hareketleri elde
ederiz. Bu durumda 1-parametreli homotetik hareketlerin yoriingelerini asagidaki

teoremle verebiliriz.
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Teorem 4.2.1 E; de bir lineer vektdér alam Y, Lorenz anlaminda bir anti-simetrik
matris CeR} ve bir kolon matrisi 7 €R] olsun. O halde Y in E de bir
{O; Uy, Uy, Usg } ortonormal ¢atisina gére matrisi

v, +C 7
0 0

0

w T
olmak tlizere

1. v = 0 ise, bu durumda hareket bir kati cisim hareketidir;
1. rcmk[W F] =3 ise Y nin integral egrileri, ortak eksenli ayni parametreli,

Lorenzian helis egrileridir,

il. mnk’[W F] =2 1ise Y nin integral egrileri, paralel diizlemlerde kalan ve

merkezleri bu paralel diizlemlere dik olan bir eksen {izerinde bulunan Lorenzian

¢emberlerdir,
1. mnk[W F] =1 ise, Y nin integral egrileri, Lorenzian paralel dogrulardir
(Zafer Unal 2007).

2.v=0ve mnk[W F} = 3 ise integral egrileri spiral egrilerdir.

Burada, h(t)e R" ve "o ~(t) dir.

4.3 E! Lorenz Uzayinda Spiral Vektor Alanlari ve integral Egrileri

Bu bolimde E; Lorenz uzayinda uzayinda 1-parametreli homotetik hareketlerin Lie

grubu ve Lie cebirini inceleyerek spiral vektor alanin1 tanimlayacagiz. Ayrica aldigimiz

bir spiral vektor alaninin integral egrisini inceleyecegiz.
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Tanim 4.3.1 E;, n-boyutlu Lorenz uzayinda | — R bir agik aralik ve ¢ € | olmak iizere
f,B' —— B
v —— fi(x) = y(t) = h(t)a(t)z + c(t) (4.4)

ile tanimli doniisiime E] Lorenz uzayinda 1-parametreli homotetik hareket denir ve

YO | [ h@®a@) c@) || x
1 _‘ 0 1|1

B(1)

bu hareketin matris gosterimi,

dir. Burada c(t) € R}, h(t)eR" ve a(t) € SO(n,1) dir. Ayrica, a(t) € SO(n,1)

-1 0 --- 0
0 1 --- 0 . L

oldugundan ¢ = .. olmak iizere a° =¢ga ¢ dir.
0O 0 --- 1

B(t) formundaki 1-parametreli matrislerin climlesi

h(Ba(t) c(t)

A },a(t) e SO(n,1),c(t) eR’},heR*}

SD(n,1) = {B(t)  B(t) :[

olup matrislerde ¢arpma islemine gore bir Matris Lie grubunu olusturur ve bu gruba

o L h(t)a(t) c(t)
karsilik gelen Lie cebirini sd(n,1) ile gosterirsek B(t)= 0 1 € SD(n,1)
i¢in
11 11
T T I 010
0 1
ve
l;’(t)— h(t)a(t)+h(t)a(t) c(t)
0 0
oldugundan
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B(t)B™\(t) = Z%+ (Ha™ (1) %C(f) a(t)a™ (He(t)+<(1)
L 0 0

[y, +C() F(t)}
i 0 0
[ F(t)}

0 0

=[W 7]

elde edilir. Burada y(t):%, F(t):—y(t)c(t)—(.z(t)a_l(t)c(t)—i—c.:(t) ve

C = a(t)a *(t) olup Lorenz anlaminda bir anti-simetrik matris dir. Bu durumda,

sd(n,1) Lie cebirini

T

14
sd(n,1) :{ 0 0

vl +C =W € ]R’;L,CT = —eC¢,,TeR],vy € R}

olarak yazabiliriz. Ayrica sd(n,1) Lie cebirinin elemanlari ile spiral vektor alanlari

birebir eslenirler.

Tanim 4.3.2

14
sd(n,1) :{ 0 0

vl +C =W € ]R’;L,CT = —eC¢,,TeR],vy € R}

ile tanimli ciimlesinin elemanlarinin olusturdugu lineer vektor alanina spiral vektor

alam denir.

E! Lorenz uzaymnda bir parametreli ani homotetik hareket altinda bir noktanin

yoriingesi, lineer vektor alaninin integral egrisidir.

w(t) 7(t) . . . I
€ sd(n,1) matris kiimesinde ¢=¢, icin W(t,))=W ve 7(t,)=7 olarak
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alirsak matrisi yardimiyla lineer vektor alanini tanimlayabiliriz. Tanim 2.3.9 a
W r .
gore A = 0 ve v=E; alinirsa Y lineer vektor alanini
Y:E' — E/
Q - Y(Q)=40

5 TH

seklinde ifade edebiliriz. Simdi bu lineer vektoér alaninin integral egrisini =0 igin
v(0) = 0 = x baslangi¢ sart1 altinda bulalim.

y=Wy+7r
sabit katsayil1 matris diferensiyel denkleminin y(0) = QO = x baslangi¢ kosulu altindaki
¢O0zumu
t
y(t) = "w + [VUIrds
="z + ZWtW_lf — MWl Wi

= My + K(t)
olarak elde edilir.

¥t 0 0
0 y@ O
eWt = ¢ 0 0y .eWt

=] .[eWtJ
oldugundan  y(t) = "'z + K(t) ifadesinin y(f) =[A(t)a(t)]x+ K (¢) seklinde bir
homotetik hareket belirttigini sdyleyebiliriz. Sonug olarak x in yoriingesi olan y(z)

egrisi bir spiral belirtir. Bu sonuctan dolay1 X vektor alanina spiral vektor alani denir.

Ayrica  u = c(t) —a(t)a ' (t)c(t) ve 7(t) = —y(t)c(t) — a(t)a ()e(t) + c(t)
oldugunu biliyoruz. Buna gore

y(t) = Mz 4+ MW — MWl Vi

_ e(ﬂ/ln-l-C)tx + e(ﬂ/ln—i-C)t(,YIn + C)—IF _ e(vln-&-C)t(,yln + C)—le—('ﬂn—&-C’)tF
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ifadesinde y =0 alirsak y(t) = ez — e“'TC e " + Y uC! ifadesini elde ederiz
ki buda bize (4.2) den dolay1 elde edilen y(¢)egrisinin Lorenz uzaymnda bir helisel

vektor alani oldugunu gosterir. Bu durumda sdyleyebiliriz ki spiral vektor alanlari

helisel vektor alanlarinin genel halleridir.

Spiral vektor alanlar1 ile 1-parametreli homotetik hareketin Lie cebirinin elemanlari
eslesebilir. Dolayisiyla bunlar yardimi ile 1-parametreli homotetik hareketleri elde
ederiz. Bu 1-parametreli homotetik hareketlerin yoriingelerini asagidaki teoremle

verebiliriz.

Teorem 4.3.1 E] de bir lineer vektor alam1 Y, Lorenz anlaminda bir anti-simetrik
matris CeR’ ve bir kolon matrisi ¢ €R] olsun. O halde Y in E] de bir
W r
0 0

v, +C T
0 0

{O;ul,uQ,...,un} ortonormal catisina goére matrisi Y =

olmak iizere v = 0 ve mnk[W F] = n ise Y nin integral egrileri spiral egrilerdir.

Burada, a(t)eSO(n,1), h(t)eR", c(t)eR], y()= % , W(t)=~)1, +C(t),
e ) LA d
r(t)=c(t) —%c(t) —a(t)a (t)c(t) ve C(t)=a(t)a (¢) dir.
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5. POINT-LINE OPERATORU

Bu béliimde point-line operatorii tanitildi ve daha sonra point-line yer degistirmesi ile
Oklid uzaymdaki benzerlik déniisiimii arasindaki iliski verildi. Daha énce point-line
operatorii ve yer degistirmesi dual kuaterniyonlar kullanilarak Yi Zhang, Kwun-Lon
Ting tarafindan On Point-Line Geometry And Displeacement adli makalelerinde
calisilmigtir. Boris Odehnal, Helmut Pottmann, and Johannes Wallner Equiform
Kinematics And the Geometry of Line elements adli makalede 3-boyutlu Oklid
uzayinda dogru elemanlarmin pliicker koordinatlarini vermislerdir. Biz ise point-
line’nin referans noktasini koordinat sistemindeki orjin olarak kabul edildiginde, point-
line ile dogru elemanlarinin benzer oldugunu gosterdik. Benzerlik dontigiimii yardimu ile
de herhangi bir dogru elamanini bagka bir dogru elemanina doniistiirebilecegimizi
gosterdik. Ayrica bir dogru elamanini baska bir dogru elamanina kuaterniyonlari

kullanarak daha kolay dontistiiriilebilecegini ifade ettik.

Yonlendirilmis bir dogru, birim dogru vektorii yada Pliicker koordinatlar1 ile temsil
edilebilir. Point-line yonlendirilmis bir dogru ve bu dogru iizerindeki bir referans
noktasi ile bellidir. E ve H noktalar1 yonlendirilmis bir dogru lizerindeki herhangi iki

nokta olsun. Bu durumda E ve H noktalarindan gecen yonlendirilmis dogrumuzu

—

A=i+ei,, ((d,a)=1,(d,d,)=0) (5.1)
birim dogrultu vektorii ile gosterebiliriz (Sekil 5.1). Burada, @ yoOnlendirilmis dogru
boyunca birim dogrultman vektoridir ve 4, O-xyz referans c¢atismna gore

yonlendirilmis dogrunun moment vektoriidiir. Bir birim dogru vektér 6 tane

paremetreye baglidir.

Simdi dogru iizerinde olmayan herhangi bir nokta P olsun ve buna referans noktasi
diyelim. Ayrica dogru iizerindeki herhangi bir nokta E olsun. N ise P den point-
line’ye dik olan ayak noktasi ve h ise yonlendirilmis dogru iizerindeki N ayak
noktasindan E noktasina olan uzakliktir. Burada h yo6nlendirmeye gore pozitif veya

negatif olabilir.
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Sekil 5.1 Point-line

Bir point-line exp(&h)=(1+&h) dual uzunluk ile (5.1) deki birim dual vektoriin

carpilmasiyla elde edilen bir dual vektordiir. Yani,
A=exp(sh)A
—(1+¢h)(d+ed,)
=(1+eh)a+(1+¢h)ed,, & =0

i+ ehi+ ed,

i+ (hi+a,)e

ve 4, =hd+a, olmak lizere

A

A=d+adje (5.2)
dir. Eger, vidanin adimini, E noktasinin yeri olarak kabul edersek vida ile point-line
benzerdir. Benzerligin avantaji olarak vida ile ilgili koordinat doniistimiindeki formiiller
point-line’ ye uygulanabilir. Bir point-line koordinatlar1 verildiginde E noktasini ve

yonlendirilmis dogruyu hesaplamak kolaydir.
d, =ha+d, ifadesinde esitligin her iki yanin1 4 ile i¢ ¢arparsak,

(@,d,)=(a,i, +hi)

=(d,d,)+h(d,a)
R S
= h=(d,i,) (5.3)

olup (5.1) ifadesini
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A=i+e(d, —hi) (5.4)
olarak yazilabiliriz. Genelligi bozmadan referans noktamiz orjindeki koordinat sistemi

olsun. Boylece r. referans noktasmin yer vektori (Sekil 5.2)

7. =ON + NE (5.5)
dir. Burada ON, O noktasmmn point-line iizerindeki dikme ayagi oldugundan
<W, a > =0 olup vektorel moment tanimindan dolay1

ON A i =i, (5.6)
yazilabilir. (5.6) nin her iki yanin1 4 ile vektorel carparsak,

ind,=in(ON i)

- (4,3)ON -(3,0N)a

T v
= ON =i nd, (5.7)
dir. Ayrica
NE = hi (5.8)
dir. O halde (5.7) ve (5.8) den
f. =dAdy+ha (5.9)

olarak bulunur.

Sekil 5.2 Referans noktas1 orjin olan point-line

52



5.1 Dogru Elemanlarinin Pliicker Koordinatlari

3-boyutlu Oklid uzayinda x noktasindan gecen yonlendirilmis bir dogru L olsun. Eger,
a#0, L dogrusuna paralel birim vektor, d, =XAd ve h= <3?,ﬁ> ise (ﬁ,ﬁo,h) eR’
ticliisiine dogru elemanlarinin Pliicker koordinatlar1 denir ve bu koordinatlar homojen

koordinatlardir. Burada 4,, 4 nin vektdrel momentidir ve /1 yi x in L {izerindeki yerel

noktasini belirlemek i¢in ekliyoruz.

Ayrica orjinden L dogrusuna ¢izilen dikmenin ayagi

N, ) = — ind, (4,d)=1

N (5.10)

dir. Ayrica

=N(d,d,)+ha (5.11)
ve (5.10) den
Ty =X=dnd,+ha (5.12)

olarak yazilabilir.

Simdi benzerlik doniisiimii ile dogru elemanlar1 arasindaki iliskiyi verelim. X'=hgx + o

denklemi ile tanimli benzerlik doniisiimii (4, ﬁo,hl) dogru elelmanini

Uu=gd
iy, =%'Ali
h, =(%',i)

denklemleri yardimi ile bagka bir (ii,i,,h,) dogru elemamna déniistiirir ve bu

doniislimiin matris gosterimi

u g 0 Ofa
u, |=|¢g hg 0]d,|, gx=0AX (5.13)
h,| |o'¢ 0" hilh,
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dir. Ozel durumda h, =h, =0 ve h=1 oldugunda X'=hgx+7 ile tanimh benzerlik

dontistimii

!

= gi+7

MR e
I _ |, §x=0AX (5.14)
Uy 88 &l

olur ve (5.14) ifadesi McCarthy nin An Introduction to Theoretical Kinematics adli

ve (5.13) deki matris

kitabindaki sonug ile ¢akisir.

Benzer sekilde kuaterniyonlari kullanarak, (d,d,,h,) dogru elelmamm baska bir

(#,1,,h,) dogru elemanina asagidaki teoremle doniistiirebiliriz.

Teorem 5.1.1 R’ de

O0=—((A,0)+An0) (5.15)

dontigiimii;
1. Bir dogru elemanini bagka bir bir dogru elemanina doniistiiriir,

2. Bir point-line operatdrii belirtir.

Ispat:
R’ de iki dogru elemant A =(d,d,,h,) ve U =(i,i,,h,) olsun.
N BT
Q=—((A4,U)+Anl)
4i

olup her iki tarafi A ile vektorel carparsak
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A e
1 =2 -
mpbl

dir. Burada “x” kuaterniyon ¢arpimudir.

Ayrica A= (@,d,,h,) ve U= (#1,1,,h,), R” de iki dogru elemanimn belirttigi point-
line’ ler, sirasiyla,
A =exp(sh,)(d+ed,)= HAH A,
e
4] A
U = exp(eh, ) (il +¢iiy ) = Hfl” u,

| t

olup (5.15) ile taniml1 doniisimii i¢in

Q:L‘z(<A,a>+AAa)

1

= ANl Aq o)+ Al (4, £ T)

(S N

Nl

dir. Buradan (5.15) ile taniml1 doniisiimiiniin de bir point-line oldugunu sdyleyebiliriz o

Teorem 5.1.2 Eger bir point-line i¢in referans noktasi koordinat sisteminin orjin noktasi
ise 7. = X =hgX+70 benzerlik ddniisiimii yardimiyla bir point-line baska bir point-

line’ye doniistiirtilebilir.
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Ispat:
A=(d,dy,h) ve U=(i,iy,h,), siwastyla, L, ile L, yonlendirilmis dogrulari iizerinde
iki point-line olsun. 4, ve 1, orjin catisina gore, sirastyla, A ve U nun vektorel

momentleridir. ,, N den X noktasina olan uzaklik ve h,, M den X' noktasina olan

uzaklik olarak kabul edelim.

ry ve 7., sirastyla, X ve X' niin pozisyon vektorleridir (Sekil 5.3)

o =Fp Ml
&y =Ty A

Sekil 5.3 Point-line yer degistirmesi

Biliyoruz ki, (5.9) dan r, pozisyon vektorii

fy =dAdy+hd

denklemine belirlidir. Ayni zamanda 7,. pozisyon vektorii (3.7) den
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r, =hgry +0

dir. Burada ¢ € SO(3), he R" ve veR® dir. Asagidaki denklemleri kullanarak

u=gd
Uy =7, Al
h2:<rx‘,u>

ya da (5.13) deki blok matrisi kullanarak

U, =g" gi+hga,

=0 Al +hgd,

.
:guo—z(uo—v/\u)

ve

h,=0" gi+hh,

=70 i +hh,

= (@i, D)+ hh,

= hh, =h, —(ii,?)

dir. Buradan

ro =hgry +0

=hg(dnd,+ha)+0
=hg(dndy)+hghd+7
=h(gd A gy )+hh,gi+7D

olup (5.13), (5.16) ve (5.17 ) den

Ty =h(gﬁ/\gﬁ0J+hh1 gi+7
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=t Aty — i A(DAG)+ D0 —(1,0) i+

=i A iy — (i1, 1) 0+ (1, D) i+ hyii — (i1, 0) i + 7
e

=il Al + hyil

olarak elde edilir. Bu sonug u point-line’ 1 i¢in pozisyon vektoriidiir o

Ornek 5.1.1 Sekil 5.3°de gdsterilen A = (d,d,,h,) point-line vektdrii igin yon vektorii

i :(0,%,73J ve pozisyon vektorii 7y =(0,1,0) olsun. x =hgX+0 ile verilen

benzerlik doniigiimii ve (5.1.4) de verilen blok matrisi yardimiyla A point-line’sini u
point-line’sine doniistiirelim. Burada, h = —\/5 , 0= (1,0,0) ve g€S50(3), x-ekseni

etrafinda 30° lik donmeye karsilik gelen matris olsun.

O halde,
A=i+ed,
:ﬁ+£(17X/\Et)
— 0,1,£ +e ﬁ/o/o
22 2

seklindedir. Dikme ayagindan referans noktasina olan uzaklik h, =<17X,Zl>=% dir.

Buna gore sekil 5.3’deki u point-line vektoriin # birim dogrultman vektord, 1,

moment vektorii ve 7y, yer vektorii asagidaki gibidir.

1 0 0 (1)
u=gi=|0 cos@ -sinf >
0 sinf cosd 1
J3

(6))

2
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Fo =hgP, +0=| —= (5.18)

3
Uy=r, A= ——,-1,0
0o =T A ( > j
\ 3
uz(o,o,1)+g(-5,_1,oj

hy =(Fy,il)=———

ve biliyoruz ki point-line vektdriiniin yer vektorii asagidaki esitligi saglar,

3 3
Foo=UuAl,+hii=|1—-——,——
X AUy TH, ( 5 zj

Boylece bu sonug (5.18) ile ¢akisir.

Sonug olarak soyleyebiliriz ki benzerlik doniisiimii yardimiyla dogru elemanini baska
bir dogru elemanina doéniistiirebiliriz. Biz ise bu boliimde bir point-line’sini baska bir
point-line’sine benzerlik doniisiimiinii kullanarak nasil doniisebilecegini gosterdik. Ayni
zamanda dogru elemanini1 baska bir dogru elemanina doniistiirme isinde (5.13) deki
blok matrisi kullanmak zor olacagindan bu isi kuaterniyonlar1 kullanarak daha kolay

nasil yapilabilecegini gosterdik.
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6. LORENZ UZAYINDA POINT-LINE OPERATORU

Bu béliimde Lorenz uzayinda point-line operatorii tanitildi ve daha sonra point-line yer
degistirmesi ile Lorenz uzayindaki benzerlik doniisiimii arasindaki iligki verildi. Daha
once Lorenz uzaymda point-line operatorii ve yer degistirmesi dual kuaterniyonlar
kullanilarak O. Aydogmus, L. Kula ve Y. Yayli tarafindan On Point-Line
Displeacement in Minkowski 3-space adli makalelerinde ¢alisilmistir. Biz ise Lorenz
uzayinda ilk once benzerlik doniisiimiinii ve Pliicker korrdinatlar1 Lorenz uzayinda
tanittik. Daha sonra point-line’in referans noktasini koordinat sistemindeki orjin olarak
kabul edildiginde, point-line ile dogru elemanlarinin benzer oldugunu gosterdik. Lorenz
uzayinda benzerlik doniisiimii yardimi ile de herhangi bir dogru elamanimi baska bir
dogru elemanina doniistiirebilecegimizi gosterdik. Ayrica bir dogru elamanini baska bir
dogru elamanina split-dual kuaterniyonlar1 kullanarak daha kolay doniistiiriilebilecegini

ifade ettik.

Yonlendirilmis bir dogru birim dual spilt vektorii yada Pliicker koordinatlarla
gosterilebilir. Bir point-line ise yonlendirilmis bir ve bir referans noktasi ile bellidir.

Yonlendirilmis bir dogru, E ve H noktasindan geg¢sin ve birim dual-split vektoriinii

A=i+ei,, ((a,a)=F1,(d,d,)=0) (6.1)

birim dogrultman vektorii ile gosterebiliriz (Sekil 6.1).

F

z

Sekil 6.1 Lorenz uzayinda Point-line

Burada, 4 yonlendirilmis dogru boyunca birim dogrultman vektoriidiir ve 4, sirasiyla
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O —xyz referans ¢atisina gore yonlendirilmis dogrunun moment vektoriidiir.

Kabul edelim ki, H yonlendirilmis bir dogru ve lizerinde alinan herhangi bir nokta E
olsun. Ayrica dogru iizerinde olmayan bir P noktasi alalim. Bu noktaya referans noktasi
diyecegiz. P den yonlendirilmis dogruya inilen dikmenin ayagt N ve N dikmenin
ayak noktasindan E noktasina yonlendirilmis dogru iizerindeki uzaklik /i dir. Ayrica
h yonlendirilmis dogru iizerinde N nin ve E nin konumuna goére pozitif veya negatif
olabilir (Aydogmus, 2008). P noktas1 uzaydaki her hangi bir nokta olabilir. Bunlardan

biri de orjin referans noktasi olabilir.

Bir point-line exp(eh) dual sayist1 ile (6.1) deki birim dual vektoriin ¢arpilmasiyla elde

edilen bir dual vektordiir. Yani,
A =exp(sh)A
=(1+¢h)(a+ed,)
(1+e&h)a+(1+¢ch)ed,, & =0

a+¢chi+ gd,

i+(hi+d,)e
ve d, =hi+d, olmak lizere

A=i+ije (6.2)
dir. Burada, A nin exp (¢h)=1+¢h dual uzunluklu dual split vektér oldugunu
sOyleyebiliriz. (6.2) esitliginden

A

A:(al,a2,a3,a;1,a;z,a;3) (6.3)

yazilabillir. Burada, @ =a +ha,,a =a +ha, ve a =a_ +ha, dir.
01 01 1 02 02 2 03 03 3

Eger, vidanin adimini, E noktasmnin yeri olarak kabul edersek vida ile point-line
benzerdir. Benzerligin avantaji olarak vida ile ilgili koordinat doniistimiindeki formiiller
point-line’ a uygulanabilir. Bir point-line koordinatlar1 verildiginde E noktast ve

yonlendirilmis dogruyu hesaplamak kolaydir.

1) A birim dual-split vektorii spacelike ise 4, =hi+d, ifadesinde esitligin her iki

yanini 4 ile i¢ ¢arparsak,
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= h=(a,d,) (6.4)
olup (6.1) ifadesini
A=i+ a,&
=G+e(d, —hi) (6.5)

olarak yazilabiliriz.

2) A birim dual-split vektorii time-like ise @, =hd+4d, ifadesinde esitligin her iki

yanini 4 ile i¢ ¢arparsak,

=<Zz,ﬁ0>+h<a,a>
I SR
= h=—(a,) (6.6)
olup (6.1) ifadesini
A=i+i0,e
=G+e(d, —hi) (6.7)

olarak yazilabiliriz.

Point-line koordinatlarin1 vererek referans noktasinin yerini, yonlendirilmis dogruyu ve
yer vektorii(pozisyon vektorii)nii hesaplamak kolaydir. Genelligi bozmadan referans

noktamiz orjindeki koordinat sistemi olsun. Boylece r. referans noktasinin yer vektorii
(Sekil 6.2)

7. =ON + NE (6.8)
dir.
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Sekil 6.2 Lorenz uzayinda referans noktasi orjin olan point-line

Burada ON, O noktasinin point-line tizerindeki dikme ayag1 oldugundan <m,ﬁ> =0

olup vektorel moment tanimindan
ON Ai =4, (6.9)

yazilabilir.

1) A birim dual-split vektorii spacelike ise (6.9) un her iki yanin1 4 ile vektorel

carparsak,
dnd,=in(ON A
_ a,a)ﬁw@,ﬁ\iﬁ
T Ty

= ON =—ird, (6.10)

dir. Ayrica
NE = hii (6.11)

dir. O halde (6.10) ve (6.11) den

f. =—dAdy+ha (6.12)

olarak bulunur.
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2) A birim dual-split vektorii time-like ise (6.9) un her iki yanim1 4 ile vektorel

carparsak,
ind,=in(ON ni)
~~(4,d)ON +(a,0N)a

= ON =i i, (6.13)

dir. Ayrica
NE = hi (6.14)

dir. O halde (6.13) ve (6.14) den

f. =dAdy+ha (6.15)

olarak bulunur.

6.1 3-boyutlu Lorenz Uzayinda Benzerlik Doniisiimii

Tanim 6.1.1 3-boyutlu Lorenz uzayr R} de ReSO,(3), beR] ve a bir homotetik
skalar olmak iizere
¢:R—>RS
x —o(x)=y(t)=a(t)R(t)x+b(t) (6.16)
ile tamiml1 doniisiime R’ Lorenz uzayinda benzerlik déniisiimii denir.

Burada, R, ve b, t ye gore C” sinifindan diferensiyellenebilir donksiyonlardir.
y(t) = a(t)R(H)x +b(t)

doniisimiinde ¢ ye gore tiirev alinarak v(y) = y(t) hiz vektorii

3 ]

o(y)=y(t)=RRy-ZLy—RR"0-Zb+b (6.17)
(04 04

olarak elde ederiz. Burada R ortogonal matris oldugundan RR' :=C* Lorenz
anlamindabir antisimetrik matristir ve C'x c¢arpimi, ¢ vektoriini kullanarak

C*x =¢ AX seklinde yazabilir. Bu durumda, (6.17) ifadesini

v(y)=y({t)=cAy+yy+C (6.18)
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dir. Burada y = 2 vet=-RR"p-%b +l.7 dir.
a a
Her hangi (C,E,;/) e R’ {igliisii bir tek 3-boyutlu Lorenz uzayinda bir tek benzerlik

hareketi tanimlar.
6.2 3-boyutlu Lorenz Uzayinda Dogru Elemanlarinin Pliicker Koordinatlar:

3-boyutlu Lorenz uzayinda x noktasindan gegcen yonlendirilmis bir dogru L olsun.
Eger, a#0, L dogrusuna paralel birim vektdr, a,=XAa ve h1=$<f,ﬁ> ise
(ﬁ,ﬁo,hl)eRi tcliistine dogru elemanlarinin Pliicker koordinatlar1 denir ve bu

koordinatlar homojen koordinatlardir. Burada d,, 4 nin vektérel momentidir ve h,, x

in L izerindeki yerel noktasini belirlemek igin ekliyoruz. Buradan orjinden L

dogrusuna ¢izilen dikmenin ayagi

1) a birim spacelike vektor ise

N(d,a,)=—dana, (6.19)
dir. Ayrica
Ty =X=N(d,d,)+h,ad (6.20)
ve (6.20) den
Ty =—dAAdy+hd (6.21)
olarak yazilabilir.
2) a birim timelike vektor ise
N(a,d,)=dna, (6.22)
dir. Ayrica
fy =X=N(d,d,)+h,a (6.23)
ve (6.22) den
Ty =X=dnd,+ha (6.24)
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olarak yazilabilir.

Simdi benzerlik doniisiimleri ile dogru elemanlar1 arasindaki iliskiyi verelim. Eger,
dogru yonlendirilirse dogru elemani da yénlendirilmis olur. (6.16) deki x —aR¥+b

denklemi ile tanimli benzerlik déniistimii (@,4,,4, ) dogru elelmanini

¥'=aR¥+b
ii=Ri

i, =X'ATl
hy, = (%)

doniisiimiin blok matris gosterimi

1) 4 birim spacelike vektor ise

il R 0 o0]a
iy |=|R'R aR 0|4, |, Rx=brx (6.25)
h| |V'R 0" allh
dir. Burada R € SO, (3) dur.
2) a birim time-like vektor ise
il R 0 o0]a
iy|=| R aR 0| d,|, Rx=bnaX (6.26)

dir. Burada R € SO, (3) dur.
(6.25) ve (6.26) esitlikleri agik¢a yonlendirilmis dogru elemanina uygulanabilir. Benzer

sekilde kuaterniyonlar1 kullanarak, (ﬁ,ﬁo,hl) dogru elemanini baska bir (ﬁ,ﬁo,hz)

dogru elemanina asagidaki teoremle doniistiirebiliriz.
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Teorem 6.2.1 R’ de

_ (<A,ﬁ>+AAﬁ) (6.27)

doniisimii A = (@,d,,h,) dogru elemanin, U= (#,1,,h,) dogru elemanna

doniistiiriir.

ispat:

A= (@,d,,h,) ve U= (#1,1y,h,) dual-split vektorler olsun.

1) A= (El, ﬁo,hl) birim dual-split vektor spacelike ise

1

A

A

Q=

((A)+An0)

olup her iki tarafi A ile soldan vektorel carparsak

AxQ=—l An((A L)+ ANT)]
A
—W«A Q)A+An[Ant])
_ ;2{@,@1@@,@@@&}
jaf
: ;2<A Ay
U

dir. Burada “x” kuaterniyon ¢arpimidir.

Ayrica A=(d,dy,h,) ve U=ii,iy,h,), R} de iki dogru elemaninin belirttigi point-
line’ler, sirasiyla,
A =exp(eh,)(d+ed,)= HAH A,
%/_/ %/_/

4] A
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U =exp(sh, ) (i1 + &1, ) = U] U,

[ o

olup (6.27) ile taniml1 donilistimii

(A, 0)+ Antd)

2

Alleal Ao, o)+ Al (A )

:}2{A

exp[é:(h2 Iy ):'
=exp [5 (hy—h, )] Q.

dir. Buradan (6.27) ile taniml1 doniisiimiiniin de bir point-line oldugunu sdyleyebiliriz.

2) A= (@,d,,h,) birim dual-split vektor timelike ise

- L ((AG)+An0)
|4
olup her iki tarafi A ile vektorel carparsak
PN 1 T - A A\ A
AxQ:A—[A/\(<A,U>+A/\U)]
A
- ((A0) A+ An[AnD])

A

A

a2
4]

- }2{<A,G>A<A,G>A+<A,A>ﬁ}
<
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dir. Burada ”x” kuaterniyon ¢arpimidir

Ayrica A= (@,dy,hy) ve U= (#1,1,,h,), R} de iki dogru elemaninn belirttigi point-
line’ ler, sirasiyla,

A=exp(ehy)(a+zd,)=| 4] 4,
N

4] A

A

u

U = exp(eh, ) (i + i, ) =|U|U,

[ o

olup (6.27) ile taniml1 doniisiimii

0= ((AU)+AnD)

A‘2

-l

—_

N

A

A

u <AO,EIO>+

A

A

A

u

(3,01

S >

=~

|

exp[s(hz Iy ):'
exp [8 (hy—h, )] Q,

dir. Buradan (6.27) ile taniml1 doniigiimiiniin de bir point-line oldugunu sdyleyebilirizo

Simdi 3-boyutlu Lorenz uzayinda point-line yer degistirmesi ve benzerlik dontisiimii

arasindaki iligkiyi bir teoremle verelim.

Teorem 6.2.2 Eger 3-boyutlu Lorenz uzayinda bir point-line i¢in referans noktasi
koordinat sisteminin orjin noktasi ise (6.16) benzerlik doniigiimii yardimiyla bir point-

line baska bir point-line’ye doniistiiriliir.

Ispat:

A=(a,dy,, h,) ve U=(ii,iy,h,), swasiyla, L, ile L, yonlendirilmis dogrulart iizerinde
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iki point-line olsun. 4, ve u, orjin ¢atisina gore, sirasiyla, 4 ve u nun vektorel
momentleridir. h,, N dikme ayagindan X noktasina olan uzaklik ve h,, M dikme
ayagindan X' noktasina olan uzaklik olarak kabul edelim. 7, ve 7, , swrasiyla, X ve

X' niin pozisyon vektorleridir (Sekil 6.3).

o =?'I. Fat

&y =Ty A

Sekil 6.3 Lorenz Uzayinda Point-line yer degistirmesi

1) a birim spacelike vektor 1se (6.21) den 7, pozisyon vektorii
Ty =—dAdy+hd
denklemine belirlidir. Ayn1 zamanda 7y, pozisyon vektorii (6.16) den
7 = aRF, +b
dir. Burada R e SO,(3), a homotetik skalar ve beR; dir. (6.25) ve (6.26) deki blok

matrisleri kullanilirsa
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il, = R* Rd + aRd,
=b All+aRi,
= Rd, =1(ﬁO—BAa) (6.28)
o

Ve

= ah, =h, (b, i) (6.29)
dir. Buradan
7. = aRF, +b
=aR(~d A G, +h,d)+b
=-aR(dnd,)+aRhi+b
=—a(Rd ARG, )+al,Ri+b
olup (6.25), (6.28) ve (6.29) den

?X,z—a(ljgx\RZzoj+ahl&i+E

u

olarak elde edilir. Bu sonug u point-line’si i¢in pozisyon vektoriidiir;

2) a birim time-like vektor ise (6.24) den 7, pozisyon vektorii

Ty =aAnd,+hd
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denklemine belirlidir. Ayn1 zamanda 7y, pozisyon vektorii (6.16) den
Py = aRF, +b
dir. Burada R e SO, (3), o homotetik skalar ve beR] dir. (6.25) ve (6.26) deki blok

matrisleri kullanilirsa

= Rd, Zé(ﬁo—BAﬁ) (6.30)

Ve

= aly, =h, +(b,i) (6.31)

dir. Buradan

= aR (G Ady+hyd)+b
=aR(dnd,)+aRhi+b
=a(Rd ARG, )+ah,Ri+b

olup (6.26), (6.30) ve (6.31) den

?X,:a(BEARﬁoj+ah1§E+E

olarak elde edilir. Bu sonug u point-line’si i¢in pozisyon vektoridiir o
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Ornek 6.2.1 Sekil 6.3°de gosterilen A=(d,d,,h,) point-line vektori igin
yonlendirilmis birim vektorl a =(1,1,1), moment vektori d, =(1,0,1) olsun. (6.16)
de verilen benzerlik doniisiimii ve (6.25) de verilen blok matrisi yardimiyla A point-
line’sini U point-line’sine doniistiirelim. Burada, o =4, b =(—1,0,2) ve #=In2
olarak aldigimizda,

A=ii+ed,
(1,1,1)+£(1,0,1)

seklindedir. Dikme ayagindan referans noktasina olan uzaklik h, = <T’X , ﬁ> =1 olsun. Bu

durumda, X son noktanin pozisyon vektorii
Ty =—dAdy+hd
= (2, 1, 2)
dir. Buna gore sekil 6.3 deki u point-line’sinin # birim dogrultman vektori, 1,
moment vektorii ve 7, yer vektorii asagidaki gibidir.

coshd sinhd 0|1 2
i=Rd=|sinh@ coshd 0| 1|=|2
0 0 111 1

ii, = R*Ri+aRid, =(9,8,2)
h,=b"Ri+ah, =8

12
Ty = aRry +b=|11 (6.32)
10

dir. Biliyoruz ki point-line vektoriiniin yer vektort,
Ty =—U AU, + Dyl
= (12, 11, 10)

olup bu sonug (6.32) ile ¢akisir.
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Ornek 6.2.2 Sekil 6.3°de gosterilen A=(d,d,,h,) point-line vektorii igin
yonlendirilmis birim vektdrii @=(1,0,0), moment vektérii 4, =(0,1,2) olsun. (6.16)

de verilen benzerlik doniisiimii ve (6.26) de verilen blok matrisi yardimiyla A point-

line’ sini U point-line’ sine doniistirelim. Burada, & =+/2, E=(2,—1,3) ve 6’:%

olarak aldigimizda,

A=i+eid,
=(1,0,0)+£(0,1,2)

seklindedir. Dikme ayagindan referans noktasina olan uzaklik h, = <?X,ﬁ> =2 olsun.

Bu durumda, X referans noktasinin pozisyon vektori
Ty =+dnd,+ha
~(2,-2,1)
dir. Buna gore sekil 6.3 deki u point-line’ sinin # birim dogrultman vektori, 1,
moment vektorii ve 7, yer vektorl asagidaki gibidir.

1 0 0 1 1
u=Ri=|0 cos@ sin@|/0|=|0
0 —-sin@ cosé||0 0

i, = —R*Ri+ aRd, = (0,4,-2)
h,=—b"Ri+ah, =2+22
2+22

Fo =aRF, +b=| 2 (6.33)
4

dir. Biliyoruz ki point-line vektoriiniin yer vektort,
Ty =U AUy + Nyl

=(2+2ﬁ,2,4)

olup bu sonug (6.33) ile cakisir.
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