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1. GIRIS

Frenet ve Bishop hareketleri kinematikte ve mekanikte incelenmektedir. Frenet
hareketlerinde, ani helis hareketlerinin ekseni olarak ortaya c¢ikan Darboux vektori
onemli bir vektordir. Diferensiyel geometride, egriler teorisinde bu vektor sikca
karsimiza ¢ikmaktadir. Diferensiyel geometride, yizeyler énemli bir yere sahiptir. Bu
calisma kinematigin, diferensiyel geometriye uygulamasi olacaktir. Yizeyler, Frenet ve
Bishop hareketlerinin bir egriye etki etmesiyle elde edileceginden, yiizeylerin
simiflandirillmasi hareketlerde segilen egriye baglh olacaktir. Bu tez ¢alismasinda, Frenet
ve Bishop hareketlerinin bir egriye etki etmesiyle elde edilen yiizeyler incelenmistir.
Ayrica Frenet ve Bishop hareketlerini bir ylizeyin noktalarina da etki ettirerek yeni
yuzeyler elde edilmistir. Frenet ve Bishop catilar1 yardimiyla, elde edilen hareketlerde,
pol noktast ve 1. ve 2. ivme pol merkezlerinin varhigi tartisildi ve yiizeylerin bazi
ozelikleri incelendi. Ornegin, hortum ylzeyleri Bishop hareketleri ile ele alinmistir.

Calismamiz 6nce Oklid uzayinda yapilmistir sonra Lorentz uzayma genellestirilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR
2.1 Afin Uzaylar
Tanim 2.1.1 (Afin Uzay)

A #+ @ bir cimle ve V de J cismi iizerinde bir vektor uzay1 olsun. Eger

X: AXA-V

doniisiimii P, Q € A noktalar i¢in

(P,Q) > PQeV

seklinde tanimlanmis ve asagidaki iki aksiyomu sagliyor ise A cimlesine V ile

birlestirilmis bir afin uzay: denir:
1) VP,Q,R € Aicin PR = PQ + QR dir,
2) VPeAveVaeV icin PQ = a olacak bicimde bir tek Q € A noktasi vardur.

P—Q) vektorinde P noktasina baglangi¢ noktasi ve Q noktasina bitim noktasi denir (Gray
1998, Hacisalihoglu 2000).

Ornek 2.1.1
Her vektor uzay1 kendisi ile birlesen bir afin uzaydir.

Tamm 2.1.2 (Afin Cati)

Bir V vektor uzayi ile birlesen afin uzaylardan biri A olsun,

Py, Py, ..., P, € A noktalari igin {PyPy, PyP;, ..., PoBy }
vektorlerinin sistemi V nin bir bazi ise

{Py, Py, ..., B}



nokta (n+ 1)-lisine A afin uzaymmin bir afin ¢atisi denir. Burada P, noktasina
catinin baslangic noktasi ve P; noktalarma da c¢atimin bitim noktalart denir
(Hacisalihoglu 2000).

Teorem 2.1.1
Bir V vektor uzay ile birlesen afin uzaylardan biri A olsun. Belli bir Py € A noktasi
secildiginde baslangi¢1 P, olan bir ¢at1 vardir.
Ispat: V nin bir bazi
{ay, ay, ..., an}

olsun. Her bir i, 1 <i <n igin KP{ = a; olacak sekilde ikinci afin aksiyomuna gore
bir tek P; e A noktasinin var oldugunu biliyoruz. O halde {P,, Py, ..., B,} nokta

(n + 1) - lisi bir afin ¢atidir ve {ay, @3, ..., @} bazi verildiginde tektir.
Tamim 2.1.3 (Afin DOniisiim)

Bir 3 cismi iizerinde tanimlanan iki vektor uzay1 V;,V, ile birlestirilmis afin uzaylar,
sirasi ile A; ve A, olsun.

fi+A1—4
bir dontisiim olsun. Herhangi bir P € A; noktasi igin bir
Xp: V=V,

dontigiimiinii su sekilde tanimlayalim. a € V; vektor( igin a = ﬁ olacak sekilde ikinci

afin aksiyomuna gore tek olarak var olan nokta, Q € A; olduguna gore

Xp(a@) = F(P)f(Q)

dir. Eger Xp lineer ise f doniistimiine afin doniisiim denir (Hacisalihoglu 2000).



f(B)

P, f
%Pz —> f(P,)

Py f(P)

Sekil 2.1 Afin doniisiimler

2.2 Oklid Uzaylan
Tamm 2.2.1 (Oklid Uzayr)

Bir reel afinuzay A ve A ile birlesen vektor uzayr V olsun. V de i¢ ¢arpim islemi

olarak

<,>: VXV ->R

n

(X;J’) _)<X;y >=zxiyi

i=1
X = (Xl,XZ,"‘,xn) ) y = (yl:yz;”':yn)

Oklid i¢ carpimi tanimlanirsa bu islem yardimi ile A da uzaklik ve aci gibi metrik
kavramlar tanimlanabilir. Boylece A afin uzayma n-boyutlu Oklid uzay: denir ve E™ ile
gosterilir (Hacisalihoglu 2000).

Ornek 2.2.1

3-boyutlu standart reel vektor uzay: R? ile birlestirilmis E3 afin uzaym ele alalim. Bu

R3 vektor uzayinda OKlid i¢ ¢arpimimni, her

X = (xl,xZ,xg) , Y= (y1;}’2,y3)
Olmak Uzere



<,>: R®XR®->R
3

(x,y) ><x,y>= in)’i
i=1
bigiminde tanmimlayalim. Béylece E3 afin uzay1 3-boyutlu Oklid uzay: olur ve E3 ile
gosterilir.

Tanim 2.2.2 (Oklid Catisi)

Bir n-boyutlu reel i¢ ¢arpim uzay1 V olsun. V ile birlesen E™ Oklid uzayinda sirali bir
{Py, Py, ..., B} nokta (n+1)-lisi igin eger

{ PPy, PyP,, ..., PyP, }
vektor sistemi V nin bir ortonormal bazi ise {Py, P;, ..., P,} catisma dik ¢at: (OKlid ¢atus)
denir (Hacisalihoglu 2000).

Tanmim 2.2.3 (Oklid Koordinat Sistemi)

E™ de {P,, Py, ..., B,} dik ¢atis1 verilsin. P € E™ igin

n
PP = ) xiPoF
=1

l

yazilabilir. Bu durumda

xi + E" >R
P - x;(P) = x;

seklinde tamml {x;,x,,---,x,} fonksiyonlarinin ciimlesine Oklid koordinat sistemi
denir (Gray 1998, Hacisalihoglu 2000).



2.3 E™ de Hareketler
Tamm 2.3.1 (E™ de izometri)

E™ de uzaklik fonksiyonu d olmak Uzere,
f : ETl N ETl

x = f(y)

fonksiyonu igin eger,
d: E"XE™" >R
Vx,y € E" d(f(x),f(y) = d(x,y)

ise f fonksiyonuna E™ in bir izometrisi denir (Hacisalihoglu 2000).
Tamm 2.3.2 (Donme)

E™ in bir f izometrisi i¢in eger, f(0) = 0,0 € E™ ise f ye 0 etrafinda bir donme denir
(Hacisalihoglu 2000).

Teorem 2.3.1

E™ ile eslenen R™ n-boyutlu standart reel vektor uzayinda

n

(x,y) = Z XiYi

i=1

Oklid i¢ ¢arpimimi koruyan ortogonal grup O(n) ile 0 noktasini sabit birakan dénme
grubu eslenebilirdir. Boylece, herhangi bir donme altinda, E™ deki bir X noktasinin

goruntisu Y olmak uzere,
Y=A4X, A€o

biciminde yazilabilir (Hacisalihoglu 2000).



Tanim 2.3.3 (Oteleme)

E™ in bir f izometrisi igin eger, X = (xq, x5, **, X,) € E™ olmak lzere
fX)= (g +ty,x, +ty,,x,+t,), t; ER 1<i<n

ise f ye E™ de bir 6teleme denir (Hacisalihoglu 2000).

Teorem 2.3.2

E™, n-boyutlu Oklid uzayinin kat1 hareketlerinden birinin matrisi

B olmak tzere,

tl_

)

aij .

B = ' s agleom, 1<ij<n

th

0 0 1
A C
B_.O 1]

seklinde (n + 1) X (n + 1) tipinde reel ve regiiler bir matris olarak yazilabilir. Burada
A € 0(n) ve C € RT dir. Bu matrislerin grubu, GL(n + 1, R) nin bir alt grubu olarak
ifade edilebilir. Boylece B ye karsilik gelen genel izometri, E™ deki bir X noktasinin B

altindaki goriintiisii Y olmak Uzere, matris formunda
Y=AX+C, A€0(n)veC €R}

biciminde ifade edilebilir.

Simdi n-boyutlu bir

R={0"; E™}



referans uzaymi goz oniine alalim. Bu uzayin noktalarini hareketler altinda sabit olarak

diistinelim.
Ro={0; E™}

ile hareket altinda sabit olmayan bir diger uzay1 (hareketli uzay) ele alahm. R de orijin

olarak bir keyfi O’ noktasin1 secerck E™ in herbir P, Q, R, --- noktasina, bu noktalarin R

de O'P, 5’6, O'R, - yer vektorlerini karsilik getirebiliriz. R ve R, vektor uzaylari,

Oklid i¢ carpimu ile birer i¢ ¢arpim uzayidirlar.
Tamim 2.3.4 (Genel Hareket)

E™, n-boyutlu Oklid uzaymda A bir n x n ortogonal matris, C bir 6telemeye tekabiil

eden n X 1 matris olmak Uzere
Y=A4AX+C , A€ O0(n)

ile verilen genel izometrilerinin ifadesindeki A ve C operatorleri, eger " zaman" ile
0zdeslenebilen bir "t " parametresinin fonksiyonlar1 ve iistelik A ya karsilik gelen

ortogonal matrisin determinant1 +1 ve biitiin karakteristik degerleri farkli ise

Y=AX+C

izometrilerinin herbirine E™ de bir genel hareket denir (Gray 1998, Hacisalihoglu 2000,
Xu 2006).

Y = AX

ile verilen bir genel harekette hareketli uzayda sabit bir X € R, noktasinin resmi Y

demektir. Bir genel harekette AX kismina hareketin dénme kismi denir.
Hareketin parametresi t olmak tzere
Y = AX

ile verilen donme kismini diisiinelim. Hareketli uzaym sabit bir X noktasinin hiz

vektord,



olmak Uzere

ile verilir. Boylece

elde edilir.

Burada AT ile A matrisinin transpozu gosterilmektedir. A ortogonal bir matris
oldugundan
AAT =1,

Esitliginin her iki tarafinin ¢ ye gore tlirevi alinir ve

QO = AAT
anti-simetrik matrisi tanimlanirsa

Y =QY
yazilabilir.
Tamim 2.3.5 (Darboux Matrisi)

Y =QY

ifadesindeki
O=A44T, A€o

anti-simetrik matrisine A ya karsihik gelen hareketin Darboux matrisi denir
(Hacisalihoglu 2000, Bottema 1979).

Tamim 2.3.6 (E™ de egri)

n-boyutlu Oklid uzay: E™ ve I, R nin irtibath acik alt climlesi olmak (zere,

a:]IcR->E"



donlsiimii diferensiyellenebilir ise a(I) cimlesine E™ de bir egri ve t € I degiskenine

de a egrisinin parametresi denir.

Tanmim 2.3.7 (Egrinin Hiz Vektorii)

E™ de M egrisi (I, @) koordinat komsulugu ile verilsin.

a : [ - E™ fonksiyonunun Oklidiyen koordinat fonksiyonlari a4, a5, ..., &, olmak lizere

da, da, dan>

a(t):(dt’dt’"’dt

dir. (a(t),a'(t)) € Ten(t) tanjant vektdrine, M egrisinin t € I parametre degerine
karsilik gelen a(t) noktasinda, (I, @) koordinat komsuluguna gore hiz vektori denir
(Hacisalihoglu 2000, Xu 2006).

Tamim 2.3.8 (Birim Hizh Egri)

M egrisi (I, ) koordinat komsulugu ile verilmis olsun. Eger Vs € I igin,

lla’ ()l =1

ise M egrisi (I, @) koordinat komsuluguna gore birim hizli egridir denir. Bu durumda,

egrinin s € [ parametresine yay-parametresi adi verilir.

a,b € I olmak Uzere, a dan b ye M egrisinin yay uzunlugu diye, egrinin a(a) ve a(b)

noktalar: arasindaki uzunluguna karsilik gelen

b
j l®llde 5 tel
a

reel sayisina denir. Kolayca goriilecegi gibi bu deger koordinat komsulugundan

bagimsizdir (Hacisalihoglu 2000).
Tamm 2.3.9 (Reguler Egri)

Her noktasindaki hiz vektorii sifirdan farkli olan egriye regiiler egri denir.

10



Teorem 2.3.2

E™ de regiiler her egrinin, birim hizli olacak sekilde bir koordinat komsulugu vardir.

Tamim 2.3.10 (Parametre Degisimi)

E™ de bir M egrisinin (I, @) ve (J, B) gibi iki koordinat komsulugu ile verilsin.
h=atop:]->1

diferensiyellenebilir fonksiyonuna M nin bir parametre degisimi denir (Sekil 2.2).

B(s) = a(t)

Sekil 2.2 Parametre degisimi
Ornek 2.3.1

I={t|0<t<4,t€R}ve]={s|0<s<2,s€ER}
verilsin. M = {(V/t, tVt, 1, —t)| tel} olmak iizere,
a:I1->E* ; a()=(ttVt1,-t)

B:]->E* 5  B(s)=(s5°1-s%)

fonksiyonlar1 yardimiyla M igin, (I, a) ve (J, B) birer koordinat komsulugudur. Buna
gore,
h=atof:] -1

s> h(s)=s%? , t=h(s)

fonksiyonu M igin bir parametre degisimidir.

11



Ornek 2.3.2
M egrisi,
a:R - E3
t > a(t) = (acost,asint,bt)
olmak tzere, (R, @) koordinat komsulugu ile verilsin. Buna gore

a'(t) = (—asint,acost,b)

la' Ol = va? + b?

dir. Simdi, kolaylik saglayacagindan 0 € R yi baslangic secerek, I da bir Oklidyen

koordinat sistemi {u} olmak Uzere,

s:R->R
t
£ s(O) = f e’ (Wlldu
0

= [ VaZ ¥ bZdu

=+Va?+b?t
fonksiyonunu gozoniine alalim.

s = s(t) oldugundan,

s(0)
Va1 b

sTi(s)=t=

dir. Boylece,
1

B = aos™
veya yeni s parametresine gore egrimiz igin

B(s) = (aos™1)(s)
= a(s7(s))

12



-(=5)

S . S S
= |acos———, asin b

VaZ +b?’ VaZ + b2’ Va? + b2

elde edilir. M egrisi, (R, ) koordinat komsuluguna gore birim hizlidir. Burada,

B'(s) ( a ) S a s b )
s)=|- sin , cos ,
Va?+b?  va?+b%? Va?+b? Va?+b% Va? + b2
> 1Bl =1
Tanimm 2.3.11

Y = AX + C hareketine ait,
Y=AX+AX+C

ifadesindeki Y’ ye hareketin mutlak hizi, AX + C’ ye siriiklenme hizi ve AX’ ye de

hareketin rélatif hizi denir. Burada,

_dy L dA L dx o dC
Cdt Cdt Tdt Codt’

Y
Tekrar t ye gore tlirev alinirsa, tirevin ifadesi

Y = AX + 24X + C + AX

bulunur. Burada, ¥’ ye mutlak ivme, AX + C” ye siriiklenme ivmesi, 24X ye coriolis

ivmesi ve AX’ ye de hareketin rolatif ivmesi denir (Hacisalihoglu 2000).
Hareketli ve sabit uzayin her ikisinde bir t aninda sabit olan bir nokta i¢in
Y=X=AX+C=0

dir. Bu ortak sabit noktaya t anindaki ani pol noktas: denir.
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Bu ortak noktanin sabit uzaydaki adi sabit pol noktasi ve hareketli uzaydaki adi

hareketli pol noktasidir.

Su ifadeden dolayi, hareketin ivme merkezi
AX+C=0

denkleminin ¢6zlmu olur.

2.4 Frenet Hareketleri

2.4.1 Oklid uzayinda Frenet 3-ayaklisi

M c E3 regiiler egrisi, (I,a) koordinat komsulugu ile verilsin. t € I igin a(t)
noktasindaki Frenet 3-ayaklisi, {T(t), N(t), B(t)} ise

1
lla’ @Ol

T(t) = a'(t),

N(t) = B(t) AT(t),

1
lla’ (@) Aa” (DI

B(t) = a'(t) Aa''(t)
dir. Bu durumda, T vektor alanina, M egrisinin, (I, @) koordinat komsuluguna gore
birim teget vektor alani, N Ye, egrinin birim normal vektor alant ve B ye de egrinin

birim binormal vektor alani denir.

Ozel halde, M egrisi, (I, @) koordinat komsulugu ile verilmis ise s € I yay-parametresi

olmak Uzere,

124

a

T=aqa =
’ lla” |l

, B=TAN
oldugu gorulir. {T, N, B} (i¢ birim ve birbirne dik olan vektorlerden ulusan bir ¢atidir.

M c E3 egrisinin a(s)eM noktasindaki oskiilatdr, rektifiyan ve normal diizlemlerinin

denklemleri sO6yle hesaplanirlar:

det(@X,T.N) = 0 , det(a¥,7,B) =0 , det(aZ,N,B) =0
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burada, X,Y ve Z dikili dizlemler Gizerindeki degisken noktalardir.

Tamim 2.4.2 (Frenet Hareketi)

a,t parametreli ve her a(t) noktasinda regiiler olan bir egri olsun. T, N, B egrinin her

noktasindaki Frenet ¢atisinin birim vektorleri olmak lizere

ty ng by
A=[TNB]= tz nz bz]
t3 nz by

ortogonal matrisidir, detA = +1 ve AT = A™1.

Bu a(t) egrisinin Frenet catisinin, egri boyunca hareket ettirilmesiyle elde edilen
hareket Y = AX + C denklemi ile verilir ve bu hareket Frenet hareketi olarak
adlandirilir. Uzayda X noktasinin bu hareket altinda yoriingesi, se¢ilen egrinin cinsine
gore degisir. Burada, AX kismina hareketin donme kismi ve C ye de Gteleme vektori
kismi denir (Bottema 1979).

2.5 Lorentz Uzaylar

Tamm 2.5.1 (Lorentz 3-uzayi)

3-boyutlu standart reel vektdr uzayr R? ile birlestirilmis E3 uzayim ele alalm. Bu R3
vektor uzayinda Lorentz i¢ ¢carpimi
(,). : R*xR3*>R
(X,Y) = (X,Y), = x1y1+%2Y2 — X33
X =(x1,%2,x3) , Y =01Y2¥3)

bigiminde tanimlanir. Béylece R3 afin uzay1 3-boyutlu Lorentz uzay: olur ve E3 ile
gosterilir (Lopez 2008).

X € E3icin: (X,X), >0 veya X >0 ise X spacelike,

15



(X,X), <0 ise X timelike,
(X,X), =0 ve X #0 ise X lightlike (null) vektor olarak adlandirilir.
E3 uzaymda X vektérinin normu

X1l = VI{X, X)), |

seklinde tanimlanir. E3 de bir dizlemin normali; spacelike (timelike, null) ise diizleme

spacelike (timelike, null) dizlem denir.
Ornek 2.5.1

E, =(1,0,0), E, =(0,1,0), E; = (0,0,1) olmak lzere,
a) E;, E, spacelike vektor, E5 timelike vektor ve E, + E5 null vektoridir.

b) sp{E;, E,} duzlemi spacelike, sp{E;, Es} ve sp{E,, Es} duzlemleri timelike ve
sp{E,, E, + E5} null dizlemdir.

c) E; + E, + E5 spacelikedir ve sp{E;, E; + E, + E5} null diizlemdir.

d) sp{E, + E5, E5} timelike dlizlemdir.
Tanim 2.5.2

a:1 - E} eprisinin teget vektorii spacelike (timelike, null) ise egriye spacelike

(timelike, null) egri denir (Lopez 2008).
Ornek 2.5.2

a(t) = (acost,asint, bt) bir genel helis egsisi olmak tizere,
a'(t) = (—asint,acost,b)

(a'(t),a’'(t)), = (—asint)? + (acost)? — b? = a? — b?

16



dir. a # 0,b # 0 oldugundan dolay,
i) eger |a|l > b ise, a egrisi spacelike,
i) eger a = +b ise, a egrisi null
iii) ve eger |al < b ise, a egrisi timelike

olur.
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3. E3, OKLID UZAYINDA FRENET HAREKETI
3.1 Frenet Hareketinin Pol Noktasi
a,t parametreli ve her a(t) noktasinda regiiler olan bir egri olsun. T, N, B egrinin her
noktasindaki Frenet ¢atisinin birim vektorleri olmak {lizere
A= [T N B]

dir. Eger k > 0 egrinin egriligi ve t da burulmasi (torsiyonu) olursa, Frenet-Serret

formdilleri soyle yazilabilir:

T=xN, N=—-«T+1tB, B=—1N,

ve bu formilleri

T 0 x O[T
N|l=|-« 0 <t||N
B 0 -7t O0lLB

seklinde de yazabiliriz (Bottema 1979, Ekmekci 2000).

A matrisi, birim pozitif ortogonal olmak tzere, det A = +1 ve AT = A~ dir.

Buradan,
. . . . O K O
det A=det(T,N,B)=|-k 0 <t|[=0
0 —1 0

dir. Dolaystyla AX + C = 0 denkleminin tek ¢6ziimii yoktur, yani Ferenet hareketinin

her t aninda pol noktasi yoktur.

Tanim 2.3.5 in ifadesinden, Darboux martisi

. 0 —(bsk + t37) bk + t,t
O =AAT =| bzk +t37 0 —(b1k + t,7)
_(b2K + tzT) b1K + tlT 0

seklinde elde edilir. Bu matris antisimetrik matristir.

x=bk+t47 , y= byk+t,T1 , zZ=bsk+ 13T
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olmak Uzere, Darboux matrisi

0 -z y
O=|z 0 —x]
-y X 0

seklinde yazilabilir (Bottema 1979).

Q= (x,y, z) oldugundan, QQ = 0 olur.

Ornegin, a(t) = (acost,asint, bt) bir helis egrisi olsun. Bu egri igin,

0 -1 0
1 0 O

0 0 O

Q=(,01 , Q=

olur.
Bir genel harekette, hareketli bir X € R, nokta olmak (izere, @ Darboux vektorind,

@ =ATQ

esitliginden ele alabiliriz. Burada
w = (1,0,x) = 1T + kB
(T, B) dizleminde bir vektordir ve egrinin normal vektorine diktir.

Adi helis 6rneginde, egrilikler ve Darboux vektorii soyledir:

a b b a
S 04
va? + b2 Va2 + b2 (\/a2+b2 Va2 + b2

Bir birim hizli a egrisinin egrilikleri k ve T olduguna gore « Uzerinde w = tT + kB ile

tanimlanan @ vektor alani i¢in asagidaki 6zelikler vardir:
(T)y=1t , (w,N}=0 , (w,B)=k

wAT =T , wAN =N , wAB = B.
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3.2 Acilabilir Regle Yiizeyler
Tamm 3.2.1 (Regle Yizey)

M c E3 ylzeyi verilsin. VP € M noktasinda, E3 (in M de kalan bir dogrusu var ise M
ye bir regle ylzey ve P € M noktasindan gegen ve M de kalan dogruya da M nin bir
dogrultman denir (Hacisalihoglu 2000).

Teorem 3.2.1

M c E3 bir regle ylizey olsun. O zaman, M nin dogrultmanlari, M de hem asimptotik ve
hem de geodezik ¢izgilerdir (Hacisalihoglu 2000).

Simdi regle yiizeyler icin atlas kavramin ele alalim.

M bir regle ylzey olsun.
a:1-M

egrisinin teget vektor alami T olmak Uzere, Vt €1 igin a(t) noktasinda M nin
dogrultman1 T ile linecer bagimsiz olacak sekilde verilsin. a(t) € M noktasindaki

dogrultman,

B:R->M
B() = a(t) +va(t)

= (a;(t) + va, (£), @y (t) + va, (0), as(t) + vas(t))

seklindedir. Burada, a;(t) € R , 1 < i < 3, skalarlari, dogrultmanin a(t) noktasindaki

bilesenleridir. Agikga,

@:IXR->E3

o(t,v) = (a1 () + va (), ax(t) + vay(t), as(t) + vas(t))
olmak tzere, {(I X R, ¢)} sistemi, M igin bir atlastir.

a : 1 - M egrisinin yay-parametresi ile verildigini ve dogrultmanin tizerindeki
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3

d
Xlaw = Z a;(t) %,

i=1 a(t)

tanjant vektorinin de Vt € I igin birim vektdr oldugunu kabul edelim. Ustelik,
a:l—-> M egrisi de (T,X) = 0 olacak sekilde se¢ilmis ise M nin birim normali N

olmak Uzere {T, X, N} sistemi, a boyunca bir ortonormal sistem teskil eder.

Simdi {T, X, N} sisteminin a boyunca degisimini, yani, T ye gore her birinin kovaryant
tiirevlerini bulalim. a boyunca,

1=(T,T) = (N,N) = (X, X)
= 0 = T[(X, X)] = 2(D;X, X)

=> (DX, X)=0
bulunur. Benzer sekilde

(D;N,NY=0 , (DsT,T) =0
elde edilir. Burada, a, b, c € C* (M, R) fonksiyonlari,
alay = DrT, X ac
blawy = DrT, N} o)

Cla(t) = (DrX, N)|a(t)
seklinde tanimlanirsa,

DT = aX + bN
DyX = —aT + cN

DN = —bT — cX

veya
DT 0 a Db|[T
DrX|=|-a 0 c||X
D;N b —c olln
bulunur.

p(t,v) = a(t) + vX(t) ile verilen ifade {(I X R, @)} atlasinda V v € R sabit degeri

icin M nin bir ¢, : I X {v} > M egrisini belirtir. Bu egrinin teget vektor alani ise
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A=T+vDX

veya burda DyX = —aT + ¢N oldugundan
A={1—-av)T + cvN

seklinde bulunur. Demek ki, A vektor alan1 da X' e diktir.

Bir dogrultman boyunca, M nin teget diizlemlerinin ¢akisik oldugu genellikle dogru
degildir. Ancak, bu diizlemlerin daima sabit olmasi, ¢ € C*(M,R) fonksiyonu ile

yakindan ilgilidir.Bu ilgiyi bir teorem ile verelim:

Teorem 3.2.2

Bir regle yiizeyin, bir dogrultmani boyunca teget diizlemleri aynidir & ¢ = 0.
Tamm 3.2.2 (Dagilma Parametresi)

Regle ylizeyin komsu iki anadogrusu arasindaki en kisa uzakligin bu iki komsu
anadogru arasindaki agiya oranimna regle yiizeyin dagilma parametresi (drali) denir

(Hacisalihoglu 2000).

Anadogrularimi birim dogrultman vektérii X olan bir regle yizeyin dralini Py ile

gosterelim. Komsu anadogrularin ortak dikmesi dogrultusundaki birim vektor, vektorel

carpim ile, X A X' oldugundan bu dogrultudaki birim vektor % dir, burada

X' =D;X

dir. Dayanak egrisinin komsu iki noktasi

a(s) ve a(s+ds) =a(s)+da(s)

!

oldugundan bu noktalardaki anadogrular arasindaki en kisa uzaklik da vektoriiniin %

vektoru tizerindeki izdiisiimidiir. Boylece en kisa uzaklik k ile gosterilirse

) (d*XAX,) L, det(dd X X")
= a’— -_—_—
X1l Il
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olarak bulunur. Eger anadogrularin kiiresel gostergesini gdzoniine alirsak bu gosterge

yay elementi olan
ax
ay =[] as = orxias = @ E

komsu iki anadogru arasindaki ac1 olarak alinabilir. Boylece regle yiizeyin drali igin

da ,
det (E'X'X )

X112

c
a? + c2

bulunur. Regle yiizeyler i¢in dral koordinant degisimlerine gore en basit diferensiyel

invaryanttir.
Tanim 3.2.3 (Acilabilir Ylzey)

Bir regle ylizeyin anadogrulart boyunca teget diizlemleri ayni ise regle ylizeye

agilabilirdir denir (Hacisalihoglu 2000).
Teorem 3.2.3

Bir ¢(s,v) regle yiizeyinin agilabilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart dagilma

parametresinin sifir olmasidir (O’Neill 1966, Hacisalihoglu 2000).

Frenet hareketinde, hareketli bir nokta X € R, olmak Uzere, X Darboux vektdrinin

dogrultmaninin birim vektorQ ele alalim, burada:

w=1T+kB , |&|=+vr2+12 ,

S w T K
Fe (e ()
ol \Wi2+12 V2412
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= (i) 7+ ) ) o+ ()
K

'T+(\/K2T7+T2)KN+(\#)'B—(W)TN

da
det (—,X,X’ =det(T,X,X")
ds
| 1 0 0 |
T K

0
=| Vk2+1? V2412 | =0.
T : K :
) ° =)
( K2+T2) K2+T12

Bdylece regle yiizeyin drali

da ,
p _i_det(%,X,X)_O
X dy X" |2 B

oldugundan dolayi, Frenet hareketinde dogrultman X = w Darboux vektorli olmak

Uzere regle ylizey her zaman agilabilirdir.
Tamim 3.2.4 (Striksiyon Noktasi)

Bir ¢(t,v) regle ylzeyinin anadogrusu dayanak egrisi boyunca yiizeyi olustururken
bogaz noktalarinin geometrik yerine regle yizeyin bogaz (striksiyon) ¢izgisi (egrisi) ad1
verilir (Hacisalihoglu 2000).

Bir ¢(s,v) regle yiizeyinin merkez noktasinin a yervektorii dayanak egrisinin a(s)

yervektord, X (s) dogrultman vektorii ve dayanak egrisine olan u uzakligi cinsinden
a(s,u) = a(s) + uX(s) (3.1)

seklinde ifade edilebilir. u parametresi regle yiizeyin dayanak egrisinin yer vektorl ve

dogrultman cinsinden bulunabilir. Regle yiizeyin ilk ikisi X(s) ve X(s) + dX(s) olan
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komsu ti¢ anadogrusu verilsin. P, P’ ve Q, Q" komsu anadogrularin ortak dikmelerinin

anadogrular iizerindeki ayaklar1 olsunlar. Ilk iki komsu anadogrunun ortak dikmesi
X(s)A(X(s) + Dy X(s)ds) = X(s) ADyX(s)ds

bagintisindan dolay1 X A DpX vektorlne paraleldir. Limit halinde _}56 vektorii PP’ ile

cakisacak ve bogaz ¢izgisinin tegeti olacaktir. Dolayisiyla
(X,PQ)=0 , (X+D;Xds,PQ)=0

olacagindan

(DrX,PQ) =0 (3.2)

elde edilir. Ayrica (3.1) den dayanak egrisinin s yay-parametresine gore tiirevi alinirsa
va (3.2) den dolayz,

0.x, 2% —
™ as’ —

= (DX, T + X +UDX) = 0

= (D;X,T) + u||D+X||? =0

ﬁ__ <DTXFT>_ a (3 3)
YT TR T @+ e '
bulunur. Boylece striksiyon egrisinin yer vektord i¢in (3.1) den
Bs) = als) — o x(s) (3.4
a(s) =a(s) ———>X(s :
IDr X 1|2

elde edilir. Eger [|DX|| = 0 ise regle yiizey striksiyon egrisine sahip degildir. Bu hal
regle yiizeyin silindir olmasin1 karakterize eder. Regle yiizeyler i¢in striksiyon egrisi

dayanak egrisi olarak alinabilir. Bunun i¢in (3.3) formuliinde
u=0 veya (DX, T)=0

alinmasi yeterlidir.
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a bir t parametreli singiler olmayan egri olsun. Frenet hareketinde, regle ylzeyin

striksiyon egrisini bulmak icin, (3.4) den

(x,T)
! 2

X1

= >
a=a—

elde edilir. Burada

w 1

T K
== _t T+(—)B
ol V2472 (VK2+T2) VKZ+412

X' = (\/%HZ) T+ (\/%HZ) B

.z kktTt o\
< T ) _ Y R _ KM KRT —KT? (;)
V2472 k2412 (k2+712)3/2  (k2+472)3/2
oa . kktTt o\
< K ) _ VKA A a3 _ 72K — KKT _ = (;)
V2472 K24-12 (k2+4712)3/2  (k2+472)3/2

(9

T
./K2+T2> T (k2+472)3/2

1) = (

e R

(X', T) 3 KVK2+T12

Xz~ &)
= . X7
(Z—O_’—W
L ke 1 . =
:a+KT2K(E)T, szom(é), (T+(§)B)
T T
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O halde, eger q = g = sabit (a egrisi bir genel helis) ise dogrularin ¢izdigi regle ylizey
striksiyon egrisine sahip degildir, diger hallerde @ = (a,b,c¢) = aT + bN + ¢B, q = g

olarak alinirsa,

x=a+% , y=b , z=c+—

olmak tzere, striksiyon egrisi a= (x,y, z) seklindedir.

Sonug: Bir Frenet hareketinde X birim Darboux vektorlerinin ¢izdigi regle ylizeyde
striksiyon ¢izgisi dayanak egrisi olamaz.

3.3 Frenet Hareketinin 1. ve 2. ivme Pol Merkezleri

3.3.1 Frenet hareketinin 1. ivme pol merkezi

Y = AX + C Frenet hareketinde
AX+C =0

denkleminin ¢6zumu bize 1. mertebeden ivme pol merkezlerini verir.
Teorem 3.3.1.1

Frenet hareketinin Vt aninda bir tek 1. ivme pol merkezi olmasi igin gerek ve yeter sart

a(t) egrisinin diizlemsel ve genel helis olmamasidir.

Ispat: Y = AX + C Frenet hareketinin 1. ivme pol merkezini bulmak icin, Frenet-Serret

formdallerinden t ye gore tiirev alinirsa, tiirevin ifadesi
T = —k?T + KN + k1B
N = —kT — (k* + )N + 1B (3.6)
B = iceT — N — 2B

bulunur. Bu formulleri
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T —K? K kt |[T
N|=|-k -(*+7%) 1 |[N
B KT —1 —721LB
seklinde de yazabiliriz.
A= [T N B]

matrisi, birim pozitif ortogonal olmak lizere, det A = +1 ve AT = A~ dir, o yiizden,

2

. ve e ee —K K KT K\’ 2
detd = det(T,N,B) = |-k -G2+72) ¢ |=-[?(5)] (3.7)
KT -7 —1? t

dir. Eger a(t) egrisi diizlemsel ve genel helis degil ise,

T#0 ve G) + 0 ise detA = 0 olup
vn =1 u
x=-(4) ¢,

noktast AX + € = 0 denkleminin bir tek ¢6zimii diir ve Frenet hareketinin vVt aninda 1.

ivme pol merkezi mevcuttur.
Teorem 3.3.1.2

Eger A € SO(n) ve rankA = n — 1 ise,

i) I.S.A nin yonii sabittir © rank4d =n — 1
ii) LS.A nin yonii sabit degildir © rank4d = n
dir (Hacisalihoglu 1974).

Eger a(t) egrisi diizlemsel ve genel helis degil ise, teorem (3.3.1.2) U Frenet 3-ayaklisi

hareketimize uygulayalim.

A € S0(3), icin detA = 0 oldugundan rankA < 3 dir. Ayrica |’(§ 2| =kt # 0 den

dolay1 rankA = 2 olur. Ayrica rankA = 3 oldugunu (3.7) ve det A # 0 den biliyoruz.

Boylece 3.3.1.2 teoreminin ii. kismindan, I.S.A nin yonii sabit degildir, yani ani vida
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eksenleri paralel degilddirler ve geometrik olarak, Darboux vektorlerinin cumlesi
(Konoid) bir silindir degildir. Bu durumda Y = AX + C Frenet hareketi igin asagidaki

teorem gergeklenir.
Teorem 3.3.1.3

a(t) egrisi diizlemsel veya genel helis olmasin. Bu durumda
A(A_lé ) + C = 0 © 1. ivme pol egrileri birbiri iizerinde kaymaksizin yuvarlanr.

ispat: a(t) egrisi diizlemsel veya genel helis olmadigindan detA4 # 0 dir, 0 yiizden

(A’)_1 mevcuttur. (Hacisalihoglu 1974) den teorem gerceklenir.

Eger a(t) egrisi diizlemsel (z = 0) ya da genel helis ((E) = O) ise, det A = 0 olur ve
—K? K
—(k%? +12)

Boylece 3.3.1.2 teoreminin i. kismindan, I.S.A nin yonii sabittir, yani ani vida eksenleri

rankA = 2 oldugu =k*+x%t?+Kk%>+0 den soylenebilir.

paraleldir ve geometrik olarak Konoid, bir silindirdir.

Ornek 3.3.1.1

M egrisi, a : R > E3
t = a(t) = (t,cosht,sinht)
olmak izere, (R, @) koordinat komsulugu ile verilsin. Buna gore
a(t) = (1,sinht,cosht)
a(t) = (0,cosht,sinht)
a@(t) = (0,sinht,cosht)
(a(t),a(t)) =1+ cosh 2t = 2cos?ht # 1

&l = V1 + cosh 2t = V2 cosht
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i Ji k
1 sinht cosht
0 cosht sinht

ana =

= (—1,—sinht,cosht)

lla A @|| = V2 cosht

1 sinht cosht
det(a,d,&@) = |0 cosht sinht|=1
0 sinht cosht
T = 4 _ ( 1 sinht 1 )
llall  \V2cosht V2 cosht 2
_ and _( -1 —sinht 1)
lanall \V2cosht V2cosht V2
N—B/\T—(_Sinht 1 )
B "~ \ cosht 'cosht’

lla A él| 1
l&ll®  2cos2ht

det(q,&d) 1
~ |l@A@|l?  2cos?ht

£=1=sabit = (E).=0

A= [T N B]
1 —sinht -1
V2cosht cosht +[2cosht
_ sinht 1 —sinht
V2cosht cosht \[2cosht
1 1
V2 V2
detA=1

det A = det(T,N,B) =0
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det A = det(T,N,B) =0
o = (1,0,x) = 1T + kB
=/2k(0,0,1)

rank A = rank A = 2 oldugundan |.S.A nmin yonii sabittir ve ani vida eksenleri
paraleldir (Sekil 3.1).

Sekil 3.1 Ani vida eksenleri

3.3.2 Frenet hareketinin 2. ivme pol merkezi

Y = AX + C Frenet hareketinde 2. ivme pol merkezleri
AX+C=0

denkleminin ¢éziimiinden elde edilen noktalardir.

Teorem 3.3.2.1

Frenet hareketinin vVt aninda bir tek 2. ivme pol merkezi olmasi igin gerek sart a(t)

egrisinin diizlemsel ve genel helis olmamasidir.

Ispat: Y = AX + C Frenet hareketinin 2. ivme pol merkezini bulmak igin, (3.6)

formullerinden t ye gore tekrar tiirev alinirsa,
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I{ T = (=3kK)T — (k3 + k1? — )N + (k7 + KT)B
N = (3 +kt? — )T — 3(kk + 11 )N — (3 + k*t — ©)B
B = 2kt + k)T + (2 + k?t — ©)N — (3t1)B

bulunur. Bu formdlleri, matris ile

7 (—3kK ) —(k3 + k1% — K) (kT + 2KT) T
Nl=1u+rt?—k) =3k+tt) —-(3+r2rt-1)||N
B (2Kt + K1) (3 + k21— 1) —(3t1) B

seklinde de yazabiliriz.

A matrisi, birim pozitif ortogonal olmak tizere, detA = +1 ve AT = A~ dir.
= 372 (2) [(k? + 12) (it — K1) + 2(kk + 18 ) (KT — K1)] — 3 [TZ (E)] (it — KT).
Eger a(t) egrisi diizlemsel ve genel helis degil ise, yani 7 # 0 ve (g) * 0,
ise det A # 0 olup AX + C = 0 denkleminin bir tek ¢ozimi
e
X=-(4) ¢
dir ve bu ¢6zumu Frenet hareketinin Vt aninda 2. ivme pol merkezi olur.
Eger egri duzlemsel ise, T = 0 dir ve eger egri helis ise,
K ] Ky
-= sabit = (;) =0

dir. Buradan det A = 0 oldugundan Frenet hareketinin Vt aninda 2. ivme pol merkezi

mevcut degildir.

Sonug: Frenet hareketinde a(t) egrisinin dizlemsel olmamasi veya genel helis

olmamasi halinde 1. ve 2. ivme pol merkezleri vardr.
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3.4 E3, Oklid Uzayida Darboux Hareketinin Pol Noktas ve ivme Merkezleri

3-boyutlu Oklid uzayinda, S bir yiizey ve S iizerinde bir egri @ olsun. Bu durumda
{T,Y, M} catisina egrinin Darboux ¢atis: denir. Burada M, yiizeyin birim normal vektor

alanidir. M = T A Y dir.

Bu ¢alismasinda, Darboux hareketinin pol ve yiksek mertebeden Pol ivme merkezleri

incelenmistir.

Sekil 3.2 Darboux catisi

3.4.1 Darboux hareketinin pol noktasi

Darboux ¢atisi ile Frenet ¢atisi arasinda iliski

T 1 0 0 T
Y|=10 cosf@ —sin@||N (3.8)
M 0 sinf cosO 1LB
ya da
T=T
Y = cosON — sin 6B (3.9)
M = sin@N + cos 6B
olur.
1 0 0
0 cosf —sinf|=1+0
0 sin@ cos@
oldugundan dolay1, donme matrisinin tersini kullanarak
T 1 0 0 T
N|[=1|0 cos@ sin@||Y (3.10)
B 0 —sin@ cosBlLM
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bulunur.
A= [T N B]

matrisi, bir pozitif ortogonal matris olmak tizere, det A = +1 ve AT = A1 dir.

det(T,Y, M) = det(T,N,B) = 1

Darboux hareketinin pol noktasini bulmak igin (3.9) formullrinden t ye gore turev

alinirsa,

T = kN
Y = —kcosOT + (v — 0) sinON + (t — 0) cos 6B
M= —KsinHT—(T—é)coseN+(T—é)sinQB

bulunur. Bu formulleri

T 0 K '0
v |=|-Kcos6 (r—0)sing (t—0)coso
ml  |-xsing  —(t—0)cos6 (zr—0)sin6
seklinde de yazabiliriz. Ayrica
T 0 K cos 6 K sin 0
Y]= —Kkcos 8 0 (T—H) Y
Ml |-xsing  —(r-0) 0 M
bulunur (Hanson 1995, Ekmekci 2000).
Ky =K Cos
K, = KSin6
t,=1—10
alinirsa, (3.12) matrisini s6yle yazabiliriz:
T 0 Kg KolrT
Y|=|"Kg 0 t-l|Y
M —Kp —t, 0|Lm

veya
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T = KgY + knM
Y = —k,T +t,M (3.15)
M = —k,T —t,Y

det(T,Y,M) = 1 olmak tizere, det(T,Y, M) = 0 dir, o yiizden Darboux hareketinin hic

bir zaman pol noktas1 yoktur.

(3.13) bagintilardan gosterilir ki

K
K= /ng +Kk,? , 6 =arc tan <K—n> (3.16)
g

dir.
3.4.2 Darboux hareketinin 1. ivme pol merkzi

Darboux hareketinin 1. ivme pol merkezini bulmak icin, (3.15)formullerinden t ye gore

tlirev alinirsa,

T = —(kg? + K,2)T — (knt, — K5)Y + (kgt, + Kn)M
Y = —(rknt, + 6,)T — (kg% + 6,2)Y — (kgkn — £, )M (3.17)
M = (kyt, — Ko)T — (rgkn + £,)Y — (16,% + £,5)M

bulunur. Bu formulleri

i —(ng +Kn?2)  —(Knty — lc'g) (thr +Kyn) T
y‘ = —(Kntr + K'g) —(ng +t,2) —(Kglcn - tr) Y]
M M

(kgtr — 1) —(kgkn +6) —(a% + 62
seklinde de yazabiliriz.
det(T,Y,M) = 1 olmak lizere,

det(T,Y,M) = — {(th'r — ;c’gtr)2 + (regin — ;c‘g;cn)2 + (kpt, — K'ntr)z}

dir.
1. hal: a geodezik egri olsun.
Bu durumda, 6 = g 37” dir.
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Kg=0, ky=2K, t, =71

2
det(T’ Y, M) = —(Kknty — Kpt,)? = 7 (;)

bulunur. Eger geodezik egri diizlemsel ve genel helis degil ise,

T#0 ve (g) # 0, oldugundan detA # 0 olup ve hareketin 1. ivme pol merkezi
X=—(A)"¢

seklinde bulunur.
2. hal : a asimptotik egri olsun.

Bu durumda, 6 = 0, m, 2 dir. Buradan
Kg=2Kk , k=0, t, =71
da@ﬁMyb{@@—@Mf=ﬁGY

T

bulunur. Bu durumda da eger asimptotik egri, diizlemsel ve genel helis degil ise,

T#0 ve (g) # 0, olacagindan detA = 0 olur ve hareketin 1. ivme pol merkezi
X=-(d)"¢

dur.

3. hal : a egrilik cizgisi olsun.

Bu durumda,
t,=0=>1= 6

dir. (3.15) formdllerini kullanarak,

2 .
K ) K K

tan9=—n=>9<1+<—n) )=<—n>
Kg Kg Kg
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=T7= >
K

1+(—”) >

( Kg

(@)

K K K
===t ()

—_ )

bulunur.

det(T,V, M) = — (kg — Kyrcn)”

- ()]

= —K'T

Sonug: S ylzeyi Uzerinde «a egrilik ¢izgisi diizlemsel degildir < Darboux hareketinin

1. ivme pol merkezleri vardir.
3.4.3 Darboux hareketinin 2. ivme pol merkzi

Darboux hareketinin 2. ivme pol merkezini bulmak igin, 1., 2. ve 3. hallerini ele alalim.

1. hal
T = (=3xK)T — kT + k)Y — (3 + k1% — )M
Y = -kt + k)T — (310)Y — (73 + k21— ©)M
M= 3+ k1?2 =T + (3 + Kkt — )Y — 3(kk + 11)M
dir ve

bulunur.

Sonug: Darboux hareketinin Vt aninda bir tek 2. ivme pol merkezi olmasi igin yeter sart

geodezik egrinin diizlemsel olmamasidir.
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2. hal

6 =  durumunda,

T = (=3kk)T + (k> + k12 — K)Y — (kT + 2KT)M
Y= =3+ k12— )T — 3(kk + 11)Y — (73 + k21 — )M
M = -kt + k1)T + (73 + k21 — ©)Y — (3t0)M

dir ve

Darboux hareketinin 2. ivme pol merkezi yoktur.
Sonug: Ylzey uzerinde asimptotik egri helis ise 2. ivme pol merkezi yoktur.

3. hal

T = =3(kgiy + knkn)T — (kg + Kgkn® — Ky)Y — (k6 + Knky? — Kn)M
Y = (kg% + kgkn? — K,)T — 3kyK,Y — (kg + 2K006,)M
M = (rn® + Kpicg?® — Kn)T — (knKy + 2k5Kn)Y — BicpiéyM

dir. 3.4.8 formillerini kullanark,

olur. Eger egrilik ¢izgisi dizlemsel (r = 0) ise, Darboux hareketinin Vt aninda 2. ivme

pol merkezi yoktur.

Sonug: ylizey Uzerinde alinan egri egrilik ¢izgisi ve diizlemsel ise Darboux hareketinin

2. ivme pol merkezi yoktur.
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4. E3, OKLIiD UZAYINDA BiSHOP HAREKETI

Tamm 4.1 (Bishop Hareketi)

a, t parametreli ve her a(t) noktasinda regiiler olan bir egri olsun. T, Ny, N, egrinin her

noktasindaki Bishop ¢atisinin birim vektorleri olmak iizere

A=[T Ny Ny| = |tz Nz Ny

1 N n21]
3 Myz MNy3

birim pozitif ortogonal matrisidir, detA = +1 ve AT = A™L.
a(t) egrisinin Bishop ¢atisinin, egri boyunca hareket ettirilmesiyle elde edilen
Y=AX+C

hareketi Bishop hareketi olarak adlandirilir. Uzayda X noktasinin bu hareket altinda
yoriingesi, seg¢ilen egrinin cinsine gore degisir. Burada, AX kismina hareketin donme

kismi ve C ye de oteleme kismi denir. T, Ny, N, vektorleri su 6zeliklere sahiptir:
(T, T) =(Ny,Ny) = (N, Np) = 1
(T,Ny) = (N, T) = (Ny,N,) =0
TAN;=N, , NyAN,=T , N,AT=Nj.

Eger M egrisi, (I, @) koordinat komsulugu ile verilmis ise s € I yay-parametresi olmak

Uzere, Frenet ve Bishop hareketlerinin arasindaki bagintilardan,

k(s) = /Kf + k% , 6(s) = arctan (Z—i) , (s) = — diis) (4.1)

bulunur (Bishop 1975).

Burada, kq,k, Bishop hareketinde egrinin 1. ve 2. egriligi dir. (4.1) formullerini

k(s) = /Kf+;c§ = k2 =kKk?+ K3
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K2 K2
6(s) = arctan (—) = —=tan0
K1 K1

KoK1 — KaKq
Kf

do
= (1+tan®0)—
ds

do KoKq — KoKy
= — =
ds k?(1+ tan?9)

KaK1 — KKq
> T =
2 2

Kl + KZ

o\
= (—1) K3 = K21 (4.2)

bulunur.

4.1 Bishop Hareketinin Pol Noktasi

T,N;, N, egrinin her noktasindaki Bishop catisinin birim vektorleri ve k4, k, Bishop

hareketinde egrinin 1. ve 2. egriligi olmak Uizere, Bishop formiilleri sdyle yazilabilir.

T = KlNl + KZNZ ) Nl = —KlT ) NZ = —KzT

Bishop formullerini,

T 0 Ky 10T
N|=|-, 0 oll|m
N,| L=, 0 ollw,

seklinde de yazabiliriz.

A matrisi, bir pozitif ortogonal matris olmak tizere, det A = +1 ve AT = A~ dir.

Buradan
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0 K1 Ky
det A =det(T,Ny,N;) = |-k, 0 0|=0
-k, 0 O

olur. Bdylece AX + C = 0 denkleminin tek ¢oziimii yoktur, yani Bishop hareketinin her

t aninda pol noktas1 yoktur.

Tanim 2.3.5 ifadesinden, Darboux martisini hesaplayalim. Hareketin Darboux matrisi

_ 0 —(b3k; — n3k3) by — nyk;
Q = AAT == b3K1 - Tl3K2 O _(b1K1 - nlkz)
—(baky — nzky) byk; — nyk; 0
dir. Q matrisi antisimetriktir.
X = b1K1 - n1K2 y y = bZKI - n2K2 ) zZ = b3K1 - n3K2

olmak Uzere, Darboux matrisi

seklinde yazilabilir.

Q= (x, ¥, z) oldugundan, Q0 = 0 olur. Q sabit uzaydaki Darboux vektorudur.

Hareketli uzaydaki & Darboux vektorini,

@ = QAT
esitliginden elde edebiliriz. Boylece
@ = (0,—Ky, k1) = —k,N; + KN,
vektorl (N;, N,) dizleminde bir vektordir ve egrinin teget vektorine diktir.
Bir birim hizli a egrisinin egrilikleri k; Ve k, olduguna gére « Uzerinde
@ = —Kk,N; + k1N,
ile tanimlanan @ vektor alani igin asagidaki ozelikler vardir:

(w,TY=0 , (w,Ny)=-k; , (w,Np)=kKy

wAT=T , a)AN1=1\71 , a)/\N2=N2.
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4.2 Bishop Hareketinde Acilabilir Regle Yiizeyler
Teorem 4.2.1

Bishop hareketinde dogrultmanlar1 w olan regle ylzeyin agilabilir olmasi i¢in gerek ve

yeter sart a(t) egrisinin diizlemsel olmasidir.

Ispat: Bishop hareketinde, hareketli uzayda & Darboux vektoriiniin birim vektoriini ele

alalim, buradan

(B = _Kle + K1N2 ) “8” = "K% + K% =K

1 0 ’?
0 (Z2) ()
=-T

elde edilir. Boylece regle yiizeyin drali

da ,
B k _det<%,X,X>_ —KZT
Tdp XN K+ Kyt — K2

oldugundan dolay1, Bishop hareketinde regle yiizey dizlemsel (z = 0) ise agilabilirdir.
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(X', T) = 0 oldugundan dolayi, (3.5) formiluni kullanarak, a=a olur, yani striksiyon

egrisi dayanak egrisi ile ¢akisir. Asagidaki sonugu verebiliriz.

Sonug: Bishop hareketinde Darboux vektoriiniin ¢izdigi regle ylizeyde striksiyon ¢izgisi
dayanak egrisi ile ¢akisir.

4.3 Bishop Hareketinin 1. ve 2. ivme Pol Merkezleri

4.3.1 Bishop hareketinin 1. ivme pol merkezi

Teorem 4.3.1.1

Bishop hareketinin Vt aninda bir tek 1. ivme pol merkezi olmasi i¢in gerek ve yeter sart

a(t) egrisinin diizlemsel olmamasidir.

Ispat: Y = AX + C Bishop hareketinin 1. ivme pol merkezini bulmak igin, Bishop

formdallerinden t ye gore tiirev alinirsa,
(T =—(r2+1,2)T + KNy + K;N,
| N; = —K,T — k,°Ny — k1K, N, (4.3)
\NZ = —k,T — k1k,N; — k52N,

bulunur. Bu formulleri

T — (k1% + K3%) Kq Ky T
- _ 5

Ny | = —Kq —Kq —icyiey | [ N1
N2 _K':Z —K1K3 _KZZ NZ

biciminde de yazabiliriz.
A = [T Ny N, ]

matrisi, bir pozitif ortogonal olmak tizere, det A = +1 ve AT = A~ dir, o ylzden,

—(K12 + Kzz) K1 K
detA = det(T, Ny, N,) = —K N
_K‘:Z _K1K2 _KZZ
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@
= - — 4.4
a2 (2 (4.4)
(4.2) formulind kullanarak,
det 4 = —k*7? (4.5)
dir. Eger a(t) egrisi diizlemsel degil ise, T # 0 dir ve dolayisi ile det A # 0 olup
AX + C = 0 denkleminin bir tek ¢dzimi vardir ve bu ¢oziim
ven—1 .o
X=—(4) ¢
dir. Bishop hareketinin vt aninda 1. ivme pol merkezi mevcuttur.

Eger a(t) egrisi dizlemsel degil ise, teorem 3.3.1.2 yi Bishop hareketimize

uygulayalim.

A € SO(3), detA = 0 oldugundan rankA < 3 dir ve

0 K

— 2
—Ky 0 =K1 =0

den dolay1 rankA = 2 olur. Ayrica rankA = 3 oldugunu (4.5) den ve detA4 # 0 den
biliyoruz. Boylece 3.3.1.2 teoreminin ii. kismindan, I.S.A nin yonii sabit degildir, yani
ani vida eksenleri paralel degildir ve geometrik olarak, Darboux vektorlerinin cumlesi
(Konoid), bir silindir degildir. Bu durumda Y = AX + C Bishop hareketi i¢in asagidaki

teoremi verebiliriz.
Teorem 4.3.1.2

a(t) dizlemsel egri olmasin. Bu durumda,

A(A_lé ) + € = 0 © 1. ivme pol egrileri birbiri iizerinde kaymaksizin yuvarlanir.

ispat: a(t) diizlemsel egri olmadigindan det A # 0 ve dolayisi ile (A)_l mevcuttur. [8]
den teorem gergeklenir. Diger halde, eger a(t) egrisi diizlemsel (t = 0) ise, det A = 0

olur ve rankA = 2 oldugu
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Ky K2

_ : : 2
= —K{K{K, + KoK
—K12 —Ky Ky 112 211

= —k; (K1Ky — KoKq)

Kl )
= _K1K22 (_)
K>

= —K k2T # 0

den soylenebirir. Bdylece 3.3.1.2 teoreminin i. kismindan, I.S.A nin yo6nii sabittir, yani
ani vida eksenleri paraleldir ve geometrik olarak Konoid, bir silindirdir. Asagidaki

sonucu verebiliriz.

Sonug: Bishop hareketinde I.S.A nin yonii sabittir & « dizlemseldir.
4.3.2 Bishop hareketinin 2. ivme pol merkezi

Teorem 4.3.2.1

Bishop hareketinin Vt aninda bir tek 2. ivme pol merkezi olmasi igin gerek sart a(t)

egrisinin diizlemsel olmamasidir.

Ispat: Y = AX + C Bishop hareketinin 2. ivme pol merkezini bulmak icin, (4.3)

formullerinden t ye gore tekrar tiirev alinirsa,

T = =3(r K, +10,K,)T = ("'13 + Klez — &N, - (K23 + Klsz —&,)N,
N.1 = (K13 + K1K22 —&)T = Bry )N, = (K, +2K,k,)N, (4'6)

N.z = (’(23 + K12K2 —15,)T = (i,K; + 28,K,)N; — (316,6,) N,

bulunur. Bu formilleri matris yardimu ile

T =3(r K+ K,K,)  — (K13 + KlKZZ -K) - (1(23 + K12K2 i) T
N.l = (’(13 + K1K22 —K;) —(3xyK;) — (K, +2K505,) | N,
N-2 ("'23 +K12K2 —K,)  — (KK, + 2K,k ) = (3x,K,) N,
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biciminde de yazabiliriz.
A matrisi, bir pozitif ortogonal matris olmak tzere, detA = +1 ve AT = A~ dir.
det A = —3(Kyk, — g8 [(1F + k5 (K10, — Ky ) + (KK — K1K)]

+6(K1 1y — K1K2)? (1 Ky + KoK)

Frenet ve Bishop bagint1 formiillerini kullanarak,

k? =k + K2

= tlrevi KK = K1Kq + KyK5

= K ky — KKy = K°T

= tlirevi Kik, — k1K, = K(2KT + KT)

= detAd = =32kt + K27) ()T + k1K, — KqK,) + 6K°KT? 4.7)

elde edilir. Eger a(t) egrisi diizlemsel degil ise, T # 0 dir ve dolayis1 ile det A # 0 olup
her t aninda AX + C = 0 denkleminin bir tek ¢6ziimii vardir ve bu ¢lizim
X=-(&)"¢

dir. Bishop hareketinin Yt aninda 2. ivme pol merkezi mevcuttur.

Eger egri diizlemsel ise, T = 0 dir, 0 yiizden det A = 0 olup ve Bishop hareketinin vt

aninda 2. ivme pol merkezi mevcut degildir.

Sonug: Bishop hareketinde a(t) egrisi diizlemsel degil ise Vt aninda pol noktas1 yoktur

fakat 1. ve 2. ivme pol merkezleri vardir.

4.4 Bishop Hareketleri ve Hortum Yuzeyleri

Eger Y(t) = A(t)X + a(t) hareketinde, X bir egri olursa, yeni yiizeyler elde edilebilir.

Ozel olarak, eger Bishop hareketinde X = (0,7 cos 8,7 sin8) bir cember olursa,

0
rcos @
rsin @

Y = [T, Ny, Ny] + a(t)

46



dir.
o(t,0) = a(t) + (0,rcosO,rsinf)

bir hortum yuzeyi olmak Ulzere, bu yuzeyin ortalama, Gauss ve asli
hesaplayalim:
o(t,0) =a(t) + (rcos@)N; + (rsinf)N,

a=a(t) , Ny=Ni(t) , N =N,(t)

olursa
@, =T+ (rcos0)(—x,T) + (rsin ) (—x,T)

=((1—-rcosOk; —rsinfk,)T

eger
a=1—rcosfk; —rsinfk,

alinirsa

po=al = llod=a , X=p =
ve

@ =0+ (—rsin@)N,; + (rcos )N,
Do

Y =
llpell

= (—sin@)N; + (cosO)N,

(X,Y) = 0 oldugundan, X, Y ye diktir ve N birim normal vektor(

N=XAY =(—cosB)N; + (—sinB)N,
seklinde elde edilir.
dN dN 1 _ 1—a

S(X)=DyN =—=— =
(X X dX dt ||e:ll ra
sy _dv 1 -1
Y ay  dollegll T
1—a
| ra
5= 1
0 —_
r

S Weingarten doniistimiiniin matrisidir.

K=det5=(1_a)(__1>=a—1

ra r r2a
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1—a -1 1—2a
H=izS=( )+(—)=
ra r ra

2

1
H2—4K=<—) >0
ra

S2—HS+K=0
esitliginden

1—a

hzl(H+ H2—4K)=

2 ra

k= (1 VAT 4K) =

olur. h ve k yiizeyin asli egrilikleridir (Hacisalihoglu 2000).

Asagidaki teoremleri verebiliriz.

Teorem 4.4.1
Bishop hareketi ile elde edilen hortum ytizeyi minimaldir ancak ve ancak a = %dir.

Teorem 4.4.2
Bishop hareketi ile elde edilen hortum yiizeyi Weingarten yiizeyidir.

Ispat: H ve K
1 a
-H+K=—-——
r

T2

denklemini gergekler. Bu ise ylizeyin Weingarten yiizeyi olmas1 demektir.
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5. E3, LORENTZ UZAYINDA FRENET HAREKETI

5.1 Lorentz Uzayida Frenet Hareketinin Pol Noktasi ve Ivme Merkezleri

a,t parametreli ve her a(t) noktasinda regiiler olan bir egri olsun. T, N, B egrinin her

noktasindaki Frenet ¢atisinin birim vektorleri olmak {izere

ty, ng by
A=[TNB]= tz nz bz]
t3 nz by

bir pozitif ortogonal matristir. Ayrica

detA=+1 ve At =¢cA e

dir. Burada

dir (Lopez 2008).

a(t) egrisinin Frenet catisinin, egri boyunca hareket ettirilmesiyle elde edilen harekete

Frenet hareketi denir.
Bir X noktasinin bu hareket altindaki yoriingesi
Y =AX + a(t)

seklinde efade edilir. a(t) egrisi spacelike, timelike ya da null olabilir. Spacelike veya

timelike egriler olmas1 halinde, Frenet-Serret formdlleri

T 0 K o1rr
N|=|[—€o&1k 0 T||IN (5.1)
B 0 —&&17 0lLB

seklinde yazilabilir (O’Neill 1983, Ekmekci 2000, Yayli 2006).
Burada

& =(T,T)=41, ¢ =(N,N)=11, & =(B,B) =+1
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dur.

i) a(t) timelike egri olsun,

bu durumda T timelike olmalidir. Boylece N ve B spacelike alinirsa,
& =(T,T)=-1, &g=(N,N)=4+1, & =(B,B)=+1

olup ve (5.1) in ifadesi

T 0 x O][T
Nl=|lkx 0 <t||N
B 0 —7 O0ILB
ya da
T=kN , N=kT+1B , B=—1N (5.2)
elde edilir. Burada,
det(T,N,B) = 0

olur, bdylece Lorentz uzayinda i) durumunda Frenet hareketinin pol noktas1 yoktur.

Simdi hareketin 1. ivme pol merkezini bulalim.

Y = AX + a(t) Frenet hareketinin 1. ivme pol merkezini bulmak igin, (5.2)

formillerinden t ye gore tekrar tiirev alinirsa,

T = k2T + kN + ktB

N = kT + (k> —1?)N + iB (5.3)
B = —k1T — iN — t°B

bulunur. Bu formulleri

T K2 K kt 1[T
Nl =l k -1 1 ||N
B —KT —7 —721LB

biciminde de yazabiliriz. Burada

det 4 =det(T,N,B) = [Tz (?)]2
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dir. Eger a(t) egrisi diizlemsel ve genel helis degil ise,

T#0 ve (S) + 0, oyiizden detA # 0 olup ve
ven —1 .
X=-(4) C,
vektorii AX + C = 0 denkleminin bir tek ¢ozimiidir ve Frenet hareketinin V¢t aninda 1.
ivme pol merkezi olur.
Simdi hareketin 2. mertebeden ivme pol merkezini bulalim.

Y = AX + a(t) Frenet hareketinin 2. ivme pol merkezini bulmak igin, (5.3)

formdallerinden t ye gore tekrar tiirev alinirsa,

I(T = (Bkk)T + (k3 — kt? + K)N + (kT + 2K7)B
QN = (k3 — k12 + )T + 3(kk — Tt )N + (-3 + k%7 + ©)B
B = -2kt + k1)T — (=13 + k1 + ©)N — (371 )B

bulunur. Bu formulleri

i 3KK K3 — KT + K KT + 2KT T
N|=[r®—Kkt?+ K& 3(kKk — Tt) -3+ Kk’ T+ || N
B -2kt +kt) —(—T3+K2T+7T) —31t B

biciminde de yazabiliriz. Burada
Ky’ Ky’ K\
detA = —37? (—) [212 (—) (xk + 1t) + (6% + 12) (k7 — ic'r)] + 312 (—) (kT — K1)
T T t
dir. Eger,

K
—=A=sabit @ k=2A1
T

=> K=AT :>§=/1=sabit
MORIORE

ise, det A =0 olur.
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Sonug: Eger a egrisi diizlemsel yada bir genel helis ise, hareketin het t aninda 1. ve 2.
ivme pol merkezi yoktur.
i)  a(t) spacelike egri olsun.

ii. i) a(t) spacelike, N spacelike ve B timelike olsun.

Bu halde,
& =(T,TY=+4+1, & =(N,N)=+1 , & =(B,B)=-1

olup ve (5.1) in ifadesi

T 0 «x O[T
Nl=|-«x 0 <t||N
B 0 t o0llB
yada
T=xN , N=—kT+1tB , B= 1N (5.4)
elde edilir.

Bu durumunda da, det(T, N,B) = 0 olur, Lorentz uzayinda Frenet hareketinin pol
noktast yoktur.

Simdi hareketin 1. ivme pol merkezini bulalim.

Y = AX + a(t) Frenet hareketinin 1. ivme pol merkezini bulmak icin, (5.4)

formdillerinden t ye gore tekrar tiirev alinirsa,

(T = —k*T + kN + k1B
N = —kT — (k* = 1?)N + iB (5.5)

LB = —x1T + N + 2B

bulunur. Bu formulleri

T —K? K kTl [T
N|=|-k —-(?>-1% 1|[|N
B —KT T t21LB

biciminde de yazabiliriz. Burada
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det A =det(T,N,B) = [TZ (g)]z

dir. Eger a(t) egrisi diizlemsel ve dolayst ile genel helis degil ise,

T#0 , (f)';to ve det A # 0 olup ve
X=—(A)"¢

vektori AX + € = 0 denkleminin bir tek ¢6zimii diir ve Frenet hareketinin Vt aninda

1. ivme pol merkezi olur.

Frenet hareketinin 2. ivme pol merkezini bulmak icin, (5.5) formdllerinden t ye gore

tekrar tlrev alinirsa,

(T = —=3kkT + (—x3 + k12 + K)N + (kT + 2K7)B

N = (k3 — k1?2 —iK)T +3(—kk + 1t )N + (3 — Kk’ + ©)B

|
5 = — 2kt + k)T + (3 — k%1 + ©)N + (371 )B

bulunur. Bu formillerin matris gosterimi soyledir:

7 —3kK —(k3—kt?—K) (kit+2kD)|[T
Nl= [k —Kkt?—K 3(—xk+7tt) 713—-K?t+7%||N
B —(2Kt + K1) 3 — KT+ 7 31t B

Burada
det A = —372 (g) [212 (E) (xk + 1) + (k? + 12) (kT — ic'r)] + 32 (g) (kT — K1)

dir. Eger a egrisi diizlemsel yada bir genel helis ise, hareketin het t aninda 1. ve 2. ivme

pol merkezi yoktur.

ii. 1) a(t) spacelike, N timelike ve B spacelike olsun.
Bu durumunda

& =(T,T)=+1, ¢ =(N,N)=-1, & =(B,B) =+1
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olup ve (5.1) in ifadesi,

T 0 x O[T
N|l=|x 0 <t||N
B 0 7 OILB
ve buradan
T=xN , N=xT+1tB , B= 1N (5.6)

elde edilir. Bu durumda da det(T, N, B) = 0 olur. Bu halde Lorentz uzayinda Frenet

hareketinin pol noktas1 yoktur.

Simdi hareketin 1. ivme pol merkezini bulalim.
Y = AX + a(t) Frenet hareketinin 1. ivme pol merkezini bulmak icin, (5.6)

formdillerinden t ye gore tekrar tiirev alinirsa,

(T =Kk2?T + kN + ktB

N = kT + (k?> + t®)N + iB (5.7)
|

k1??=rch+r'N+rzB

bulunur. Bu formilleri matris formunda

T K? K kTt [T
Nl =[x &*+71® 1[N
B KT T 21LB

biciminde de yazabiliriz.

Burada

det A =det(T,N,B) = — [TZ (g)r

dir. Eger a(t) egrisi diizlemsel ve genel helis degil ise

T+ 0 ve G) #+ 0 dolaysiile detA # 0 olup ve

X=—(A)"¢
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vektorit AX + € = 0 denkleminin bir tek ¢6zimiidir ve Frenet hareketinin vt aninda 1.

ivme pol merkezi olur.

Frenet hareketinin 2. ivme pol merkezini bulmak igin, (5.7) formllerinden t ye gore

tekrar tlirev alinirsa,

T = 3kkT + (k3 + k12 + )N + (k7 + 2K7)B

N =3 +xkt?+ )T + 3k +tt)N + (3 + k?t+ ©)B
|
\5 = 2kt + kT)T + (73 + k2t + ©)N + (3717 )B

bulunur. Bu formillerin matris gosterimi soyledir:

T 3KK K3+ k2 +K KT+ 2KT T
Nl= [k +rt?+k 3k+tt) 3+Kit+7%||N
B 2kt + Kkt 34 Kit+ 7T 317 B

burada
det A = —372 (E) |27 (;) (ki + T8) + (2 + 72) (i — k1) + 3¢ (g) (it — iT)

dir. Eger a egrisi duzlemsel yada bir genel helis ise, hareketin het t aninda 1. ve 2. ivme

pol merkezi yoktur.

Bu durumunda Frenet-Serret formullerinin ifadesi

T=N, N=tN, B= -T—1B (5.8)

olur (Yayli 2006, 2008).

Bu formdlleri
T 0 1 07T
Nl=10 t O0]||[N
B -1 0 —tllB
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Biciminde de yazabiliriz. Bu durumda da, det(T,N,B) =0 olur, o yiizden Lorentz

uzayinda Frenet hareketinin pol noktas1 yoktur.

Simdi hareketin 1. ivme pol merkezini bulalim.
Y = AX + a(t) Frenet hareketinin 1. ivme pol merkezini bulmak icin, (5.8)

formdillerinden t ye gore tekrar tiirev alinirsa,

T =1N
jN = (2 + )N (5.9)
|
\ B=1T—-N+ (* - 1)B

bulunur. Bu formlleri

T 0 T 0 T
Nl =0 t2+1 0 N
B t -1 t2-1%lIB
biciminde de yazabiliriz. Burada
det(T, W, ) = 0

dir. Bu durumda, Lorentz uzayinda, Frenet hareketinin hi¢ bir zaman 1. ivme pol
merkezi yoktur.
Frenet hareketinin 2. ivme pol merkezini bulmak icin, (5.9) formillerinden t ye gore

tekrar tiirev alinirsa,
(T=@?*+1)N
N = (% + 31t + ©)N

B=(-1?+20)T - (3 - 311+ 1)

bulunur. Bu formulleri

T 0 241 0 T
Nl = 0 234+ 31t 41 0 N
B —12 4+ 2% 0 —(® =31t +DILB

seklinde de yazabiliriz. Burada
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dir. Bu durumda, Lorentz uzayinda, Frenet hareketinin hi¢ bir zaman 2. ivme pol

merkezi yoktur.

Sonug: ii. iii) durumunda Lorentz uzayinda, Frenet hareketinin hi¢ bir zaman pol

noktas1 ve ivme pol merkezleri yoktur.

iii) a(t) null egrisi olsun,

Bu durumunda Frenet-Serret formullerinin ifadesi
T=N, N=tT-B , B= —1N (5.10)

dir. (Lopez 2008, Yayli 2008).

Bu formalleri
T 0 1 O01[T
Nl=|r 0 -—1||N
B 0 —t O01lLB

seklinde de yazabiliriz. Bu durumda da, det(T,N,B) =0 olur, o yiizden Lorentz

uzayinda Frenet hareketinin pol noktas1 yoktur.

Simdi hareketin 1. ivme pol merkezini bulalim.
Y = AX + a(t) Frenet hareketinin 1. ivme pol merkezini bulmak icin, (5.10)

formdallerinden t ye gore tekrar tiirev alinirsa,

T=7N-B

N =T + 27N (5.11)

kB = —72T —iN + 1B
bulunur. Bu formulleri

T T 0 -—11[T
Nl =| 7 2T 0[N
B —12 —t <t1lIB
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biciminde de yazabiliriz. Burada

det(T, 1, B) = 12
dir. Frenet hareketinin Vt aninda bir tek 1. ivme pol merkezi olmasi i¢in gerek ve yeter
sart a(t) egrisi i¢in T # 0 olmasidr.

Frenet hareketinin 2. ivme pol merkezini bulmak icin, (5.11) formdllerinden t ye gore

tekrar tiirev alinirsa,
I{T = (B3xk )T + (k3 — k12 + )N + (k7 + 2KT)B
QN = (k3 — k1% + )T + 3(xk — tt )N + (=73 + k%7 + ©)B
B =—-Qkt+ k)T — (=13 + k?t + ©)N — (317 )B

bulunur. Bu fordllerinin matris gosterimi

T t 2T 0 1[T
Nl = [t + 272 3t —2t|| N
i 31t —(i+212) 2¢)lB

bicimindedir. Burada
det A = 61(i? — 1%)

dir. Frenet hareketinin vVt aninda bir tek 2. ivme pol merkezi olmasi igin yeter sart, a(t)

egrisi T # 0 olmasidir.
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6. E3, LORENTZ UZAYINDA BiSHOP HAREKETI

Eger M egrisi, (I, @) koordinat komsulugu ile verilmis ise s € I yay-parametresi olmak

Uzere, Frenet ve Bishop hareketlerinin arasindaki bagintilardan,

do(s K
k(s) = /|Kf — k3|, 1(s) = d(s) , 0(s) = arctanh (K—Z
1

bulunur (Lopez 2008, Yayli 2006).

(6.1) formullerini kullanarak,

i? = |if — i3]

K>
— =tanhé
Kq

Ko\ do
(—2) = (1 — tan’hB) —
Kq ds

bulunur. Burada, k4, k, Bishop hareketinde egrinin 1. ve 2. egrilikleri
olmak tizere, Bishop formiilleri s6yle yazilabilir:
T = KlNl - K2N2 ) N1 = KlT B NZ = KzT .

Bu formdlleri
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T 0 x; —i1[T
Nl = |Kq 0 0 Nl
N, Kk, O 0 1LN,

biciminde de yazabiliriz.

A matrisi, bir pozitif ortogonal matris olmak lzere, det A = +1 dir, bu nedenle,

0 K1 —Kj
det A =det(T,N,N,)=|ky 0 0 [=0
Ky 0 0

dolayistyla AX + C = 0 denkleminin tek ¢6ziimii yoktur, yani Bishop hareketinin her t

aninda pol noktas1 yoktur.

Y = AX + C Bishop hareketinin 1. ivme pol merkezini bulmak igin, (6.3)

formillerinden t ye gore turev alinirsa,

T =(x? —x2)T + KN, - &,N,
N, = &T + &N, — K,6,N, (6.4)

.. ) )
N, =x,T +xx,N, —x;N,

bulunur. Bu formlleri

2 2 . .
T (5 —x3) K —K, || T
<l ) "
N, |= K Ky KK || Ny
.. ) )
N, K, Kk, —k; | N,

biciminde de yazabiliriz.
A=[T Ny N
matrisi, bir pozitif ortogonal matris olmak tzere, det A = +1 dir, 0 yuzden,
(7 —x7) K -K, o\ 2
det A = K K —KkK,| = [K‘f <—2> ]
K, KK, —K;
dir. (6.2) formiillerinin yardim ile,

det A = k*t?
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olur. Eger a(t) egrisi diizlemsel degil ise, T # 0 olur, 0 yiizden detA4 # 0 olup
ven—1 .o
X=—-(4) ¢,

vektorii AX +C = 0 denkleminin bir tek ¢oziimiidiir ve Lorentz uzayinda Bishop

hareketinin vVt aninda 1. ivme pol merkezi olur.

Bishop hareketinin 2. ivme pol merkezini bulmak igin, (6.4) formullerinden t ye gore

tekrar tlirev alinirsa,

T= (K — 16,K,)T + (K13 - Klez + &N, + (Kzs - K12K2 —&,)N,
Nil = (’(13 - Klez + &) T + BN, — (5K, + 2K5%,) N,

N, = (—&,° + K2, + i&,)T + (i, + 25,5, )N, — (3x,4,)N,

bulunur. Bu formulleri

T 3(r,K; — 1,K,) (K13 _Kl’(zz +K,) (Kz3 _K12K2 —&5) | T
N'l = (K13 - K1K22 +5K,) (3ryk;) — (KK, + 2655, || Ny
N.z (_Kz3 +K12K2 +K,) (KK +2K,K,) — (31,K,) N,

biciminde de yazabiliriz.
A matrisi, bir pozitif ortogonal matris olmak Uzere,
det ;5;=3(2K7&T + K'ZZ") —-x'r+ I‘cz{ﬁJ +6K°KT?

K

dir. a(t) egrisi diizlemsel olmasi halinde, hareketin 2. ivme pol merkezi yoktur.
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