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Bu tez alt1 boliimden olugmaktadir.

Ik boliim giris kismina ayrilmistir. Ikinci boliimde, reel ve dual kuaterniyonlar ve
onlarn ozelikleri verilmistir. Uciincii boliimde, ilk 6énce genellestirilmis reel kuater-
niyonlarin 6zelikleri ve bunlarin Lie grup ve Lie cebir yapilarini incelenmistir. Dénme
operatorii, Killing formu, Hamilton operatorleri ve reel genellestirilmis kuaterniyon-
lar i¢in Euler ve De-Moivre formiillerin den bahsedilmistir. Son olarak, De-Moivre
formiiliiniin genellestirilmis kuaterniyonlara karsilik gelen matrisler icin de gegerli
oldugu gosterilmistir. Bu calismada verilen 6zeliklerin her birinin reel ve split ku-
aterniyonlar ile olan iligkisi gosterilmektedir. Beginci boliimde ise, genellestirilmis
dual kuaterniyonlar ve 6zelikleri verilmigtir. Konularin daha anlagilir olabilmesi icin
genellestirilmis reel ve dual kuaterniyonlarin uygulamalari ve bunlara ait ornekler
verilmektedir. Son boliimde Eétﬁ, 4-boyutlu uzayda bir uzay egrisi boyunca Hamil-
ton hareketi tanimlanmaktadir. r. mertebeden regiiler bir egri boyunca tanimlanan
Hamilton hareketi igin her ¢ aninda (r—1).mertebeden birtek ivime merkezinin oldugu

gosterilmistir.
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This thesis consists of six chapters. The first chapter is devoted to the introduction.
In second chapter, real and dual quaternions and their fundamental properties are
discussed. The properties of generalized quaternions and their Lie groups and Lie
algebra structures are investigated in Chapter 3. In subsequent chapter the rotation
operator, Killing form, Hamilton operators and Euler and De-Movire formulas for
the generalized quaternions are discussed. It is pointed out that the De-Movire
formula for matrices associated with the generalized quaternions is current too. This
study reveals the relation between the real and split quaternions for each of the
specifications. In chapter 5, generalized dual quaternions and some of their properties
are provided. Eventually, some applications of generalized real and dual quaternions
for the Hamilton motion are given at the last chapter, by considering a spatial curve
in 4-dimensional space Eiﬂ. This motion corresponding to regular curve of order r,

has only one acceleration center of order (r — 1).
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1. GIRIS

Reel sayilari, bir boyutlu hiper-kompleks sayilar olarak diigiinebiliriz. Reel sayilar,
toplama ve carpma iglemleri altinda cisim 6zeliklerini saglarlar. Herhangi bir kom-
pleks sayiy1 ise 2 boyutlu olan hiper-kompleks say1 olarak diigiinebiliriz ve reel sayilar
imajiner kismu sifir olan kompleks sayilarin bir alt ciimlesi olarak ele alabiliriz. Kom-
pleks sayilar cisim ozeliklerini de saglarlar. Boyutu 2’den biiyiik hiper-kompleks

sayilarin herhangi bir climlesi ise cisim olmasi ¢zeliklerini saglamaz.

William Rowan Hamilton 1830 yilindan itibaren kompleks sayilar iizerinde ¢aligmis
ve nihayet 1833 yilinda iki reel sayidan olusan kompleks sayilarin bir cebir olustur-
dugu sonucuna varmigtir. Bu sonugtan yola c¢ikarak ¢alismalarin iki kompleks ve bir
reel bilegenden olusan (¢ = a+e1b+exc) iiglii say sistemi iizerinde yogunlagtirmigtir.
Elemanlarin1 vektor olarak adlandirdigi bu sistem {izerinde toplama ve carpma
islemlerini tanimlayabildigi halde bolme islemi i¢in ise bir metot geligtirememistir.
1843’de bu say1 sisteminin ¢arpma igleminde degisme ¢zeliginin gergeklesmedigini
anladi ve garpma igleminin bu 6zeliginden vazgegerek €2 = €2 = €2 = ejeqe3 = —1
ozeligine sahip {i¢ imajiner birim tanimladi. Boylece Hamilton, Kuaterniyon ismini

verdigi 4—boyutlu olan stzde hiper-kompleks sayiy1 kesfetmistir.

Boliintiilii(split) kuaterniyonlar ise 1849’da James Cockle tarafindan ileri siirtilmiigtiir.
Hamilton ve James Cockle, carpim operatorleri ile donatilmig 4 boyutlu gercek vek-
tor uzayi olusturmuslardir. Kuaterniyondan farkli olarak, boliintiilii kuaterniyon-
larin boleni sifir olabilmektedir. Kuaterniyonlar ayni reel ve kompleks sayilar gibi
bir say1 sistemidir. Reel sayilar bir, kompleks sayilar iki bilegen igerirken kuaterniy-
onlar dort bilegene sahiptir. Kompleks sayilar reel sayilarin bir kombinasyonudur.
Dolayisiyla da reel sayilar, kompleks sayilarin bir alt kiimesidir. Diger taraftan
kuaterniyonlar da iki kompleks sayinin kombinasyonundan olugmustur. Buna gore
kompleks sayilarda kuaterniyonlarin bir alt kiimesi olmalidir. Bu sonug, kuater-
niyonlarin hem reel sayilar hem de kompleks sayilar1 kapsayan daha genis bir say1

sistemi oldugunu gostermektedir.



Fizik biliminde olgiilebilen her sey reel olmak zorundadir. Bu nedenle reel sayilar
bilimin dogusundan itibaren kendilerine her alanda uygulama sahasi bulmustur. Ote
yandan kompleks sayilarin mekanik ve elektriksel uygulamalarda, 6zelikle devre anal-
izlerinde kullanildig1 bilinmektedir. Ne yazik ki bu say1 sistemi uygulamalara sadece
iki boyut getirir. 3-boyutlu uygulamalarda ise vektorler kullanilir. Fakat vektorlerin
baz1 uygulamalarda yetersiz kaldig1 goriilmektedir. Kuaterniyonlar vektorleri ifade
etmede kullanilabilir. Bu say1 sistemi vektorleri kapsadigi gibi, bunlara ilaveten bir
de reel bilegsen ortaya koyarak uygulamalara dérdiincii bir boyut katar. Kuaterniy-
onlar boliim cebrine sahiptir. Kuaterniyon cebri, bilegimli fakat degisimli olmayan
(€o, €1, €9, €3) gibi dort birimden olugur ve bunlardan biri reel, diger iigii sanaldir

(Soydag 2003).

Kuaterniyon cebrinin kesfedildigi yillarda A.Carley, K. Clifford ve J.J. Slyvester gibi
Ingiliz matematikciler ve elektromanyetik teoriyi yeniden insa eden J. C. Maxwell
ile P. G. Tait gibi fizik¢iler bu konuya énemli katkida bulunmuslardir. 20. yiizyilin
baglarinda ise vektor ve tensor cebrini gelistiren fizikgiler, fizikte vektor cebrinin
kullanimini benimsetmislerdir. 1878 yillarinda Vidinli Hiiseyin Tevfik Pasa In-
gilizce olarak yazdig lineer cebir adli kitapta, kompleks sayilarla ilgili teorisinde
ileri stirdiigii carpimin 3-boyutlu uzaya uygulamanin bir yolunu bulmus ve 6zgiin
calisma olarak kuaterniyonlarin carpiminin bizi ii¢ boyutlu uzayda calismaya zor-
ladigin1 vurgulamigtir. R. Kaya ve . Kogak tarafindan kuaterniyonlardan hareketle
zayif kuaterniyonlarn tanimi yapilarak R? "iin vektorleri zayif kuaterniyon uzayima
taginmig ve bolme igleminin bu gekilde daha anlaml olarak gerceklestirilebilecegi

ispat edilmigtir.

Kuaterniyonlarin fizikte ¢ok kullanilmasi ancak E. Schrodinger, W. Heisenberg,
P. A. Dirac, M. Born ve daha pek ¢ok iinlii fizik¢i tarafindan 1927 ile 1932 yillar
arasinda, neredeyse bu giin kullandigimiz kuantum mekaniginin kurulusundan sonra
gerceklesmistir. 20. yiizyillin baslarmda Yale Universitesi profesérlerinden Gibbs uy-
gun kuaterniyonlar i¢in kullanim geklini Hamilton’un ¢alismalarinin ve Rodrigues’e

ait calismalarin anahtar noktalarini buna ilave ederek kesfetti ve caligmalarini vek-



torlerde nokta carpimi ve bu giin bildigimiz vektorel carpimla tamamlandi. Hemen
hemen ayni zamanlarda Alberd Einstein 4.boyut igin bir kullamim kegfetti. Isik
hizin tiim gozlemlerde sabitlemek i¢in uzay ve zamani birimlendirilmeliydi. Burada
sonug, 4. boyut i¢in sekillendirilmisti. Fakat Einstein bir matematik diigkiinii ol-
madig1 icin sadece lokal olarak igse yarayan parcalar: buldu. Einstein; Minkowski'nin
uzay-zamani(space-time) ve Lorentz’in doniigiimiinii kegfetmis ve problemlerin ¢oziimiinii

gerektiren yardimcilarin 6zel rolativite i¢inde oldugunu gostermistir.

Kuaterniyonlar son yillarda her alanda artan bir hizla kullanilmaktadir. Kuater-
niyon cebride kuaterniyonlarin kullanim alanlarinin artmasina paralel olarak gelisme
gostermektedir. Kompleks say1 ve kuaterniyon bilesiminden olugsan kompleks ku-
aterniyonlar (Bikuaterniyonlar), fiziksel uygulamalarda son yillarda artan bir hi-
zla yer almaktadir. Bunun yam sira kuaterniyonlar teorik fizik arastirmalarinda
kullamilmaktadir. Ornegin Gurlebeck ve Wolfgang kompleks kuaterniyonlarm yani
bikuaterniyonlar1 6zel rolativite teorisi, parcacik mekanigi ve elektromanyetizmaya
uygulayarak kompleks kuaterniyonlarin kendine oldukgagenis bir uygulama alani
buldugunu gostermislerdir. Bu giine kadar fizikteki bir ¢ok denklem cesitli bilim
adamlar tarafindan kuaterniyonlarla yeniden ifade edilmigtir. Bunlardan bazilar
soyledir. S. C. K. Chou kinematik ve dinamik diferansiyel denklemleri, Adler kuan-
tum mekanigini, D. C. Jolly matris ve kuaterniyonlar arasindaki izomorfizmi, Kugo-
townsend tarafindan kuaterniyonlarin siiper simetrik modellerle olan baglantisi, K.
Morita tarafindan kuaterniyonlarin Dirac teorisindeki rolii, M. Tanish ve K. Ozdas
robotik manipiilatorlerin pozisyonunun kuaterniyon doniigtimiinii, M. Tanigh akustik
enerji korunum denklemini, yine Tamsh ve Ozgiir acisal momentum ve Dirac den-
klemlerini, Negi ve arkadaglari tek kutup dynonslar gibi teorik varliklar1 anlatmak

icin bu say1 cebrini kullanmiglardir.

Kompleks kuaterniyonlarin fizikteki uygulamalar1 daha ¢ok genel ve ozel rolativite
ile kuantum mekanigi alaninda olmustur. Kompleks kuaterniyonlarla Dirac rola-
tivistik denklemlerinin cegitli formiilasyonlarimin ilk énciisii A. W. Conway (1945)

olarak goriilmekle birlikte bir¢ok bilim adaminin yazilarinda kompleks kuaterniyon-



larla kuantum mekanigi K. Morita tarafindan yeniden formiile edilmistir. Leo’nun

da kuaterniyon ve kompleks kuaterniyonlarla ilgili caligmalar1 vardir.

Yang ve Freudenstein (1964) dual kuateriyonlarin, uzay mekanigi analizine uygu-
lanmasini ele almig ve detayli bir calismayla, bir dénme ¢ifti ve ii¢ silindirik ¢ifti
segerek uzay 4-link mekanigini incelemistir. G. R. Veldkemp (1976) dual birim vek-
torler ve dual vektorler ciftleri yardimiyla dual birim kiireyi ifade etmis ve dual
kiiresel hareketleri vermistir. Ayrica, dual hareket ve reel uzay hareketi arasindaki
baglantiy1 gostermistir. Rooney (1977) sabit bir nokta etrafinda bir cismin dénme
hareketini metodlar halinde ifade etmistir. 3 x 3 reel ortogonal matrisler, 2 x 2
iiniter matrisler, Pauli spin matrisleri, 3 x 3 6zel {initer matrisleri yardimiyla bir

eksen etrafinda dénme matrislerini siniflandirmisgtir.

Bottema ve Roth (1979) reel ve dual kuaterniyonlarin uzay kinematigine uygulan-
malarini ifade etmigtir. Hareket matrislerinin formlarini1 vermislerdir. Hacisalihoglu
(1983) reel ve dual kuaterniyonlar: ve sagladiklar: ayrintilar: bir sekilde incelemistir.
Birim dual kuaterniyonlar yardimiyla dénme ve kayma operatorlerini de ifade et-
mistir. Ayica, vida operatoriiniin donme ve kayma operatorlerinin bilegkesi olarak
yazilabilecegini gostermistir. Vida hareketlerinin bilegimini ve Euler agilarinin den-

klemlerini vermistir.

Hiller ve Woernle (1984) bir cismin genel vida hareketlerini nokta ve dogrulara gore
formiillegtirmigtir. Her iki durum i¢in de temel bagintilar saglayan ani vida hareket-
lerinin diferensiyel denklemlerini vermis ve bu diferensiyel denklemlerin ¢ziimlerinden
de sonlu vida hareketini ifade etmislerdir. Bir dogrunun vida hareketi i¢in gerekli
dual vida tensorleri, dual matrisleri, vida koordinatlar1 ve dual kuaterniyonlarin

denklemlerini vermiglerdir.

Karger ve Novak (1985) reel kuaterniyonlar yardmmiyla Oklid uzayinda bir eksen
etrafinda donmeyi adjoint gosterimiyle ifade etmiglerdir. Agrawal (1987) dual ku-

aterniyonlari, Hamilton operatorlari ile formiillestirmistir ve bu operatolere karsilik



gelen dual matrislerin 6zeliklerini ifade etmistir. Bu 6zelikleri bir nokta ve bir dogru-
nun vida hareketinin kinematik denklemlerini gelistirmekte kullanmigtir. Ward
(1997) 3 ve 4 boyutlu Oklid uzaylarinda dénme matrislerini, reel kuaterniyonlari
kullanarak vermistir. Kuaterniyonlarin matris formlarin ifade etmistir. Levent Kula
tarafindan hazirlanan “Boliintiilii Kuaterniyonlar ve Geometrik Uygulamalar1” doktora
tezinde boliintiilii (split) kuaterniyonlarm Minkowski 3-uzayinda dénme matris-
leri tanimlanmigtir. Hamilton operatorleri ile Minkowski 3-uzayinda vida hareke-
tinin gosterimini yapmigtir. Pottmann (2001) “Computational line geometry” isimli
kitabinda genellegtirilmis kuaterniyonlari tanimini vermis. Son yilarda, genellestir-
imis kuaterniyonlar, boliim cebirlerine 6rnek tesgkil etmesi bakimindan 6nemli bir

yere sahipttir.

Bu calismada, genellestirillmis reel kuaterniyonlarin ozeliklerini ele alip ve bun-
larin Lie grup ve Lie cebir yapilarim inceliyecegiz. Ayica, donme operatoriinden,
Killing formu ve Hamilton operatorlerinden bahsedilecek. Bu caligmada verilen
ozeliklerin her birinin reel ve split kuaterniyonlar ile olan iligkisi gosterilecektir.
Ayrica, genellestirilmis dual kuaterniyonlar ve 6zelikleri verilecektir. Konularin daha
anlagilir olabilmesi igin genellestirilmis reel ve dual kuaterniyonlarin uygulamalar:
ve bunlara ait ornekler verilecektir. Reel ve dual genellestirilmis kuaterniyonlar
icin Euler ve De-Movire formiillerini inceliyecegiz. ¢" = 1 denkleminin sonsuz
¢liziimiiniin oldugu gosterilmigtir. Ayrica, De-Moiver formiiliiniia genellestirilmis

kuaterniyonlara karsilik gelen matrisler i¢in de gegerli oldugunu gosterecagiz.

E! 5, 4-boyutlu uzayda bir uzay egrisi boyunca Hamilton hareketini tammlacagiz. Bu
hareketin bir homotetik hareket oldugunu gosterecagiz. Ayica, r. mertebeden regiiler
bir egri ile tammlanan Hamilton hareketi igin her ¢ aninda (r—1). mertebeden birtek

ivme merkezinin oldugu da gosterilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde Lie grubu, Lie cebri, adjoint gosterimi, skalar ¢arpim ve bize gerekli

olan baz1 tanimlar, teoremler ve notasyonlar hatirlatilacaktir.

Tanim 2.1.

V' sonlu boyutlu bir reel vektor uzay: olsun. Eger

n:VxV-—-R

fonksiyonu bilineer, simetrik ve pozitif tanimh ise n ya V iizerinde bir i¢ ¢arpim

fonksiyonu ve V' ye de i¢ ¢arpimili uzay denir(Hacisalihoglu 1980).

Tanim 2.2.

Bir Lie grubu, diferensiyellenebilir grup operatorlerine sahip diferensiyellenebilir bir

manifolddur. G diferensiyellenebilir bir manifold olsun

pw:GxG—G, pua,b)=ab

ve (G deki inversiyon operatorii olan

£:G—G, fa)=a

doniigiimlerinin her ikisi de diferensiyellenebilir ise G ye Lie grubu denir (Boothby

1975, Hacisalihoglu 1980).



Tanim 2.3.

G Lie grubunun bir elemani a olsun. Her g € G i¢in [,(g) = ag olarak tammlasin. [,, :

G — G doniigiimiine G nin sol 6telemesi (sol garpimi) denir. [, bir diffeomorfizimdir.
Her g € G i¢in 7,(g) = ga olarak tammlansin. 7, : G — G doniigiimiine G nin sag
otelemesi (sag carpimi) denir. r, bir diffeomorfizimdir (Kobayashi ve Nomizu 1963,
Hacisalihoglu 1983).

Tanim 2.4.

V' bir reel vektor uzay olsun.

L] VxV oV
(X,Y) — [X,Y]

bigimindeki bir doniisiim her X,Y, Z € V icin asagidaki ii¢ 6nermeyi dogruluyorsa

bu déniistime Bracket operatorii, (V,[,]) ikilisine de bir Lie cebiri denir:

(7) [,] bilineerdir.

(17) [X,Y] ==Y, X]| anti-simetrikdir.

(i11) [X,Y], 2]+ [[Y, 2], X] + [[Z.X],Y] = 0 (Jakobi 6zdesligi)

saglar (Chevally 1946, Hacisalihoglu 1983).



Tanim 2.5.

Eger her a,g € G icin di,(X,) = X, ise , G Lie grubu iizerindeki X vektor alanina

sol-invaryant vektor alani denir. Dolaysiyla

l, : G—=G

g — lig) =ag

sol carpaminin tiirev doniigiimii olan

di, : Tglg) — Te(g)

Xy — dla(Xg):Xag

doniisiimii, X e ait tanjant vektorleri yer degistirir. Sol invaryant vektor alan difer-

ensiyellenebilirdir.

G deki sol invaryant vektor alanlarmin ciimlesi y;(G) olsun. Vektor alanlarinin
aligilmig toplama ve skalar ile carpma iglemleri x,(G) yi bir vektor uzay yapar. x,(G)
de [,] operatorii de tammlanarak x;(G) bir Lie cebiri olur. boy x,(G) =n = boy G
sonlu boyutuna sahiptir (O'Neil 1983, Howard 1991).

Lemma 2.6.
X € x;(G) elemanim X, € T;(e) elemanina déniigtiiren f : x,(G) — Te(e) fonksiy-
onu bir lineer izomorfizimdir. Burada e, G nin grup iglemine gére birim elemanidir.

¢ : G — G bir otomorfizim olsun. X € x;(G) ise d¢ (X) € x,(G) dir ve

do (X) : x;(G) — x,(G)



Lie cebiri izomorfizimine ¢ nin diferensiyeli denir. d¢ (X) diferensiyeli

do, : Ta(e) — Tg(e)

doniigiimii ile ifade edilir (O'Neil 1983).

Tanim 2.7.

a € G olmak iizere g elemanini aga~' elemanina doniistiiren

c, : G—=d

g — Culg) =aga™

fonksiyonunu goz oniine alalim. Bu durumda C, bir diffeomorfizim olup C, nin
diferensiyeli ad, ile gosterilir. O halde dC, = ad, dir. a,b € G oldugunda Cy, =
abg(ab)™! = a(bgb™')a~! dir. Boylece C' ., = C,0C} olur. Diferensiyel alindiginda
ise

adg, = adgoady
elde edilir. Bu grup homomorfizimine G nin adjoint gosterimi denir (O'Neil 1983,
Giirlebeck and Sprossing 1997).

Tanim 2.8.

V reel vektor uzayi tizerinde f : V x V — R iki lineer fonksiyonuna iki lineer form,
eger bu iki lineer form simetrik ise f ye simetrik iki lineer form denir (Hacisalihoglu

1983).



Tanim 2.9.

E™ n-boyutlu 6klid uzayinda uzaklik fonksiyonu d olmak iizere f : E™ — E™ fonksiy-
onu i¢in eger

d(f(:b‘),f(y)) :d(xay>7 x;Z/EEn

ise f fonksiyonuna E™ in bir izometrisi denir (Yayl 1988).

Tanim 2.10.

E™n bir f izometrisi i¢in eger f(0) = 0, o € E™ olacak seklide bir o noktas1 mevcut

ise f ye o etrafinda bir donme denir.

Tanim 2.11.

E™n bir f izometrisi i¢in eger, x = (z1, T3, ..., T,) € E" olmak iizere

f(l') :(x1+t1a7mn+tn)7 tZ€R71 S@Sn

ise f ye E™de bir steleme denir (Yaylh 1988).

Tanim 2.12.

I C R bir acgik aralik, 0 € I olsun. h : I — R fonksiyonu, A € SO(n) ve n x 1

tipindeki C' matrisi t ye gore diferensiyellenebilir olmak iizere elemanlari,

bigiminde tamimli F'(t) ciimlesine E™ in 1-parametreli homotetik hareketi denir

(Yayli 1988).
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Tanim 2.13.

R3 vektor uzaymda bir

fonksiyonu Vu = (u1, us,u3), v = (v1,vs,v3) € R? ve o, 3 € R igin
— —
T

g(d, V") = aujvy + Bugvy + afusvs

sekilde tamimlanir. o, > 0 olmak iizere bu g fonksiyonuna, genellestirilmig ig

carpim adi verilir. Eiﬁ = {R3,g(—,—-)}. ES’YB de vektoral ¢arpimi

B —aj k

NV o= U U U3

=]
!

U1 V2 U3

= B(ugus — uzva)i — a(ugvs — uzvr)j + (ugvg — ugvy)k

dir.
Ozel Haller

(i) a = B = 1 secilmesi durumunda, g ye Oklid i¢ carpimi ve E; = (R%, g) ye de
Oklidiyen uzay denir.

(ii) @ =1, 8 = —1 se¢ilmesi durumunda, g ye Lorentz i¢ ¢arpimi ve Egﬁ = (E3,9)

ye de Minkowski uzay denir.
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3. REEL VE DUAL KUATERNIYONLAR
Bu boliimde genellestirilmis kuaterniyonlar1 daha iyi anlayabilmek, hem reel hem
de dual kuaterniyonlar ile olan iligkisini daha rahat gorebilmek igin reel ve dual

kuaterniyonlardan bahsedecegiz.

Tanim 3.1.

H ={q=ao+ ai +ayj + ask : a.,a1,as,a3 € R}

ciimlesini ele alalim. Burada {1,4,j,k} birimlerinin ¢arpimlar1 agagidaki tabloda

verilmistir.

<
|
Eul
|
—
o~

H nin her bir elemanina reel kuaterniyon denir. i, j, £ birimleri 3-boyutlu reel vektor
uzayinin bir dik koordinat sistemi olarak alinabilir. Dolaysiyla ¢ = a,+a14+as)+ask
kuaterniyonun skalar kismi S, ve vektorel kismi Y—/>q olmak tizere iki kisma ayrilir.

% _> . . .
q = Sy + V4 olmak tizere S; = ao, V4= aii + asj + ask dir.
Tanim 3.2.

— —
q=95,+V,vep=S5,+ V, reel kuetrniyonlarinin toplami

— —
q+p= (Sq+5p)+<vq+ Vp)a
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seklinde tanimhdir.

A € R olmak {izere skalarla carpima islemi ise

Ag = (Aao) + (Aa1)i + (Aag)j + (Aag)k

esitligi ile tenimhdir.
Tanmim 3.3.

Reel kuaterniyonlarin carpimi

x : HxH-—H

(¢,p) — gxp=qp
- = — — — —
=548~ (Vo Vo) + SV, + S,V + VoAV,

olarak tanimlamir. Burada, R? teki i¢ carpimu ifade etmek igin ” (,)” ve R3 teki

vektoral carpimi ifade etmek igin ise ” A7 sembolleri kullamilmigtir. Bu carpim

matrislerle } -
s —Q; —Qy —a3 bo
aq Qo —das (05} bl
qp =
Gz  ag G, —ai by
az —as ay Qo b3

seklinde tanimlanir.
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Tanim 3.4.

Bir ¢ kuaterniyonun eglenigi g ile gosterilir ve

veya ¢ = a, + a1t + aoj + ask olmak iizere ¢ reel kuaterniyonun eslenigi ¢ = a, —

a1t — asj — agk ile tanmimlanir.

Tanim 3.5.

Bir ¢ reel kuetrniyonunun normu N, ile gosterilir ve

N : H—R

seklinde tanimlanar.

q = ao + a11 + azj + ask olmak tizere ¢ reel kuaterniyonun normu N, = ¢q = qq =

a? 4 a3 + a3 + a? dir.

Tanim 3.6.

N, =1olan ¢ = a, + a;i + azj + azk reel kuaterniyona birim reel kuaterniyon denir.

Tanim 3.7.

Bir ¢ reel kuaterniyonun inversi (tersi) ¢~! ile gosterilir.
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dir. Yani ¢ = a, + a1t + asj + agk olmak iizere ¢ reel kuaterniyonun inversi

q_l B (o — a1l — agj — agk
a? + a? + a3 + a3

dir.

Tanmim 3.8.(Reel kuaterniyonlarin kutupsal formu)

q = ao + a11 + asj + agk olmak iizere

yazilabilir.

o — Go + a1t + agj + ask

’ Va2 +a? + ak + a?
ifadesi,

cosf = o sinf = Voi+agtdg
Va+d+a+a’ Val+ad+a+d
ve
— alz' + Clgj + agk

Se=

2 2 2
vai+a;+as
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olmak iizere

ﬁ .
¢o = cost 4+ S ,sinb,

.
seklinde yazilabilir. Boylece ¢ = /N,(cosf + S,sinf) elde edilir. Bu ifadeye ¢

kuaterniyonun kutupsal formu denir.
Tanim 3.9.

q = G, +a1i+ayj +ask kuaterniyonu kullanilarak Oklide 3 uzaymdaki verilen donme

a?+a?—a2—a: 2(aay — a.asz) 2(ara3 + acas)
M = 2(acaz + ajaz) a?+a? —ai—ai  2(agaz — acay)
2(ara3 — aoas) 2(a0a1 + azaz)  a? —a? — a3+ a?

matrisi ile tamimlanir.
Tanim 3.10.

Bir A dual sayis1 A = a + ca* ile gosterilir. Burada a,a* € Rvee # 0,2 =0
kurallariyla belirli bir sayidir. Dual sayilarin ciimlesi D ile gosterilir. Dual sayilarin

ctimlesi birimli, degigmeli bir halkadir.

q = ao+ari+asj+ask ve ¢* = al+aji+asj+ajk olmak tizere () = g+¢eq* seklinde
tanimlanan kuaterniyona dual kuaterniyon denir. Dual kuaterniyonlar ciimlesini Hp

ile gosterecagiz.

Q =q+eq¢ = A + Ayi + Ayj + Ask kuaterniyonun skalar kismi S ve vektorel

H
kismi Vo olmak tizere iki kisma ayrihr.

QZSQ-FVQ
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biciminde yazilir. Burada

So=A. ve Vg=Aii+ Ayj+ Ask

dir.
Tanim 3.11.
Q= Ao+ Ayt + Agj + Ask ve Q = B, + Byi + Bsj + Bsk dual kuaterniyonlarinin

toplami

— —
Q+P:(SQ+SP)+(VQ+VP)

seklinde tanimhdir.

A € R olmak iizere skalarla carpimi ise

AQ = (A1 + (AA1)i + (MNAg)j + (MA3)k

seklinde tenimhdir.
Tanim 3.12.

Dual kuaterniyonlarin ¢arpimi

X : HDXHD—>HD

(@QP) — @xP=QP

bi¢iminde bir iglem olup

QP = qp + <(qp” + pq*)

17



veya

QP = SQSP—<‘_/)Q,‘_/>P>+Sp‘_/)Q+SQ‘—/)p+‘_/>Q/\‘_/>p
= (AOBO — AlBl — AQBQ — Ang) + (AOBl + AlBo + AQBg — A3B2)Z
—|—(AOBQ =+ AQBO — C(AlBg — AgBl)] + (AOBg + AlBQ — AQBl + AgBo)k

olarak tamimlanir.
Tanim 3.13.

Bir @ dual kuaterniyonunun eslenigi Q ile gosterilir ve

6 . HD—>HD
QR = 5Q+‘_/>QH@=5Q—‘7Q7

veya Q = A, + Ayi + Asj + Agk olmak iizere @) dual kuaterniyonun eslenigi Q =
Ao — Ayi — Agj — Ask ile tanimlanir.
Tanmim 3.13.

Bir dual kuetrniyonun normu

N : HD—>D

Q — N(@Q) =No=0QQ=0QQ

seklinde tanimlanir.

Q = A, + Ayi + Ayj + Azk olmak iizere @ dual kuaterniyonun normu Ng = QQ =
A?2 4+ A3+ A2+ A2 dur.
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Tanim 3.14.

Ng =1olan @ = A, + Ayi+ Ayj + Ask dual kuaterniyonuna birim dual kuaterniyon

denir.

Tanim 3.15.

Bir dual kuaterniyonun inversi (tersi) Q! ile gosterilir.

(7)_1 : HD_>HD
L Q
Q - Q - NQ’

Ng #0ve Q = Ao + Ayi + Azj + Ask olmak tizere () dual kuaterniyonun inversi

0 — Qo — Qui — Q2) — Qsk
Q2+ Q7+ Q3+ Q3

seklinde tanimlanir (Hacisalihoglu1983).
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4. GENELLESTIRILMiS KUATERNiYONLAR

ciimlesini ele alalm. Burada {1,4, j, k} birimlerinin ¢arpimi agagida verilmistir;

ZQ = —qQ, j2 = _67 k2 = —Oéﬁ
ij = —ji=k jk=—kj=pi
ki = —ik=ay, a,f €R

H,s min her bir elemanina, bir genellegtirilmis kuaterniyon adi verilir. Burada
ao, a1, G, ag reel sayllarima g genellegtirilmis kuaterniyonun bilegenleri denir. Bun-
dan sonraki boliimlerde, bir genellestirilmis kuaterniyonlar i¢in ¢ = a.1+ a2+ agj +
agk gosterimi kullanilacaktir. 7, 7, & birimleri 3-boyutlu reel vektor uzayinin bir dik
koordinat sistemi olarak alinabilir. Dolaysiyla, ¢ = a.+a1i+asj+azk kuaterniyonun

skalar kismi S, ve vektorel kismi \_/)q olmak tizere iki kisma ayrilir.
qg=5,+V,
biciminde yazilir. Burada
é . .
Sq= 0o, Vg=aii+ayj+ask
dir.
Ozel Haller

(i) @ = 8 = 1 segilmesi durumunda reel kuaterniyonlar elde edilir.
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(ii) a« =1, = —1 se¢ilmesi durumunda split kuaterniyonlar elde edilir.

(iii) o =1, B = 0 segilmesi durumunda semi-kuaterniyonlar elde edilir.

(iv) a = —1, § = 0 se¢ilmesi durumunda split semi-kuaterniyonlar elde edilir.

1

(v) a = 0, B = 0 segilmesi durumunda ;— kuaterniyonlar elde edilir(Rosenfeld

1997).

q = ao+ a1+ agj + ask ve p = b, + byt + boj 4+ b3k iki genellestirilmis kuaterniyon

toplami

q+p = (Sq+5p)+(vq+v;))

= (a0 +bo) + (a1 +b1)i + (az + bg)j + (as + bs)k

esiligi ile tanimhdir. A € R ve ¢ = a.1 + a17 + azj + ask olmak tizere \g dis islemi

Aq = (Aao)1 + (Aay)i + (Aag)j + (Nas)k

ile tamimhdir. Bu iki islem ile birlikte H,s ciimlesi reel sayilar cismi tizerinde 4-
boyutlu bir vektor uzayi olur. Ayrica ¢ = ao+ai+asj+aszk vep = bo+bii+bsj+bsk

iki genellestirilmis kuaterniyon carpimi

X : Hag X Haﬁ — Haﬁ

(¢p) — qgxp=qp

olmak iizere

qp:Squ_g(Vq,V;o)+qu10+5p‘/;1+‘/;1/\%
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veya

a, —aa; —fas —afas b,
a1 Qo —Bas Bas b1
qp =
as Qas Qo —aaq by
as —ax  ap o bs
olarak tamimlanmir. Burada
g : ImHpxImH,z —R

Voo Vo) — g(Ve, V) = aaiby + Basby + afasbs,

ve

AN ImH,s xImH,s — ImHyp
b —aj k
VeVo) — VeAVi=]ar ay as
by by b3

= B(agbg — agbgﬁ — a(a1b3 — agbl)j —I— (albg — a2b1)/{:

dir. Im H,p = {a1i + agj + ask : a1, aq,a3 € R} dir. Bu islem ile birlikte H,p ya

genellestirilmis kuaterniyon cebiri denir.

Burada o = 8 = 1 secilmesi durumunda Oklid uzayindaki i¢ carpim ve vektorel
carpim elde edilir. o« = 1,8 = —1 secilmesi durumunda, E; yar1 Oklidyen uzayin-

daki i¢ carpim ve vektoral carpim elde edilir.

4.1. Genellestirilmis Kuaterniyonlar Uzerinde Temel Islemler

1) Eslenik:

(,) . Haﬁ — Hag

q = S+ Vo—q=5,-V,
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biciminde tamimlanir ve buna gore bir ¢ = a.1 + a1i + asj + ask olmak iizere ¢
genellestirilmis kuaterniyon eglenigi ¢ = a,1 — a1? — asj — agk olur. Eslenik iglemi

asagidaki 6zeliklere sahiptir.

i) _q:@7vpaq€Ha,3

il) \Ap+3d¢g=Xp+6q, \,d€eRvep,qe Hyp

iii) 7 = ¢, Vg € Hup

2) Norm:

N : Hyp—R

q — Ny=qq=1q

biciminde tanimlanan NV islemine H,z tizerinde norm denir. ¢ = a.1+a;t+aqj+ask

olmak tizere ¢ genellestirilmis kuaterniyonun N, normu
N, = a2 + aad} + Baj + a3

reel sayisi ile tanimlidir. Norm islemi agsagidaki ozeliklere sahiptir.

i) Ny = N,N,, Vq,p € Hup

ii) Ny, =A’N,, YAER Vq<€ Hyy

3) Invers:
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bi¢iminde tanimlanan isleme H,s da invers iglemi denir. N, # 0 olmak tizere bir

genellestirilmis kuaterniyonun inversi

1 Aol —ayi —azj — agk
a2 + aa? + fa3 + afaj

dir. Invers islemi asagidaki ozeliklere sahiptir.

i) (pg) ' =q7'p", Va,p € Hag ve Ny#0,N, #0
ii) (A\g) " =1¢7Y, VAERVg€ Hysve N, #0
iii) N, = Niq, Vg € Hyp ve N, # 0.

4) iki genellestirilmis kuaterniyonun skalar ¢arpmu:

q=95,+V, vep=.5,+V, iki genellestirilmig kuaterniyon olmak tizere
<,> : Hag X Ha,B — R
(6:0) = (&p) =55 +9(Va, V3)
= (Iobo + ozalbl + ﬁagbz + Oéﬁagbg
= S(pg)
seklinde tanimlanan isleme iki genellestirilmis kuaterniyonun skalar carpimi denir.
4.2. Genellegtirilmis Kuaterniyonlarin Lie Grubu ve Lie Cebiri

Teorem 4.2.1

G ={qe€ H,3: N, =1} bir Lie grubudur.
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ispat:

(i) G ciimlesi genellegtirilmis kuaterniyon ¢arpimina gore bir gruptur ve bu grubunun

birim elemani e = 1 dir.

(i) G, Efyﬁ de 3-boyutlu bir manifold dur. f fonksiyonu

f . Ha5—>R

qg — fl@)=1(a,q

= a’+ ad} + Ba3 + afa;

olarak tammlayalm. {x.,z1,x9, 23}, Eéﬁ uzaymin koordinat sistemi olsun. f

fonksiyonun koordinat fonksiyonlai cinsinden
f =22+ ax? + Bas + afrs,

olarak yazilabilir. f fonksiyonu diferensiyellebilir dir ve f nin jakobiyen matrisi

of of of of
Oxo Oxy; Oxe Oxg
= [22, 20, 287, 20B7s]

J(f)

dir. J(f) matrisin rank: bir dir. f~!(1) = G dir. 1 degeri f nin bir regiiler degeri
oldugundan G, Ej; de 3 boyutlu bir manifold olur.

(iii)

oo Haﬁ X Hag —>Ha,3

(g, p) = qp
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ve

doniisiimlerinin diferensiyellenebilir oldugu gosterebilir. Boylece

G:{QEHagiqul}

ciimlesi bir Lie grubu olur. G nin Lie cebirini bulmak igin T¢(e) yi bulmak yeterlidir.

Teorem 4.2.2:

G Lie grubunun Lie cebiri Im H,p dir.

ispat:

ve € Tg(e) olsun. G iginde v, yi hiz vektorii olarak kabul eden bir « egrisi alalim.

Yani v (0) = 1 ve 7/ (0) = v, olacak bicimde G iginde en az bir

v . I =G

v(8) = ao(s)+ai(s)itag(s)j+as(s)k
egrisi vardir. v (s) € G oldugundan
a2 (s) + aaf (s) + a3 (s) + afaj (s) = 1
dir. Bu esitligin s = 0 noktasinda tiirevini alinirsa,
2a, (s) al (s) + 2aaq (s) ay (s) + 2Bas (s) ay (s) + 2aBas (s) az (s) =0

esitligin elde edilir.
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a,(0) =1, a1 (0) = 0, a2 (0) = 0, a3 (0) = 0 oldugundan a! (0) = 0 olur. Tg(e),

e noktasindan gegen egrilerin hiz vektorlerinin kiimesidir. 7T¢(e) deki her vektorii,

Im H,p nin e noktasindaki teget uzaymin {8%1, 8%2, 8%3} bazindaki vektorlerin bir

lineer birlesimi olarak yazabiliriz. Buna goére al (0) = 0 hiz vektorii

/ o 0 / 0 / 0 / 0
a,(0) = a;, (0) 67+a1 <0)87+a2(0)87+a3(0)8_x3

dir. a! (0) = 0 oldugundan Ty (e) C Sp {8%1’ 3%2, 6%3} dur.

boyG = boyTg(e) = 3 oldugundan Ty (e) = Sp {8%1, 8%,2, 8%3} bulunur. Oyle ise G

nin Lie cebriri Im H,g dir.
Tg(e) ~ ImHag = {ali + asj + ask : ay,as,a3 € R}

olur. Tg(e), E25 = {q = (a1, a2,a3) : a1,as,a3 € R, g(q,q) = aa} + fa3 +afa3} deki

catinin e noktasina taginmig halidir. x,(G) Lie cebiri E;Z’ﬂ ile 6zdeslenebilir.
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4.3 Bir Lie Grubu ve Lie Cebiri Icin Adjoint Doniisiimler

1) G Lie Grubunun Matris Temsili

G={q¢q€ Hy:N,=1} ve g € G i¢in

intg : G—G

. —1
r — int g(z) = gxg

birebir, orten ve differensiyellenebilir olan int g fonksiyonunu tanimlayalim.

Bu fonksiyonun tiirev doniisiimiiniin grubun birim elemani olan e = 1 noktasinda

kisitlamasina adjoint doniistimii denir. Bir ¢ € H,3 i¢in

adg : Tgle) — Ta(e)

p — adg(p) =qpq"

dir. Tg(e) = Sp{i, j, k} oldugundan {i, j, k} bazina gore

a? + aad — Baz — afa3 26(aras — asaz) 26(araz + a.az)
adq = 20a.a3 + 2 aaias a? + aa? — Baz — afai 2aBasas — 20a.a,
2aaias — 2 a.ay 2a0a1 + 2Paszas a? — aa? — Ba3 + afal

bulunur.

Ozel Haller

(i) Burada a = 1, 5 = 1 segilmesi durumunda reel kuaterniyonlar ele edilir. Boyle-
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likle reel kuaterniyonlar i¢in bilinen

az+a? —a3—a: 2(ajay — a.az) 2(ajas + aoas)

adqg =M = 2a.a3 + 2 ajas ag + a% — a% — a% 20003 — 20001
2 2 2 2
2a1a3 — 2 a.as 2a.a1 + 2a5a3 a; —aj — a5 +aj

elde edilir. MM?!= I3 ve det M = 1 oldugundan M ortogonal olup adq doniisiimii

R? te donmelere kargilik gelir. Dénme ekseni S = (s, s, s3) olmak iizere
M =1 +sinfS + (1 — cosf)S?

seklinde yazilabilir. Burada # donme agis1 ve S anti-simetrik bir matris olup

0 S3 S9
S == —S83 0 —S1
—S9 51 0
seklindedir.
(ii) Aym sekilde o = 1, 5 = —1 segilmesi durumunda boliinmiis kuaterniyonlar elde
edilir.
al+a?+ad+a: —2ajas +2a.a3  —2(ajaz + a.as)
adg =N = 2a0a3 + 2 ajay  a? —a? —a3+a: —2asaz — 2a.a;
2a1a3 — 2 a.as 2a.a1 — 2a5a3 a? — a% + a% — ag
elde edilir.
-1 0 0
€ = 0 1 0 | olmak iizere N'eNe = 1 dir. Ayrica det N = 1 oldugundan N
0 0 1

yari-ortogonal olup, adq doniigiimii Minkowski 3 uzayinda donmelere karsilik gelir.
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Donme ekseni C' = (¢q, ¢2, ¢3) olmak tizere
N =1 +sinh0C + (1 — cosh )C?

seklinde yazilabilir. Burada 6 dénme agis1 ve O = —eCe egitligini saglayan C anti-

simetrik

seklindedir. Bu sonug¢ (Kula 2003) aymidir.

Theorem 4.3.1.

a 0 0
e= 10 B 0 | olmak iizere (adg)'c(adg) = e dir. Yani adg quasi-ortogonal
0 0 ap

dir. Ayrica, detadg = 1 oldugundan adg lineer doéniisiimii Te(e) = Im H,p de

izometridir.

Theorem 4.3.2.

q € Hyp, N, = 1,0, € RTolmak tizere
adg = I + sin6S + (1 — cos ) S?

dir.
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2) Lie Carpimi

G ={q € H,p : N, = 1} Lie grubunun sol invaryant vektdr alanlarimin ciimlesini

xi(G) = {X 1 (Ip)«(X) = X}
ile gosterelim. Bu ciimle e noktasindaki tanjant uzay ile izomorftur, yani x;(G) =~

T (e) dir.

[,] : Tgle) xTg(e) — Ta(e)

(X,Y) — [X,Y]=DyxY —DyX

seklinde tanimlanan ¢arpim bir Lie ¢arpimi olur ve (T¢(e), [, ]) ikilisi G = {q € Hap :

N, = 1} Lie grubunun Lie cebiridir. Simdi Lie ¢arpimimin kuralini bulalim.

s = 0 da e noktasindan gegen ve «}(0) = i olan bir

v o+ I—=G

s — 71(s)
egrisi alalim. ¢ € G omlak tizere (I;)(7,(s))) = 14 (s) olacak sekilde

w = I—-G

s = py(s)

egrisi vardir. Oyle ki (,).(74(0)) = 4 (0) dr.

(15)«(71(0)) = p4(0) esitiliginde g = go + g17 + g2j + g3k alnirsa

p1(0) = gxi=—ag + got + agsj — g2k

—

= X,
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Aym gekilde s = 0 da e noktasindan gegen ve v5(0) = j olan bir

Yo I =G

s = 7a(s)
egrisi alahm. g € G omlak tizere (l;)(7V4(s))) = ps(s) olacak sekilde

ey < I —G

s = piy(s)

egrisi vardir. Oyle ki (I,).(75(0)) = u5(0) dur.

ps(0) = gxj=—FBgs— Bgsi+ goj + g1k
ﬁ
- X2a

s = 0 da e noktasindan gegen ve v4(0) = k olan bir

Vs o I =G

s = 7s(s)
egrisi alalm. g € G omlak tizere (I;)(75(s))) = p5(s) olacak sekilde

s - I —G

s — p(s)
egrisi vardir. Oyle ki (1,).(75(0)) = u5(0) dur.
p3(0) = gxk=—aBgs+Bgi— o gij+ gok

—
= X37
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esitlikleri bulunur. Dolaysiyla x;(G) nin bir baz1 { X, Xs, X3} dir, baz vektorlerini

X(Ejz) iin baz vektorlerin bir lineer birlesimi olarak yazabiliriz.

R Y R N )
L T e T P8, T Yo, T P,
— 0 0 0 0
X, — — —
2 B2 o B3 o + 9o o5 g1 s
— 0 0 0
X3 = —045936—% + 92 B —ag D2y + 9o D5

yazabiliriz.

Boylece x;(G) iizerinde braket dperatoriinii tenimlayabiliriz. Bunun igin x;(G) nin

baz elemanlarinin ¢arpim kuralini vermek yeterlidir.

D 2 — (_aﬁg37ﬁg27_agl7g0)7

>l
S
|

D = (afBgs, —Bg2, agi, )

=

bulunur.
- = —
(X1, X2 ] =2X3 olur. Aym sekilde
ﬂ
Dy X3 =(aBg1,—Bg0, —aBygs, Bgs)

ﬁ
D)_(’?)XZ = ( _aﬂgla 6907 aﬁg?n _592)

- — —
bu esitliklerden [X o, X3 | = 25X bulunur. Son olarak

S

R
)<l

3 = (—04/692,—04393, _aﬁg(bagl)

S

s

1 = ( 046927 06/693, a5907_agl)7
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- = —
esitliklerinden [X 3, X1 | = 2a Xy bulunur.

X;(G) ~ Tg(e) oldugundan T (e) tizerindenki braket carpim kuralim verebiliriz.

Burada

0
;= . =123

olmak {izere ([)_()1,?2]) le= 2 (?3) |colur. [(?0 le <?2> |e} = 2¢’3 buradan
da [€1, €3] = 27€ 5 bulunur. Ay sekilde [€'5, €3] = 267€ 1 ve [€3, €1] = 2a7€ ;
egitlikleri elde edilir. Burada @ = 8 = 1 secilmesi durumunda reel kuaterniyonlar
icin braket carpiminin kurallar elde edilir. o = 1,8 = —1 segilmesi durumunda ise

split kuaterniyonlar icin braket carpiminin kurallari elde edilir.
3) G in Lie cebirinin matris gésterimi

e
X € T (e) olmak iizere

Y o Adg(Y) = [Y?}

doniisiimiinii tanmimlayalim. Bu lineer doniistime karsilik gelen matris Lie cebrinin

matris temsilidir.

Teorem 4.3.3.
0 —26I3 26[172
)_(2 = 161 + Taey + T3€3 olmak tlizere Ady; = | 2ams 0 —2ai
2 i) 2 I 0
dir.
ispat:
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—
X = xi1eq + woey + x3e3 Olmak lizere lineer doniisiime karglik gelen matrisi bulalim.

Ad= (@) = [? ?1]

H
= [z1e1 + xoey + x3€3, €]

le1, 2] = 2e3, |2, €3] = 20e1, [e3,e1] = 2aes, [e1,€1] = [e2, €2] = [e3,e3] = 0 ve Lie

carpimi lineer oldugundan:

H
[z1€1 + xoey + x3es, €1] = 0ey + 2axses — 2[Fx0e3

olarak bulunur. Ayica,

Ad}’(?g) - |:)—(>, ?2]
= [213'161 + x9e9 + T3€s3, ?2]

= —20x3e1 + 0ey — 2ax1e3

ve

Ad=(T3) = [)_5 ?3]
= [z1€1 + Toeq + T3€3, € 3]

= —2fx9e1 — 2aries + Oes.
O halda Ady lineer doniigiime karsihk gelen matris Lie cebrinin matris olup

0 —261’3 26[)&'2
Ad)-g = 2003 0 —201y

2:13'2 2.1'1 0

dir.
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Burada o = = 1 secilmesi durumunda reel kuaterniyonlar cebirinin matris temsili
elde edilir. o = 1,8 = —1 segilmesi durumunda ise split kuaterniyonlar cebirinin

matris temsili elde edilir.

4) Killing bi-lineer formu

K : Tgle) x Ta(e) — Te(e)

(X,Y) — K(X,Y)=iz(AdyAdy)

boyle tanimlanan K doniigiimiine G Lie grubunun killing bi-lineer formu denir. K

doniisiimii agagidaki 6zeliklere sahiptir.
i) K bi-lineerdir.

- — - —
i) K(X,Y)=K(Y,X)

— — — —
iii) K(X,Y) = K(adgX,adgY).
Teorem 4.3.4.

g : ImH,g xImH,g— ImH,g

- — - —
(X,Y) — g(X,Y)=aniy + Braye + afrsys

olmak {izere

dir.

ispat:
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— —
X =x1eq + xoes + w363 ve Y = yje1 + yaeo + yszes olmak iizere:

0 —2Bx3  2[x

Adw = | 2ax3 0 —2a1,
2 ) 2 T 0
ve
0  —20ys 2Bys
Ady = | 203 0 —201
2y 2w 0
0 —2Bz3 2By 0 —2Bys 2Bys
Ad Ady = | 203 0 —2a1, 2003 0 —2a
219 21 0 2y 2y 0
dir.
—4dafBr3ys — 48121, —4Bxo9, dafasy
AdyAd? = 4oy —4dafBr3ys — 4oy da B3y,
4axyz 43515 —4 By, — daxiyr

bu matrisin kégegen elemanlarinin toplama:
— —
i2(Adw Ady) = —8(aw1y1 + Brays + afx3ys) boylelikle iz(Ady Ady) = —8g(X, V).

X Y

Teorem 4.3.5.

a ve [ iki pozitif reel say1 olsun. Bu durumda G = {q € H,p : N, = 1} kompakt

olur.
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ispat:

K ()_(>,l_/>) < 0 ise Lie grubu kompakt olur. Burada « ve 3 iki pozitif reel sayi

—

oldugundan g()_(z, 3_/)) > 0 dolaysiyla K (Y, Y ) < 0 olur bu da ispat1 tamamlar.
Teorem 4.3.6

G Lie grubunun Killing bi-lineer formuna karsilik gelen matris K ve

a 0 0
e=10 B8 0
0 0 apf
olmak iizere K = —8e¢ dir.
ispat:

G Lie grubunun Killing bi-lineer formuna

K : Tg(e) X Tg(e) — T (6)

— — — — — —
(X,Y) —» K(X,Y)=-8gX,Y)

Q

seklinde bir lineer doniigiimiin olup Tg(e) ~ Sp{ey, €2, e3} oldugundan
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seklindedir. Buradan

—8a 0 0
K = 0 -8p 0
0 0 —8ap
= —8e.

4.4 Hamilton Operatérleri ve Ozelikler

Bu boliimde ;[ ve H operatorlerine kargilik gelen Hamilton matrisleri tanimlanacak
ve Ozelikleri ifade edilecektir. Bu boliimdeki calismalarimizda, o = 3 = 1 secilmesi
durumunda reel kuaterniyonlar icin IJ-if ve H operatorlerine karsilik gelen Hamilton
matrisleri elde edilir. a = 1, § = —1 sec¢ilmesi durumunda ise split kuaterniyonlar

+ —
icin H ve H operatorlerine karsilik gelen Hamilton matrisleri elde edilir.

q = a.l + a7 + asj + ask reel genellestirillmis bir kuaterniyonun olsun,

+
hq : Hag — Haﬁ

>+
<
=

|

qr, x € Hup

+
lineer doniistimiine kargilik gelen matris H(q) ise

Jf;q(l) = (aol + a1i + asj + ask)l = aol + a1 + azj + ask,

Eq(z) = (aol + ayi + asj + aszk)i = —aay + aoi + aaszj — ask,
Eq(j) = (aol + a1t + agj + ask)j = —fBas — Pagi + a.j + a1k,
Zq(k;) = (a0l + ayi + asj + ask)k = —afas — fasi — aarj + a-k
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esitliklerinden

Qo

a1

a2

as

—aa; —fay —afag
Qo —fas Bay
aas o —Qay
—as ay o
Hap — Hap
= xq, =€ H,p

lineer doniisiimiine kargilik gelen matris H (q) ise

+ —
olarak bulunur. Burada H(q) ve H(q) matrislerine ¢ genellestirilmis kuaterniyonuna

= k(aol 4+ ayi+ azj + ask

Qo

ai

a2

as

—Qaaq

Qo

—Qas

Q2

karsilik gelen Hamilton matrisleri denir.

40

= —afaz — Pagi + aarj + aok.

—Bay
Bas
Ao

—afas
—ﬁaz
aaq

Qo

= 1(a01+a1i+a2j—|—a3k):a01+a1i+a2j+a3k,
= i(aol 4+ a1i + azj + ask) = —aay + a.i — aasj + ask,
= jlaol 4 ayi + asj + ask) = —Bas + Pagi + a.j — a1k,

)
)




Qo

ai

ag

as

—aa; —fay

(07 6@3
—Qas Qo
a2 —ay

—af3az
—5CL2
aaq

Qo

+
H

: a07a17a2aa37a76 eER

Ha5—>M

+
r — H(x)=qx,

olmak {izere

déniistimii lineer izomorfizimdir. Ayrica H' (qp) = H(q)H " (p) esitligi saglanir.

Ao
a1

ag

as

—aa; —fay
Qo Bas

—qaz G,
a9 —Qaq

—afas
—Bay
aaq

Qo

H

: (lo,al,ag,ag,@,ﬁ € R

Ha5—>M

r — ]t.f(x) = x4,

olmak iizere

doniistimii lineer izomorfizimdir. Ayrica H ™ (qp) = H™ (q)H (p) esitligi saglanir.

H™ ve H™ tamimlarindan agagidaki esitlikleri verebiliriz,

+ + i
H(i) = Ey, H(j) = Ey, H(k) = Es,

H(i) = I\, H(j) = I3, H(k) = F3,

olmak iizere
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0 —a 0 0 0 0 -8 0 00 0 —apB

1 0 0 0 0 0 0 1 0 0
E1: aEQZ 6 7E3: ﬁ

0 0 0 —«a 1 0 0 0 0 a O 0

0O 0 1 0 0 -1 0 O 1 0 0 0

0 —a 0 0 00 -8 0 0 0 0 —af

1 0 0 O 00 0 - 1 0 0
F1: >F2: 5 >F3: 6

0 O 0 « 1 0 O 0 0 —a O 0

0O 0 -1 0 01 O 0 1 0 0 0

matrisleri 4 X 4 reel matrislerdir. Ayrica

E\E, = —aly, EyEy = — 14, E3Es = —af31y,

EvEy = — ExEy = Es,

EyEs = —E3Ey = —3 B,

E3E1 = —E1E3 = OéEQ, ve

Fi Py = —aly, Foly = =14, F3Fs = —afly,

il = — Bl = —F,

FyFy = —F3F5 = —pF,

FFy = - I3 = —als,

egitlikleri saglanir.

Ey, Es, B3 ve Fy, Fy, F3 matrislerinin 6zelikleri ¢, j, k genellestirilmis kuaterniyon bir-
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imleri ile 6zdestir. H* ve H~ lineer oldugundan

+
H(q) = CLOI + a1E1 + CL2E2 + as E3

H(q) = CLOI—|—CL1F1+(12F2+CL3 Fg

yazabiliriz. ¢ = a.1 + a1t + asj + ask ve p = bo1 + b1i + baj + bsk olmak {izere

a, —aay, —fas —afaz b.
+ ay Qo —pBas Bay by
H(q)p =

ay  oas Qo —oay by

az  —az Qo bs

aobo — aa1b1 — Bagbg — ()[,3@3[)3
a1bs + acby — Bazby + Sagbs
a2Go + @agbl + aob2 — Oéa2b3

asb, — asby + a1b2 + acbs

oldugundan H*(q)p = gp esitligi elde edilir.

bo —abl —Bbg —Oéﬁbg ao
b bo pbs — by ay
b2 —Oébg bo Oébl (05}

b3 b2 —bl bo as

CLobo — OéClel — BCLQZ?Q - Oéﬁagbg
albo -+ (Iobl — ﬁagbg + 5a2b2

A20, + Oéagbl + aobg — Oéagbg

asbo — agby 4 a1bs + asbs

oldugundan H~(p)q = qp esitligi elde edilir.
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Teorem 4.4.1.

Jr —
q birim genellestirillmis kuaterniyon olmak iizere H, H operatorlerinden iiretilen

matrisler ortogonaldir.

ispat:
10 0 O
0 a 0 0 - by +
€= olmak iizere eger | H(q) | eH(q) = € esitligi saglamyorsa, H
008 0
00 0 af

operatoriine karsilik gelen matris ortogonaldir.

Aym sekilde Jai operatoriine karsilik gelen matris ortogonal olabilmesi i¢in (H (q)) eH(q)

+ —
e esitligini saglanmasi gerekir ve det lH(q)] = (N,)?, det [H(q)} = (N,)”.
Teorem 4.4.2.

+ —
q ve p iki genellegtirilmis kuaterniyon ve A reel bir say1 olmak {izere H ve H oper-

atorleri agagidaki 6zelikleri saglarlar.

() q=pe Hq) =Hp) o Hg) = Hp)

(i) H(q+p) = Hg)+ H(p), Hig+p) = H(q) + H(p)

(iii) H(Aq) = M (q), H(Ag) = AH(q)

(iv) iz F{r(q)] — da,, iz {H@)} _ da,

(v) det Fz(q)] — N2, det {H(q)] = N2
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ispat:

+ —
(i) (ii) (iii) (iv) ozelikleri H ve H operatorlerinin tammindan yaralanarak rahatlikla

ispat edilir.

Teorem 4.4.3.

+ —

H ve H doniigiimlerine karghk gelen matrisler degigmelidir.
ispat:

Her hangi r, g ve p genellestirilmis kuaterniyonunu ele alalim.

(pr)g =
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Simdi de

p(rq) = H(rq)p

+ = -+
r keyfi oldugundan H(p)H(q) = H(q)H(p) esitligi elde edilir. Bu da ispatimiz

tamamlar.

4.5 Genellestirillmis Kuaterniyonlarin Kutupsal Formu

(1) a ve B yi pozitif say1 alahm. ¢ = a.l + a1 + asj + agk reel genellegtirillmis
kuaterniyonu,

q = r(cosf + U sin6)

bi¢iminde kutupsal formuda ifade edilibilir. Burada

ro= /N, = \/ag + aa? + fa3 + afal,
p) p) p)
o . + +
cosf = a sinf = \/aal paz + afbay

van VN,

ozelikllerini saglayan bir 6 acis1 var ve @ birim vektorii

1
\/aa% + Ba3 + afa’

U = (ug, ug, uz) = (a1, ag,as)

dir.
Tanim 4.5.1.

Birim genellestirillmig kuaterniyonlarin ciimlesi S3 5 ve birim genellestirillmis vektor
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ctimlesi S7; olmak tizere

Sf;ﬁ = {q = Zo + (21,29, 23) € Hup a:§+ax%+6m§+aﬂx§ =1a,8 > O}

ve
525 = {@) = (z1,29,23) € E(?;B : aaﬁ + 61’% + aﬁx% =1l;a,5 >0}

olsun.

Lemma 4.5.2.

w e S? 5 olmak iizere
(cos @y + W sin ;) (cos By + W sinfy) = cos(fy + 03) + W sin(f; + 6s)

dir.

Teorem 4.5.3. (De-Moivre Formii)

q € S35 ic¢in ¢ = cosf + U sin§ olmak iizere

q" = cosnf + U sinnb
dir.
ispat:

Ispat1 tiimevarim yontemiyle yapalim. n negatif olmayan bir tamsay1 olsun. n = 2

i¢cin teoremin dogrulugu Lemma 4.5.2. kullanarak

q* = (cosf + W sinf)? = cos 20 + u sin 20
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gosterebilirik. (cos@ + u sin )™ = cosnf +  sinnf oldugunu varsayalim. (cosf +

 sin 0)" ! = cos(n + 1)0 +  sin(n + 1)0 oldugunu gosterelim.

(cos@+  sin)"tt = (cosf + U sinf)"(cos® + U sin6)
= (cosnf +  sinnd)(cos O + u sin6)
= cos(nf + 0) + U sin(nb + 0)

= cos(n+1)0 + o sin(n + 1)0.

n negatif bir tamsay1 olsun,

q = cosf — U sinf
¢ " = cos(—nf) + U sin(—nb)

— .
= cosnf — U sinnb.

Ozel Hal

Eger a = g =1 alirsak, ¢ = a, + a1 + asj + ask birim reel kuaterniyon olup, ¢ nin
De-Moivre formii

q" = cosnb + U sinnb

dir (Cho 1998).

Ornek 4.5.4.
a ve 3 porzitif say1 alalim. ¢; = %—i—%(\%, \/LB’ %ﬁ) birim genellestirilmis kuaterniyon
6. mertebeden (¢f = 1) ve ¢ = 5t + %(\/La’\%ﬁ’ﬁ) 3. mertebeden(qs = 1) dir.

Ayrica g} ve ¢5 esitir.
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ispat:

g =cos§ + (o= momy)sing = ¢f =1

¢ =cos§ + (Js, g sin g = g3 =1

(i) a y1 porzitif ve 5 y1 negatif say1 alahm. O zaman ¢ = a.1 4 a1 + asj + ask reel

genellestirillmis kuaterniyonun igin ti¢ durum vardir.

1) N, = a2+ aa? + a3 +afa3 < 0. Ciin 0 < a? < —aa? — Ba3 — aBa3 dir, o zaman

aa? + Bas + afBa3 < 0 dir. ¢ nun kutupsal formii
q = r(sinh § + W cosh 6)

bi¢iminde ifade edilibilir. Burada

r o= 1N = \/la2 + aa? + fa3 + apad]

cosh g = V0t — Ba3 — apa

Qo
[Nl VIN|

ozeliklleri saglayan bir 6 acis1 var ve @ birim genellestirillmis vektorii

sinhf =

1
V/—aaf — a3 — afa3

7 = (Ul,UQ,Ug) = (a'17a27a3)

dir.

Ozel Hal

Eger « = 1,3 = —1 alirsak ve N, = a? 4+ a? — a3 — a3 < 0. O zaman ¢ spacelike

kuaterniyon olup, ¢ nun kutupsal formii

q = /| Ny|(sinh § + U cosh )
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dir. Burada @ , E} de birim sapcelike vektordiir (Ozdemir 2006).

Teorem 4.5.5.

q = r(sinh @ + W cosh §) olmak iizere
q" = r"(sinhn® + u coshnb)
dir.

2) N, = a2+aa}+ Ba3+apfa3 > 0 ve aai+ Ba3+afa3 < 0 olsun. Bu kuaterniyonun
kutupsal formu icin

q = r(cosh§ + W sinh 6)

bi¢iminde ifade edilibilir. Burada

ro= N, = \/az + aa? + fai + afdl,

2 9 2
coshf = —= , sinhf = \/ aay — fa; — afa;

Ve VN,

ozeliklleri saglayan bir § acis1 var ve @ birim vektorii

1
Vv —aa} — faj — afaj

U = (ug, ug, uz) = (a1, az, az)

dir.

Ozel Hal

a=1,=—1alahm. N, =a?+a? — a3 —a3 > 0 ve a? — a3 — a3 < 0 olmak {izere ¢

bir timelike kuaterniyon dur ki vektoral kismi spacelike dir. ¢ nun kutupsal formii

q = +/N,(cosh + 7 sinh 0)
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dir. Burada

\/ﬁ
coshf = —22 , sinhf = i
VN, VN,

ve
o 1
U ) 5 2(@1,&2,@3)
Vv —ay +a; +az

E? de birim spacelike vektordiir ve w2 = +1 (Ozdemir 2009).

3) N, = a’4aa?+Ba3+afa3 > 0 ve aa?+ Ba3+aBa3 > 0 olsun. Bu kuaterniyonun
kutupsal formii

q = r(cosf + U sin0)

bi¢iminde kutupsal formuda ifade edilibilir. Burada

r o= /N, = \/ag + aai + fa3 + afa3,
cosh = —_ sinf = vaai + a3 + afie;

ozeliklleri saglayan bir # acis1 var ve @ birim vektorii

1

= (u1, ug, uz) = (a1, az, a3)
Vaa? + Ba2 + afa?
duir.
Ozel Hal
a=1,=—1alalm. N, =a2+a] —a3 — a3 > 0 ve a] — a3 — a3 > 0 olmak iizere

q bir timelike kuaterniyon ki vektoral kismi da timelike dir. ¢ nun kutupsal formii

q = /N,(cos + U sin )

dir. Burada @ , E3 de birim timeelike vektordiir ve w2 = —1 (Ozdemir 2009).
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Tamim 4.5.6. (Genellestirillmis Kuaterniyonlar i¢in Euler Formu)

W e 5%, igin w? = —1 dir. Bu bilgiden yola gikarak

oldugunu da goriip herhangi bir 4 icin

62 6 o
wh 7 7 s
e = 1+ wb o w3!+4!—|—...
0* 6t AR
= Loyt e tel gty o)

= cosf +wsind

yazilabilir. Burada

z2 2t
COSQ = 1—5—}-?—

x® 2b
Slne = x—g—f—y—

acilimlarini da kullandik.

4.6 Genellesgtirillmis Kuaterniyonlara Karsilik Gelen Matrisler i¢in De-

Moivre Formu

a ve [ ni pozitif say1 alalim. ¢ birim genellegtirilmis kuaterniyon olsun. Sol ¢arpim

fonksiyonunu

¢+ Hap — Hag

r — ) =qz, x € Hyp

seklinde tanimlayalim. Bu lineer doniigiim bir donmeye karsilik geldiginden, kolayca
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gosterilebilir ki agiy1 ve normu korur. ¢; doniistimiiniin matris temsili

a, —aay —fay —afas
A ai Qo —Bas Bay
Pr
(05} aas Qo —Qan
as —Q2 aq (07

dir. ¢ birim reel genellestirilmis kuaterniyon, ¢ nin kutupsal formu ¢ = cos 6+ sin @

olmak iizere, kargilik gelen matrisler i¢in De-Moivre formiiliinii bulalim.

Teorem 4.6.1.
¢ : (Ha,@> +7 ) - (M(4,R)a @7 ®>

a, —aa; —fas —afas
. . ax Qo —fas Basy
d(aol + ari + azj + azk) —
(05} aas Qo —Qaq
as —a9 a1 Ao

seklinde tanimlanan doniisiimii bir izomorfizimdir.
ispat
¢ doniisiimiiniin izomorfizim oldugunu gostermek icin 1-1, érten ve homomorfizma

oldugunu gostermemiz gerekir. Oncelikle bu doniisiimiin homomorfizma oldugunu

yani agagidaki esitlikleri sagladigini gosterelim.

olg+p) = 9(q) @ é(p)
o(gp) = o(q) @ o(p)
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P, q € Hop ve ¢ = ao + a17 + agj + azk, p = bs + b1i + byj + b3k olsun.

dlg+p) = ¢[(ac+bs)+ (a1 + b1)i + (as + b2)j + (as + b3)k]
4.+ b, —afar +b1) —pB(az+b) —af(as+bs) ]
B a, + by ao + bo —Bas Blag + ba)
| aatbr alag+bs)  ac+bs —ala +b)
| as + bs —(az + b) ay + by ao + b |
[ a, —aa; —pay —afas ] [ bo —ab; —pby —afbs ]
_ a1 a, —Pasz  Pas o bp b, —pBbs (b
as Qas Qo —oa by abs b —aby
as —ao aq Qo bs —bs by b
— 6(0) @ 6(p). o '

Orten oldugunu gosterelim. H,g = {q1, G2, ..., Gn, ..} ve My gy = {041> Pas s Bgs -}
olmak iizere her ¢, € M4p) icin ¢(qx) = ¢,, olacak sekilde g € Hop vardir. ¢

doniigiimiin 1-1 oldugunu agikar dir. Boylelikle ispat tamamlanmig oldu.

A,, matrisini kutupsal formda yazalim. ¢ birim genellestirilmis kuaterniyon olsun.

q = ao+a1i+a2j+a3k
= cosf+ Wsinf
= cosO+ (uy,uz,us)sinf

= cosf + (uysin 6, ugsin 6, uz sin ).

Buradan
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a, —Qap
aq (079
(05} aas
as —as

—Basy
—5a3
Qo

a1

—afaz cos) —auysinf —pPussinb
Bas Uy sin cos —Bussin @
—oaq B ugsinf  aussind cos 0
Qo uzsinf —wuysind 1y sin 6

seklinde ¢; matrisinin kutupsal formdaki ifadesine ulagabiliriz.

Lemma 4.6.2.

cos) —au;sinf
u; sin 6 cos 6

ugsinfd  aquszsinf

uzsinf —ugsind
cosf  —au;sind
. / /
uy sin 6 cos 6

ussin®  augsind’

ussin@  —ugsin@’

olmak iizere A.B matrisi

A.B =

seklindedir.

cos(0+6) —auysin(d+6')

uy sin(6 + 6') cos(f + 0")
uzsin(f +6')  auzsin(d + 6')
uzsin(f0 +6')  —uysin(6 + 6')
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—Bug sin @
—Bussinf
cos
4y sin 0
—Bug sin @’
—Busg sin @’
cos 6’

uy sin 0’

—Bugsin(0 +6') —aBuzsin(d + ')

—Bugsin(f +60')  PBuysin(d + 6)
cos(0 + 6) —auy sin(f + 60")
up sin(0 + 6') cos(6 + 6')

—afugsin
[Bug sin
—auy sin 6

cos 6

—aBussin @
Bug sin &
—auy sin @’

cosf’

—afugsin
[Bus sin
—ouy sinf

cos




Teorem 4.6.3.

Her n tamsayis1 icin

cos —auysinf —pPussinfd —afussind
A uq sin 6 cos —Buzsinf  [ugsinf
ugsinf  aussind cos —ouy sin 6
ugsinf  —ugsinf 1wy sin 6 cos 6
matrisinin n. kuvveti
cosnf  —auysinnl —fugsinnfd —afussinnd
A — uy sin nf cosnf —Puzsinnfd  Pugysinnb

ussinnf  oussinnb cos nd —ouy sinnd
ugsinnf  —uysinnf uy sin nb cos nb

dir.

Ispat: Lemma 4.7.2 ni kullanarak, ispati tiimevarimla yapilabilir.

n negatif bir tamsay1 olsun.

[ cos o sin né
A1 —uy sinnf cos nb
—ugsinnf —aussinnf
| —us sinnf  ugsinnf
| cos(—n#)  —awy sin(—nb)
g | sin(—nb) cos(—nb)
ugsin(—nf)  auzsin(—nb)
ugsin(—nf)  —ugsin(—nd)
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By sinnf
[Bussinnf
cosnb

—uy sinnf

— Bug sin(—n#)
—Bug sin(—nd)

cos(—nb)

uq sin(—nd)

afus sinnf
—Bus sinnf
auq sin nf

cos nd

—afugsin(—nb)

Pug sin(—nb)

—aug sin(—nb)

cos(—nb)




Ozel Hal

Eger a = f = 1 alirsak, ¢ = a, + a1 + asj + azk birim reel kuaterniyon olup, bu

kuaterniyona kargilik gelen matris igin De-Moivre formii incelenmigtir (Meral 2009).

Tanmim 4.6.3. (Genellegtirillmis Kuaterniyonlara Kargilik Gelen Matrisler igin Euler

Formu)

A bir matris olsun. Biz A matrisini

0 —au; —fuy —afus

Uy 0 —Bug Bus

A=
Uy QU3 0 —QUy
Uus — U2 Ul 0
Secelim. A% = —I; oldugu hemen goriilebilir.

(A0)* | (A0)° | (A6)!

A0
e = Iy + A0+ 51 + e + m

= I(1- Z—T + Z—T—)... + A0 — g—j + Z—T —...)
= cosf + A.sinb,
[ cosf —auyisinf —pPussinfd —afussind ]
B Uy sin 6 cosf —fBussinf  Pugsinf
B Ugsinf —ouz sin 6 cos —ou sin f
| us sinff —ugsind uy sin 0 cos |

o7



Tanim 4.6.3. (Genellestirilmig Kuaterniyon Matrislerin n. Dereceden Kokleri)

a, B y1 pozitif say1 alalim. ¢ birim genellestirilmis kuaterniyona karsilik gelen matris

(4.2) seklinde oldugunu biliyoruz. (4.2) daki matrisi daha genel halde k € Z olmak

lizere
cos(8 + 2km)
A | sin(0 + 2km)
ug sin(0 + 2km)
ug sin(0 + 2k)

—avuy sin(f + 2km)
cos(6 + 2km)
—aug sin(f + 2k)
—ug sin(f + 2km)

—Bug sin(f + 2km) —afugsin(0 + 2kn)

—Bussin(f + 2km)
cos(0 + 2km)
uy sin(0 4 2k)

Pusg sin(f + 2km)
—auy sin(6 + 2kn)
cos(6 + 2km)

seklinde ifade etmistik. 2™ = A denkleminin n tane kokii vardir. Bu denklemden

¢ = An elde edilir. O halde

COS(G+§kw)
1 Uy Sin( 0+2km
Ar = "
1
Us SIH( 9+§k7r
s Sin(0+sk7r

k = 0 i¢in ilk kok,

)
)
)

— oy sin(H2ET)

COS(9+§k”)

—aus sin(%)

—uy sin(HH2ET)

cos(£)  —au;sin(%)
1 uy sin(2) cos(%)
Ay =
upsin(%)  —augsin(2)
uzsin(2)  —uysin(2)
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—Bus sin(”ﬁ’”) —aBus sin(9++’”)
—Buzsin(H2ET)  Buy sin(H2ET)
cos(&2ET) — oy sin(H2ET) ’
Uy sin (25T cos(&2ET)

—Bugsin(L)  —afuszsin(Z) ]
—Buzsin(?)  Buysin(f)
cos(£) —auy sin( %)
uy sin(%) cos(%)




k =1 igin ikinci kok,

cos(H21)  —auy sin(H2)  —Buysin(H2)  —afug sin(H2)
[ s pugsin(®32)  uysn(%i2)
[ —
n =
ugsin(ef”) —aug sm(9+2”) cos(‘”%) —auy Sm(0+2ﬂ)
wsin(B2)  upsin(E)  upsin(ME) cos(L22)
k =n —1 i¢in n. kok,
COS<9+2(Z—1)7r) — oy Sin(9+2(z—1)7r) _BUQ Sin(9+2(z—1)7r) —Oéﬁ’LLg Sin(9+2(2—1)7r>
4 Uy sin(—eﬁ(:‘;l)”) cos(—9+2(2’1)”) —Bus sin(9+2(:‘;1)”) Bus Sin(9+2(271)ﬂ)
—1 —
T | wesin(MEEE) o sin(MEGTEE)  cos(PEGET) oy sin(HEGT)
ug sin(P200T) gy gin(PEROIT) gy g (P200T) g2l

seklinde ifade edilebilir.

Tamim 4.6.6. (Usler Arasidaki 1ligki)

Bir reel genellestirilmis kuaterniyona karsilik gelen matrisin tisleri arasindaki iligkiyi

gosteren agagidaki teoremler ifade edilebilir.

Teorem 4.6.4.

q birim genellestirilmis kuaterniyonunun kutupsal ifadesi ¢ = cosf + u sin6 dir.
m = 2% € Z" — {1} olsun. n = p(modm) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul ¢" = ¢*

olmasidir.

ispat
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n = p(mod m) olsun. O halde n = a.m + p, a € Z dir.

¢" = cosnf + u sinnd

= cos(am + p)f + W sin(am + p)0
2T
0
= cos(pf + a27) + U sin(pd + a27)

= cos(a— +p)0 + U sin(az?7T +p)0

a € 7 oldugu icin pf + a2m = pf dir.

q" = cos(ph) + u sin(ph)

s qp.

Diger taraftan ¢" = ¢” olsun. O halde ¢" = cos nf+ 1 sinné ve ¢” = cos pd+ u sin pd
dir. Ciinkii ¢ = ¢” olmak iizere cosnfl = cospf ve sinnfl = sinpf yazilabilir.

Buradan nf = pf + 27a, a € Z olmak iizere n = a%” + p, n = p(mod m) dir.
Teorem 4.6.5.

q birim genellestirilmis kuaterniyonunun kutupsal formdaki ifadesi ¢ = cos §+ sin 6
dir. m = 2f € Z* — {1} olsun. ¢ ya kargilik gelen matris A olsun. n = p(modm)

olmasi i¢in gerek ve yeter kogul A” = AP olmasidir.
Ispat: Ispati1 teorem 4.9.1 den kolayca goriiliir.
Teorem 4.6.6.

q genellestirilmis kuaterniyonunun kutupsal formdaki ifadesi ¢ = /N, (cos 6+ sin )

dir. m = & € Z* — {1} olsun. n = p(modm) olmas i¢in gerek ve yeter kosul

¢" = (y/N,)" ?¢" olmasidir.
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ispat
n = p(mod m) olsun. O halde n = a.m + p, a € Z dir.

"(cosf + U sinf)"

)

)" P(/Ny)(cos nf + < sinnd)
)"

)"
)"

(
(

=
( P cos(a— +p)0+ u sm(a% +p)0)
(

)
)p(cos(am + p)0 +  sin(am + p)o)
)P(
)"(

np P(cos(pf + a27) + U sin(pd + a27))

a € Z oldugu i¢in pf + a2m = pf dir.

¢" = (V/Ng)" P(/Ny)*(cos(ph) +  sin(pb))
= (VN g

Diger taraftan ¢" = (\/N,)" ?q¢” olsun.

(VN (cosnd + T sinnd) = (/Ng)" (/NP (cos(p) + T sin(ph))

olmak {izere cosnfl = cos pf ve sin nf = sin pf yazilabilir. Buradan nf = p# + 27a,

a € Z olmak tizere n = a% + p, n = p(mod m) dir.

Ornek 4.6.7.

1
var

, —) genellestirilmig kuaterniyonu

a ve § y1 pozitif say1 alalhm. ¢ = % 4 %( L

S
ISy
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verilmis olsun. Bu kuaterniyona kargilik gelen matris

1 _va VB _aB |
2 2 2 2
1 1 _ VB _ B
2\/a 2 2y/a 2
1 Ja 1 _Ja
2B 2vB 2 2
1 1 1 l
2v/apB 2B 2V« 2

[ 1 V& VB vaB |
2 2 2 2
__1 _1 VB _ /B
A28 — 2va 2 2./ 2
_1  _Ja 1
2V 2V 2 2
__1 1 _1
| 2VeB 2VB 2/ 2
teorem 4.6.5. den, m = 7?—73 = 6 oldugundan,
A = A? — A13 — A19 —
A2 — A8 — A14 _ A20 —
AS — A9:Al5:A2l — :—I4
AG _ A12 _ A18 — A24 — — [4
A matrisinin kiip koklerini de hesaplayabiliriz.
COS (2k7r2+60) — oy sin (2k7r2+60) — Bug sin (2k7r2+60)
A% Uy Sin (2k7r2+60) COS (2k7r2+60) — Buy sin (2k7r2+60)
E Uy sin (2k7r2+60) Qg sin (2k7r2+60) cos (2k7r2+60)
U3 sin (2k7r2+60) —uysin (2k7r2+60) wy Sin (2k7r2+60)
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—afussin (—2]”;60)

— Bugsin (2k7r2+60)

— oy sin (2H0)
cos (Z£00)




k = 0 i¢in ilk kiip kok,

k =1 igin ikinci kiip kok,

0N
o=
I

1 1
Ayrica, gorebiliriz ki AS + A7 = 0 dir.

V3 _Noe VB
2 23 23
1 V3 _ VB
2v/3a 2 2v3a
1 Vo V3
2v/38 2v/38 2
1 1 1
2308 238 2/3a
_ V3 Va B
2 24/3 2v/3
_ 1 _3 VB
2v/3a 2 2v/3a
__1 N _V3
2v/38 2v/38 2
1 1 1
T 2v/3ap 2V38  2v3a
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5. DUAL GENELLESTIRILMIiS KUATERNiYONLAR

Bu boliimde daha 6nce tanimladigimiz ve mekanikte kayma ve vida operatorleri gibi

uygulamalar1 olan dual kuaterniyonlar1 genellestirecegiz.
Tanim 5.1

q = ao+ari+asj+ask veq* =a,+aji+asj+azk € Hyp olmak tizere () = q+¢eq*
seklinde tanimlanan kuaterniyona dual genellestirilmis kuaterniyon denir. Bu dual

kuaterniyonlar ctimlesini f]ag ile gosterecegiz.

Hos ={Q = Ay + Ayi+ Ayj + Ask : Ay, Ay, Ay, A3 € D}

Burada {1, 7, j, k} birimlerinin ¢arpimi agagida verilmigtir.

12 = —q, ]2 = _/67 k2 - Oéﬁ
ij = —ji=k, jk=—kj=pi
ki = —ik=ay, a,f €R

Q = q+eq* = A+ Ayi+ Ayj + Ask dual genellestirilmis kuaterniyonun skalar kismi

ﬁ
Sg ve vektorel kism1 Vg olmak iizere iki kisma ayrilir. Yani,

QZSQJF‘_/Q

bi¢iminde yazilir. Burada
N
SQ = Ao ve VQ = All +A2] +A3k}
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dir.
Tanim 5.2.

Q = Ao+ Aji + Ayj + Ask ve P = B, + Byi + Bsj + Bsk dual genellestirilmis

kuaterniyonlarinin toplami

Q+P=(Sg+Sp)+(Vo+Vp)

seklinde tanimhdir.

A € R olmak {izere skalarla carpma iglemi ise

AQ = (MA)L+ (M) T + (M) T + (M4 E

seklinde tanimhdir.

Ayica, dual genellestirilmis kuaterniyonlarin ¢arpimi

X : Hag X Haﬁ — ]:Iaﬁ

(Q,P) — QxP=QP

biciminde bir islem olup

QP = qp+<(qp” + pq*)
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veya

QP = SQSP—Q(VQ,‘_/?]D)-I—Sp‘_/?Q—I—SQ‘_/)p-f—‘_/Q/\VP
= (AB - OéAlBl - /BAQBQ — OéﬁAng) + (ABl + AlB + ﬁAng - 614332)2
+<AB2 -+ AQBO - OéAlBg -+ O{A3Bl)j + (ABg + AlBQ - AgBl + AgBO)k

olarak tamimlanmir. Burada

— —
Q(an Vp) = oA1By + BAyBy + afA;3DBs,

B —aj k
— —
Vq A Vp = Ay Ay A
B, By Bs

= B(AZB?, — A3B2)Z — Oé(AlBg) — AgBl)] + (AlBQ — AQBl)k

dir. Bu iglemi ile birlikte ﬁ[aﬁ ya dual genellegtirilmis kuaterniyon cebiri denir.

5.1 Dual Genellestirilmis Kuaterniyonlar Uzerinde Temel Islemler

1) Eslenik:

( Hop — Hop

)
Q = SQ+VQ—>@:SQ—VQ

bigiminde tanimlanir ve buna gore bir Q) = A.1 + Ayt + Ayj + Ask olmak iizere
@ dual genellestirilmis kuaterniyonunun eslenigi Q = A,1 — Ayi — Ayj — Agk olur.
Eslenik islemi agagidaki 6zeliklere sahiptir.

i) aQ + bP = aQ + bP, Va,b e R ve Q, P € H,y

ii) QP = PQ, VQ,P € Hug
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Q, VQ € H,p.

QI
I

iii)
2) Norm:

N : Hy—D

Q — Ng=0QQ=QQ

bi¢iminde tamimlanan N iglemine ﬁaﬂ iizerinde norm denir. Q) = A1+ Ayi+ Agj +

Ask olmak tizere ) dual genellestirilmis kuaterniyonunun normu
Ng = A2 + oAl + BAS + aBAS

reel sayisi ile tanimhdir. Norm iglemi agagidaki 6zeliklere sahiptir.

i) Nop = NoNp. VP,Q € H,4

ii) Nig = A*Ng, VA € R.

3) Invers:

()" ¢ Hag— Hag
)
Q - QI—N_Q7 NQ%O

biciminde tanimlanan isleme ﬁaﬁ da invers islemi denir. Ny # 0 olmak iizere bir

dual genellestirilmis kuaterniyonun inversi

01— Al — Ayi — Asj — Ask
- A2+ A+ BAL+ aBA3

dir. Invers islemi asagidaki ozeliklere sahiptir.
i) (QP) ' =P Q' VP,Q € Hos ve Ng,Np #0
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i) A\Q) " =1Q L VAER,Ng #0, A #0
4) Birim dual genellestirilmis kuaterniyon:

Ng =1olan Q = A 14+Ayi+Ayj+Ask € ﬁa@ kuaterniyonuna birim dual genellegtir-

ilmis kuaterniyon denir.
5) iki genellestirilmig vektdriin vektorel ¢arpimi:

Skalar kismi sifir olan dual genellestirilmig kuaterniyona, dual genellesgtirilmig vektor

ad1 veirlir.

Q = Ayi+ Asj+ Ask, P = Byi+ Byj + Bsk dual genellegtirilmig vektorlerin vektorel
garpimi

QAP=1(QP - PQ)

olarak tamimlanir.

6) @ ve P dual genellestirilmis kuaterniyonlarimin skalar ¢arpimi

(@, P) = (PQ)
= A2+ aAl + BAS+ aBA;

= (¢ p) +e((a, ") +(d",p))
esitligi ile tanimhidir.

7) Dual Genellesirilmis Kuaterniyon Operatorii

Burada bir dogruyu diger bir dogruya doniigtiiren operator (vida operatorii) elde

edecegiz. Bunu bir érnekle verelim.
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Ornek:

V3
dual genellegirilmig kuaterniyon (vida) operatoériinii bulalim.

li ={x=t, y=2z=0} dogrusunu ly, = {% =4 z= 2} dogrusuna doniigtiiren
NG

I, dogru i¢in M = (0,0,0) ve @ = (1,0,0) olmak iizere

—
a* = OMAT

= (0,0,0)

ly dogru i¢in N = (0,0, 2) ve b = (%2, \%, 0) olmak iizere

— — —
b* = ONAD
2
= —(—B,O[,O)

V2

dir. Dolaysiyla, E.Study teoremine gore, [;ve lo dogrularina Dzﬁ uzayda, sira ile A.
ve B. birim genellesirilmis dual vektor karsilik gelir. Burada A=7 +ead* ve B =

— —
b + ¢ b* olmak iizere,

ve

§O = szo
— —
Q - BOX(AO)_l

— —
buradan da Q = — B, x A, dir. O halde

— = — —
Q:g(BmAO)_BO/\Ao
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esitligi elde edilir. Boylece () vida operatoriinii elde edebiliriz.

Q=0Q.+ Qi+ Q) + Q3k

Burada
_ Ja . -va
Q' \/m_’_g\/m) Ql_QQ_O
Qs — _L 1 n -2/«
T Vavatp Vatip
dir.

5.2. Hamilton Operatorleri

Daha 6nceki boliimde ¢ = ao1 + a1 + aqj + ask € H,p genellegtirilmis kuaterniyon

olmak {izere,

a, —aay, —fas —afaz a, —aay —fay —afas
+ ay Qo —pBas Bas = ai Qo Bas —Basy
H(q) = H(q) =

(05} aas Qo —Qan a9 —OQas Qo aaq

as —Q2 aq [0 as a9 —aq (0

matrisleri hesaplamigtik. Benzer gekilde Q) = A.1 4+ Ayji + Ayj + Ask € F[aﬁ olmak
tizere () dual genellestirilmis kuaterniyonu igin,

A, —aA; —BA; —afA;
+ A A —fAs BA
Ay aAs A, —a Ay
Ay —Ay A A,
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ve

Ao —aAy —PAy —afA;

- A A, As  —BA
HQ)=| b4 b4z dir.
AQ _CVAE} Ao OéAl

Ag Ag —Al Ao

Jr —
Ayrica Q = g+ eq*, H ve H operatorleri lineer olduklarindan

HQ) = H(g)+<H(q")

H(Q) = H(q)+<H(q")

olarak ifade edilebilir.

Genellegtirilmis kuaterniyonlar igin ispat ettigimiz o6zelikler burada da rahatlikla
gosterebiliriz. @) ve P iki dual genellegtirilmis kuaterniyon ve A reel bir say1 olmak

+ —
iizere H ve H operatorleri asagidaki ozelikleri saglarlar.

(i) HO\Q) = MH(Q), H(AQ) = AH(Q)
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T+
O
=
)
I
=
)
=
)
I

(Viii) [
(ix) H(QP=QP . H(P)Q=QP

x)  H(QH(P)= H(P) H(Q).

Ozel Hallar

i) a = f = 1 segilmesi durumunda dual kuaterniyonlar i¢in, Agrawal (1987)’in elde

ettigi sonuclara ulagiriz.

ii) « = 1, 8 = —1 segilmesi durumunda dual split kuaterniyonlar igin, Kula(2006)’in

elde ettigi sonuclara ulagiriz.

5.3 Dual Genellestirilmis Kuaterniyonlarin Kutupsal Formu

a, B n1 pozitf say1 alahm. Q) = A, + Ayi + Asj + Ask € ﬁag olmak tizere

Q Ao+ Aji+ Ayl + Ask
v/ No \/Ag + A2 + A3 + aB Al

Qo =

buradan

Qo :cos¢+5—>osinqb,
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olur. Burada

\/aA% + BAZ + af A2

Ve

CoOS¢p = ——— sing =
o \/N_Q o

Ayi+ Agj + Ask
VaA? + BAZ+ aBA2

gl

dir. Burada ¢ agis1 (), birim dual genellegtirilmis kuaterniyonun agis1 ve S,, @, 1n
eksenini belirten dual bir vektordiir. Ayrica, ¢ = ¢ +ep* ve §: = S, +es} esitlikleri

ile verilir.
Teorem 5.3.1.

Qo = cos @ + S, sin ¢ bir birim dual genellestirilmis kuaterniyon olmak iizere
— —
Q" = (cos ¢ + S, sin )" = cosned + S, sinng

dir.
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6. HOMOTETIK HAREKET

Eiﬁ de bir v egrisi boyunca bu egriye tekabiil eden Hamilton operatorii ile belirtilen

hareketi inceliyecagiz.

v : ICR— Ey

t — () = (ao(t),a1(t), az(t),as(t)), Vtel

egrisini ele alalim. Bu egri . mertebeden diferensiyellenebilir regiiler bir egri olsun.

v egrisine tekabiil eden Hamilton operatorii diye

) —aay(t) —Pas(t) —afas
) as(t)  —Bas(t)  Bao(t
) aas(t)  ao(t)
) —ax(t)  au(?)

t)

matrisiyle belirtilen operatore denir. Egrimiz baglangigtan gegmeyen bir egri olmak

lizere bu matris

[ () _aa() _fax(t) _ aBas(t) |
h h h h
a1(t) ao(t) _ Bas(®) Baa(t)
B=nh h h h h — hA
a2 (t) aaz(t) ao(t) _aai(t)
h h h h
az(t) _ az(t) a1 (t) ao(t)
| Th I I no

seklinde yazilabilir. Burada h: I C R — R,

t— h(t) =@l

Wt) = \Jla2(t) + aad(t) + Ba3(t) + afad(t)]
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Vit igin h(t) # 0 dir. Ayrica h(t) sabit olmasi kabul edecagiz. Yani h fonksiyonu

egrinin ¢ yay parametresinin reel degerli bir fonksiyonu olsun.

Teorem 6.1.1.

B = hA Hamilton operatoriindeki A matrisi bir quasi-ortogonal matristir.

ispat:

(6.1) de belli olan A matrisi igin A’eA = € ve det A = 1 dir, ki burada,

100 O

0O a 0 O
€ =

0 g 0

00 0 af

Bu ise A matrisinin quasi-ortogonal olmasi demektir.

Tanim 6.1.2.

B = hA Hamilton operatoriindeki A matrisine Hamilton operatoériinii dsnme kismi

ve h fonksiyonuna da 6teleme kismi adi verilir.

6.2 Bir Parametreli Hareket

Sabit uzayr R, hareketli uzay1 da R, ile gosterelim. O zaman R, in R ye gore
1-parametreli hareketini R, /R ile gosterecegiz. Vt igin C(t) = y(t) — v(t,) olmak
iizere R, /R bir parametreli homotetik hareketi

X hA C X

- (6.2)
1 0 1 1
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ile tamimlanabilir. Burada X ve X, herhangi bir noktanin sirasi ile sabit ve hareketli
uzaydaki yer vektorleridir. Genel olarak hareketin piir donme ve piir 6teleme olma-

masl i¢in
ac

d

olmaini kabul edecegiz.
Tanim 6.2.1.

+
H(~(t)) Hamilton operatorii yardimi ile Eiﬁ de bir uzey egrisi boyunca tanimlanan

(6.1) de hareketine bir parametreli Hamilton hareketi diyecagiz.
Teorem 6.2.2.

Eiﬁ de bir uzay egrisi boyunca tanimlanan bir Hamilton hareket bir homotetik

harekettir.

6.3 Hamilton Hareketinde Hizlar

Yoe e . . o . we es e d . o e
7y egrisinin ¢ yay paremtresine gore tiirev operatoriinii ; veya (.) ile gosterecagiz.

(6.2) den kisaca
X =BX,+C

yazabiliriz. Buradan ¢ ye gore tiirev alinirsa

X = BX. 4+ C + BX,
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elde edilir. Burada

L .
= X, V;,=BX,+C

S}

< <l

sirasi ile hareketin mutlak hizi, siirtikleme hizi ve rolatif hizi dir. Zira hareketli uzay
R, daki bir noktanin R sabit uzayma gore hizi XO, R, hareketli uzayina gore hizi
BXO olacaktir. Ancak, hareketli uzaydaki sabit bir nokta igin BXO = 0 olacagindan
bu sabit noktanin R sabit uzayma gore hizi da BX O+C olacaktir. Bu hiza siiriikleme

hiz1 denir.

6.4 Hamilton Hareketinde Pol Noktalar1 ve Pol Egrileri

Tanmim 6.4.1.

R,/ R 1-parametreli hareketinde herhangi bir ¢ aninda hem R, de, hem de R da
sabit olan noktaya hareketin o andaki pol noktasi ad1 verilir. Noktamiz hem R, da,
hem de R de sabit olduguna gore siiriiklenme hiz1 sifir olacaktir. Yani BXO + C=0
olacaktir. Bu denklemin ¢oziimii ile bulunacak nokta hareketin R, daki o ana ait
pol noktasidir. BXO + C' = 0 denklemi icin det B nm sifir olup olmayacagina gore
¢oziimlerin sayisi tek veya coktur.

Simdi B nin incelemesine gecelim.

Teorem 6.4.2.

B = hA Hamilton operatoriiniin B tiirev operatorii bir quasi-ortogonal matristir.

ispat:

7



+
B = H(vy(t)) = hA dan t ye gore tiirev alinirsa

B=hA+hA

- +
olur. Ayica (6.1) den tiirev alinarak B = H(~(t)) oldugu goriiliir. (6.1) de a;(?)

yerine a;(t) konumu yapilarak
t

BeB =,

2 2

.2 :
= a, +aa; +

oldugu ve ayica 7(t) egrisinde ¢ yay parametresi oldugundan ny(t)

.2 2 :
Bay + afas =1 dir. Dolayisiyla det B = 1 oldugu gortiliir. Bu da ispati tamamlar.

Su halde det B # 0 dir. Bu durumda asagidaki teoremi verebiliriz.
Teorem 6.4.3.

Eéﬁ de bir uzay egrisi boyunca tanimlanan bir Hamilton hareketi h dan bagimsiz

olarak bir regiiler harekettir.
ispat:

det B # 0 oldugundan hareket regiilerdir ve det B degeri h ya bagh degildir.

Simdi pol noktalarini bulabiliriz. ¢ aninda R, daki pol noktas1 X, = ¢, olsun. O
zaman BXO + C' = 0 denkleminden Xo = ¢, konumu ile qu + C =0ve ya buradan

% = —(B)C
Go = B(—.O)

elde edilir. Boylece su teoremleri verebiliriz.
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Teorem 6.4.4.

Eéﬁ de bir uzay egrisi boyunca tanimlanan bir Hamilton hareketinde V¢ aninda

birtek pol noktasi vardir.
Teorem 6.4.5.

R, daki her ¢ aninda tekabiil eden pol noktasi 6teleme vektoriiniin o noktadaki (—C )
t

hiz vektoriintin B kadar dondiiriilmesiyle elde edilir.
6.5 Hamilton Hareketinde Yiiksek Mertebeden ivime Merkezleri
Tanim 6.5.1. ((r — 1). Mertebeden Ivme Merkezleri)

Bir ¢t aninda . mertebeden siiriiklenme ivmesinin sifir oldugu noktalara (r — 1).

mertebeden ivime merkezleri denir.

B X, + C = 0 ardigik tiirevler alinarak

77(7’) _ B(T)XO + ol

bulunur. (r — 1). mertebeden ivme merkezi

BYX, +CM =0
denkleminin ¢oziim vektoriiyle bellidir. v egrisinin regiiler bir egri olmas1 halinde

9 2 2 2 2
det B = { (] + [a&r)] + 6 [agr)} +af [aéﬂ } #0
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olur ve boylece t aninda (r — 1). mertebeden ivme merkezleri

X, = [BM] " (=)

bulunur. X = BX, 4+ C denkleminde X, yerine yazilirsa

-1

X =B{[B] " (¢} +cC

elde edilir ki bu da bize sabit uzaydaki (r — 1). mertebeden ivme merkezleri verir.

Boylece su teoremi ifade edebiliriz.
Teorem 6.5.2.

Ef;ﬁ de bir uzay egrisi boyunca tanimlanan Hamilton hareketinde, egrinin r. mer-
tebeden regiiler bir egri olmas: halinde her ¢ aninda (r —1). mertebeden birtek ivme

merkezi vardir.

Ornek 6.5.3.

vy o IC]R—>E4

1
t — ~(t)= \/_(cost \/_smt \/_cost \/_smt>,04,ﬁ§0

egrisini ele alalim. Bu egri r. mertebeden diferensiyellenebilir regiiler bir egri ve

t) H = 1 oldugunda yay parametrisidir. - egrisine karsilik gelen Hamilton oper-
atorii
cost  —y/asint —+/Bcost —/afsint ]
+ 1 \/Lasint cost —\/%sint VB cost
B=H[q{)] = N
\/Lgcost \/gsint cost —y/asint
i \/%Tﬁsint —\/iﬁcost \/iasint cost ]
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dir. Bu matris 6. boliimdeki teoremleri saglir.
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