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ÖZET

Doktora Tezi

GENELLEŞT·IR·ILM·IŞ HAMILTON OPERATÖRLER·I VE L·IE GRUPLARI

Mehdi JAFARI

Ankara Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dal¬

Dan¬̧sman: Prof. Dr. Yusuf YAYLI

Bu tez alt¬bölümden oluşmaktad¬r.

·Ilk bölüm giri̧s k¬sm¬na ayr¬lm¬̧st¬r. ·Ikinci bölümde, reel ve dual kuaterniyonlar ve

onlar¬n özelikleri verilmi̧stir. Üçüncü bölümde, ilk önce genelleştirilmi̧s reel kuater-

niyonlar¬n özelikleri ve bunlar¬n Lie grup ve Lie cebir yap¬lar¬n¬incelenmi̧stir. Dönme

operatörü, Killing formu, Hamilton operatörleri ve reel genelleştirilmi̧s kuaterniyon-

lar için Euler ve De-Moivre formüllerin den bahsedilmi̧stir. Son olarak, De-Moivre

formülünün genelleştirilmi̧s kuaterniyonlara kaŗs¬l¬k gelen matrisler için de geçerli

oldu¼gu gösterilmi̧stir. Bu çal¬̧smada verilen özeliklerin her birinin reel ve split ku-

aterniyonlar ile olan ili̧skisi gösterilmektedir. Beşinci bölümde ise, genelleştirilmi̧s

dual kuaterniyonlar ve özelikleri verilm¬̧st¬r. Konular¬n daha anlaş¬l¬r olabilmesi için

genelleştirilmi̧s reel ve dual kuaterniyonlar¬n uygulamalar¬ve bunlara ait örnekler

verilmektedir. Son bölümde E4��, 4-boyutlu uzayda bir uzay e¼grisi boyunca Hamil-

ton hareketi tan¬mlanmaktad¬r. r: mertebeden regüler bir e¼gri boyunca tan¬mlanan

Hamilton hareketi için her t an¬nda (r�1).mertebeden birtek ivme merkezinin oldu¼gu

gösterilmi̧stir.

Şubat 2012, 88 sayfa

Anahtar Kelimeler : De-Moivre formu, Genelleştirilmi̧s reel kuaterniyon, Killing

formu, Hamilton operatörü, Homotetik hareket
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ABSTRACT
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This thesis consists of six chapters. The �rst chapter is devoted to the introduction.

In second chapter, real and dual quaternions and their fundamental properties are

discussed. The properties of generalized quaternions and their Lie groups and Lie

algebra structures are investigated in Chapter 3. In subsequent chapter the rotation

operator, Killing form, Hamilton operators and Euler and De-Movire formulas for

the generalized quaternions are discussed. It is pointed out that the De-Movire

formula for matrices associated with the generalized quaternions is current too. This

study reveals the relation between the real and split quaternions for each of the

speci�cations. In chapter 5, generalized dual quaternions and some of their properties

are provided. Eventually, some applications of generalized real and dual quaternions

for the Hamilton motion are given at the last chapter, by considering a spatial curve

in 4-dimensional space E4��. This motion corresponding to regular curve of order r,

has only one acceleration center of order (r � 1).

February 2012, 88 pages

KeyWords: De-Moivre�s formula, Generalized Quaternion, Killing Formula, Hamil-

ton operator, Homothetic motion
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abilim Dal¬)�a teşekkürlerimi sunar¬m.

Çal¬smalar¬mda manevi desteklerini her zaman hissetti¼gim sevgili babam Zeinalabe-

din JAFARI�e ve sevgili annem Nores KOLAEI�e tesekkürlerimi sunar¬m.

Mehdi JAFARI

Ankara, Şubat 2012
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1. G·IR·IŞ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

2. TEMEL KAVRAMLAR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

3. REEL VE DUAL KUATERN·IYONLAR 12
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H�� Genelleştilmi̧s Reel Kuaterniyon
�
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1. G·IR·IŞ

Reel say¬lar¬, bir boyutlu hiper-kompleks say¬lar olarak düşünebiliriz. Reel say¬lar,

toplama ve çarpma i̧slemleri alt¬nda cisim özeliklerini sa¼glarlar. Herhangi bir kom-

pleks say¬y¬ise 2 boyutlu olan hiper-kompleks say¬olarak düşünebiliriz ve reel say¬lar¬

imajiner k¬sm¬s¬f¬r olan kompleks say¬lar¬n bir alt cümlesi olarak ele alabiliriz. Kom-

pleks say¬lar cisim özeliklerini de sa¼glarlar. Boyutu 2�den büyük hiper-kompleks

say¬lar¬n herhangi bir cümlesi ise cisim olmas¬özeliklerini sa¼glamaz.

William Rowan Hamilton 1830 y¬l¬ndan itibaren kompleks say¬lar üzerinde çal¬̧sm¬̧s

ve nihayet 1833 y¬l¬nda iki reel say¬dan oluşan kompleks say¬lar¬n bir cebir oluştur-

du¼gu sonucuna varm¬̧st¬r. Bu sonuçtan yola ç¬karak çal¬̧smalar¬n¬iki kompleks ve bir

reel bileşenden oluşan (q = a+e1b+e2c) üçlü say¬sistemi üzerinde yo¼gunlaşt¬rm¬̧st¬r.

Elemanlar¬n¬ vektör olarak adland¬rd¬¼g¬ bu sistem üzerinde toplama ve çarpma

i̧slemlerini tan¬mlayabildi¼gi halde bölme i̧slemi için ise bir metot geli̧stirememi̧stir.

1843�de bu say¬sisteminin çarpma i̧sleminde de¼gi̧sme özeli¼ginin gerçekleşmedi¼gini

anlad¬ve çarpma i̧sleminin bu özeli¼ginden vazgeçerek e21 = e
2
2 = e

2
3 = e1e2e3 = �1

özeli¼gine sahip üç imajiner birim tan¬mlad¬. Böylece Hamilton, Kuaterniyon ismini

verdi¼gi 4�boyutlu olan sözde hiper-kompleks say¬y¬keşfetmi̧stir.

Bölüntülü(split) kuaterniyonlar ise 1849�da James Cockle taraf¬ndan ileri sürülmüştür.

Hamilton ve James Cockle, çarp¬m operatörleri ile donat¬lm¬̧s 4 boyutlu gerçek vek-

tör uzay¬oluşturmuşlard¬r. Kuaterniyondan farkl¬olarak, bölüntülü kuaterniyon-

lar¬n böleni s¬f¬r olabilmektedir. Kuaterniyonlar ayn¬reel ve kompleks say¬lar gibi

bir say¬sistemidir. Reel say¬lar bir, kompleks say¬lar iki bileşen içerirken kuaterniy-

onlar dört bileşene sahiptir. Kompleks say¬lar reel say¬lar¬n bir kombinasyonudur.

Dolay¬s¬yla da reel say¬lar, kompleks say¬lar¬n bir alt kümesidir. Di¼ger taraftan

kuaterniyonlar da iki kompleks say¬n¬n kombinasyonundan oluşmuştur. Buna göre

kompleks say¬larda kuaterniyonlar¬n bir alt kümesi olmal¬d¬r. Bu sonuç, kuater-

niyonlar¬n hem reel say¬lar hem de kompleks say¬lar¬kapsayan daha geni̧s bir say¬

sistemi oldu¼gunu göstermektedir.
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Fizik biliminde ölçülebilen her şey reel olmak zorundad¬r. Bu nedenle reel say¬lar

bilimin do¼guşundan itibaren kendilerine her alanda uygulama sahas¬bulmuştur. Öte

yandan kompleks say¬lar¬n mekanik ve elektriksel uygulamalarda, özelikle devre anal-

izlerinde kullan¬ld¬¼g¬bilinmektedir. Ne yaz¬k ki bu say¬sistemi uygulamalara sadece

iki boyut getirir. 3-boyutlu uygulamalarda ise vektörler kullan¬l¬r. Fakat vektörlerin

baz¬uygulamalarda yetersiz kald¬¼g¬görülmektedir. Kuaterniyonlar vektörleri ifade

etmede kullan¬labilir. Bu say¬sistemi vektörleri kapsad¬¼g¬gibi, bunlara ilaveten bir

de reel bileşen ortaya koyarak uygulamalara dördüncü bir boyut katar. Kuaterniy-

onlar bölüm cebrine sahiptir. Kuaterniyon cebri, bileşimli fakat de¼gi̧simli olmayan

(e�; e1; e2; e3) gibi dört birimden oluşur ve bunlardan biri reel, di¼ger üçü sanald¬r

(Soydaş 2003).

Kuaterniyon cebrinin keşfedildi¼gi y¬llarda A.Carley, K. Cli¤ord ve J.J. Slyvester gibi

·Ingiliz matematikçiler ve elektromanyetik teoriyi yeniden inşa eden J. C. Maxwell

ile P. G. Tait gibi �zikçiler bu konuya önemli katk¬da bulunmuşlard¬r. 20: yüzy¬l¬n

başlar¬nda ise vektör ve tensör cebrini geli̧stiren �zikçiler, �zikte vektör cebrinin

kullan¬m¬n¬ benimsetmi̧slerdir. 1878 y¬llar¬nda Vidinli Hüseyin Tev�k Paşa ·In-

gilizce olarak yazd¬¼g¬ lineer cebir adl¬ kitapta, kompleks say¬larla ilgili teorisinde

ileri sürdü¼gü çarp¬m¬n 3-boyutlu uzaya uygulaman¬n bir yolunu bulmuş ve özgün

çal¬̧sma olarak kuaterniyonlar¬n çarp¬m¬n¬n bizi üç boyutlu uzayda çal¬̧smaya zor-

lad¬¼g¬n¬vurgulam¬̧st¬r. R. Kaya ve Ş. Koçak taraf¬ndan kuaterniyonlardan hareketle

zay¬f kuaterniyonlar¬n tan¬m¬yap¬larak R3 �ün vektörleri zay¬f kuaterniyon uzay¬na

taş¬nm¬̧s ve bölme i̧sleminin bu şekilde daha anlaml¬ olarak gerçekleştirilebilece¼gi

ispat edilmi̧stir.

Kuaterniyonlar¬n �zikte çok kullan¬lmas¬ancak E. Schrödinger, W. Heisenberg,

P. A. Dirac, M. Born ve daha pek çok ünlü �zikçi taraf¬ndan 1927 ile 1932 y¬llar¬

aras¬nda, neredeyse bu gün kulland¬¼g¬m¬z kuantum mekani¼ginin kuruluşundan sonra

gerçekleşmi̧stir. 20: yüzy¬l¬n başlar¬nda Yale Üniversitesi profesörlerinden Gibbs uy-

gun kuaterniyonlar için kullan¬m şeklini Hamilton�un çal¬̧smalar¬n¬n ve Rodrigues�e

ait çal¬̧smalar¬n anahtar noktalar¬n¬buna ilave ederek keşfetti ve çal¬̧smalar¬n¬vek-
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törlerde nokta çarp¬m¬ve bu gün bildi¼gimiz vektörel çarp¬mla tamamland¬. Hemen

hemen ayn¬zamanlarda Alberd Einstein 4:boyut için bir kullan¬m keşfetti. I̧s¬k

h¬z¬n¬tüm gözlemlerde sabitlemek için uzay ve zaman¬birimlendirilmeliydi. Burada

sonuç, 4: boyut için şekillendirilmi̧sti. Fakat Einstein bir matematik düşkünü ol-

mad¬¼g¬için sadece lokal olarak i̧se yarayan parçalar¬buldu. Einstein; Minkowski�nin

uzay-zaman¬(space-time) ve Lorentz�in dönüşümünü keşfetmi̧s ve problemlerin çözümünü

gerektiren yard¬mc¬lar¬n özel rölativite içinde oldu¼gunu göstermi̧stir.

Kuaterniyonlar son y¬llarda her alanda artan bir h¬zla kullan¬lmaktad¬r. Kuater-

niyon cebride kuaterniyonlar¬n kullan¬m alanlar¬n¬n artmas¬na paralel olarak geli̧sme

göstermektedir. Kompleks say¬ve kuaterniyon bileşiminden oluşan kompleks ku-

aterniyonlar (Bikuaterniyonlar), �ziksel uygulamalarda son y¬llarda artan bir h¬-

zla yer almaktad¬r. Bunun yan¬ s¬ra kuaterniyonlar teorik �zik araşt¬rmalar¬nda

kullan¬lmaktad¬r. Örne¼gin Gurlebeck ve Wolfgang kompleks kuaterniyonlar¬n yani

bikuaterniyonlar¬özel rölativite teorisi, parçac¬k mekani¼gi ve elektromanyetizmaya

uygulayarak kompleks kuaterniyonlar¬n kendine oldukçageni̧s bir uygulama alan¬

buldu¼gunu göstermi̧slerdir. Bu güne kadar �zikteki bir çok denklem çeşitli bilim

adamlar¬taraf¬ndan kuaterniyonlarla yeniden ifade edilmi̧stir. Bunlardan baz¬lar¬

şöyledir. Ş. C. K. Chou kinematik ve dinamik diferansiyel denklemleri, Adler kuan-

tum mekani¼gini, D. C. Jolly matris ve kuaterniyonlar aras¬ndaki izomor�zmi, Kugo-

townsend taraf¬ndan kuaterniyonlar¬n süper simetrik modellerle olan ba¼glant¬s¬, K.

Morita taraf¬ndan kuaterniyonlar¬n Dirac teorisindeki rolü, M. Tan¬̧sl¬ve K. Özdaş

robotik manipülatörlerin pozisyonunun kuaterniyon dönüşümünü, M. Tan¬̧sl¬akustik

enerji korunum denklemini, yine Tan¬̧sl¬ve Özgür aç¬sal momentum ve Dirac den-

klemlerini, Negi ve arkadaşlar¬tek kutup dynonslar gibi teorik varl¬klar¬anlatmak

için bu say¬cebrini kullanm¬̧slard¬r.

Kompleks kuaterniyonlar¬n �zikteki uygulamalar¬daha çok genel ve özel rölativite

ile kuantum mekani¼gi alan¬nda olmuştur. Kompleks kuaterniyonlarla Dirac röla-

tivistik denklemlerinin çeşitli formülasyonlar¬n¬n ilk öncüsü A. W. Conway (1945)

olarak görülmekle birlikte birçok bilim adam¬n¬n yaz¬lar¬nda kompleks kuaterniyon-
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larla kuantum mekani¼gi K. Morita taraf¬ndan yeniden formüle edilmi̧stir. Leo�nun

da kuaterniyon ve kompleks kuaterniyonlarla ilgili çal¬̧smalar¬vard¬r.

Yang ve Freudenstein (1964) dual kuateriyonlar¬n, uzay mekani¼gi analizine uygu-

lanmas¬n¬ele alm¬̧s ve detayl¬bir çal¬̧smayla, bir dönme çifti ve üç silindirik çifti

seçerek uzay 4-link mekani¼gini incelemi̧stir. G. R. Veldkemp (1976) dual birim vek-

törler ve dual vektörler çiftleri yard¬m¬yla dual birim küreyi ifade etmi̧s ve dual

küresel hareketleri vermi̧stir. Ayr¬ca, dual hareket ve reel uzay hareketi aras¬ndaki

ba¼glant¬y¬göstermi̧stir. Rooney (1977) sabit bir nokta etraf¬nda bir cismin dönme

hareketini metodlar halinde ifade etmi̧stir. 3 � 3 reel ortogonal matrisler, 2 � 2

üniter matrisler, Pauli spin matrisleri, 3 � 3 özel üniter matrisleri yard¬m¬yla bir

eksen etraf¬nda dönme matrislerini s¬n¬�and¬rm¬̧st¬r.

Bottema ve Roth (1979) reel ve dual kuaterniyonlar¬n uzay kinemati¼gine uygulan-

malar¬n¬ifade etmi̧stir. Hareket matrislerinin formlar¬n¬vermi̧slerdir. Hac¬saliho¼glu

(1983) reel ve dual kuaterniyonlar¬ve sa¼glad¬klar¬ayr¬nt¬lar¬bir şekilde incelemi̧stir.

Birim dual kuaterniyonlar yard¬m¬yla dönme ve kayma operatörlerini de ifade et-

mi̧stir. Ay¬ca, vida operatörünün dönme ve kayma operatörlerinin bileşkesi olarak

yaz¬labilece¼gini göstermi̧stir. Vida hareketlerinin bileşimini ve Euler aç¬lar¬n¬n den-

klemlerini vermi̧stir.

Hiller ve Woernle (1984) bir cismin genel vida hareketlerini nokta ve do¼grulara göre

formülleştirmi̧stir. Her iki durum için de temel ba¼g¬nt¬lar sa¼glayan ani vida hareket-

lerinin diferensiyel denklemlerini vermi̧s ve bu diferensiyel denklemlerin çözümlerinden

de sonlu vida hareketini ifade etmi̧slerdir. Bir do¼grunun vida hareketi için gerekli

dual vida tensörleri, dual matrisleri, vida koordinatlar¬ ve dual kuaterniyonlar¬n

denklemlerini vermi̧slerdir.

Karger ve Novak (1985) reel kuaterniyonlar yard¬m¬yla Öklid uzay¬nda bir eksen

etraf¬nda dönmeyi adjoint gösterimiyle ifade etmi̧slerdir. Agrawal (1987) dual ku-

aterniyonlar¬, Hamilton operatörlari ile formülleştirmi̧stir ve bu operatölere kaŗs¬l¬k

4



gelen dual matrislerin özeliklerini ifade etmi̧stir. Bu özelikleri bir nokta ve bir do¼gru-

nun vida hareketinin kinematik denklemlerini geli̧stirmekte kullanm¬̧st¬r. Ward

(1997) 3 ve 4 boyutlu Öklid uzaylar¬nda dönme matrislerini, reel kuaterniyonlar¬

kullanarak vermistir. Kuaterniyonlar¬n matris formlar¬n¬ifade etmistir. Levent Kula

taraf¬ndan haz¬rlanan �Bölüntülü Kuaterniyonlar ve Geometrik Uygulamalar¬�doktora

tezinde bölüntülü (split) kuaterniyonlar¬n Minkowski 3-uzay¬nda dönme matris-

leri tan¬mlanm¬̧st¬r. Hamilton operatörleri ile Minkowski 3-uzay¬nda vida hareke-

tinin gösterimini yapm¬̧st¬r. Pottmann (2001) �Computational line geometry�isimli

kitabinda genelleştirilmi̧s kuaterniyonlari tan¬m¬n¬vermi̧s. Son y¬larda, genelleştir-

imi̧s kuaterniyonlar, bölüm cebirlerine örnek teşkil etmesi bak¬m¬ndan önemli bir

yere sahipttir.

Bu çal¬̧smada, genelleştirillmi̧s reel kuaterniyonlar¬n özeliklerini ele al¬p ve bun-

lar¬n Lie grup ve Lie cebir yap¬lar¬n¬ inceliyece¼giz. Ay¬ca, dönme operatöründen,

Killing formu ve Hamilton operatörlerinden bahsedilecek. Bu çal¬̧smada verilen

özeliklerin her birinin reel ve split kuaterniyonlar ile olan ili̧skisi gösterilecektir.

Ayr¬ca, genelleştirilmi̧s dual kuaterniyonlar ve özelikleri verilecektir. Konular¬n daha

anlaş¬l¬r olabilmesi için genelleştirilmi̧s reel ve dual kuaterniyonlar¬n uygulamalar¬

ve bunlara ait örnekler verilecektir. Reel ve dual genelleştirilmi̧s kuaterniyonlar

için Euler ve De-Movire formüllerini inceliyece¼giz. qn = 1 denkleminin sonsuz

çüzümünün oldu¼gu gösterilmi̧stir. Ayr¬ca, De-Moiver formülünüa genelleştirilmi̧s

kuaterniyonlara kaŗs¬l¬k gelen matrisler için de geçerli oldu¼gunu göstereca¼g¬z.

E4��, 4-boyutlu uzayda bir uzay e¼grisi boyunca Hamilton hareketini tan¬mlaca¼g¬z. Bu

hareketin bir homotetik hareket oldu¼gunu göstereca¼g¬z. Ay¬ca, r:mertebeden regüler

bir e¼gri ile tan¬mlanan Hamilton hareketi için her t an¬nda (r�1). mertebeden birtek

ivme merkezinin oldu¼gu da gösterilmi̧stir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde Lie grubu, Lie cebri, adjoint gösterimi, skalar çarp¬m ve bize gerekli

olan baz¬tan¬mlar, teoremler ve notasyonlar hat¬rlat¬lacakt¬r.

Tan¬m 2.1.

V sonlu boyutlu bir reel vektör uzay¬olsun. E¼ger

� : V � V ! R

fonksiyonu bilineer, simetrik ve pozitif tan¬ml¬ ise � ya V üzerinde bir iç çarp¬m

fonksiyonu ve V ye de iç çarp¬m¬l¬uzay denir(Hac¬saliho¼glu 1980).

Tan¬m 2.2.

Bir Lie grubu, diferensiyellenebilir grup operatörlerine sahip diferensiyellenebilir bir

manifolddur. G diferensiyellenebilir bir manifold olsun

� : G�G! G; �(a; b) = ab

ve G deki inversiyon operatörü olan

� : G! G; �(a) = a�1

dönüşümlerinin her ikisi de diferensiyellenebilir ise G ye Lie grubu denir (Boothby

1975, Hac¬saliho¼glu 1980).
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Tan¬m 2.3.

G Lie grubunun bir eleman¬a olsun. Her g 2 G için la(g) = ag olarak tan¬mlas¬n. la :

G! G dönüşümüne G nin sol ötelemesi (sol çarp¬m¬) denir. la bir di¤eomor�zimdir.

Her g 2 G için ra(g) = ga olarak tan¬mlans¬n. ra : G ! G dönüşümüne G nin sa¼g

ötelemesi (sa¼g çarp¬m¬) denir. ra bir di¤eomor�zimdir (Kobayashi ve Nomizu 1963,

Hac¬saliho¼glu 1983).

Tan¬m 2.4.

V bir reel vektör uzay¬olsun.

[; ] : V � V ! V

(X; Y ) ! [X;Y ]

biçimindeki bir dönüşüm her X;Y; Z 2 V için aşa¼g¬daki üç önermeyi do¼gruluyorsa

bu dönüşüme Bracket operatörü, (V; [; ]) ikilisine de bir Lie cebiri denir:

(i) [; ] bilineerdir.

(ii) [X; Y ] = � [Y;X] anti-simetrikdir.

(iii) [[X; Y ] ; Z] + [[Y; Z] ; X] + [[Z;X] ; Y ] = 0 (Jakobi özdeşli¼gi)

sa¼glar (Chevally 1946, Hac¬saliho¼glu 1983).
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Tan¬m 2.5.

E¼ger her a; g 2 G için dla(Xg) = Xag ise , G Lie grubu üzerindeki X vektör alan¬na

sol-invaryant vektör alan¬denir. Dolays¬yla

la : G! G

g ! la(g) = ag

sol çarpam¬n¬n türev dönüşümü olan

dla : TG(g)! TG(g)

Xg ! dla(Xg) = Xag

dönüşümü, X e ait tanjant vektörleri yer de¼gi̧stirir. Sol invaryant vektör alan¬difer-

ensiyellenebilirdir.

G deki sol invaryant vektör alanlar¬n¬n cümlesi �l(G) olsun. Vektör alanlar¬n¬n

al¬̧s¬lm¬̧s toplama ve skalar ile çarpma i̧slemleri �l(G) yi bir vektör uzay yapar. �l(G)

de [; ] operatörü de tan¬mlanarak �l(G) bir Lie cebiri olur. boy �l(G) = n = boy G

sonlu boyutuna sahiptir (O0Neil 1983, Howard 1991).

Lemma 2.6.

X 2 �l(G) eleman¬n¬Xe 2 TG(e) eleman¬na dönüştüren f : �l(G)! TG(e) fonksiy-

onu bir lineer izomor�zimdir. Burada e; G nin grup i̧slemine göre birim eleman¬d¬r.

� : G! G bir otomor�zim olsun. X 2 �l(G) ise d� (X) 2 �l(G) dir ve

d� (X) : �l(G)! �l(G)
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Lie cebiri izomor�zimine � nin diferensiyeli denir. d� (X) diferensiyeli

d�e : TG(e)! TG(e)

dönüşümü ile ifade edilir (O0Neil 1983).

Tan¬m 2.7.

a 2 G olmak üzere g eleman¬n¬aga�1 eleman¬na dönüştüren

Ca : G! G

g ! Ca(g) = aga
�1

fonksiyonunu göz önüne alal¬m. Bu durumda Ca bir di¤eomor�zim olup Ca n¬n

diferensiyeli ada ile gösterilir. O halde dCa = ada d¬r. a; b 2 G oldu¼gunda Cab =

abg(ab)�1 = a(bgb�1)a�1 dir. Böylece C ab = CaoCb olur. Diferensiyel al¬nd¬¼g¬nda

ise

adab = adaoadb

elde edilir. Bu grup homomor�zimine G n¬n adjoint gösterimi denir (O0Neil 1983,

Gürlebeck and Sprössing 1997).

Tan¬m 2.8.

V reel vektör uzay¬üzerinde f : V � V ! R iki lineer fonksiyonuna iki lineer form,

e¼ger bu iki lineer form simetrik ise f ye simetrik iki lineer form denir (Hac¬saliho¼glu

1983).
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Tan¬m 2.9.

En; n-boyutlu öklid uzay¬nda uzakl¬k fonksiyonu d olmak üzere f : En ! En fonksiy-

onu için e¼ger

d(f(x); f(y)) = d(x; y); x; y 2 En

ise f fonksiyonuna En in bir izometrisi denir (Yayl¬1988).

Tan¬m 2.10.

Enin bir f izometrisi için e¼ger f(o) = o; o 2 En olacak şeklide bir o noktas¬mevcut

ise f ye o etraf¬nda bir dönme denir.

Tan¬m 2.11.

Enin bir f izometrisi için e¼ger, x = (x1; x2; :::; xn) 2 En olmak üzere

f(x) = (x1 + t1; :::; xn + tn); ti 2 R; 1 � i � n

ise f ye Ende bir öteleme denir (Yayl¬1988).

Tan¬m 2.12.

I � R bir aç¬k aral¬k, 0 2 I olsun. h : I ! R fonksiyonu, A 2 SO(n) ve n � 1

tipindeki C matrisi t ye göre diferensiyellenebilir olmak üzere elemanlar¬,

F (t) =

24 h(t)A(t) C(t)

0 1

35

biçiminde tan¬ml¬ F (t) cümlesine En in 1-parametreli homotetik hareketi denir

(Yayl¬1988).
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Tan¬m 2.13.

R3 vektör uzay¬nda bir

g(�;�) : R3 � R3 ! R

fonksiyonu 8�!u = (u1; u2; u3);�!v = (v1; v2; v3) 2 R3 ve �; � 2 R için

g(�!u ;�!v ) = �u1v1 + �u2v2 + ��u3v3

şekilde tan¬mlan¬r. �; � > 0 olmak üzere bu g fonksiyonuna, genelleştirilmi̧s iç

çarp¬m ad¬verilir. E3�� = fR3; g(�;�)g : E3�� de vektöral çarp¬m¬

�!u ^ �!v =

���������
�i ��j k

u1 u2 u3

v1 v2 v3

���������
= �(u2v3 � u3v2)i� �(u1v3 � u3v1)j + (u1v2 � u2v1)k

dir.

Özel Haller

(i) � = � = 1 seçilmesi durumunda, g ye Öklid iç çarp¬m¬ve E3�� = (R3; g) ye de

Öklidiyen uzay denir.

(ii) � = 1; � = �1 seçilmesi durumunda, g ye Lorentz iç çarp¬m¬ve E3�� = (E31 ; g)

ye de Minkowski uzay denir.
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3. REEL VE DUAL KUATERN·IYONLAR

Bu bölümde genelleştirilmi̧s kuaterniyonlar¬daha iyi anlayabilmek, hem reel hem

de dual kuaterniyonlar ile olan ili̧skisini daha rahat görebilmek için reel ve dual

kuaterniyonlardan bahsedece¼giz.

Tan¬m 3.1.

H = fq = a� + a1i+ a2j + a3k : a�; a1; a2; a3 2 Rg

cümlesini ele alal¬m. Burada f1; i; j; kg birimlerinin çarp¬mlar¬ aşa¼g¬daki tabloda

verilmi̧stir.

� 1 i j k

1 1 i j k

i i �1 k �j

j j �k �1 i

k k j �i �1

H n¬n her bir eleman¬na reel kuaterniyon denir. i; j; k birimleri 3-boyutlu reel vektör

uzay¬n¬n bir dik koordinat sistemi olarak al¬nabilir. Dolays¬yla q = a�+a1i+a2j+a3k

kuaterniyonun skalar k¬sm¬Sq ve vektörel k¬sm¬
�!
V q olmak üzere iki k¬sma ayr¬l¬r.

q = Sq +
�!
V q olmak üzere Sq = a�;

�!
V q = a1i+ a2j + a3k dir.

Tan¬m 3.2.

q = Sq +
�!
V q ve p = Sp +

�!
V p reel kuetrniyonlar¬n¬n toplam¬

q + p = (Sq + Sp) + (
�!
V q +

�!
V p);
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şeklinde tan¬ml¬d¬r.

� 2 R olmak üzere skalarla çarp¬ma i̧slemi ise

�q = (�a�) + (�a1)i+ (�a2)j + (�a3)k

eşitli¼gi ile ten¬ml¬d¬r.

Tan¬m 3.3.

Reel kuaterniyonlar¬n çarp¬m¬

� : H �H ! H

(q; p) ! q � p = qp

qp = SqSp �
D�!
V q;

�!
V p

E
+ Sq

�!
V p + Sp

�!
V q +

�!
V q ^

�!
V p

olarak tan¬mlan¬r. Burada, R3 teki iç çarp¬m¬ ifade etmek için " h; i " ve R3 teki

vektöral çarp¬m¬ ifade etmek için ise " ^ " sembolleri kullan¬lm¬̧st¬r. Bu çarp¬m

matrislerle

qp =

26666664
a� �a1 �a2 �a3
a1 a� �a3 a2

a2 a3 a� �a1
a3 �a2 a1 a�

37777775

26666664
b�

b1

b2

b3

37777775
şeklinde tan¬mlan¬r.
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Tan¬m 3.4.

Bir q kuaterniyonun eşleni¼gi q ile gösterilir ve

() : H ! H

q = Sq +
�!
V q ! q = Sq �

�!
V q;

veya q = a� + a1i + a2j + a3k olmak üzere q reel kuaterniyonun eşleni¼gi q = a� �

a1i� a2j � a3k ile tan¬mlan¬r.

Tan¬m 3.5.

Bir q reel kuetrniyonunun normu Nq ile gösterilir ve

N : H ! R

q ! N(q) = Nq = qq = qq

şeklinde tan¬mlanar.

q = a� + a1i + a2j + a3k olmak üzere q reel kuaterniyonun normu Nq = qq = qq =

a2� + a
2
1 + a

2
2 + a

2
3 d¬r.

Tan¬m 3.6.

Nq = 1 olan q = a�+ a1i+ a2j+ a3k reel kuaterniyona birim reel kuaterniyon denir.

Tan¬m 3.7.

Bir q reel kuaterniyonun inversi (tersi) q�1 ile gösterilir.
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(; )�1 : H ! H

q ! q�1 =
q

Nq
; Nq 6= 0

d¬r. Yani q = a� + a1i+ a2j + a3k olmak üzere q reel kuaterniyonun inversi

q�1 =
a� � a1i� a2j � a3k
a2� + a

2
1 + a

2
2 + a

2
3

d¬r.

Tan¬m 3.8:(Reel kuaterniyonlar¬n kutupsal formu)

q = a� + a1i+ a2j + a3k olmak üzere

q =
p
Nq(

qp
Nq
)

=
p
Nqq�

yaz¬labilir.

q� =
a� + a1i+ a2j + a3kp
a2� + a

2
1 + a

2
2 + a

2
3

ifadesi,

cos � =
a�p

a2� + a
2
1 + a

2
2 + a

2
3

; sin � =

p
a21 + a

2
2 + a

2
3p

a2� + a
2
1 + a

2
2 + a

2
3

ve
�!
S � =

a1i+ a2j + a3kp
a21 + a

2
2 + a

2
3
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olmak üzere

q� = cos � +
�!
S � sin �;

şeklinde yaz¬labilir. Böylece q =
p
Nq(cos � +

�!
S � sin �) elde edilir. Bu ifadeye q

kuaterniyonun kutupsal formu denir.

Tan¬m 3.9:

q = a�+a1i+a2j+a3k kuaterniyonu kullan¬larak Öklide 3 uzay¬ndaki verilen dönme

M =

26664
a2� + a

2
1 � a22 � a23 2(a1a2 � a�a3) 2(a1a3 + a�a2)

2(a�a3 + a1a2) a2� + a
2
1 � a22 � a23 2(a2a3 � a�a1)

2(a1a3 � a�a2) 2(a�a1 + a2a3) a2� � a21 � a22 + a23

37775

matrisi ile tan¬mlan¬r.

Tan¬m 3.10:

Bir A dual say¬s¬A = a + "a� ile gösterilir. Burada a; a� 2 R ve " 6= 0; "2 = 0

kurallar¬yla belirli bir say¬d¬r. Dual say¬lar¬n cümlesi D ile gösterilir. Dual say¬lar¬n

cümlesi birimli, de¼gi̧smeli bir halkad¬r.

q = a�+a1i+a2j+a3k ve q� = a��+a
�
1i+a

�
2j+a

�
3k olmak üzere Q = q+"q

� şeklinde

tan¬mlanan kuaterniyona dual kuaterniyon denir. Dual kuaterniyonlar cümlesiniHD

ile göstereca¼giz.

Q = q + "q� = A� + A1i + A2j + A3k kuaterniyonun skalar k¬sm¬SQ ve vektörel

k¬sm¬
�!
V Q olmak üzere iki k¬sma ayr¬l¬r.

Q = SQ +
�!
V Q
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biçiminde yaz¬l¬r. Burada

SQ = A� ve
�!
V Q = A1i+ A2j + A3k

dir.

Tan¬m 3.11:

Q = A� +A1i+A2j +A3k ve Q = B� +B1i+B2j +B3k dual kuaterniyonlar¬n¬n

toplam¬

Q+ P = (SQ + SP ) + (
�!
V Q +

�!
V P )

şeklinde tan¬ml¬d¬r.

� 2 R olmak üzere skalarla çarp¬mi ise

�Q = (�A�)1 + (�A1)i+ (�A2)j + (�A3)k

şeklinde ten¬ml¬d¬r.

Tan¬m 3.12:

Dual kuaterniyonlar¬n çarp¬m¬

� : HD �HD ! HD

(Q;P ) ! Q� P = QP

biçiminde bir i̧slem olup

QP = qp+ "(qp� + pq�)
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veya

QP = SQSP �
D�!
V Q;

�!
V P

E
+ SP

�!
V Q + SQ

�!
V P +

�!
V Q ^

�!
V P

= (A�B� � A1B1 � A2B2 � A3B3) + (A�B1 + A1B� + A2B3 � A3B2)i

+(A�B2 + A2B� � �A1B3 � A3B1)j + (A�B3 + A1B2 � A2B1 + A3B�)k

olarak tan¬mlan¬r.

Tan¬m 3.13:

Bir Q dual kuaterniyonunun eşleni¼gi Q ile gösterilir ve

() : HD ! HD

Q = SQ +
�!
V Q ! Q = SQ �

�!
V Q;

veya Q = A� + A1i + A2j + A3k olmak üzere Q dual kuaterniyonun eşleni¼gi Q =

A� � A1i� A2j � A3k ile tan¬mlan¬r.

Tan¬m 3.13:

Bir dual kuetrniyonun normu

N : HD ! D

Q ! N(Q) = NQ = QQ = QQ

şeklinde tan¬mlan¬r.

Q = A� + A1i+ A2j + A3k olmak üzere Q dual kuaterniyonun normu NQ = QQ =

A2� + A
2
1 + A

2
2 + A

2
3 d¬r.
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Tan¬m 3.14.

NQ = 1 olan Q = A�+A1i+A2j+A3k dual kuaterniyonuna birim dual kuaterniyon

denir.

Tan¬m 3.15.

Bir dual kuaterniyonun inversi (tersi) Q�1 ile gösterilir.

(; )�1 : HD ! HD

Q ! Q�1 =
Q

NQ
;

NQ 6= 0 ve Q = A� + A1i+ A2j + A3k olmak üzere Q dual kuaterniyonun inversi

Q�1 =
Q� �Q1i�Q2j �Q3k
Q2� +Q

2
1 +Q

2
2 +Q

2
3

şeklinde tan¬mlan¬r (Hac¬saliho¼glu1983).
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4. GENELLEŞT·IR·ILM·IŞ KUATERN·IYONLAR

H�� = fq = a�1 + a1i+ a2j + a3k j a�; a1; a2; a3 2 Rg

cümlesini ele alal¬m. Burada f1; i; j; kg birimlerinin çarp¬m¬aşa¼g¬da verilmi̧stir;

i2 = ��; j2 = ��; k2 = ���

ij = �ji = k; jk = �kj = �i

ki = �ik = �j; �; � 2 R

H�� n¬n her bir eleman¬na, bir genelleştirilmi̧s kuaterniyon ad¬ verilir. Burada

a�; a1; a2; a3 reel say¬lar¬na q genelleştirilmi̧s kuaterniyonun bileşenleri denir. Bun-

dan sonraki bölümlerde, bir genelleştirilmi̧s kuaterniyonlar için q = a�1+a1i+a2j+

a3k gösterimi kullan¬lacakt¬r. i; j; k birimleri 3-boyutlu reel vektör uzay¬n¬n bir dik

koordinat sistemi olarak al¬nabilir. Dolays¬yla, q = a�+a1i+a2j+a3k kuaterniyonun

skalar k¬sm¬Sq ve vektörel k¬sm¬
�!
V q olmak üzere iki k¬sma ayr¬l¬r.

q = Sq +
�!
V q

biçiminde yaz¬l¬r. Burada

Sq = a�;
�!
V q = a1i+ a2j + a3k

dir.

Özel Haller

(i) � = � = 1 seçilmesi durumunda reel kuaterniyonlar elde edilir.
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(ii) � = 1; � = �1 seçilmesi durumunda split kuaterniyonlar elde edilir.

(iii) � = 1; � = 0 seçilmesi durumunda semi-kuaterniyonlar elde edilir.

(iv) � = �1; � = 0 seçilmesi durumunda split semi-kuaterniyonlar elde edilir.

(v) � = 0; � = 0 seçilmesi durumunda 1
4
� kuaterniyonlar elde edilir(Rosenfeld

1997).

q = a� + a1i+ a2j + a3k ve p = b� + b1i+ b2j + b3k iki genelleştirilmi̧s kuaterniyon

toplam¬

q + p = (Sq + Sp) + (Vq + Vp)

= (a� + b�) + (a1 + b1)i+ (a2 + b2)j + (a3 + b3)k;

eşili¼gi ile tan¬ml¬d¬r. � 2 R ve q = a�1 + a1i+ a2j + a3k olmak üzere �q d¬̧s i̧slemi

�q = (�a�)1 + (�a1)i+ (�a2)j + (�a3)k

ile tan¬ml¬d¬r. Bu iki i̧slem ile birlikte H�� cümlesi reel say¬lar cismi üzerinde 4-

boyutlu bir vektör uzay¬olur. Ayr¬ca q = a�+a1i+a2j+a3k ve p = b�+b1i+b2j+b3k

iki genelleştirilmi̧s kuaterniyon çarp¬m¬

� : H�� �H�� ! H��

(q; p) ! q � p = qp

olmak üzere

qp = SqSp � g(Vq; Vp) + SqVp + SpVq + Vq ^ Vp
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veya

qp =

26666664
a� ��a1 ��a2 ���a3
a1 a� ��a3 �a2

a2 �a3 a� ��a1
a3 �a2 a1 a�

37777775

26666664
b�

b1

b2

b3

37777775
olarak tan¬mlan¬r. Burada

g : ImH�� � ImH�� ! R

(Vq; Vp) ! g(Vq; Vp) = �a1b1 + �a2b2 + ��a3b3;

ve

^ : ImH�� � ImH�� ! ImH��

(Vq; Vp) ! Vq ^ Vp =

���������
�i ��j k

a1 a2 a3

b1 b2 b3

���������
= �(a2b3 � a3b2)i� �(a1b3 � a3b1)j + (a1b2 � a2b1)k

d¬r. ImH�� = fa1i + a2j + a3k : a1; a2; a3 2 Rg d¬r. Bu i̧slem ile birlikte H�� ya

genelleştirilmi̧s kuaterniyon cebiri denir.

Burada � = � = 1 seçilmesi durumunda Öklid uzay¬ndaki iç çarp¬m ve vektörel

çarp¬m elde edilir. � = 1; � = �1 seçilmesi durumunda, E42 yar¬Öklidyen uzay¬n-

daki iç çarp¬m ve vektöral çarp¬m elde edilir.

4.1. Genelleştirilmi̧s Kuaterniyonlar Üzerinde Temel ·I̧slemler

1) Eşlenik:

(; ) : H�� ! H��

q = Sq + Vq ! q = Sq � Vq
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biçiminde tan¬mlan¬r ve buna göre bir q = a�1 + a1i + a2j + a3k olmak üzere q

genelleştirilmi̧s kuaterniyon eşleni¼gi q = a�1 � a1i � a2j � a3k olur. Eşlenik i̧slemi

aşa¼g¬daki özeliklere sahiptir.

i) pq = qp; 8 p; q 2 H��

ii) �p+ �q = �p+ �q, �; � 2 R ve p; q 2 H��

iii) q = q; 8q 2 H��

2) Norm:

N : H�� ! R

q ! Nq = qq = qq

biçiminde tan¬mlanan N i̧slemine H�� üzerinde norm denir. q = a�1+a1i+a2j+a3k

olmak üzere q genelleştirilmi̧s kuaterniyonun Nq normu

Nq = a
2
� + �a

2
1 + �a

2
2 + ��a

2
3

reel say¬s¬ile tan¬ml¬d¬r. Norm i̧slemi aşa¼g¬daki özeliklere sahiptir.

i) Npq = NpNq; 8q; p 2 H��

ii) N�q = �2Nq; 8� 2 R;8q 2 H��

3) ·Invers:

(; )�1 : H�� ! H��

q ! q�1 =
q

Nq
; Nq 6= 0
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biçiminde tan¬mlanan i̧sleme H�� da invers i̧slemi denir. Nq 6= 0 olmak üzere bir

genelleştirilmi̧s kuaterniyonun inversi

q�1 =
a�1� a1i� a2j � a3k
a2� + �a

2
1 + �a

2
2 + ��a

2
3

d¬r. ·Invers i̧slemi aşa¼g¬daki özeliklere sahiptir.

i) (pq)�1 = q�1p�1; 8q; p 2 H�� ve Nq 6= 0; Np 6= 0

ii) (�q)�1 = 1
�
q�1; 8� 2 R;8q 2 H�� ve Nq 6= 0

iii) Nq�1 = 1
Nq
; 8q 2 H�� ve Nq 6= 0:

4) ·Iki genelleştirilmi̧s kuaterniyonun skalar çarpm¬:

q = Sq + Vq ve p = Sp + Vp iki genelleştirilmi̧s kuaterniyon olmak üzere

h; i : H�� �H�� ! R

(q; p) ! hq; pi = SqSp + g(Vq; Vp)

= a�b� + �a1b1 + �a2b2 + ��a3b3

= S(pq)

şeklinde tan¬mlanan i̧sleme iki genelleştirilmi̧s kuaterniyonun skalar çarp¬m¬denir.

4.2. Genelleştirilmi̧s Kuaterniyonlar¬n Lie Grubu ve Lie Cebiri

Teorem 4.2.1

G = fq 2 H�� : Nq = 1g bir Lie grubudur.
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·Ispat:

(i) G cümlesi genelleştirilmi̧s kuaterniyon çarp¬m¬na göre bir gruptur ve bu grubunun

birim eleman¬e = 1 dir.

(ii) G; E4�� de 3-boyutlu bir manifold dur. f fonksiyonu

f : H�� ! R

q ! f(q) = hq; qi

= a2� + �a
2
1 + �a

2
2 + ��a

2
3

olarak tan¬mlayal¬m. fx�; x1; x2; x3g ; E4�� uzay¬n¬n koordinat sistemi olsun. f

fonksiyonun koordinat fonksiyonla¬cinsinden

f = x2� + �x
2
1 + �x

2
2 + ��x

2
3;

olarak yaz¬labilir. f fonksiyonu diferensiyellebilir dir ve f nin jakobiyen matrisi

J(f) = [
@f

@x�

@f

@x1

@f

@x2

@f

@x3
]

= [2x� 2�x1 2�x2 2��x3]

dir. J(f) matrisin rank¬bir dir. f�1(1) = G dir. 1 de¼geri f nin bir regüler de¼geri

oldu¼gundan G; E4�� de 3 boyutlu bir manifold olur.

(iii)

� : H�� �H�� ! H��

�(q; p) = qp
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ve

� : G! G

�(q) = q�1 = q

dönüşümlerinin diferensiyellenebilir oldu¼gu gösterebilir. Böylece

G = fq 2 H�� : Nq = 1g

cümlesi bir Lie grubu olur. G nin Lie cebirini bulmak için TG(e) yi bulmak yeterlidir.

Teorem 4.2.2:

G Lie grubunun Lie cebiri Im H�� d¬r.

·Ispat:

�e 2 TG(e) olsun. G içinde �e yi h¬z vektörü olarak kabul eden bir 
 e¼grisi alal¬m.

Yani 
 (0) = 1 ve 
0 (0) = �e olacak biçimde G içinde en az bir


 : I ! G


 (s) = a� (s) + a1 (s) i+ a2 (s) j + a3 (s) k

e¼grisi vard¬r. 
 (s) 2 G oldu¼gundan

a2� (s) + �a
2
1 (s) + �a

2
2 (s) + ��a

2
3 (s) = 1

dir. Bu eşitli¼gin s = 0 noktas¬nda türevini al¬n¬rsa,

2a� (s) a
0
� (s) + 2�a1 (s) a

0
1 (s) + 2�a2 (s) a

0
2 (s) + 2��a3 (s) a

0
3 (s) = 0

eşitli¼gin elde edilir.
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a� (0) = 1; a1 (0) = 0; a2 (0) = 0; a3 (0) = 0 oldu¼gundan a0� (0) = 0 olur. TG(e);

e noktas¬ndan geçen e¼grilerin h¬z vektörlerinin kümesidir. TG(e) deki her vektörü,

Im H�� nin e noktas¬ndaki te¼get uzay¬n¬n
n

@
@x1
; @
@x2
; @
@x3

o
baz¬ndaki vektörlerin bir

lineer birleşimi olarak yazabiliriz. Buna göre a0� (0) = 0 h¬z vektörü

a0�(0) = a
0
� (0)

@

@x�
+ a01 (0)

@

@x1
+ a02 (0)

@

@x2
+ a03 (0)

@

@x3

dir. a0� (0) = 0 oldu¼gundan TG(e) � Sp
n

@
@x1
; @
@x2
; @
@x3

o
d¬r.

boyG = boyTG(e) = 3 oldu¼gundan TG(e) = Sp
n

@
@x1
; @
@x2
; @
@x3

o
bulunur. Öyle ise G

nin Lie cebriri Im H�� d¬r.

TG(e) ' ImH�� = fa1i+ a2j + a3k : a1; a2; a3 2 Rg

olur. TG(e); E3�� = fq = (a1; a2; a3) : a1; a2; a3 2 R; g(q; q) = �a21+�a22+��a23g deki

çat¬n¬n e noktas¬na taş¬nm¬̧s halidir. �l(G) Lie cebiri E
3
�� ile özdeşlenebilir.
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4.3 Bir Lie Grubu ve Lie Cebiri ·Için Adjoint Dönüşümler

1) G Lie Grubunun Matris Temsili

G = fq 2 H�� : Nq = 1g ve g 2 G için

int g : G! G

x ! int g(x) = gxg
�1

birebir, örten ve di¤erensiyellenebilir olan int g fonksiyonunu tan¬mlayal¬m.

Bu fonksiyonun türev dönüşümünün grubun birim eleman¬olan e = 1 noktas¬nda

k¬s¬tlamas¬na adjoint dönüşümü denir. Bir q 2 H�� için

adq : TG(e)! TG(e)

p ! adq(p) = qpq�1

dir. TG(e) = Sp fi; j; kg oldu¼gundan fi; j; kg baz¬na göre

adq =

26664
a2� + �a

2
1 � �a22 � ��a23 2�(a1a2 � a�a3) 2�(a1a3 + a�a2)

2�a�a3 + 2 �a1a2 a2� + �a
2
1 � �a22 � ��a23 2��a2a3 � 2�a�a1

2�a1a3 � 2 a�a2 2a�a1 + 2�a2a3 a2� � �a21 � �a22 + ��a23

37775

bulunur.

Özel Haller

(i) Burada � = 1; � = 1 seçilmesi durumunda reel kuaterniyonlar ele edilir. Böyle-
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likle reel kuaterniyonlar için bilinen

adq =M =

26664
a2� + a

2
1 � a22 � a23 2(a1a2 � a�a3) 2(a1a3 + a�a2)

2a�a3 + 2 a1a2 a2� + a
2
1 � a22 � a23 2a2a3 � 2a�a1

2a1a3 � 2 a�a2 2a�a1 + 2a2a3 a2� � a21 � a22 + a23

37775

elde edilir. MM t= I3 ve detM = 1 oldu¼gundan M ortogonal olup adq dönüşümü

R3 te dönmelere kaŗs¬l¬k gelir. Dönme ekseni S = (s1; s2; s3) olmak üzere

M = I + sin �S + (1� cos �)S2

şeklinde yaz¬labilir. Burada � dönme aç¬s¬ve S anti-simetrik bir matris olup

S =

26664
0 s3 s2

�s3 0 �s1
�s2 s1 0

37775

şeklindedir.

(ii) Ayn¬şekilde � = 1; � = �1 seçilmesi durumunda bölünmüş kuaterniyonlar elde

edilir.

adq = N =

26664
a2� + a

2
1 + a

2
2 + a

2
3 �2a1a2 + 2a�a3 �2(a1a3 + a�a2)

2a�a3 + 2 a1a2 a2� � a21 � a22 + a23 �2a2a3 � 2a�a1
2a1a3 � 2 a�a2 2a�a1 � 2a2a3 a2� � a21 + a22 � a23

37775
elde edilir.

" =

26664
�1 0 0

0 1 0

0 0 1

37775 olmak üzere N t"N" = 1 d¬r. Ayr¬ca detN = 1 oldu¼gundan N

yar¬-ortogonal olup, adq dönüşümü Minkowski 3 uzay¬nda dönmelere kaŗs¬l¬k gelir.
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Dönme ekseni C = (c1; c2; c3) olmak üzere

N = I + sinh �C + (1� cosh �)C2

şeklinde yaz¬labilir. Burada � dönme aç¬s¬ve Ct = �"C" eşitli¼gini sa¼glayan C anti-

simetrik

C =

26664
0 c3 �c2
c3 0 �c1
�c2 c1 0

37775 :

şeklindedir. Bu sonuç (Kula 2003) ayn¬d¬r.

Theorem 4.3.1.

" =

26664
� 0 0

0 � 0

0 0 ��

37775 olmak üzere (adq)t"(adq) = " d¬r. Yani adq quasi-ortogonal

dir. Ayr¬ca, det adq = 1 oldu¼gundan adq lineer dönüşümü TG(e) = ImH�� de

izometridir.

Theorem 4.3.2.

q 2 H��; Nq = 1; �; � 2 R+olmak üzere

adq = I + sin �S + (1� cos �)S2

dir.
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2) Lie Çarp¬m¬

G = fq 2 H�� : Nq = 1g Lie grubunun sol invaryant vektör alanlar¬n¬n cümlesini

�l(G) = fX : (lg)�(X) = Xg

ile gösterelim. Bu cümle e noktasindaki tanjant uzay ile izomorftur, yani �l(G) '

TG(e) dir.

[ ; ] : TG(e)� TG(e)! TG(e)

(X;Y ) ! [X; Y ] = DXY �DYX

şeklinde tan¬mlanan çarp¬m bir Lie çarp¬m¬olur ve (TG(e); [; ]) ikilisi G = fq 2 H�� :

Nq = 1g Lie grubunun Lie cebiridir. Şimdi Lie çarp¬m¬n¬n kural¬n¬bulal¬m.

s = 0 da e noktas¬ndan geçen ve 
01(0) = i olan bir


1 : I ! G

s ! 
1(s)

e¼grisi alal¬m. g 2 G omlak üzere (lg)(
1(s))) = �1(s) olacak şekilde

�1 : I ! G

s ! �1(s)

e¼grisi vard¬r. Öyle ki (lg)�(
01(0)) = �
0
1(0) d¬r.

(lg)�(

0
1(0)) = �

0
1(0) eşitili¼ginde g = g� + g1i+ g2j + g3k al¬n¬rsa

�01(0) = g � i = ��g1 + g0i+ �g3j � g2k

=
�!
X 1
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Ayn¬şekilde s = 0 da e noktas¬ndan geçen ve 
02(0) = j olan bir


2 : I ! G

s ! 
2(s)

e¼grisi alal¬m. g 2 G omlak üzere (lg)(
2(s))) = �2(s) olacak şekilde

�2 : I ! G

s ! �2(s)

e¼grisi vard¬r. Öyle ki (lg)�(
02(0)) = �
0
2(0) d¬r.

�02(0) = g � j = ��g2 � �g3i+ g0j + g1k

=
�!
X 2;

s = 0 da e noktas¬ndan geçen ve 
03(0) = k olan bir


3 : I ! G

s ! 
3(s)

e¼grisi alal¬m. g 2 G omlak üzere (lg)(
3(s))) = �3(s) olacak şekilde

�3 : I ! G

s ! �3(s)

e¼grisi vard¬r. Öyle ki (lg)�(
03(0)) = �
0
3(0) d¬r.

�03(0) = g � k = ���g3 + �g2i� � g1j + g0k

=
�!
X 3;
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eşitlikleri bulunur. Dolays¬yla �l(G) nin bir baz¬fX1; X2; X3g dir, baz vektörlerini

�(E4��) ün baz vektörlerin bir lineer birleşimi olarak yazabiliriz.

�!
X 1 = ��g1

@

@x0
+ g0

@

@x1
+ �g3

@

@x2
� g2

@

@x3

�!
X 2 = ��g2

@

@x0
� �g3

@

@x1
+ g0

@

@x2
� g1

@

@x3

�!
X 3 = ���g3

@

@x0
+ �g2

@

@x1
� �g1

@

@x2
+ g0

@

@x3

yazabiliriz.

Böylece �l(G) üzerinde braket öperatörünü ten¬mlayabiliriz. Bunun için �l(G) nin

baz elemanlar¬n¬n çarp¬m kural¬n¬vermek yeterlidir.

D�!
X1

�!
X 2 = (���g3; �g2;��g1; g0);

D�!
X2

�!
X 1 = ( ��g3;��g2; �g1; g0)

bulunur.

[
�!
X 1;

�!
X 2 ] = 2

�!
X 3 olur. Ayn¬şekilde

D�!
X2

�!
X 3 = ( ��g1;��g0; ���g3; �g2)

D�!
X3

�!
X 2 = ( ���g1; �g0; ��g3;��g2)

bu eşitliklerden [
�!
X 2;

�!
X 3 ] = 2�

�!
X 1 bulunur. Son olarak

D�!
X1

�!
X 3 = ( ���g2;���g3; ���g0; �g1)

D�!
X3

�!
X 1 = ( ��g2; ��g3; ��g0;��g1);
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eşitliklerinden [
�!
X 3;

�!
X 1 ] = 2�

�!
X 1 bulunur.

�l(G) ' TG(e) oldu¼gundan TG(e) üzerindenki braket çarp¬m kural¬n¬ verebiliriz.

Burada
�!e i = (

@

@xi
) je i = 1; 2; 3

olmak üzere (
h�!
X 1;

�!
X 2

i
) je= 2

��!
X 3

�
jeolur.

h��!
X 1

�
je;
��!
X 2

�
je
i
= 2�!e 3 buradan

da [�!e 1;�!e 2] = 2�!e 3 bulunur. Ayn¬şekilde [�!e 2;�!e 3] = 2��!e 1 ve [�!e 3;�!e 1] = 2��!e 2
eşitlikleri elde edilir. Burada � = � = 1 seçilmesi durumunda reel kuaterniyonlar

için braket çarp¬m¬n¬n kurallar¬elde edilir. � = 1; � = �1 seçilmesi durumunda ise

split kuaterniyonlar için braket çarp¬m¬n¬n kurallar¬elde edilir.

3) G in Lie cebirinin matris gösterimi

�!
X 2 TG(e) olmak üzere

Ad�!
X

: TG(e)! TG(e)

�!
Y ! Ad�!

X
(
�!
Y ) =

h�!
X;
�!
Y
i

dönüşümünü tan¬mlayal¬m. Bu lineer dönüşüme kaŗs¬l¬k gelen matris Lie cebrinin

matris temsilidir.

Teorem 4.3.3.

�!
X = x1e1 + x2e2 + x3e3 olmak üzere Ad�!X =

26664
0 �2�x3 2�x2

2�x3 0 �2�x1
2 x2 2 x1 0

37775
d¬r.

·Ispat:
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�!
X = x1e1 + x2e2 + x3e3 olmak üzere lineer dönüşüme kaŗsl¬k gelen matrisi bulal¬m.

Ad�!
X
(�!e 1) =

h�!
X;�!e 1

i
= [x1e1 + x2e2 + x3e3;

�!e 1]

[e1; e2] = 2e3; [e2; e3] = 2�e1; [e3; e1] = 2�e2; [e1; e1] = [e2; e2] = [e3; e3] = 0 ve Lie

çarp¬m¬lineer oldu¼gundan:

[x1e1 + x2e2 + x3e3;
�!e 1] = 0e1 + 2�x3e2 � 2�x2e3

olarak bulunur. Ay¬ca,

Ad�!
X
(�!e 2) =

h�!
X;�!e 2

i
= [x1e1 + x2e2 + x3e3;

�!e 2]

= �2�x3e1 + 0e2 � 2�x1e3

ve

Ad�!
X
(�!e 3) =

h�!
X;�!e 3

i
= [x1e1 + x2e2 + x3e3;

�!e 3]

= �2�x2e1 � 2�x1e2 + 0e3:

O halda Ad�!
X
lineer dönüşüme kaŗs¬l¬k gelen matris Lie cebrinin matris olup

Ad�!
X
=

26664
0 �2�x3 2�x2

2�x3 0 �2�x1
2 x2 2 x1 0

37775
d¬r.
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Burada � = � = 1 seçilmesi durumunda reel kuaterniyonlar cebirinin matris temsili

elde edilir. � = 1; � = �1 seçilmesi durumunda ise split kuaterniyonlar cebirinin

matris temsili elde edilir.

4) Killing bi-lineer formu

K : TG(e)� TG(e)! TG(e)

(
�!
X;
�!
Y ) ! K(

�!
X;
�!
Y ) = iz(Ad�!

X
Ad�!

Y
)

böyle tan¬mlanan K dönüşümüne G Lie grubunun killing bi-lineer formu denir. K

dönüşümü aşa¼g¬daki özeliklere sahiptir.

i) K bi-lineerdir.

ii) K(
�!
X;
�!
Y ) = K(

�!
Y ;
�!
X )

iii) K(
�!
X;
�!
Y ) = K(adg

�!
X; adg

�!
Y ):

Teorem 4.3.4.

g : ImH�� � ImH�� ! ImH��

(
�!
X;
�!
Y ) ! g(

�!
X;
�!
Y ) = �x1y1 + �x2y2 + ��x3y3

olmak üzere

K(
�!
X;
�!
Y ) = �8g(�!X;�!Y )

dir.

·Ispat:
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�!
X = x1e1 + x2e2 + x3e3 ve

�!
Y = y1e1 + y2e2 + y3e3 olmak üzere:

Ad�!
X
=

26664
0 �2�x3 2�x2

2�x3 0 �2�x1
2 x2 2 x1 0

37775
ve

Ad�!
Y
=

26664
0 �2�y3 2�y2

2�y3 0 �2�y1
2 y2 2 y1 0

37775

Ad�!
X
Ad�!

Y
=

26664
0 �2�x3 2�x2

2�x3 0 �2�x1
2 x2 2 x1 0

37775
26664

0 �2�y3 2�y2

2�y3 0 �2�y1
2 y2 2 y1 0

37775
d¬r.

Ad�!
X
Ad�!

Y
=

26664
�4��x3y3 � 4�x2y2 �4�x2y1 4��x3y1

4�x1y1 �4��x3y3 � 4�x1y1 4��x3y2

4�x1y3 4�x2y3 �4 �x2y2 � 4�x1y1

37775
bu matrisin köşegen elemanlar¬n¬n toplam¬:

iz(Ad�!
X
Ad�!

Y
) = �8(�x1y1+�x2y2+��x3y3) böylelikle iz(Ad�!XAd�!Y ) = �8g(

�!
X;
�!
Y ):

Teorem 4.3.5.

� ve � iki pozitif reel say¬olsun. Bu durumda G = fq 2 H�� : Nq = 1g kompakt

olur.
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·Ispat:

K(
�!
X;
�!
Y ) < 0 ise Lie grubu kompakt olur. Burada � ve � iki pozitif reel say¬

oldu¼gundan g(
�!
X;
�!
Y ) > 0 dolays¬yla K(

�!
X;
�!
Y ) < 0 olur bu da ispat¬tamamlar.

Teorem 4.3.6

G Lie grubunun Killing bi-lineer formuna kaŗs¬l¬k gelen matris K ve

� =

26664
� 0 0

0 � 0

0 0 ��

37775
olmak üzere K = �8� d¬r.

·Ispat:

G Lie grubunun Killing bi-lineer formuna

K : TG(e)� TG(e)! TG(e)

(
�!
X;
�!
Y ) ! K(

�!
X;
�!
Y ) = �8g(�!X;�!Y )

şeklinde bir lineer dönüşümün olup TG(e) ' Sp fe1; e2; e3g oldu¼gundan

K =

26664
K(e1; e1) K(e1; e2) K(e1; e3)

K(e2; e1) K(e2; e2) K(e2; e3)

K(e3; e1) K(e3; e2) K(e3; e3)

37775 ;
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şeklindedir. Buradan

K =

26664
�8� 0 0

0 �8� 0

0 0 �8��

37775
= �8�:

4.4 Hamilton Operatörleri ve Özelikler

Bu bölümde
+

H ve
�
H operatörlerine kaŗs¬l¬k gelen Hamilton matrisleri tan¬mlanacak

ve özelikleri ifade edilecektir. Bu bölümdeki çal¬̧smalar¬m¬zda, � = � = 1 seçilmesi

durumunda reel kuaterniyonlar için
+

H ve
�
H operatörlerine kaŗs¬l¬k gelen Hamilton

matrisleri elde edilir. � = 1, � = �1 seçilmesi durumunda ise split kuaterniyonlar

için
+

H ve
�
H operatörlerine kaŗs¬l¬k gelen Hamilton matrisleri elde edilir.

q = a�1 + a1i+ a2j + a3k reel genelleştirillmi̧s bir kuaterniyonun olsun,

+

hq : H�� ! H��
+

hq(x) = qx; x 2 H��

lineer dönüsümüne kaŗs¬l¬k gelen matris
+

H(q) ise

+

hq(1) = (a�1 + a1i+ a2j + a3k)1 = a�1 + a1i+ a2j + a3k;
+

hq(i) = (a�1 + a1i+ a2j + a3k)i = ��a1 + a�i+ �a3j � a2k;
+

hq(j) = (a�1 + a1i+ a2j + a3k)j = ��a2 � �a3i+ a�j + a1k;
+

hq(k) = (a�1 + a1i+ a2j + a3k)k = ���a3 � �a2i� �a1j + a�k
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eşitliklerinden

+

H(q) =

26666664
a� ��a1 ��a2 ���a3
a1 a� ��a3 �a2

a2 �a3 a� ��a1
a3 �a2 a1 a�

37777775 .

�
hq : H�� ! H��

�
hq(x) = xq; x 2 H��

lineer dönüsümüne kaŗs¬l¬k gelen matris
�
H(q) ise

�
hq(1) = 1(a�1 + a1i+ a2j + a3k) = a�1 + a1i+ a2j + a3k;
�
hq(i) = i(a�1 + a1i+ a2j + a3k) = ��a1 + a�i� �a3j + a2k;
�
hq(j) = j(a�1 + a1i+ a2j + a3k) = ��a2 + �a3i+ a�j � a1k;
�
hq(k) = k(a�1 + a1i+ a2j + a3k) = ���a3 � �a2i+ �a1j + a�k.

eşitliklerinden;

�
H(q) =

26666664
a� ��a1 ��a2 ���a3
a1 a� �a3 ��a2
a2 ��a3 a� �a1

a3 a2 �a1 a�

37777775
olarak bulunur. Burada

+

H(q) ve
�
H(q) matrislerine q genellestirilmis kuaterniyonuna

kaŗs¬l¬k gelen Hamilton matrisleri denir.
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M =

8>>>>>><>>>>>>:

26666664
a� ��a1 ��a2 ���a3
a1 a� �a3 ��a2
a2 ��a3 a� �a1

a3 a2 �a1 a�

37777775 : a�; a1; a2; a3; �; � 2 R
9>>>>>>=>>>>>>;
olmak üzere

+

H : H�� !M

x !
+

H(x) = qx;

dönüsümü lineer izomor�zimdir. Ayr¬ca H+(qp) = H+(q)H+(p) esitligi saglan¬r.

N =

8>>>>>><>>>>>>:

26666664
a� ��a1 ��a2 ���a3
a1 a� �a3 ��a2
a2 ��a3 a� �a1

a3 a2 �a1 a�

37777775 : a�; a1; a2; a3; �; � 2 R
9>>>>>>=>>>>>>;
olmak üzere

�
H : H�� !M

x !
�
H(x) = xq;

dönüsümü lineer izomor�zimdir. Ayr¬ca H�(qp) = H�(q)H�(p) eşitli¼gi sa¼glan¬r.

H+ ve H� tan¬mlar¬ndan aşa¼g¬daki eşitlikleri verebiliriz,

+

H(1) =
�
H(1) = I4

+

H(i) = E1;
+

H(j) = E2;
+

H(k) = E3;

�
H(i) = F1;

�
H(j) = F2;

�
H(k) = F3;

olmak üzere
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E1 =

26666664
0 �� 0 0

1 0 0 0

0 0 0 ��

0 0 1 0

37777775 ; E2 =
26666664
0 0 �� 0

0 0 0 �

1 0 0 0

0 �1 0 0

37777775 ; E3 =
26666664
0 0 0 ���

1 0 � 0

0 � 0 0

1 0 0 0

37777775

F1 =

26666664
0 �� 0 0

1 0 0 0

0 0 0 �

0 0 �1 0

37777775 ; F2 =
26666664
0 0 �� 0

0 0 0 ��

1 0 0 0

0 1 0 0

37777775 ; F3 =
26666664
0 0 0 ���

1 0 � 0

0 �� 0 0

1 0 0 0

37777775
matrisleri 4� 4 reel matrislerdir. Ayr¬ca

E1E1 = ��I4; E2E2 = ��I4; E3E3 = ���I4;

E1E2 = � E2E1 = E3;

E2E3 = �E3E2 = �� E1;

E3E1 = �E1E3 = �E2; ve

F1F1 = ��I4; F2F2 = ��I4; F3F3 = ���I4;

F1F2 = � F2F1 = �F3;

F2F3 = �F3F2 = ��F1;

F3F1 = �F1F3 = ��F2;

eşitlikleri sa¼glan¬r.

E1; E2; E3 ve F1; F2; F3 matrislerinin özelikleri i; j; k genelleştirilmis kuaterniyon bir-
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imleri ile özdeştir. H+ ve H� lineer oldu¼gundan

+

H(q) = a�I + a1E1 + a2E2 + a3 E3
�
H(q) = a�I + a1F1 + a2F2 + a3 F3

yazabiliriz. q = a�1 + a1i+ a2j + a3k ve p = b�1 + b1i+ b2j + b3k olmak üzere

+

H(q)p =

26666664
a� ��a1 ��a2 ���a3
a1 a� ��a3 �a2

a2 �a3 a� ��a1
a3 �a2 a1 a�

37777775

26666664
b�

b1

b2

b3

37777775

=

26666664
a�b� � �a1b1 � �a2b2 � ��a3b3
a1b� + a�b1 � �a3b2 + �a2b2
a2a� + �a3b1 + a�b2 � �a2b3
a3b� � a2b1 + a1b2 + a�b3

37777775 :

oldugundan H+(q)p = qp eşitli¼gi elde edilir.

�
H(q)p =

26666664
b� ��b1 ��b2 ���b3
b1 b� �b3 ��b2
b2 ��b3 b� �b1

b3 b2 �b1 b�

37777775

26666664
a�

a1

a2

a3

37777775

=

26666664
a�b� � �a1b1 � �a2b2 � ��a3b3
a1b� + a�b1 � �a3b2 + �a2b2
a2a� + �a3b1 + a�b2 � �a2b3
a3b� � a2b1 + a1b2 + a�b3

37777775

oldugundan H�(p)q = qp eşitli¼gi elde edilir.
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Teorem 4.4.1.

q birim genelleştirillmi̧s kuaterniyon olmak üzere
+

H;
�
H operatörlerinden üretilen

matrisler ortogonaldir.

·Ispat:

� =

26666664
1 0 0 0

0 � 0 0

0 0 � 0

0 0 0 ��

37777775 olmak üzere e¼ger
�
+

H(q)

�t
�
+

H(q) = � eşitli¼gi sa¼glan¬yorsa,
+

H

operatörüne kaŗs¬l¬k gelen matris ortogonaldir.

Ayn¬̧sekilde
�
H operatörüne kaŗs¬l¬k gelen matris ortogonal olabilmesi için

�
�
H(q)

�t
�
�
H(q) =

� eşitli¼gini sa¼glanmas¬gerekir ve det
�
+

H(q)

�
= (Nq)

2 ; det

�
�
H(q)

�
= (Nq)

2 :

Teorem 4.4.2.

q ve p iki genelleştirilmi̧s kuaterniyon ve � reel bir say¬olmak üzere
+

H ve
�
H oper-

atörleri aşa¼g¬daki özelikleri sa¼glarlar.

(i) q = p ,
+

H(q) =
+

H(p),
�
H(q) =

�
H(p)

(ii)
+

H(q + p) =
+

H(q) +
+

H(p);
�
H(q + p) =

�
H(q) +

�
H(p)

(iii)
+

H(�q) = �
+

H(q);
�
H(�q) = �

�
H(q)

(iv) iz
�
+

H(q)

�
= 4a�; iz

�
�
H(q)

�
= 4a�

(v) det
�
+

H(q)

�
= N2

q ; det

�
�
H(q)

�
= N2

q
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(vi)
+

H(qp) =
+

H(q)
+

H(p);
�
H(qp) =

�
H(p)

�
H(q)

(vii)
+

H(q�1) = [
+

H(q)]�1;
�
H(q�1) = [

�
H(q)]�1; N2

q 6= 0

(viii) [
+

H(q)]t�
+

H(q) = �; [
�
H(q)]t�

�
H(q) = �

(ix)
+

H(q)p = qp ,
�
H(p)q = qp

(x)
+

H(q)
�
H(p) =

�
H(p)

+

H(q)

·Ispat:

(i) (ii) (iii) (iv) özelikleri
+

H ve
�
H operatörlerinin tan¬m¬ndan yaralanarak rahatl¬kla

ispat edilir.

Teorem 4.4.3.

+

H ve
�
H dönüşümlerine kaŗsl¬k gelen matrisler de¼gi̧smelidir.

·Ispat:

Her hangi r; q ve p genelleştirilmi̧s kuaterniyonunu ele alal¬m.

(pr)q =
+

H(pr)q

=
+

H(p)
+

H(r)q

=
+

H(p)
�
H(q)r
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Şimdi de

p(rq) =
+

H(rq)p

=
+

H(q)
+

H(r)p

=
�
H(q)

+

H(p)r

r key� oldu¼gundan
+

H(p)
�
H(q) =

�
H(q)

+

H(p) eşitli¼gi elde edilir. Bu da ispat¬m¬z¬

tamamlar.

4.5 Genelleştirillmi̧s Kuaterniyonlar¬n Kutupsal Formu

(i) � ve � yi pozitif say¬alal¬m. q = a�1 + a1i + a2j + a3k reel genelleştirillmi̧s

kuaterniyonu,

q = r(cos � +�!u sin �)

biçiminde kutupsal formuda ifade edilibilir. Burada

r =
p
Nq =

q
a2� + �a

2
1 + �a

2
2 + ��a

2
3;

cos � =
a�p
Nq
; sin � =

p
�a21 + �a

2
2 + ��a

2
3p

Nq

özelikllerini sa¼glayan bir � aç¬s¬var ve �!u birim vektörü

�!u = (u1; u2; u3) =
1p

�a21 + �a
2
2 + ��a

2
3

(a1; a2; a3)

d¬r.

Tan¬m 4.5.1.

Birim genelleştirillmi̧s kuaterniyonlar¬n cümlesi S3�� ve birim genelleştirillmi̧s vektör
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cümlesi S2�� olmak üzere

S3�� =
�
q = x� + (x1; x2; x3) 2 H�� : x2� + �x21 + �x22 + ��x23 = 1;�; � > 0

	
ve

S2�� = f�!w = (x1; x2; x3) 2 E3�� : �x21 + �x22 + ��x23 = 1;�; � > 0g

olsun.

Lemma 4.5.2.

�!w 2 S2�� olmak üzere

(cos �1 +
�!w sin �1) (cos �2 +�!w sin �2) = cos(�1 + �2) +�!w sin(�1 + �2)

d¬r.

Teorem 4.5.3. (De-Moivre Formü)

q 2 S3�� için q = cos � +�!u sin � olmak üzere

qn = cosn� +�!u sinn�

dir.

·Ispat:

·Ispat¬tümevar¬m yöntemiyle yapal¬m. n negatif olmayan bir tamsay¬olsun. n = 2

için teoremin do¼grulu¼gu Lemma 4.5.2. kullanarak

q2 = (cos � +�!u sin �)2 = cos 2� +�!u sin 2�
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gösterebilirik. (cos � +�!u sin �)n = cosn� +�!u sinn� oldu¼gunu varsayal¬m. (cos � +
�!u sin �)n+1 = cos(n+ 1)� +�!u sin(n+ 1)� oldu¼gunu gösterelim.

(cos � +�!u sin �)n+1 = (cos � +�!u sin �)n(cos � +�!u sin �)

= (cosn� +�!u sinn�)(cos � +�!u sin �)

= cos(n� + �) +�!u sin(n� + �)

= cos(n+ 1)� +�!u sin(n+ 1)�:

n negatif bir tamsay¬olsun,

q�1 = cos � ��!u sin �

q�n = cos(�n�) +�!u sin(�n�)

= cosn� ��!u sinn�:

Özel Hal

E¼ger � = � = 1 al¬rsak, q = a� + a1i+ a2j + a3k birim reel kuaterniyon olup, q n¬n

De-Moivre formü

qn = cosn� +�!u sinn�

dir (Cho 1998).

Örnek 4.5.4.

� ve � pozitif say¬alal¬m. q1 = 1
2
+ 1
2
( 1p

�
; 1p

�
; 1p

��
) birim genelleştirilmi̧s kuaterniyon

6. mertebeden (q61 = 1) ve q2 = �1
2
+ 1

2
( 1p

�
; 1p

�
; 1p

��
) 3. mertebeden(q32 = 1) dir.

Ayr¬ca q41 ve q
8
2 eşitir.
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·Ispat:

q1 = cos
�
3
+ 1p

3
( 1p

�
; 1p

�
1p
��
) sin �

3
) q61 = 1

q2 = cos
2�
3
+ 1p

3
( 1p

�
; 1p

�
1p
��
) sin 2�

3
) q32 = 1

(ii) � y¬pozitif ve � y¬negatif say¬alal¬m. O zaman q = a�1 + a1i+ a2j + a3k reel

genelleştirillmi̧s kuaterniyonun için üç durum vardir.

1) Nq = a2�+�a
2
1+ �a

2
2+��a

2
3 < 0: Çün 0 < a

2
� < ��a21� �a22���a23 d¬r; o zaman

�a21 + �a
2
2 + ��a

2
3 < 0 d¬r. q nun kutupsal formü

q = r(sinh � +�!u cosh �)

biçiminde ifade edilibilir. Burada

r =
q
jNqj =

q
ja2� + �a21 + �a22 + ��a23j;

sinh � =
a�p
jNqj

; cosh � =

p
��a21 � �a22 � ��a23p

jNqj

özeliklleri sa¼glayan bir � aç¬s¬var ve �!u birim genelleştirillmi̧s vektörü

�!u = (u1; u2; u3) =
1p

��a21 � �a22 � ��a23
(a1; a2; a3)

d¬r.

Özel Hal

E¼ger � = 1; � = �1 al¬rsak ve Nq = a2� + a
2
1 � a22 � a23 < 0: O zaman q spacelike

kuaterniyon olup, q nun kutupsal formü

q =
q
jNqj(sinh � +�!u cosh �)
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d¬r. Burada �!u , E31 de birim sapcelike vektördür (Özdemir 2006).

Teorem 4.5.5.

q = r(sinh � +�!u cosh �) olmak üzere

qn = rn(sinhn� +�!u coshn�)

dir.

2) Nq = a2�+�a
2
1+�a

2
2+��a

2
3 > 0 ve �a

2
1+�a

2
2+��a

2
3 < 0 olsun. Bu kuaterniyonun

kutupsal formu için

q = r(cosh � +�!u sinh �)

biçiminde ifade edilibilir. Burada

r =
p
Nq =

q
a2� + �a

2
1 + �a

2
2 + ��a

2
3;

cosh � =
a�p
Nq
; sinh � =

p
��a21 � �a22 � ��a23p

Nq

özeliklleri sa¼glayan bir � aç¬s¬var ve �!u birim vektörü

�!u = (u1; u2; u3) =
1p

��a21 � �a22 � ��a23
(a1; a2; a3)

d¬r.

Özel Hal

� = 1; � = �1 alal¬m. Nq = a2�+ a21� a22� a23 > 0 ve a21� a22� a23 < 0 olmak üzere q

bir timelike kuaterniyon dur ki vektöral k¬sm¬spacelike dir. q nun kutupsal formü

q =
p
Nq(cosh � +

�!u sinh �)
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d¬r. Burada

cosh � =
a�p
Nq
; sinh � =

p
�a21 + a22 + a23p

Nq

ve
�!u = 1p

�a21 + a22 + a23
(a1; a2; a3)

E31 de birim spacelike vektördür ve �!u 2 = +1 (Özdemir 2009).

3) Nq = a2�+�a
2
1+�a

2
2+��a

2
3 > 0 ve �a

2
1+�a

2
2+��a

2
3 > 0 olsun. Bu kuaterniyonun

kutupsal formü

q = r(cos � +�!u sin �)

biçiminde kutupsal formuda ifade edilibilir. Burada

r =
p
Nq =

q
a2� + �a

2
1 + �a

2
2 + ��a

2
3;

cos � =
a�p
Nq
; sin � =

p
�a21 + �a

2
2 + ��a

2
3p

Nq

özeliklleri sa¼glayan bir � aç¬s¬var ve �!u birim vektörü

�!u = (u1; u2; u3) =
1p

�a21 + �a
2
2 + ��a

2
3

(a1; a2; a3)

d¬r.

Özel Hal

� = 1; � = �1 alal¬m. Nq = a2� + a21 � a22 � a23 > 0 ve a21 � a22 � a23 > 0 olmak üzere

q bir timelike kuaterniyon ki vektöral k¬sm¬da timelike dir. q nun kutupsal formü

q =
p
Nq(cos � +

�!u sin �)

d¬r. Burada �!u , E31 de birim timeelike vektördür ve �!u 2 = �1 (Özdemir 2009).
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Tan¬m 4.5.6. (Genelleştirillmi̧s Kuaterniyonlar için Euler Formu)

�!w 2 S2�� için �!w 2 = �1 d¬r. Bu bilgiden yola ç¬karak

�!w 3 = ��!w ; �!w 4 = 1;

oldu¼gunu da görüp herhangi bir � için

ew� = 1 + w� � �
2

2!
� w�

3

3!
+
�4

4!
+ :::

= 1� �
2

2!
+
�4

4!
� :::+ w(� � �

3

3!
+
�5

5!
� :::)

= cos � + w sin �

yaz¬labilir. Burada

cos � = 1� x
2

2!
+
x4

4!
� :::

sin � = x� x
3

3!
+
x5

5!
� :::

aç¬l¬mlar¬n¬da kulland¬k.

4.6 Genelleştirillmi̧s Kuaterniyonlara Kaŗs¬l¬k Gelen Matrisler için De-

Moivre Formu

� ve � ni pozitif say¬alal¬m. q birim genelleştirilmi̧s kuaterniyon olsun. Sol çarp¬m

fonksiyonunu

'l : H�� ! H��

x ! 'l(x) = qx; x 2 H��

şeklinde tan¬mlayal¬m. Bu lineer dönüşüm bir dönmeye kaŗs¬l¬k geldi¼ginden, kolayca
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gösterilebilir ki aç¬y¬ve normu korur. 'l dönüşümünün matris temsili

A'l =

26666664
a� ��a1 ��a2 ���a3
a1 a� ��a3 �a2

a2 �a3 a� ��a1
a3 �a2 a1 a�

37777775

dir. q birim reel genelleştirilmi̧s kuaterniyon, q n¬n kutupsal formu q = cos �+�!u sin �

olmak üzere, kaŗs¬l¬k gelen matrisler için De-Moivre formülünü bulal¬m.

Teorem 4.6.1.

� : (H��;+; :)! (M(4;R);�;
)

�(a�1 + a1i+ a2j + a3k)!

26666664
a� ��a1 ��a2 ���a3
a1 a� ��a3 �a2

a2 �a3 a� ��a1
a3 �a2 a1 a�

37777775

şeklinde tan¬mlanan dönüşümü bir izomor�zimdir.

·Ispat

� dönüşümünün izomor�zim oldu¼gunu göstermek için 1-1, örten ve homomor�zma

oldu¼gunu göstermemiz gerekir. Öncelikle bu dönüşümün homomor�zma oldu¼gunu

yani aşa¼g¬daki eşitlikleri sa¼glad¬¼g¬n¬gösterelim.

�(q + p) = �(q)� �(p)

�(q:p) = �(q)
 �(p)
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p; q 2 H�� ve q = a� + a1i+ a2j + a3k; p = b� + b1i+ b2j + b3k olsun.

�(q + p) = � [(a� + b�) + (a1 + b1)i+ (a2 + b2)j + (a3 + b3)k]

=

26666664
a� + b� ��(a1 + b1) ��(a2 + b2) ���(a3 + b3)

a1 + b1 a� + b� ��a3 �(a2 + b2)

a2 + b2 �(a3 + b3) a� + b� ��(a1 + b1)

a3 + b3 �(a2 + b2) a1 + b1 a� + b�

37777775

=

26666664
a� ��a1 ��a2 ���a3
a1 a� ��a3 �a2

a2 �a3 a� ��a1
a3 �a2 a1 a�

37777775�
26666664
b� ��b1 ��b2 ���b3
b1 b� ��b3 �b2

b2 �b3 b� ��b1
b3 �b2 b1 b�

37777775
= �(q)� �(p):

Örten oldu¼gunu gösterelim. H�� = fq1; q2; :::; qn; :::g veM(4;R) = f�q1 ; �q2 ; :::; �qn ; :::g

olmak üzere her �qk 2 M(4;R) için �(qk) = �qk olacak şekilde qk 2 H�� vard¬r. �

dönüşümün 1-1 oldu¼gunu aşikar dir. Böylelikle ispat tamamlanm¬̧s oldu.

A'l matrisini kutupsal formda yazal¬m. q birim genelleştirilmi̧s kuaterniyon olsun.

q = a� + a1i+ a2j + a3k

= cos � +�!u sin �

= cos � + (u1; u2; u3) sin �

= cos � + (u1 sin �; u2 sin �; u3 sin �):

Buradan
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26666664
a� ��a1 ��a2 ���a3
a1 a� ��a3 �a2

a2 �a3 a� ��a1
a3 �a2 a1 a�

37777775 =
26666664

cos � ��u1 sin � ��u2 sin � ���u3 sin �

u1 sin � cos � ��u3 sin � �u2 sin �

u2 sin � �u3 sin � cos � ��u1 sin �

u3 sin � �u2 sin � u1 sin � cos �

37777775
şeklinde 'l matrisinin kutupsal formdaki ifadesine ulaşabiliriz.

Lemma 4.6.2.

A =

26666664
cos � ��u1 sin � ��u2 sin � ���u3 sin �

u1 sin � cos � ��u3 sin � �u2 sin �

u2 sin � �u3 sin � cos � ��u1 sin �

u3 sin � �u2 sin � u1 sin � cos �

37777775

B =

26666664
cos �0 ��u1 sin �0 ��u2 sin �0 ���u3 sin �0

u1 sin �
0 cos �0 ��u3 sin �0 �u2 sin �

0

u2 sin �
0 �u3 sin �

0 cos �0 ��u1 sin �0

u3 sin �
0 �u2 sin �0 u1 sin �

0 cos �0

37777775

olmak üzere A:B matrisi

A:B =

26666664
cos(� + �0) ��u1 sin(� + �0) ��u2 sin(� + �0) ���u3 sin(� + �0)

u1 sin(� + �
0) cos(� + �0) ��u3 sin(� + �0) �u2 sin(� + �

0)

u2 sin(� + �
0) �u3 sin(� + �

0) cos(� + �0) ��u1 sin(� + �0)

u3 sin(� + �
0) �u2 sin(� + �0) u1 sin(� + �

0) cos(� + �0)

37777775

şeklindedir.
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Teorem 4.6.3.

Her n tamsay¬s¬için

A =

26666664
cos � ��u1 sin � ��u2 sin � ���u3 sin �

u1 sin � cos � ��u3 sin � �u2 sin �

u2 sin � �u3 sin � cos � ��u1 sin �

u3 sin � �u2 sin � u1 sin � cos �

37777775 (4.2)

matrisinin n: kuvveti

An =

26666664
cosn� ��u1 sinn� ��u2 sinn� ���u3 sinn�

u1 sinn� cosn� ��u3 sinn� �u2 sinn�

u2 sinn� �u3 sinn� cosn� ��u1 sinn�

u3 sinn� �u2 sinn� u1 sinn� cosn�

37777775
dir.

·Ispat: Lemma 4.7.2 ni kullanarak, ispati tümevar¬mla yap¬lab¬l¬r.

n negatif bir tamsay¬olsun.

A�1 =

26666664
cos � �u1 sinn� �u2 sinn� ��u3 sinn�

�u1 sinn� cosn� �u3 sinn� ��u2 sinn�

�u2 sinn� ��u3 sinn� cosn� �u1 sinn�

�u3 sinn� u2 sinn� �u1 sinn� cosn�

37777775

A�n =

26666664
cos(�n�) ��u1 sin(�n�) ��u2 sin(�n�) ���u3 sin(�n�)

u1 sin(�n�) cos(�n�) ��u3 sin(�n�) �u2 sin(�n�)

u2 sin(�n�) �u3 sin(�n�) cos(�n�) ��u1 sin(�n�)

u3 sin(�n�) �u2 sin(�n�) u1 sin(�n�) cos(�n�)

37777775
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Özel Hal

E¼ger � = � = 1 al¬rsak, q = a� + a1i + a2j + a3k birim reel kuaterniyon olup, bu

kuaterniyona kaŗs¬l¬k gelen matris için De-Moivre formü incelenmi̧stir (Meral 2009).

Tan¬m 4.6.3. (Genelleştirillmi̧s Kuaterniyonlara Kaŗs¬l¬k Gelen Matrisler için Euler

Formu)

A bir matris olsun. Biz A matrisini

A =

26666664
0 ��u1 ��u2 ���u3
u1 0 ��u3 �u2

u2 �u3 0 ��u1
u3 �u2 u1 0

37777775

Seçelim. A2 = �I4 oldu¼gu hemen görülebilir.

eA� = I4 + A� +
(A�)2

2!
+
(A�)3

3!
+
(A�)4

4!
+ :::

= I4(1�
�2

2!
+
�4

4!
�):::+ A(� � �

3

3!
+
�5

5!
� :::)

= cos � + A: sin �;

=

26666664
cos � ��u1 sin � ��u2 sin � ���u3 sin �

u1 sin � cos � ��u3 sin � �u2 sin �

u2 sin � ��u3 sin � cos � ��u1 sin �

u3 sin � �u2 sin � u1 sin � cos �

37777775 :
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Tan¬m 4.6.3. (Genelleştirilmi̧s Kuaterniyon Matrislerin n: Dereceden Kökleri)

�; � y¬pozitif say¬alal¬m. q birim genelleştirilmi̧s kuaterniyona kaŗs¬l¬k gelen matris

(4.2) şeklinde oldu¼gunu biliyoruz. (4.2) daki matrisi daha genel halde k 2 Z olmak

üzere

A =

26666664
cos(� + 2k�) ��u1 sin(� + 2k�) ��u2 sin(� + 2k�) ���u3 sin(� + 2k�)

u1 sin(� + 2k�) cos(� + 2k�) ��u3 sin(� + 2k�) �u2 sin(� + 2k�)

u2 sin(� + 2k�) ��u3 sin(� + 2k�) cos(� + 2k�) ��u1 sin(� + 2k�)

u3 sin(� + 2k�) �u2 sin(� + 2k�) u1 sin(� + 2k�) cos(� + 2k�)

37777775

şeklinde ifade etmi̧stik. xn = A denkleminin n tane kökü vard¬r. Bu denklemden

x = A
1
n elde edilir. O halde

A
1
n
i =

26666664
cos( �+2k�

n
) ��u1 sin( �+2k�n

) ��u2 sin( �+2k�n
) ���u3 sin( �+2k�n

)

u1 sin(
�+2k�
n
) cos( �+2k�

n
) ��u3 sin( �+2k�n

) �u2 sin(
�+2k�
n
)

u2 sin(
�+2k�
n
) ��u3 sin( �+2k�n

) cos( �+2k�
n
) ��u1 sin( �+2k�n

)

u3 sin(
�+2k�
n
) �u2 sin( �+2k�n

) u1 sin(
�+2k�
n
) cos( �+2k�

n
)

37777775 ;

k = 0 için ilk kök,

A
1
n� =

26666664
cos( �

n
) ��u1 sin( �n ) ��u2 sin( �n ) ���u3 sin( �n)

u1 sin(
�
n
) cos( �

n
) ��u3 sin( �n) �u2 sin(

�
n
)

u2 sin(
�
n
) ��u3 sin( �n) cos( �

n
) ��u1 sin( �n)

u3 sin(
�
n
) �u2 sin( �n) u1 sin(

�
n
) cos( �

n
)

37777775
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k = 1 için ikinci kök,

A
1
n
1 =

26666664
cos( �+2�

n
) ��u1 sin( �+2�n ) ��u2 sin( �+2�n ) ���u3 sin( �+2�n )

u1 sin(
�+2�
n
) cos( �+2�

n
) ��u3 sin( �+2�n ) �u2 sin(

�+2�
n
)

u2 sin(
�+2�
n
) ��u3 sin( �+2�n ) cos( �+2�

n
) ��u1 sin( �+2�n )

u3 sin(
�+2�
n
) �u2 sin( �+2�n ) u1 sin(

�+2�
n
) cos( �+2�

n
)

37777775

k = n� 1 için n: kök,

A
1
n
n�1 =

26666664
cos( �+2(n�1)�

n
) ��u1 sin( �+2(n�1)�n

) ��u2 sin( �+2(n�1)�n
) ���u3 sin( �+2(n�1)�n

)

u1 sin(
�+2(n�1)�

n
) cos( �+2(n�1)�

n
) ��u3 sin( �+2(n�1)�n

) �u2 sin(
�+2(n�1)�

n
)

u2 sin(
�+2(n�1)�

n
) ��u3 sin( �+2(n�1)�n

) cos( �+2(n�1)�
n

) ��u1 sin( �+2(n�1)�n
)

u3 sin(
�+2(n�1)�

n
) �u2 sin( �+2(n�1)�n

) u1 sin(
�+2(n�1)�

n
) cos( �+2(n�1)�

n
)

37777775

şeklinde ifade edilebilir.

Tan¬m 4.6.6. (Üsler Aras¬ndaki ·Ili̧ski)

Bir reel genelleştirilmi̧s kuaterniyona kaŗs¬l¬k gelen matrisin üsleri aras¬ndaki ili̧skiyi

gösteren aşa¼g¬daki teoremler ifade edilebilir.

Teorem 4.6.4.

q birim genelleştirilmi̧s kuaterniyonunun kutupsal ifadesi q = cos � + �!u sin � dir.

m = 2�
�
2 Z+ � f1g olsun. n � p(modm) olmas¬için gerek ve yeter koşul qn = qp

olmas¬d¬r.

·Ispat
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n � p(mod m) olsun: O halde n = a:m+ p; a 2 Z dir:

qn = cosn� +�!u sinn�

= cos(am+ p)� +�!u sin(am+ p)�

= cos(a
2�

�
+ p)� +�!u sin(a2�

�
+ p)�

= cos(p� + a2�) +�!u sin(p� + a2�)

a 2 Z oldu¼gu için p� + a2� = p� dir.

qn = cos(p�) +�!u sin(p�)

= qp:

Di¼ger taraftan qn = qp olsun. O halde qn = cosn�+�!u sinn� ve qp = cos p�+�!u sin p�

dir. Çünkü qn = qp olmak üzere cosn� = cos p� ve sinn� = sin p� yaz¬labilir.

Buradan n� = p� + 2�a; a 2 Z olmak üzere n = a2�
�
+ p; n � p(mod m) dir.

Teorem 4.6.5.

q birim genelleştirilmi̧s kuaterniyonunun kutupsal formdaki ifadesi q = cos �+�!u sin �

dir. m = 2�
�
2 Z+ � f1g olsun. q ya kaŗs¬l¬k gelen matris A olsun. n � p(modm)

olmas¬için gerek ve yeter koşul An = Ap olmas¬d¬r.

·Ispat: ·Ispat¬teorem 4.9.1 den kolayca görülür.

Teorem 4.6.6.

q genelleştirilmi̧s kuaterniyonunun kutupsal formdaki ifadesi q =
p
Nq(cos �+

�!u sin �)

dir. m = 2�
�
2 Z+ � f1g olsun. n � p(modm) olmas¬ için gerek ve yeter koşul

qn = (
p
Nq)

n�pqp olmas¬d¬r.
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·Ispat

n � p(mod m) olsun: O halde n = a:m+ p; a 2 Z dir:

qn = (
p
Nq)

n(cos � +�!u sin �)n

= (
p
Nq)

n�p(
p
Nq)

p(cosn� +�!u sinn�)

= (
p
Nq)

n�p(
p
Nq)

p(cos(am+ p)� +�!u sin(am+ p)�)

= (
p
Nq)

n�p(
p
Nq)

p(cos(a
2�

�
+ p)� +�!u sin(a2�

�
+ p)�)

= (
p
Nq)

n�p(
p
Nq)

p(cos(p� + a2�) +�!u sin(p� + a2�))

a 2 Z oldu¼gu için p� + a2� = p� dir.

qn = (
p
Nq)

n�p(
p
Nq)

p(cos(p�) +�!u sin(p�))

= (
p
Nq)

n�pqp:

Di¼ger taraftan qn = (
p
Nq)

n�pqp olsun.

(
p
Nq)

n(cosn� +�!u sinn�) = (
p
Nq)

n�p(
p
Nq)

p(cos(p�) +�!u sin(p�))

olmak üzere cosn� = cos p� ve sinn� = sin p� yaz¬labilir. Buradan n� = p� + 2�a;

a 2 Z olmak üzere n = a2�
�
+ p; n � p(mod m) dir.

Örnek 4.6.7.

� ve � y¬pozitif say¬alal¬m. q = 1
2
+ 1

2
( 1p

�
; 1p

�
; 1p

��
) genelleştirilmi̧s kuaterniyonu
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verilmi̧s olsun. Bu kuaterniyona kaŗs¬l¬k gelen matris

A =

26666664
1
2

�
p
�
2

�
p
�
2

�
p
��
2

1
2
p
�

1
2

�
p
�

2
p
�

�
p
�
2

1
2
p
�

p
�

2
p
�

1
2

�
p
�
2

1
2
p
��

� 1
2
p
�

1
2
p
�

1
2

37777775

dir. Bu matrisin 28:kuvveti, teorem 4.7.2. yard¬m¬yla aşa¼g¬daki şekilde hesaplan¬r.

A28 =

26666664
�1
2

p
�
2

p
�
2

p
��
2

� 1
2
p
�

�1
2

p
�

2
p
�

�
p
�
2

� 1
2
p
�

�
p
�

2
p
�

�1
2

p
�
2

� 1
2
p
��

1
2
p
�

� 1
2
p
�

�1
2

37777775

teorem 4.6.5. den, m = 2�
�=3

= 6 oldu¼gundan,

A = A7 = A13 = A19 = :::

A2 = A8 = A14 = A20 = :::

A3 = A9 = A15 = A21 = ::: = �I4

::

A6 = A12 = A18 = A24 = ::: = I4

A matrisinin küp köklerini de hesaplayabiliriz.

A
1
2
i =

26666664
cos
�
2k�+60

2

�
��u1 sin

�
2k�+60

2

�
��u2 sin

�
2k�+60

2

�
���u3 sin

�
2k�+60

2

�
u1 sin

�
2k�+60

2

�
cos
�
2k�+60

2

�
��u1 sin

�
2k�+60

2

�
��u2 sin

�
2k�+60

2

�
u2 sin

�
2k�+60

2

�
�u3 sin

�
2k�+60

2

�
cos
�
2k�+60

2

�
��u1 sin

�
2k�+60

2

�
u3 sin

�
2k�+60

2

�
�u2 sin

�
2k�+60

2

�
u1 sin

�
2k�+60

2

�
cos
�
2k�+60

2

�

37777775
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k = 0 için ilk küp kök,

A
1
2� =

26666664

p
3
2

�
p
�

2
p
3

�
p
�

2
p
3

�
p
��

2
p
3

1
2
p
3�

p
3
2

�
p
�

2
p
3�

�
p
�

2
p
3

1
2
p
3�

p
�

2
p
3�

p
3
2

�
p
�

2
p
3

1
2
p
3��

� 1
2
p
3�

� 1
2
p
3�

p
3
2

37777775

k = 1 için ikinci küp kök,

A
1
2
1 =

26666664
�
p
3
2

p
�

2
p
3

p
�

2
p
3

p
��

2
p
3

� 1
2
p
3�

�
p
3
2

p
�

2
p
3�

p
�

2
p
3

� 1
2
p
3�

�
p
�

2
p
3�

�
p
3
2

p
�

2
p
3

� 1
2
p
3��

1
2
p
3�

� 1
2
p
3�

�
p
3
2

37777775 :

Ayr¬ca, görebiliriz ki A
1
2� + A

1
2
1 = 0 dir.
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5. DUAL GENELLEŞT·IR·ILM·IŞ KUATERN·IYONLAR

Bu bölümde daha önce tan¬mlad¬¼g¬m¬z ve mekanikte kayma ve vida operatörleri gibi

uygulamalar¬olan dual kuaterniyonlar¬genelleştirece¼giz.

Tan¬m 5.1

q = a�+a1i+a2j+a3k ve q� = a��+a
�
1i+a

�
2j+a

�
3k 2 H�� olmak üzere Q = q+ "q�

şeklinde tan¬mlanan kuaterniyona dual genelleştirilmi̧s kuaterniyon denir. Bu dual

kuaterniyonlar cümlesini eH�� ile gösterece¼giz.
eH�� = fQ = A� + A1i+ A2j + A3k : A�; A1; A2; A3 2 Dg

Burada f1; i; j; kg birimlerinin çarp¬m¬aşa¼g¬da verilmi̧stir.

i2 = ��; j2 = ��; k2 = ���

ij = �ji = k; jk = �kj = �i

ki = �ik = �j; �; � 2 R

Q = q+"q� = A�+A1i+A2j+A3k dual genelleştirilmi̧s kuaterniyonun skalar k¬sm¬

SQ ve vektörel k¬sm¬
�!
V Q olmak üzere iki k¬sma ayr¬l¬r. Yani,

Q = SQ +
�!
V Q

biçiminde yaz¬l¬r. Burada

SQ = A� ve
�!
V Q = A1i+ A2j + A3k
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dir.

Tan¬m 5.2:

Q = A� + A1i + A2j + A3k ve P = B� + B1i + B2j + B3k dual genelleştirilmi̧s

kuaterniyonlar¬n¬n toplam¬

Q+ P = (SQ + SP ) + (
�!
V Q +

�!
V P )

şeklinde tan¬ml¬d¬r.

� 2 R olmak üzere skalarla çarpma i̧slemi ise

�Q = (�A�)1 + (�A1)
�!
i + (�A2)

�!
j + (�A3)

�!
k

şeklinde tan¬ml¬d¬r.

Ay¬ca, dual genelleştirilmi̧s kuaterniyonlar¬n çarp¬m¬

� : eH�� � eH�� ! eH��
(Q;P ) ! Q� P = QP

biçiminde bir i̧slem olup

QP = qp+ "(qp� + pq�)
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veya

QP = SQSP � g(
�!
V Q;

�!
V P ) + SP

�!
V Q + SQ

�!
V P +

�!
V Q ^

�!
V P

= (A�B� � �A1B1 � �A2B2 � ��A3B3) + (A�B1 + A1B� + �A2B3 � �A3B2)i

+(A�B2 + A2B� � �A1B3 + �A3B1)j + (A�B3 + A1B2 � A2B1 + A3B�)k

olarak tan¬mlan¬r. Burada

g(
�!
V q;

�!
V p) = �A1B1 + �A2B2 + ��A3B3;

�!
V q ^

�!
V p =

���������
�i ��j k

A1 A2 A3

B1 B2 B3

���������
= �(A2B3 � A3B2)i� �(A1B3 � A3B1)j + (A1B2 � A2B1)k

d¬r. Bu i̧slemi ile birlikte eH�� ya dual genelleştirilmi̧s kuaterniyon cebiri denir.

5.1 Dual Genelleştirilmi̧s Kuaterniyonlar Üzerinde Temel ·I̧slemler

1) Eşlenik:

(; ) : eH�� ! eH��
Q = SQ + VQ ! Q = SQ � VQ

biçiminde tan¬mlan¬r ve buna göre bir Q = A�1 + A1i + A2j + A3k olmak üzere

Q dual genelleştirilmi̧s kuaterniyonunun eşleni¼gi Q = A�1 � A1i � A2j � A3k olur.

Eşlenik i̧slemi aşa¼g¬daki özeliklere sahiptir.

i) aQ+ bP = aQ+ bP , 8a; b 2 R ve Q;P 2 eH��
ii) QP = PQ; 8Q;P 2 eH��
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iii) Q = Q; 8Q 2 eH��:
2) Norm:

N : eH�� ! D

Q ! NQ = QQ = QQ

biçiminde tan¬mlanan N i̧slemine eH�� üzerinde norm denir. Q = A�1+A1i+A2j+
A3k olmak üzere Q dual genelleştirilmi̧s kuaterniyonunun normu

NQ = A
2
� + �A

2
1 + �A

2
2 + ��A

2
3

reel say¬s¬ile tan¬ml¬d¬r. Norm i̧slemi aşa¼g¬daki özeliklere sahiptir.

i) NQP = NQNP . 8P;Q 2 eH��
ii) N�Q = �2NQ, 8� 2 R:

3) ·Invers:

(; )�1 : eH�� ! eH��
Q ! Q�1 =

Q

NQ
; NQ 6= 0

biçiminde tan¬mlanan i̧sleme eH�� da invers i̧slemi denir. NQ 6= 0 olmak üzere bir

dual genelleştirilmi̧s kuaterniyonun inversi

Q�1 =
A�1� A1i� A2j � A3k
A2� + �A

2
1 + �A

2
2 + ��A

2
3

dir. ·Invers i̧slemi aşa¼g¬daki özeliklere sahiptir.

i) (QP )�1 = P�1Q�1; 8P;Q 2 eH�� ve NQ; NP 6= 0
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ii) (�Q)�1 = 1
�
Q�1; 8� 2 R; NQ 6= 0; � 6= 0

4) Birim dual genelleştirilmi̧s kuaterniyon:

NQ = 1 olanQ = A�1+A1i+A2j+A3k 2 eH�� kuaterniyonuna birim dual genelleştir-
ilmi̧s kuaterniyon denir.

5) ·Iki genelleştirilmi̧s vektörün vektörel çarp¬m¬:

Skalar k¬sm¬s¬f¬r olan dual genelleştirilmi̧s kuaterniyona, dual genelleştirilmi̧s vektör

ad¬veirlir.

Q = A1i+A2j+A3k; P = B1i+B2j+B3k dual genelleştirilmi̧s vektörlerin vektörel

çarp¬m¬

Q ^ P = 1

2
(QP � PQ)

olarak tan¬mlan¬r.

6) Q ve P dual genelleştirilmi̧s kuaterniyonlar¬n¬n skalar çarp¬m¬

hQ;P i = hP;Qi

= A2� + �A
2
1 + �A

2
2 + ��A

2
3

= hq; pi+ "(hq; p�i+


q
�
; p
�
)

eşitli¼gi ile tan¬ml¬d¬r.

7) Dual Genelleşirilmi̧s Kuaterniyon Operatörü

Burada bir do¼gruyu di¼ger bir do¼gruya dönüştüren operatör (vida operatörü) elde

edece¼giz. Bunu bir örnekle verelim.
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Örnek:

l1 = fx = t; y = z = 0g do¼grusunu l2 =
�

x
1p
2

= y
1p
2

; z = 2

�
do¼grusuna dönüştüren

dual genelleşirilmi̧s kuaterniyon (vida) operatörünü bulal¬m.

l1 do¼gru için M = (0; 0; 0) ve �!a = (1; 0; 0) olmak üzere

�!a � =
��!
OM ^ �!a

= (0; 0; 0)

l2 do¼gru için N = (0; 0; 2) ve
�!
b = ( 1p

2
; 1p

2
; 0) olmak üzere

�!
b � =

��!
ON ^ �!b

=
2p
2
(��; �; 0)

dir. Dolays¬yla, E.Study teoremine göre, l1ve l2 do¼grular¬na D3
�� uzayda, s¬ra ile A�

ve B� birim genelleşirilmi̧s dual vektör kaŗs¬l¬k gelir. Burada
�!
A = �!a + "�!a � ve �!B =

�!
b + "

�!
b � olmak üzere,

�!
A � =

�!
A


�!A


 = 1p

2
(1; 0; 0)

ve
�!
B � =

p
2p

�+ �

"
(

p
2

2
;

p
2

2
; 0) + "(

�2�p
2
;
2�p
2
; 0)

#

dir. Şimdi de vida operatörünü hesaplayal¬m

�!
B � = Q��!A �

Q =
�!
B � � (

�!
A �)

�1

buradan da Q = ��!B � �
�!
A � dir. O halde

Q = g(
�!
B �;

�!
A �)�

�!
B � ^

�!
A �
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eşitli¼gi elde edilir. Böylece Q vida operatörünü elde edebiliriz.

Q = Q� +Q1i+Q2j +Q3k

Burada

Q� =

p
�p

�+ �
+ "

�2�
p
�p

�+ �
; Q1 = Q2 = 0

Q3 = � 1p
�

1p
�+ �

+ "
�2
p
�p

�+ �
:

dir.

5.2. Hamilton Operatörleri

Daha önceki bölümde q = a�1 + a1i+ a2j + a3k 2 H�� genelleştirilmi̧s kuaterniyon

olmak üzere,

+

H(q) =

26666664
a� ��a1 ��a2 ���a3
a1 a� ��a3 �a2

a2 �a3 a� ��a1
a3 �a2 a1 a�

37777775 ;
�
H(q) =

26666664
a� ��a1 ��a2 ���a3
a1 a� �a3 ��a2
a2 ��a3 a� �a1

a3 a2 �a1 a�

37777775
matrisleri hesaplam¬̧st¬k. Benzer şekilde Q = A�1 + A1i + A2j + A3k 2 eH�� olmak
üzere Q dual genelleştirilmi̧s kuaterniyonu için,

+

H(Q) =

26666664
A� ��A1 ��A2 ���A3
A1 A� ��A3 �A2

A2 �A3 A� ��A1
A3 �A2 A1 A�

37777775 ;
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ve

�
H(Q) =

26666664
A� ��A1 ��A2 ���A3
A1 A� �A3 ��A2
A2 ��A3 A� �A1

A3 A2 �A1 A�

37777775 dir:

Ayr¬ca Q = q + "q�;
+

H ve
�
H operatörleri lineer olduklar¬ndan

+

H(Q) =
+

H(q) + "
+

H(q�)
�
H(Q) =

�
H(q) + "

�
H(q�)

olarak ifade edilebilir.

Genelleştirilmi̧s kuaterniyonlar için ispat etti¼gimiz özelikler burada da rahatl¬kla

gösterebiliriz. Q ve P iki dual genelleştirilmi̧s kuaterniyon ve � reel bir say¬olmak

üzere
+

H ve
�
H operatörleri aşa¼g¬daki özelikleri sa¼glarlar.

(i) Q = P ,
+

H(Q) =
+

H(P ),
�
H(Q) =

�
H(P )

(ii)
+

H(Q+ P ) =
+

H(Q) +
+

H(P );
�
H(Q+ P ) =

�
H(Q) +

�
H(P )

(iii)
+

H(�Q) = �
+

H(Q);
�
H(�Q) = �

�
H(Q)

(iv) iz
�
+

H(Q)

�
= 4A�; iz

�
�
H(Q)

�
= 4A�

(v) det
�
+

H(Q)

�
= N2

Q; det

�
�
H(Q)

�
= N2

Q

(vi)
+

H(QP ) =
+

H(Q)
+

H(P );
�
H(QP ) =

�
H(Q)

�
H(P )

(vii)
+

H(Q�1) = [
+

H(Q)]�1;
�
H(Q�1) = [

�
H(Q)]�1; N2

Q 6= 0
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(viii) [
+

H(Q)]t�
+

H(Q) = �; [
�
H(Q)]t�

�
H(Q) = �;

(ix)
+

H(Q)P = QP ;
�
H(P )Q = QP

(x)
+

H(Q)
�
H(P ) =

�
H(P )

+

H(Q):

Özel Hallar

i) � = � = 1 seçilmesi durumunda dual kuaterniyonlar için, Agrawal (1987)�in elde

etti¼gi sonuçlara ulaş¬r¬z.

ii) � = 1; � = �1 seçilmesi durumunda dual split kuaterniyonlar için, Kula(2006)�in

elde etti¼gi sonuçlara ulaş¬r¬z.

5.3 Dual Genelleştirilmi̧s Kuaterniyonlar¬n Kutupsal Formu

�; � n¬pozitf say¬alal¬m. Q = A� + A1i+ A2j + A3k 2 eH�� olmak üzere
Q� =

Qp
NQ

=
A� + A1i+ A2j + A3kp
A2� + �A

2
1 + �A

2
2 + ��A

2
3

buradan

Q� = cos�+
�!
S� sin�;
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olur. Burada

cos� =
A�p
NQ
; sin� =

p
�A21 + �A

2
2 + ��A

2
3p

NQ
�!
S� =

A1i+ A2j + A3kp
�A21 + �A

2
2 + ��A

2
3

d¬r. Burada � aç¬s¬Q� birim dual genelleştirilmi̧s kuaterniyonun aç¬s¬ve S�; Q� ¬n

eksenini belirten dual bir vektördür. Ayr¬ca, � = '+ "'� ve
�!
S� = s�+ "s

�
� eşitlikleri

ile verilir.

Teorem 5.3.1.

Q� = cos�+ S� sin� bir birim dual genelleştirilmi̧s kuaterniyon olmak üzere

Qn = (cos�+
�!
S� sin�)

n = cosn�+
�!
S� sinn�

dir.
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6. HOMOTET·IK HAREKET

E4�� de bir 
 e¼grisi boyunca bu e¼griye tekabül eden Hamilton operatörü ile belirtilen

hareketi inceliyeca¼g¬z.


 : I � R! E4��

t ! 
(t) = (a�(t); a1(t); a2(t); a3(t)); 8t 2 I

e¼grisini ele alal¬m. Bu e¼gri r. mertebeden diferensiyellenebilir regüler bir e¼gri olsun.


 e¼grisine tekabül eden Hamilton operatörü diye

B =
+

H(
(t)) =

26666664
a�(t) ��a1(t) ��a2(t) ���a3(t)

a1(t) a�(t) ��a3(t) �a2(t)

a2(t) �a3(t) a�(t) ��a1(t)

a3(t) �a2(t) a1(t) a�(t)

37777775

matrisiyle belirtilen operatöre denir. E¼grimiz başlang¬çtan geçmeyen bir e¼gri olmak

üzere bu matris

B = h

26666664

a�(t)
h

��a1(t)
h

��a2(t)
h

���a3(t)
h

a1(t)
h

a�(t)
h

��a3(t)
h

�a2(t)
h

a2(t)
h

�a3(t)
h

a�(t)
h

��a1(t)
h

a3(t)
h

�a2(t)
h

a1(t)
h

a�(t)
h

37777775 = hA (6.1)

şeklinde yaz¬labilir. Burada h : I � R! R;

t ! h(t) = k
(t)k

h(t) =
q
ja2�(t) + �a21(t) + �a22(t) + ��a23(t)j
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8t için h(t) 6= 0 d¬r. Ayr¬ca h(t) sabit olmas¬n¬kabul edeca¼giz. Yani h fonksiyonu

e¼grinin t yay parametresinin reel de¼gerli bir fonksiyonu olsun.

Teorem 6.1.1.

B = hA Hamilton operatöründeki A matrisi bir quasi-ortogonal matristir.

·Ispat:

(6.1) de belli olan A matrisi için At�A = � ve detA = 1 dir, ki burada

� =

26666664
1 0 0 0

0 � 0 0

0 0 � 0

0 0 0 ��

37777775 :

Bu ise A matrisinin quasi-ortogonal olmas¬demektir.

Tan¬m 6.1.2.

B = hA Hamilton operatöründeki A matrisine Hamilton operatörünü dönme k¬sm¬

ve h fonksiyonuna da öteleme k¬sm¬ad¬verilir.

6.2 Bir Parametreli Hareket

Sabit uzay¬R; hareketli uzay¬da R� ile gösterelim. O zaman R� ¬n R ye göre

1-parametreli hareketini R��R ile gösterece¼giz. 8t için C(t) = 
(t) � 
(t�) olmak

üzere R��R bir parametreli homotetik hareketi24 X
1

35 =
24 hA C

0 1

3524 X�

1

35 (6.2)
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ile tan¬mlanabilir. BuradaX veX� herhangi bir noktan¬n s¬ras¬ile sabit ve hareketli

uzaydaki yer vektörleridir. Genel olarak hareketin pür dönme ve pür öteleme olma-

mas¬için
d

dt
(hA) 6= 0 ve

dC

dt
6= 0

olma¬n¬kabul edece¼giz.

Tan¬m 6.2.1.

+

H(
(t)) Hamilton operatörü yard¬m¬ile E4�� de bir uzey e¼grisi boyunca tan¬mlanan

(6.1) de hareketine bir parametreli Hamilton hareketi diyeca¼giz.

Teorem 6.2.2.

E4�� de bir uzay e¼grisi boyunca tan¬mlanan bir Hamilton hareket bir homotetik

harekettir.

6.3 Hamilton Hareketinde H¬zlar


 e¼grisinin t yay paremtresine göre türev operatörünü d
dt
veya (:) ile göstereca¼giz.

(6.2) den k¬saca

X = BX� + C

yazabiliriz. Buradan t ye göre türev al¬n¬rsa

�
X =

�
BX� +

�
C +B

�
X�
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elde edilir. Burada

�!
V a =

�
X;

�!
V f =

�
BX� +

�
C

�!
V r = B

�
X�

s¬ras¬ile hareketin mutlak h¬z¬, sürükleme h¬z¬ve rölatif h¬z¬d¬r. Z¬ra hareketli uzay

R� daki bir noktan¬n R sabit uzay¬na göre h¬z¬
�
X�; R� hareketli uzay¬na göre h¬z¬

B
�
X� olacakt¬r: Ancak, hareketli uzaydaki sabit bir nokta için B

�
X� = 0 olaca¼g¬ndan

bu sabit noktan¬n R sabit uzay¬na göre h¬z¬da
�
BX�+

�
C olacakt¬r. Bu h¬za sürükleme

h¬z¬denir.

6.4 Hamilton Hareketinde Pol Noktalar¬ve Pol E¼grileri

Tan¬m 6.4.1.

R��R 1-parametreli hareketinde herhangi bir t an¬nda hem R� de, hem de R da

sabit olan noktaya hareketin o andaki pol noktas¬ad¬verilir. Noktam¬z hem R� da,

hem de R de sabit oldu¼guna göre sürüklenme h¬z¬s¬f¬r olacakt¬r. Yani
�
BX�+

�
C = 0

olacakt¬r. Bu denklemin çözümü ile bulunacak nokta hareketin R� daki o ana ait

pol noktas¬d¬r.
�
BX� +

�
C = 0 denklemi için det

�
B n¬n s¬f¬r olup olmayaca¼g¬na göre

çözümlerin say¬s¬tek veya çoktur.

Şimdi
�
B n¬n incelemesine geçelim.

Teorem 6.4.2.

B = hA Hamilton operatörünün B türev operatörü bir quasi-ortogonal matristir.

·Ispat:
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B =
+

H(
(t)) = hA dan t ye göre türev al¬n¬rsa

�
B =

�
hA+ h

�
A

olur. Ay¬ca (6.1) den türev al¬narak
�
B =

+

H(
�

(t)) oldu¼gu görülür. (6.1) de ai(t)

yerine
�
ai(t) konumu yap¬larak

�
B
t

�
�
B = �;

oldu¼gu ve ay¬ca 
(t) e¼grisinde t yay parametresi oldu¼gundan



 �
(t)


2 = �

a
2

� + �
�
a
2

1 +

�
�
a
2

2 + ��
�
a
2

3 = 1 dir. Dolay¬s¬yla det
�
B = 1 oldu¼gu görülür. Bu da ispat¬tamamlar.

Şu halde det
�
B 6= 0 d¬r. Bu durumda aşa¼g¬daki teoremi verebiliriz.

Teorem 6.4.3.

E4�� de bir uzay e¼grisi boyunca tan¬mlanan bir Hamilton hareketi h dan ba¼g¬ms¬z

olarak bir regüler harekettir.

·Ispat:

det
�
B 6= 0 oldu¼gundan hareket regülerdir ve det

�
B de¼geri h ya ba¼gl¬de¼gildir.

Şimdi pol noktalar¬n¬bulabiliriz. t an¬nda R� daki pol noktas¬ X� = q� olsun. O

zaman
�
BX�+

�
C = 0 denkleminden X� = q� konumu ile

�
Bq�+

�
C = 0 ve ya buradan

q� = �(
�
B)t

�
C

q� =
�
B
t �
(�C)

elde edilir. Böylece şu teoremleri verebiliriz.
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Teorem 6.4.4.

E4�� de bir uzay e¼grisi boyunca tan¬mlanan bir Hamilton hareketinde 8t an¬nda

birtek pol noktas¬vard¬r.

Teorem 6.4.5.

R� daki her t an¬nda tekabül eden pol noktas¬öteleme vektörünün o noktadaki (�
�
C)

h¬z vektörünün
�
B
t

kadar döndürülmesiyle elde edilir.

6.5 Hamilton Hareketinde Yüksek Mertebeden ·Ivme Merkezleri

Tan¬m 6.5.1. ((r � 1). Mertebeden ·Ivme Merkezleri)

Bir t an¬nda r: mertebeden sürüklenme ivmesinin s¬f¬r oldu¼gu noktalara (r � 1).

mertebeden ivme merkezleri denir.

��
B X� +

��
C = 0 ard¬̧s¬k türevler al¬narak

�(r) = B(r)X� + C
(r)

bulunur. (r � 1). mertebeden ivme merkezi

B(r)X� + C
(r) = 0

denkleminin çözüm vektörüyle bellidir. 
 e¼grisinin regüler bir e¼gri olmas¬halinde

detB(r) =

� �
a(r)�
�2
+ �

h
a
(r)
1

i2
+ �

h
a
(r)
2

i2
+ ��

h
a
(r)
3

i2�2
6= 0
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olur ve böylece t an¬nda (r � 1). mertebeden ivme merkezleri

X� =
�
B(r)

��1
(�C(r))

bulunur. X = BX� + C denkleminde X� yerine yaz¬l¬rsa

X = B
n�
B(r)

��1
(�C(r))

o
+ C

elde edilir ki bu da bize sabit uzaydaki (r � 1). mertebeden ivme merkezleri verir.

Böylece şu teoremi ifade edebiliriz.

Teorem 6.5.2.

E4�� de bir uzay e¼grisi boyunca tan¬mlanan Hamilton hareketinde, e¼grinin r: mer-

tebeden regüler bir e¼gri olmas¬halinde her t an¬nda (r�1). mertebeden birtek ivme

merkezi vard¬r.

Örnek 6.5.3.


 : I � R! E4��

t ! 
(t) =
1p
2

�
cos t;

1p
�
sin t;

1p
�
cos t;

1p
��

sin t

�
; �; � 	 0:

e¼grisini ele alal¬m. Bu e¼gri r. mertebeden diferensiyellenebilir regüler bir e¼gri ve



 �

(t)





 = 1 oldu¼gunda yay parametrisidir. 
 e¼grisine kaŗs¬l¬k gelen Hamilton oper-
atörü

B =
+

H[
(t)] =
1p
2

26666664
cos t �

p
� sin t �

p
� cos t �

p
�� sin t

1p
�
sin t cos t �

q
�
�
sin t

p
� cos t

1p
�
cos t

q
�
�
sin t cos t �

p
� sin t

1p
��
sin t � 1p

�
cos t 1p

�
sin t cos t

37777775
80



dir. Bu matris 6. bölümdeki teoremleri sa¼gl¬r.

81



KAYNAKLAR

Agrawal, O. P. 1987. Hamilton Operators and Dual-Number-Quaternions in Spatial

Kinematics, Mech. Mach. Theory. 22 , no.6, pp. 569-575

Anton, H. and Rorres, C. 1984. Elementary Linear Algebra, Drexel University,

Canada.

Ata, E. and Yayli, Y. 2008. Dual Unitary Matrices and Unit Dual Quaternions,

Di¤erential Geometry-Dynamical System 10, pp. 1-12.

Bharathi. k. and Nagaraj M. 1985. Geometry of Quaternionic and Pseudo-

quaternionic Multiplications, Indian J. pure appl. Math., 16(7) pp. 741-756.

Brand. L. 1942. The Roots of a Quaternion, Amer. Math. Monthly 49 (8) pp.

519�520.

Chevally, C. 1946. Therory of Lie Groups, Princeton University, Press, New Jersey.

Cho. E. 1998. De-Moivre Formula for Quaternions, Appl. Math. Lett., Vol. 11,

no., pp. 633-35.

Farebrother, R.W., GroB J. and Troschke S. 2003. Matrix Representaion of Quater-

nions, Linear Algebra and its Appl., 362, pp. 251-255.

Girard, P. R. 2007 Quaternions, Cli¤ord algebras relativistic physics. Birkhäuser

Verlag AG, Switzerland Part of Springer Science+Business Media.

Gungor, M.A. and Sarduvan M., 2011, A Note on Dual Quaternions and Matrices

of Dual Quaternions, Scientia Magna, Vol.7, no.1, pp. 1-11.

82



Gürlebeck, K. and Sprössing, W. 1997. Quaternionic and Cli¤ord Calculus for

Physicsts and Engineers, John Wiley and Sons. Toronto, Canada.

GroB, J., Trenkler G. and Troschke, S. 2001, Quaternions: Futher Contributions to

a Matrix Oriented Approach, Linear Algebra and its Appl., 326, pp. 205-213.

Gu Y., Luh J.Y.S., 1987, Dual-number Transformation and Its Applications to Ro-

botics. IEEE Journal of Robotics and Automation, Vol. Ra-3, No. 6, pp.615-623.

Inoguchi J., 1998. Timelike Surfaces of Constant Mean Curvature in Minkowski

3-space, Tokyo J. Math. 21, no.1, pp.140-152.

Hacisalihoglu H.H., 1971a. Hareket Geometrisi ve Kuaterniyonlar Teorisi, Published

by Gazi University, Ankara, Turkey.

Hacisalihoglu H.H., 1971b. On the Rolling of one curve or surface upon another.

Proceeding of the Royal Irish Academy, Vol. 71, Section A, Number 2, 13-17.

Hacisalihoglu H.H., 1980. Yüksek Boyutlu Uzaylarda Dönüşümler ve Geometriler,
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