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OZET

KADEMELI HALKALAR, MODULLER VE COKKATLILIK

Damla ACAR
Yiiksek Lisans, Matematik Boliimii
Tez Danismani: Dog. Dr. Biilent SARAC

Mart 2017, 146 sayfa

Tez caligmamiz, Cebir ve Geometri alanlarinda 6nemli bir yere sahip Kademeli
Halka ve Kademeli Modiil kavramlar:i ve bunlar ile ilgili ortaya atilmig baz diigtin-
celer tizerindeki aragtirmalarimizi kapsamaktadir. Bir kademeli modiil ile iligkilendiri-
len 6nemli bir degismez (invaryant) homojen bilegenlerin biiytikligiinii 6lgen “Hilbert
Fonksiyonu” olarak kargimiza ¢ikmaktadir. Tezimizde ayrica Hilbert fonksiyonlarindan
okunan ¢okkathlik kavrami da cesitli yon ve boyutlariyla ele alinmigtir.

Tez ¢aligmamiz beg boliimden olugsmaktadir. Girig kisminda diger boliimlerde kul-
lanilan Halka ve Modiil Teorisi'nin temel kavramlarina ve teoremlerine yer verilmistir.

Ikinci boliimde kademeli halka ve modiiller tanitilarak homojen eleman ve ideal
kavramlar1 agiklanmigtir. Daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan 6zel kademeli
halkalar ve modiiller ele alinmigtir. Kademeli bir modiiliin bir homojen ayrigabilir alt
modiiliiniin, biitin bilegenleri homojen olan asil ayrigima sahip olup olmadigl sorusu
incelenmigtir.

Uciincii boliimde cokkath sistemler ele almarak, D. J. Wright tarafindan ortaya
atilan “genel cokkatlilik sembolii” tanitilmig ve ozellikleri incelenmigtir. C. Lech tara-
findan verilen, ¢okkatlhilik sembolii i¢in limit formiilii elde edilmigtir.

Dordiincti  bolimde  xq,...,xs, 1-dereceli homojen elemanlar olmak {izere
R = Rylzy,...,xs] kademeli halkasi tizerinde tanimlanan Hilbert ve Hilbert-Samuel
fonksiyonlar1 incelenmigtir. Ayrica Hilbert fonksiyonlar: tizerinde verilen sonuglarin bir
uygulamasi olarak P. Samuel’in ¢okkatlilik sembolii i¢in verdigi bir diger limit formiilii
elde edilmigtir. Ek olarak, Hilbert fonksiyonlarinin Cebirsel Geometri’de cesitlemlerin

boyutlarini belirlemede nasil kullanildig: tizerinde durulmustur.



Son boliimde ise gokkatlilik kavramini homolojik acidan ele almamizi saglayan
Koszul kompleksler ve ozellikleri incelenmistir. Bu boliimiin en énemli sonucu olarak,
Koszul kompleksleri yardimiyla tanimlanan Fuler-Poincaré karakteristigini kullanarak
daha o6nce farkh bigimlerde tanimlanan ¢okkathilik sembolleri arasindaki iligki verilmis-

tir.

Anahtar Kelimeler: Kademeli halka, kademeli modiil, ¢cokkatlilik sembolii, ¢ok-
kath sistem, Hilbert fonksiyonu, Hilbert-Samuel fonksiyonu, Koszul kompleksi, Euler-

Poincaré karakteristigi.
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ABSTRACT

GRADED RINGS, MODULES AND MULTIPLICITY

Damla ACAR

Master of Science, Department of Mathematics
Supervisor: Assoc. Prof. Biilent SARAC

March 2017, 146 pages

This thesis is based on a research over graded rings and graded modules as well as
some related ideas which are of particular importance especially to the areas Algebra
and Geometry. An important concept related to graded modules, so-called Hilbert
functions, occurs as an invariant which measures size of homogeneous components.
In this thesis we study the concept of multiplicity, which can be read from Hilbert
functions, in many aspects.

This thesis consists of five chapters. In the introductory chapter we give some
important notions and results on commutative rings and their modules which will be
used in the sequel.

In the second chapter, we introduce the notions of graded rings and graded modules.
We also give some particular graded rings which will be used later in other chapters.
Finally we deal with the question as to whether a homogeneous decomposable submo-
dule of a graded module has a primary decomposition in which every primary term is
homogeneous.

In the third chapter, by considering multiplicity systems, we give an account of a
theory for “general multiplicity symbols” initiated by D. J. Wright. Also, we obtain a
limit formula given for multiplicty symbol by C. Lech.

In the fourth chapter, we study Hilbert and Hilbert-Samuel functions over a graded
ring Ro[z1, ..., x,], where 1, ..., z, are homogeneous elements of degree 1. Then, as an
application of Hilbert functions theory, we give another limit formula for multiplicity
symbol which is proved by P. Samuel. Moreover, we demonstrate how Hilbert-Samuel
functions are used in Algebraic Geometry to determine the dimension of an affine

variety.
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In the last chapter, we give some properties of Koszul complexes which provide us
with homological methods for studying multiplicities. As one of the main results of
this chapter, we establish a connection between two multiplicity symbols using Euler-

Poincaré characteristics which are defined with the help of Koszul complexes.

Keywords: Graded ring, graded module, multiplicity symbol, multiplicity system,
Hilbert function, Hilbert-Samuel function, Koszul complex, Euler-Poincaré characte-

ristic.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

N negatif olmayan tamsayilar

C veya ;Cé kesin olarak kapsama

< alt modiul

S 0z alt modiil

S dik toplam

Y izomorfizma

lr(M) M R-modiliiniin uzunlugu

Jac(R) R’nin Jacobson radikali

Rad I veya VI I idealinin radikali

ker f f homomorfizmasinin cekidegi

Im f f homomorfizmasinin goriintiisii

Mp M’nin P asal idealindeki yerellestirmesi

K° K alt modiiltintin yerellestirme i¢indeki
geniglemesi

we W alt modiiliiniin ¢ekilmesi

Ass(M) M’nin ilgili asal ideallerinin kiimesi

Anng(M) veya (0 :5p M) M’nin R halkasindaki sifirlayan:

XR dogal doniigiim

Supp(M) M’nin destek kiimesi

dim(P) P asal idealinin boyutu

Rank(P) P asal idealinin ranki

der(x) x elemaninin derecesi

er(V1,---,7s | E) veya eg(y1..s | E) E modiliiniin 7, ..., s ile belirli cokkatlhs

Hy(n) M’nin Hilbert fonksiyonu
HSp(n) M’nin Hilbert-Samuel fonksiyonu
H Py (n) M’nin Hilbert polinomu
HSPy(n) M’nin Hilbert-Samuel polinomu
A baglant1 homomorfizmasi

(‘;) binom katsayis

V(fi,. -, fs) f1,..., fs ile tammh afin gesitlem
BK(f) f’nin bagkatsayisi

BM(f) f’nin basg monomu

BT(I) I'nin bagterimleri kiimesi

K(v..s | E) E'nin 7, ..., 7v’e gore Koszul kompleksi
H,K(71..s | E) p. homoloji modiilii

Viil



Bolum 1

GIiRIS

Tez calismamizda halka, ideal, boliim halkasi, halka homomorfizmasi, modil, alt mo-
diil, boliim modilii, modiil homomorfizmasi gibi Halka ve Modiil Kuraminin bazi temel
kavram ve sonuclarinin okuyucu tarafindan bilindigi varsayilmistir. Daha genel kabul-
ler altinda dogru oldugu bilinen bir takim sonuclara da yer verilmig olmasina ragmen,
tez caligmamiz boyunca ele alacagimiz halkalar, aksi belirtilmedikge, birimli ve degis-
meli, modiiller ise tiniter olacaktir. Ayrica halka elemanlarimin modil elemanlari iizerine
etkisi soldan ¢arpma bigiminde gosterilecektir. Genel olarak bir halka R geklinde goste-
rilecektir. Dolayisiyla tez caliygmamiz boyunca R ile, birimli ve degigmeli olan herhangi
bir halka ifade edilecek, R iizerindeki modiiller ile de, sol R—modiiller kastedilecektir.
Ayrica alt modiil olma durumu < ile gosterilecektir.

Bu kisim icerisinde tez ¢alismamizin asil konularimi ele alirken kullanacagimiz bazi
temel tanim ve sonuglara yer verilmistir. Bu kisim icinde yer alan sonuclara yiiksek
lisans diizeyinde yazilmig pek ¢ok Degigmeli Cebir kitabinda rastlanabilir. Buradaki
sonuglar ile ilgili daha detayli bilgi sahibi olmak igin [I] veya [2] nolu referanslar ile

verilen kitaplara bagvurulabilir.

1.1 Bir Modiiliin Uzunlugu ve Zincir Kosullari

Tanim 1.1.1. M bir R—modiil ve K, M modiiliiniin bir alt modiili olsun. O halde

Ey, Eq, ..., Es, M'nin birer alt modiilii olmak tizere

M=FEyDF DFE,2...O0F,=K (1.1.1)
azalan dizisine, M modilinden K alt modiline alt modiillerin bir zinciri denir. Ayrica
1 <i < sigin C; = E;_1/FE; olmak tizere C; bolim modiillerine zincirin faktorleri

denir.



Simdi M modiiliinden K alt modiiliine dizisinden farkli bir

M=F,D2F2FR2..2F=K (1.1.2)

alt modiiller zinciri alinsin. O halde eger s < ¢t ve 0 < v < s i¢in F;, = E, olacak
sekilde 0 < jg < 71 < ... < js < t tamsayilar var ise o zaman dizisine [1.1.1
dizisinin bir incelmesi denir.

Ayricaeger s =t verv =1,2,...,si¢in I’y 'ler dizisinin faktorleri olmak tizere
C, = T',, olacak sekilde {1,2,...,s} kiimesi yeniden {p1,...,ps} seklinde diizenlene-
bilirse 0 zaman [[.7.1] ve [1.1.9 alt modiil zincirleri denktir denir.

Tanim 1.1.2. C sifirdan farkli bir R-modiil olsun. Eger C’nin tek 6z alt modiili sifir

alt modili ise o zaman C modiline bir basit modil denir.

Tanim 1.1.3. M bir R-modiil ve K, M’nin bir alt modilii olsun. O zaman M mo-

diiliinden K alt modiiliine bir kompozisyon serisi E;_1/E; faktorleri basit olmak tizere
M=FEy,DOFE, DFE;,D>..DFE =K

alt moduller zinciridir.

Teorem 1.1.4. M bir R-modil ve K, M'nin bir alt modiili olsun. M modilinden K
alt modiiliine en az bir kompozisyon serisinin oldugu varsayilsin. O zaman 6z olarak
azalan her

M=FKDODFHDFD..DF=K

zincirt bir kompozisyon serisine inceltilebilir. Ayrica M modilinden K alt modiliine

olan ki kompozisyon serisi denktir.

Simdi E keyfi bir R—modil olsun. 0 ile £ modiiliiniin sifir alt modili gosterilmek

tizere [g(FE) sembolii agagidaki gibi tanimlansin:

1. E # 0 ve F modiliinden 0 alt modiiliine bir kompozisyon serisi yok ise o zaman
l R(E) = 00,

2. E#£0ve FE=FEy D E; D... D E,; =0 olacak gekilde bir kompozisyon serisi var

ise 0 zaman [g(E) = s,
3. E =0 ise o zaman [p(F) = 0 olsun.

Tanim 1.1.5. F bir R—modiil olmak tizere yukaridaki gibi tammlanan [z(E) degerine

E'nin uzunlugu denir.

Teorem 1.1.6. M bir R—modiil olmak tizere K C N, M modilinin alt modiller:
olsun. O zaman

lr(M/K) =g (M/N) + g (N/K)

2



olur.

Tanim 1.1.7. M bir R-modil olsun. Eger M modiilinin alt modiillerinin bogtan
farkli her ailesi kapsama bagintisina gore bir maksimal elemana sahip ise o zaman M

modiilii alt modiiller i¢in maksimal kosulunu saglar denir.

Tanmim 1.1.8. M bir R-modil ve K; ; Ky ; ; K,, ;Cé

olarak artan bir sonsuz dizisi olsun. Eger her m > p i¢in K, = K, olacak sekilde bir

alt modillerin 6z

i tamsayist var ise o zaman M modili alt modiller i¢in artan zincir kosulunu saglar

denir.

Onerme 1.1.9. Eder M bir R-modiil ise o zaman asafidakiler denktir:

1. M modiilii alt modiiller i¢in maksimal kosulunu saglar.
2. M modiilii alt modiiller icin artan zincir kosulunu saglar.

3. M modiiliinin her alt modiili sonlu tiretilmaistir.

Tanim 1.1.10. M bir R-modil olsun. Eger M yukaridaki 6énermede verilen denk
kosullardan birini saglhyorsa M'ye bir Noether modiil denir.
Eger R halkasi kendisi tizerindeki modiil yapisina goére bir Noether modiil ise o

zaman R'ye bir Noether halka denir.

Tanim 1.1.11. M bir R—modiil olsun. M modiiliniin alt modiillerinin bogtan farkl
her ailesi kapsama bagintisina gére bir minimal elemana sahip ise o zaman M modiili

alt modiiller i¢in minimal kosulunu saglar denir.

Tanim 1.1.12. M bir R-modiil ve K} 2 Ky 2 ... 2 K, 2 ... alt modiillerin 6z
olarak azalan bir sonsuz dizisi olsun. Eger her m > pu iken K,, = K, olacak sekilde bir
i tamsayisi var ise o zaman M moduli alt modiller i¢in azalan zincir kosulunu saglar

denir.

Onerme 1.1.13. Ejer M bir R-modiil ise o zaman asagidakiler denktir:

1. M modiilii alt modiiller i¢in minimal kosulunu saglar.

2. M modiilii alt modiiller i¢in azalan zincir kosulunu saglar.

Tanim 1.1.14. M bir R-modil olsun. Eger M yukaridaki 6nermede verilen denk
kosullardan birini sagliyorsa M'ye bir Artin modil denir.

Eger R halkasi kendisi iizerindeki modiil yapisina gore bir Artin modiil ise o zaman
R'ye bir Artin halka denir.



Tanim 1.1.15. M, N, P birer R-modil ve ¢ : M — N , ¢ : N — P, R-modiil
homomorfizmalar: olsun. Eger

ML NSP (1.1.3)

dizisi i¢in ker ¢ = Im ¢ oluyor ise o zaman dizisine bir tam dizi denir.

Ayrica tanmim tigten daha fazla terim iceren dizilere genisletilebilir.

o> Myio = My — M, — M, 1 — ... (1.1.4)

R-modiillerin bir dizisi olsun. Eger dizisinin ardigik ¢ teriminden olusan her

Mn+1 — Mn — Mn,1
tigliisti tam ise o zaman dizisine tamdur denir.

Ornek 1.1.16. K, M modiiliiniin bir alt modiilii ise K < M 5 M/K dizisi bir tam

dizi olur. Burada 7 ve 7 sirasiyla igerim doniisiimii ve dogal déniistimdiir.

Teorem 1.1.17. Her terimi sonlu uzunluklu R—modil olan 0 — Ey — Eg_1 — -+ —

Eq — 0 tam dizisi alimsin. O zaman

s

> (=1)"Ir(E) =0

pn=0
olur.

Tanim 1.1.18. M bir R-modiil olsun. O halde aM = 0 olacak sekilde R halkasinin
tiim « elemanlarimin kiimesine M moddlinin R i¢indeki sifirlayany denir ve Anng(M)

veya (0 :p M) seklinde gosterilir.

Onerme 1.1.19. M bir R-modil ve I = Anng M olmak tzere I C A olacak sekilde
bir A ideali alinsin. Ayrica
¢»:R— R/A

dogal déntisim olsun. O zaman M modili bir (R/A)-modil yapisina sahiptir. Bu yapu
r € R vex € M olmak izere rx = ¢(r)x seklinde tanvmlanan ¢arpma islemi ile verilir.
Son olarak M bir (R/A)-modil olarak g6z oniine alinirsa ¢(I) = 1/A, M modilinin
R/A igindeki sifirlayans olur.

Sonug 1.1.20. M bir R—modiil, I = Anng M ve N, M modiliniin bir alt kiimesi olsun.
Ayrica I C A olacak sekilde bir A ideali alinsin. O zaman M bir R—modil olarak géz
ontine alndiginda N kimesi, M modilinin bir alt modilidir ancak ve ancak M bir

(R/A)-modiil olarak gz oniine alindiginda N kimesi M modilinin bir alt modilidiir.

Sonug 1.1.21. M bir R—modiil, I = Anng M olsun. I C A olacak sekilde bir A ideali
alinsin. O zaman lg (M) = lg/a (M) olur.



Tanim 1.1.22. R bir halka ve M bir R—modiil olsun. Eger R'nin bir P asal ideali,
bir m € M igin P = (0 :g m) olacak sekilde varsa o zaman P’ye M 'nin bir ilgili asal

ideali denir. M’nin ilgili asal ideallerinin kiimesi Ass(M) ile gosterilir.

Lemma 1.1.23 (Zorn Lemma). Bostan farkl kismi siraly bir kiime i¢indeki her zincirin

o kiime i¢inde bir st sinary varsa, bu kismi siraly kiimenin bir maksimal elemana vardir.

Onerme 1.1.24. P,, P, ..., P, idealleri R halkasinan asal idealleri olsun. A ideali bu
ideallerin hicbirinde tamamen kapsanmasin. O zaman A ideali hicbir P; idealine ait

olmayan bir o elemanu icerir.

Tanim 1.1.25. A, R halkasinin bir ideali ve a;, R’nin bir elemani olsun. O halde bir
m pozitif tamsayisi icin o™ € A olacak sekildeki o € R elemanlarinin kiimesine A
idealinin R halkast i¢indeki radikali denir ve Rad A ya da /A ile gosterilir.

Ozellikler.

1. A, R halkasinn bir ideali olmak tizere A C Rad A .
2. A, B, R'nin iki ideali ve A C B ise 0o zaman Rad A C Rad B .
3. A, R’nin bir ideali olmak tzere Rad (Rad A) = Rad A .
Onerme 1.1.26. A;,..., A,,, R halkasinan idealleri olsun. O zaman
Rad (A1As...Ay) =Rad (A1 N...NA,)
=RadA;N...NRad A4,,

olur.

Onerme 1.1.27. A bir ideal olsun. Rad A idealinde kapsanan sonlu tretilmis bir B

ideali alinsin. O zaman B™ C A olacak sekilde pozitif bir m tamsayist varder.

Tanim 1.1.28. R C R’ olmak tizere R ve R’ iki halka olsun. Eger R — R’ igerim
doéntigtimii bir halka homomorfizmasi ise o zaman R halkasina R’ halkasinin bir alt
halkasy denir. Ayrica R’ halkasina R’nin bir genislemesi denir. Simdi o € R’ olsun. O

zaman uygun ai, as, . ..,a, € R ve n > 1 i¢in
A"+ a " P a2+ +a,=0

ise a elemanina R halkasi tizerinde bir integral eleman denir. Ayrica eger R’ halkasinin
her elemani R halkasi lizerinde integral ise o zaman R’ halkasina R halkasimin bir

integral genislemesi denir.

Onerme 1.1.29. R, R halkasinan bir integral genislemesi, A’ bir R'~ideal ve P’ bir
asal R'~ideal olsun. Eger P' C A" ve PN R =A"NR ise o zaman A" = P’ olur.
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Tamim 1.1.30. R’,; R halkasimin bir geniglemesi olsun. A’, R’ halkasinin bir ideali
olmak tizere R halkasinin A’ N R idealine A’ idealinin R halkasindaki ¢ekilmesi denir

ve A’¢ ile gosterilir.

Tamim 1.1.31. R, R halkasiin bir geniglemesi olsun. A, R halkasinin bir ideali olmak
tizere A idealinin R’ halkasinda tirettigi ideale A idealinin genislemesi denir ve AR’ ya
da R'A geklinde gosterilir.

Teorem 1.1.32. R', R halkasinin integral genislemesi ve P', R' halkasinin bir asal
ideali olsun. P’ idealinin R halkasindaki P = P' N R ¢ekilmesi alinsin. O zaman P’,
R’ halkasiman bir maksimal idealidir ancak ve ancak P, R halkasinan bir maksimal

idealidir.

E bir R—modiil, K < FE ve U C FE olsun.

(K:gU)={reR:heruecUicnrue K} ={re R:rU C K}

kiimesi tammlansim. Buna gére (K :zx U) R'nin bir ideali olur. Ozel olarak U = {u}

ise (K :g U) ideali i¢in (K :g {u}) yerine (K :g u) yazilabilir. Dikkat edilirse K = 0

alindiginda o zaman (0 :g U) daha énce tanimlanan sifirlayan ile ayni ideal olacaktir.
Simdi G C R ve K < E olmak tizere

(K:pG)={e€cFE:hergeGigingec K} ={ec E:Ge C K}

kiimesi tanimlanirsa (K :p G), E'nin bir alt modilidir. Eger G = {v} ise (K :g G)
alt modiilt i¢in (K :g {7}) yerine (K :g ) yazilabilir.

{Ki}ic; ailesi E modiiliiniin alt modiillerinin bir ailesi olsun. {4;},_; ile R hal-
kasinin ideallerinin bir ailesi gosterilsin. G C R olsun. Ayrica A ve B kiimeleri R
halkasinin idealleri, K ve N kiimeleri £ modiiliiniin alt modiilleri olsun. Buna gore

asagidaki ozellikler verilebilir.
Ozellikler.

1. (K :gU) = (K :g RU) ve (K :g G) = (K :5 RG) olur. Ozel olarak her u € U
icin (K g u) = (K :g Ru) ve her v € R i¢in (K :gv) = (K :g (7)) elde edilir.

2. ((NierKs) 1 U) = Nier (K; : U)ve ((NierKs) 15 G) = Nier (K 5 G).
3 (K : (Sier K1) = Nier (K 1 K3) ve (K ip (Syes Aj)) = Njes (K iz Ay).

4. (N:K):A)=(N:AK)=((N:g A): K).



5. (N:gA):g B)=(N:g AB)=((N :g B) :g A).
6. yYENK =~(K :g7)

7. L, E'nin K’y iceren bir alt modili ise (L :p v)/ K = ((L/K) ‘B/K 7) olur. Ozel
olarak L = K alimirsa (K :gv)/K = (0 :g/k ) elde edilir.

Onerme 1.1.33. E, n tane eleman ile dretilen bir R-modiil olsun. B idealinin E
modilinin sifirlayaning icerdigini varsayalim. Eger bir A ideali i¢in AE C BE ise o

zaman A™ C B olur.
Tanim 1.1.34. E bir R—modiil olsun. £/ modiiliintin bir N alt modiilii alinsin. Eger

1. N, E modiiliiniin bir 6z alt modiilii ve

2. herre R,e€ Eiginre € N veed¢ N iken r™E C N olacak sekilde pozitif bir
m tamsayisi bulunabiliyor ise o zaman N alt modiiliine £ modiiltintin bir asu/ alt

modili denir.

Ozel olarak E = R almirsa R'nin asil alt modiillerine asil ideal denir. Buna gore R

halkasinin bir @) ideali i¢in eger

1. @, R halkasinin bir 6z ideali ve

2. r,a € R olmak iizere ra € Q ve a ¢ @ iken r € Rad () ise o zaman () idealine R

halkasimin bir asil ideali denir.

N, E modiiliniin bir asil alt modiili ise Rad(V : E) idealinin R’nin bir asal ideali

oldugu kolayca gortlebilir.

Tanim 1.1.35. N, E modiliniin bir asil alt modiilii olsun. Eger Rad (N : E) = P
ise o zaman N alt modiiltine bir P—asil alt modiil denir. Benzer gekilde eger () bir asil

ideal ve P = Rad () ise o zaman () idealine bir P—asil ideal denir.

Tanim 1.1.36. £ bir R-—modiil ve K, E’nin bir alt modili olsun. Ny, ..., Ny, E
modiiliintin asil alt modiilleri olmak tizere eger K = N; N ... N N; ise o zaman K alt
modulu F modilinde ayrisabilir denir. Ayrica K = Ny N ... N N, ifadesine K'nin E
icindeki bir asil ayrisime denir. E = R ve 1 <1 < s igin (); idealleri asil idealler olsun.
Eger A=0Q1NQN...N Qs ise o zaman A ideali bir asil ayrisima sahiptir denir.
Ayrica E bir R—modiil olmak tizere N, E’nin bir alt modiilii olsun ve N'nin F iginde
bir asil ayrigima sahip oldugu varsayilsin. O halde pozitif bir n tamsayisi, P; idealleri
R’nin farkl asal idealleri ve K; alt modiilleri E’nin farkli P,—asil alt modiilleri olmak
tizere, her ¢ i¢cin N = K1N...NK, ve N # KiN...NK;,_ 1NK;1N...NK, olacak sekilde

bulunabiliyor ise o zaman N'ye E i¢inde bir normal asil ayrisima sahiptir denir.

Teorem 1.1.37. E bir R—modiil ve K, E nin asil ayrisima sahip olan bir K alt modiili
olsun. Eger A sonlu tretilmis bir ideal ve (K :p A) = K ise o zaman A ideali K alt

modiline ait olan hicbir asal idealde kapsanmaz.
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1.2 Kesirli Halkalar ve Modiiller, Yerellestirmeler

Tanim 1.2.1. S, R halkasinin bir alt kiimesi olsun. Eger 1 € S ve s1,s9 € S iken

5159 € S ise o zaman S kiimesine R'nin bir carpimsal kapalr alt kimes:i denir.

S, R'nin bosgtan farkli carpimsal kapali bir alt kiimesi ve E bir R—modil olsun.

E x § tizerinde her ey, e, € E ve s1,89 € S i¢in

(e1,81) ~ (€2, 52) < s € Sigin ss9eq = SS1€9

seklinde bir bagint1 tanimlansin. ~ bagintis1 bir denklik bagintisidir. Herhangi bir
(e,s) € E x S ikilisinin ~ bagmtisina gore denklik sinifi e/s olarak gosterilsin. Ay-
rica

{g ce€e E,se S}

kiimesi Eg ile gosterilsin. Eg kiimesinin e1/s; ve e5/s elemanlar igin

€1 X €9 > S2€1 + S51€2

S1 59 5152

islemi tamimlansim. Buna gore (Eg, +) bir abelyan gruptur. Ozel olarak E = R alindi-

ginda Rg tzerinde her ri/sy, ro/s9 € Ry igin

L To o

S1 SS9 5152
islemi tanimlanirsa (Rg, 4, -) bir halka olur. Ayrica her r/s € Rg ve e/t € Eg i¢in

re

roe
s t st

islemi Eg’yi bir Rg—modiul yapar.

Xe: E— Es,xe(e) = %
seklinde tanimlanan doéniigiim grup homomorfizmasidir. Bu donitisiime dogal dontisim
denir. Ozel olarak xr : R — Rg dogal doniisiimii bir halka homomorfizmasidir. Buna
gore Fg, xr doniisimii sayesinde ayni zamanda bir R—modiil yapisina sahip olur. Diger
taraftan yg : ' — Eg dogal doniigiimii bir R—modiil homomorfizmasi haline gelir.

E ve E' birer R—modiil olmak tizere f : E' — E bir R—modil homomorfizmasi olsun.
fs: Eg — Egs, her v/s € Eg icin fs(x/s) = f(x)/s seklinde tanimlanan doniisiim bir
Rg—modill homomorfizmasidir.

Simdi

0-FLESE -0



R-—modillerin bir tam dizisi olsun. O zaman

0 By 35 Bg 5 EL =0
dizisi Rg-modiillerin bir tam dizisidir. Ozel olarak F’ < F alindiginda i : B/ — E ice-
rim doniigtimii olmak tizere ig : Efg — Eg dontigtimi bir monomorfizma olur. O nedenle
E modiilii ona izomorf olan Eg modiiliiniin ig(Eg) alt modiilii ile 6zdes tutulacaktir

ve

E;:{mzmeE’,seS}gEs
S

seklinde yazilacaktir.

Tanim 1.2.2. E bir R—modil olsun ve Fg bir Rg—modil olarak goz ontine alinsin. W,
Eg’nin bir alt modiilii olmak tizere yp : F — Eg dogal déniigiim olsun. O halde E’nin
X H(W) R-alt modiiliime W 'nan E igindeki ¢ekilmesi denir ve W€ ile gosterilir.

Tanim 1.2.3. E bir R-modil, K, E’nin bir alt modili ve xg : £ — Eg dogal
dontigiim olsun. O halde xg(K)'nin Eg i¢inde trettigi alt modile K 'nin Eg i¢indeki

genislemesi denir ve K€ ile gosterilir.

Onerme 1.2.4. E bir R-modiil ve S, R’nin bir carpymsal kapaly alt kiimesi olsun. O
halde

1. W, Eg modiilinin bir alt modili ise W = W.
2. K bir U C E tarafindan tretilen alt modil ise o zaman Kg, xg(U) ile dretilir.
3. A, R'nin bir ideali ise o zaman (AFE)s = AgFEs.

Teorem 1.2.5. E bir R-modiil olsun. Eger S kimesi R halkasinan bostan farkl car-

pimsal kapale bir alt kimesi ise o zaman lg, (Eg) < g (E) olur.

Onerme 1.2.6. E bir sonlu tretilmis R-modil, S, R’nin bostan farkl bir carpimsal
kapale alt kimesi ve Y, E’nin bir alt modili olsun. O zaman (Y : E)g = (Ys: Eg)

olur.

Simdi S, R’nin bir ¢arpimsal kapali alt kiimesi ve A, R’nin bir ideali olmak tizere

S’nin R — R/A dogal dontigiimit altindaki goriintiisii S/A ile gosterilsin.

Onerme 1.2.7. ¢ : R — R/A dogal déniisiim olmak tizere 1) : Rs — (R/A)S/A,
v (r/s) = ¢(r)/é(s) donisimi cekirdegi As olan bir halka epimorfizmasidur. Dolayi-
siyla Rs/As =~ (R/A)g, elde edilir.

Onerme 1.2.8. P, R halkasinin bir asal ideali olsun. O halde ejer

1. P ile S kiimesinin arakesiti bostan farkl ise o zaman Ps = Rg olur
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2. P ile S kiimesinin arakesiti bos ise o zaman Ps ideali Rg halkasinin R halkasin-

daki cekilmesi P olan bir asal idealidir.

R bir halka ve E bir R—modul olsun. Ayrica P, R halkasinin asal ideali ve S, P
idealinin tiimleyenini gostersin. O zaman S kiimesi R halkasinin bogtan farkh carpimsal
kapali bir alt kiimesidir. Burada Rg halkas1 ve Eg modiilii yerine sirasiyla Rp ve Ep
yazilsin. R'nin P tarafindan igerilen asal idealleri ile Rp’nin asal idealleri kapsama
bagintisini koruyan bir esleme ile birebir eslenir. Dolayisiyla P idealinin genislemesi,
Rp halkasinin tek maksimal ideali olur. Daha sonra tanimlanacag: gibi Rp halkasi bir
quasi-yerel halka olur. Bu nedenle Rp'nin elde edilmesi islemine yerellestirme denir.
Rp halkasinin asal idealleri R halkasinin P idealinde kapsanan asal idealleri ile birebir
eslenir. Ote yandan 6zel olarak maksimal idealler ayni zamanda asal oldugundan R

halkas1 maksimal idealler ile yerellegtirilebilir.

Teorem 1.2.9. E bir R—modil olsun. O zaman
Ir(E) =Y I, (Exn)
M

olur. Burada toplam R halkasinin maksimal idealleri tizerinden alinmastar.

Teorem 1.2.10. (Uzunluk igin genisleme formili)R', R halkasinan bir integral genis-

lemesi ve E' bir R'—modil olsun. O zaman

no__ / ﬂ R
ZR(E)_%;ZR;VI/ (EM’> [M/ : M/OR‘|

olur. Burada toplam:r R’ halkasinin maksimal idealleri izerinden alinmastur.

Tanim 1.2.11. R bir halka, M, R iizerinde bir modiil olsun. O halde R’nin Mp # 0
kogulunu saglayan P asal ideallerinin kiimesi Supp(M) ya da Suppgp(M) ile gosterile-
cektir. Dolayisiyla

Supp(M) ={P : P, R’nin asal ideali ve Mp # 0}

yazilabilir.

Lemma 1.2.12. R halkas: tizerinde bir M modili alinsin. O zaman asagrdaki durum-

lar denktir:
1. M =0.
2. R’nin her P asal ideali i¢in Mp = 0.

3. R'nin her m maksimal ideali i¢cin My = 0.
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Lemma 1.2.13. R bir halka ve M sonlu tretilmis bir R—modiil olsun. O zaman
Supp(M) = {P : P, R’nin asal ideali ve (0 :p M) C P}

olur.

1.3 Noether Halka ve Modiiller

Bu kisimda daha once tanimlanan alt modiiller i¢cin maksimal ve minimal kosullar ile

ilgili baz1 sonuglar verilecektir.

Lemma 1.3.1. 0 - E' - E — E" — 0 dizisi R-modillerin bir tam dizisi olsun.
Eger E Noether ise o zaman E' ve E" de Noetherdir. Tersine ejer E' ve E” Noether
ise o zaman E Noetherdir. Ayrica burada Noether yerine Artin alinirsa da lemma dogru

olur.

Sonug 1.3.2. Fy, Es, ..., E,, R—modiiller olsun. O zaman E1®FEy®. .. D FE, dik toplama
Noetherdir(Artindir) ancak ve ancak herbir E; modili Noetherdir(Artindir).

Onerme 1.3.3. Ny, N, ..., N,, E, R-modiiliiniin alt modiilleri olsun. Her i i¢in N; alt
modiilleri Noetherdir. O zaman N1+ No+-- -+ Ny toplama Noetherdir. Burada Noether

yerine Artin alinirsa da onerme dogru olur.

Sonug 1.3.4. R bir Noether halka ve E sonlu tretilmis bir R—modil olsun. O zaman

E bir Noether R—modiil olur. Ayrica sonu¢ Artin durumu i¢in de dogrudur.

Onerme 1.3.5. E bir R-modil ve Ny, Ns,...,N,, E’nin alt modiilleri olsun. Eder

herbir i i¢in E'/N; modili Noether(Artin) ise o zaman
E/ (NN NyN...NNy)

modilii de Noether(Artin) olur.

Teorem 1.3.6. E sonlu tretilmis bir R—modiil, A = AnngFE olsun. O zaman E modiili
Noetherdir(Artindir) ancak ve ancak R/A halkase Noetherdir(Artindir).

Teorem 1.3.7. R bir Artin halka olsun. O zaman R halkasi Noetherdir.

Onerme 1.3.8. R bir halka olsun. Ay, Ao, ..., A, idealleri i #jigin A+ A =R

olacak sekilde alinsin. O zaman herbir 1 <1 <n i¢cin

Al—i-(AlA1,1A2+1An>:141+(141ﬂ0A1,1QA1+1mﬂAn>:R
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olur. Ayrica A1Ay... A, =A1N...NA, ve

elde edilir.

Onerme 1.3.9. E bir Noether R-modil ve N, E nin bir P-asil alt modili olsun. O

zaman P™E C N olacak sekilde bir m tamsayisy vardar.

Onerme 1.3.10. E bir Noether R-modiil ve K, E nin bir alt modiili olsun. O zaman

asaqidaki durumlar denktir:
1. g (E/K) < o0 olur.
2. (K : E) idealini igceren her asal ideal bir maksimal idealdir.

3. n > 0 icin MiM,.. M,E C K olacak sekilde maksimal ideallerin sonlu bir

M, ..., M, kimesi vardur.

Sonug 1.3.11. A Noether R halkasinin bir ideali olsun. O zaman asagidaki durumlar
denktir:

1. lgr(R/A) < oo ve denk olarak R/A bir Artin halkasidor.
2. A idealini iceren her asal ideal R halkasinin bir maksimal idealidir.

3. n > 0 olmak tizere maksimal ideallerin bir sonlu M, ..., M, kimesi My ... M, C

A olacak sekilde vardur.

Sonug 1.3.12. E sonlu dretilmis bir R—modil ve A = Anng E olsun. O zaman lgr(E)

sonludur ancak ve ancak R/A halkasy Artindir.

Tanim 1.3.13. Bir halkanin Jacobson radikali halkanin maksimal ideallerinin arake-

sitidir ve Jac(R) ile gosterilir.

Teorem 1.3.14. A, R halkasinin bir ideali olsun. O zaman asagidaki iki durum denktir:
1. A ideali R halkasimin Jacobson radikalinde kapsanar.
2. Her E Noether R-modili i¢in N2, A"E = 0 olur.

Lemma 1.3.15 (Nakayama Lemmasi). R bir halka ve M, R tzerinde sonlu tretilmis
bir modil olsun. R'nin I C Jac(R) olacak sekilde bir ideali alinsin. Eger M = IM ise

o zaman M = 0 olur.

Teorem 1.3.16 (Hilbert Taban Teoremi). R bir Noether halka ve x4, ..., x, bilinme-

yenler olsun. O zaman R[xy,...,x,| polinomlar halkas: da Noether olur.
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1.4 Yerel Halkalar

Tanim 1.4.1. R bir halka ve P, R’nin bir asal ideali olsun. O halde bir n > 0 tamsayisi
icin eger
1. P idealiile baglayan ve n+1 tane asal idealin 6z olarak azalan P D P, D ... D P,

dizisi var ve

2. (1) sikkindaki 6zellikleri saglayan ve daha fazla sayida terim igeren bir dizi yoktur

kogullar1 saglaniyor ise o zaman P asal idealinin ranks n’dir denir ve bu durum
Rank P = n seklinde gosterilir. Eger her n tamsayist i¢in n 4+ 1 terimli en az bir
P > P D ... D P, dizisi var ise o zaman Rank P = oo yazilir. Dolayisiyla her asal

idealin ranki tamimhidir. Rank degeri ya negatif olmayan bir tamsay1 ya da oo olur.
Bu tanimdan agagidaki sonuclar elde edilebilir:

1. Bir P asal ideali icin Rank P = 0 olur ancak ve ancak P ideali halkanin minimal

asal idealidir.

2. Eger P g P’ asal idealler ise o zaman Rank P < Rank P’ olur. Ayrica eger
Rank P < oo ise o zaman Rank P < Rank P’ elde edilir.

Rank kavrami asal olmayan idealler i¢in de tanmimlanabilir. A bir 6z ideal olsun. P

idealleri asal idealler olmak tlizere
Rank A = inf Rank P
POA

olsun. Ayrica P asal idealleri A idealinin minimal asal idealleri olarak alinabilir. A, B
0z idealler ve A C B ise o zaman Rank A < Rank B olur.

Teorem 1.4.2. R bir Noether halka ve A, R’nin bir 6z ideali olsun. A idealin > 0 i¢in
n tane eleman ile tretilsin. Eger P ideali A’nin bir minimal asal ideali ise o zaman
Rank P < n olur.

Onerme 1.4.3. R bir halka ve E bir Noether R-modiil olsun. R'nin ay, ..., q, ele-

manlary alinsin. O zaman (Anng E, a4, ...,0p) = Anng E + (a4, ..., o) olmak tzere
Rad (Anng E, oy, ..., a,) = Rad (Anng (E/(a1, ..., q,)E))

elde edilir. Ayrica (Anng E, o, . .., o) 'yi kapsayan asal idealler ile Anng (E/ (o, ..., 0p)E) 'yi

kapsayan asal idealler aynadar. Ote yandan eger (ay,...,a,)E # E ise o zaman
Rank (Anng (E/(oq,...,a,)E) /Anng E) <p
elde edilir.
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Tanim 1.4.4. P, R halkasinin bir asal ideali ve n > 0 bir tamsay1 olsun. O halde

1. ilk terimi P olan n + 1 tane asal idealin
PCcPhPC...CP, (1.4.1)

dizisi vardir ve
2. (1) sikkindaki ozellikleri saglayan ve daha fazla terim igeren bir dizi yoktur

kosullar1 saglaniyor ise o zaman P idealinin boyutu n’dir denir ve dim P = n ile goste-
rilir. Eger her n > 0 igin dizisi gibi en az bir dizi var ise o zaman P ideali sonsuz
boyutludur denir ve dim P = oo yazilir. Dolayisiyla boyut kavrami her P asal ideali

icin tamimhidir. Boyut degeri ya sonsuzdur ya da negatif olmayan bir tamsayidir.
Tanmimdan asagidaki sonuclar elde edilebilir:
1. P asal ideali i¢in dim P = 0 olur ancak ve ancak P ideali maksimaldir.

2. Eger P ; P’ asal idealler ise o zaman dim P > dim P’ olur. Ayrica eger
dim P’ < oo ise o zaman dim P > dim P’ elde edilir. Boyut kavrami biitiin

0z idealler i¢in tamimlanabilir. P idealleri asal idealler olmak tizere

dim A = sup dim P
PDA

olsun. Ayrica P asal idealleri A idealinin minimal asal idealleri olarak alinabilir.

Tanim 1.4.5. Sifirdan farkli R halkasinin boyutu R halkasinin sifir idealinin boyutu

olarak tanimlanir ve dim R ile gosterilir.

Tanim 1.4.6. R bir halka olmak tizere E sifirdan farkli bir R—modiil olsun. O zaman
FE modiilintin boyutu ile ashnda R/ Anng F halkasiin boyutu kastedilir ve dim E ile
gosterilir.

Dolayisiyla P idealleri Anng E idealinin minimal asal idealleri olmak tizere

dim F = m}gx(dim P) olur.

Tanim 1.4.7. Sifirdan farklh bir Noether R halkasimin sadece sonlu tane maksimal
ideali var ise o zaman R halkasma bir yar: yerel halka denir. Eger R halkasinin bir

tane maksimal ideali var ise o zaman R halkasina yerel halka denir.

Tek maksimal ideali olan halkalar Noether olmak zorunda degildir. Herhangi bir hal-
kanin bir tek maksimal ideali varsa halkaya quasi-yerel halka denir. Burada yerel halka

ile aslinda Noether quasi-yerel halkalar kastedilmektedir.
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Tanim 1.4.8. R bir yar yerel halka ve R'nin biitiin maksimal idealleri My, Ms, ..., M;

olsun. Ayrica R halkasinin bir B ideali alinsin. Eger bir k& tamsayist i¢in
(MynMyn..NM)*CBC (M NMN...NM,)

oluyorsa o zaman B idealine R'nin bir tanim ideali denir.
Bir P asal idealinin B ’yi kapsamasi ile Rad B yi kapsamasi denk oldugundan asa-

gidaki durumlarin denk oldugu kolayca goriilebilir.

1. B, R halkasiin bir tanim idealidir.
2. RedB=MNMyn...NM, .

3. B idealinin minimal asal idealleri M, ..., My olur.

Teorem 1.4.9. R bir yar: yerel halka ve d > 0 olmak tizere dim R = d olsun. O zaman
R halkas i¢in bir tanim idealini dreten d tane eleman bulunabilir. Ayrica d’den daha

az sayrda eleman ile tretilen bir tanwm ideali yoktur.

Tanim 1.4.10. R halkasi1 d > 0 olmak tizere d boyutlu bir yar1 yerel halka olsun. O
zaman R’'nin d elemanli bir alt kiimesi ile iiretilen bir tanim idealine R halkasinin bir

parametreler sistemi denir.

Onerme 1.4.11. R bir yar: yerel halka olsun ve R halkasimn biitin maksimal idealle-

rine ait olan bir o elemant alinsin. Eger o sifir bolen degil ise o zaman

dim (R/a) =dim R — 1 olur.

Teorem 1.4.12. R bir yari-yerel halka ve o, . . ., g, R’nin bir parametreler sisteminin

elemanlar: ise o zaman dim R/(ay, ..., q) = dim R — k olur.

Teorem 1.4.13. [1, Theorem 4, §6.2]A sifirdan farkl bir Artin halka ve P, Alzq, ..., x,]

polinom halkasinin herhangi bir asal ideali ise o zaman
dim P+ Rank P =n

olur.

Teorem 1.4.14. [Z, Theorem 3.61] R bir halka ve n > 2 i¢in Py, ..., P, en fazla iki
tanesi asal olmayan R’nin idealleri olsun. S, R’nin carpimsal kapaly bir alt kimesi
olmak tizere S C U;_, P; oldugu varsayilsin. O zaman 1 < j < n olacak sekilde bir J
icin S C P; olur.
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1.5 Kompleksler

Bu boliimde [5} Boliim iginde ele alinacak olan Koszul kompleksleri ile ilgili detaylarm
anlagilabilmesi i¢in gereken bazi kavram ve sonuglar miimkiin oldugunca 6zetlenerek
verilmigtir Bunun i¢in 6ncelikle R—modiillerin kompleksi ile ne kastedildigi ele alinacak-
tir. Bu boliim icinde ele alinan kavram ve sonuclar hakkinda daha detayl ve aydinlatici
bilgiye ulagmak igin [3] nolu referans ile verilen kitaba bagvurulabilir.

R—modiillerin bir kompleksi, R—modil ve R—homomorfizmalarin

o X X, X P X, (1.5.1)

olacak gekilde bir dizisidir. Ayrica burada her n i¢in d,,_1d,, = 0 kogulu da saglanmalidir.

X,’e n. dereceden bilesen modil ya da kompleksin n. bileseni ve d,,’e de n.dereceden

sinar homomorfizmase denir. Ayrica[1.5.1]dizisi (X, d) ya da sadece X ile gosterilecektir.
(X, d), R—modiillerin bir kompleksi olmak tizere

Zn(X) =ker(X,, — X,,_1) = kerd, (1.5.2)

ve
Bo(X) = Im(Xp1 — X)) = Imdyss (1.5.3)

olsun. Burada Z,(X)’in elemanlarma X’in n-devirleri ve B, (X)'in elemanlarima da
X’in n—swarlary denir. H,(X) = Z,(X)/B,(X) olsun. H,(X)’e kompleksin n.homoloji
modili denir. Bu nedenle dizisi tamdir ancak ve ancak biitiin homoloji modiilleri
sifirdir.

(X,d) ve (X',d") R—modillerin iki kompleksi olsun. (X, d) kompleksinden (X', d)
kompleksine bir ¢ déniigiimii, —oo < n < 0o i¢in ¢, : X,, — X, ve her n i¢in asagidaki

diyagram degismeli olacak sekilde, R~homomorfizmalarin bir {¢,} ailesidir.

X, — X, (1.5.4)

N

/ /
Xn d/ Xn—l

n

diyagraminin degismeli olmasi her n icin ¢,_1d, = d, ¢, olmasi demektir. (X,d) ve
(X', d') iki kompleks olsun. Eger her n i¢in ¢, : X,, — X, bir R-modiil izomorfizmas
ise o zaman (X, d) ve (X', d") kompleksleri izomorftur denir.

Simdi ¢ : X — X', X kompleksinden X’ kompleksine bir dontigiim olsun. di-
yagrami degismeli oldugundan ¢, (ker d,) C ker d,, olur. Buradan ¢,(Z,(X)) C Z,(X")

yazilabilir. Diger taraftan
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X1~ X, (1.5.5)

diyagrami degismeli oldugundan ¢,(Imd,y;) < Imd, 41 elde edilir. Buradan
On(Bn(X)) € B,(X) olur. Dolaysiyla (B,(X), Z,(X)) ikilisinden (B, (X’), Z,(X"))

ikilisine bir dontigtim tanimlanabilir. Bu da

O+ Zn(X)/Bn(X) = Zn(X')/Bn(X)

n

dolayisiyla
¢r Hy(X) — Hp(X)

seklinde yazilabilir. Buradan komplekslerin bir ¢ : X — X’ doéntstimii ile, X’in ho-
moloji modiillerinden X’ kompleksinin homoloji modillerine bir H,(X) — H,(X’)
doniigiimii tanimlanabilecegi soylenebilir. X', X, X", R-modiillerin kompleksleri olsun
ve bu kompleksler arasmnda ¢ : X’ — X, ¢ : X — X doniisiimleri alinsin. Eger her n
i¢in

b SW

dizisi R—modillerin bir tam dizisi ise o zaman

X% x4%x

komplekslerin bir tam dizisi olur. Ayrica her n i¢in X,, = 0 olan bir komplekse sifir

kompleksi denir ve 0 ile gosterilir. Buradan eger her n icin
! Pn Un, "
0—-X, —X,—X,—0

R-modiillerin bir tam dizisi ise o zaman

0 X 4 X5 X" =0
komplekslerin bir tam dizisi olur.
Lemma 1.5.1. (X', d),(X,d) ve (X",d") R-modiillerin kompleksleri ve

) P "
0—-X=-X-=-X =0

dizisi R—modillerin bir tam dizisi olsun. O halde



dizisi tamdur. Buradaki @), ve ) dontstimler: daha once agiklandigy gibi siraswyla ¢ ve

WV dontstimlerinden elde edilen dontistimlerdir.

Simdi komplekslerin bir
0-X'5x5 X =0

tam dizisi olsun. Her n icin A, : H,,(X") = H,_1(X') R-homomorfizmalar agagidaki
gibi tanimlanacaktir ve bu sekilde tanimlanan homomorfizmalara baglant: homomor-
fizmalar, denir.

(o € H,o(X") olsun. O halde u,, € Z,(X") olmak iizere ¢, = u, + B, (X") alinabilir.
¥, bir epimorfizmadir. Dolayisiyla ¢, (z,) = u, olacak sekilde bir z, € X, eleman

vardir. Ayrica u, € Z,(X") oldugundan
Un—1dp(Tn) = d;¢n(xn> = d;;(u;;) =0
elde edilir. Ayrica

0— X;z—1 Dty X1 Fnig X;;_l —0

tam dizisi ile bir 3:;1_1 = Xrlz—l icin d,,(x,) = ¢n_1(x),_;) olur. O halde d,_1d,, = 0
oldugundan

¢n—2d;171(1’;71) = dn—lﬁbn—l(I/nfl) = dn—ldn($n> =0

/

elde edilir. ¢,_» bir monomorfizma oldugundan d, ,(z, ;) = 0 olur. Buradan
T, | € Zn_1(X') elde edilir. Simdi

An(Gn) = 2y + Boa (X)) (1.5.6)

olsun. Dolayisiyla A,, baglanti homomorfizmasi tanimlanmig olur. Bu doniigiimiin iyi
tamml oldugu su sekilde gosterilebilir. ¢, € H,(X") olsun ve yukarida yapilan iglemler
burada tekrar ele alinsin. u,, z,, , , elemanlar1 yerine sirasiyla v, ¥, ¥,_; almirsa
o zaman wu,, ve v, (,'in H,(X")ndeki temsilcileri olur. Dolaysiyla u, — v, € B,(X")
elde edilir. Bir =, € X,, i¢in u,, — v, = d, ., (7, ;) olsun. O zaman bir t,1 € X1
icin +1 = Yny1(tpq1) olur. Bu nedenle u, — v, = Updyy1(tny1) yazilabilir. Ayrica
Un(2) = u,, ve 1y (y,) = v, olur. Bu nedenle z, — 4, — dps1(tni1) € kertp, = Im ¢,
elde edilir. O halde ¢, € X, iken @, — Y, — dpy1(Tny1) = On(t,,) yazilabilir. Bu esitligin
her iki tarafina d,, déniisiimii uygulanir ve d,(2,) = ¢n_1(z, 1), du(Yn) = Gn_1(y,_ ;)

oldugu da goz oniine alinirsa o zaman

an—l(x;—l) - gbn—l(ywl@—l) = an—ld;z(t;@)
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elde edilir. ¢,,_; bir monomorfizma oldugundan z,,_, —y,_, = d, (t,) yazlabilir. Bura-

dan

!/ !

Tp1 = ynfl( mod Bn*1<Xl>)

olur. Bu nedenle z/,_; ve y,,_; elemanlarmin H,_;(X’)’deki goriintiileri aynidir. Bu da

A,, doniigiimiiniin iyi tanimlh oldugunu soyler.

Teorem 1.5.2. (X', d),(X,d),(X",d"), R-modiillerin kompleksleri ve
0 X 4 X5 X" =0 (1.5.7)

bir tam dizi olsun. O zaman

1" "

= H,(X')—>H,(X) > H,(X )= H, 1 (X)> H, 1(X) > H, (X )= -
(1.5.8)

dizist R—modiillerin bir tam dizisidir Burada
1. Hy(X') = Hy(X) ve Hy(X) — Ho(X") swaswyla ¢F ve ¥ doniisiimleridir.
2. Hy(X") = H,_(X") doniisiimii A,, baglants homomorfizmasidar.

Tamim 1.5.3. (X,d) ve (X', d’), R—modiillerin iki kompleksi olsun. Eger
1. her n icin X;L < X, ’dir.

2. i, : X, — X, icerim doniigiimii (X’,d’) kompleksinden (X, d) kompleksine bir

dontigtim olur.

kogullar1 saglaniyorsa o zaman (X', d") kompleksine (X, d)'nin bir alt kompleksi denir
ve (X' d') <k (X,d) ya da X <g X' ile gosterilir.

Buradaki (2) kosulu ile her n i¢in d,’in X, modiiliine kisitlamasinm d,, doéniisiimii
oldugu elde edilir.
Simdi (X, d’) <k (X,d) olsun ve X, = X,,/X, seklinde alimsm. O zaman

’ / /

’

olur ve buradan d,, (X, ,X,) ikilisinden (X

1> Xn_1) ikilisine bir déntigiimdir. Bu

nedenle d, : X, — X, | doniigiimii elde edilebilir. d, ,d, = 0 oldugu agiktir. Bu
yiizden (X", d") bir kompleks olur. Buna (X, d) kompleksinin (X', d’) ile belirli bolim

kompleksi denir.



diyagrami degismelidir. Bu diyagramdaki diigey dontigiimler bolim modiilleri tize-
rindeki dogal déniisiimlerdir. Bu nedenle X,, — X, dogal déniisiimleri (X,d)’den

(X", d")’ye bir déniisiim olusturur. Ayrica her n icin
0= X, =X, =X, =0

dizileri tam olur.

Tamim 1.5.4. (X,d) R—modillerin bir kompleksi olmak iizere eger her n < 0 igin

X,, = 0 ise o zaman (X, d) kompleksine bir sol kompleks denir.
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Bolum 2

KADEMELI HALKALAR VE
MODULLER

2.1 Temel Tanim ve Sonucglar

Kademeli halka ve modiil kavramlari tanimlanmadan énce kademe monoidi kavrami
ele alinacaktir.
I bogtan farkl bir kiime olmak iizere, I' {izerinde bir toplama iglemi + tanimh

olsun. Eger
1. her vy, el icin 1 +72 =% +m
2. her v1,72,93 € I'icin v1 + (72 +73) = (71 +72) + 73
3. her v € I" icin v + 0 = ~y olacak sekilde bir tek 0 eleman1 vardir
4. v,71,7 € I'i¢in v 4+ 711 = 7 + 72 ise 0 zaman y; = ¥, olur

kosullar1 saglaniyorsa [''ya bir kademe monoidi denir. Buna gore toplamsal abel bir grup
bir kademe monoidi olur. Ayrica negatif tamsayilar ve negatif olmayan tamsayilar (yani
N kiimesi) bilinen toplama iglemi ile birlikte birer kademe monoidi ¢rnegidir. Daha
genel olarak da d sabit bir pozitif tamsayi olmak iizere negatif olmayan tamsayilarin
(mq,...,mq) dizileri géz 6niine alimsin. Bu dizilerin kiimesi N? ile gésterilecektir. N¢

iizerinde toplama iglemi
(ma,...,mq) + (mf,....ml) = (mi+ml,...,mg+m))

seklinde tanimlanirsa o zaman N¢ bir kademe monoidi olur.
Simdi I" bir kademe monoidi ve R bir halka olsun. (R, +) bir grup oldugundan R

toplamsal grubunun alt gruplarindan bahsedilebilir.
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Tanim 2.1.1. R bir halka ve I' bir kademe monoidi olsun. R toplamsal grubunun alt

gruplarinin bir {R(V)} or ailesi alinsin. O halde eger
v

1. R= @'YEF R(’Y) ve
2. her 7,7 € T i¢in RO RO € RO+Y)

ise o zaman {R(V)}ver ailesine R halkasi tizerinde bir I'-kademesi denir. Bu durumda
R halkasina bir I'-kademeli halka denir.

Ayrica ROV RO = {r&’”pﬁ“) e p0) | 7‘](-7) € RO, ,057/) S RW)} olur.

Simdi R halkasi tizerinde bir I'-kademesi olsun. Yukaridaki tanimin (1) sikk: ile R
halkasinin her r elemani r =3, r) geklinde tek tiirlit yazilabilir. Bu toplamda sadece
sonlu sayida sifirdan farklh eleman vardir. RO kiimesinin elemanlarma ~—dereceli ho-
mojen elemanlar denir. Ayrica tek tiirlii belirli 7" elemanlarina r elemaninin v—dereceli
homojen bileseni denir. 0 elemani her v € I' igin y—dereceli homojen elemandir. Ayrica
Tanmim ile y—dereceli bir homojen eleman ve ~/'~dereceli bir homojen elemanin
carpimi (7 4+ 7')—dereceli bir homojen eleman olur. Verilen herhangi bir R halkas: i¢in
R iizerinde R = R ve her 0 # v icin R®) = 0 almarak bir I'-kademesi elde edilebilir.

Elde edilen bu I'-kademesine R tizerinde asikar I'-kademesi denir.

Teorem 2.1.2. R bir I'-kademeli halka olsun. O zaman R halkasinin birim elemani

O—dereceli bir homojen elemandar.

Kanit. 1p € R oldugundan, birim elemam 1p = >, € olacak sekilde homojen ele-
manlarin toplami olarak tek tiirlii yazilabilir. Simdi n, A—dereceli bir homojen eleman

olsun. O zaman
n=nlp=nY e =3 p
¥ ¥

olur. Esitligin her iki tarafindaki A-dereceli homojen elemanlar karsilagtirilirsa = ne®
elde edilir. n elemam keyfi oldugundan €, bir homojen eleman ile carpmaya gore
etkisizdir. Her eleman homojen elemanlarin toplami oldugundan sonug olarak her » € R

icin 7 = 7e(® olur. Dolayisiyla 1z = 136 = €(© elde edilir. O]
Sonug 2.1.3. RO, R halkasinan bir alt halkasidr.

Kamt. o, € R olsun. R, R halkasmin toplamsal bir alt grubu oldugundan « + /3
ve —a € R olur. ROR©® C RO olacagindan af € R elde dilir. Dolayisiyla
RO carpma iglemine gore kapahdir. Teorem ile 1 € R© olur. Béylece R, R

halkasinin bir alt halkas1 olur. [
Ornek 2.1.4. R bir halka ve 2, . .., 24, R tizerinde bilinmeyenler olsun. m = (my,...,mq)
€ N4 icin 2™ = 2" ...z} seklinde alinsimn. (Bu bigimdeki bir 2™ ifadesine 1, ..., z4

bilinmeyenlerine baglh bir monom denir.) O halde S(©) = R, her i icin derz; = 1 ve
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S(”):{Z rmZ™ i1y € Rvemy + -+ 4+ mg=n}

meNd
olmak tizere S = R[x1, ..., 24| polinom halkasi bir kademeli halkadir. Polinom halkasi
iizerinde elde edilen bu kademeye standart kademe denir.
S iizerinde bagka kademeler de tanimlamak miimkiindiir. Ornegin (v, . .., aq) € Z4

olmak tizere

S = {3 rpa™ vy € Rve aymy 4 -+ agmg = n}
meNd

seklinde tanmimlanan {S™?} alt gruplarn S iizerinde bir kademe tanmmlar. Burada
RC SO veheri=1,...,dicin derz; = o; olur.

Daha somut bir 6rnek vermek gerekirse k& bir cisim olmak tizere S = k[z,y, 2| ve
f = 2% +yz alinsm. S tizerinde standart kademe diisiiniiliirse f, homojen bilesenleri 23
ve yz olan bir polinom olur. Fakat S tizerinde der x = 3, dery = 4 ve der z = 5 olacak
sekilde bir kademe tanimlanirsa o zaman f’'nin kendisi derecesi 9 olan bir homojen

polinom olur.

Ornek 2.1.5. d > 1 bir tamsayl, R bir halka ve x,...,24 bilinmeyenler olsun.
S = R[z1,...,x4 halkast N? kademe monoidine gore bir kademeli halka olarak ta-

nimlanabilir. Burada her m = (my, ..., mq) € N¢ i¢in
S — fex™ ;¢ € R}

alinirsa

S= sm™

meNd

yazilabilir.

Tanim 2.1.6. T’ bir kademe monoidi olmak iizere S = @p S bir kademeli halka
olsun. Eger R = Y r(S™ N R) ise o zaman R alt halkasma Snin bir kademeli alt
halkasi denir. Denk olarak eger her f € R i¢in f’nin biitiin homojen bilegenleri R’de

ise o zaman R, S’nin bir kademeli alt halkasidir.

Ornek 2.1.7. S = @y S™ bir kademeli halka ve fi,..., fs, S'nin dereceleri sirasiyla

Qq,...,aq olan homojen elemanlar1 olsun. O halde

R("):{Z o1t [ € S ve aqgmy + -+ 4 agmg = n}
meNd

olmak iizere R = SO[f;,..., fa, Snin bir kademeli alt halkasidir.
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Ornek 2.1.8. Ornek [2.1.7/de bahsedilen kademeli alt halkalar icin somut bir érnek
vermek gerekirse, k bir cisim olmak tizere S = k[z]| polinom halkasini standart kademe
ile bir kademeli halka olsun. R = k[z?] olarak alinsin. Bu takdirde Ornek sayesinde

R, S’nin bir kademeli alt halkasi olur. Ayrica R'nin homojen alt gruplari her n igin
R™ = {cz® : c € k ve 3m = n}
esitligini saglayan kiimelerdir. Buna gore her n > 0 tamsayisi igin

S 3| nise
0, 31{nise

R —

yazilabilir. Bagka bir deyisle,
R=59000005® 0000059000

seklindedir.

Ornek 2.1.9. k bir cisim olmak iizere S = k[, y] polinom halkas standart kademe
ile bir kademeli halka olarak diigtiniilirse R = k[, y?] halkas1, S’'nin bir kademeli alt

halkas: olur. Burada

RO — 5O

RW — {cx:cek}

R? = {c12® + cp9? : ¢1,¢0 € k}

R® = {12® + cozy® : c1, 00 € k}

RY = {c1a* + o22®y® + c3y* 1 e1, 00,05 € K}

yazilabilir.

Tanim 2.1.10. R bir halka ve Z ={1,,}7°,, R'nin ideallerinin bir dizisi olsun. Eger
1. Iy =R.
2. her n > 0i¢in 1,41 C I,.
3. her n,m > 0icin I,,. I, € L1

kosullar1 saglaniyorsa o zamana Z’ya R’nin bir filtrasyonu denir.

Ornek 2.1.11. R bir halka ve I, R'nin bir ideali olmak iizere {I"}>°, dizisi R'nin bir

filtrasyonu olur.
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Ornek 2.1.12. Z = {I,,}, R'nin bir filtrasyonu olsun. O zaman

RI)=L=ReoLadL®...

seklinde bir N-kademeli halkasi tanimlanabilir. Bu gekilde tamimlanan R(Z) kademeli
halkasina bir Rees cebiri denir. Buradaki toplam R-modiillerin bir dik toplamidir ve

carpma iglemi I,,.1,, C I,,,,, kapsamasi ile belirlenir. R(Z), Rees cebiri, dert = 1 i¢in

R(I)™ = {at" :a € I,}
olmak tlizere

R(T) = {ag+ ait + -+ + ant™ € R[t] : a; € I;Vi}

seklindeR[t] kademeli halkasinin bir alt halkasi olarak da tanimlanabilir. Ozel olarak,

eger I = (aq,...ax), R'nin bir sonlu iiretilmis ideali ve Z = {I"}2° , alinirsa
R(Z) = Rlaat, . .. at]

bulunur. /, R'nin bir ideali olmak tizere Z = {I"}32, ise R(Z) halkasima I 'nin Rees
cebiri denir ve genellikle R[[t] bigiminde gosterilir. Somut bir 6rnek vermek gerekirse,

k bir cisim olmak tizere R = k[z,y] halkasi ve R'nin I = (22 + ¢*, zy°,y°) ideali igin
RIIt) = R[(2* + y")t, oyt y°) = klz,y, 2t + vt 2y’ %]

olur. Dikkat edilirse burada derz = dery = 0 ve dert = 1’ dir.

Ornek 2.1.13. R bir halka, Z = {I,,}, R'nin bir filtrasyonu ve

G(I) =D (In/1n1)

n

=(R/L)® (L)1) ® (I/13)® ...
olsun. Burada carpma iglemi n ve m negatif olmayan tamsayilar olmak iizere
(xn + In—l—l) . (xm + Im—l—l) = TpTm + ]n—l-m—i-l

seklinde tanimlansin. O halde G(Z) bir kademeli halkadir. Bu halkaya Z'nin ilgili ka-
demeli halkasy denir. Ozel olarak R'nin bir [ ideali igin Z = {I"}>2, alinirsa G(Z)
halkasina I idealinin ilgili kademeli halkasy denir ve bu halka gr;(R) seklinde gosteri-

lir.
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Ornek 2.1.14. R bir kademeli halka, S, R'nin bir carpimsal kapal alt kiimesi olsun.
O halde

(RS)(H) = {T € Rg : r,s homojen elemanlar ve derr — ders = n}
s
icin Rg bir kademeli halkadir.
Simdi I' bir kademe monoidi olmak iizere R = @ R bir I' kademeli halka ve E

bir R—modiil olsun. £ modiili toplamaya gore bir abel gruptur. Bu grup £ modiiliiniin

toplamsal grubu olarak adlandirilacaktir.

Tanim 2.1.15. {E(V)} o E toplamsal grubunun alt gruplarinin bir ailesi olsun. O
Y
halde eger

1. E=@,EY ve
2. her v,v € T icin RME®) ¢ EO+)

ise 0 zaman {E(V)} - ailesine E dzerinde bir I'-kademesi denir. Bu durumda E mo-
Y
diliine de R dzerinde bir I'-kademeli modil denir. Burada

RO EG) — {Tgv)egv’) Foe e | r ¢ RO ¢; € EW)}

s s i

seklinde tanimlanmaktadir.

E =@, E®. T kademeli R = @D, R™ halkast tizerinde bir I'-kademeli modiil
olsun. O zaman £ modiiliintin her elemani e, € F ) j¢in e = >y e olacak sekilde tek
tiirlit yazihir. Ayrica bu toplam sonlu sayida sifirdan farkls terim icerir. £0) kiimesinin
elemanlaria ~-dereceli homojen elemanlar ve e elemanina e’nin v—dereceli homojen
bileseni denir. Tanim ile 4'~dereceli homojen e elemani ve y—dereceli homojen r
elemanin ¢arpimi £ modiliintn (v + +')—dereceli homojen bir elemani olur. Ayrica her
E® birer RO-modiildiir.

Bir I'"kademeli R = @, R halkasmmin kendisi iizerinde bir I'-kademeli modiil
oldugu tanimdan kolayca goriilebilir.

R herhangi bir halka ve F herhangi bir R-modiil olsun. R halkasi herhangi bir I"
kademe monoidi icin R(®) = R ve her 0 # v € I icin R = 0 alinarak bir I'-kademeli
halka ve E modiilii de £ = E_ her 0 # v € I' icin £ = 0 alinarak R {izerinde bir
['-kademeli modiil yapilabilir. R’'nin ve E’nin bu sekildeki kademeli halka ve modiil

yapilarina sirasiyla asikar kademeli halka ve asikar kademeli modiil yapist denir.

Ornek 2.1.16. R bir Z kademeli halka, M bir kademeli R-modiil ve n herhangi bir
tamsay1 olsun. M (n), bir R —modiil olarak M ile ayni olsun. M (n) tizerindeki kademe
M(n)® = M, seklinde tanimlansm. O halde M (n) bir kademeli R-modiildiir. Do-
layisiyla kademeli bir modiil tizerinde bagka bir kademe kullanilarak yeni bir kademeli

R-modiil elde edilmig olur.
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Onerme 2.1.17. K, T' ~kademeli bir E, R-modilinin bir alt modili ise o zaman

asagqidakiler denktir:
1 K=, (KnEM)

2. Egery € K ise o zaman y elemaninin biitin homojen bilesenleri K alt modiiliine

aittar.
3. K alt modiili icerdigi homojen elemanlar tarafindan bir R—modil olarak retilir.

Kant. (1) = (2) y € K olsun. O zaman K = @, (E(V) N K) oldugundan y = 3.,y
olacak sekilde en fazla sonlu tanesi sifirdan farkli ve tek tiirlii belirli ) € E® N K
elemanlar1 bulunabilir. Dolayisiyla ¥y, y elemaninin y—dereceli homojen bilegenidir ve
y) € K olur. Boylece (2) elde edilir.

(2) = (3) Her eleman kendisinin homojen bilegenlerinin toplami oldugundan K
alt modiliiniin her eleman1 K alt modiiliindeki homojen elemanlarin toplamidir. Bu
yizden K alt modiilii igerdigi biitiin homojen elemanlar tarafindan tretilir. Dolayisiyla
(3) elde edilir.

(3) = (1) z; elemanlar1 y,—dereceli homojen elemanlar olmak tizere K alt modulii
{xi},c; ailesi ile iiretilsin. K = -, (E(V) NK ) oldugu gosterilsin. r = 3,7 € R
olsun. O zaman rMz; € EOT%) ve rMg; € K elde edilir. Dolaysiyla r(Mz; € EOtWNK

olur. Bu durumda

Zr(vx—r()xl—%r T + GZ( )

elde edilir. K alt modiiliiniin her elemani bu sekildeki elemanlarin toplami oldugundan
K=, (E(V) NK ) olur. Dolayisiyla (1) elde edilir. O

E = @, E" kademeli modiiliinin Onerme ’de yer alan (1),(2) ve (3) ko-
sullarindan herhangi birini saglayan K alt modiiliine £ modiliintin bir homojen alt
modili denir. E modiilii yerine R halkasinin kendisi alinirsa o zaman homojen ideal
kavrami elde edilir. Dolayisiyla A bir homojen idealdir ancak ve ancak A ideali homojen
elemanlar tarafindan iiretilir.

Simdi Artin-Rees Teoremi ele alinacak ve teorem kanitlanmadan 6énce bazi gozlemler

yapilacaktir.

R bir halka ve A = (71,...,7s) s tane eleman ile iiretilen bir ideal olsun. E bir
R—modiil olmak tizere s tane bilinmeyen x4, . .., z, ile gosterilsin. x4, ..., z, bilinmeyen-
lerinin katsayilar1 R halkasindan gelen polinomlar halkasi R[xy, ...,z olsun. Ayrica

T bir bilinmeyen olmak tizere E[T] ile T"nin katsayilar1 £ modiiliinden gelen polinom-
larmin toplamsal grubu gosterilsin. Buradan E[T], -: R[zy,...,z5 x E[T] — E[T],
(gt ) (e T™) = S (WS Ay s em) TS glemi e
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bir R[xy,...,zs-modiil olur. Simdi
¢: Elxy,...,z — E[T)

dontigtimit ¢ (e, .27 ... 2%) = .y e,, T T dle tammlansin. ¢ dontsiimi
bir R—modil homomorfizmasidir. 4" ... v%e,, . 7" 1 ifadesinde T"'+ T elema-

ninin katsayisi

V1 v
Vi Vs o

olur. vy, ..., vs negatif olmayan tamsayilar i¢in n = vy + - - - + v, olsun. Dolayisiyla
Y. .. yYs garpimlart A™ idealini iiretir. Sonug olarak 7™ elemaninin katsayilar1 A” E'nin
herhangi bir elemamdir. Bu nedenle Im¢, n > 0 ve e;e € A'E olmak iizere biitiin
eg + e1T + exT? + - - - polinomlarindan olusur. Ayrica A°E = E olacaktir. Dolayisiyla
Im¢ =3 (A"E)T" olur.

Iddia: Eger E bir Noether R-modiil ise 0 zaman 3" (A"E) T" bir Noether R[z1, ...,z
—modildur: E[xy, ...,z bir Noether R[xq,. .., zs]-modil olur. ¢ doniigiimi, Exy, ..., x4
modiiliinden 37 (A"E)T™ modiiline bir lineer doniigiimdiir. Dolayisiyla Lemma [1.3.1]
sayesinde iddia elde edilir.

Simdi Rlxy, ...,z polinom halkasi negatif olmayan tamsayilar ile bir kademeli
halka oldugundan E[T), R[z1,...,xs] kademeli halkas: tizerinde bir kademeli modiil
olur. Son olarak F[T] modilintn Y (A"E)T" alt modiilii homojendir.

Teorem 2.1.18 (Artin-Rees Teoremi). E bir Noether R-modil olsun ve E ’nin bir
K altmodiili ile R’nin bir A ideali alinsin. O halde her n > q i¢in A"E N K =
A1 (AYE N K) olacak sekilde bir ¢ > 0 tamsayist vardar.

Kanit. Genelligi bozmadan A ideali sonlu tiretilmig olarak aliabilir. Ayrica R/ Anng F
halkasi Noether ve buradan (A + Anng E) / Anng E ideali sonlu iiretilmistir. O halde
m: R — R/ Anng E dogal dontigiim olmak tizere

(m(71)y---y7(7s)) = (A4+ Anng E) / Anng E

olacak gekilde A'nin 7, ..., 7, elemanlar: segilsin. Ay = (71, ...,7s) olsun. O halde her
n > 0i¢in A"EN K = AjE N K elde edilir. Ayrica negatif olmayan her ¢ tamsayisi
icin A" 1(AENK) = Ay 1 (AJE N K) yazlabilir. Dolayisiyla teorem A yerine Ag
alinarak kamtlanabilir. A ideali sonlu tiretilmis olsun. O halde A = (74, ...,7;) olsun.
Yukarida yapilan agiklamalar ile Y- (A"E)T", R[xy,...,zs] kademeli halkas: tizerinde
bir kademeli modiil olarak alinabilir. Ayrica bir Noether modiildiir. Her j > 0 igin
e; € AAENK olacak sekilde eg+e1T+e2T?%+- - - € E[T] elemanlar: alinsin. Bu elemanlar
> (A"E)T™ modilintn bir homojen N alt modiiliini olugturur. - (A"E)T™ Noether
oldugundan N sonlu tiretilmigtir. N = (uy, ..., u,) olsun. Her v; sifirdan farkli homojen

bilegenlerinin toplami olur ve her bilesen N’ye aittir. Dolayisiyla u; elemanlar: sifirdan
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farkli homojen bilegenler olarak alinabilir. Simdi w; € A™ ENK olmak tizere u; = w;T;"
olsun. Buradan N = Y¥ | R[zy,..., x4 (w;T™) olur. ¢ = max{ni,...,ns} ve n > ¢
olsun. O halde A"ENK C A" 9(AYE N K) oldugunu gostermek yeterlidir. Bu nedenle
n € (A"E N K) olsun. O zaman nT™ € N olur. Dolaysiyla g;(z1, ..., xs) € R[z1,. .., x4

olmak tlizere

P
Nl = Zgi(xl,...,xs)(wiT"i) (2.1.1)

i=1
olur. Ayrica her g;(z1,...,z,) polinomu farklh derecedeki homojen polinomlarin sonlu
toplami geklinde ifade edilebilir. esitliginin her iki tarafindaki n dereceli terimler
kargilagtirihrsa 1 < i < ¢ igin g;(z1,...,xs), (n — n;) —dereceli homojen bir polinom

olacak gekilde tekrar diizenlenebilir.

[ddia: gi(x1,...,24)(WT™) € AV (AENK)T" vy + o+ -+ v, = n—ny
olmak tizere rziy'...z% | gi(x1,...,xs) polinomunun bir terimi olsun. O halde ¢ €
A9 (AYE N K) olmak tizere g;(x1, ..., xs)(w;T™) elemanimin ¢I™ seklinde oldugu gos-
terilmelidir. Simdi o; ve 7; sirasiyla 0y +---+0s=n—q , 71 + -+ 75 = ¢ — n; olacak

V1,V ve _

sekilde negatif olmayan tamsayilar olsun. O halde z7*z5? ... 2% = 7' ... 2%z ... 27

yazilabilir. Bu nedenle
(raft ... x2) (w,T™) =7 .. .42 (yrerw) T

olur. Ayricaw; € A" ENK oldugundan ~7* ... v7 (7{'"yrw;) € y7+ ... 77 (AIENK) C
A9 (AYE N K )elde edilir. Bu nedenle g;(z1, ..., xs)(w;T™) € A9 (AIE N K)T" olur.
esitligi ile nT™ € A" 9 (AEN K)T" elde edilir. Buradan n € A" 7 (AENK)
olur. Dolayisiyla A"ENK C A" 9 (AYE N K) elde edilir. Diger kapsama agik oldugun-

dan kanit tamamlanir. O

Simdi £ = @, EY, I'kademeli R = @, R") halkasi iizerinde bir I'-kademeli

modiil olsun. £ modiiliiniin homojen bir K alt modiilii alinsin. Eger

K =EYNK (2.1.2)

ise 0 zaman K, K toplamsal grubunun bir alt grubu olur. Onerme|2.1.17ile {K (”’)}

vyel
ailesi K tizerinde bir I'-kademesi olusturur. Buna K 1zerine indirgenen I'-kademesi

denir.
K — FE icerim déniisiimii ile K alt modiilii £ alt modiililne gomiiliir. K, £
modiiliintin bir homojen alt modiili ve ¢ : E — E/K dogal dontigiim olsun. E ve E/K

modiilleri R®-modiiller olarak goz éniine alimirsa ¢ bir R®-homomorfizma olur.
B(ED) = (E/K)) (2.13)
olsun. O zaman (E/K )(7), E/K béliim modiiliiniin bir R(¥-alt modiiliidiir ve buradan
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FE/K toplamsal grubunun alt grubudur. $imdi {(E /K )(V)} or ailesinin £/ K tzerinde
ol

bir I'-kademesi oldugu gosterilsin. z =3, 2 ve £() elemanlarinin sonlu tanesi sifir-

dan farkli olsun. O zaman

o(z) = o(z™)

ve

o(z) € p(B) = (B/K)"

olur. Buradan /K = (E/K ) elde edilir. Buna gore

RO (E/K)W) = ROGEM) = ¢ <R(7)E(’Y')) C ¢ (E(’Y+7’)) — (E/K)(Vﬂl)

yazilabilir. Simdi E/K bélim modiilimin (£/K)" modiillerinin dik toplami oldugu
su sekilde gosterilebilir: € € (E/K)Y ve ¢ elemanlarmin sonlu tanesi sifirdan farkl
olmak tzere 3_, € = 0 olsun. Her 7 icin € = 0 oldugu gostermek yeterli olacaktir.
) € EO) elemanlart ¢ (x('”) = ¢ olacak sekilde alinsm. € = 0 icin 2" elemam
sifir elemani olacak sekilde secilsin. Bu ise sonlu tane v digindaki biitiin v degerleri igin

() = 0 alinabilmesini saglar. Simdi x = s () olsun. O zaman
b(z) = Z¢ ($(7)> _ Ze(v) -0
v Y

olacagindan z € K olur. K homojen oldugundan z elemaninin biitiin homojen bile-
senleri K alt modiiliine aittir. Buradan z(" € K olur. Boylece ¢ = ¢ (x(V)) =0 elde
edilir. Dolayisiyla {(E /K )(7)} or ailesi F'/K tzerinde bir I'-kademesi olur.

gl

Tanim 2.1.19. F/K iizerinde {(E /K )(7)}7€F seklinde verilen I'-kademesine bir bélim
kademesi denir.

Dolayisiyla eger E/K bir bélim kademesine sahip ise o zaman esitligi ile
modiiliintin bir homojen elemaninin £/K bélim modiliiniin ayni dereceli homojen

elemanina ¢ doniistimii ile resmedildigi soylenebilir.
¢: ED — (B/K)Y

bir R(©)—epimorfizmasidir. Bu epimorfizmanin ¢ekirdegi K = KNE® alt modiildiir.
Sonug olarak her v € I i¢in EO /K™ ~ (E/K)™ seklinde R®-izomorfizmas: yazla-
bilir. Bu izomorfizma bazen E® /K ile (E/K)" modiiliinii esdeger tutmak icin kul-
lanilir. Bu esdegerlik sayesinde E/K boliim modiiliiniin £ /K™ R©®-modiillerinin
dik toplami oldugu séylenebilir.

Tamim 2.1.20. £ =@, EW ve F = @, F® T'-kademeli modiiller ve f : E — F bir
R-homomorfizma olsun. Eger her v € T" i¢in f (E(V)) C FOHY olacak sekilde A € T’

30



varsa o halde f homomorfizmasina A\—dereceli denir.

Ornek 2.1.21. Simdi X bir kompleks olmak iizere X lerin dik toplami alinsin. Ayrica R
kendisi tizerinde agikar kademe ile bir kademeli halka olsun. O halde X = &§_ X
bir kademeli R—modil olur. Eger d : X — X, d(z,) = d,(x,) seklinde tanimlanirsa

oco<nN<oo

o zaman d donisimi homojen elemanlarin derecelerini bir diigtriir. Dolayisiyla her
kompleks ile bir kademeli modiil ve onun bir endomorfizmasi yazilabilir. Burada d

dontisiimii —1 dereceli homomorfizma olur.

Lemma 2.1.22. F ve F, I'-kademeli R—modiller ve f : E — F, A—dereceli bir
R-homomorfizma olsun. O zaman Im f ve ker f swraswyla F ve E modillerinin ho-

mojen alt modilleridir.

Kanit. * € E olsun. £ = 7, E® oldugundan z = 2y ) olacak sekilde en fazla
sonlu tanesi sifirdan farkh ) € E eleman vardir. Bu nedenle f(z) = Y, f (x(”)
elde edilir. Her f (:1:(7)), Im f alt modiiliiniin birer homojen elemanidir. f(x), Im f
alt modiiliintin herhangi bir elemani1 oldugundan Im f homojen elemanlar tarafindan
tiretilir. Dolayisiyla Im f, F' modiliniin bir homojen alt modilidiir.

Simdi ker f’in, E’nin homojen bir alt modiilii oldugu gésterilsin. y = >_, y) € ker f
olsun. O halde f(y) = >, f (y(7)) = 0 olur. f (y(“*)) elemanlarimin herbirinin derecesi
farkli ve 37, f (y(7)> = 0 oldugundan her v icin f (y(V)) = 0 elde edilir. Buradan her
v € I' i¢in f (y”)) = 0 elde edilir. Dolaysiyla her v € T icin y) € ker f olur. Bu
nedenle Onerme (2) ile ker f, E moduliintin bir homojen alt moduli olur. [

Onerme 2.1.23. {K,},_, ailesi I'-kademeli E, R~ modiiliniin homojen alt modiilleri-

nin bir ailesi olsun. O zaman >_; K; ve (; K; birer homojen alt modiillerdir.

Kanat. Her 7 icin K; alt modiilii homojen oldugundan homojen elemanlar tarafindan
tiretilir. Dolayisiyla Y, K; modiilii de homojen elemanlar tarafindan iiretilir.

Simdi (; K; modiiliiniin homojen alt modiil oldugu gosterilsin. x € N, K; olsun.
Sz olacak sekilde en fazla sonlu tanesi sifirdan farkli z() € EO) vardir.
T =3, ™ e N; K oldugundan her ¢ igin 3, ) € K; elde edilir. Arakesitin homojen
oldugunu gostermek icin herhangi bir i € I icin 2 elemanlarinin K; alt modiiliine
ait oldugunu gostermek yeterlidir. K; homojen ve z = 3~ ) € K; oldugundan z(?)
homojen bilegenler K; alt modiiliintin elemanlar1 olur. Dolayisiyla (), K; homojen alt
modiildiir. 0

Onerme 2.1.24. E bir T'-kademeli R-modil ve K, E modilinin bir homojen alt
modili olsun. O zaman (K : E) = Anng (E/K) bir homojen idealdir.

Kamt. {w;},; ailesi £ modiiliinii tireten homojen elemanlarin bir ailesi olsun. r =
>, v € (K : E) almsm. Her i € I igin rw; = Y,;7Mw; € K olur ve toplamdaki
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terimlerin herbiri farkli derecelere sahip homojen elemanlardir. K homojen oldugundan

rMw; € K olur. v sabit tutulursa bu durum tiim 7 degerleri icin saglanir. Dolayisiyla

rE C K olur. Buradan ) € (K : E) elde edilir. O

Onerme 2.1.25. R birT'-kademeli halka, A, R’nin bir homojen ideali ve E bir T ~kademeli
R-modiil olsun. E modilinin bir homojen K alt modili alinsin. O zaman AK wve

(K :g A), E modilinin homojen alt modilleridir.

Kamt. {a;},; ailesi A idealini tireten homojen elemanlarin bir ailesi olsun. K alt mo-
diiliinii iireten homojen elemanlarin bir {k; }j ¢, ailesi alinsin. O zaman «a;k; ¢arpimlar
AK modilini tretir. Dolayisiyla AK modiilit bir homojen alt modiil olur. (K :g A)
alt modiiliiniin homojen oldugu Onerme ispatina benzer sekilde yapilir. [

Simdi kademeli Noether modiiller ele alnsmn. I bir kademe monoidi ve R = @, ¢r RO)
bir I'-kademeli halka olsun. Ayrica R iizerinde I'-kademeli bir £ = @, r F () modiilii
alinsin. Teorem geregince R, R halkasinm bir alt halkasidir. Ayrica E) dogal
R -modiil yapisina sahiptir.

Lemma 2.1.26. £ = @, EW T -kademeli R = @, RY) halkas dizerinde bir T ~kademeli
moduil olsun. Eger E bir

Noether R—modiil ise o zaman herbir v € I' i¢in E®) bir Noether R ~modiil olur.

Kanat. Belirli bir v € T' elemani alinsin. U kitmesi £() modiiliiniin bir R -alt modiilii
olsun. O halde U kiimesinin sonlu iiretildigini gostermek yeterlidir. K ile U kiimesinin
elemanlar ile tiretilen, £/ modiiliiniin R-alt modiili gosterilsin. ' Noether oldugundan
K sonlu tretilmistir. K = Rx; + Rxy + --- + Rx, olsun. z ile z4,...,x, elemanla-
rindan herhangi birini gésterilsin. O halde x € U oldugundan u; € U ve r; € R igin
x = ryuy + - + rpu;, seklinde yazilabilir. Bu nedenle herbir zy, ..., x, elemam U kii-

mesinin elemanlarinin lineer kombinasyonudur. Buradan U kiimesinin herbir 1 <7 < n

i¢in r;, € R ve x; = 1y, uy + - - - + 1, u, olacak gekilde bir {uy, ..., us} alt kiimesi vardir.
Dolayisiyla K = Ruy + Rug + - - - + Ru, olur. Simdi U = ROuy + --- + ROy, oldugu
gosterilsin. u € U olsun. O zaman u € K elde edilir. Buradan rq,...,7r, € R icin

U =T + -+ rsus (2.1.4)

olur. Ayrica r; farkli derecelere sahip homojen elemanlarin toplami seklinde tek tiirli
ifade edilebilir. Dolayisiyla r; = >y 7”10) olsun. O halde esitliginin her iki tarafin-
daki y—dereceli homojen bilegenler kargilagtirilirsa v = r%o)ul 4470 olur. Buradan
U C ROy + .- + ROy, elde edilir. Ters kapsama acik oldugundan kanit tamamla-

nir. O

Sonug 2.1.27. R = @, RY) bir ' ~kademeli halka olsun. Eger R bir Noether halka ise o
zaman R halkas: bir Noether halkadir. Ayrica herbir RO) birer Noether R ~modiildiir.
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Kamit. E yerine R alinirsa Teorem [2.1.26]ile kolayca elde edilir. 0

Teorem 2.1.28. [/, Theorem 4.1] R bir Z-kademeli halka olsun. R halkasit Noetherdir

ancak ve ancak R Noetherdir ve R, R idizerinde bir cebir olarak sonlu diretilmistir.

Kamit. (<) Eger R® Noether ve R sonlu iiretilmig R®-cebiri ise o zaman R, R
halkasi tizerinde bir polinom halkasinin boliim halkasina izomorf olacagindan Teorem
316 ile R halkasi da Noether olur.

(=) R, Noether olsun. O halde Teorem ile R Noetherdir. R'nin R {ize-
rinde sonlu iiretilmis oldugu gosterilecektir. R_ = @, .o R™ ve Ry = @,,-o R™ olsun.
[k olarak R [R_]'nin R iizerinde sonlu iiretilmis oldugu gosterilsin. Eger R_ = 0 ise
o zaman durum agiktir. O halde yy,...,ys € R_ elemanlar (R_)R idealinin tretegleri
olsun. R_ bir homojen ideal oldugundan tiretegleri homojen elemanlar olarak alinabilir.
k > 0 olmak iizere —k = min{dery,...,dery,;} ve N = REVORF Vg @ RY ol-
sun. Teorem geregince N sonlu iiretilmis bir R(®-modiildiir. Bu nedenle N’nin
bir R©—modiil olarak homojen iretecleri xq,...,x; olsun. O halde (zq,...,2/)R =
(y1, .- .,ya)R = (R-)R elde edilir.

[ddia: RO[R_] = RO[xy,... 2] dir: S = RO[R_]| ve T = RO[x,,..., 2] olsun.
n iizerine tiimevarim uygulayarak her n > 0 icin SC™ = T oldugu su sekilde
gostrilebilir: n = 0 icin S© = T7© = RO olur. Dolaywisiyla n > 0 ve r € SC™
olsun. Eger n < k ise o zaman r € N = ROz + ...+ ROz, C T olur. Dolayisiyla
n > k olarak alinsm. r € R_R = (z1,...,2;)R oldugundan r = Y w;z; olacak gekilde
U, ..., u; € R vardir. Bu nedenle, her 7 i¢in der u; +der x; = derr = —n olur. Her i i¢in
—n < derz; < 0 oldugundan her ¢ i¢cin —n < derw; < 0 olur. Tiimevarim hipotezi ile
her i icin u; € T elde edilir. Bu nedenle r = 3" w;z; € T olur. Dolayisiyla S = T(=™)
elde edilir.

A = RO[R_] olsun.

[ddia: R, A iizerinde sonlu iiretilmistir: z;, ..., 2, € R, elemanlar1 (R, )R idealinin
homojen iiretegleri olsun. Yukarida (R_)R igin yapilanlar R = Az, ..., z,,] esitligini
gostermek icin tekrarlanabilir. Bu durumda R, A iizerinde sonlu iiretilmis ve A, R
iizerinde sonlu iiretilmis oldugundan R'nin R® iizerinde sonlu iiretilmis oldugu soyle-
nebilir. O

Lemma 2.1.29. R bir Z-kademeli halka ve M bir R—modil olsun. O zaman M,

R-modiil olarak basittir ancak ve ancak M, R -modil olarak basittir.

Kamit. M, R—modiil olarak basit olsun. O zaman homojen bir I maksimal ideali igin
M =~ R/I olur. Kolayca goriilebilirki I = .. @RS RYome RVERP@. . ., olacak
sekilde R(®) halkasmin bir maksimal ideali vardir. Bu yiizden M ~ R/I ~ R® /m olur.
Bu nedenle M R®-modiil olarak basittir. Tersi acik oldugundan lemmanin kanit:

tamamlanir. ]
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Lemma 2.1.30. R bir Z-kademeli halka ve M, lr(M) = n olacak sekilde bir kademeli
R-modiil olsun. O zaman her i igin M;/M;, 1 basit olacak sekilde M 'nin homojen alt

modillerinin bir

M=MyD>DM D...O2M,_ 1D M,=(0)
dizisi vardar.

Kamit. n = 0 veya n = 1 i¢in agiktir. Bu nedenle n > 1 olsun. Tiimevarim ile M nin
sifirdan farkli, 6z ve homojen bir alt modiilii oldugunu gostermek yeterlidir. Sifirdan
farkli homojen bir € M alinsin. Eger Rx # M ise aranilan alt modiil elde edilir. Bu
nedenle Rr = M olsun. O zaman I = (0 : x) olmak tzere M ~ R/I, R-modiil izo-
morfizmasi vardir. [g(R/I) = n < oo olacagindan R/I Artin olur. Dolayisiyla R/I'nin
biitiin maksimal idealleri ayni1 zamanda minimal asal idealler olacagindan homojendir
(bkz. Onerme [2.3.3). R/I'nin tek maksimal ideali (0) ise o zaman n = Izr(R/I) = 1
olur. Bu ise geligkidir. Bu nedenle r+ I, R/I’da tersinir olmayacak sekilde homojen bir
r € Rvardir. y = rx ve N = Ry olsun. O zaman N, M nin sifirdan farkli, 6z, homojen

bir alt modila olur. O

Teorem 2.1.31. [J, Theorem 4.2] R bir Z-kademeli halka ve M bir kademeli R—modyil
olsun. O zaman

R(M) = lpo (M) =" lpo (M™)
olur.

Kanit. Eger [r(M) = oo ise Iz (M) = oo olur. Bu nedenle Ig(M) = n olsun. O
zaman Lemma [2.1.30| geregince her i igin M;/M;, basit olacak sekilde M nin homojen

alt modullerinin bir

M=My>M D...O M, 1D>M,=(0)

kompozisyon serisi vardir. Lemma geregince bu modiller ayni zamanda basit
Ro-modiillerdir. Bu nedenle Iz, (M) = n olur. M, R -modiil olarak M ™ modiillerinin
dik toplami olarak yazildigindan egitligin kalan kismi aciktir. Boylece kanit tamamlanir.

]

Sonug 2.1.32. R bir Z-kademeli halka ve M bir kademeli R—modiil olsun. O zaman
M bir R-modiil olarak sonlu uzunluja sahiptir ancak ve ancak her M™ , RO -modiil

olarak sonlu uzunluga sahiptir ve sonlu tane M ™ modilii hari¢c M™ =0 olur.

Sonug 2.1.33. R bir Z—kademeli halkasi olsun. Buna gore R Artindir ancak ve ancak
her n igin R™, bir Artin RO —modiildiir ve sonlu tane R™ modiili haric R™ = 0

olur.
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2.2 Burulmasiz Kademe Monoidleri

Homojen bir idealin radikali de homojen olur mu sorusunun cevabi arastirilacaktir.

Genel olarak kademe monoidleri alindiginda bu dogru degildir.

Tamim 2.2.1. Eger bir n > 1 tamsayisi1 ve v, € I" elemanlari i¢in ny = ny’ iken v =

~" oluyorsa o zaman I'-kademe monoidine burulmasiz denir. Burada nvyile vy 4+ - - - +
—_———

n

toplami kastedilmektedir.

Tanim 2.2.2. I' bir burulmasiz kademe monoidi ve <, I' iizerinde bir tam siralama
olsun. Eger her v,+/,7" € T icin 7/ < v iken v+ 7' < v + 1" oluyorsa < bagmtisi T

monoidinin yapiswyla uyumludur denir.

Lemma 2.2.3. <, T dizerinde monoid yapisiyla uyumlu olan bir tam siralama bagintis

olsun. Eger v, ,~y", v+ € I' ve m pozitif bir tamsay: ise o zaman asagidakiler saglanr:
Ly+y <y+7" o9 <9"
2.7+ =9"+yxvey < = x <A
3.my<my &v<7.
4 my=my & vy=7.

5. Eder 1 <i<mn iginy; <, ise 0 zaman y1 + o+ -+ <Yy, + -+, olur.

Ayrica her i igin v, + Yo 4 -+ + Y = v, + - + 7, olur ancak ve ancak v; =

elde edilir.

Kanit. (1) <, T' tizerinde onun monoid yapisiyla uyumlu olan bir tam siralama bagintist
oldugundan her v € I i¢gin v/ <" = v+ < v+ 4" olur. Simdi v+ < v ++" ve

~" <+ olsun. Buradan
Y+ <Y+ v+ 29+ =4+ 9 =

olur. O halde 7/ < 7" elde edilir.
2) v+ =7"+vx, 9 <y ve v <" olsun. Buradan

V= Syt S = =yt =9" =1

elde edilir. Dolayisiyla 7" < ~ olur.
(3) v <+ olsun. m fiizerine tiimevarim uygulansim. m = 2 i¢cin v+ v < v+~ <

v 4+ = 24" olur. m = n i¢in ny < nvy' olsun.

m+Dy=ny+y<ny+v<ny +9 =mn+1)7
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yazilabilir. O halde her pozitif m tamsayisi i¢in mvy < m~/ elde edilir. Simdi m~y < m~/
olsun. O halde < tam siralama bagimtisi oldugundan v < 7/ ya da 7/ < ~ olur. Eger

~v < v/ ise istenen elde edilir. Dolayisiyla 4" < v olsun. m > 1 ise o zaman
(m—=1)y+ <m-Dy+y=my<my =(m—-1)y+~

olur. Buradan
(m—=1y+9" <(m—=1)7++

elde edilir. (1) ile (m — 1)y < (m — 1)’ olur. Benzer sekilde m > 2 igin
(m—2)y < (m—2)
elde edilir. Bu sekilde devam edilirse

(m—(m—1))y <(m—(m—-1))

olur. O halde v < 4/ elde edilir.

(4) my = my & my < my' ve my" < mry olur. Buradan (3) ile v < ' ve v/ <~
elde edilir.

(5) 1 <i < nigin y; < 9, ise 0 zaman

Nttt m <N Rt o+ T
R TR ST

’

<Nttt

olur. Simdi 1 < p < nigin v+ +7y, <y +- - —I—y;l olsun. p = 1 i¢in agiktir. Ayrica
eger 1 < g <nve

/

mtotREntoT

ise 0 zaman
Mt Yt Vot ST+ Y+ Vo ST F Yy F Vg (2.2.1)

olur. Bu nedenle istenilen sonuca tiimevarim ile ulagilabilir.

Simdi eger v + -+ 7y + Vg1 = Yyt ’y; + 7(/;+1 ise 0 zaman esitsizligi ile
Mt Yt Ve =Nt T YTV =Nt YT Y

!

elde edilir. Bu nedenle v,41 = ’y; paventFvn=nt+ ’y; olur. Boylece kanit
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tamamlanir. ]

Lemma (4) ile eger I" tizerinde onun monoidinin yapisiyla uyumlu olan bir tam
siralama bagintisinin varligi kabul edilirse o zaman I'" burulmasiz olur. Simdi I' burul-
mas1z ise ' izerinde onun monoid yapisiyla uyumlu olan bir tam siralama bagintisinin
varligr gosterilecektir. I' burulmasiz bir kademe monoidi olsun. G C I', 0 € G ve
v,7 € G iken v + v ise 0 zaman G kiimesi bir kademe monoidi olarak ele aliabilir.
G alt kiimesine I' monoidinin alt monoidi denir. (G, <) ikilisi alinsin. G, I" monoidinin
bir alt monoidi ve <, GG iizerinde onun monoid yapisiyla uyumlu olan bir tam sira-
lama bagmtis1 olsun. Bu sekildeki ikililerin kiimesi € ile gosterilsin. G = {0} agikar alt
monoidi alinirsa o zaman () # & olur.

Simdi (G, <) ve (G*, <*) € Q olsun ve < bagntisi g0yle tanimlansin:
(G, )< (G, <) GG

ve <* bagitisinin G lizerine kisitlamasi < bagintisidir. < bagintisi, () tizerinde bir

tam siralama bagintisidir:

1. (G,<) < (G, <) oldugundan < bagntis1 yansimalidir.

2. (G, <) < (G, <) ve (G, <) < (G,<) olsun. O zaman G C G' ve G' C G
olur. Dolayisiyla G = G’ elde edilir. Ayrica <'=< olur. Buradan < bagintisi ters

simetri 6zelligine sahiptir.

3. (G,2) < (G, <) ve (G <) < (G, <*) olsun. O halde G C G’ ve G' C G*
olur. Kapsama bagintisi gecigsmeli oldugundan G C G* elde edilir. Ayrica < ba-
gintist <* bagintisinin G kiimesi tizerine kisitlamasi olur. Dolayisiyla < bagintisi

gecismelidir.

Q2 kiimesinin bogtan farkli her alt kiimesinin bir maksimal elemana sahip oldugu goste-
rilecektir. 2 kiimesinin bogtan farkli ve < bagmtisia gore tam sirali bir {(G*, <")},;
ailesi almsin. G = J; G* olsun. {(G', <")},_; ailesi tam sirali oldugundan g, ¢’ € G iken
bir i € I icin g, ¢’ € G* olur. G* bir altmonoid oldugundan g + ¢’ € G C G elde edilir.
Ayrica 0 € G* oldugundan 0 € G olur. Dolayisiyla G kiimesi I' monoidinin bir alt
monoididir. Bu yiizden g < ¢’ yazilarak bu durum gosterilir. Bu nedenle < bagintisi
G tizerinde onun monoid yapisiyla uyumlu olan bir tam siralama bagintisidir. Zorn
lemmasi ile 2’nin bostan farkl her tam sirali alt kiimesi en az bir maksimal eleman

icerir. © kiimesinin bir maksimal elemam (G, <) ve
G = {£ €T |3g,¢ € Gvardir 5+ g=¢'}

olsun. g € G ise o zaman g+ 0 = g yazilabileceginden ¢ € G olur. Buradan G C G elde

edilir. Dolayisiyla G, I monoidinin G kiimesini kapsayan bir alt monoidi olur. &, & € G
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almsm. O zaman £ + g = ¢’ ve £ + p = p’ olacak sekilde g, ¢', p, p' € G vardir. O halde

E+&)+g+p=9+/

oldugundan & + ¢ € G yazlabilir.

Simdi G fizerindeki < tam siralama bagmtismin G {izerine onun monoid yapisiyla
uyumlu olacak gekilde genigletilebilecegi gosterilecektir. Boylece (G, <) ikilisinin mak-
simal eleman olmasi kullamlirsa G = G elde edilir. £1,& € G olsun. O zaman uygun
g1, 91, G2, 9o € G elemanlari icin & + g, = g; ve & + g = g, olur. Dikkat edilirse G
kiimesinin elemanlar1 olan ¢ € I' igin £ + g = ¢ olacak sekilde g,¢ € G elemanlar
tek olmak zorunda degildir. O halde yukaridaki bagintilara ek olarak & + g, = g, ve

& + G» = gy olacak sekilde g1, 2, §;, Gy € G elemanlar oldugu varsayilsin. Buradan
SG+nt+ta=n+S+n=0+xr=0+tq

ve benzer sekilde

ot GRtih=0+o+0h=0+0h=_0+0
yazilabilir. O halde g'1 +go+ g1+ §/2 =g + 9'2 + §’1 + go olur. Lemma (2) ile eger
gll—i—gg < g +g’2 ise 0 zaman §1—|—§2 < g —|—§’2 yazilabilir. Buradan &491492 < &o+G2+01
olur. Lemma ile & < & elde edilir. O halde G fizerinde g+ g2 < g1 + gy iken
€1 < & denilebilecek bir bagint1 tanimlanabilir. Eger £;,& € G ise o zaman g, = &,
gy = & ve g1 = go = 0 almr. Bu nedenle G iizerindeki bagmt1 G tizerindeki tam
siralamanin bir geniglemesidir ve ayni1 sembol kullanildig: i¢in bir karigiklik meydana

gelmez. & < & oldugu agiktir.
Simdi & < & ve & < & olsun. O halde

pr+p2 < prtpyvepr +py < py+ pa

olur. Buradan
pL+ Py = pr+ P2
elde edilir. Dolayisiyla & + p1 + p2 = & + p1 + po olur. Buradan & = & elde edilir.
& < & ve & < & olsun. O halde g; + g2 < g1 + go Ve go + g3 < g2 + g5 oldugundan
GtB+R<a+eu+g<nto+n
ve
Gtete<ptoata

elde edilir. Lemma (1) ile g, + g3 < gs + g1 olur. Dolayisiyla & < &3 elde edilir.
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G iizerindeki bagint1 gecislidir. g; elemanlar1 kiyaslanabilir oldugundan &; elemanlar:
kiyaslanabilir. Buradan < bagmtis1 G tizerinde tam siralidir. Simdi & < & ve &, G
kiimesinin keyfi bir elemani olsun. O zaman g, + g» < g1 + g, olur ve £ + g = ¢’ olacak
sekilde g, ¢’ € G vardir. Bunedenle § +& +g4+g =g +g, veE+Ea+g+g =g + gy
olur. Buradan

I+ +9+n<a+gm+d+yg

elde edilir. O halde € + & < & + & olur. Buradan (G, <) € Q ve (G, <) < (G, <)

elde edilir. Fakat (G, <) ikilisi 2 kiimesinin bir maksimal elemani oldugundan G = G

esitligi elde edilir. G = T egitligi gosterilsin. v € T" olsun.
H={y€eTl|3g€ G,n>0vardir 3+ =g-+ny}

H kimesi I' monoidinin G kiimesini kapsayan bir alt monoididir. v/ € H olsun. O
halde 7 = g1 + n1y ve 7" = go + nay ise 0 zaman v ++" = (g1 + g2) + (m1 + n2)y
olur. Buradan +" + 7" € H elde edilir. Dolayisiyla H, I"nin bir alt monoidi olur. ~
elemaninin G kiimesine ait oldugu gosterilip bir celigki elde edilecektir.

Simdi asagidaki iki durum ele alinacaktir.

1. m > 1 bir tamsay1 olmak tizere my € G olsun. O zaman

¢:H— Gved(h) =mh=h+h+ - +h

m

almsin. O halde ¢(0) = m0 = 0 olur . Ote yandan h; + hy € H ise o zaman
¢(h1 -+ hg) = m(h1 -+ hg) = mh1 —+ mhg = Qb(hl) -+ Qb(hg)

elde edilir. Ayrica I' burulmasiz oldugundan H kiimesinin farkli elemanlarinin
goriuntiileri de farkli olur. Dolaywsiyla H ve ¢(H), monoid olarak izomorftur.
G tizerindeki bir tam siralama bagmtisi ¢(H) iizerine onun monoid yapisiyla
uyumlu olacak gekilde kisitlanabilir. ¢(H )’nin monoid yapisiyla uyumlu olan tam
siralama ¢! goriintiisii ile H'ye aktarilsin. Bu tam siralama G tizerindeki orijinal
tam siralamaya genigletilebilir. O halde (G, <) < (H, <) olur. (G, <) maksimal
eleman oldugundan G = H elde edilir. v € H ve H = G oldugundan v € G olur.

2. Qimdi 7, 27, 37, ... elemanlarinin hi¢birinin G' kiimesine ait olmadigr kabul edi-
lerek celigki elde edilecektir. H kiimesinin her elemaninin ¢ € G ve n > 1 bir
tamsay1 olmak tizere g + ny seklinde bir tek gosterime sahip oldugu gosterilsin.
g+ mny =g +n'y olsun. Eger n = n’ oldugu gosterilirse o zaman g = ¢’ oldugu
elde edilir. Eger n < n’ olursa o zaman g + ny = ¢’ + (n’ — n)y + ny elde edilir.
Dolaysiyla (n’ — n)y € G = G olur. Bu durum ~ elemanmn pozitif hicbir kati-
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nin GG kiimesine ait olmamasi kabulii ile celigir. Gosterim tek tirlii oldugundan
H fizerinde bir tam siralama bagintisi tanimlanabilir. Daha acik bir ifadeyle, H

kiimesinin h = g + ny ve h* = g* + n*y seklinde iki eleman: icin eger

(a) g< g*veg#g yada

(b) g=g* ven <n*

kosullarindan biri saglaniyorsa o zaman A < A* denilir. Bunun H kiimesi tizerinde bir
bagintiy1 verecegi aciktir. Elde edilen bagint1 GG iizerinde bir tam siralama bagintisina
genigletilebilir. Her h € H icin h < h oldugu aciktir. Eger A < h* ve h* < h ise o
zaman g = g*, n < n*, n* < n olur. Buradan n = n* ve g = ¢g* elde edilir. Dolayisiyla
h = h* olur. h < h* ve h* < h** olsun. Burada h** = g** + n**vy olur. O halde g = ¢g*
ve g* = g™ ise o zaman g = ¢** ve n < n*, n* < n** elde edilir. Buradan n < n** olur.

Dolaysiyla h < h** elde edilir. Son olarak h < h* ve h = g+ ny € H olsun. O zaman

h+h=(g+39) + (n+n)y

ve
h*+h=(g+g)+ (n+n")y

*

elde edilir. Eger g £ ¢* ise 0 zaman g+ 7 < ¢g*+ g ve g +7 # g* + g olur. Sonug
olarak h + h < h* + h elde edilir. Eger ¢ = ¢* ve n < n*ise o zaman ¢+ g = ¢* + g
ve n +7m < n* + 7 olur. Buradan h + h < h* + h yazilabilir. Bu nedenle H iizerindeki
tam siralama bagintisi onun monoid yapisiyla uyumludur. Buna gore (G, <) < (H, <)
olur. Dolayisiyla (G, <) maksimal oldugundan G = H olmak zorundadir. Bu nedenle

v € G elde edilir. Bu ise istenilen celigkidir. Boylece agagidaki teorem kanitlanmig olur.

Teorem 2.2.4. [1, Theorem 22, §2.12] Bir kademe monoidi onun monoid yapisiyla
uyumlu olan bir tam siralama bagintisina sahiptir ancak ve ancak bu kademe monoidi

burulmasizdar.

2.3 Homojen Asil Ayrigsimlar

Bu kisimda, I' bir kademe monoidi olmak iizere R = @, R I'kademeli halkasmin
ozellikleri caligilmaya devam edilecektir. Fakat daha 6nce yapilanin aksine I' monoidinin

burulmasiz oldugu durumla ilgilenilecektir.

Onerme 2.3.1. T burulmasiz bir kademe monoidi olmak izere R, bir T ~kademeli halka

ve A, R’nin bir homojen ideali olsun. O zaman Rad A ideali homojendir.

Kanat. T burulmasiz oldugundan Teorem ile I" tizerinde onun monoid yapisiyla

uyumlu olan bir tam siralama bagintisi vardir. Bu tam siralam bagintist < olsun. 7,
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Rad A idealinin bir elemani olsun. O halde 7 € Rad A C R olacagindan r = >°, r
olacak sekilde en fazla sonlu tanesi sifirdan farkli () elemanlar: bulunabilir. Dikkat
edilirse 7, < 72 < ... < 7, olmak iizere y;—dereceli uygun r%) homojen elemanlar:
icin 7 = 0 4 ... 4+ rO») yazlabilir. » € Rad A oldugundan 7 € A olacak gekilde
bir m tamsayis1 vardir. A homojen bir ideal oldugundan Onerme [2.1.17] geregince A
idealinin her elemaninin homojen bilegenleri A’ya aittir. Sonug olarak ™ elemaninin
my; dereceli homojen bileseni A idealine ait olur. Bu bilesen () elemaninin m. kuvveti
oldugundan (r(Vl))m € A elde edilir. Buradan ) € Rad A olur. Benzer sekilde

r2) ps) o pOr) € Rad A

elde edilir. O halde
r2) ) Lo ) c Rad A

olur. Buradan r elemaninin biitiin homojen bilegenleri Rad A idealine ait olur. Dolay1-

styla kanit tamamlanir. O]

Lemma 2.3.2. ' burulmasiz bir kademe monoidi olmak tizere R bir I'-kademeli halka
olsun. R halkasimin bir P 6z, homojen ideali alinsin. o, 5 R’nin homojen elemanlar:
olmak tizere a8 € P iken o« € P ya da B € P oluyorsa o zaman P, R’nin bir asal

idealidir.

Kanat. P ideali lemmanin ifadesindeki ozelligi saglasin ancak asal olmasin. O zaman
r,p € R elemanlar1 rp € P iken r ¢ P ve p ¢ P olacak sekilde vardir. I' tizerinde onun
monoid yapisiyla uyumlu olan bir tam siralama bagintis1 tamimlansin. v;,...,7, € I’
elemanlar1 7; < 75 < ... < 7, olacak sekilde almsin ve r = () 4+ 702 4 ... 4 r(w)
ve p = p) 4 p2) ... %) olsun. r ¢ P oldugundan %) homojen bilegenlerinin
hepsi birden P idealine ait degildir. P idealine ait olmayan (%) bilegenlerinin en kiiciik
dereceli olan1 (%) olsun. Benzer sekilde p0%) ile p elemaninin P idealine ait olmayan

en kiiciik dereceli bilegeni gosterilsin. Buradan
(T(vs) 4ot T(vp)) (p(%) 4ot p(vp)> epP

elde edilir. P homojen ideal oldugundan yukaridaki carpimda (7s+;)—dereceli homojen
bilegen P idealinde olmaldir. Bu dereceye sahip olan tek eleman () p0%) olur. O halde
r(3) pe) € P elde edilir. Hipotez ile r(¢) ya da p0*) bilegenlerinden en az biri P idealine
ait olmalidir. Bu durum ) ve p0%) elemanlarmin secimi ile celisir. Dolayisiyla P bir

asal ideal olur. O

Onerme 2.3.3. P, T'-kademeli R = ®, RY) halkasinan bir asal ideali ve T bir burul-
masiz kademe monoidi olsun. P* ile P idealindeki biitiin homojen elemanlar ile tiretilen

ideal gosterilsin. O zaman P* bir homojen asal idealdir.
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Kamt. rp € P* ver ¢ P* olmak iizere 7, p € R homojen elemanlar olsun. Lemma [2.3.2]
ile p € P* oldugunu gostermek yeterlidir. P* C P ve rp € P* oldugundan rp € P
elde edilir. Ayrica r ¢ P olur. Aksi halde r homojen eleman oldugundan r € P* elde
edilirdi. Bu durum kabulle geligir. O halde P* idealinin biitiin tiretecleri P idealinde
oldugundan P* C P olur. Bu durumda rp € P ve P asal oldugundan p € P* elde
edilir. O

Buradan itibaren £ = €, E™ I kademeli R = ®, R™ halkas: {izerinde bir

I'~kademeli modil olsun.

Lemma 2.3.4. T" bir burulmasiz kademe monoidi ve N, E modilinin bir homojen
0z alt modilii olsun. Ayrica p, R’nin bir homojen elemans ve y, E’nin bir homojen

elemana olmak “izere N asagidaki kosulu saglasin
oy € N ise 0 zaman y € N ya da p € Rad(N : E) olur.’

Bu durumda N, E modilinin bir asil alt modilidir.

Kanit. T" izerinde onun monoid yapisiyla uyumlu olan bir tam siralama bagintisi alin-
si. Ayrica N, E’nin bir asil alt modilii olmasin. O halde rz € N ve r ¢ Rad(NV : E)
ve x ¢ N olacak gekilde r € R, € E vardir. r ve x elemanlar sifirdan farkli homojen

bilegenlerinin toplami olarak

r:r(71)+...+r(%)7 NM<P<...<%

ve

x:x(51)+---+x(54), 0 <02 < ... <Yy

seklinde ifade edilebilir. Simdi yukaridaki 6zelliklere sahip olan bitiin (r, z) ikililerin-
den biri ¢ tamsayis1 minimal olacak sekilde secilsin. Once 2®) ¢ N olmasi gerektigi
gosterilsin.

x =) 4202 oy (%) ¢ N

ve N alt modiil oldugundan ") ¢ N ya da £(%2) 4 .. +20%) ¢ N olur. Eger () € N
ise 0 zaman
€xr — x((;l) = x(‘S?) + e _|_x(5q) ¢ N

olacagindan (r,z — %) cifti yukaridaki ozellikleri saglayan ve (m - x((sl)) 'in en fazla
q — 1 adet sifirdan farkli homojen bilegene sahip oldugu bir ikili olur. Bu durum ¢’nun
secimi ile celisir. O halde 2(®*) ¢ N oldugu sdylenebilir. Simdi her 1 < i < s — 1 icin
r0i) ¢ Rad(N : E) ve r09) € Rad(N : E) olacak sekilde bir 1 < s < ¢ tamsayist
alinsin. Ayrica

p= r(n) + r(2) et r(s=1)
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olsun. O zaman p € Rad(N : E) olur. Bu nedenle bir k tamsayisi icin p* € (N : E)
yazilabilir. Dolayisiyla (r — p)kz € N elde edilir. Buna gore

(r(%) + r(rs+1) N r(%))x eN

olur. O halde (r0s) 4 rOs+1) 4 ... 4 Ok ifadesinde (kv, + 6;)-dereceli eleman

k
[r(%)} 2% elemamdir. Bu nedenle N alt modiiliine aittir. 2°) ¢ N oldugundan,

k
hipotez geregince [r(%)} € Rad(N : E) elde edilir. Dolayisiyla %) € Rad(N : E) ol-

dugundan bu durum s tamsayisinin segimi ile ¢eligir. Dolayisiyla kanit tamamlanir. [

Teorem 2.3.5. [1, Theorem 23, §2.13] T' bir burulmasiz kademe monoidi ve N, E
modilinin bir P—asil alt modili olsun. N* ile E’nin N tarafindan kapsanan homojen
elemanlar: ile tretilen homojen alt modili gosterilsin. P*, R halkasinin P idealindeki
bitin homojen elemanlar ile tretilen homojen ideali olsun. O zaman P* bir asal idealdir

ve N*, E modilinin bir P*—asil alt modiiltidir.

Kanat. Onerme geregince P* bir asal idealdir. ry € N*, y ¢ N*olacak sekilde
r € R ve y € E homojen elemanlar1 alnsin. Eger r € Rad(N* : E) oldugu gosterilirse
o zaman Lemma [2.3.4] ile N* alt modiiliintin bir asil alt modiil oldugu séylenebilir.
Simdi ry € N ve y ¢ N'dir. r € Rad(N : E) oldugundan m*E C N olacak sekilde
bir s tamsayisi vardir. Dolayisiyla e € F bir homojen eleman ise o zaman r°e € N*
olur. Bu yiizden r* € (N* : E) elde edilir. Buradan r € Rad(N* : E) olur. Geriye N*
modiliiniin P* idealine ait oldugunu gostermek kalir. (N* : E) C (N : E) yazlabilir.
Buradan

Rad(N*: E) CRad(N : E) = P

olur. Ayrica Onerme geregince (N* : E) bir homojen idealdir. Bu nedenle Onerme
ile Rad(N* : E) idealinin homojen oldugu elde edilir. Ayrica Rad(N* : E) C
P ve P*, P idealinin biitiin homojen elemanlar: tarafindan iretildiginden Rad(N* :
E) C P* olur. Simdi p € P* bir homojen eleman olsun. O zaman p € P ve P =
Rad(N : E) oldugundan p? € (N : E) olacak sekilde bir ¢ tamsayis1 vardir. Bu durumda
eger e € E bir homojen eleman ise o zaman pfe € N olur. Dolaysiyla p%e € N*
elde edilir. £ homojen elemanlar tarafindan iiretildiginden ve e € E keyfi homojen
eleman oldugundan p?E C N* olur. Buradan p € Rad(N* : E) elde edilir. Dolayisiyla
P* = Rad(N* : E) olur. O halde N*, E modiiliiniin bir P*-asil alt modiiliidiir. O

Simdi bir kademeli modiliin bir homojen ayrigabilir alt modiiliiniin biitiin bilegen-
leri homojen olan bir asil ayrigima sahip olup olmadig: sorusu incelenecektir. Asagidaki
teorem, bu durumun kademe monoidi burulmasiz alindiginda gerceklestigini goster-

mektedir.

Teorem 2.3.6. [1, Theorem 24, §2.13] T bir burulmasiz kademe monoidi olsun. E
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modilinin bir asil ayrisima sahip olan homojen bir K alt modiili alinsin. O zaman K

bitin asil bilesenleri homojen olan bir normal ayrisima sahiptir.

Kamit. Ny,..., Ny E modiliiniin sirasiyla Py, Ps, ..., P,—asil alt modiilleri olmak tizere
K=NNNyN...NN,

olsun. N/ ile NN; alt modillerine ait olan biitiin homojen elemanlar ile iiretilen ho-
mojen alt modiiller gosterilsin. Benzer sekilde P} idealleri de P;’de kapsanan biitiin
homojen elemanlar ile tiretilen asal idealler olsun. O halde Teorem [2.3.5] geregince P}
idealleri asaldir ve N; alt modiilleri £ modiiliiniin P;-asil alt modiilleridir. Ustelik

K C N} C N, olur. Bu nedenle
K=N'NN;N...NN;

elde edilir. Yukaridaki ayrisim K'nmin F modiiliindeki bir homojen asil ayrigimdir. Ay-
rica normal ayrisima inceltilirse o zaman elde edilen normal ayrigimin bilegenleri de
homojen olur. K alt modiiliine ait olan asal idealler {P}, Py, ..., P*} kiimesinin ele-

manlar1 oldugundan kanit tamamlanir. O
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Bolim 3

GENEL COKKATLILIK TEORISI

3.1 Cokkath Sistemler

Tanim 3.1.1. F bir R—modil ve v,...,7,, R halkasinin elemanlar1 olsun. Eger
E/(m,...,7s)E, R—modili, sonlu uzunluga sahip ise o zaman 7, ...,7s elemanlar

E dizerinde bir cokkatl sistem olusturur denir.

Dogal olarak s = 0 iken bu kogul aslinda lg (E/(71,...,7s)E) = [gr(E) degerinin

sonlu olmas1 demektir.

Onerme 3.1.2. [1, Proposition 2, §7.3] E bir R— modiil ve v1,...,vs R halkasin

elemanlary olsun. O zaman keyfi n, ..., ns pozitif tamsaylary igcin

[ £ < [ £
NniNg...Ng
R AYRE 4B T 172 R mE+ - +7E

olur.

Kanat. Bu sonugta uzunluklarin sonlu olmasina gerek yoktur. Simdi

[ E <m.l E

ny.
TV E+RE+ B[ T T B+ 4B
oldugu gosterilecektir. ' = E/ (yFE + - -+ + 7sF) olsun. O zaman

E' E

~

VWE T AME+pE+ - +,E

l E =1 E
R 77111E/ — 'R ’y?lE—f‘"‘—'—'}{gE

E’ E’
z <l
. <%“E’> = (%E’>
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yazilabilir. Bu nedenle

olur. Dolayisiyla




oldugu gosterilmelidir. v = +; ve n = ny olsun. O halde Ig (E/7"E) < n.dgr (E/vE)

oldugu gosterilsin. Burada
E n ,yi—lE
l =>1 .
* (v”E> 2 R( 7E )

oldugundan her 1 < i < n igin I (V" 'E/Y'E) < lr (E/vE) gostermek yeterlidir.

~i=1ile carpma etkisi olan v : E — 4! E déniistimii bir epimorfizmadir. 4/ Enin bu

déntigiim altindaki 6ngoriintiisii ele alinsin. O halde o € ¥~ !(y'E) olsun. O zaman
U(e)=97"aeVE
olur. Dolaysiyla 7' o = ~v'a/ olacak sekilde bir o € E vardir. Buradan
Y a—vd)=0=a—-— v/ €0y H=ac(0:5y ) +vE
olur. Simdi a + ve € (0 :g v*~1) + vE olsun. O halde

ac(0: 7&—1) - /yi—la =0 = ¢(a+e) :Wi—loé_’_,yi—l,ye :/yie

elde edilir. Bu yiizden v~ 'E/+'E ~ E/((0: 4~') + vE) izomorfizmas1 vardir ve bu-

oS | el e <)
UAE S N0y ) B T NE

olur. O halde Ig (E' /7" E") < ny.lg (E'/m E') elde edilir. O halde

radan

, E o E
ni.
PlAPE+ - 4yE) [ = "\ WE+ 2 E+ - +y™E

< l E
N1.Ng ... N
S Nnpng WE+ - +7.E

olacagindan kanit tamamlanir. O]

Ozellikler.

Y1, Y2, -, Vs €lemanlary E tizerinde bir cokkatlh sistem olsun.

1. {iy, .. ist, {1, ..., s} in bir permaitasyonu olsun. O zaman i, , ..., 7y;, elemanlar
E dizerinde bir cokkatly sistem olur. Ayrica 1 < i < s i¢in v, E = 0 olacak sekildeki

v; ler ¢ikarilirsa geriye kalan elemanlar bir cokkatl sistemdir.

2. Onerme geregince ny, ...,ns keyfi pozitif tamsaylary i¢in, i, ..., y5s ele-
manlar, E tizerinde bir cokkatl sistem olur.
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3. K, E modilinin bir alt modili olmak tizere E' = E/K olsun. O zaman

K+nWwE+ -+ E
K

ME +%E 4+ -+, E =
olur. Bu nedenle

E E

~

WE 44+ 7E " K+mE+--+7.E

izomorfizmasy vardir. Buradan

E E E
Ir =g <lIgr
nE + -+ E K+mnE A+ +7E nE+- +E

elde edilir. v1,...,7vs bir cokkatly sistem oldugundan lg {ﬁ} < 00 olur. Dola-
yswyla o

lR{le'+---+%E/} p o
elde edilir. Buradan vy, ...,7s elemanlary E' boliim modilii tizerinde bir ¢okkatly sistem
olur.
Lemma 3.1.3. 0 = F' - F — E" — 0, R-modillerin bir tam dizisi ve ¥1,%a, . ..,

R halkasinin elemanlart olsun. O zaman

[ £ <l E +1 25
FINE+ B T B+ asE T\ mE e+ E

olur. Buradan ejer v, . .., s elemanlar E' ve E" modiilleri tizerinde bir cokkatl sistem

ise o zaman vy, - . .,%s, I tuzerinde ¢okkatly sistem olur.

Kanat. Genelligi bozmadan E', E modiiliiniin bir alt modiilii ve E” = E/E’ olsun. O

zamarn

7 " 7" E,+ E++ SE
NE" 4B 4o B = S

olur. Dolayisiyla

E// E// E” _ E/E/
J(nE +- 7 )_(E'+71E+---+%E)/Ef

~E/ (B +mE+ - +7E)

oldugundan

E" E
IR o 0 =1Ir

elde edilir. Bu nedenle
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E E E'+ymE+- - +~E
lr =Ilr{ = + g
NE+ - +7E E+yE+- - +7E NE+ -+ +7E

E// El
=1 +1
R{71E1/+"'+75E//} R{E’ﬂ(’ylE+---+%E)}

elde edilir. Ayrica
NE +pE +- 4+ E CEN(mE+--+E)CFE

oldugundan

E' E'
Ir <lg
EN(mE+-- +7E) NE A B

olur. O halde

l 4 <l 2 +1 E
FINE+ A E T A ME B T\ mE A+ E

elde edilir. Boylece kanit tamamlanir. O]

Simdi E bir R—modil olsun. vy, ...,7s elemanlari, F tizerinde bir cokkatl sistem
olsa bile bu elemanlar £ modiiliiniin biitiin alt modiilleri tizerinde bir ¢okkatli sistem

olmayabilir. Ancak Noether modiillerle ¢alisildiginda bu sorunla kargilagilmaz.

Onerme 3.1.4. [1, Proposition 8, §7.3]0 — E' — E — E" — 0 Noether R-modiillerin
bir tam dizisi ve 7vy,...,7s elemanlary R halkasina ait olsun. O zaman vi,...,7s E
modiilii tzerinde bir cokkatl sistemdir ancak ve ancak Y1, ...,7s, E' ve E modilleri

tzerinde de bir cokkatly sistem olur

Kanmit. (=) v, ...,7s elemanlar E tizerinde bir ¢okkath sistem iken E’ tizerinde de bir
¢okkath sistem oldugu gosterilsin. Simdi genelligi bozmadan E’ modili £ modiiliintin
bir alt modiilii olarak alinsm. A = y R + --- + 7,R olsun. O zaman Teorem
geregince

AMENE = A(A'"ENE") C AF'
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olacak sekilde negatif olmayan bir ¢ tamsayis1 vardir. Buradan

E' E'
l Sy i
R{le’+---+%E’} R{AE'}

<l gipnE)
- A ENE
AE + F
~u
ArtlE
<l {AqHE}

elde edilir.Simdi
WIE+TE+- -+ EC AME

oldugu séylenebilir. O halde Onerme m geregince

E

E
</
R{’VIE/—F"'—I—’VSE/}_R{’V(IZ—HE‘{‘ +’7q+1E}

< (q+ 1)1 £
> g R nE+ - +7.E
< 00

olur. Dolayisiyla 71, ...,7, elemanlar1 £’ modilii tizerinde bir ¢okkath sistemdir. Ge-
nelligi bozmadan E" modiilii E* = E/E’ boliim modiilii seklinde almsin. Cokkatl
sistemlerin yukarida verilen 6zellikleri ile 74, . . ., 75 elemanlar1 E iizerinde bir cokkatlh
sistem olur.

(<) Lemma ile elde edilir. O

Bu kism c¢okkatl sistemler icin verilecek bir uyar ile bitirilecektir. 7, ..., v, ele-

manlar £, R-modiilii iizerinde bir ¢okkatli sistem olsun ve IE = 0 olacak gekilde
bir I ideali almsin. R = R/I olsun. O zaman Onerme [1.1.19] geregince E modiilii
bir R—modiil yapisina sahiptir. 7; elemanmmin R halkasindaki dogal goriintiisii 7, ile

gosterilsin. O zaman

E B E
ME+---+vE mE+---+7,E

olur. Yukaridaki esitlikte R ve R-modiil yapilar birlikte ele alimmaktadir. Ayrica R-alt

modiiller ile R-alt modiiller aynidir. Dolayisiyla

E E
A= - IR

olur. Buradan 7, ...,7, elemanlar1, E, R—modiil olarak goz ¢niine alindiginda E {ize-

< 00

rinde bir ¢okkath sistem olur.
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3.2 Cokkatlihik Sembolii

E bir Noether R—modiil ve 7y,...,7s elemanlar £ iizerinde bir ¢okkath sistem olsun.
Simdi s tlizerine tiimevarim uygulayarak ~vi,...,7s elemanlarinin £ modiilii lizerinde
bir ¢okkatlis1 agagidaki gibi tanimlanacaktir:

Cokkatli, negatif olmayan bir tamsayi olacaktir ve egr(v,...,7vs | E) ya da
er(71.s | E) sembolii ile gosterilecektir. Ilk olarak s = 0 olsun. Bu durumda bos kiime £
tizerinde bir ¢okkath sistemdir. Dolayisiyla [z (E) sonludur. Bu nedenle
er(. | E) = [r(E) olarak gosterilsin. Simdi s > 1 olsun. Ayrica Noether modiiller
tizerinde s — 1 elemanli her cokkatl sistem igin gokkatlilik semboliintin taniml ol-
dugu kabul edilsin. Lemma[1.3.1] geregince £/ E ve (0 :p 71) modiilleri Noether olur.
Onerme ile v1,...,7s elemanlart E/v E ve (0 :g 1) modilleri tizerinde bir ¢ok-
kath sistemdir. v;, F /v F modilini sifirlar. Dolayisiyla s, ...vs elemanlarn E/y E
tizerinde bir gokkath sistem olur. Benzer sekilde 7,,...,7s elemanlarmin (0 :5 )

iizerinde de bir ¢okkath sistem oldugu da elde edilebilir. Dolayisiyla varsayim geregi

er (v2, - 7s | E/ME), er (Y2, ,7s | (0:g 71)) tammhidir. Buna gore

63(71)"'778 | E) :eR(’YQu"waS | E/IYIE)_QRC}/?W-':VS | (0 ‘E ryl))

ifadesi bir tamsay1 degerine sahiptir. Boylece elde edilen

en(. | E) = Ip(E) (3.2.1)

ve

er (M, s | BE)=€er(Y2,---,7s | E/mE) —er(V2,--,7s | (0:2 7)) (3.2.2)

esitlikleri ile genel ¢okkatlhilik sembolii tanimlanir.
Dikkat edilirse F yerine ona izomorf olan herhangi bir modiil alinirsa ¢okkatlhilik

semboliiniin degeri degismeyecektir. Ayrica E sifir modiili iken

er(71,--,vs | E)=0

olur.

E bir Noether R—modiil ve vy,...,7s elemanlar1 F iizerinde bir ¢okkath sistem
olsun. IE = 0 olacak sekilde bir I ideali almsin. R = R/I ve 7;, 7; elemanimin R
halkasindaki dogal goriintiisii olsun. O zaman E bir Noether R—modiildiir. Ayrica daha
once gosterildigi gibi 7, . . ., 7, elemanlar1 E, R—modiilii iizerinde bir ¢okkath sistemdir.

Iddia: er(v1,...,7s | E) = eg(F1, .., 7, | E)'dir:

s = 0 icin (gr(E) = [x(E) oldugundan iddia dogrudur. $imdi s > 0 olmak tizere
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s — 1 elemanl gokkath sistemler i¢in iddia dogru olsun. O zaman E/y E = E/5,E ve

(0:p7)=(0:%)

oldugundan

er(V1,- 57 | B) =er(v2, -7 | E/mE) —er (2,7 [ (0:5 7))
=exg (V2> Vs | E/mE) — ez (Vas -7 | (0:m))
=g (Vas-- Vs | E/NME) —eg (Va7 | (0:571))
=eg(V1:-- -+ Vs | E)

elde edilir. Dolayisiyla iddia kanitlanir.

Lemma 3.2.1. 0 —» E' — E — E’' — 0 R-modiillerin bir tam dizisi olsun ve R

halkasinin bir v elemant alinsin. O zaman

E' LN )
vE yE o E

0= (07 S 0% (0:my) L 0 (3.2.3)

seklinde R—modiillerin bir tam dizisi olusturulabilir.

Kanat. Genelligi bozmadan £’ modiilii £'nin bir alt modiilii ve E” = E/E’ olsun.
¢:E > E

igerim dontigiimii ve

Y:E—E =FE/F

dogal dontigiim olsun. O zaman ¢(0 :g ) C (0 :5 ) ve ¢(yE’) C vE olur. Bu yiizden

¢ doniigimiiniin (0 :g ) alt modiiline kisitlanmas ile
¢ (0 y) = (0:57)
dontigiimii elde edilir. Ayrica ¢* : E'/yE" — E/vE olsun.
¥(0:57) € (0:p0 7) vep(vE) C 7 E"
oldugundan benzer sekilde v doniigiimii ile
W (0:57) = (050 y)vey* : E/yE — E" JyE"

doniigiimleri elde edilir. Simdi €” € (0 :p» 7) olsun. O halde ¥(e) = ¢” olacak sekilde
bir e € E secilebilir. Ayrica v¢” = 0 oldugundan t(ye) = 0 elde edilir. Dolayisiyla

ve € E' olur. f(e"), ve elemaninin E’/vE’ modiiliindeki goriintiisii olsun.
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Iddia 1: f déniisiimii iyi tammldir: ¢(e;) = €” olacak sekilde e; € E alnsm. O
zaman e — e; € E’ olur. Bu nedenle ve — ve; € vE’ elde edilir. Buradan e ve ve;
elemanlar1 E'/yE’ modilinde ayni goriintiilere sahiptir. Dolayisiyla f dontigiimii iyi
tamimlidir. Boylece iddia kanitlanir.

Ayrica f doniigiimii R-lineerdir. O halde dizisindeki dontigtimlerin tiimi elde

edilmis olur. Simdi
kery' =Im¢’, ker f = Imv)’, ker ¢* = Im f, ker¢* = Im ¢*

esitlikleri ele alinsin.
Iddia 2 : Im f = ker ¢* olur: a + vE' € ker ¢* olsun. O halde

a€Eved'(a+yE)=a+yE=0&aecyENE

olur. Dolayisiyla ker ¢* = (yE N E') /vE" yazlabilir. Diger taraftan f : (0 :pr v) —
E'/yE' ve f(e + E') = ve + vE' oldugundan ve + vE' € (YENE') /vE" elde edilir.
Ayrica ve+~E' € (yENE') /vE" i¢in f(e+ E') = ye+~vE ve e+ E' € (0 :gr ) olur.
Dolayisiyla Im f = ker ¢* elde edilir.

[ddia 3: ker f = Im¢/olur: a+ E' € ker f olsun. O halde f(a+ E') = ya+~vE' =0
olur. Buradan ya € vFE’ elde edilir. Dolaysiyla yao = e’ olacak sekilde bir ¢/ € FE’

vardir. Boylece
ya—ve =0=vy(a—-€e)=0=>a—-¢€¢ € (0:g7)

olur. Buradan o € (0 ;g 7))+ E' = a+ E' € ((0:57)+ E') /E" elde edilir. Simdi
a € (0 :g ) olmak tizere a + E' € ((0:5 )+ E’) /E' olsun. Buradan ya = 0 olur.
Dolayisiyla

fla+ E') =qya+vE =0

elde edilir. O halde ker f = ((0:gy) + E’) /E' olur. Simdi Im+¢)’ kiimesi ele almsin.
Y (o) = a+ E' olsun. a € (0 :g 7) oldugundan ya = 0 elde edilir. Dolayisiyla

Ya+E)=ya+el €((0:57)+ L) /E

olur. @ € (0 :g v) olmak tizere a+ E" € (0 :g v) + E’ olsun. Buradan ya = 0 elde edilir.
O halde a+E' = /() oldugundan a+E’ € Im ¢’ olur. Ayrica 0 — E' 5 E 5 B — 0
dizisi tam oldugundan Im ¢’ = ker)’, Im¢ = kery* ve kert) = Im ¢ egitlikleri elde

edilir. Dolayisiyla kanit tamamlanir. O]

Teorem 3.2.2. [5, Theorem 1]0 — E' — E — E" — 0 Noether R-modiillerin bir tam
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dizisi ve Y1, ...,7s elemanlary dizinin herbir terimi tuzerinde bir ¢okkatly sistem olsun.

O zaman

eR(’yla'“?’}/s ‘ E) :eR(’yl:"'afYS ’ E/)+€R(717"-778 ‘ EN)

olur.

Bu teorem agagida verilen sonugla birlikte kanitlanacaktir.

Sonug 3.2.3. [1, Corollary 1 of Theorem 5, §7.4] 0 — E, — --- — E; — Ey — 0
Noether R—modiillerin bir tam dizisi olsun. Ayrica v, ..., 7s elemanlari, dizideki herbir

modiil tizerinde bir ¢okkatl sistem olacak sekilde alinsin. O zaman

p .
(=1)'er(v1s--v7s | Ei) =0 (3.2.4)
=0

K2
olur.

Kanat. Teorem ve sonug s lizerine tiimevarim uygulanarak ayni anda kanitlanacaktir.
s = 0 iken 0 < i < p degerleri igin eg(. | E;) = lr(E;) olur Ayrica vq,...,7s her
0 <i < pigin E; modilii tizerinde bir ¢okkatli sistem oldugundan (g(E;) uzunluklar
sonlu olur. Dolayisiyla Teorem [T1.1.17]ile [3.2.4] esitligi elde edilir. Simdi s > 1 ve Teorem
B.2.11]ile Sonug[3.2.3]s—1 elemanh gokkath sistemler i¢gin dogru olsun. Lemma [3.2.1]den

1

E — b — £ — 0
nE - mE B

0= (0:zm)—= (0:27) = (0:z ) —

tam dizisi vardir. Dizideki her terim Noether modildir. Ayrica v, elemanm yukaridaki
dizinin her terimini sifirladigindan s, . . . , 75 elemanlari dizinin biitlin terimleri tizerinde

bir ¢okkatl sistem olur. Buradan

R <72,---7% | é) —er (72,7 | (02 7))
o

= (s ) = e | 03 0)

+egr <72,...,% | E,,) —er (Yo yYs | (0:r 1))
nk

elde edilir. O halde ¢okkatli sembol tanimindan

eR(fyla"'?’}/s ‘ E) :eR(Pyl:"'afYS ’ E,)+€R(’Yl,---,’}/3 ‘ EN)

olur. Dolayisiyla s durumu i¢in Teorem kanitlanmig olur. O halde tiimevarimdan
Teorem [3.2.2] elde edilir. Simdi Sonug [3.2.3] s durumunda ele alinsin. p tizerine tiimeva-

rim uygulanacaktir. p = 0 icin 0 — Fy — 0 dizisi tam olacagindan Ejy = 0 elde edilir.
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Buradan [r(Ep) = 0 olur. Dolayisiyla sonucun ifadesi elde edilir. p = 1 durumunda
0 — E; = Ey — 0 tam dizi oldugundan E; ~ Ej, olur. Buradan [g(Ey) = lr(FE1) elde
edilir. O halde Ig(FEy) — lg(E;) = 0 olur. Simdi p > 2 ve sonug p — 1 i¢in dogru olsun.

p ic¢in sonucun dogru oldugu gosterilsin. O halde
III](Ep_l — Ep_Q) = E;,_l

olsun. Buradan
EI/7—1 = ker(Ep_2 — Ep_3)

elde edilir. Dolayisiyla
0= E 5 Eys—=Ey3— - — Ey—0

dizisi tam olur. O halde tiimevarim hipotezinden

p—2

Z(_l)ieR(71a <y s | E’L) + <_1>p_1eR(’717 < s | Ezl)—l) =0

=0

elde edilir. Ayrica
0= E,—E,1—E, ;=0

dizisi tam oldugundan
er(V1s -+ | Bpo1) = er(y1, -8 | Bp) +er(y, 5% | By)
yazilabilir. Dolayisiyla
er(s s | Byy) = er(vis s | Bpmr) —er(va, s | Ep) (3.2.5)

olur. [3.2.5] esitligi toplamda yazililirsa sonug elde edilir. ]

Sonug 3.2.4. R bir halka, E bir Noether R—modiil ve vy, . ..,~vs E tizerinde bir ¢okkatlh

sistem olsun. E 'nin alt modillerinin
0O=FEyCE,C...CE,=F

olacak sekilde bir dizisi alinsin. O halde

er(s- s | E) = er(v, ... | Ei/Eiz1)
=1

olur.
Kamt. 1k olarak er(y1,...,7s | B1) = er(11,-..,7s | Eo) +er(v1,...,7s | E1/Ep)
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yazilabilir. Simdi 0 — E; — Ey — Ey/E; — 0 tam dizisi ele alinsin. Buradan

geregince er(v1,...,7s | Ba) = er(y1, -+, 7s | Bv)+er(n, ..., 7s | B2/ Ey) olur. Benzer
sekilde devam edilirse

€R(’71,---,% | El) = eR(’)/lw"a’YS | EO) +6R(71""7,78 | El/EO)
er(V1, -7 | B2) = er(vi, -, 7s | B1) +er(vi, -5 | Bo/EY)

63(’71, <oy s ’ Em) = eR(fYM N | Emfl) + 6R<71> N ’ Em/Em*1>

yazilabilir. Buradan

63(717.._,")/3 | El/EO) = eR(lea"'afys | El) - eR(’Ylw"a’Ys | EO)
€R(717---773 | E2/E1) = eR(’Vl7--~;’Vs | E2) = 63(71,---7% | El)

er(Vy -, Vs | Bm/Em-1) = er(11,-- 1% | Em) —er(15 - % | Em—1)

elde edilir. Son elde edilen esitlikler taraf tarafa toplanir ve Ey = 0, E,, = F oldugu

da gbz oniine alinirsa o zaman

er(V1,. ., | E) = ZGR(%, Y | Bif/Eioy)
i=1

olur. O

Sonug 3.2.5. [4, Lemma 11] E bir R—modil, E; ve Ey, E’nin Noether alt modiilleri
olsun. Ayrica vy, . ..,7s elemanlar, By ve Ey tizerinde bir ¢cokkatl sistem olsun. O zaman

Y1, -5 Ys E1+ Ey ve By N Ey Noether modiilleri tizerinde bir ¢okkatl sistemdir. Ayrica

er(V1s-- s | Bt Es)+er(v, ... vs | E1NE2) = er(v, .- 7s | B1)+er(1, -+, 7s | Eo)
(3.2.6)
olur.

Kanit. Onerme ile By + Fy ve E, N By Noether R-modiillerdir. Ayrica Onerme
[[.3.4]ile F; & E3 de Noether R—modiil olur. O halde
[ E— E @ E,, f(e1) = (e1,0)

ve

g:Ei® Ey— Ey g((e1,e2)) = e

olmak tizere Im f = F; & 0 = kerg, f doniigiimii birebir, g doniigimii 6rten olur.

Buradan
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O—>E1i>E1€BE2i>E2—>O

dizisinin tam oldugu elde edilir. Dolayisiyla Onerme m geregince 7, ...,7s eleman-

lar1 E; @ F5 tizerinde bir ¢okkath sistem olur. Simdi
¢ : El @EQ — E1 —|—E2,’¢((€1,62)) —=e1 + e

olsun. Buradan izomorfizma teoremleri ile Fy + Ey =~ (E; @ E3) / ker ¢ elde edilir. Ay-
rica £, N E,, By modiiliiniin alt modiilii oldugundan Onerme m geregince 7y, ...,Vs
E| + E5 ve Ey N Es modilleri tizerinde bir ¢okkath sistemdir. Dolayisiyla [3.2.6| esitli-
gindeki biitiin ¢cokkathlar tanimhdir. Simdi

O—>E1—>E1+E2—>(E1+E2)/E1—>O

tam dizisi ele almsmn. Izomorfizma teoremlerinden (B + Fy) /Ey ~ E,/ (E, N E3) ol-
dugu elde edilir. Dolayisiyla

0— El — El + E2 — EQ/ (El N Eg) —0 (327)
tam dizisi yazilabilir. Ayrica
0—>E1HE2—>E2 —)Eg/ (ElﬂEg) —0 (328)

tam dizisi vardir. [3.2.7) ve [3.2.8] dizileri ile Teorem [3.2.2] geregince

E
GR(%w-w%|E1+E2):€R(71,---a%|E1)+6R<71,---,%|ElﬂQE)

ve

E
r(s e | B2) = en(ee e | By B en (90, | )

elde edilir. Bu nedenle
er(V1, .-y Vs | B1+E2) = er(V1,---57s | Ev)+er(V1y---57s | Ea)—er(71,---.7s | E1NE2)

olur. Buradan

er(71, .-y Vs | BEi+E2)+er(y1, .-y 7vs | EiNEL) = ep(V1,---.7s | E1)+er(V1,---,7s | Ea)

elde edilir. Dolayisiyla kanit tamamlanir. O

Sonug 3.2.6. [3, Lemma 11] Ey ve Ey, E, R-modilinin E/FE, ve E/Ey bélim mo-
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dilleri Noether olacak sekilde alt modiilleri olsun. Eger vy, ...,7s elemanlar E/Ey ve
E/E; tizerinde bir ¢okkatl sistem ise o zaman vy, ... ,7vs, E/ (E1 N Ey) ve E/ (Ey + E»)

Noether R—modiilleri tizerinde bir ¢okkatly sistem olur. Ayrica

Vher (sl g ) =en(nal ) e (| 5 ) (3:29)
e s =e s | — e s | = 2.
rRlM El A E2 R\ E1 R\M E2

er(Vis | B, + B,

elde edilir.

Kamt. f:E/E, — E/(E1 + E»), f(e+ E1) = e+ E; + E» olacak sekilde bir dontigiim
olsun. Dikkat edilirse bu doniigtim bir epimorfizmadir. O halde izomorfizma teorem-
lerinden E/ (E) + E»), E/E; modilintn bir bélim modiiliine izomorftur. Dolayisiyla
E/ (E; + E3) Noether modildiir. Ayrica vy, ...,7s, E/ (E; + E2) modiili tizerinde bir
cokkatlh sistem olur.

Iddia 1: ker f = (E) + E5) /E; olur: Simdi e+ E, € E/E) icin f(e+ E;) = 0 olsun.

O zaman
Ei+ B,

E,
elde edilir. Dolayisiyla ker f C (E; + Es) /E; olur. Simdi '+ F; € (Fy + FE5) /E; olsun.
O zaman €' € E; + E5 elde edilir. Buradan

e+ i+ E,=0=>ecEi1+FE,=e+ F, €

fle +E)=¢+E +E,=0

olur. O halde ker f D (E; + Es) /E) elde edilir. Boylece iddia dogrudur.
[zomorfizma teoremlerinden E/ (E, + Ey) ~ (E/E)) / ((E, + E»)/E}) elde edilir.
Simdi
g:E— —®—,g(e)=(e+ E,e+ E»)

olsun.

Iddia 2: g déniisiimiiniin cekirdegi Ey N Ey’dir: e € Kerg olsun. O zaman
gle)=(e+ E,e+ FEy) =(0,0) =>ec Eyvee € Ey = e € E1NE,y

olur. Simdi e € Ey N Ey olsun. g(e) = (e + E1,e + Ey) = (0,0) oldugundan e € kerg
elde edilir.

O halde izomorfizma teoremlerinden E/ (Ey N Ey), E/E, @ E/Es modiiliniin bir alt
modiiliine izomorf olur. Sonug[1.3.2[den dolay1 (E/E;)&(E/E,) Noether olur. Buradan
0— £ — £ D £ — £ — 0
Ey  Ey By Ep
tam dizisi diigiiniiliirse Onerme [3.1.4/den 71, . ..,v; elemanlar (E/E)) @& (E/Es) iize-
rinde bir ¢okkatl sistem olur. Dolayisiyla 71, ..., v, £/ (E; N Ey) tizerinde bir ¢okkath
sistemdir. O halde [3.2.9 esitligindeki biitiin ¢okkatlilar tammhdir. Ayrica
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E/(E1 N Ey) = (E; + E») /E; oldugundan

0— & — b — b — 0
E1 N EQ E1 N E2 El
tam dizisi
Ey+ Ey E E
0— — - =0 3.2.10
EQ E1 N E2 El ( )
seklinde yazilabilir. Ayrica
Ey+ E, E E
0O ————=>—=——=>——7+—0 3.2.11
Ey Ey Ey, + By ( )

tam dizisi vardir. [3.2.10] [3.2.11| dizileri ve Teorem [3.2.2] ile

E E,+ E, E
6R(71;-~‘77s|ElmE2>:€R(’71;--w%|E2)+€R(717-~,7s El)

ve

E Ei+ Es E
€R<’Yla-~a’)’s Ez> :€R<’Ylw-->’)’s|E2>+€R<71>--->75’E1+E2>

elde edilir. Buradan

e e Y | m——— elv,...,% | =——
E E
:eR(f}/lu"'7’ys|)+eR<717"'778‘ )

E, Ey
elde edilir. O
Bir sonraki Onerme ile eg(vi,...,7s | F) degerinin v; elemanlarmin sirasindan

bagimsiz oldugu gosterilecektir. Bunun i¢in 6nce agagidaki lemma verilsin.

Lemma 3.2.7. E bir Noether R—modiil ve s > 2 i¢in v, ...,7s elemanlar: E tzerinde

bir cokkatly sistem olsun. O zaman

er(11:,72,- -5 | E) = er(y2,71,- -+, 7s | )

olur.

Kamit. Oncelikle baz1 gosterimler olusturulacaktir. K bir Noether R-modiil olsun. O

halde eger ~3,74,...,7s elemanlar1 K {zerinde bir ¢okkatlh sistem ise
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[K] = er(y3,...,7s | K) olarak alinsin. L C M Noether N, R-modiiliniin alt modiil-
leri olsun ve 73,74, ...,7s elemanlart N/L tzerinde bir ¢okkatl sistem olacak sekilde
alimsin. O halde M/L < N/L ve N/M =~ (N/L)/(M/L) oldugundan ~s,74,...,7s
elemanlar1 M /L ve N/M fizerinde bir gokkath sistem olur. Ayrica

0— M — N — N — 0
L L M
tam dizi oldugundan Teorem [3.2.2] geregince
N N M
—| = |— — 212
2] =[]+ [7] @212
elde edilir.
Simdi esitliginden
E
er(M, -, % | E) =er | 72,78, | mE) er (72,7355 | (08 7))

olur. O halde [3.2.12] esitligindeki ¢okkathlar: esitligine gore yeniden diizenlenirse

(0 ‘E 71)

E/mE —_ 10 - _ — 10 -
| = 0mne = [JEEL] 0= 050

1= T

olmak tizere
er(V1: 72,57 | B) = [1] = [2] = [3] + [4]

elde edilir. Ayrica
E/mE - E

v(E/nE) ~ ME +v.E

ve

(0 {(0:5m) 72) =(0:7)N(0:5 )

oldugundan [1] = {ﬁ} ve [4] = [(0 :g 71) N (0 :g 72)] durumlarinda ~; ile 7

simetrik olur. Bu nedenle [2] + [3] toplammin ele alinmasi yeterli olacaktir. Ayrica

(0 ‘E/mE Y2) = (ME B 7) /ME ve
NE CHnEA+(0:57%) € (ME B 2)

oldugu aciktir. Buradan esitligi ve

NE+0:57%)  (0:)
nE NEN(0:5 72)

izomorfizmasi ile
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2] = [(%E :if?E:E 72»]*%2?(522;)1 - l%E(?W:(VEOV:Z)%)}JF[vigfzo:i:i)z)l

elde edilir. Ayrica

MmE)N(0:29) =7 ((0:£ ) 2 1) =710 & 7%)

oldugundan [5] = {%} ve [6] = {%} i¢in [2] = [5]+[6] olur. Simdi 7, ile
carpma iglemi (71 E :g 72) modiliinden v (71 E :g 72) modiiliine bir homomorfizmadir.

Ayrica o (1 E g 72) = 1 E N FE oldugundan

f:(mE ) = nENyRE

dontigiimii vardir. f dontgimiinin cekirdegi (0 :g 72) alt modulidiir. O halde
(0: 7)) €nE+ (0 :g 1) ve f(mE+(0:5v%)) = M7k olur. Buradan izomor-

fizma teoremleri ile
MmE ) _ mENRE

NE+0:zy)  mRE

elde edilir. Bu nedenle [6] = {%} olur. Dolayisiyla [6]’da 7 ile yo simetriktir. O

halde [3] + [5] toplamini incelemek yeterli olacaktir. Simdi

¥2(0 15 71) € 72(0 :g 11y2) € (0:5 M)

— [0 ) — [ (0:m) (0:572) :
olur. Buradan [7] = [%} ve [8] = [72(0:]?172)} - [71(0:51?72)} olmak tizere |3.2.12
esitligi ile [3] + [5] = [7] + [8] elde edilir. O halde [8] istenen simetriye sahiptir. Ayrica
2 ile garpma iglemi sayesinde ¢ : (0 :g 1172) — 72(0 :g 7172) epimorfizmas: elde edilir.

Iddia: g7 (72(0 :x 1)) = (0 :5 71) + (0 :g 7y2) olur: Simdi

a€g ! (1200:5m)) = gla) € 1205 1) = gla) = po

oldugundan o € (0 :g 1) elde edilir. O halde 3o« = 0 olur. Buradan @ = a+ 0
oldugundan o € (0 :g 71) + (0 :g 72) elde edilir. Simdi tersine v € (0 :g 1) ve
B € (0 :g 72) olacak sekilde o+ 5 € (0 :g v1) + (0 :g 72) alahm. O halde vy = 0 ve
o3 = 0 olur. Buradan

g(a+B) = y(a+B) =ra+1b=7a=ac1»0:rm)

elde edilir.

O halde
(0:5 1172) 72005 M172)

0:py)+0:57)  72(00:mn)
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olur. Buradan [7] = {%} elde edilir. Dolayisiyla [7] esitliginde v, ve o si-

(0:71)+(0: g2
metriktir. O halde
er(viy -5 s | B) = [1] + [4] = [6] — [7] — [8]

esitliginde yer alan biitiin terimlerde ~; ve 7, elemanlar: simetrik olur. O]
Onerme 3.2.8. [3, Theorem 2] E bir Noether R—modil ve v, ...,7vs, E dzerinde bir
cokkatly sistem olsun. Simdi eger {iy,ia,...,is}, {1,2,...,s} kiimesinin bir permiitas-

yonu ise o zaman

eR(’yh’y?a"'?PyS ‘ E) = €R<7i177i27---77i5 E)

olur. Elde edilen esitlige cokkatllik semboliniin degisme ézelligi denir.

Kanit. eg(Y1, -y Yy Ymats-- Vs | E) = er(Vy oy Y1 Yimy - -5 Ys | F) oldugunu
gostermek yeterli olacaktir. Cokkatlilik semboliiniin tanimi m — 1 defa uygulanirsa:

E
eR(’Ylv"'>7m77m+la""yS|E)26R<727"'775’M>_eR(PYZ:"'v’Ysy(O:E’Yl))
r (E/nE) ,
—6R<737-~->75’72E, _€R<73,...,73’(0.’Y1EE’)/2)

—er (Y2375 | (0:2 M)

E/vE
:€R<73>--',’75|(4:é)> _6R<737"'778|(O:E 72)

0:5 7
— €ER <’}/3,...,’)/5 | <E1))> +er (73""7,78 | (0 “(0:571) ’72))

’72(0 ‘B2

= ZgueR(/yﬂ"m YmA41y -5 Vs ‘ El/)

elde edilir. Yukaridaki toplamda e, = F1 olur. Ayrica E, modilleri £ modiiliiniin
alt modiilii ya da boliim modiilii oldugundan Noetherdir. vq, ..., V1, £, modiillerini
sifirladigi i¢in v, Yma1, - - -, Vs elemanlart E,, modiilleri iizerinde gokkatl sistem olur.
Ayrica ¢, sayilar ile E, modiilleri yalnizca E ile belirlidir ve 1, ..., Ym—1, Yoy - - -5 Vs
elemanlarindan bagimsizdir. Bu nedenle ¢, ve E, yukaridaki gibi olmak tizere eger ,,

ile ¥,,11 elemanlariin yeri degistirilirse

eR(717-~->7m+177m7 R ‘ E) = ZGyeR(7m+177mu N ‘ El/)

elde edilir. Lemma ile

6R(’7m77m+17 - s | El/) = eR(’Ym—l-la’Vma N | EV)
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olur. Buradan

63(717"'77m77m+17'-'778 | E) = eR(’yla"'77m+177m7-'-773E>
elde edilir. O

Onerme 3.2.9. [1, Proposition 5, §7.4] E bir Noether R— modiil ve 71, ..., 7, eleman-
lary E dizerinde bir ¢okkatly sistem olsun. O halde m > 0 olmak tizere belirli bir i degeri

icin Y"E = 0 ise o zaman er(y1,...,7s | E) =0 elde edilir.

Kanat. Cokkathilik semboliniin degisme 6zelligi sayesinde ¢ = 1 alimabilir. m tizerine

tiimevarim uygulanacaktir. ilk olarak m = 1 olsun. O zaman +; E = 0 olur. Buradan
E/ymE = FE ve (0:g 71) = FE elde edilir. Dolayisiyla esitligi ile

E
eR(’Yla--w% | E>:eR (727"'778 | m) _eR(FyQa"'yf}/s | (O ‘E 71))

=er(Y2:- % | B) = er(y2,-- .7 | E)
=0

bulunur. Simdi m > 1 ve m sayisindan kiigiik olan her deger i¢in varsayim dogru olsun.
Teorem ve 0 > E — E — E/v1E — 0 tam dizisi ile

i)
eR(fylv"wfys ‘ E) :eR(Pylw"aﬁ)/s ’fylE)_'_eR (’717"'778 ’ E)
M

elde edilir. Ayrica v"" ' (1 E) = 0 ve v, (E/yE) = 0 olur. Buradan tiimevarim ka-
bili ile er(y1,...,7v | ME) = 0, eg (71,---,7s | E/ME) = 0 elde edilir. O halde
er(71,.-.,7s | E) =0 olur. O

Lemma 3.2.10. E bir Noether R—modiil ve v, R halkasinin bir elemani olsun. O halde
F,, = E/(0:5 ™) olmak izere yeterince biiyiik bir m tamsayist icin (0 :g, ) = 0 elde

edilir.

Kanit. E bir Noether R—modiil oldugundan £ modiiliintin alt modiillerinin bir
(0:57) C(0:gy)C(0:5~*)C...

artan dizisi durmahdir. Dolayisiyla yeterince biiyiik bir m tamsayisi igin

(0:5 ™) = (0 :g ™) olur. O zaman

- (0™ ipy) _ (0:py™) _ (0:p9™) _
B () R (P DN (T R

elde edilir. O
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Teorem 3.2.11. [3, Lemma 2/, [1, Theorem 6, §7.4] E bir Noether R-modil ve

Yi,...,7s elemanlary E tizerinde bir ¢okkatl sistem olsun. O zaman

E
0<e s Ys | B) <
<er(mn Vs | E) R{71E+~~~—|—78E}

olur.

Kanat. 1k olarak er(v1,...,7s | E) cokkathlik semboliiniin negatif olmadigin géster-
mek igin s iizerine tiimevarim uygulansin. s = 0 igin e(. | ) = [gr(E) < oo olur.
Dolayisiyla eg(. | E) = [g(F) negatif olmayan tamsayidir. Simdi s > 1 olmak tizere
s — 1 elemanh ¢okkath sistemler i¢in varsayim dogru olsun. F' = E/(0 :g 77*), m’nin
(0 :r ~]") = 0 olacak sekilde yeterince biiytik bir degeri i¢gin tanimlansin. Lemma
sayesinde boyle bir m (dolayisiyla da béyle bir F) segilebilir. Ayrica

E
0= 0egY)=>E—= ——==F—=0
' (057"

tam dizisi ve Teorem [B3.2.9] ile

63(717"'778 | E) :eR(’ylu"'vfyS ‘ (0 :Efy{n))—i_eR(fyl’"'ufyS | F)

elde edilir. v7*(0 :g 7") = 0 oldugundan Onerme ileer (71,75 | (0:g ") =0
olur. O halde

63(71,...7"}/3‘E)ZGR(’)/l,...,")/S’F)
=er (Y2 Y | F/mE)+er(v2,-- 57 | (00 7))
:eR(727"'775|F/71F)

elde edilir. Ayrica 7s,...,7, s — 1 elemanh bir ¢okkath sistem oldugundan tiimevarim
kabiilt ile eg (v2,...,7s | F/mF) > 0 olur. Dolayisiyla eg(y1,...,7s | £) > 0 elde
edilir.

Simdi diger esitsizlik gosterilsin. s > 1 ise

er(V1,-- Vs | E)=er(y2,---,7s | E/ME) —er(y2,---,7s | (0:7)) (3.2.13)

elde edilir. O halde ¢okkatlilik sembolii negatif deger almadig: icin [3.2.13| esitligi ile
er(V1s-- s | E) < er(y2,...,7s | E/7E) olur. Simdi bu esitsizlikte vy,...,vs ve E

yerine sirasiyla 7s, ...,7s ve B = E /v FE yazlirsa o zaman

er (V2,37 | B' = E/mE) <er(v3,---,7s | E'/7E)

olur. Ayrica
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B [ywE = (E/nE)/v(E/ME) = E/(mE + k)

elde edilir. Buradan

FE
s | B < ey Vs | —————
6R('717 ,7| >_€R<73 7. |71E—|—72E>

olur. Bu gekilde devam edilirse

e s | E) <egrl.
r(M 7 R WE + -+ E R nE 4+ E

elde edilir [

Sonug 3.2.12. E bir Noether R—modiil ve 7y, . ..,7s elemanlar: E tizerinde bir ¢okkatl
sistem olsun. O halde eger
NnE+---+vE=FE

ise o zaman er(y1,...,7s | E) =0 olur.

Kanat. Teorem [3.2.11] geregince
0<er(,---»7 | B) SIR{E/(ME+ - +7%E)}t =r{E/E} =1 (0) =0

olur. Dolaywsiyla eg(y1,...,7s | £) = 0 elde edilir. O

Teorem 3.2.13. [1, Theorem 7, §7.4] E bir Noether R—modiil olmak tizere vy, ..., %i, ... s
ve Vi, ... ,7;, ...,vs E dizerinde ¢okkatly sistemler olsun. O zaman v, ... ,%7@/-, ceey s

E dizerinde bir ¢okkatly sistemdir ve

eR(ryl7"'7/yi,y;""/yS | E) :6R(717"‘77’i7"'775 | E)+6R(717"'7,y;7"')78 | E)

elde edilir.

Kamit. F = ywE+ -+ FE 4+ -+ + 7:F olsun. O zaman F, F modiliniin bir alt
modiiliidiir. Bu nedenle Onerme ile v1,...,%,...,7s elemanlar1 F iizerinde bir

cokkatl sistem olur. Ayrica
wF+- 4y F+-qFCF=yE+ - 4+vE+---+7ECE

oldugundan

z b 1 {E}+z r
Bl F+ 4y F+ 4y F [ FF BANE + 4y F+ -+ F
(3.2.14)
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elde edilir. Burada ~q,...,7,...,7s, & Uzerinde, 7y, ... ,'y;, ...,7s, F tizerinde ¢okkatlh
sistemler oldugundan egitliginin sag tarafi sonlu olur. Dolayisiyla esitligin sol

tarafinin da sonlu oldugu elde edilir. Ayrica

NE+ A F o F =B+ B+ B) 4
+vMmE+---+%E+- - +7E)
:’Y%E‘i‘"'+71%E+--~+7173E—|—--.+7;%E+...+7§E
CHE+ - +ymE+ - +1ECE

olur. Buradan

l £ =1 >
\nF+ A F A+ +wF ) T\ mE+ o+ E+ o+ %E

) NE+ - Ay Bt 4 E
Bl mF 4+ F +- +7F

.1s E
elde edilir. Dolayisiyla [ {71 o —— E} < o0 olur.

Bu nedenle vy, ... ,%fy; ..., E tizerinde bir cokkath sistemdir. Simdi Onerme
‘de ¢ = s alimip esitligi tekrar uygulanirsa

6R<717‘ <o Vs—1,s | E) - ZGVQR(’)/S | EV)

elde edilir. Elde edilen egittligin sag tarafindaki toplam sonludur. Ayrica her
€, = F1 ve v,, £, Noether R-modiilii iizerinde bir ¢okkath sistem olur. Onerme
3.2.8min kamtinda oldugu gibi €, sayilar ve E, modilleri E’ye ve 7q,...,7v5_1 ele-

manlaria bagldir. Buradan ayni €, sayilari ve F, modiilleri ile

6R<717 o 773*1)7; | E) = ZEVGR(PY; ‘ EV)
ve

63(7% s 7’78—1a73>’7; ‘ E) = ZEV@R(’VSV; | EV)

olur. Dolayisiyla s = 1 alinabilir. Kanitin devaminda v, ve fy; yerine sirasiyla v ve 7/

alinacaktir. Bu durumda eg(y | E) = lg (E/vE) — lg(0 :g v) olur. Ayrica

E

er(Y' | ) =g (W) —1r(0:27)
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ve

E
7Y'E

er(7Y | E) = Ir ( ) — (0 :5 vY)

yazilabilir. Simdi ¢ : E — ~E,¥(e) = ~ve doniigimi bir epimorfizmadir ve
v (yy'E) = (0 :g v) + vE olur.Bu nedenle YE/yY'E ~ E/((0:g ) +~'E) izo-

morfizmasi vardir. Dolayisiyla

(55e) = (oo
"\ E "\(0:p ) +E

(BN (7EFO:)
R ,YIE R ,YIE

olur. Ayrica

((0:579) +1'E) ~ Ory) _ (09
vE YENQO:z7)  (0:57Y)
oldugundan
vE E
ln <WE> = Iz (7,E> —1&(0:57) +1r(Y(0:277) (3.2.15)

elde edilir. Buradan [3.2.15| egitliginin her iki tarafina (g (E/vE) eklenirse

lr (75E> =g ('yEE”> —Ilgr(0:gv)+ g ('y’EE> +1R(Y (0 : 5 vY)) (3.2.16)

olur. Ayrica (0 :g vy') — 7 (0 :g v'), 7/ ile carpma doniigiimii ¢ekirdegi (0 :g ) olan
bir epimorfizmadir. Buradan 7/(0 :g vy') = (0 :g v7')/(0 :g ') elde edilir. Dolayisiyla

lrR(Y(0:5vY)) =1r(0 :g vY') — (r(0 :g +') olur. O halde elde edilen son esitlik [3.2.16
esitliginde yerine yazilirsa kanit tamamlanir. O

Sonug 3.2.14. E bir Noether R-modil ve vy, ...,7s, E tzerinde bir cokkatl sistems
olsun. O zaman ny, ..., ng pozitif tamsaylar olmak tizere Vi, 52, ..., v, E tzerinde

bir cokkatly sistemdir. Ayrica

er(y1y . v | E) =npng...onger(y, .. ys | E)

olur.

Kanat. Teorem [3.2.13|ile ~i,...,7s, E iizerinde bir ¢okkath sistem iken 2 s, ..., s

elemanlarinin F tizerinde bir ¢okkatl sistem oldugu elde edilebilir. Bu gekilde devam

edilirse 77, ..., 70, E {izerinde bir ¢okkath sistem olur. Ayrica
er(V1Y, . v | E) = nier(y,v5? ooy | E) =~ =ny...ngeg(Y1, .., Y | E)
elde edilir. O
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Sonug 3.2.15. E bir Noether R—modiil ve v1,...,7vs, E tzerinde bir cokkatl sistem

olsun. O zaman ny, . ..,ns keyfi pozitif tamsayilar olmak “izere

Ir{E/V'E+ -+ E
OSQR(’VI;--‘77S|E>§ R{ /(71 Y )}
Tn1.Ny . ..MNg
elde edilir.

Kamit. Teorem [3.2.11)ile 0 < eg(y1,...,7s | F) < g{E/yE + -+ ~vsE} olur. Bura-

dan

E
0<er(M* ..., | E)=n1ny...n4e coens | B) < -
<er(n Vet | E) = nyny R, | E) R{%lEijJrvgsE}

elde edilir. Dolayisiyla 0 < eg(y1,...,7s | E) <Ig{E/(ME+ -+ E)} /ning...ng
olur. O

Sonug 3.2.16. E bir Noether R—modil ve v1,...,vs, E tzerinde bir cokkatl sistem

olsun. m bir pozitif tamsayr olmak “zere
WECHE+ - +%aE+yinE+ - +.E

olsun. O zaman

er(71,--,7s | E) =0
elde edilir.

Kamit. Onerme sayesinde ¢ = 1 alinabilir. Simdi eger n > m ise o zaman
WE +7E + -+ B =%E + - +E

olur. Buradan Sonug [3.2.15] ile

E )
o0
VoE 4 -+ 7,E

0 < ner(, ... 7 | E) szR{

elde edilir. O halde yukaridaki egitsizlikler 1/n ile ¢arpilirsa

E <
(0.¢}

1
0§6R(717---773|E)§n-l3{

olur. n — oo iken limit alinirsa eg(y1,...,7 | E) = 0 elde edilir. O

Simdi eg(y1,...,7s | E) = lg{E/(mE + -+ E)} esitliginin hangi kogullar al-

tinda saglanacag arastirilacaktir. Ilk kosul asagidaki teorem ile verilebilir.
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Teorem 3.2.17. E bir Noether R—modil ve vy, ...,7vs, E tizerinde bir ¢okkatly sistem
olsun. Simdi eger 0 <1 < s — 1 i¢in

(ME+nE A+ +%E) g i) =B+ +uE

ise 0 zama

E
e s Ys | B) =1
R(% 7| ) R{71E+..._|_%E}
olur.

Kamit. E; = E/(nE+ -+ vE) olsun. O zaman 0 <14 < s — 1 i¢in

ME+ - +%E g viq1)

O:. f =
(0 :5; 7it1) WE+ - +7%E
_ B+ +uE
NE A+ -+l
=0

olur. Ayrica E;/v;11F; = FE;y1 elde edilir. Bu nedenle i = 0 i¢in Fy = E/0 = E ve
(0 :g, 71) = 0 oldugundan

6R(71;"'778 | E) ZBR(W%---,% | El)
:eR(’ySv"')’YS | EQ)

elde edilir. O

Teorem 3.2.18. [1, Theorem 9, §7.4] E bir Noether R—-modil olsun. R halkasinin
Jacobson radikaline ait olan vy, ...,7vs elemanlar:, E ‘zerinde bir ¢okkatly sistem olus-

turacak sekilde alinsin. O zaman asagidaki iki durum denktir:

L. eR(717 N ‘ E) = lR{m}’dlr

2.0<i<s—1ligin(mE+ - +v%E :gv1)=mE+- - +~E olur.

Kanit. (2) = (1) Teorem ile elde edilir.

(1) = (2) s lizerine tiimevarim uygulanacaktir. s = 1 igin

n{ T b = entn 1By =en (1T ) = en1 @) =1e{ o d - tr0: )
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olur. Buradan [(g(0 :g 71) = 0 elde edilir. Dolaywisiyla (0 :g v1) = 0 olur. Simdi

s > 1 olsun ve s — 1 elemanl biitiin ¢okkath sistemler i¢in hipotez dogru olsun. Ayrica

ny, ..., ns pozitif tamsayilar olsun. O zaman
E
er(Y7Y, ..., | B) <1 —
r(M 75 | E) < 3{711E_|_..._|_725E}
< [ E
niNg ... Ny
< npng R E+ -t .E

=nyng...ner(y,...,7s | F)

=er(n", -0 | E)

elde edilir. Buradan keyfi nq, ..., n, pozitif tamsayilar igin

FE
Mmooy | BE)=1
6R(’Y1 , » Vs | ) R{V?1E+"'+7;LSE}

olur. K = E/(0 :g ) olsun. O zaman 0 — (0 :g 71) - £ — K — 0 tam dizisi ile

er(h, -7 | E) =er(0 - v | K) —er (01570 | (0:5 1))

elde edilir. Ayrica

er(W, 7 | (0:g 1)) = ning. .. .nger(Y1,-- -5 | (08 M)

oldugundan Onerme ile eg(11,...,72 | (0 :g 7)) = 0 elde edilir. Dolayisiyla
er(Mty ..,y | E) =er(h7®,...,70 | K) olur. Teorem 3.2.11| ve

K N E
WE A+ +7mK ~ (0pn) +E+ -+ B

izomorfizmas ile

E
l =erp(y, ... 00

K)

K
< lr TR Ams
st + +’Ys

E
B .
0:py) +WE+ - +7E

olur. Ayrica

YWE+ - +4ECO:gn)+ 1 E+--+7ECE
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oldugundan

elde edilir. Dolayisiyla keyfi ny,...,ng pozitif tam sayilar igin (0 :g v) C ' E +
<o+ E olur. Simdi A = 1R+ -+ 4+ 7R olsun. O zaman her n pozitif tamsayisi
icin (0 :g 1) € WWE + - +70E C A"E elde edilir. Ayrica A, R halkasinin Ja-
cobson radikalinde kapsandigindan Teorem ile N2, A"E = 0 olur. Bu nedenle
(0 :5 v1) = 0 elde edilir. F = E/yE olsun. (0:g 1) =0 ve E/ (mE + -+ 7.F) ~
E/ (72E ST %E) oldugundan

eR(’727--~7’75 |E> :€R<’Yl7~~,/75 | E)
E
:ZR

FE
:lR il —_—
{72E++78E}

elde edilir. O halde tiimevarim kabiiliinden 1 < ¢ < s i¢in (nyE + 4wk g fyiﬂ) =
YoE + -+ + v E elde edilir. Ayrica %wE + -+ 3E = (mE+ -+ vE) /1 E olur. O
halde 1 <1 < s igin

ME+ -+ +%E g vis) = nE+ -+ B

elde edilir. O

3.3 Lech Limit Formiili

er(71,--.,7s | E) cokkatlilik sembolii limit olarak ele alindiginda C. Lech ve P. Samuel
tarafindan verilen iki farkli formiille ifade edilmektedir. Ilk olarak C. Lech’e ait olan
limit fomili ele alinacaktir.

E bir Noether R-modiil ve 7, R halkasiin bir elemani olsun. Ayrica v elemanm F

tizerinde bir ¢okkath sistem olustursun. O zaman
(0:7) C(0:7*)C(0:7°)C... (3.3.1)

dizisi F modiiliiniin alt modiillerinin bir artan dizisidir. £ Noether oldugundan [3.3.1]
dizisi durmalidir. Dolayisiyla her n > m igin (0 :g 4™) = (0 :g 7™) olacak sekilde bir

m tamsayisi vardir. Bu nedenle n > m iken
n.ep(y | E) = er(Y" | E) = r(E/Y"E) = lr(0:p ¥") = [r(E/7"E) = lr(0 :p 7™)
olur. Buradan her n > m i¢in lg (E/y"E) = n.er(y | E) + C olur. Ayrica elde edilen
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son esitlikte C'; n tamsayisindan bagimsizdir. Buradan

Ir(E/Y"E)

n

=er(y| E) (3.3.2)

lim,, o0

yazilabilir. 3.3.2] esitligi Lech formiiliintin en basit durumudur. Genel sonug ise agagidaki

teorem ile verilecektir.

Teorem 3.3.1. [, Theorem 10, §7.5] E bir Noether R—modil ve 1, . . .,vs, E tzerinde

bir cokkatly sistem olsun. O zaman

I {E/ (A" E+ - -+~ E
lim rRAE/(OV'E+--+7)5E)}

min(n;)—oo niy.No...Ng

=ep(V1.s | E) (3.3.3)
elde edilir.

Kamit. s tizerine tiimevarim uygulanacaktir. s = 1 durumu |3.3.2] esitliginde gosterildi.
O halde s > 1 olsun. Ayrica esitligi s — 1 elemanh cokkath sistemler icin dogru
olsun. Simdi Lemma [3.2.10[ile F = E/(0 :g +7) olmak tizere (0 :r 71) = 0 olacak

sekilde yeterince biiytlik bir p tamsayisi alinabilir. Buradan
0= 0:g)—=>E—=FE/(0:g7))=F—=0
tam dizisi ile
er(V1s | B) = er(vis | F) + er(1-s | (015 77))

elde edilir. Ayrica 47 (0 :g 7)) = 0 oldugundan Onerme ile er(71..s | (0:g 7)) =0
olur. Dolayisiyla
er(V1.s | E) = er(y1..s | F) (3.3.4)

olur. Simdi

F N E
WF A+ F 0 W)+ B+ B

izomorfizmas ile

E F
0<Ir M ... A —Ir ML A |
0T = e e 4 0 B e el e 4

l = [ b
POTPE B 0 o) £ E B
[0 BB

WE+- -+ E

:lR{ (0:5 ) }
O )N EA+-+ymE)

elde edilir. Ayrica 452(0 :g ¥7) + -+ + 2 (0 :Zg 7{’))@ O g)N(E+- - +4ME)
0:57;
12 (0: 597 ) 4475 (0: 77

olmak lizere

oldugundan Onerme [3.1.2/ile C' = [p
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ZR{ (0:577) }<n2n3 an{ (0:27) }
05 )NOTE+--+9yE) | — T 20 A) s (05 AD)

=nons...n,C

olsun.
[ddia: C sonludur: 7s,...,7s elemanlarmm (0 :g %) fizerinde bir cokkath sistem
oldugunu gostermek yeterlidir. 1,79, ...,7s elemanlar1 E tizerinde bir ¢okkath sis-

tem oldugundan F-modiiliiniin her altmodiilii iizerinde bir ¢okkatl sistem olur. Sonug
3.2.14]ile 44, ..., v, elemanlan (0 :g 4}) altmodiilii tizerinde bir ¢okkath sistemdir. Ay-
rica 77(0 :g 7)) = 0 oldugundan ~s, ..., 7, elemanlar1 (0 :p +¥) tizerinde bir gokkath
sistem olur. Bu gozlemler ile

I{E/(Y"E + - +~=E)VY — g {F/(A"F + - - - ns C

ny.Ng ... Ng ny

0

elde edilir. [3.3.5] esitsizliginde n; — oo iken limite gecilsin. O halde esitligi ile

IR{E/(M'E+ -+ E)}

n1.MNo ... Mg

:eR(’Yl?"wryS | E)

lim min(n;)—o0

yerine
/(0 F + -+ F)}

:eR(ryla"'7,}/8|F)
ni1.Na...MNg

lim min(n;)—oo
oldugunu gostermek yeterli olacaktir. Dolayisiyla kamitin kalan kisminda (0 :g 1) = 0
almabilir. £ = E/y, E olsun. O zaman Sonug [3.2.15] Onerme ve
E N E
NE+35°E+ -+ B AP E+ B

izomorfizmasi ile

0<ning...nser(v,...,7% | E)
SIR{E/(WE+ -+ E)}
<ndr{E/(mE+7°E+- + 7 E)}
=ni.lg {E/(V?E"‘ et VQE)}

elde edilir. Bu nedenle

l E ”1E+...+ ;”LSE lR E/(’Y;LQE‘F’Y;ZSE)
er(11,.. 7 | E) < r{E/( i )}S { }

ni.no...Ng Ng ...MNg

(3.3.6)
olur. esitsizliginde min(n;) — oo iken limite gegilsin. O halde tiimevarim kabii-
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liinden

R{E/N'E+ -+ E}

<er(y2,---57s | E)
n1.No ... Mg

63(717 <y s ’ E) S lim min(n;)—oo

olur. Ayrica (0 :g 71) = 0 oldugundan eg(y1,...,7s | F) = er(y2,...,7s | E) elde

3.4 Yerellegtirme ve Genisleme

Bu kisimda R bir halka, £ bir Noether R—modiil ve ~q,...,7s, E tizerinde bir ¢ok-
kath sistem olarak almacaktir. Bu durumda E/ (71 E + - - - + 7sE) bir sonlu iretilmis
R-modil olur. Ayrica bu bolim modili sonlu uzunluga sahiptir. Buradan
I = Ann g {E/(mE + - +7sF)} olmak tizere R/I bir Artin halka olur. Bu nedenle
I idealini igeren sonlu sayida asal ideal vardir ve bu asal ideallerin tiimii maksimaldir.

Dolayisiyla |1.4.3| geregince [ idealini igeren asal idealler ile

(Ann gE, v, ...,7vs) = Anm gE+ (1, .-+, 7s)

idealini igeren asal idealler aymdir. Bu nedenle (Anng E, 71, . . ., 7s) idealini igeren sonlu
sayida asal ideal vardir. Bu ideallerin tiimii maksimaldir.

[ddia 1: R/(Ann gE, 71, .. .,7s) bir Artin halkadir:

R N R/ Anngp E
Anng E+ (71, .,7s) - Anng F + (71,...,7s)/ Anng E

oldugundan R/ (Anng E + (v1,...,7s)) bir Noether halkadir. Sonug [1.3.11] (0) idealine
uygulanirsa R/ ((Anng E, 71, ...,7s)) halkasi Artin olur.
Simdi R = R/ Anng E ve %; de 7; elemanmnin R halkasindaki goriintiisii olsun. O
halde —
R R

~
~

(717"'775) (AHHRE,’}/,...,’)/S)

oldugundan R/(%,...,7,) bir Artin halkadir. Bu nedenle g {F/(Wl, e ,75)} < 0
olur. Ayrica R = R/ Ann gFE bir Noether halkadir. R halkasi kendisi tizerinde modiil

olarak almirsa 7¥,,...,7, elemanlar1 R {izerinde bir cokkatli sistem olur. Dolayisiyla

ex(V1,- -+, 7, | R) tanimhdir.

E bir Noether R—modiil ve v1,...,7s, F lizerinde bir ¢cokkatli sistem olsun. M ile R
halkasinin bir maksimal ideali gosterilsin. R’den, R'nin M ile yerellestirilmesi ile elde
edilen R,; halkasina olan, ¢, : R — Rjy; dogal dontistimii bir halka homomorfizmasdir.
Ayrica

0= (v, sv)E—=E—E/(n,...,7)E =0
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tam dizisi ile
0= ((v1,--s7)E)v = Env — (E/(11, - ,7s)E) )y — 0

tam dizisi elde edilir. Bu nedenle

(e Ml e
('717~”)75)E MN ((’71’"'7,}/8)E)M

Ry—izomorfizmast vardir. Ayrica Onerme [1.2.4/nin (2) ve (3) siklar1 geregince

((’YIa s 778)E)M = (’Yla s 778)MEM = <<¢M(’Yl)’ s 7¢M(78)) EM
oldugu soylenebilir. Bu nedenle

() e
Ty - )E )y (D), -, &ar(75)) Bt

olur. Buradan Teorem [1.2.5| geregince

Y {(¢M(71), - -]ibM(%))EM} P {(VbE’%)E} -

yazilabilir.

Simdi yukarida yapilan gozlemler birlestirilirse, £ bir Noether R-modiil ve 74, ..., s,
E tizerinde bir ¢okkatl sistem ise M maksimal ideali keyfi alindigindan, her M mak-
simal ideali i¢gin F); bir Noether Ry,—modil ve ¢ur(71), ..., ¢ar(7s), Ear lizerinde bir
cokkatlh sistem oldugu soylenebilir. Buradan yukaridaki uyarilar dikkate alinirsa, ko-
sullar belirtildigi gibi ise, eg,, (ar(71),- -, @ (vs) | Ear) her M maksimal ideali igin
tanimhidir.

Iddia 2: Eger Anng E ¢ M ise o zaman Ey = 0ve eg,, (dar(71), - - -, dar(ys) | Enr) =
0 olur: Anng E ¢ M ise o zaman r ¢ M iken r € Anng E olacak sekilde en az bir

r € R vardir. e/m € Ej; olsun.

e re 0
_——=— = — = O
m rm rm

ve e/m, Fjy modiliiniin keyfi elemani oldugundan iddia elde edilir.

Simdi eger (71, ...,7s) € M ise o zaman (¢rr(71), ..., ¢ (7s)) = Rar ve bu nedenle

olur. Dolayisiyla Sonug [3.2.12| geregince eg,, (dar(71),- -, da(7s) | Ear) = 0 olur. Ge-
riye
(AnnRE>’717' - 7’75) - M
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durumunu incelemek kalir. Bu durum da daha 6nce incelendiginden

€Ry <¢M(71>7 oo 7¢M(78) | EM) # 0

kosulunu saglayan sadece sonlu sayida M maksimal ideali vardir, bunlar da

(Ann gE, 71, ...,7s) idealini iceren maksimal ideallerdir.

Teorem 3.4.1. (Cokkathlar igin yerellestirme ilkesi)[3, Theorem 3] R bir halka, E bir

Noether R—-modil ve v, ...,7vs, E tizerinde bir ¢cokkatly sistem olsun. O zaman
er(Ms- 3% | B) = D ery (n(m), - dn(%s) | En)
M

olur. Burada M ’ler R-halkasinin maksimal idealleri ve ¢y dondisimi de R’den Ry
halkasina standart dontsumdiir.

Bu teorem birazdan kanitlanacak genigleme formiiliiniin 6zel bir durumudur. Dola-
yisiyla ayr1 bir kanit verilmeyecektir.

Simdi S bir halka olmak tizere, R halkasinin bir integral geniglemesi olsun. I7 ile
S’nin bir maksimal ideali gosterilsin. Teorem [1.1.32]ile I N R, R halkasinin bir maksi-
mal ideali olur. S/II bir R—modildir ve ITNR ile sifirlanir. Bu yiizden R/(IINR) cismi
tizerinde S/IT modiilii bir vektor uzay olarak goz éniine alinabilir. [% : HLSR} ile bu vek-
tor uzayimin boyutu gosterilecektir. Son olarak herhangi bir S—modiilin bir R-modiil
oldugu su sekilde gosterilebilir: R C .S, r € S ve e € E olsun. O zaman re € F olacag
icin £ bir R—modil olur. Bu gozlemlerden sonra ¢okkatlilar i¢in genisleme formdilii ele

alinabilir.

Teorem 3.4.2. [5, Theorem 6] S bir halka olmak tzere, R halkasinin bir integral

genislemesi olsun. E bir S—modiil ve vy, ...,7s, R halkasinin elemanlary olsun. Ayrica
1. E hem R—modil hem de S— modiil olarak Noetherdir ve

2. E hem R-modil hem de S—modil olarak géz oniine alindiginda v, ...,7vs, E

tizerinde bir cokkatlh sistemdir

kosullar:y saglansin. O halde

s R}
II " IINR

r(n,- e | B) = sy (6n(n)..,on(1) | En) |

olur. Burada 11, S halkasinin maksimal idealleri arasinda degismek tizere ¢ : S — Sp

standart dontusimdir.

Kanat. 11k olarak eger IT ideali es,, (¢17(71), ..., ¢(7Vs) | E) = 0 olacak sekilde alinirsa
vo [5: 8

Z TmR} = 00 ise o zaman carpimlar sifir olarak alinacaktir. Ayrica bu teoremde
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S = R ve II yerine de II N R alinirsa o zaman Teorem elde edilebilir. Son olarak
teoremin ifadesindeki (1) ve (2) kogullar: yerine agagidaki durum alinabilir:
E bir R—modiil olarak géz oniine alindiginda Noether ve ~vq, ..., 7, E tizerinde bir

cokkath sistemdir. Bu su sekilde goriilebilir: £, S—modiil olarak Noether ve

E E
ls <lIg
nE+-+E nE A+ +E

oldugundan 71, ...,7s, F, S—modiili tizerinde de bir ¢okkatlh sistem olur. Bu gozlem-
lerden sonra kanita baglanabilir.

Kanit s—iizerine tiimevarim uygulanarak yapilacaktir. s = 0 olsun. O zaman

6R<717"'7fys | E) = lR(E)

€Sn (¢H(’71), sy gf)n(’}/s) | EH) - an<EH)

olur. Teorem [1.2.10] geregince

S R
[R(E) =) lp,(En) |=:
w(B) = S lua (Br) [ 17+ 371 5]
oldugundan teorem s = 0 durumunda dogru olur. Simdi s > 1 olsun ve s — 1 elemanh
cokkath sistemler igin teorem dogru olsun. £/ E ve (0 :g 71) hem R hem de S—modiil
olarak ele almabilir. Ayrica (E/nE); = En/én(vi)En, Rp—modil izomorfizmas: ve

(0:gv1)m = (0:g, ¢r(11)) de vardir. Bu nedenle timevarim hipotezinden

€eRr <’)/2,...,’75 | ’71E> = ;esn <¢H<72),...,¢H(Vs) | QbH('Yl)EH) |:H ) HQR:|

ve

er (V2,7 | (05 ) =Y esy (d(72), -, 0 (vs) | (05, dr(n))) [ISY : HiR}

olur. Buradan esitligi de goz Oniine alinirsa o zaman

€R(’)/1,...,75 | E):Zesn (¢H(fyl)7""¢n(ﬁys) ‘ EH) []SY ’ HﬁR}

elde edilir. Boylece kanit tamamlanir. O

Onerme 3.4.3. [1, Proposition 7, §7.8] R bir yerel halka ve R-halkasinin birim ol-

mayan vi, .. .,%s elemanlary R tzerinde bir ¢okkatly sistem olsun. O zaman s > dim R
olur. Ayrica s = dim R’dir ancak ve ancak eg(y1,...,7s | R) > 0 elde edilir.
Kanit. dim R = d olsun M R-halkasimnin bir maksimal ideali olsun. 7,...,7 ele-
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manlar1 R tzerinde bir gokkath sistem oldugundan Iz {R/(71,...,7s)} < oo olur.
Sonug [1.3.11] ile (71, ...,7s) idealini igeren her asal ideal maksimal olur. Ancak M,
R-halkasimin tek maksimal idealidir. Bu nedenle (71, ..., s) bir M—asil ideal olur. Do-
layisiyla Teorem [1.4.9| geregince s > d olur. Kanitin kalan kisminda s = d ve s > d
durumlar1 ayr1 ayri1 incelenecektir.

s = d olsun. Bu durum igin ~vy,...,7s elemanlar1 bir parametreler sistemi olur.
er(71,---,7vs | E) > 0 oldugu gosterilsin. Bu ise s fizerine tiimevarim uygulanarak

yapilacaktir. s = 0 durumunda

er(v,...,7 | R) =1gr(R) >0

olacag i¢in bu durumda hipotez agiktir. Simdi s > 1 olsun ve s — 1 elemanh ¢okkath
sistemler i¢in tiimevarim hipotezi dogru olsun. Ayrica dim R = s olsun. Bu durumda
dim (R/P) = s olacak sekilde R'nin bir P asal ideali vardur.

0—P—R—R/P—=0

tam dizisinden

eR(,YD"'v/yS'R):eR(,Ylw"v/yS|P)+€R<717"'7’78|R/P)

elde edilir. O halde ¢ : R — R/P dogal déniigiim olmak tizere

eR(’Ylv"'vvs | R) ZGR(’ylv"w’Ys | R/P) :eR/P<¢(’71)7"'a¢(’YS) | R/P)

olur. Bu nedenle eg/p (¢(71), ..., 0(7s) | R/P) > 0 oldugunu géstermek yeterlidir. Do-
layisiyla kanitin kalan kisminda R halkasi bir tamlik bolgesi olarak alinabilir. Fakat bu
durumda v, R halkasinin sifir bélen olmayan bir elemanidir. Bu nedenle (0 :g v;) =0

olur. Boylece 7,’ler ; elemanlarinin R/(~;) halkasindaki goriintiileri olmak tizere

er(M1--,7s | R)=er(2,---,7s | R/(m)) —er (y2, .75 | (0:g M)
=er (V2,7 | B/(n))
= €r/(m) Vo -+ 7s | B/ (1))

yazilabilir. 7; elemanlari birim olmadigindan ve R yerel halkasinin tek maksimal ide-

ali M oldugundan bu elemanlar M idealine aittir. Burada ~; elemanlar1 sifir bo-
len olmadigindan Onerme [1.4.11]ile R/(71), s — 1 boyutlu bir yerel halkadir. Ayrica

a, - -+, 7 bu halkada birim olmayan elemanlardir. Bu nedenle tiimevarim hipotezinden
erj(m) Va: -+ 7s | B/ (1)) > 0 olur.
Simdi s > d olsun ve eg(y1,...,7s | R) = 0 oldugu gosterilsin. Bunun igin d
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izerine tiimevarim uygulanacaktir. Eger d = 0 ise o zaman R boyutu sifir olan bir
yerel halkadir. Dolayisiyla tek maksimal ideali vardir. Bu ideal M olsun. O halde (0),
R halkasimin bir tanim ideali olur. Dolayisiyla M™ C (0) olacak sekilde bir n tamsayis
vardir. 74 € M oldugundan v = 0 elde edilir. O halde 7, eleman fistel sifir olur.
Dolayisiyla v R = 0 olur. Bu nedenle Onerme m geregince eg(y1,...,7s | R) =0
elde edilir. Simdi d > 1 ve d degerinden kiiciik boyutlu yerel halkalar i¢in hipotez dogru
olsun. Eger v, iistel sifir ise o zaman Onerme geregince eg(y1,...,7s | R) =0
olur. Dolayisiyla ~; tistel sifir iken aranilan sonug elde edilir.

v tstel sifir olmasin. v;, R' = R/(0 :g 77) tizerinde bir sifir bolen olmayacak sekilde
bir p tamsayisi secilsin. Bu se¢imin yapilabilecegi Lemma sayesinde sOylenebilir.
Ayrica 7, istel sifir olmadigindan R/, dim R’ < dim R < s olacak gekilde bir yerel
halka olur. Simdi Onerme ile e (71,...,7% | (0:5 %)) = 0 olur. Sonug olarak ~;

elemanlar1 v;’lerin R’ halkasindaki gortintiileri olmak tizere

eR('Yl,---,’Ys | R) :eR(’Yla"'v,}/S | R,) :eR’(’%’"'?’y; | R,)

elde edilir. 7y, ...,7, elemanlar1 R' halkasinda birim ve 7; sifir bolen degildir. Bu ne-
denle kanitin kalan kisminda ~; elemani R halkasinda sifir bélen olmayan bir eleman
olarak almabilir. O zaman R = R/(7;) ve 7, elemanlar +;’lerin R halkasindaki goriin-

tileri olmak lzere

) e T B

er(1,--,7s | R) =er <’}/2,...,")/3

( R I

elde edilir. Fakat R bir yerel halka, 7, elemanlar1 birim degil ve dim R = dim R — 1 <
s — 1 olur. Bu nedenle tiimevarim hipotezinden ez(¥,,...,7, | B) = 0 elde edilir.

Boylece kanit tamamlanir. O]

Onerme 3.4.4. R bir halka, E bir Noether R-modiil ve s > 0 i¢in v, . .. ,7s, E—tizerinde
bir cokkatl sistem olsun. (Anng E, 71, .. .,7s) idealini iceren her M maksimal ideali i¢in

Rank (M/ Anng E) < s oldugu varsayilsin. O zaman er(71,...,7s | E) =0 olur.

Kanit. R = R/ Anng FE ve %,, 7; elemanminin R halkasindaki dogal goriintiisii olsun. O
zaman daha 6nce yapilan uyarilar ile R bir Noether halkadir ve 7¥,,...,%, elemanlar
R halkas1 tizerinde bir ¢okkath sistemdir. Ayrica (74, ...,7,) idealini iceren her M
maksimal ideali i¢gin Rank M = Rank (M/ Anng E) < s ve

6R(7h"'778 ‘ E) :e§<717"'778 ‘ E)

olur. Sonug olarak ez(7;,...,7%, | E) = 0 oldugu gosterilirse 6nerme de kanitlanmig
olur. E bir R-modiil olarak sonlu iiretilmistir. Dolayisiyla m tane eleman tarafindan

iiretilsin. O zaman E modiiliinin R ® R ... ® R dik toplamimim bir homomorfik go-

m

78



riintist oldugu soylenebilir. Sonug olarak ex(7;,...,7, | R) = 0 oldugunu gostermek
yeterlidir. Buradan kanitin kalan kisminda R halkas1 Noether ve /' = R kabul edilebi-

lecegi soylenebilir. Bunlar da goz oniine alinirsa Teorem |3.4.1| geregince
€R(71> sy Vs | R) = ZGRM (¢M(’71)7 . ,¢M(%) | RM)
M

olur. Ayrica bu toplamda sadece (71, ...,7s) idealini igeren M maksimal idealleri goz
oniine alindi. Bu sekildeki bir M ideali igin ¢ps(71), - - -, dar(7ys) ler Ry,’de birim degildir
ve dim R); = Rank M < s’dir. Bu nedenle Onerme geregince

€Ry (QbM('Yl); .- 'ang(st) | RM) =0

olur. Boylece kanit tamamlanir. ]

3.5 Cokkatlilarin Birlesme Ozelligi

Bu kisimda R bir Noether halka olmak tizere R tizerinde bir cokkath sistem olusturan,
R’nin 7y, ...,7s elemanlan ile ilgilenecektir. 7, ...,~s, R tizerinde bir ¢cokkath sistem

oldugundan
IR{R/(71,...,7s)} < o0

olur. Dolayisiyla R/(71,...,7s) bir Artin halkasidir. Bu nedenle eg(v1,...,7s | E),
her sonlu tretilmis £, R-modili i¢in tanimhidir. Ayrica (7q,...,7s) idealini igeren
herhangi bir asal ideal R halkasinin bir maksimal idealidir. Dolayisiyla bu asal idealler
(71, ---,7s) idealinin birer minimal asal idealidir. O halde Teorem [I.4.2] geregince eger

M boyle bir asal ideal ise o zaman Rank M < s olur.

Onerme 3.5.1. R bir Noether halka, v1,...,7s, R fizerinde bir cokkatl sistem ve
E # 0 sonlu dretilmis bir R—-modiil olsun. Eger Rank(Ann gE) > 0 ise o zaman

6R<717"'7’75 | E):O

olur. Ozel olarak ejer A, Rank A > 0 olan bir ¢z ideal ise o zaman

eR(fYI)"'v/YS|R/A):O

elde edilir.

Kamit. Eger M, (Ann gE, 7, ...,7s) idealini iceren bir maksimal ideal ise o zaman M,
(71, - -.,7s) idealini igeren bir maksimal idealdir. Bu nedenle yukarida yapilan agikla-
malardan dolayr Rank M < s olur. Fakat o zaman Rank (Ann zE) > 0 oldugundan
Rank (M/ Ann grE) < s elde edilir. Onerme geregince
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6R<717"'a’75 | E):O

olur. Ozel olarak A bir 6z ideal ve Rank A > 0 ise o zaman

er(M,--y7s | RJA) =0

oldugunu séylemek igin 71, ..., 7s elemanlarmin R/A halkasi tizerinde ¢okkath sistem

oldugunu soylemek yeterlidir. vy, ...,7s, R lizerinde bir ¢cokkath sistem oldugundan
0—+A—R—>R/A—=0

tam dizisi ile R/A tzerinde de gokkath sistem oldugu elde edilir. R, Noether ve R/A
sonlu iiretilmis olur dolayisiyla Onerme uygulanabilir. Boylece kanit tamamlanir.
O

Onerme 3.5.2. R bir Noether halka, E sonlu tiretilmis bir R-modiil ve K < E olsun. O
zaman  E'nin  elemanlarinin  oyle bir sonlu ey,...,e, dizisi wvardir ki
Ei:K+R€1+R62+"'+R€i ve EOZK zgm

1. E,, = F ve

2. heri=1,...,m i¢in P; bir asal ideal olmak tzere (E;_y : ¢;) = P,
olur. Buna gére her i = 1,...,m i¢in R—modiillerin bir R/ P; ~ E;/E;_, izomorfizmas
vardir.

Yukaridaks gibi bir
K=FEyCE C..CE,=FE (351)

dizisine E 'nin bir asal filtrasyonu denir. S = { Py, ..., Py} kimesi E ile tek tirlu belirli
degildir. Ancak S’nin minimal elemanlary ile Ass(E) nin minimal elemanlar aynidr.
Eger P, Ass(E)’nin bir minimal elemany ise o zaman P idealinin E’nin herhangi bir

asal filtrasyonunda gorilme sayist lg, (Mp) dir.

Kamit. Q ile e € E, e ¢ K olacak sekilde (K : e) seklindeki butiin ideallerin kiimesi
gosterilsin. F/ Noether oldugundan alt modiillerin bogtan farkli her ailesi bir maksimal
eleman igerir. Dolayisiyla (K : e;) = P;, € kiimesinin maksimal eleman1 olmak tizere
e; € E ve e; ¢ K olacak sekilde bir e; elemani vardir.

[ddia: P, ideali asaldir: a,b € R igin ab € P, ve b ¢ P, olsun. O zaman b ¢
P, = (K : e;) oldugunudan be; ¢ K olur. Ancak (K : e;) C (K : bey)'dir. Ayrica e
elemani, (K : e1) bu sekildeki ideallerin maksimali olacak sekilde alinmigti. Dolayisiyla

(K :e1) = (K : be;) = Py olur. Buradan ab € P, oldugundan abe; € K elde edilir.
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Sonug olarak a € (K : be;) = P; olur. Bu nedenle P; ideali asaldir. Dolayisiyla iddia
dogrudur.

K + Re; = E; alt modiili K = Ej alt modiiliinii 6z olarak kapsar. Eger £y = F
ise o zaman diziyi devam ettirmeye gerek yoktur. Eger degilse o zaman F; yerine K
yazarak devam edilebilir. (K : ey) = P, ve P, bir asal ideal olacak sekilde bir e; € E
vardir. O zaman Ey = K + Re; + Res, F; alt modilini 6z olarak kapsar. Eger Fy = E
ise 0 zaman dizi durur. Eger degilse (Es : e3) = P3 ve P3 asal ideal olacak gekilde bir
es € E bulunabilir. Bu gekilde devam edilirse sonug olarak Ej; = E olacak sekilde bir
E); modiiliine ulagihir. Aksi halde F4, Es, ... 6z olarak artan sonsuz bir dizi olur. Bu
durum ise F modiiliiniin Noether olmasiyla celigir. Simdi 1 < ¢ < m olsun ve ¢; ile
e; elemanmin F;/E; ; bolim modiliindeki goruntist gosterilsin. ¢ : R — E;/E; 1,
(r) = re; dontgimi gekirdegi P; olan bir epimorfizmadir. Bu nedenle izomorfizma
teoremleri ile R/P; ~ E;/FE;_ olacak gekilde bir R—modiil izomorfizmasi vardir.

Simdi S ve Ass(E)nin minimal elemanlarinin kiimeleri swrasiyla Min(S) ve
Min(Ass(M)) ile gosterilsin. O halde

Anmmg EC P& birl <i<migin Anng E;/E; 1 CP < bir 1 <i<mign P, C P

olur. Bu nedenle Min(S) = Min(Ass(E)) elde edilir.

Simdi P € Min(Ass(E)) olsun. O zaman (E;/E;_;)p, =0 ya da Rp/PRp olur. Bu
nedenle dizisi P ile yerellestirilirse o zaman Ep, Rp-—modiilii i¢in bir kompozisyon
serisi elde edilir. Ayrica lg,(Ep) sifirdan farkli faktorlerin dolayisiyla R/P’nin [3.5.1]

dizisindeki goriilme sayist olur. O]

Daha sonra Hilbert fonksiyonlar teorisi ele alinirken bu énermenin kademeli halka
ve modiillere uyarlamasima ihtiya¢ duyulacaktir. Dolayisiyla bu uyarlama asagidaki

sonug ile verilecektir.

Sonug¢ 3.5.3. R bir Noether halka, E sonlu tiretilmis bir R—modil ve K < E olsun.
Ayrica

1. R bir kademeli halka,
2. E, R kademeli halkasi tizerinde bir kademeli modiil ve
3. K, E modiilinin bir homojen alt modiili

olsun. Son olarak da R halkas: ve EE modiili kademeli modil yapilirken kullanilan mo-

noid burulmasiz olsun. Bu kosullar altinda Onerme|3.5.2'deki gibi ey, ..., e elemanlar
bulunabilir. Ek olarak ey, ..., e, elemanlart homojen olacak sekilde secilebilir. Béylece

i=0,1,...,m icin Onerme M’deki E; alt modiilleri E 'nin homojen alt modiiller: ve

Py’ler de homojen asal idealler olur. Ote yandan dogal béliim kademesine sahip R/ P;

81



ve E;/E;_1 kademeli modiilleri i¢in, R/P; nin homojen elemanlarimin derecesini e; ele-

manmman derecesi kadar artiran R/P; =~ E;/E; 1 izomorfizmasi vardur.

Kamit. Qilee € E, e ¢ K ve e bir homojen eleman olmak tizere (K : e) geklindeki biitiin
ideallerin kiimesi gosterilsin. K ; FE oldugundan e € F ve e ¢ K olacak sekilde bir e
homojen elemani vardir. Dolayisiyla 2 # @ olur. R halkasi Noether oldugundan e; € F,
e1 ¢ K ve (K :e;) = Pp, Q kiimesinin bir maksimal eleman: olacak sekilde segilebilir.
Daha 6nce oldugu gibi Py bir asal idealdir. Bunun igin Lemma [2.3.2]yi kullanarak a
ve b, R halkasinin homojen elemanlar1 olmak tizere ab € P, ve b ¢ P, iken a € P,
oldugunu gostermek yeterlidir. a ve b, R halkasinin homojen elemanlar1 olmak iizere
ab € Py veb ¢ P olsun. O halde (K : e;) C (K : bey) ve (K : e1) maksimal oldugundan
(K :e) = (K : bep) elde edilir. ab € P, = (K : e1), dolayisiyla da abe; € K olur.
Buradan a € (K : bey) = (K : e;) = P elde edilir. O halde a € P; olur. Dolayisiyla Py
ideali asaldir. Kalan kisim ise Onerme ’nin kanit1 ile ayn1 sekilde yapilabilir. [

Bir sonraki sonug ¢okkatlhlar i¢in birlesme 6zelliginin 6zel bir durumudur. Bu sonug

birlesme 6zelligini genel durumda kanitlamak i¢in kullanilacaktir.

Onerme 3.5.4. [1, Proposition 11, §7.9]R bir Noether halka, E bir sonlu diretilmis

R-modiil ve vy, ...,7s, R tizerinde bir ¢okkatly sistem olsun. O zaman
er(1, % | B) = Y Irp(Ep)ersp (Vp(m), - ¢p(7s) | R/P)
P

olur. Burada p : R — R/P dogal donisumdir. Ayrica toplam, ranky sifir olan asal

idealler tzerinden alinacaktar.

Kamit. Ranki sifir olan asal idealler sadece sifir idealinin minimal asal idealleridir. Ay-
rica Noether halkalarin sadece sonlu tane minimal asal ideali vardir. Dolayisiyla éner-
menin ifadesindeki toplam sadece sonlu sayida terim igerir.

Onermegeregince FE modiliniin agagidaki kogullar1 saglayacak sekilde Ey, ..., E,,

alt modilleri ve Py, ..., P,, asal idealleri vardir.
1. Her 1<i<micin0=FEyC E, C...C F,, = F ’dir.

2. Her 1 <i < migin E;/E; 1 = R/P; olacak sekilde bir R—modiil izomorfizmasi

vardir.

Bundan dolay1 [3.2.2] ve Sonug [3.2.4] sayesinde
eR(Vla“'a% ’ E) = ZeR (717"'773 ’ R/P1>
i=1

yazilabilir. Ayrica Onerme m geregince, ranki sifirdan biyiik olan asal idealler i¢in
er (71,--.,7s | R/P;) = 0 olacagindan yukaridaki toplamda sadece rank: sifir olan P
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asal ideallerini g6z oniine almak yeterlidir. Simdi P, ranki sifir olan bir asal ideal olsun.
Ayrica Ap ile P idealinin {P, ..., P, } dizisinde yer alma sayis1 gosterilsin. O zaman

yukarida yapilan gozlemler ile

er(s-- % | B) =Y Aper (v1,..., 7 | R/P)
P

ve

Ly (Ep) = f:lzRP (B/Eir)p} = f;sz (R/P),)

oldugu soylenebilir. Simdi eger P # P, ise o zaman (R/P;) p, sifir Rp-modiludir. Eger
P = P, ise o zaman (R/PF;)p, basit bir Rp-modiilii olur. Buradan Iz, (Ep) = Ap elde

edilir. Bu nedenle

eR(ﬁYl?"'ast ’ E) :ZZRP(EP)GR(’}/I?"'/YS ‘ R/P)
P

= EP:ZRP(EP)BR/P (Wp(m), ..., ¥p(vs) | R/P)

olur. Boylece kanit tamamlanir. O]
Bir sonraki teorem cokkathlarin genel birlesme 6zelligidir.

Teorem 3.5.5. [5, Theorem 5/R bir Noether halka, E sonlu tretilmis bir R—modiil ve
Yiy---57s, B halkasy izerinde bir cokkatly sistem olsun. Eger i, 0 < i < s olacak sekilde

herhangi bir tamsaiy ise o zaman
er(Y1s- % | B) =Y erp (0p(), - 0p(%i) | Ep) ersp (p(visa)s .-+ ¥p(vs) | R/P)
p

olur. Burada P idealleri (71, ...,7s) idealinin bitin minimal asal idealleri tizerinde
degigir. Ayrica ¢p : R — Rp ve ¢p : R — R/P dogal donistimlerdir.

Kamit. P, (y1,...,7) idealinin bir minimal asal ideali ise o zaman Rp kendisi tizerinde
bir modil olarak alindiginda ¢p(v1),...,¢p(7;), Rp tizerinde bir ¢okkath sistem olur.
Bu su sekilde gosterilebilir:

(ép(M), .-, 0p(1) € Q

ve @ bir asal ideal olsun. @) idealinin maksimal oldugunu gostermek yeterlidir. (y1, ..., ;)
C ¢p'(Q) = Q° yazlabilir. Buradan P, (71,...,7,)in minimal asal ideali oldugun-
dan P C )¢ yazilabilir. O halde P* C Q° = @ olur. P°, Rp yerel halkasinin tek

maksimal ideali oldugundan P°¢ = (@) elde edilir. Dolayisiyla () ideali maksimal olur.

Buradan Sonug [1.3.11] geregince g, {Rp/ (¢p(11),...,0pr(7s))} < oo olur. O halde
op(71), ..., ¢p(7s) dizisi Rp tzerinde bir ¢okkath sistemdir.
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Simdi s iizerine tiimevarim uygulanacaktir. Ancak tiimevarima baglamadan 6nce
i = 0 6zel durumunda da teorem dogrudur. Onerme ile bu soylenebilir. ¢ = 0 ise

erp (OP(M),-- -, 0p(vi) | Ep) = lr,(Ep)

olur ve
er(Y1, % | E) =D Lro(Ep)ersp (p(m), ... ¥p(vs) | R/P)
P
elde edilir. Ayrica P idealleri (71,...,7;) idealinin minimal asal idealleri oldugundan
= 0 durumunda P, (0) idealinin minimal asal ideali olur. Buradan Rank P = 0

elde edilir. Toplam ranki sifir olan P asal idealleri tizerinden alinir. Dolayisiyla s = 0
durumunda ¢ = 0 olacagindan teorem gercekten dogrudur. Simdi s > 1 oldugu ve s — 1
elemanli ¢okkath sistemler i¢in teoremin dogru oldugu kabul edilsin. Ayrica 1 <i <'s
olsun. ¢ = 0 durumunda dogru oldugu gosterildigi i¢in bu kabiil yapilabilir. R = R/(~v;)

ve i, 7; elemanimin R’ halkasindaki dogal goriintiisii olsun. O zaman

er(V1,-- s | B) =er (V3,75 | E/ME) — € (V57 | (0:2 1))

yazilabilir. P, (y1,...,7;) idealinin bir minimal asal ideali ve P/(y;) = P’ olsun. O za-
man P’ (74, ...,7.) idealinin bir minimal asal idealidir. ¢p : R' — R’ dogal doniigim

olsun. O zaman tiimevarim hipotezinden

er (V9,7 | E/mE)
= ZeR’ (@ ()50 (%) | (B/ME)pr) errypr (Y (Vign)s - e () | B/ P)

ve

ER! (/yé7 s a’y; | (O ‘E 71))
= ZBR (0P (73)s -+ 0p (%) | (0:5 1) pr) errypr (@DP'(%H)a e (VL) | R'/P/)

elde edilir. Simdi R'/P’" ve R/P halkalan1 f : R'/P' — R/P, f (wp/(vg-)) = ¢p()

izomorfizmasi altinda izomorf olur. Bundan dolay1

€R' /P! (wp'(%H)a S 7¢P'(7;) | R//Pl) = €Rr/P (Vp(Vit1), - ¥p(s) | R/P)

elde edilir. Onerme sayesinde Rp/¢p(y1)Rp ve (R/(71))p/(,,) dogal yolla tanimla-
nabilir. Ayrica Rp = Rp/dp(71)Rp olmak iizere ¢p(v;) ile gbp(%) nin Rp halkasindaki

goriintisii gosterilsin. O zaman halkalarin tamimindan ¢p(y;) ve ¢pr (’y;) elemanlar: da

tamuml olur. Rp ve R} halkalarmm tammlandigi varsayilsin. O zaman (E/1E)p,
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Rlp—modiilii ve Ep/¢(71)Ep, Rp—modiili izomorf olur. Benzer sekilde (0 :x v1)pr,

"—modiilii ile (0 :g, ¢p(71)), Rp—modiilii izomorf olur. Buradan

er,, (0p (1), 00 (V) | (B/1E)p) = eg, (0p(2), -, 6p (%) | Ep/p(1)Ep)
= egp (0p(12), ..., 0p(%) | Ep/dp(11)EpP)

elde edilir. Ayrica benzer gekilde

er,, (6 (5), - 0p (1) [ (015 M)p) = g, (0p(12),- -, 0p () | (0 25, dp(1)))
= erp (Pp(72), .., 0p(7i) | (0:5, dp(11)))

olur. Bu nedenle elde edilen son iki egitligin fark: alinirsa

er,, (0P (73), - 0P (V) | (B/1E)p) — er,, (6p/(12),- - &/ (7:) | (01 1) pr)
= erp (Pr(M),-- -, 0r(i) | Ep)

olur. Dolayisiyla

;GRP (op(M), -+, 0p(7i) | EP) erp (¥P(Vit1), - - ¥p(7s) | R/ P)

=er (Vg% | E/ME) —er (75, .-, 72 | (0:5 1))
=er(y1,.-,7s | F)

elde edilir. Boylece kanit tamamlanir. ]
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Bolum 4

HILBERT FONKSIYONLARI

4.1 Hilbert Fonksiyonu ve Hilbert Polinomu

Bu kisim boyunca z, . . ., x5, 1-dereceli homojen elemanlar olmak iizere R = Ry[z1, ...,z

bir kademeli halka olacaktir. Ayrica Ry, R’nin O-dereceli homojen elemanlarindan
olugan bir alt halkasidir. (z1,...,zs) yerine X alarak R = R[X] kisaltmas: da kul-
lanilacaktir. M = My & M, & ... bir kademeli R—modiil olsun. Her n > 0 igin
Hy(n) = lg,(M,) olsun. O zaman H),(n) negatif olmayan tamsayilarin bir fonksiyonu
olur. Ayrica Hy(n) ya pozitif tamsay1 degeri alir ya da 400 olur. Hy,(n) fonksiyonuna

kademeli M, R—modiiliiniin Hilbert fonksiyonu denir. Ayrica

n

1=0

fonksiyonu tammlanabilir. H.Sy,(n) fonksiyonuna M modiliniin Hilbert-Samuel fonk-

styonu denir.

Ornek 4.1.1. k bir cisim olmak tizere R = k[z; ..., z,] polinom halkasi, izerindeki

standart kademe ile diigtintliirse

n+s—1 m+s—1n+s—2)...(n+1)
HR<"):< 51 )Z (s— 1)1

olarak elde edilir.

Kanit. n + s lizerine timevarim uygulanacaktir. Eger n = 0 ya da s = 1 ise o zaman

sonug agiktir. Bu nedenle n > 0, s > 1 ve S = k[x1,..., 1] olsun ve k—uzaylarimin
0> Ry 1 >R, —S,—0

tam dizisi ele alinsin. Burada R, ; — R, homomorfizmasi, =, ile ¢arpma etkisi,
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: Qg— o .
R, — S, homomorfizmasi ise her z{* ... z;°7'2% € R, i¢in
al as—1 _ s
a . it s, as =0 ise
it g ey = ‘
0, as # 0 ise

seklinde tanimlanmaktadir. O zaman

B n+s—2 N n+s—2
a s—1 s—2
_(n+s—1
B s—1
elde edilir. O

Yukaridaki 6rnekten goriildiigii gibi cisimler tizerindeki polinom halkalarinin Hilbert
fonksiyonlar1 birer polinom olarak ifade edilebilir. Bu kisimda bu durumun daha genel
kademeli modiiller i¢in gerceklestigi gosterilecektir.

N, M modiiliiniin bir homojen alt modiilii olsun. O zaman N ve M /N, birer kade-

meli R—modiil yapilabilir. Ayrica kademeli R-modiillerin
0—-+N—>M-—M/N—0
kisa tam dizisi ile, her n > 0 i¢in Ry—modiillerin
0— N, = M, - (M/N), =0
kisa tam dizisi elde edilebilir. Bu nedenle her n > 0 igin
Hy(n) = Hy(n) + Hyyn(n)

yazilabilir. Daha genel olarak 0 -+ N — M — K — 0, R—modiillerin bir tam dizisi ise

O Zamall

olur. Buradan

elde edilir.

Tanim 4.1.2. M bir kademeli R—modjiil olmak tizere eger
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1. M sonlu iiretilmis bir R—modiil ve
2. her n > 0 igin Hy(n) < oo
kosullar1 saglaniyor ise o zaman M modiiltine bir Hilbert R—modiilti denir.

Bolimin kalan kisminda R halkas: Noether halka kabul edilecektir. Bu durumda
Ry halkas1 Noether alinacaktir. SJimdi M bir Hilbert R-modiil olsun. M modiiliiniin

p-dereceli homojen bir u eleman alinsin. Ryu € M, oldugundan
IRy (Rou) < lp,(M,) < 00

elde edilir. Ry — Rou dogal homomorfizmasiin g¢ekirdegi I olsun. Ayrica J ideali R

halkasinin [ tarafindan iiretilen homojen ideali olarak alinsin. Buradan her y € R igin
Yv:R/J— Ru, Y(y+J)=yu

doniigiimii bir R—epimorfizmasi olur. Dolayisiyla Ru bir Noether R—modiildiir. Simdi

U = Ru olsun. O zaman
U:Rou@Rlu@RQU@

ve
2 U+2U+---+2,U=RudRyucd...

elde edilir. Bu nedenle

v U
{ —1 I (R
R($1U+"'+$SU) Ry <$1U+"'+£L'SU) RO( 0U) < 00

yazilabilir. Buradan zy,...,zs elemanlar1 Ru tzerinde bir ¢okkath sistem olur. Ay-
rica M bir Hilbert R-modiil oldugundan sonlu tiretilmigtir. Dolayisiyla wq, ..., uy,

M-modiiliintin elemanlar1 olmak iizere M = Ru; + --- 4+ Ru, yazlabilir. Yukarida

yapilan uyarilar ile her i = 1,...,¢ icin Ru; bir Noether R—modiil olur. Ayrica buradan
x1,...,Ts elemanlarinin her ¢ = 1,...,t i¢cin Ru; tlizerinde bir ¢okkatlh sistem oldugu
sOylenebilir. Buradan x4, . .., s elemanlarinin M iizerinde de bir ¢okkatli sistem oldugu

elde edilir. Dolayisiyla agagidaki énerme ve sonug kanitlanmig olur.

Onerme 4.1.3. M bir Hilbert R—modiil olsun. O zaman M bir Noether R—modiildiir

ve x1,...,xs elemanlary M modiili tizerinde bir cokkatly sistemdir.

Sonug 4.1.4. M bir Hilbert R—modil olmak tizere N, M -modiliinin bir alt modiili
olsun. O zaman N ve M /N, birer Hilbert R—modiillerdir.

Teorem 4.1.5. [1, Theorem 11, §7.6/M bir Hilbert R—modiil olsun. O zaman yeterince

biiyiik n degerleri i¢in Hyr(n), n'nin derecesi en fazla s — 1 olan bir polinomudur.
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Kamit. Yeterince biiytik tim n degerleri i¢in
= (n + z)
Z Gl

olacak sekilde n’den bagimsiz cy, ..., cs katsayilarinin varligi gosterilecektir. s iizerine
tiimevarim uygulansin. 11k olarak s = 0 olsun. O zaman R = R, olur. Dolayisiyla M,
R-modiil olarak sonlu uzunluga sahiptir. Bu nedenle yeterince biiyiik tiim n degerleri
i¢in [g(M,,) = 0 olur. Eger bos toplamlar sifir olarak alinirsa o zaman s = 0 i¢in teorem
dogru olur. Simdi s > 1 olsun ve s—1 i¢in hipotez dogru olsun. Simdi A, M modiiliiniin

elemanlarini z; ile carpma iglemi olmak tizere
O—>(O:st)—>Mi>M—>M/a;sM—>0

tam dizisi g6z 6niine alinsin. Dolayisiyla A\, M modiliniin bir endomorfizmasidir. Ayrica
tam dizideki diger déniigiimler igerim déniigtimi ve dogal dontgimdir. (0 :p; z4) ve
x M, M-modiliiniin alt modiilleri oldugundan M-modiilii tizerinde kademeli modiil
yapilabilir. Simdi n = 0 iken (0 :p; x5),—1 ve M,_; alt modiilleri 0 olmak tizere, her n

icin Ry-—modiillerin
0—(0:p @)1 = My = M,, = (M/x,M), =0

tam dizisi elde edilir. Ayrica biitiin Ry—modiiller sonlu uzunluga sahiptir. Bu yiizden

n =0 igin Hy(n — 1) = 0 olmak {izere

z%«MMJ@u—m00mx¢H)=Hmm—ﬂmm—m

elde edilir. Onerme ile (0 :pr x5) ve M/x M Hilbert R—modiillerdir ve xy ile
sifirlanirlar. Dolaylslyla Rylx1, ..., s q1]-modil olarak gbz 6niine alimabilirler. Ayrica
Rylx1, ..., x5 1] halkas: tizerinde Hilbert R—modillerdir. Simdi a; ve b;, n’den bagimsiz

tamsayilar olmak tizere, tiimevarim hipotezi ile yeterince biiyiik her n igin

s—2

Ly ((M/2,0M),) zm@fﬁ

IRy ((0 :ar s),, i <n+l>

olur. Ayrica (”;H) — ("jﬁ;l) = ("_Z.Hi) oldugundan yeterince biiytk biitiin n degerleri

ve her n > 1,7 > 1 i¢in

i (020 22),,1) = bﬁzbl(nH) (nj:lﬂ
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elde edilir. Bu nedenle dy, ..., ds_o, n’den bagimsiz tamsayilar olmak tizere yeterince

biiyiik biitiin n degerleri igin
2 (n + i
olur. O halde uygun bir p i¢in k£ > p iken wy = 0 olmak tizere
— n+1
Hy (k) — Hy (K Xﬂ( ,>+% (4.1.1)

yazilabilir. Simdi n > p olmak ftizere esitliginin her iki tarafinda k& = 0,1,2,...

iizerinden toplam alinirsa

=0 k=0
s—2 . o)
n+1t+1
=) di| . +) w
2 ( i+1 ) 2
r s—1 dl (’I’L r Z)
i=0 i
elde edilir. Ayrica dy = > 52wk ve her 1 <7 <s—1icin d; = d;_; olur. ]

Yukarida elde edilen sonug ile M bir Hilbert R—modiil iken yeterince biiytik tiim n
degerleri ic¢in
b n+1
Hy(n) = th(M) _ (4.1.2)

olacak sekilde tek tiirlii belirli

ho(M), hy(M), ... he_(M)

tamsayilar1 vardur. h;(M) tamsayilarma M modilinin Hilbert katsayilar: denir. [1.1.2]
esitliginden her k£ > 0 igin

HMw)zifmm@<hfﬁ+ﬁ% (4.1.3)

1

elde edilir. Burada vy, vy, ... tamsay1 dizisidir ve bu dizide yeterince biiyiik k& degerleri
icin v = 0 olur. Her k£ > ¢ icin v, = 0 olsun. Eger n > ¢ ve [4.1.3] esitligi {izerinden

k=0,1,2,... icin toplam alinirsa o zaman

n+i+1>

HSM Zuk—i-Zh < i1
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elde edilir. O halde n yeterince biiytik iken

]

HSi(n) = ;0 B (M) (” * Z)

olacak sekilde tek turli belirli h§(M),hi(M),...,hE(M) tamsayilar: vardir. Ayrica
ho(M),hi(M), ..., he_1(M) degerleri sirasiyla hi(M), h5(M), ..., hE(M) tamsayilarina

egittir. s > 1 olsun. Simdi

0= 0:pas) >M—>M— M/zsM — 0

tam dizisi kullanilarak her m > 0 icin
Hypjoom (m) — Hio:pyay) (M — 1) = Hy(m) — Hy(m — 1)
yazilabilir. m = 0,1, 2, ... degerleri iizerinden toplama gecilirse her n icin
HSwvyzomr (n) — HS(0:p2,) (N — 1) = Hyr(n)

elde edilir. Fakat n yeterince biiyiik iken bu fonksiyonlarin herbirinin n’nin bir poli-
nomu olarak ifade edilebilecegi gosterilecektir. + - -- ile daha diiglik dereceli terimler

gosterilmek tizere yeterince biiyiik tiim n degerleri icin

s—1
" n
HSM/ISM (n) - hs—l (M/‘/L‘SM) (S — 1)[ +
ns—l
HS(()?MIS) (n) = h’:—l ((O ‘M xs)) ( _ 1)' + o
ve
_ h o ns—l
HM(”)_ 8—1( )(8—1)'+
olur. O halde
ns—l
HS 0y (1= 1) = By (0 1y ) o -

oldugundan s > 1 igin
hi(M) = hiy (M/z M) —hgy (0 :ar 25))

elde edilir.

Teorem 4.1.6. M bir Hilbert R—modil olsun. O zaman hi(M) = egr(xy,...,zs | M)

olur.
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Kanit. s tizerine tiimevarim uygulanacaktir. Eger s = 0 ise o zaman R = Ry ve
er(x1,...,xs | M) =ep,(. | M) = lg,(M)

olur. Diger taraftan yeterince biiyiik tiim n degerleri i¢in HSy(n) = lg, (M) elde edilir.

Bu nedenle yeterince biiytik tiim n degerleri i¢in H.Sy(n) polinomu
ho(M) = lry(M)

sabit polinomu olur. Simdi s > 1 ve sonu¢ s — 1 iiretegli durumda dogru olsun.
x1,...,Ts elemanlarinin M ftizerinde bir ¢cokkath sistem oldugu biliniyor. Bu nedenle

er(x1,...,xs | M) tammhdir.
er(x1,...,xs | M) =eg(x1,...,05.1 | M/xsM) —er(x1,..., 251 | (031 4))

olur. M/xsM ve (0 :pr x5), Rolz1,...,xs—1] halkas: tizerinde kademeli modiiller oldu-

gundan timevarim ile
er(x1, ..., x5 1 | MJxsM) =h._| (M/xsM)

ve

er(xy, ..., x5 1| (0 x5)) =R 1 (0 xy))

elde edilir. Buradan e(xy,...,zs | M) = hi(M) olur. Boylece kanit tamamlanir. O

Ornek 4.1.7. k bir cisim olmak iizere R = k[z,y,2] polinom halkasi ve
I = (23 — y?2) ideali alinsin. R'nin standart kademeli halka yapisi diigtiniilecektir.

I, R’nin bir homojen ideali oldugundan M = R/I bir kademeli R—modildiir. Hy;(n)
fonksiyonu hesaplansm. I = R™ N T denirse ] = IO @ 1MW ¢ 1@ @ ... olacagindan

R/I~ k& RV & R® @ (3(3)/[(3)) @ (R(4)/[(4)> ®---

yazilabilir. Buna gore Hp(0) = 1, Hp (1) = 3 ve Hp(2) = 6 oldugu gortilebilir. Ayrica
n > 3 i¢in

Hy(n) = 1y (R™/10) = dimy (R™/10) = dimg(R™) = dimy,(1™)

olur. Ornek de oldugu gibi

dimy (R®™) — (n —2|— 2) _(n+ 1)2(n + 2)
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elde edilir. Ote yandan 1™ ~ Dytbte=n—3 kx%y’z¢ olacagindan

dimy, (I™) = <”_;’+2> _ (”;1> _ (n — 1)2(71—2)

_ (n+1)(n+2)  (n=1)(n—=2)

5 5 = 3n bulunur.

yazilabilir. Boylece n > 3 igin Hy(n)

Ornek 4.1.8. k bir cisim olmak iizere R = k[z,y] polinom halkas1 ile onun I = (23, 4?)
ideali almsin. R/I bir Noether R—modill, m = (z,y), R'nin bir maksimal ideali ve
m?® C I oldugundan Onerme geregince R/I bir Artin R-modiildir. Dolayi-
siyla Teorem den yeterince biiyiik n tamsayilar i¢in (ashnda her n > 3 igin)
Hpg/1(n) = 0 olur. Bunu yukaridaki 6rnekte oldugu gibi dogrudan gérmek de miimkiin-

diir.

Teorem [4.1.5] ile xq,...,xs, 1-dereceli homojen elemanlar olmak iizere
R = Ry|zy,...,xs] kademeli halkasi tizerindeki bir Hilbert M modili i¢in n'nin ye-
terince biiytik degerlerinde Hy;(n) fonksiyonunun n’ye baglh bir polinoma egit oldugu
gorildi. Agagidaki 6rnek ile en az bir ¢ i¢in derx; # 1 olmasi halinde Hjy;(n) nin bir

polinoma esit olmak zorunda olmadigi goriilecektir.

Ornek 4.1.9. k bir cisim olsun.

(i) R = k[z?], Ornek de ele alinan kademeli halka olsun. Her n > 0 i¢in

k[z]™, 3 |n ise
0, 31 n ise

R —

oldugundan R bir Hilbert R—modiildir. Ayrica

1, 3|nise

0, 3fnise

Hp(n) =

olacagindan Hg(n) bir polinom olamaz.
(ii) R = k[z,v?], Ornek 2.1.9/da ele alinan kademeli halka olsun. Dikkat edilirse her
n > 0 igin dimy(R™) < oo oldugundan R bir Hilbert R-modiil olur.

R™ — > capr®y® i cap € k ve a+2b=n}
a,b

oldugundan dimg(R™), {z%y® : a,b > 0 ve a + 2b = n} kiimesinin eleman sayisidir.
Bu kiimenin eleman sayisi 2 | n — a olacak gekildeki a > 0 sayilarimin sayisidir. Bu ise

[] tam deger fonksiyonunu géstermek tizere [2] + 1 saywsidir. Dolayisiyla

n

Hp(n) = H +1
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bir polinoma egit degildir.

Simdi Ry, bir Artin halka ve M bir kademeli R—modiil olsun. n > 0 i¢in n—dereceli
homojen elemanlarin olusturdugu alt modiill M,, ile gosterilsin. Eger £ € Z~ ise o
zaman M modilint sifir R-modiilii olarak almak uygun olacaktir. Her n € Z igin
Hy(n) = lg,(M,) olsun. Buradan n > 0 i¢in Hy/(n), M modiliniin Hilbert fonksi-
yonudur ve tanim biitiin negatif tam sayilar i¢in fonksiyon degeri sifir alinarak genis-
letilebilir. Simdi M sonlu tretilmig kademeli bir Ry[z1, ..., xs]-modil olsun. Ry Artin
halka oldugundan Noetherdir. Dolayisiyla Rg[x1,. .., 2] sonlu tiretilmis Ry—cebiri de
Noether olur. Buna gére M bir Noether R—modiildiir ve dolayisiyla Teorem ile
her n > 0 i¢in M,, Noether Ry—modiil olur. Bu nedenle n > 0 i¢in M,,’'ler sonlu tretil-
mis Ry—modiildiir. Buradan her n > 0 i¢in Hy(n) = lg,(M,) < oo olur. O halde R,
bir Artin halka iken her sonlu tretilmis kademeli Ry[xy,...,xs]-modilin bir Hilbert

Rylxy, ..., zs]-modil oldugu elde edilebilir.

Lemma 4.1.10. R bir Artin halka olmak tizere R = Ry[x1, . .., x,] kademeli bir halka
olsun. P ile R halkasinin bir homojen asal ideali gosterilsin. O zaman dim P = 0 ancak

ve ancak (z1,...,2,) C P olur.

Kanat. Tk olarak dim P = 0 alnarak (zy,...,7,) € P oldugu gosterilecektir. Aksi
dogru olsun. Bu nedenle bir i = 1,...,n igin z; ¢ P olur. P homojen bir ideal ve
x;, 1-dereceli homojen eleman oldugundan (P, ;) ideali bir homojen idealdir ve 1 ¢
(P, z;) oldugu aciktir. Simdi eger P’ (P, z;)nin herhangi bir minimal asal ideali ise o
zaman P ; P’ ve bu ylizden dim P > 0 olur. Dolayisiyla geligki elde edilir. O halde
(1,...,25) C P olur.

Simdi (z1,...,2,) € P olsun. O zaman ¢ igerim doniigimu ve m dogal dontigim
olmak fizere halka homomorfizmalarmm Ry - R 5 R/ P bilegkesi bir halka epimor-

fizmasi1 olur. Bilegke doniigimiin ¢ekirdegi Ry N P idealidir. Buradan
Ro/(RoﬂP) =~ R/P

elde edilir. RyNP, Ry Artin halkasiin bir asal ideali oldugundan Ry/(RoNP) bir cisim
olur. Dolayisiyla R/ P bir cisimdir. Buradan dim P = 0 olur. Boylece kanit tamamlanir
m

Lemma 4.1.11. Ry bir Artin halka ve R = Ro[xq,...,xs] olmak dzere M sifirdan
farkl, sonlu tretilmis bir kademeli R—modil olsun. O zaman Hy;(n) Hilbert fonksiyonu

yeterince biyik tim n degerleri i¢in sifirdir ancak ve ancak dim M = 0 olur.

Kamit. dim M = dim (Ry|x1, ..., x|/ Anng(M)) oldugundan P idealleri Anng, M ide-
alinin minimal asal idealleri olmak tizere dim M = mgx(dim P)’dir ya da denk olarak

P idealleri M modiiltinun sifir alt modiiliine ait olan minimal asal idealler olmak tzere
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max dim P = dim M olur. Teorem [2.3.6] ile biitiin bu asal idealler homojendir. Bu

uyarilardan sonra kanita gecilebilir.

Simdi her n > ¢ igin Hy(n) = 0 olsun. O zaman derecesi ¢ ya da daha fazla olan
sifirdan farkli homojen eleman yoktur. Bu nedenle (x4, ..., 25)?M = 0 olur. P, Ann(M)
idealinin bir minimal asal ideali olsun. O zaman P homojendir ve (z1,...,z,) C P’dir.
Buradan Lemma ile dim P = 0 olur. Dolayisiyla dim M = 0 oldugu elde edilir.

Simdi dim M = 0 olsun. O zaman Anng(M) idealinin her minimal asal ideali s1-
fir boyutlu olur. Ayrica bu minimal asal idealler homojen oldugundan Lemma ile
herbirinin (zy, . .., x;) idealini igerdigi soylenebilir. Boylece (z1, ..., zs) € Rad Anng(M)
olur. Bu nedenle bir [ € Z' igin (z1,...,7,)'M = 0 elde edilir. M sonlu iiretil-
mis oldugundan 1 < ¢ < p ic¢in e;'ler m;—dereceli homojen elemanlar olmak iizere
M = Rpe; + --- + Re, yazilabilir. Eger n > max {{+my,...,l +m,} ise o zaman
n—dereceli her homojen eleman sifirdir. Bu Hy(n) = 0 olur. Béylece kanit tamamla-

nir. O

Teorem 4.1.12. [1, Theorem 19, §7.10] Ry bir Artin halka, M, R = Ro[zy,..., x|
halkasy tizerinde sifirdan farkl sonlu tretilmis bir kademeli modil olsun. O zaman

yeterince biiyik n degerleri i¢in Hyr(n), n’'nin dim M — 1 dereceli bir polinomudur.

Kanit. Bu sonug icin sifir polinomunun derecesi —1 olarak alacaktir Simdi
dim M = d olsun ve d-lizerine tiimevarim uygulansin. d = 0 iken Lemma ile
teorem dogrudur. d > 1 olsun ve d — 1 boyutlu Artin halkalar1 i¢in hipotez dogru
olsun. Onerme [3.5.3]ile

ve

Ro[ZEl,...,J}S]/B%MZ‘/MZ‘_l (414)

olacak gekilde M, ..., M, homojen alt modiilleri ve F, ..., P, homojen asal idealleri
vardir. izomorfizmasimdaki dontigiim ile Ro[zy, ..., zs|/P; halkasinin bir homojen

elemaninin derecesi sabit bir k; degeri kadar artar. Bu nedenle
q
Hy(n) = Hua,y (n)
i=1
olur. Buradan

yazilabilir. Ann(M), Mi/M;_; bolim modilini sifirlar. Ayrica M;/M; 1 ~ R/P,
izomorfizmasi ile Ann(M) C P; olur. Simdi P asal ideali Ann(M) idealini kapsa-
sim. O zaman P; (M;/M; 1) = 0 oldugundan P,M; C M; ; elde edilir. Bu nedenle
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P P,...P,M = 0 olur. Buradan P, P,... P, C Ann(M) C P elde edilir. O halde bir
j icin P; C P oldugu sdylenebilir. Buradan Ann(M) idealinin minimal asal idealleri
ozel olarak 1 < ¢ < g igin P; asal idealleridir. Ayrica bu asallar Py, Ps, ..., P, dizisinin

bagka bir 6gesini 6z olarak icermez. Simdi
d = max {dim P;,dim P, ...,dim F,} (4.1.6)

ve P, d-boyutlu homojen bir asal ideal olsun. d > 1 oldugundan Lemma |4.1.10| gere-
gince x; ¢ P olacak sekilde bir 1 < j < s bulunabilir.

0— Rg[xl,...,xs]/P—> Ro[ﬂfl,...,l’s}/P—} Ro[Il,...,QZS]/(P,LUj) —0 (417)

tam dizisi g6z 6ntine alinsin. R/P — R/P doniisiimil x; ile carpma dontgiimudir. Eger
dizisindeki her modiil kademeli modil haline getirilirse o zaman R/P — R/P
doéniisimi z; ile ¢arpma dontigiimii ve der(z;) = 1 oldugundan homojen elemanin
derecesini bir arttirir.

Iddia 1: ¢ : R/P — R/P, x; ile garpma dontigiimiinin birebirdir: 71,7y € R i¢in
¢(r1 + P) = ¢(r2 + P) olsun. O halde (11 + P) = z;(r2 + P) elde edilir. Buradan

xjr1+P=xjro+ P=xry —xjrg € P=x;(r1 —12) € P

olur. x; ¢ P ve P bir asal ideal oldugundan (r; — rp) € P elde edilir. Dolayisiyla ¢
dontisiimii birebirdir. Boylece iddia elde edilir.
Simdi R/P — R/(P, z;) dontsiimi dereceyi korur. Buradan

0— (R/P)p-1 — (R/P), — (R/(P, $J>)n -0
tam dizisi vardir. Bu nedenle

Hpyp(n) — Hryp (n — 1) = Hry(paj)(n)

yazilabilir. Teorem geregince yeterince biiyiik n degeri icin Hg,p (n), n'nin 0—dereceli
bir polinomu olsun. Ayrica dim (R/P) = dim(P) > 1 oldugundan Lemma ‘den
dim (R/P) # 0 olur. Buradan Hp/p (n), yeterince biiyik tiim n degerleri igin sifir-
dan farkhdir. 6 > 0 olsun. O halde yeterince biiyiik n icin Hg/p (n) — Hg/p (n — 1),
n'nin (0 — 1)-dereceli bir polinomu olur. P homojen oldugundan R/(P,z;) sifirdan
farkli bir modiildiir. Ayrica dim (R/(P,z;)) = dim(P,z;) ve P & (P, z;) oldugundan
dim(P, z;) < dim(P) < d olur. (P, z;)nin boyutu kesin olarak d degerinden daha kii-
¢liktiir. Bu nedenle tiimevarim hipotezinden yeterince biiyiik n degerleri igin Hg/(p.;) (1),
n'nin  derecesi dim (R/(P,z;)) — 1 olan bir polinomdur. O halde
§ =dim (R/(P, z;)) olur. §imdi P’, (P, z;) idealinin herhangi bir minimal asal ideali ol-
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sun. O zaman Rank (P’/P) < 1 olur. Ayrica R/ P bir tamlik bélgesi oldugundan (0) ide-
ali asaldir. P'/P # 0 oldugundan Rank(P’/P) > 1 olur. Dolayisiyla Rank(P’'/P) =1
elde edilir. Bu nedenle P ile P" arasinda 6z olarak kapsanan bir asal ideal yoktur. Ry
bir Artin halka ve R = Ry[x1, ..., 25| kademeli ve Noether halka ile der(z;) = 1 olmak

uzere

S = Ro[X1,...,X,] BR
X, —;

a € Ry—a € Ry

doniigiimii vardir. Ayrica bu dontisim bir halka epimorfizmasidir. O halde P ve P', R
halkasmim iki asal ideali iken bunlara S halkasinda kargilik gelen p=!(P) ve o~ (P’)
asal ideallerdir. Ayrica

PCP = ¢ (P)S e (P)

olur. Eger P ile P’ arasinda 6z olarak kapsanan bir asal ideal yok ise o~ (P) ile o~ ()
arasinda da 6z olarak kapsanan bir asal ideal yoktur. Simdi P C P’ ve P ile P’ arasinda
0z olarak kapsanan bir asal ideal olmasmn ve p~'(P) & P S ¢ H(P') olacak gekilde
S halkasinin bir P” asal ideali var olsun. ¢(P") bir asal idealdir ¢(a)@(b) € @(P") ve
¢(a) ¢ P" iken a ¢ P" olur. Simdi ¢(ab) = ¢(c) olacak sekilde bir ¢ € P” vardir. O
halde p(ab — ¢) = 0 elde edilir. Buradan ab — ¢ € ker ¢ C ' (P) C P” olur. Buradan
ab € P" ve P" asal ideal oldugundan b € P" = ¢(b) € ¢(P") elde edilir. O halde
P C ¢(P") C P’ olacag icin P ile P' arasinda asal ideal yoktur kabulii ile celisir.
Dolayisiyla P ile P" arasinda 6z olarak kapsanan bir asal ideal yoktur.

Iddia 2: ¢ : S/~ (P) — R/P déniigiimii birebir ve értendir: Ilk olarak doniisiimiin
iyi tamimh oldugu gosterilecektir. f; + ¢~ 1(P) = fo + ¢~ *(P) olsun.

fhi—fep (P)=ofi—f2) € P=o(fi) —o(f) € P=o(fi) + P =p(fs) + P

elde edilir. Dolayisiyla ¢ iyi tamimhdir. Ayrica f + ¢ '(P) € kert olsun. O halde
©(f) + P = 0 olur. Buradan f € o !(P) elde edilir. Dolayisiyla v birebirdir. Ortenlik
ise aciktir. Boylece iddia elde edilir.

Simdi Teorem sayesinde dim (o~ }(P’)) = dim (p~!(P)) — 1 olur. Ayrica

dim (R/P) = dim (S/~!(P)) = dim (¢~ '(P)) (4.1.8)

ve

dim(R/P') = dim (S/¢~"(P")) = dim (¢~'(P")) (4.1.9)
yazilabilir. Dolayisiyla ve denklemleri ile dim P’ = dim P —1 = d — 1 oldugu
soylenebilir. Buradan dim (R/(P, z;)) = d — 1 olur. Bu nedenle 6 = d — 1 elde edilir.
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O halde gozlemler birlegtirilirse, eger P, d—boyutlu bir homojen asal ideal ise o zaman
yeterince biiyiik n degerleri i¢in Hg,/p (n), n'nin d—1 dereceli polinomuna egittir. Her n
i¢cin Hg/p (n) > 0 oldugundan ve polinomdaki (nd_l) 'li terimin polinomdaki katsayisi
sifir olmadigindan katsay1 pozitif olmalidir. O halde ile her 7 i¢in dim (R/P) < d
oldugu elde edilir. Bu nedenle yeterince biiyiik n degerleri i¢in Hg/p, (n — k;), n'nin
derecesi dim (R/P;) — 1 olan polinomuna egittir. dim (R/F;) — 1 ifadesindeki 7 degerleri
degistirilirse dim (R/P;) —1 < d—1 olabilir. Ancak d—1 oldugu en az bir durum vardur.
Bu durumda polinomda (ndil)’li terimin katsayisi pozitif olur. Buradan n yeterince
biiyiik iken Hjys(n), n’nin derecesi d — 1 olan bir polinomuna esgit oldugu elde edilir.

Boylece kanmit tamamlanir. O

Ry bir Artin halka, M, R = Ro[z,...,xs] halkas: iizerinde sifirdan farkli sonlu
iretilmis bir kademeli modiil olsun. Kabul edelim ki dim M = d olsun. Yukaridaki
teoremden dolay1 yeterince biiyiik n degerleri igin H)j(n) fonksiyonu derecesi d — 1
olan bir polinomdur. Hy,(n) polinomunun hy_1 (M) katsayisina M 'nin ¢okkatls: denir

ve e(M) ile gosterilir. Buna gore

seklinde yazlabilir. Simdi Py,..., P, ve My, My, ..., M,, sirasiyla, Teorem {.1.12/nin

kanitinda ortaya c¢ikan homojen asal idealler ile homojen alt modiiller olsun.
I={i:1<i<qve dimP,=d}

kiimesi tanimlansm. Her 1 < j < ¢ ve j ¢ [ icin dim (R/FP;) < d olacagindan
esitligi geregince

e(M)=> e(R/P)

iel
esitligi elde edilir.
Simdi P d-boyutlu herhangi bir homojen asal ideal ve Ap, P'nin P, ..., P, liste-

sindeki tekrar sayisi olsun. O zaman yukaridaki egitlikten
e(M)=>_ Ape(R/P) (4.1.10)
P
bulunur. Ayrica

Ly (Mp) = zq:lzRP (LM ) p) =l {(R/P) )

=1

yazilabilir. dim P; < d oldugundan P; = P ya da P, Q P olmak zorundadir. Eger P, ,Q_ P
ise (R/P;)p = 0 olur. Ote yandan P, = P ise Iz, {(R/P;)p} = 1 olur. Dolaysiyla
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lr,(Mp) = Ap elde edilir. |4.1.10| esitliginde yerine konursa agagidaki teorem ile verilen
e(M) gokkatlisi i¢in birlegme 6zelligi kamtlanmig olur.

Teorem 4.1.13. [1, Theorem 20] [4, Theorem 7.4] Ry bir Artin halka, M,
R = Ro[x1,...,xs] halkasy tizerinde sifirdan farkl sonlu dretilmis bir kademeli mo-

dil olsun. Kabul edelim ki dim M > 1 olsun. O zaman
e(M) = lr,(Mp)e(R/P)
P

olur. Burada P’ler, dim(R/P) = dim M esitligini saglayan homojen asal idealler tize-

rinde degismektedir.

4.2 Bir Cesitlemin Boyutu ve Hilbert-Samuel

Polinomlari

Bu boliimde Hilbert-Samuel polinomlarinin Cebirsel Geometri’nin 6nemli araclarindan
biri olan cegitlemlerin boyutlarini tanimlamada nasil kullanilabilecegi gosterilecektir.
Bunun i¢in Cebirsel Geometri’de 6ne gikan bazi kavramlar tanitilacaktir.

k bir cisim ve n bir pozitif tamsay1 olmak iizere
E" ={(a1,...,a,) :ai,...,a, € k}

kiimesi tanimlansin. k™ kiimesine k tizerindeki n—boyutlu afin uzay adi verilir. fi, ..., fs €

klxy,...,x,] olsun. Bu polinomlara bagh olarak

V(fl,...,fs) :{(al,...,an) Ek”:f,;(al,...,an):O}

seklinde tanimlanan £™’nin alt kiimesine fi, ..., fs polinomlar: ile tanimlanan afin ce-
sitlem (ya da kisaca gegitlem) denir. Kolayca gortilebilir ki I = (f1,..., fs), fi,---, fs

polinomlar: tarafindan iiretilen ideal ise

V(fi,.., fs) ={(a1,...,a,) € K" : her f € Iigin f(ay,...,a,) =0}

yazilabilir. Buna gore V(fi, ..., fs) yerine V(I) gosterimi de kullamlacaktir. z, ..., x,
bilinmeyenlerinin herhangi bir alt kiimesi ile tanimlanan afin gesitleme bir koordinat
alt uzayr denir.

I C k[zy,...,x,] bir ideal olsun. Eger I, k[z1,...,x,] halkasinin bazi monomlari
tarafindan iiretiliyorsa o zaman [’ya bir monom ideali denir. k[zy, ..., z,]'in bir monom
ideali ile tanimlanan afin gesitlem sonlu adet koordinat alt uzayinin birlegimi olarak

yazilabilir (bkz. [6, Proposition 1, §9.1]). Dolayisiyla I C k[xy, ..., x| bir monom ideali
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ise

VI)=Wu...uV,
ve i # j iken V; € Vj; olacak sekilde Vi, ..., V, koordinat alt uzaylar1 vardir. Ashnda
V(I)nm bu sekildeki yazimi tek turlidir. Burada £" uzaymm Vi, ..., V, alt uzayla-
rinin boyutlarimin en biytugiine V(1) cesitleminin boyutu denir ve dim V' (I) geklinde
gosterilir.

Hilbert’in 1890 yilinda yayimlanan meghur ¢alismasinda (bkz. [7]) elde ettigi temel
sonuclardan biri de bir / monom idealinin tanimladig: ¢egitlemin boyutunun, dereceler
artarken [ ideali i¢ine diigmeyen monomlarin sayisinin davranisi ile karakterize edile-
bildigidir. Daha agik olarak I i¢ine diismeyen ve derecesi en fazla s olan monomlarin
sayisi, yeterince biiylik s degerleri icin, s’ye bagl bir polinom vermektedir ve bu poli-
nomun derecesi V' (I) gesitleminin boyutudur (bkz. [6l Proposition 7, §9.2]). Bu ilging
sonu¢ kademeli halkalar tizerinden tanimlanan Hilbert fonksiyonu ve Hilbert Polinomu
hakkinda yukarida verilen Teorem [£.1.12[iin de esin kaynag: olarak onun ozel bir ha-
lini yansitir. Bunu gérmek igin & bir cisim olmak tzere R = k[zy,...,x,] polinom
halkas standart kademeli halka olarak ele almsm. I & k[zy,...,x,] bir monom ide-
ali ise (yani I, k[zq,...,z,| polinom halkasinin monomlar ile tiretilen bir ideal ise)
E = k[xq,...,x,])/I bolim modili de klzy, ..., z,| Gzerinde bir kademeli modiil olur.
Ashinda her i = 0,1,...igin I;, k[xy, ..., z,] kademeli halkasinin I igine diigen i dereceli

monomlar1 tarafindan gerilen k—uzayim gosterirse
E=klx,... ¢/l = k& (Ri/1)® (Re/12) ® -+

yazilabilir. Dikkat edilirse her i = 0,1,... i¢gin dimg(R;/I;), k[x1,...,z,] kademeli
halkasinin / i¢ine diigmeyen ¢ dereceli monomlarinin sayisini verir. Dolayisiyla derecesi

en fazla s olan ve [ i¢ine diigsmeyen monomlarin sayisi

S dimy(Ri/ 1) = HS5(s)
=0
olarak bulunur. Boylece [ i¢cine diigmeyen ve derecesi en fazla s olan monomlarin sayisi,
yeterince biiyiik s degerleri i¢in, s’ye bagl bir polinom olur ve bu polinom E’nin R tize-
rindeki Hilbert-Samuel polinomudur. Teorem [4.1.12[den dolayr HSg(s) polinomunun
derecesi k[xq, ..., x,]/I halkasimin (Krull) boyutuna egittir.
Simdi agagidaki 6rnek ile bazi monom idealleri i¢cin Hilbert-Samuel polinomu he-

saplansin.

Ornek 4.2.1. k bir cisim ve [ G k[x, y] bir monom ideali olsun. £ = k[z,y]/I, yukarida
oldugu gibi, k[z,y] tizerindeki kademeli modiil olsun. Dikkat edilirse V' (I) agagidaki

kiimelerden birine egittir:
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(a) {(0,0)}
(b) z—ekseni
(¢) y—ekseni
(d) z—ekseni ile y—ekseninin birlesimi

Eger V(I) = {(0,0)} ise o zaman 2% € I ve y* € I olacak sekilde a,b > 0 tamsayilar
vardir. Dolayisiyla [ idealinin i¢ine diigemeyen monomlarin sayisi sonludur ve Cy < ab
olacak gekilde bir Cy sayisina egittir. Bu durumda s > a + b i¢in HSg(s) bir sabit
polinoma esittir.

Eger (b) durumu gergeklegirse o zaman I ideali z’in hi¢bir kuvvetini igermez. Ayrica
y—ekseni V(I) tarafindan igerilmediginden y° € I olacak sekilde bir b > 0 tamsay1
vardir. ¢, I i¢indeki monomlar arasinda y’nin kuvvetlerinin en kii¢ligii olsun. Buna

gore [ i¢ine diismeyen monomlar sonlu sayidaki bazi monomlara ek olarak
A={z'y’ :i>0ve0<j</l—1}

kiimesinin elemanlaridir. Kolayca goriilebilir ki s > £ i¢cin A’nin derecesi en fazla s olan

elemanlarinin sayisi
l(s+1)—(14+24---4+(-1)

seklinde verilebilir. Dolayisiyla yeterince biiyiik s degerleri igin derecesi en fazla s olan
ve I i¢ine diigmeyen monomlarin sayist Cy bir sabit olmak tizere ¢s + Cy seklinde
verilebilir. Boylece 2%y* € I ise her s > a+bicin HSg(s) = £s+Cy olur. (¢) durumunda
da benzer sekilde bir Hilbert-Samuel fonksiyonu hesaplanabilir.

Son olarak (d) durumunda ise I sadece 2%y’ (a,b > 0) tipindeki monomlar1 igerir.
m ve { sirasiyla [ igindeki monomlar arasinda x’in ve y'nin en digiik kuvvetlerini
gostersin. Buna gore [ ig¢ine diismeyen monomlar, sonlu sayidaki baz1 monomlara ek
olarak

A={2"y:0<i<m-—1vej>0}

ve
B={s'y:i>0ve0<j<l—1}

kiimelerinin elemanlaridir. (b) durumundakine benzer bir hesap ile yeterince biiytk s
tamsayilari igin (6rnegin s > a + b igin) derecesi en fazla s olan ve I igine diigmeyen
monomlarin sayist Cy bir sabit olmak tizere (m + ¢)s + Cj seklinde verilebilir. Boylece
s>a+bigin HSg(s) = (m + {)s + Cy olur.

Daha somut bir ornek i¢in asagidaki 6rnek verilebilir.
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Ornek 4.2.2. k bir cisim olmak iizere k[z, y] halkasinin I = (2%y?, 2%%°) monom ideali
ele alinsin. F = k[z,y]/I i¢in HSg(s) polinomu hesaplanacaktir. Bunun igin [ igine

diismeyen monomlar belirlensin.
$ayb P 1174y3 | xayb veya $2y5 | :L,ayb

oldugundan [ ideali i¢ine diismeyen monomlar {z?y3, 2%y*, 23y3, 23y*} monomlarina ek
olarak
{29/ :i=0,1vej >0}

ve
{2y :i>0vej=0,1,2}

kiimelerinin elemanlaridir. Bu durum agagidaki grafik ile daha net gortilebilir.

v
'

n

(6] < [ ] L ® L L ]

e} © L] L L L L

hy

(m,n) & xmyn

Grafikte I idealinin diginda kalan monomlar i¢i bog dairelerle, I idealinin iginde
kalan monomlar ise i¢i dolu dairelerle temsil edilmistir. Dikkat edilirse sar1 ve yesil ile
boyali bélgede s > 7 i¢in derecesi en fazla s olan toplam (s + 1) + s+ (s — 1) = 3s
adet monom bulunur. Diger taraftan mavi ve kirmiz ile boyali bolgede ise s > 7 igin
derecesi en fazla s olan toplam (s — 2) + (s — 3) + 4 = 2s — 1 adet monom vardur.
Boylece s > 7 i¢in [ idealinin diginda kalan ve derecesi en fazla s olan monomlarin
sayist 3s + (2s — 1) = 5s — 1 olarak bulunur. Dolayisiyla s > 7 i¢in HSg(s) = 5s — 1
dir. Dikkat edilirse V(I) gesitlemi x ve y—eksenlerinin birlegimidir. Buna gore V(1)
gesitleminin boyutu 1 olur. Ote yandan V (I) ¢esitleminin boyutunun 1 oldugunu E’nin

k[x,y] tizerindeki Hilbert-Samuel polinomunun derecesinden de bulunabilir.

klxy,...,x,] polinom halkasinin, N" kademe monoidine gére bir kademeli halka
olarak tamimlanabilecegi daha énce de séylenmisti (bkz. Ornek . Ayrica kademe
monoidi iizerinde tanimlanan bir tam siralamanin kademeli halkay1 incelemede ne ka-
dar kolaylik sagladigi da gorildii. Bu nedenle, N kademe monoidi tizerinde, belirli
tiirden bir siralama diisiiniilerek incelemeler, monom idealleri digindaki idealleri de

icine alacak gekilde genisgletilecektir. Bunun ic¢in 6énce agagidaki tanim verilsin.
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Tanim 4.2.3. <, N” {izerinde, monoid yapisiyla uyumlu bir tam siralama bagintisi

olsun. Eger

(i) N™, < bagintisina gore bir iyi sirali kiime ve

(i) her o = (aq,..., ), = (f1,...,0n) EN"i¢in |a| =1 + -+, < B1+ -+
6 = |8 iken a < f

oluyorsa < bagintisina N” tizerinde bir kademeli siralama denir.

Dikkat edilirse N* kademe monoidinin her o« = (v, . .., av,) elemany, k[zy, . .., x,] 'nin

a Qan,

on monomu ile birebir eglesir. Buna gore N" iizerinde tanmimh bir < ka-

="
demeli siralamasi verildiginde her o« = (v, ..., @), 8 = (B1,...,0,) € N" i¢in o < 3
iken 2% < ¥ yazlirsa k[zi,..., 2, nin monomlar arasinda da bir siralama tanim-
lanmig olur. Burada z; < 29 < ... < =z, olmaktadir. Fakat bilinmeyenler arasinda
farkli siralamalar tanimlanarak, N™ tizerindeki kademeli siralama sayesinde monomlar
tizerinde farkl siralamalar da verilebilir. Monomlarin kiimesi tizerinde bu sekilde ta-
nimlanan bir siralama, N" iizerindeki siralama ile esdegerdir. Bu nedenle monomlarin
kiimesi tizerinde yukaridaki gibi elde edilen bir siralamaya, ¢ogunlukla, k[zi,...,x,]
tizerindeki bir kademeli monom siralamasi denilecektir. Buna gore N iizerindeki bir
kademeli siralama ile ona egdeger olan k[z1, ..., x,] tzerindeki kademeli monom sira-

lamasi, birbirinin yerine gegecek sekilde, ayni anlamda kullanilacaktir.

Ornek 4.2.4 (Sozliik Siralamasi). N” iizerinde <y, ile gosterilen bir bagint1 séyle
tammlansin: Her o = (aq,...,an),8 = (f1,...,0,) € N" i¢cin a <y, [ ancak ve
ancak a = [ veya a — [ sirali n-lisinin soldan saga sifirdan farkli ilk bilegseni bir
negatif tamsayidir. Bu sekilde tanimlanan <y, bagintisi N tizerinde bir tam siralama
bagmtisidir. Ustelik <g;, bagmtisi N*'nin monom yapisi ile uyumludur ve N*, <,
bagintisina gore iyi siralidir. Ancak kolayca goriilebilir ki <g;, bagintist N” {izerinde bir

kademeli siralama degildir.

Ornek 4.2.5 (Kademeli Sozliik Siralamasi). N™ iizerinde <y g, ile gosterilen bir bagmti
soyle tanimlansin: Her o = (aq,...,a,),08 = (61,...,0,) € N" igin o <y 45, 0 ancak
ve ancak |a| = Y0 a; < |B] = X1, Bi veya |a] = |B] ve a <, 8. Buna gore <y,
bagintist k[xy, . .., z,] Gizerinde bir kademeli siralama tanmimlar. Bu kademeli siralamaya

kademeli sozlik siralamasy ada verilir.

N" kademe monoidi tizerinde bir kademe siralamasi alarak k[zi,...,x,] polinom
halkasini N” kademe monoidine gore bir kademeli halka olarak ele almak, k[z1, ..., x,]
halkasimi incelemede biyiik kolayliklar saglamaktadir. Bunun en iyi érnegi Bolme Al-
goritmasinin verilmesi ve Grébner tabanlarinin hesaplanmasinda goriiliir.

<, k[z1, ... x,] izerinde bir kademeli monom siralamasi olsun. Bir 0 # f € k[xy, ..., z,)
verildiginde f’yi olusturan monomlar arasinda < bagintisina gore en biiyiik olan mo-

noma f nin bas monomu; f’nin bag monomunun katsayisina ise f nin baskatsay: denir
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ve sirastyla BM(f) ve BK(f) seklinde gosterilir. Ayrica BK(f).BM(f) ¢arpimina da
fnin bas terimi denir ve BT(f) ile gosterilir. Eger I C k[zy, ..., x,] sifirdan farkh bir
ideal ise BT'(I) kiimesini I'nin sifirdan farkli elemanlarinin bag terimlerinin kiimesi ola-
rak tanimlansi. Genelde BT'(I) kiimesi bir ideal degildir. Bu nedenle k[zy, ..., z,] hal-
kasinin BT (I) kiimesi tarafindan iiretilen < BT'(I) > ideali diigtintlecektir. < BT(I) >
ideali bir monom idealidir ve < BT(I) >= (BT(f1),...,BT(fs)) olacak gekile sonlu
tane sifirdan farkh f,..., f; € I elemanlari vardir. Bu gekildeki fi, ... f; elemanlarinin
kiimesine I idealinin bir Grébner taban: denir. Dikkat edilirse < BT'(I) > monom ide-
ali ile I'min Grobner tabanlar, k[xy, ..., z,]| tzerindeki monom siralamasima baghdir.
Grobner tabanlari bir polinomun sifirdan farkl bir ideal tarafindan igerilip igerilmedi-
ginin belirlenmesinde azimsanamayacak derecede biiyiik kolaylik saglamaktadir.

I C klxy,...,x,] bir 6z ideal olsun. Her s > 0 tamsayisi igin k[z1,...,x,]<s ile
klxy,...,z,] kademeli halkasimin standart kademeli yapisina gore derecesi en fazla s
olan polinomlarm kiimesi; /<, ile de [ ideali i¢inde derecesi en fazla s olan elemanla-
rin kiimesi gosterilsin. Buna gore k[z1, ..., 2,]<s bir sonlu boyutlu k—uzayidir ve I,

klxy, ..., x,]<s uzaymn bir alt uzayidir. Pozitif tamsayilar iizerinde

“Hi(s) = dimy, (k[xy, ..., 2n]<s/I<s)

= dlmk(k[:vl, Ce ,.Tn]gs) - dlmk<[§8)

fonksiyonu tanimlansin. *H; fonksiyonuna I idealinin afin Hilbert fonksiyonu denir.
Agagidaki sonu¢ herhangi bir [ ; klxy,...,x,] idealinin afin Hilbert fonksiyonunun

s’nin yeterince biiylik tamsayilar: i¢in bir polinoma egit olacagini soylemektedir.

Teorem 4.2.6 (Macaulay). [0, Proposition 4, §9.3] I G k[xy, ..., xy] bir ideal olsun. J,
klxi,...,x,] dzerindeki bir kademeli monom swralamasina  gore  belirlenen
< BT(I) > monom idealini géostersin. Buna gdre I’mun afin Hilbert fonksiyonu “H
ile klxy, ..., x,|/J kademeli modilinin klz1, ..., x,] dzerindeki Hilbert-Samuel fonksi-

yonu aynidir.

I' G k[zy, ..., x,] bir ideal olsun. “H; fonksiyonunun yeterince biiyiik s tamsayilar:

i¢in egit oldugu polinoma I nin afin Hilbert polinomu denir.

V' bir afin gesitlem olmak tizere
Z(V)={f €klzy,...,z] : her (a1,...,a,) € Vigin f(ay,...,a,) =0}

kiimesi tanimlansin. Kolayca gériilebilir ki Z(V'), k[z1, . .., ;] 'nin bir idealidir. “Hz(y(s)
afin Hilbert polinomunun derecesine V' ¢esitleminin boyutu denir.
Teorem 4.2.7. [6, Theorem 8, §9.3] I G k[xy, ..., x,] olmak dizere V =V (I) olsun.

Eger k cismi cebirsel kapali ise o zaman V 'nin boyutu *H polinomunun derecesine
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esittir. Dolayiswyla J, k[xy, ..., x,] tzerindeki bir kademeli monom siralamasina gore
belirlenen < BT(I) > monom idealini gésterirse, V 'nin boyutu ile k[xy,...,x,]/J

halkasimin Krull boyutu aynadar.

2

Ornek 4.2.8. k[z,y, z,w] halkasinin I = (2° — yzw, vy — 2%, 222 — y?w) ideali alinsin.

Her s > 0 tamsayisi i¢in k[z1, ..., x,]s s—dereceli homojen polinomlarin kiimesi olmak
tizere I, = I Nk[zy,...,7,]s olsun. I bir homojen ideal oldugundan I<, = @}_, I; olur.
Dolayisiyla

“Hi(s) = dimy, (k[xy, ..., T0)<s/1<s)

- i:odimk (k[z1, . @)/ 1)

olur. z > y > z > w olmak iizere k[x,y, z, w] tzerinde kademeli s6zlitk monom sirala-

masi1 alinsin. Buna gore [ idealinin bir Grébner tabani

5 3 oF 2

{y*w — 2°,22° — YPw,zy — 22, 2°2 — y?w, 2°

— yzw}
seklinde verilebilir. Dolayisiyla J =< BT(I) >= (y'w,z2® xy, 2?2, 2%) yazlabilir.
Simdi Hk[m

lan monomlarin belirlenmesi gerekir. Kolayca goriilebilir ki J idealinin diginda kalan

.....

2n]/s fonksiyonu hesaplansin. Bunun i¢in J monom ideali diginda ka-

monomlar

A= {y*2w° : a < 4 veya ¢ = 0},
B = {zy*z"w’:a=0veb < 3},
C = {2%y*2'w’ :a = b =0}

kiimelerinin elemanlaridir. Dikkat edilirse A, B ve C kumeleri ikiger ikiger ayriktir.

s > 3 icin A kiimesindeki derecesi en fazla s olan monomlarin sayisi

2<S;2>+<8—;1>+<;>+(8;1>—[(s+1)+s+(s—1)+(s—2)]:Zs2+zs+5

olarak bulunur. Ote yandan s > 2 icin B kiimesindeki derecesi en fazla s olan monom-

larin sayisi
s+(s—1)+(s—2)=3s—3

seklinde bulunur. Son olarak s > 2 i¢in C kiimesindeki derecesi en fazla s olan monom-
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larin sayisi ise s — 1 dir. Boylece Teorem sayesinde s > 3 i¢in

5 3
enl/7(8) = <32 + s+ 5) +(3s—3)+s—1

""" 2 2
5) 11
2532—{—?8‘}‘1

elde edilir.

4.3 Uygulama I: Samuel Limit Formiilii

Daha once elde edilen sonuclar, bu boliimde genel ¢okkatliligin 6zelliklerini gelistir-
mek icin kullanilacaktir. E bir Noether R—modil ve v4,...,7s elemanlar1 £F-modiili
tizerinde bir ¢okkatli sistem olsun. A = v R + --- 4+ 7sR olarak alinsin. O halde A
sonlu tiretilmis bir idealdir. x4, ..., x, elemanlar1 bilinmeyenleri gostemek i¢in kullanil-
sin. Qokkatli sistemin her elemani i¢in bir bilinmeyen vardir. Eger n > 0 ise o zaman
NWE A4+ FE CA"E olur.

[ddia 1: Bu nedenle her n igin iz { E/A"E} < oo olur: Y/ E+---+y"=E C A"EC E

oldugundan

z b — { 4 }+z S
CVWE+ B T UAES T P B+ B

elde edilir. Yukaridaki esitligin sol tarafi sonlu oldugundan her n i¢in I {nlEnl} <
T Bty B
oo olur.
Simdi
M_(E)@(AE)@ A’E o
- \AE A2E A3E
olsun.

Iddia 2: M kademeli R[x1,...,x,]-modiil yapisina sahiptir. n. dereceden homojen
eleman grubu sadece A"E /A" E olur. Bu yapiy1 agiklamak icin n € A"E/A" T E ve

y € A"E elemani n'nin temsilcisi olarak alinsin. Ayrica

_ M1, 12 I
P(zr) = Z Tyl T~ o TG°
M1+t s =m
Rlxy,...,xs]-halkasmin m-dereceli homojen bir elemani olsun. O zaman

o(x)n € A" E JA™THLE olur ve

ple)np=" > Tty
M1ttt ps=m

seklinde yeniden yazilabilir. Dolayisiyla M bu yolla bir kademeli Rz, ..., zs]-modiil
yapilabilir. Burada modil iglemi -: R[zq,...,xs] x M — M,
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o(x)n = ( S rp it x’;) . (y + A"“E)

M1t ps=m

= S Aty AR € AT /AR C M
M1+t s =m

olur. M kademeli oldugu i¢in tammindan M = >, M ) ve MO = AWE/ACTVE
yazilabilir. Modiil isleminin tanimi geregi her v, € N icin RM (=) C MO+0Y
olur. E bir Noether R-modiil oldugundan sonlu tretilmigtir. O halde e;,...,e, € E
icin £ = Rey + --- + Re, olsun ve ¢; ile e; elemaninin £/AFE alt modiiliindeki dogal
goriintiisii gosterilsin. Bu nedenle €;, M modiiliiniin 0-dereceli homojen elemanidir. O
zaman

M = Rxy,...,xsle] + -+ Rlz1, ..., x5]eq

elde edilir. R[z1, ..., z,] yerine R[] kisaltmasi kullamlacaktir. [p(M,,) = [r {A"E /A" E}
< oo olur. Bu nedenle M bir kademeli R[z]-modil olarak géz 6ntine alindiginda yu-
karida tanimlanan durumda bir Hilbert R[z]-modiil olur. Ayrica F O AE D A*E D
... D A"E ve lg (M,) = Ig {A"E/A""' E} oldugundan

ir{E/A"E} =l {E/AE} + 1p {AE/AE} + -+ + 1 {A" E/AE}
=lp (Mo) +lr (M1) + -+ + Ir(My-1)

elde edilir. Buradan [ {E/A"E} = HSy(n — 1) olur. O halde

HSp(n) = g B (M) (” * ”) (4.3.1)

v

ile n yeterince biiyiik oldugunda + --- n’nin derecesi s’den daha kii¢iik olan bir poli-

S

nomunu gostermek tizere [p {E/A"E} = hi(M)% + - - - yazlabilir.

e(s,A,F) = limnﬁmw = hi(M)
olsun.
[ddia: e(s, A, E) = eg(y1,...,7s | E)olur: s = 0 iken ¢ (0, (0), E) = Ig(E) tanimdan
direkt elde edilir. Dolayisiyla s = 0 durumunda idda dogrudur. s > 1 olsun ve E = 71%

, A=v%R+...+7R olarak alimsm. O zaman £ Noether R-modiil oldugundan E'nin
bir £ boéliim modiilii bir Noether R-modiil olur. Ayrica ~i,7s,...,7s elemanlarnn £
tizerinde bir cokkath sistem oldugundan bu elemanlar E {izerinde bir cokkath sistemdir.
Ayrica v, E /v E bolum modilunt sifirladigindan v, diziden ¢ikarilabilir. Dolayisiyla

Ya, ..., E tizerinde bir cokkath sistem olur. v;, £ modiiliinii sifirladigindan
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(A)"E = A"E = A" (E/(mE)) = (A"E + nE)/mE

olur. Buradan

E/((A)"E) = (B/nE)/ (A"E +1E)/nE) ~ E/ (A"E + 1 E)

elde edilir. Buradan

ir {E/(A)"E} =1 {E/ (A"E + 1 E)}
=g {EJA"E} — g {(nE + A"E) JA"E}
=lp{E/A"E} = lr{nE/ (mENA"E)}
=lp{E/A"E} — g {mE/ (n(A"E g 1))}

olur. E — v, E epimorfizmasi v, ile garpma iglemidir. Ayrica v; (A"E :g 1) alt modiili-
niin ongoruntiisit (A"E :g v1) olur. Bu nedenle v1E /v, (A"E :g y1) = E/ (A"E :g m)
elde edilir. Dolayisiyla

In{E/(A)"E} =lp {E/A"E} — Ip {E/(A"E :p 1)}
>1p {EJAE} — I {E/A"'E}

olur. Ayrica + ... ile n’nin derecesi s’den daha kii¢iik olan bir polinomu gésterilsin. O
halde [z {E/A"E} = hx(M) (n*/s!) + -+ ve e(s, A, E) = lim,_,o, BELEL — pr(0f)

ns /sl

oldugu g6z 6ntine alinirsa, yeterince biiytk n icin [ {E/A"E} = e(s, A, E) (n®/s!)+- - -
olur. Buradan n yeterince biiyiik iken
In{EJA"E} — Ip {E/A"'E} = e(s, A, E) (n*~" /(s — 1)!)

elde edilir. Bu nedenle

I {E/(A)"E} > I {EJA"E} — g {E/A"'E} = e(s, A, E) + -+ (n*" /(s — 1)!)

olur. Yukarida elde edilen esitligin her iki tarafi n*~1 /(s — 1)! ile carpilip n — oo iken

limite gecilirse
lr {E/(A)"E}
ns=1/(s —1)!

olur. Dolaywsylae(s—1, A, E) > e(s, A, F) elde edilir. Eger s > 2 ise o zaman yukaridaki
argiiman tekrar edilebilir. O halde A = 3R+ ...+ v,R ve E = E/v,E olmak iizere

lim 00
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e(s—2,4,F) > e(s—1, 4, E) olur. Ayrica E = (E/71 E) /y2(E/1E) ~ E/ (1 E + 1.E)

oldugundan
e(s,A,E)<e (s -1,4, E/’ylE) <e (3 — Q,E, E/(mE+ ’ygE))

elde edilir. Ayrica e(0, (0), E) = [g(F) oldugu da goz ontine almirsa o zaman

E
e(s, A, E) S€(0>(O)>E/(71E+"'+78E)):lR{71E+..-—|—’ySE}

olur. Notasyonlar degistirilirse

, Ir{E/A"E )
6(57A;E)_hmn—>ooR{ns//S!} SZR{71E+...+7 E}

yazilabilir. Elde edilen iligkide 7;,...,7vs yerine, p keyfi bir pozitif tamsay1 olmak

tizerevy, ..., P almsin. Ayrica

(WR+-+WR)"EC(mBR+-+wR)"ECE
oldugundan

lR{E/(’YlR—F oo +73R>}
(np)*/s!

< lim lR{E/ (’YfR-F-u_F,ng)nE}

o (np)*/s!

= >

e(s, A, E) =lim

elde edilir. Simdi p — oo olsun ve Teorem [3.3.1] uygulansin. O halde

IR{E/(WE+---+1E)}
pS

elde edilir. Simdi e(s, A, E) < er(m,...,7s | F) esitsizligi gosterilsin. ny, ..., n, pozitif

e(s, A, E) <lim, =er (11,7 | B)

tamsayilar ve

U= é {(A"EN (A E 441 E+ -+ +7[°E)) /A" B}
n=0

olsun. U kiimesi M modiiliiniin bir homojen R[X]-altmodilidir ve xi* M + z52M +
<o+ 2™ M C U C M olur. Bu nedenle Ig {M/ (z1"M +---+ 2" M)} > Ig{M/U}
elde edilir. ' =~{"E + - -+~ FE olsun. O zaman

M _ o (A"E /A" E) - = " . -
U @ {(A"EN(AHE + F)) /A E} P {A"E/ (A"EN (A" E + F))}

n=0
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oldugundan

o0

MU~ @ {A"E/ (A"EN (A" E+ F))}

n=0

R-modil izomorfizmasi vardir. Ayrica

A"E _AE+ AME 4+ F
A"EN(A"E+F)~  A"HME4+F
_A"E+F
TAE+ F

oldugundan M/U ~ @°°, (A"E + F) / (A" E + F) elde edilir. n > ny +ny+ - - +n,4
iken A"E C F = (\{'E + --- + 7 F) olur. Bu nedenle A"E + F = F elde edilir.

Buradan

lR{M/U}:ZlR{

olur. Dolayisiyla

nf

n>0

E
B <

yazilabilir. Bir sonraki adimda

A"E+ F }
An+1E+F

= Ir{E/F}

M

[
R{x?1M+~~+xgsM

IR{M/ (2P M + -+ 27 M)} = lgp {M/ (a7 M + - - -+ x° M)}

oldugu gosterilecektir.

Simdi kanita devam etmeden 6nce elde etdilen sonuglar goz oniine alinsin.

n {E) (P B+ E)} _ g {M/ (@M 4+ a2 M)}

oldugundan Lemma m geregince eg (71, .. .

Ayrica Teorem

ning ... Ng

4.1.6

olur. Bu nedenle

ning...Ng
_ lR[X] {M/ (x?lM—F""i‘ZE?SM)}

ve e(s, A, E) = lim,, o

ns /sl

ning...MNg

» Vs | E) < €R[X] (xla"
Ir{E/A"E}

= hi(M) ile

eR[X]($17“"x8 | M) = h’:(M) = €<S,A, E)
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eR(’Yl’"’)’YS | E) S 6(87A7E)

elde edilir. Daha 6nce

e(s,A,E) <er(v,...,7s | E)
oldugu séylenmisti. O halde elde edilen sonug ile bir sonraki teoreme gegilebilir.

Teorem 4.3.1. [1, Theorem 13, §7.7] E bir Noether R— modiil ve vy, . .. ,7s, E tizerinde
bir cokkatly sistem olsun. Eger simdi A =y R+ --- 4 R ise o zaman

Ir{E/A"E
1 n—>ooR{nS//S!}:6R(’717"'7/YS |E)
olur. Ayrica M bir R[xq, ..., xs]-modil olmak izere

er(V1, -7 | E) = erixy(@1, ..., x5 | M)
elde edilir.
Ir{E/AME} 1imit

ns /sl

formili P. Samuel limit formtlidir. Daha 6nce yaipilan agiklamalardan sonra

Kanit. Teoremin ifadesinde e(7,...,7s | E) degerine esit olan lim ,,

[ M, =1 e
Rl M+ +amM [ TN e+ M

oldugunu gostermek yeterlidir. O halde I, z1, ...,z ile tiretilen bir R[X]-ideal olsun ve
n tamsayisi n > nj +- - -+ng olacak gekilde alinsin. O zaman I"M C x7"M+-- -4 M

olur. Simdi

[ M >1 M
R x?lM‘i“i‘x?gM _R[X] QJ?IM—F—FI?SM

ve

M A2 M "M A4 ale M
‘n "M = brx) "M

olur. Cunkii her R[X]|-modiil ayrica bir R—modildiir. Bundan dolay: eger

oldugu gosterilirse aranilan sonug da elde edilecektir. Simdi
n—1

I {M/I"M} = > 1p {I"M/ 1" M}

v=0
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ve

n—1
L) {M/T" M}y = 3" Ly {17 M/ T M |
v=0

olur. Ayrica her 1 < i < s igin z; elemam ["M/I v+ A bolitm modiiliini sifirlar. Bu
nedenle "M /I M modilinin R[X]-alt modiilleri ile R-alt modiilleri aymdir. O
halde

L {I"M/T" "M} = g {17 M/ 17 M
olur. Ayrica lppy) {I"M /It M} < oo elde edilir. Ciinkii OnermeMgeregince Tiyeny T

elemanlar1 M ftizerinde bir ¢okkatl sistemdir. Boylece kanit tamamlanir. O]

Teorem 4.3.2. E bir Noether R-modiil ve vy, ..., ile vy, ..., 7, E izerinde cokkath

sistemler olsun. Ayrica
NE+ - +7%ECynE+ - +7,E

olsun. O zaman K, E-modilinin herhangi bir alt modilii ya da bélim modili olmak

tzere
er (7, y7s | K) 263(’)/1,...,")/; | K)
elde edilir.
Kamit. s = 0icin eg (y1,...,7s | K) = er (7’1,...,7; | K) = [g(K) oldugundan s > 0

kabiilii yapilabilir. vy R + - + 4R = A ve v,R+ --- + 7, R = A’ olsun. O zaman
AE C A'E olur. Bu nedenle

A’E = AAE C AA'E = A/AE C A”E

elde edilir. Daha genel durumda A"E C A™E C E yazlabilir. Bunedenle [ {E/A"E} >
lr {F/A™E} olur. Egitsizligin her iki tarafi 1/ (n®/s!) ile garpihp n — oo iken limit alin-

sin. O halde | IEIANE
lim —R{ / }

n— 00 nS/S! :eR(Ph"“’PYS’E)

esitligi ile eg (y1,-.-,7s | E) = er (91, ...,7% | E) elde edilir. Simdi K, E modiiliiniin
bir bélim modiili olsun. O zaman

NE+ - +%ECHE+-+7,E
ile

NK + 43K Cy K+ 47K

olur. Bunedenle eg (71,...,7s | K) > er (71, e K) elde edilir. Son olarak K < E

olsun. O zaman
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A (AENK)=A"MENK

olacak sekilde bir ¢-tamsayist vardir. Simdi vy? (K/A“E N K) = 0 olur. 19K C AEN
K C A“EN K oldugundan 7,4 (K/AE N K) = 0 elde edilir. Buradan Onerme [3.2.9]

ile

eRr (’yll,...,y; | K) =ep (71,...,7; | A’qEﬂK) (4.3.2)

ve
6R<’Yl7---a’75 | K) = €R (717"'7/78 | A/quK) (433)

elde edilir. O halde

A(A"ENK) C AAENK = A"AENK C A™MENK = A (A“EN K)
olur. Bu nedenle

Y (AEANK)+ - 47 (A"ENK) Cy (A"ENK)+ -+, (AENK)
elde edilir. Buradan

er (V1,7 | AYENK) > ep (’y;,...,'y; | A’qEﬂK>
olur. Ayrica ve esitlikleri kullanilarak
er (7,5 7s | K) ZeR(’y;,...,fy; | K)

elde edilir. O

Sonug 4.3.3. E bir Noether R-modiil ve 7y, . .., 7s ile vy, . . . ,7; E—iizerinde iki ¢cokkatlh

sistem olsun. Eqger simdi

’

NE+- - +1E=mE+ - +7E

ise o zaman K, E modilinin bir alt modili ya da bolim modili olmak tizere

eR(fylv"wfys‘K>:eR<717"'77;’K)

elde edilir.
NWE+ - +7E CyE+-+7.E, v, E+ -+ ~.E kapsamalar1 ve Teorem m

ile er(y1,-- % | K) < er(no-ou%e | KD, er(yn-ovs | K) > er(ns- oo | K)
yazilabilir. Buradan eg(71,...,7s | K) = er(7y, ..., 7, | K) elde edilir.
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Sonug 4.3.4. R halkasinin

/

nR+- +7%R=7R+--+7R

I

olacak sekilde vy, ..., v, very,, ... ,’y; elemanlary alimsin. O zaman i, ..., %s ve~y,, ... 3 Vs

elemanlarinin tzerinde bir cokkatly sistem oldugu her Noether E, R—modiili i¢in

eR(’yla"wﬁYS‘E)26R<7;7"'77;’E)
olur.

R halkas1 kendisi tizerinde bir modiil olarak alinirsa Teorem ile sonug elde

edilir.

4.4 Uygulama II

Bu bélim boyunca R bir yari yerel halka, I, R'nin bir tanim ideali ve M bir sonlu
iiretilmis R-modiil olsun. Kabul edelim ki dim M = d olsun. Bu boéliimde, yeterince
biiyiik her n tamsayist igin M /1™ M modiillerinin uzunluklarmin bir polinom belirttigi
gosterilecektir. Bu nedenle daha 6nce Hilbert fonksiyonlar: i¢in elde edilen sonuglar

kullanmak amaciyla ilgili kademeli halkalar ele alinacaktir.

Tanim 4.4.1. gr;(R) = @2, I"/I""" ilgili kademeli halkasi {tizerinde bir
gri(M) = @52, "M /1" M ilgili kademeli modiilii ahnsin. Burada n = 0 iken ™ =
R’dir. M sonlu iiretilmis bir R—modiil olsun. O zaman M modiiliiniin / idealine gore

Hilbert-Samuel fonksiyonu HSys(n) =1 (%) olarak tanimlanir.

"M M M

0— — —
]n+1M ]n-i—lM ]nM

—0 (4.4.1)

dizisi ele alinsin.
Iddia: [4.4.1] dizisi tamdar:
"M CI"M C M= I"M/I"""M C M/I""M

ve ((M/I"M) /(I"M/I" M) ~ M/I"M olur. Dolayisiyla igerim déntigiimii ve
dogal epimorfizma ile tam dizi elde edilir.

Ayrica dizisi tam oldugundan [ (M/I" M) = 1 (I"M/I" M) + 1 (M/I"M)
yazilabilir. O halde
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= (s = (7)1 ) =+ (i)
o \HM ) \IM M In+1M
=) 1 (o) = () () + 1 () =1
- \IM M IM 3M I +10M
B M
a (I"HM)
—HSMJ(TL)

olur. Diger taraftan

HSgT[(M)(n) = Z ngI(M)(j) = Z l([gTI(M)]j> = ZZ(I]M/]]—HM) - HSM,I(n)

j<n Jj<n Jjs<n

yazilabilir. Dolayisiyla HSy1(n) = Hgrani(n) elde edilir. O halde yukarida yapilan
gozlemler ve Teorem {4.1.12] geregince

der(HSp(n)) = dim(gr;(M)) —1+1
= dim(gr;(M))

olur. Dolayisiyla M modiliintin Hilbert-Samuel fonksiyonu derecesi d olan bir polinom-
dur.

Simdi R bir yari-yerel halka, M sonlu tretilmis bir R—modul ve m = Jac(R) olsun.
R’nin bir I tamm ideali alinsin ve der (H Sy ;) = dim M oldugu gosterilsin. Burada
HSyrr, M modiliiniin I ile belirli Hilbert-Samuel polinomudur. Ayrica der (H Sy 1) =
dim (gr;(M)) oldugu da bilinmektedir. Dolayisiyla dim M = dim (gr;(M)) oldugunu
gostermek yeterlidir. O halde dy = der (HS,z) olsun.

fddia 1: dy, I idealine bagh degildir: ilk olarak her n icin

m"T C [ C ! (4.4.2)

oldugu gosterilsin. Bunun igin n iizerine tiimevarim uygulansin. n =0icinm C 7/ Cm
dolayisiyla m = [ elde edilir. m ideali bir tanim ideali oldugundan dogrudur. n — 1 igin

dogru olsun ve n icin dogru oldugu gosterilsin. m™~1%+1 C ™ C m™ olsun. O halde
m(n71)9+1m9 C [nme C "] = [nJrl
ve

"I Cm"] C m"m=m""!
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olur. Dolayisiyla tiimevarim ile her n icin m™*! C 1"+ C m"*! elde edilir.
Simdi

HSM,m(n) S HSMJ(n) S HSMm(nH)

oldugu gosterilsin. M/m"+1 L Ar/pn+l S Af/mnt! doniisiimleri ele almsi.

[ =g = s fla+m™ ) = a + ["* déniigiimii érten oldugundan
(M/m"*1) ker f = f (M/I"Y) = M/I"
elde edilir. Dolayisiyla

(M/m®) fker f) = 1 <1%1) .y (mfl\il) —l(ker f) =1 (Ii\i)

Buradan H Sy m(n#) > HSy(n) olur. Benzer sekilde g : Iﬁl — mﬂl , gla+ It =

a + m" déniigiimii érten oldugundan

(M/I") [ ker g ~ —

elde edilir. O halde

M M
! ( 1n+1> ~I(kerg) =1 (mn+1) — HSuym(n) < HSy.1(n)

olur. Dolaysiyla HSym(n) < HSp 1(n) < HSym(nf) oldugu soylenebilir.
Simdi
der (HSym(n)) = der (HSym(nb))

ve

der (HSpym(n)) < der (HSyr(n)) < der (HSym(nb))

oldugundan
der (HSym(n)) = der (HSy 1(n))

olur. Buradan dy; degerinin [ idealine bagli olmadigi séylenebilir. Ayrica I, R igin
herhangi bir tanim ideali oldugundan dy I 'va bagl degildir. Boylece iddia kanitlanmig
olur. Ayrica

der (HSym(nb)) = dy,der (HSyr1(n)) = do, der (HSprm(n)) = ds

ise 0 zaman d; > dy > d3 yazilabilir.

Onerme 4.4.2. [2, Proposition 13.15] R C S bir halka genislemesi ve M bir S-modiil

olsun. Skalerler daraltilarak M ayni zamanda bir R—modil olarak da gorilebilir. M 'nin,
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R-modiil olarak, n adet eleman ile sonlu tretilmis oldugu kabul edilsin. s € S wve I,
R’nin bir ideali olmak tzere sM C IM olsun. Bu takdirde

"+ ars" M+ an s +a, € (0:5 M)

olacak sekilde a; € I' (1 <i < n) elemanlar vardr.

Teorem 4.4.3. [8, Theorem 1.8] R bir yari-yerel halka, M sonlu tiretilmis bir R—modyil

olsun. Ayrica 1 < i <k icin M, ler R halkasinin maksimal idealleri olmak tizere
m:Jac(R):MlﬂMQOﬂMk

olsun. R’nin bir I tansm ideali alinsin ve dy; = dim (gr;(M)) olsun. O zaman dim M =

d, v olur.

Kanit. der (HSPy1(n)) degeri tanim idealine bagh olmadigindan I = m almabilir. Ik
olarak dy; > dim M oldugu gosterilsin. Bunun icin dy; tizerine tiimevarim uygulana-

caktir. dy; = dim (gry,M) = 0 dolayisiyla gry, (M) modiilii Artindir. Dolayisiyla

= (20 (200 (20

modiliinin

olmak ftizere I; idealleri i¢in I; D Iy D ... azalan zinciri durmalidir. Buradan

m"M

RS n _ n+1
anrlM—0:>m M=m""M

elde edilir. O halde Lemma [1.3.15| geregince m™ M = 0 olur. Dolayisiyla
m"M =0=m" C Anng(M) = m" C Annzg(M)C P=mCP

yazilabilir. m = M; N My N ...N M, C P oldugundan en az bir 1 <i < n igin M; C P
ve M; maksimal oldugundan M; = P olur. Dolayisiyla P ideali maksimal oldugundan
M Artindir. Buradan dim M = 0 olur.

Simdi CZM >0, Anng(M) C Py C P, C ... C P,, R, halkasmin asal ideallerinin bir
zinciri ve dim M = n olsun. Bir z € P, /P, alimsin ve B = M/ (PoM + xM) olsun.
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Iddia 1: dim B > n — 1’dir:

dim(B) = dim (M/ (PoM + zM)) = dim (R/ Ann (M /Py + xM))
= dim (Ann (M /(PoM + zM)))

olur. O halde dim (Ann (M/(FoM +2M))) > n — 1 oldugunu gostermek yeterlidir.
Iddia 2: Py € Ann (M/PyM + xM)’dir: p € Py olsun. p (M/PyM + zM) = 0 oldu-
gunu gostermek yeterlidir. Keyfi m € M icin pm € FyM olacagindan

p(m+ PobM +aM) =pm + PBobM +xM =0

elde edilir.

Simdi Py € Ann (M/PyM + xM) C P, C P, C ... kapsamasinin dogrulugu arasti-
rilacaktir. r € Ann (M/PyM + xM) olsun. O halde r (M/PyM + M) = 0 elde edilir.
Buradan her m € M icin rm € PoM + xM yazlabilir. Buradan rM C PyM + xM =
(Py + xR)M olur. O halde Onerme ile v € Ann(M) + (Po +xR) C P, ve P/ Fy
asal ideal oldugundan r € P; olur. O halde dim B > n — 1 elde edilir.

M ; M , M

0— - — —
kM  PBM  BM+zxzM

0 (4.4.3)

dizisinin tam oldugu gosterilecektir. Burada f dontigiimii

M M
—— f(m+ PoM) = am + PoM

T B = ol

olmak ftizere x ile carpma doniigtimudiir ve g doniisiimii de

MM

g ,g(m 4+ PyM) = m + Py,M + 2 M

seklindedir. O halde ker ¢ = Im f oldugu gosterilsin. Bunun ic¢in ilk olarak o € ker g
olsun. O halde o = m + Py M olacak sekilde m € M vardir ve g(a) = 0 olur. O halde

gla) =gm+ PM)=m+ (PPM +2M)=0=me PobM+ M
olur. Dolayisiyla m = pym’ + zm” olacak sekilde m/,m" € M ve py € Py vardir.
o =m+ PoM = pom/ + zm” + PoM = xm’ + PoM = f(m")

elde edilir. Buradan o € Im f olur. Dolayisiyla ker g C Im f oldugu gosterilmis olur.
Simdi diger kapsama i¢in o € Im f olsun. O zaman a = f(m + PyM) olacak sekilde
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bir m € M vardir. Buradan
a=f(m+ BM)=azm+ PoM = g(a) = g(am + PobM) = am + PoM + M

ve xm € xM oldugundan g(«) = 0 elde edilir. Bu nedenle Im f C ker g olur. Dolayisiyla
ker g = Im f ’dir. Dolayisiyla yukaridaki dizinin tam oldugu séylenebilir.

Iddia 3: JM/pO M = max {JM/pO M, JB}’dlr: Bu iddia daha genel durum icin kanit-
lansin. R yar1 yerel halka, I, R icin bir tamm ideali ve M, M’,M" sonlu iiretilmis
R-modiiller olmak iizere

0= M —-M-—=M —0

tam dizi olsun. O zaman JM,JM/,JMN sirasiyla M, M’ ve M modiillerinin Hilbert-
Samuel polinomlarimin dereceleri olmak tizere d, M= maX{J M d, v} oldugu gosterilsin.
Burada 0 — M’ — M — M" — 0 dizisi tam oldugundan M’ < M ve M" = M/M’
seklinde aliabilir. Dolayisiyla M /I"M" = (M/M') /1" (M/M') = M/I" M+ M’ olur.
Buradan

O%IHM+M,—> M — M — 0

"M "M I"M + M’

dizisi sirasiyla igerim dontigiimii ve dogal epimorfizma ile bir tam dizidir. Ayrica M’ +
I"M C M oldugundan (I"M + M') /I"M < M/I"M ve (M/I"M) / (I"M + M") J/I"M) ~
M/I"M + M’ olur. Dolayisiyla yukaridaki dizinin tam oldugu séylenebilir. O halde

Z(M)ZZ<I”M+M’>+( M >
"M M I"M + M’
ZZ<I"M+M’> +Z<M”>
M M

M/ M//
= <M’ OI"M> * (InM“)

yazilabilir. ¢(n) = (W) denilirse ¢(n) iki polinomun farki oldugundan bir poli-

nom olur. Ayrica her n i¢in ¢(n) > 0’dir. Bu nedenle dy; = max{dy,dy} elde edilir.
O halde der ¢ = dyy oldugunu gostermek yeterli olacaktir. Teorem [2.1.18] geregince her
i > 0 ve bir k icin I (IkM N M’) = [*¥*M N M’ oldugu séylenebilir. Simdi belirli bir
k ve yeterince biiyiik n igin

In+lMl C M/ N In+1M C [n—k:—i-lM/
oldugu gosterilecektir. Teorem [2.1.18[den

"M AM CI (I’fM N M’) CIM
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ve
"2 A M C 12 (JkM NM C JM’)

oldugu soylenebilir. Buradan her m icin
" "MaM CM CI™M
olur. Bu nedenle I"t'M' C M’ ve
"M C M = 1M C M M C R

elde edilir. Bu nedenle

M M M
[ MIA TN IR

dontigtimleri 6rtendir. Buradan H Sy 1(n) > ¢(n) > HSyp 1(n — k) olur. Dolayisiyla
dyy = der HS Py = der ¢

elde edilir. O halde iddia kanitlanmig olur.
Ayrica [ (M/I"M) =1 (M”/]”M”) + ¢(n) olur. Buradan

HSM/J(?”L) = HSM”,I(n) + (b(n) (444)

olur.

Simdi elde edilen bu sonug4.4.3|tam dizisine uygulanirsa d, M/PoM = Max {J M/PoM d, B}

elde edilir. Dolayisiyla dp < czM/pOM olur. Ayrica der ¢(n) = der jM/pOM ve ¢(n)’in bag-
katsayis1 ile HS Py pypr nun bagkatsayist aym olur. Ayrica @ esitligi, tam
dizisi icin ele alimirsa o zaman HSPp 1 ile HS Py p,ar — HS Puyp,ar'nin bagkatsayilar:
ayni olur. Dolayisiyla d, B < d, Mm/p,m elde edilir.

JM/pO u < JM oldugu gosterilsin. Bunun i¢in
M/m"M L M/ (m" M + PyM) = (M/PyM) Jm™ (M/PyM)

dontigiimii goz 6niine alinsin. f dénigiimi orten oldugundan [ ((M/m"M) /ker f) =
L(M/(m™M + PyM)) olur. Buradan [ (M/m"M) — l(ker f) = I (M/(m"M + ByM))
elde edilir. O halde [ (M/m™M) = dy; ve | (M/ (m"M + PyM)) = dy/pyn oldugundan
JM/p0 v < JM yazilabilir. Buradan JB < JM olur. Dolayisiyla tiimevarim kabiiliinden
JB > dim B elde edilir. O halde n — 1 < dim B < JB < JM — 1 yazilabilir. Buradan
de > dim M = n olur

Simdi dim M > JM oldugu gosterilecektir. Bunun i¢in dim M {izerine tiimevarim

uygulansin. Ilk olarak dim M = 0 olsun. O halde M sonlu iiretilmis ve dim M = 0
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oldugundan Artin olur. Dolayisiyla [(M) < oo elde edilir. Buradan [ (M/m"M) <
[(M)’dir. Hilbert-Samuel polinomu sabit polinom olur. Dolayisiyla dy = 0'dur. Simdi
dimM = s > 0 olsun. dimM = dim (R/Ann(M)) = s > 0. R yar yerel halka
oldugundan 7 : R/R/ Anng(M) epimorfizmasi ile R = R/ Ann(M) halkasinin da yari-
yerel oldugu séylenebilir. Dolayisiyla Teorem m geregince R halkasinin bir tanim
idealini {ireten s tane eleman vardir. Bu elemanlar 7, ..., 7, olsun. Ayrica Onerme
1.4.12|ilel < ¢ < s olmak tlizere dim (E/ (T4, ... ,TZ)) =s—dolur. Simdi bir 1 <i<s
icin dim (M/ (x4, ...,x;) M) = s — i oldugu gosterilsin. M/ (z1,...,x;) M = M, olsun.

r € Ann(M;) = M C (21, ...,2)M = ¥ € (2, ..., ;) + Ann(M)

yazilabilir. Buradan Onerme ile

(1, ., z;) + Ann(M) C Ann(M;) C \/(:,1:1, oy ;) + Ann(M)

elde edilir. Dolaysiyla Ann (M;)’yi kapsayan asal idealler (z1, ..., z;) + Ann(M)’yi de

kapsar. Tersine (z1, ..., x;)+Ann(M)’yi kapsayan asal idealler \/(xl, ey i) + Ann(M)’yi
de kapsayacagindan Ann (M;) idealini kapsar. Bu gozlemler ile Ann (M;) ile
(21, ...,2;) + Ann(M)'nin boyutlarimin ayn1 oldugu soéylenebilir. Dolayisiyla her
1 <i < sigindimM, = dimM — ¢ = s — ¢ olur. Ayrica izomorfizma teoremlerin-
den [ (M /m™M;) =1 (M/ (z1M +m"M)) elde edilir. Ayrica

1M +m" M . M o M .
mn M mr M 1M+ mr M

0— 0

dizisi tam oldugundan

I(M/m"M) — 1 ((x1M +m"M) /m"M) =1 (M/ (x;M + m"M))
elde edilir. Izomorfizma teoremleri ile

I(M/m"M) — (e M/ (xx:M Nm"M)) =1 (M/ (1M +m"M))
olur. (m"M g x1) ={m € M | xym € m"M} kiimesi ve

o: M — o M/ (1M Nm™ M), o(m) =xym + (x; M Nm"M)
dontigimii ele alinsin. Buradan

kero={meM|zim=0}={m|zmem"M} =(m"M :g )

olur. Ayrica ¢dontgiimii 6rten oldugundan izomorfizma teoremleri ile M/ ker ¢ ~ (M) =
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ryM/ (1M Nm™ M) elde edilir. Buradan
M/(m"M g xy) =~ 2, M/ (1M Nwm" M) = [ (M/(m"M :g x1)) =1 (x1M/ (12 M Nm"M))

olur.
Simdi z; € m oldugundan zym" M C wm"M elde edilir. Dolayisiyla
m" M C (m"M :g x1) olur. Bu nedenle

(m"Mp : 21) M M

0— — —
mn— LM mr—IM (m”M ‘E 1'1)

—0

dizisi tamdir. Buradan
(MM ) = 1M/ ("M g 21)) + 1 (0" M < 21) /m" M)
= L(M/(m"M :p 1)) < 1(M/m" M)
= L(M/m" M) — 1 (M/(" "M :p 21)) > 1(M/m"M) =1 (M/m"~' M)

= [(My/m"My) > 1 (M/m"M) =1 (M/m""' M)

elde edilir. Bu nedenle HSPy,(n) > HSPy(n) — HSPy(n — 1) olur. Dolayisiyla

JMl > JM — 1. Fakat dimM; = dimM — 1’dir. Tumevarim hipotezinden
dmM —1 = dimM; = ng > JM — 1. Bu nedenle dim M > JM . Dolayisiyla
dim M > JM ve JM > dim M egitsizliklerinden dim M = CZM elde edilir. O

Simdi d = dim M olsun. Eger I C m = JacR M i¢in bir tanim ideali ise o zaman

Hilbert-Samuel polinomunun bagkatsayisi e (gr;(M)) /d! olur.

Sonucg 4.4.4. R bir yar yerel halka, M sonlu tretilmis R modil ve I, R’nin bir tanim
ideali ise HSy1(n) yeterince biyik n tamsayilary i¢in derecesi dim M "ye esit olan bir

polinomdur.

Tanim 4.4.5. R bir yar yerel halka, I, R’'nin bir tanim ideali ve M bir sonlu iire-
tilmis R-modiil olsun. dim M = d olarak kabul edilsin. Buna gore yeterince biiyiik
n degerleri i¢in H Sy r(n) fonksiyonunun esit oldugu polinomda %T teriminin katsayi-
sma (yani e(gry(M)) degerine) M moduliiniin I tanim idealine gére ¢okkatlsy denir ve
e(I,M) =e(gr;(M)) ile gosterilir. M modiilinin m = Jac(R) idealine gore ¢okkath-

sima dogrudan M modiliniin ¢okkatlisy denir ve bu ¢okkatli e(M) ile gosterilir.

Ornek 4.4.6. R bir Noether halka, P bir asal ideal ve @ bir P-asil ideal olsun. Buna
gore QRp, Rp halkasinin bir PRp —asil idealidir. PRp, Rp'nin tek maksimal ideali
oldugundan QRp, Rp halkasimimn bir tanim ideali olur. Boylece e(QRp, R,) gokkat-
lismdan bahsedilebilir. S = grog,(Rp) olsun. HSs(n) = Ig,(Rp/Q" ' Rp), QMY
sembolik kuvvetinden baglayarak P’de son bulan en uzun asil ideal zincirinin uzunlu-

gunun bir fazlasi verir. Ayrica Teorem [4.1.12]den dolay1 yeterince biiytik n’ler icin
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HSg(n), derecesi d = dim Rp = Rank P ve bag katsayis1 e(QRp, Rp)/d! olan bir poli-
noma esittir. Burada basitligin hatir1 igin e(QRp, Rp) gosterimi yerine dogrudan e(Q)
yazilsin. Bazi kaynaklarda e(Q) sayisindan @Qnun R igindeki ¢okkatlisi olarak bahse-
dilmektedir. Aslinda bu kavram asil ideallerden biitiin 6z ideallere genigletilebilir. 7,
R’nin herhangi bir 6z ideali ve P, I'nin bir minimal asal ideal olsun. /'nin herhangi bir
normal asil ayrigimida bulunan P-asil bilegeni ) olsun. Bu durumda e(Q) sayisia [

idealinin P asal idealine karsilik gelen ¢okkathisi denir ve e(I; P) bigiminde gosterilir.

Ornek 4.4.7. Yukaridaki 6rnekte tanimlanan bir asil idealin cokkatlisi icin somut bir
ornek verilsin. k bir cisim olmak iizere R = k[x,y] ve Q = (z*,y) olsun. Buna gore
m = (x,y) denirse () bir m—asil ideal olur. m, R'nin bir maksimal ideali oldugundan
her n > 0 icin Q"' ve m arasindaki her ideal yine bir m-asil ideal olur. Dolayi-
siyla yukaridaki érnekte de belirtildigi gibi S = grgg, (Rm) olmak iizere HSg(n) =
R (R /Q" ™ Ryy) = lr(R/Q™ 1) yazlabilir. Dolayisiyla HSg(n) fonksiyonunu hesapla-
mak igin [g(R/Q™) uzunluklarini hesaplamak gerekir. Bunun igin Hg(n) = [x(Q"/Q"™)
uzunluklarimi hesaplamak yeterlidir. Fakat bu uzunluk aslinda Q" idealinde olup Q™!
idealinde bulunmayan monomlarin sayisidir. Ciinkii Q™ \ Q"™ kiimesinde bulunan mo-
nomlar1 dereceleri biiyiikten kiiciige olacak sekilde siralayip, @Q™*! idealine derecesi en
biiytik olan monom tarafindan iiretilen ideal eklenir, sonra elde edilen ideale de monom
kiimesinde kalanlar arasindan derecesi en biiyiik olan monom tarafindan tiretilen ideal
eklenir ve bu sekilde devam edilirse Q™! den baglayan ve Q™ de biten bir kompozisyon
serisi elde edilebilir. Herbir kompozisyon faktorii k ile izomorftur. Q™ de olup da Q"*!

de olmayan monomlar

x?m $3n—3y .. xSyn—l yn
x3n+1 x3n74 ‘,L,4ynfl xyn
x3n+2 x3n—5y x5yn—1 IQyn

seklinde listelenebileceginden Hg(n) = [zr(Q"/Q™) = 3(n + 1) bulunur. Béylece her
n > 0 icin

- - 1 3, 9
155n) = Y Hy(m) = >3+ 1) = 3" g1y = 22 s
i=0 i=0
elde edilir. Buna gore e(Q) = 3 bulunur. HSg(n) polinomunun derecesi ile

Rank(@)) = Rank(m) = 2 olacag1 da goriilebilir. Aslinda bunu dogrudan gérmek de

miumkindir.
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Bolum 5

KOSZUL KOMPLEKSLERI

5.1 Koszul Komplekslerin Yapisi

E bir R-modil ve s > 0 igin ~,7,...,7s, [ halkasinin elemanlar1 olsun. Bu ele-
manlar kullanilarak R-modiillerin bir kompleksi olusturulacaktir. Bu yapiya E nin
Yy e gore Koszul kompleksi denir ve K (.., | F) ile gosterilir. Ayrica eger be-
lirli bir 741,79, ...,7s dizisi ile ilgileniliyorsa o zaman K(7;..; | F) yerine K(v | E)

gosterimi kullanilabilir.

Tanim 5.1.1. K(7;..s | £) Koszul kompleksi
i —0—0— K(1,E)— - — K4y | E) — K¢(vy | E) — 0 —0— - -

seklindedir. Dolayisiyla 6zel olarak bir sol komplekstir.
0<pu<sign (Z) binom kaysatisi olmak tizere K,(y | E), £ modilinin (Z) tane
dik toplamidir. Bu nedenle s = 0 iken K (. | )

oo —=0—=0—F—0—0—--

seklindedir. Burada E = Ky(. | E)’dir. s > 1 igin sinir homomorfizmalar1 tanimlanma-

lidir. Bunun i¢in bazi 6zel notasyonlar belirlenebilir. 77, T5, ..., T, yeni semboller olsun
ve
Kun.s|E)= @ FBLT,.T,
i1 <io<-<iy
olarak alinsm. Burada 1,19, ...,1, farkl tamsayilar olmak tizere 1 <i; < iy < --- <

i, < s'dir. Dolayisiyla 0 < p < sicin K(vy | E), (Z) tane E’nin diktoplami olacagindan,
bir elemani €;,4,..;, € E/ olmak tizere
Z ei1i2"'ipﬂ1ﬂ2"'ﬂ#

1 <tg <<ty
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seklindedir. Buradan Ky(v;..s | E) = E olur.
Simdi simnir homomorfizmalar1 gu gekilde tanimlanabilir: 0 < pu < s igin
d, : Ky(vis | E) — K,_1(m1..s | £) olur. Bu nedenle 0 < p < s olmak tizere
i1, 02, .50, 1 <4y <idg < --- <1, olacak sekilde tamsayilar olsun. K, (v1..s | £) mo-
diiliintin her elemani e € E olmak tizere eT;, T;, . . . T;, bigimindeki elemanlarin toplami
seklinde tek tiirlii ifade edilebileceginden d,(eT;, T;, . .. T;,) yazimi anlaml olacaktir.
M A~
du(eT,\ Ty, ... T3,) = Y (=) 'y, el T, ... T, . T, (5.1.1)
p=1
olsun. Burada T; bilinmeyeninin iizerindeki A isareti o faktortin atlandigimi gosterir.

Bu doniigtim bir R-lineer dontigiimdiir. Buradan p = 1 iken
di(eT;,) = yi,€ (5.1.2)

oldugu soylenebilir.

Simdi
dy1 d
oo = K1 (15 | E)25 K, (15 | B) S K 1 (Y16 | E) — -+

bir kompleks oldugunu gostermek i¢in d,_id, = 0 oldugu gosterilmelidir. Bunun i¢in
0 < p—1<p < solsun. d,1d,(eT;, T, ... T;,) = 0 oldugu gosterilecektir. Eger
1 <p<gq<pised,1d,(eT;,T;, ... T;,) ifadesinde ~;,7v;,€eT5, - - .ﬁp .. .Tiq T, te-
rimi iki kez ortaya cikar ve ilk durumda bu terimin katsayisi (—1)P~1(—1)¢"1 ve ikinci
durumda da (—1)P~!(—1)9"2ile carpilir.Bu yiizden de toplamlar1 0 olur. p ve ¢ keyfi
tamsayilar oldugundan 1 < p < ¢ < p olan her (p, ¢) ikilisi igin bu durum gegerlidir.
Dolayisiyla d,,—1d,, = 0 elde edilir.

K(71..s | E) bir kompleks oldugundan homoloji modiilleri olugturulabilir. . homo-
loji modili H, K (v..s | E) ile gosterilecektir. Eger 41,72, ..., 7, elemanlar1 belirli ise
H,K(vy | E) seklinde yazilabilir. ;4 > 0 ya da p < 0 iken H,K (v | E) = 0 oldugu agik-
tir. K1(71..s | )'nin herhangi bir elemani e; € E ve olmak tizere Y, e;T; seklindedir.
Dolayisiyla [5.1.2] esitligi ile

dy <Z €¢T¢> = 7161 + Y2€2 + - A Ys€s
i=1

yazilabilir. Bu nedenlelmdy; = 1 E + v FE + - - - + 7, olur. Ayrica K_; = 0 oldugu da

g6z Oniine alinirsa o zaman

HoK (15 | E) = E/(ME + -+ 7E) (5.1.3)

elde edilir. Ks(7y1..s | E)’in her elemam eT1T5 ... Ty seklindedir. Ayrica esitligi de
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gbz oniine alinirsa

ds(eTTy... Ty) = Y (=1 ey ... T, .. Ty

p=1

yazilabilir. Bu nedenle dg(eT1T5...Ts) = 0’dir ancak ve ancak i = 1,2,...,s igin
~v;e = 0 olur. O halde
kerds = (0 'E ’YlR—i‘ ce "—’}/SR)

olur. Ayrica K, 1(71..s | E) = 0 oldugu da g6z 6niine alinirsa
H K (1.5 | E) = (0:5 (mR+7:R)) (5.1.4)

elde edilir.

5.2 Koszul Komplekslerin Ozellikleri

E bir R—modil ve 71,7s,...,7s R'nin elemanlar1 olsun. Simdi K(v;..s | £) Koszul
kompleksinin, {y1,7s,...,7s} dizisi yeniden diizenlense de izomorfizma fark: ile aym

olacagl gosterilecektir.

Onerme 5.2.1. {j1, 52, ..., s}, {1,2,..., s} kiimesinin bir permiitasyonu olsun. O za-

man K(yi..s | E) ve K(vj,..js | E) modilleri izomorf olur.

Kanit. 1 <m <m+1 < s olsun.

K(’Yl---mfla Yms Ym+1s - - - 775) ~ K(’Yl---mfla Ym+1s Yms -5 Vs ‘ E)

oldugu gosterilecektir. Dolayisiyla

¢,u : K(’Yl---mflafymavm+l---s ‘ E) - Kli(")/l---mflafmerlaﬁ)/m---s ‘ E)

izomorfizmalarinin varhigini gostermek yeterlidir. ¢ dontigiimiin tanim ve deger kiimeleri
aymdir ve @<, i< <i,<s E1i Tiy ... Ti, kiimesidir. Simdi ¢, doniistimi tanimlanacak-
tir. Bunun igin €T3, Ty...T; elemammnin gortintusiini belirlemek yeterlidir. Bu goriinti

i¢in dort olasilik vardir. Bunlar:
L. m,m+1¢&{iy,ia,...,0,}.
2. me {iy,dg,.... 0, vem—+1¢ {iy,d9,...,%,}.
3. m+1e {iy,ig,....0,} vem & {i1,d9,...,7,}.

4. m,m+1 € {iy,iq,...,7,} dir.
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¢petkisi yukaridaki durumlara baghdir.

(i) durumunda eT; T;,...T;, degismeden kalsm, (74) durumunda €73, T;,...T;, =
el T, ... Ty ... T;, elemam i¢in ¢, (eT3, 15, ... T,y ... T),) = €13, Ty .. Tongr - .. T3, (440)
durumunda €T3, T, ... T;, = €T3, T;, ... Trpyr ... T elemanigin ¢, (15, T, - .. Trpg1 .. 1)) =
el T;, ... Thy, . .. T;, ve son olarak da (iv) durumunda ise ¢, (eT5, T;, . .. T),) = —eT3,T;, ... T;

olsun. Bu sekilde tanimlanan ¢,doniistimii bir izomorfizmadir. Simdi sinir homomor-

i

fizmalari ile degismeli oldugu gosterilsin. Dolayisiyla

Kp(yies | B) ——= K, (Vm—1, Yma 1 Yms - -+ Vs | E)

a w1 |

Kufl(’yl---s | E) - ,ufl(’yl---mflvf)/erlusma N | E)

diyagraminin degismeli oldugu gésterilecektir. ¢, 1d,, = d,,¢,0ldugu gosterilsin. (i), (i7), (iii)

durumlan i¢in esitlik kolayca goriilebilir. Dolayisiyla (iv) durumu incelenecektir:

W
¢M*1dﬂ(eT‘i1T'iQ 200 Eu) : ¢M*1< Z (_1)p_17ipenlnz e '711'“

p=1
PENAF]
+ (D) el Ty o T Tongr - T,
“ A~
=— Y (-1, T, ... T, ... T;,
=1
p;é%\,)\—kl
+ (=) YyeTi Ty o T Ty . T,
+ (_1)>\’7m+167_;17}2 . e Tme+1 e j—;u
d;t¢“(€7}17—;’2 T T;u) - dil(_eT‘hT‘iQ s Eu)
u A~
- _ Zl (_1)p—1%en17}2 T T,
ps«g\;\ﬂ

+ (=DMl Ty o T - Ty
+ (= D)™pr€Ti Ty o T T - Ty

O

Sonug 5.2.2. {ji,...,js}t, {1,2,...,s}tkimesinin bir permitasyonu olsun. O zaman
her pigin H,K(m..s | E) = H,K(v;,..;, | E), R-modil izomorfizmas: vardur.

s > 0igin 71, ..., 7, R'nin elemanlar1 olsun. Ayrica £’ ve E, R—modiiller olsun. O

halde K(7vy..s | E') ve K(71..s | E) Koszul kompleksleri olugturulabilir. f : ' — E bir
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R-modiil homomorfizmasi olsun. O halde f ile

fu  Ku(pes | B') = Ky | E)

homomorfizmalar: olugturulabilir. Burada ¢’ € E’ olmak tizere

ful€T Ty .. Ty = f(NTL T, ... T, (5.2.1)

m

ile tanimlamir. Dolayisiyla f,, doniistimleri K, (v1..s | E') ve K, (71..s | E)) Koszul komp-
lekslerinin sinir homomorfizmalar: ile degismelidir. Bu nedenle her £/ — E homo-
morfizmasi ile Koszul kompleksler arasindaki K(v | E') — K(y | E) doéniigim elde
edilebilir. Son olarak

0ELESLE S0 (5.2.2)

R-modiillerin  bir tam dizi olsun. O zaman f ve ¢ doniigimlerinden
Ky | E') = K(y| E) ve K(y | E) = K(y | E") déniigiimleri elde edilebilir. O
halde |5.2.1] esitligi ile biitiin

0o K(y|E) X K(y|E) 2 K(v|E') =0

dizilerinin tam oldugu séylenebilir. Bu nedenle R-modiillerin [5.2.2] tam dizisinden
komplekslerin
0= K(y|E)—>KNH|E) =Ky |E)—=0 (5.2.3)

tam dizisi elde edilir.

Teorem 5.2.3. [1, Theorem 2, §8.3] vi,...7s, R halkasinan elemanlar ve
0 E — E — E" — 0, R-modillerin bir tam dizisi olsun. O zaman E',E ve E"

modiillerinin vy, . ..,7s elemanlarina gore Koszul komplekslerinin homoloji modiilleri

0— HK(y| E') = HK(y | E) > HK(y | E") = --- = H,K(y| E') = H,K(v | E)
— H,K(v|E") = H, \K(y|E') = H, \K(y|E) = H, . K(y| E") = ---
— HyK(y| E') = HyK(v | E) = HK(y | E") =0

tam dizisi ile baglidur.

Kamt. 0 - E' - E — E" — 0 tam dizisi ile tam dizisi elde edilebilir. Simdi
eger dizisinin tam homoloji dizisi ele almip H, 1 K(y | E") ve H.\K(y | E')
modiillerinin sifir modiilii oldugu da goz 6ntine alinirsa o zaman teoremin ifadesindeki
tam dizi elde edilir. O

Simdi E bir R—modiil ve 7, ..., 7s, R'nin elemanlari olsun. 1 < j < s olacak sekilde
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bir 7 tamsayis1 alinsin. Her p tamsayisi i¢in R—modiillerin bir

o) : K,y E) = Kua(y | E) (5.2.4)

homomorfizmasi tamimlanabilir. 0 < p < s degerleriiginvee € F,1 <43 < ... <14, <5
olmak tizere
o eT,T,, ... T;,) (5.2.5)

degerini belirlemek yeterlidir. Burada iki olasilik vardir:

1. j & {ir, ... i} ve
2. j € {i,... i,}dir.

O halde (1) durumunda v, {4y, ...,%,} kiimesinde j’den daha kiiciik olan tamsayilarin
sayisi olsun. O zaman
oMl T, ... Ty,) = (-1)WeT;, ... T, T;T;

T (5.2.6)

W OO u

olsun. (2) durumunda

ol Ty, ... T,

p

)=0
olsun. O halde [(£.2.4] homomorfizmalar: tanimli olur. Bu homomorfizmalarin énemini
agagidaki lemmada daha iyi anlagilacaktir.

Lemma 5.2.4. p keyfi bir tamsayr olmak dzere x,, K,(71..s | E) modilinin bir ele-

mant olsun. 0 zaman
dyiro () = vy, — 01 du(,) (5.2.7)

olur.

Kanit. > s yada p < 0iken K, (v | E) = 0 olacagindan bu durumlarda z, = 0 olur.
Dolayisiyla esitligi dogrudur. O halde 0 <y < s ve x, = €T3, T;,...T; olsun. Bura-
daki notasyonlar ifadesindeki notasyonlar ile aymdir. Ilk olarak j & {iy,ds, ..., 4, }

alinsin ve v bu kiimedeki j’den daha kiig¢iik olan elemanlarin sayisi olsun. O zaman

v N H ~
du(zy) =Y (1P ey, T, T+ Y (1) 6Ty T, T,
p=1 q=v+1

olur. Dolayisiyla

o dy(2,) = (1) S (1 e, T T T,
p=1
M
+ (=" Y (1) 'y e, Ty T, T,
q=v+1



elde edilir. Bu nedenle

YTy — u 1d r,) = (— Z %peTil...ﬁp...Tj...ﬂu+(—1)( 1)°y,eT;,..T;...T;
M A~
+(=1)" > (-1)"y,eT;,..T;..1;,..T;,
q=v+1

= <_1)Vd#+1(6T 1T Tlu+1 3 TZ,L) = d,u-l-la/(j) (‘%L)

olur. Simdi j € {iy,49,....7,,} ve j =4, olsun. O zaman

. H =N
UEL]_)ldu Z 1%1767}1...7}?...7}“)

p=1
D (=) e Ty T, T
= (—1)f Y=1)"Yy, Ty, T, T,

= YTy

elde edilir. O halde ~;z, — afﬁld# (x,) = 0 olur. Geriye sadece p = s durumu kalir. Bu

durum i¢in de son paragraftaki prosediir tekrarlanir. O]

Teorem 5.2.5. E bir R-modil, ~i,...,7vs, R halkasinin elemanlar ve
A=mR+ -+ R olsun. O zaman A ideali E modilinin v, ...,7s elemanlarina

gore Koszul komplekslerinin tim homoloji modiillerini sifirlar.

Kamt. A C (0:5 H,K(71..s | E)) oldugu gosterilecektir. Bu nedenle her 1 <14 < s i¢in

€ (0: H,K(m1..s | E)) oldugunu gostermek yeterlidir. 1 < j < s igin ; keyfi bir
eleman ve (, € H,K(71..s | £) olsun. v;¢, = 0 oldugu gosterilirse kanit tamamlanmig
olur. Simdi ¢, i¢in d,,(x,,) = 0 olacak sekilde bir z,, € K,,(11.. | E) almsm. Lemmal5.2.4]
geregince v;r, = du+10£j) (x,) olur. Buradan v;z, € Imd,; elde edilir. Dolayisiyla
v, elemanmmin K (7., | £) modiiliniin bir g-smir1 oldugu séylenebilir. Buradan
Vitu, H,K(71..s | E) modiliniin 0 elemanini temsil eder. Dolayisiyla 7;¢, = 0 olur.

Boylece kanit tamamlanir. O

Sonu¢ 5.2.6. E bir R—modil ve ~y,...,7vs, R halkasinin elemanlar: olsun. FEger
R+ -+ 7R = R ise o zaman E modilinin, v,...,7s elemanlarna gore Kos-

zul komplekslerinin tim H,K (y1..s | E) homoloji modilleri sifirdar.

Kamit. Teorem ile A =R C (0 :g HK(n.s | E)) € R dolayisiyla
R = (0 ;g HK(v1..s | E)) olur. R birimli oldugundan 1 € R dolaysiyla da
1H,K (71..s | ) = 0 olur p tamsayisi keyfi alindig1 igin sonug gosterilmis olur. H

Simdi E bir R—modiil ve s > 1 olmak iizere v1,7s,...,7s, R halkasinin elemanlar:
olsun. O halde K, (vi..s-1 | E) <k K(71..s | £) olur. Bunu gostermek i¢in asagidaki

iki durum gosterilmelidir:
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1. her pigin K,(y1.5-1 | B) < Kp(y1.s | £) dir.
2. her 1 < p < s igin i, igerim doniigiimii olmak tzere

/

dy
Ky(ns—1 | B) —= K, 1(1.5-1 | E)

dy
Kyr(1.s | )

diyagrami degigmelidir.

1) durumu aciktir. (2)’yi gostermek icin i,,_1d, = d,i,, oldugu gosterilmelidir.
p=1y wlp

ve

oldugundan (2)’yi elde edilir. Boylece K, (71...s-1 | E), K(71...s | £)nin bir alt kompleksi
olur.

Ayrica her p igin

fu W
0= Ku(yise1 | E)#Ky(ios | E)2 Ky 1(10m1 | E) = 0

dizisi tamdir. Burada f, icerim doéniigiimii ve g, de

0 iy < S
o

9u(eTy, .. T,) = ,

el .. lI;, ,i,=s

doniigtimidiir. ker g, = {21§i1<...<zp§s Ciy..iiy Liy -

i, €, € B} =1Im f, ve f, icerim

doniistimii dolayisiyla birebir, g, doniigimi de o6rten oldugu icin dizi tam olur.
Simdi



diyagramlar1 degismelidir. X,, = K,_1(71..s-1 | E) olsun. d;_l : X, — X,oq smir
homomorfizmalar1 diyagramdaki gibi olsun. O zaman X bir komplekstir. Ayrica f, ve
g, dontgiimleri K(vy..5-1 | £) = K(y1.s | E) ve K(71..5 | £) — X dontgtimlerini
verir. 0 — K (7151 | E) ERN K(yi..s | E) & X — 0 komplekslerin bir tam dizisi olur.

HM(X) = Hu—lK(’)/lms—l | E)’dlI‘

Onerme 5.2.7. E bir R— modiil ve s > 1 olmak tizere v1,...,vs, R-halkasinan ele-

manlary olsun. O zaman K(vy..s | E) Koszul komplekslerinin homoloji modiilleri

R H,u-i—lK(’Ylms—l | E) — H;H—lK(’Vlms | E) — HMK(’}/lA..S_l | E) — HMK(71~~~5—1 | E)
— H/LK(P)/].“'S | E) — Hu_lK(Vl.A.S_l | E) —

tam dizisi boyunca baghdur. Ayrica A : H,K(y1. 51 | E) = H,K(1..5-1 | E) baglanty

homomorfizmasy (—1)"vs ile carpmadan olusur.

Kanit. 0 — K(y1.5-1 | E) = K(m.s | E) - X — 0 tam dizisinden homoloji
modiillerin tam dizisi elde edilebilir. Ayrica H,K(X) = H,_1K(71..s—1 | E) oldugu
da g6z Oniine alinirsa 6nermenin ilk iddasi gosterilmig olur. Simdi A baglanti ho-
morfizmasi ele almsm. (,+1 € H,1(X) = H,K(7..5-1 | E) olsun. O zaman (41,

X,11 =K, (71..5—1 | E) modiiliniin bir eleman: ile temsil edilir. Bu eleman

Tyt+1 = Z eilz‘g...iuﬂl---ﬂ”

1<i1<...<ip<s—1

olsun. O halde x, 1, € ker d;i oldugundan dl;t(xuﬂ) = 0 olur. Buradan

# A~
Z Z<_1)p717ipeili2~--iuﬂl"'ﬂp"'ﬂ# =0
1<i1 <. <ip<s—1p=1
elde edilir.
f
0— Kyﬂ(%---sq ’ E)'Mi u+1(’71---s \ E)%Ku(’h---sq \ E) — 0

dizisi tam ve x,11 € K, (71..s-1 | E) oldugundan x,41 = ¢,+1(y,+1) olacak sekilde

Yu+1 = Z Ciy.oiiy iy - LT

1<dy ... <0 <s—1
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vardir. O halde

pt1

du+1<yu+l) = Z Z(—l)%l%peil...iuﬂl---Tip- EMTS
1<i1<...<ip<s—1p=1
H 1 =N
= Z Z(—l)p_ f}/ipeil...iuj—‘il"'T’ip"'j—‘iuTs

1<i1<..<i,<s—1p=1

+ (_1)1"/)/8 Z eil...iuﬂl---ﬂufs

1<iy <...<ip<s—1
= (_l)u'ysl‘u—&-l

= [ul(=1)"7sp11)

elde edilir. Bu nedenle A(C,11), (—1)*vs2,41 elemamnm H, K (y1, V2, ..., Vs—1 | E) bo-
lim modiiliindeki goriintiisidir. A(Cut1) = (—1)*95C,u41 dir. Boylece kamt tamamla-

nir. L]

Son olarak bir sonug daha ele alinacaktir. Boylece Koszul kompleksleri ile daha 6nce
yapilan gozlemler ile iligkilendirilecektir. (0 :g v5) = 0 (ya da denk olarak ~, sifir bolen
degil) iken K(v1..s | F) modiiliintin homoloji modiilleri ile ilgilenilecektir. K (.5 | F)
kompleksinde 75 yerine R halkasinin birim elemanim alarak K (vy..5_1,1 | E') kompleksi
olugturulsun. Bu iki kompleks ayni bilegenlere sahiptir. Her iki durumda da p. bilesen
Di<ii<..<i,<s E15 ... T;, olur.

Simdi f, : K,(v1.s | E) = Ku(y15-1, 1 | E),

vs€ly, .. Ty, (i, = 5)

JuleD;, .. T;,) = '
el;, .. T;, (1, < s)

homomorfizma olsun.~,, F iizerinde sifir bolen olmadig i¢in f,, bir monomorfizmadir.

Ayrica bu varsayim olmasa da

Kuy(71s | E) Ky(V1s-1,1 | E)

. |

Ky 1(Y1s-1,1 | E)

fu—
_1(’)/1...5 | E) ——
diyagrami degigmeli olur. Bu nedenle f,, f : K(y1..s | £) = K(71...5-1,1 | E) komp-

K

0

lekslerinin bir dontistimiini olugturur.

E = E/v,E ve her e € E i¢in €, e elemaninin E’deki goriintiisii olsun. Simdi

XH = @ Eﬂl'“ﬂu—1 = Kufl(ﬁ)/l---sfl ’ E)

1<y <oy 1 <s—1
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ve 0, : X — X1 homomorfizmasi

p—1 R
0Ty, Ty, ) = Y (1) el . T, T,
p=1
seklinde tamimlansm. O zaman --- — X, 4 5“—“) X, N X,-1 — --- kompleks

olur. K(y1..5-1 | E) = X’dir. d,_1d,, = 0 oldugu daha 6nce gosterilmigti. Dolayisiyla
d,-10,, = 0 oldugu da benzer sekilde gosterilebilir. Bunedenle H,,(X) = H,,_1 K (71..5-1 |

E) 'dir. Her p icin g, : K, (71..5-1,1 | £) = X, homomorfizmalar

gu(eTy, .. T;,) = .
el;,.. T, , , (iy=s)

olacak gekilde alinsm. O halde g, bir epimorfizmadir ve ker g, = Im f,, olur. Buradan

K(’Ylms—la 1 | E)gu XM

a |

Ky 1(yeaen, 1| B — X,

diyagrami degismelidir. Bu nedenle, g,,, g : K(71..5-1,1 | E) = X kompleksleri arasinda
bir dontigiim olugturur. Son olarak eger v, E tizerinde bir sifir bolen degil ise o zaman
0— K(71.s | E) ER K(Y1..5,1| E) & X — 0 komplekslerin bir tam dizisi olur.

Teorem 5.2.8. [1, Theorem 4, §8.4] E bir R— modil ve s > 1 igin v1,...,7s, R
halkasinin elemanlary olsun. Eger simdi s, E—iizerinde bir sifir bolen degil ise o zaman
her w i¢cin

HuK (1o | B) ~ HuK (et | B/7.E)

R-modiil izomorfizmast vardur.

Kamit. Eger 0 — K (71..5 | E) ENy e (M1.s-1, 1| E) 4y X — 0 tam dizisinden her p icin
H/H-lK (’71...5_1, 1 | E) — H(X) — HMK (’71...5 | E) — HMK (’71...5_1, 1 | E)

tam dizisi elde edilebilir. Ancak Sonug geregince H, 1K (71..5-1,1 | E) ve
H,K (11..s-1,1 | E) sifir modiilleri olur. Dolayisiyla da H,41 (X) =~ H, K (71..5 | E)

olur. Burada
HK (Y1so | B) = Hypy (X)

oldugundan istenen sonug elde edilir. O]

Tanim 5.2.9. F bir R—modiil ve ay,...,as € R olsun. O halde eger
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1. BE# (aq,...,05)E ve
2. her 1 <i<sigin oy, E/(aq,...,q;_1) E tzerinde bir sifir bolen degil ise
0 zaman «q, ..., &, elemanlaria bir F—dizisi denir.

Tanim 5.2.10. I, R halkasinin bir ideali, £ bir R—modiil ve oy, ..., as bir F-dizisi

olsun. Eger

1. her 1 <i<sic¢ina; €1 ve

2. her § € I igin ay, ..., s, 8 dizisi bir E—dizisi degil ise
0 zaman g, . .., o dizisine I ’da bir maksimal E—dizisi denir.

Onerme 5.2.11. I, R halkasinn bir ideali, E bir Noether R-modiil ve IE # E olsun.

O zaman I’daki her E—dizisi, 1’da bir maksimal E—dizisine genisletilebilir.

Kamit. aq,...,a, [’da bir E-dizisi olsun. Eger aq,...,a, dizisi I'da bir maksimal
E—dizisi ise o zaman aranilan genigleme dizinin kendisi olur. Bu nedenle ay, . . ., a dizisi
I’da bir maksimal E—dizisi olmasin. O halde E/(ay,...,as)E, R—modili iizerinde sifir
bolen olmayan bir a,.1 € I vardir. Eger a, ..., g, agyq dizisi [’da maksimal degilse
o zaman FE/(ay,...,as, as1), R—modili tzerinde sifir bolen olmayan bir ago € [
elemani vardir. Bu sekilde devam ederek I'nmin elemanlarimin, o, ..., «a; dizisi I’da bir
maksimal F—dizisi olacak sekilde, bir aq, as, ..., as, asiq, ..., a, dizisi olur. Buradan

E’nin alt modillerinin 6z olarak artan bi
()E C (a1, 0)E C ... C (aq,...,an)E C ...

dizisi elde edilir. £/, Noether oldugundan aq, ..., ag, i1, ..., Qp, ... dizisi sonlu olma-

hidir. Dolayisiyla bu dizi /'da maksimal bir dizi olur. Boylece kanit tamamlanir. O

Teorem 5.2.12. [9, Theorem 1.7] R bir Noether halka ve E sonlu tretilmis bir R—modyil
olsun. R’nin JE # E olacak sekilde bir J ideali alinsin. Ayrica vy, . ..,7s, J de bir mak-
simal E—dizisi ve L = (B4, ..., 3,) C J ideali, bir k > 0 tamsaysy icin J* C L+Anng E
olacak sekilde alinsin. O zaman q, HK(By.., | E) # 0 kosulunu saglayan en biyik
tamsayr olmak tizere s + q = n olur.

Ayrica eger J C L C Anng E ise o zaman

HyK (B | E) % (1, ) E i L) /(1,1 %0) B

olur.

Kamit. Anng FE ve L idealleri HK (..., | E) modiilint sifirladigindan bunlarin top-
lam1 da ayn1 modiilii sifirlar. Dolayisiyla J¥ C L 4+ Anng E oldugundan J* ideali de
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HK(f1.., | FE) modilini sifirlayacaktir.Bu nedenle J ’'nin her elemani, her
H,K(fi.., | E) modili i¢in bir sifir bélen olur. s lizerine tiimevarim uygulanacak-
tir. s = 0 ise J'nin her eleman1 dolayisiyla L’nin her elemani £ modiliniin bir sifir
bolenidir. Bu nedenle Teorem [L4.14] ile

HyK(Bron | E) = (0:p L) #0

olur.
Simdi s = ¢ > 0 icin hipotez dogru olsun ve s = ¢t 4 1 i¢cin dogru oldugu gosterilsin.
Iddia: s, . . ., s, J’de bir maksimal (E /v, E)-dizisidir: 8 € J olmak iizere v, .. ., s, 3,
J’de bir (E /v, E)-dizisi olsun ve 7i,...,7s,3, J'de bir E-dizisi olmasin. O halde v,
E/(v,...,7s)E’de bir sifir bolendir. Ancak

E/%E o E/%E
(-9 B/ME - (n,---,7) (BE/1E)

oldugundan celigki elde edilir. Dolayisiyla iddia dogrudur.

Bu nedenle tiimevarim hipotezi £/~ E igin dogru olur.
0EFE% E— E/mME =0
tam dizisinden
0= Hy1 K (Y1 | (B/NE)) = HK (Y10 | E) 25 HyK (Y10 | E)

tam dizisi elde edilir. 7; € J oldugundan ¥ € J* olur. Diger taraftan J* C L+Anng F,
L ve Anng K \H,K(py.., | E)’yi sifirladigindan +; de bu moduli sifirlar. Dolayistyla
v, HyK(By..n | E)'nin bir sifir bélenidir. Buradan

VW=7 HK(Biw | E) =0

olacagindan ~; ile carpma igleminin birebir olmadigi elde edilir. Bu nedenle
Hy1 K (Brom | E/ME) # 0 olur. p > ¢+ 1 i¢in H,K (B1.., | E/71E) = 0 olur. Bu
nedenle s + ¢ = t + (¢ + 1) = n elde edilir. Eger J C L + Anng E ise o zaman
21 H,K(B1.., | E) = 0 olur. Buradan

Hq+2K<51~-~n | E) - HqHK (ﬁln ’ (E/PylE)) — HqK(ﬁl-m ’ E) ll_> HqK/(ﬂl'A-n ‘ E)

tam dizisi ele almsm. Hy oK (1., | E) = 0 ve daha Once elde ettigimiz
arH,K(P1... | E) = 0 esitligi ile

Hy1 K (Bra | E/mE) = Hy K (b1 | E)
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olur. Yine s tlizerine tiimevarim yaparak

HyK(Prn | E) = Hyp1 K (Bron | E/1E)
~ (V15 9) E/nE g L)
(V2,7 B/ E
(s 7)E g L)
(Y15, 7s)E

elde edilir. O

~
~

Sonug 5.2.13. [9, Corollary 1.8] R bir Noether halka, E sonlu tretilmis bir R—modiil
olsun. R’nin bir J idealini alalitm. O zaman J deki bitin maksimal E—dizilerinin uzun-
luklary ayne olur. Eger bir K ideali J C K 4+ Anng E ve K C J olacak sekilde alinirsa

o zaman

((7177716)E ‘E K)/(Vlafyk)E% ((7;777;@)E ‘E K) /(717771;)E

elde edilir. Burada 1, . .., Y, vey, ... ,7,; dizileri J ’de herhangi iki maksimal E—dizisidir.

Kamit. R halkas1 Noether oldugundan J ideali sonlu tiretilmigtir. O halde J = (4, . .., ()
olacak sekilde 1 <4 < n icin y; € J vardir. Teorem [5.2.12{ 71, ..., 7s ve 7y, ... ,7, mak-
simal F—dizilerine uygulanacaktir. Ayrica ¢'nun, s + ¢ = n olacak sekildeki en biiyiik

tamsay1 oldugu da goz 6niine alinirsa

HK(Brn | E) = ((11,--,7)E 2 K) /(1557 E

ve

HoK (B1n | B)~ (0, 1) E 6 K) /(1,7 E
olur. Boylece istenen elde edilir. O

Ag¢iklama. E bir Noether R-modiil, R'nin bir B ideali i¢cin BE # E ve 7,...,7s,
B ideali i¢inde bir maksimal E—dizisi olsun. Bu durumda ~4,...,7, elemanlarinin
R/ Anng E igindeki dogal gortintileri 7,,...,7%,, (B + Anng F)/ Anng E iginde bir
maksimal E—dizisi olur. Dolayisiyla Sonug [5.2.13] £ modiilii Noether R—modiil olarak

alimninca da verilebilir.

Tanim 5.2.14. R bir Noether halka ve E sonlu iiretilmig bir R—modiil ve A, R’'nin bir
ideali olsun. A’ daki F—dizilerinin uzunluklarinin supremumuna E ’nin A—yan boyutu
denir ve A—codim(FE) ile gosterilir. Bu deger sonludur ya da +oo olur.

Eger AE # E ise o zaman E’nin A-yan boyutu sonludur ve A’daki biitiin maksimal

FE—dizileri aym1 uzunluga sahiptir.
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Sonug 5.2.15. R bir halka, E bir Noether R—modiil olsun. AE # E olmak tizere R nin

sonlu tretilmis bir A ideali alinsin ve s = A-codim(FE) olsun. Eger A = (71,...,%)

ise 0 zaman Hy,_sK (1., | E) # 0 ve her p >n — s i¢in H,K(y1..,, | E) =0 olur.

Sonug 5.2.16. [1, Theorem 7, §8.5] R bir halka, E bir R-modil ve s > 0 olmak
izere yi,...,%s, R— halkasinan elemanlary olsun. Ayrica her i (1 < i < s) igin v

elemanmi E/ (M E + -+ + 71 E) tzerinde sufir bolen olmasin. O zaman her u # 0 igin
H,K (71..s | E) =0 olur.

Kamit. s iizerine tiimevarim uygulanacaktir. Ilk olarak s = 0 olsun. s = 0 i¢in K(. | E)
+—=0—-—=0—E—0—0— - oldugundan her p # 0 icin K,(. | E) = 0 dolay1-

siyla da her p # 0 i¢in H,K(. | E) = 0 olur. Simdi s > 1 ve s tamsayisindan kiigiik her

deger i¢in teorem dogru olsun ve s i¢in dogru oldugu gosterilsin. O zaman her p igin

H,K (.5 | E) = H,K (725,71 | E) = H,K (72 | E/71E) oldugu soylenebilir. Fakat

eger F = E/mE ise o zaman 2 < 1 < s icin

vi E/(yoE + ... +7;_1 E) iizerinde bir sifir bolen degildir. Bu nedenle tiimevarim hipote-

zinden her p1 # 0i¢in H, K (72, ...,7s | E/mE) =0ve H, K (y1..s | E) = H,K (V2.5 | E/ME)

oldugundan da her p # 0 i¢in 0 = H, K (7.5 | E) elde edilir. O

Lemma 5.2.17. R bir halka, E bir Noether R—modil ve vy, ...vs, R'nin elemanlar:
olsun. Eger vs, R'nin Jacobson radikalinde ve HyK (V1..5-1,7s | £) = 0 ise o zaman
H,K(v1..5-1 | E) =0 olur.

Kanit. Onerme [5.2.7] geregince
HyK (Vo1 | E) = HpK(Y1so1 | E) = HyK (121,75 | B)

tam dizisi vardir. Burada ilk doéniigim (—1)Pv, ile carpma doniigiimiidir. O halde

H,K(v1..5-1,7s | £) = 0 oldugundan yukaridaki dizinin tamhg ile
HPK(’yl--Asfl ‘ E) = FysHpKle“-sfl ‘ E)
elde edilir. Sonug olarak

H,K(v1..5-1 | E) m (V)" Hpy K (Y1.5-1 | E)

yazilabilir. H,K(71..s—1 | £)’in £ modiliinin sonlu sayida dik toplaminm bir bélim
modiilii oldugu bilinmektedir. Dolayisiyla H,K (7y;..s—1 | E) bir Noether R-modiildiir.
O halde H,K(71..s | E) = 0 elde edilir. O

Teorem 5.2.18. [9, Proposition 2.8] R bir halka, E bir Noether R—modil ve m, R’ nin
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Jacobson radikali olsun. Ayrica s > 1 i¢cin mnin 7y, ..., 7vs elemanlar: alinsin. O zaman

asaqidaki durumlar denktir :
1. v1,...,7s bir E-dizisidir.
2. herp >0 i¢in HyK(y1..s | E) = 07dur.

3. HiK(v..s | E) =0 olur.

Kanat. Sonug [p.2.16]ile (1) = (2) ve (2) = (3) saglamr. Dolayisiyla geriye (3) = (1)
oldugunu gostermek kahr Bunun icin s tzerine tiimevarim uygulanacaktir. s = 1
olsun. Bu durumda kabulden H;K(vy; | £) = 0 olur. Ayrica H1K (v, | E) = (0 :g 1)

oldugundan (0 :g ;) = 0 olur. Bu ise 7;’in E’de bir sifir bolen olmadigini ve dolayisiyla
E—dizisi oldugunu soyler. Simdi s > 1 ve s — 1 eleman igeren durumlarda hipotez dogru
olsun. Lemma HiK(7..s | F) modiline uygulanarak her ¢ = 1,2,...,s igin
H, K (... | E) modillerinin sifir oldugu elde edilir. Daha agik olarak Hy K (v, | E) =0
iken 7y, E iizerinde bir sifir bélen degildir. O zaman E = E /v, E olmak iizere, Sonug

(.22 ve Teorem [5.2.8] ile
HiK(y..s | E) ~ HiK (25,71 | E) = HiK(72..5 | E)

izomorfizmalar vardir. Bu nedenle H, K (7..; | E) = 0 ve buradan tiimevarim hipotezi
ile 2 < i < sigin y'ler E/(79FE + -+ + 7v;,_1F) tizerinde sifir bolen olmaz. Ayrica
E/(wE+- -+ 1FE)~ E/(1E+7E+--+7_1F) oldugundan 74, . .., 7, dizisinin
bir £-dizisi oldugu elde edilir. O

Sonug¢ 5.2.19. R bir halka ve E bir Noether R-modil olsun. Eger ~i,...,vs bir
E~dizisi ve w, {1,...,s}’in herhangi bir permitasyonu ise 0 zaman Yz, ..., Vx(s) de
bir E—dizisidir.

Sonug geregince HyK (v1..s | E) = HyK(Yz().x(s) | E) izomorfizmasi vardar.
Dolayswyla Onerme ile Yr(1), - - Va(s) Min bir E—dizisi oldugu elde edilir.

5.3 Koszul Komplekslerin Cokkatliik Teorisi Ile
Baglantisi

Koszul kompleksler eg(71,...,7s | ) ¢okkathlik sembolii igin yeni bir tanim vermede

kullanilabilir. Ancak bunun i¢in 6nce bazi lemma ve 6nteoremler ele alinmalhidir.

Lemma 5.3.1. E bir Noether R—modil ve vy,...,7s, E tzerinde bir cokkatly sistem

olsun. O zaman her H,K(v1..s | E), R-modilii sonlu uzunluga sahiptir.
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Kanit. Her p icin K, (7..s | £) modiilii sonlu sayida E’nin diktoplamidir. Bu yiiz-
den Noetherdir ve ~,...,7s bir cokkath sistem olarak almabilir. H,K(v..s | E),
K, (71.s | F) modiiliiniin bir bliim modiilii oldugundan Onerme geregince vy, ..., Ys
H,K(v..s | E) iizerinde bir ¢okkatl sistem olur. Ancak Teorem illeher1 <:<s
icin v;, H,K(71..s | £) modiliint sifirlar. Dolayisiyla

R < 00
NH K (V1sip) + o+ v H K (s | B)

olur. Buradan lgr(H,K(71..s | E)) < oo elde edilir. Béylece kanit tamamlanir O

E bir Noether R—modiil ve (s > 0) olmak tizere 7,...,7s, £ tzerinde bir ¢ok-
katlh sistem olsun. Lemma geregince her H, K (7;..s | E) homoloji modili sonlu

uzunluga sahiptir. Bu yiizden

XR(O, 3% | B) = D (=DM p{HuK (1.5 | E)}
"
yazilabilir. Aslinda > s ya da p < 0 iken toplam sifir olacagi i¢in yukaridaki toplam

sonludur.

Xr(Ys - %s | E) = er(, - 76 | B)

oldugu gosterilebilir. s = 0 i¢in xg(. | £) = [gr(F) = eg(. | £) oldugundan bu durumda
yukaridaki esitlik saglanir. Simdi s—iizerine tiimevarim uygulanarak genel sonug¢ ka-
nitlanacaktir. Ancak éncesinde terminoloji ile ilgili bazi bilgiler verilsin. (X, d), biitiin
bilesen modiilleri sonlu uzunluga sahip ve en fazla sonlu tanesi sifirdan farkli olan,
R-modiillerin bir kompleksi olsun. O zaman Y, (—1)"Iz(X},) iyi tamimhdir ve buna X
‘in Buler-Poincare karakteristigi denir. Koszul kompleks durumunda H, K (7.5 | E)
homoloji modiilleri diginda sinir homomorfizmalar1 0 dontigimi olan komplekse
K (71..s | ) modiiliniin homoloji kompleksi denir.

Simdi eg(7,...,7s | E) ¢okkathlik semboliiniin K (7;..s | £) modiilintin homoloji
kompleksinin Fuler-Poincare karakteristigine esit oldugu gosterilsin. Bunu igin 6nce iki

lemma kanmitlanmalidar.

Lemma 5.3.2. 0 - E' — E — E" — 0 Noether R-modiillerin bir tam dizisi ve

Yiy- -5 Ys, dizinin her terimi i¢in bir cokkatl sistem olsun. O zaman

Xe(, % | E) = xa(y, -9 | B+ Xe(s -7 | EY)

olur.
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Kamit. Lemma B5.3.1]ile

0— HK(v|E)— HK(y|E) = HK(~|E") = -
— H,K(y|E)— H,K(y|E)— HK(y|E)— H,_K(y|E
— H, \K(y|E) = H,K(y|E') = - = H)K(y | E') = HoK(v | E) = H)K(y| E") = 0

tam dizisindeki tiim modiillerin sonlu uzunluga sahip oldugu séylenebilir. Bu diziye

Teorem [1.1.17| uygulanirsa

X5 5% | B) = xe(, -7 | B+ X1y | EY)

elde edilir. O

Lemma 5.3.3. E bir Noether R— modil ve 7y, ...,7s, E tizerinde bir cokkatly sistem
olsun. Eger m > 0 iken y"E = 0 ise o zaman xg(71,.-.,7s | £) =0 olur.

Kamit. vy,...,79s—1,7s, & lizerinde bir ¢okkatl sistem oldugundan vy, ..., vs—1, 75" dizisi
de bir ¢okkath sistemdir. Fakat +I", £ modiilini sifirladig1 icin ~q, ..., v, dizisi £
iizerinde ¢okkath sistem olur. Buradan Lemma [5.3.1] geregince H,K(v1...-1 | E) ve
H,K(y1..s | E) modilleri sonlu uzunluga sahiptir. Bu ytizden Teorem

e — Hy—l—lK(’Ylms—l ‘ E) — H,u—l—lK(fVlms | E) — H;LK(’Ylms—l | E) — H#K(’}/l...s_l | E)
— H,u,K(’Ylms | E) — Hu_lK(’yl...s_l | E) — H,u,—lK('Ylms—l | E) — e

tam dizisine uygulanirsa

olur. Ayrica
Xr(y -7 | B) = D (=D lr(H K (715 | E))

I

oldugundan xg(v1,...,7s | £) = 0 elde edilir O

Bu kisimda ele alinan lemmalar sonuglar kisminda kullanilacaktir.
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Bolum 6

SONUCLAR

Teorem 6.0.1. [1, Theorem 5, §8.4] E bir Noether R—modil ve i, ...,7s, E tzerinde

bir cokkatly sistem olsun. O zaman

er(1, 5% | B) = Xe(, -7 | B)

olur.

Kamit. s—izerine tiimevarim uygulanacaktir. s = 0 durumunda
er(- | B) = lr(E) = xr(. | E)

oldugundan bu durumda teorem dogrudur. Bu yiizden s > 0 olsun ve teorem s — 1
elemanli gokkath sistemler igin dogru olsun. F' = E/(0 :g v) ve m tamsayist da s,
F tizerinde bir sifir bolen olmayacak gekilde yeterince biiyiik alinsin. Lemma [3.2.10] ile

boyle bir se¢im yapilabilecegi soylenebilir. O zaman Lemma [5.3.2
0= 0:g1") > E—-F—0
tam dizisine uygulanirsa

Xe(Vs -7 | E) = xr(1s -7 | (0:897) + xr(ns -7 | F)

elde edilir.

[ddia: xgr(v1,--»7s | E) = xr(11,---,7 | F)'dir: v7.(0 :g ¥™) = 0 oldugundan
Xr(M1s-7s | (0 :g 4)) = 0 elde edilir. vs, F iizerinde bir sifir bolen olmadig: igin
H,K(v..s) & H,K (71..5-1 | F'/7sF), R—modiil izomorfizmas: vardir. Buradan

Xe(1s ¥ | F) = xr (1,5 7s—1 | F/7F)
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olur. Buradan

XR(V1s Y | E) = Xr (V15 Yem1 | F/F)

esitligi elde edilir. Diger taraftan eg (v1,...,7s-1 | F/7sF) = er(y1,...,7s | F') olur. O
halde

eR(’yla"wﬁ)/s ‘ F) :6R(717'-'7’7571 | F/VSF) _eR(Vla"wP)/sfl | (O ‘E ’ys))

ve 75(0 :p vs) = 0 oldugundan eg(y1,...,7s-1 | (0 :r 7s)) = 0 olur. Dolayisiyla

er(V1,-- Vs | F) =er (1, Ys1 | F/7F)

olur. Ayrica 0 — (0:5 ™) - E — E/(0 :g %) — 0 tam dizisinden

er(V1, % | E) =er (1,79 | E/(0:59")) +er(y1,- -9 | (0:877"))

yazilabilir. Buradan 4(0 :g 77*) = 0 oldugundan eg(v1,...,7s | (0 :g 7)) = 0 elde
edilir. Dolayisiyla

eR(’Yl?"'vﬁys|E):€R<717"'a75|F)

olur. Son olarak timevarim kabili ile

er (V15 Ys=1 | F/vsF) = xr (1, -+ - Ys—1 | F/7sF)

oldugu sdylenebilir. Dolayisiyla eg(y1,...,7s | E) = xr(71,---,7s | E) olur. O

R bir Noether halka ve E bir sonlu tiretilmis R—modiil olsun. v4, ..., s, E tizerinde
bir gokkath sistem olmak tizere I = (7, ...,7s) ise 0 zaman her n i¢in [g(E/I"E) < oo
olacagindan H Sy ;(n) fonksiyonu yeterince biiyiik n degerleri igin derecesi en fazla s
olan n’ye bagh bir polinoma esittir. Asagidaki teorem sayesinde H Sy, r(n) polinomunun
e%f terimi i¢in er(7y1,...,7s | £) = € oldugu goriilebilir. Teoremin kanit1 spektral

dizilerin kullanimimi gerektirdiginden tezde kanit1 verilmeden ifade edilecektir.

Teorem 6.0.2. [J, Theorem 3.6] R bir Noether halka ve E bir sonlu dretilmis R-modyiil
olsun. v1,...,7s, E tzerinde bir ¢cokkatl sistem olmak tizere I = (y1,...,7s) olsun. O
zaman yeterince biyik n degerleri i¢in elde edilen HSy; 1(n) polinomunun €% terimi
¢

er(V1, % | B) = xr(v1,-. .7 | E) =€

olur.

Sonug 6.0.3. [9, Teorem 4.1] R bir yar: yerel halka, E bir sonlu tretilmis R—modil

ve R = R/ Ann(E) olsun. Ayrica dim E = d oldugu kabul edilsin. Eder 7y, ..., %4, R
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halkasinan bir parametreler sistemi olmak tizere I = (y1,...,7a) ise o zaman

eR(/Vl;--‘,'Yd | E) :XR(717"'77d | E) :€<I,E)

olur.

Kanit. %4, ...,7%, R halkasinin bir parametreler sistemi oldugundan dim E = d olur.
Kolayca goriilebilir ki vy, . .., 74, E iizerinde bir ¢okkath sistemdir. I = (/+Ann E)/ Ann E
olsun. Buna gére her n i¢in lp(E/I"'E) = I5(E/T"'E) olacagmdan HSp(n) =
HSp7(n) olur. Burada, esitligin sol tarafindaki Hilbert-Samuel fonksiyonu E'nin R-modiil
yapisina gore tanimlanmaktadir. Dolayisiyla HS Ej(n), yeterince biiytiik n degerleri i¢in
derecesi d olan bir polinomdur. Bu polinomun en yiiksek dereceli terimi e%? seklindedir.

Buna gore tanimdan € = ¢(/, E) elde edilir. Ote yandan

er(ys- - | B) = e 7a | B)

ve Xe(v1,---57 | E) = xg(F1,s .-+, 7q | £) olacagindan yukaridaki teoremden dolay:

istenilen elde edilir. O

Sonug 6.0.4. R bir yar: yerel halka ve dim R = d olsun. Eger vy, ...,vq4, R halkasinn

bir parametreler sistemi olmak tzere I = (7y1,...,7q) ise 0 zaman

er(1,- -7 | B) = Xr(n, - 7a | R) = e(l, R)

olur.
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