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Tez Danışmanı: Doç. Dr. Bülent SARAÇ

Mart 2017, 146 sayfa

Tez çalışmamız, Cebir ve Geometri alanlarında önemli bir yere sahip Kademeli
Halka ve Kademeli Modül kavramları ve bunlar ile ilgili ortaya atılmış bazı düşün-
celer üzerindeki araştırmalarımızı kapsamaktadır. Bir kademeli modül ile ilişkilendiri-
len önemli bir değişmez (invaryant) homojen bileşenlerin büyüklüğünü ölçen “Hilbert
Fonksiyonu” olarak karşımıza çıkmaktadır. Tezimizde ayrıca Hilbert fonksiyonlarından
okunan çokkatlılık kavramı da çeşitli yön ve boyutlarıyla ele alınmıştır.

Tez çalışmamız beş bölümden oluşmaktadır. Giriş kısmında diğer bölümlerde kul-
lanılan Halka ve Modül Teorisi’nin temel kavramlarına ve teoremlerine yer verilmiştir.

İkinci bölümde kademeli halka ve modüller tanıtılarak homojen eleman ve ideal
kavramları açıklanmıştır. Daha sonraki bölümlerde kullanılacak olan özel kademeli
halkalar ve modüller ele alınmıştır. Kademeli bir modülün bir homojen ayrışabilir alt
modülünün, bütün bileşenleri homojen olan asıl ayrışıma sahip olup olmadığı sorusu
incelenmiştir.

Üçüncü bölümde çokkatlı sistemler ele alınarak, D. J. Wright tarafından ortaya
atılan “genel çokkatlılık sembolü” tanıtılmış ve özellikleri incelenmiştir. C. Lech tara-
fından verilen, çokkatlılık sembolü için limit formülü elde edilmiştir.

Dördüncü bölümde x1, . . . , xs, 1–dereceli homojen elemanlar olmak üzere
R = R0[x1, . . . , xs] kademeli halkası üzerinde tanımlanan Hilbert ve Hilbert-Samuel
fonksiyonları incelenmiştir. Ayrıca Hilbert fonksiyonları üzerinde verilen sonuçların bir
uygulaması olarak P. Samuel’in çokkatlılık sembolü için verdiği bir diğer limit formülü
elde edilmiştir. Ek olarak, Hilbert fonksiyonlarının Cebirsel Geometri’de çeşitlemlerin
boyutlarını belirlemede nasıl kullanıldığı üzerinde durulmuştur.
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Son bölümde ise çokkatlılık kavramını homolojik açıdan ele almamızı sağlayan
Koszul kompleksler ve özellikleri incelenmiştir. Bu bölümün en önemli sonucu olarak,
Koszul kompleksleri yardımıyla tanımlanan Euler-Poincaré karakteristiğini kullanarak
daha önce farklı biçimlerde tanımlanan çokkatlılık sembolleri arasındaki ilişki verilmiş-
tir.

Anahtar Kelimeler: Kademeli halka, kademeli modül, çokkatlılık sembolü, çok-
katlı sistem, Hilbert fonksiyonu, Hilbert-Samuel fonksiyonu, Koszul kompleksi, Euler-
Poincaré karakteristiği.
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ABSTRACT

GRADED RINGS, MODULES AND MULTIPLICITY

Damla ACAR

Master of Science, Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Bülent SARAÇ

March 2017, 146 pages

This thesis is based on a research over graded rings and graded modules as well as
some related ideas which are of particular importance especially to the areas Algebra
and Geometry. An important concept related to graded modules, so-called Hilbert
functions, occurs as an invariant which measures size of homogeneous components.
In this thesis we study the concept of multiplicity, which can be read from Hilbert
functions, in many aspects.

This thesis consists of five chapters. In the introductory chapter we give some
important notions and results on commutative rings and their modules which will be
used in the sequel.

In the second chapter, we introduce the notions of graded rings and graded modules.
We also give some particular graded rings which will be used later in other chapters.
Finally we deal with the question as to whether a homogeneous decomposable submo-
dule of a graded module has a primary decomposition in which every primary term is
homogeneous.

In the third chapter, by considering multiplicity systems, we give an account of a
theory for “general multiplicity symbols” initiated by D. J. Wright. Also, we obtain a
limit formula given for multiplicty symbol by C. Lech.

In the fourth chapter, we study Hilbert and Hilbert-Samuel functions over a graded
ring R0[x1, . . . , xs], where x1, . . . , xs are homogeneous elements of degree 1. Then, as an
application of Hilbert functions theory, we give another limit formula for multiplicity
symbol which is proved by P. Samuel. Moreover, we demonstrate how Hilbert-Samuel
functions are used in Algebraic Geometry to determine the dimension of an affine
variety.
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In the last chapter, we give some properties of Koszul complexes which provide us
with homological methods for studying multiplicities. As one of the main results of
this chapter, we establish a connection between two multiplicity symbols using Euler-
Poincaré characteristics which are defined with the help of Koszul complexes.

Keywords: Graded ring, graded module, multiplicity symbol, multiplicity system,
Hilbert function, Hilbert-Samuel function, Koszul complex, Euler-Poincaré characte-
ristic.
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SİMGELER VE KISALTMALAR

N negatif olmayan tamsayılar
⊂ veya $ kesin olarak kapsama
≤ alt modül
� öz alt modül
⊕ dik toplam
≈ izomorfizma
lR(M) M R–modülünün uzunluğu
Jac(R) R’nin Jacobson radikali
Rad I veya

√
I I idealinin radikali

ker f f homomorfizmasının çekideği
Im f f homomorfizmasının görüntüsü
MP M ’nin P asal idealindeki yerelleştirmesi
Ke K alt modülünün yerelleştirme içindeki

genişlemesi
W c W alt modülünün çekilmesi
Ass(M) M ’nin ilgili asal ideallerinin kümesi
AnnR(M) veya (0 :R M) M ’nin R halkasındaki sıfırlayanı
χR doğal dönüşüm
Supp(M) M ’nin destek kümesi
dim(P ) P asal idealinin boyutu
Rank(P ) P asal idealinin rankı
der(x) x elemanının derecesi
eR(γ1, . . . , γs | E) veya eR(γ1···s | E) E modülünün γ1, . . . , γs ile belirli çokkatlısı
HM(n) M ’nin Hilbert fonksiyonu
HSM(n) M ’nin Hilbert-Samuel fonksiyonu
HPM(n) M ’nin Hilbert polinomu
HSPM(n) M ’nin Hilbert-Samuel polinomu
∆ bağlantı homomorfizması(
s
µ

)
binom katsayısı

V (f1, . . . , fs) f1, . . . , fs ile tanımlı afin çeşitlem
BK(f) f ’nin başkatsayısı
BM(f) f ’nin baş monomu
BT (I) I’nın başterimleri kümesi
K(γ1···s | E) E’nin γ1, . . . , γs’e göre Koszul kompleksi
HµK(γ1···s | E) µ. homoloji modülü
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Bölüm 1

GİRİŞ

Tez çalışmamızda halka, ideal, bölüm halkası, halka homomorfizması, modül, alt mo-
dül, bölüm modülü, modül homomorfizması gibi Halka ve Modül Kuramının bazı temel
kavram ve sonuçlarının okuyucu tarafından bilindiği varsayılmıştır. Daha genel kabul-
ler altında doğru olduğu bilinen bir takım sonuçlara da yer verilmiş olmasına rağmen,
tez çalışmamız boyunca ele alacağımız halkalar, aksi belirtilmedikçe, birimli ve değiş-
meli, modüller ise üniter olacaktır. Ayrıca halka elemanlarının modül elemanları üzerine
etkisi soldan çarpma biçiminde gösterilecektir. Genel olarak bir halka R şeklinde göste-
rilecektir. Dolayısıyla tez çalışmamız boyunca R ile, birimli ve değişmeli olan herhangi
bir halka ifade edilecek, R üzerindeki modüller ile de, sol R–modüller kastedilecektir.
Ayrıca alt modül olma durumu ≤ ile gösterilecektir.

Bu kısım içerisinde tez çalışmamızın asıl konularını ele alırken kullanacağımız bazı
temel tanım ve sonuçlara yer verilmiştir. Bu kısım içinde yer alan sonuçlara yüksek
lisans düzeyinde yazılmış pek çok Değişmeli Cebir kitabında rastlanabilir. Buradaki
sonuçlar ile ilgili daha detaylı bilgi sahibi olmak için [1] veya [2] nolu referanslar ile
verilen kitaplara başvurulabilir.

1.1 Bir Modülün Uzunluğu ve Zincir Koşulları

Tanım 1.1.1. M bir R–modül ve K, M modülünün bir alt modülü olsun. O halde
E0, E1, . . . , Es, M ’nin birer alt modülü olmak üzere

M = E0 ⊇ E1 ⊇ E2 ⊇ . . . ⊇ Es = K (1.1.1)

azalan dizisine, M modülünden K alt modülüne alt modüllerin bir zinciri denir. Ayrıca
1 ≤ i ≤ s için Ci = Ei−1/Ei olmak üzere Ci bölüm modüllerine zincirin faktörleri
denir.
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Şimdi M modülünden K alt modülüne 1.1.1 dizisinden farklı bir

M = F0 ⊇ F1 ⊇ F2 ⊇ . . . ⊇ Ft = K (1.1.2)

alt modüller zinciri alınsın. O halde eğer s ≤ t ve 0 ≤ ν ≤ s için Fjν = Eν olacak
şekilde 0 ≤ j0 < j1 < . . . < js ≤ t tamsayıları var ise o zaman 1.1.2 dizisine 1.1.1
dizisinin bir incelmesi denir.

Ayrıca eğer s = t ve ν = 1, 2, . . . , s için Γρν ’ler 1.1.2 dizisinin faktörleri olmak üzere
Cν ≈ Γρν olacak şekilde {1, 2, . . . , s} kümesi yeniden {ρ1, . . . , ρs} şeklinde düzenlene-
bilirse o zaman 1.1.1 ve 1.1.2 alt modül zincirleri denktir denir.

Tanım 1.1.2. C sıfırdan farklı bir R–modül olsun. Eğer C’nin tek öz alt modülü sıfır
alt modülü ise o zaman C modülüne bir basit modül denir.

Tanım 1.1.3. M bir R–modül ve K, M ′nin bir alt modülü olsun. O zaman M mo-
dülünden K alt modülüne bir kompozisyon serisi Ei−1/Ei faktörleri basit olmak üzere

M = E0 ⊃ E1 ⊃ E2 ⊃ . . . ⊃ Es = K

alt modüller zinciridir.

Teorem 1.1.4. M bir R–modül ve K, M ′nin bir alt modülü olsun. M modülünden K
alt modülüne en az bir kompozisyon serisinin olduğu varsayılsın. O zaman öz olarak
azalan her

M = F0 ⊃ F1 ⊃ F2 ⊃ . . . ⊃ Ft = K

zinciri bir kompozisyon serisine inceltilebilir. Ayrıca M modülünden K alt modülüne
olan iki kompozisyon serisi denktir.

Şimdi E keyfi bir R–modül olsun. 0 ile E modülünün sıfır alt modülü gösterilmek
üzere lR(E) sembolü aşağıdaki gibi tanımlansın:

1. E 6= 0 ve E modülünden 0 alt modülüne bir kompozisyon serisi yok ise o zaman
lR(E) =∞,

2. E 6= 0 ve E = E0 ⊃ E1 ⊃ . . . ⊃ Es = 0 olacak şekilde bir kompozisyon serisi var
ise o zaman lR(E) = s,

3. E = 0 ise o zaman lR(E) = 0 olsun.

Tanım 1.1.5. E bir R–modül olmak üzere yukarıdaki gibi tanımlanan lR(E) değerine
E ′nin uzunluğu denir.

Teorem 1.1.6. M bir R–modül olmak üzere K ⊆ N , M modülünün alt modülleri
olsun. O zaman

lR (M/K) = lR (M/N) + lR (N/K)
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olur.

Tanım 1.1.7. M bir R–modül olsun. Eğer M modülünün alt modüllerinin boştan
farklı her ailesi kapsama bağıntısına göre bir maksimal elemana sahip ise o zaman M
modülü alt modüller için maksimal koşulunu sağlar denir.

Tanım 1.1.8. M bir R–modül ve K1 $ K2 $ . . . $ Km $ . . . alt modüllerin öz
olarak artan bir sonsuz dizisi olsun. Eğer her m ≥ µ için Km = Kµ olacak şekilde bir
µ tamsayısı var ise o zaman M modülü alt modüller için artan zincir koşulunu sağlar
denir.

Önerme 1.1.9. Eğer M bir R–modül ise o zaman aşağıdakiler denktir:

1. M modülü alt modüller için maksimal koşulunu sağlar.

2. M modülü alt modüller için artan zincir koşulunu sağlar.

3. M modülünün her alt modülü sonlu üretilmiştir.

Tanım 1.1.10. M bir R–modül olsun. Eğer M yukarıdaki önermede verilen denk
koşullardan birini sağlıyorsa M ′ye bir Noether modül denir.

Eğer R halkası kendisi üzerindeki modül yapısına göre bir Noether modül ise o
zaman R′ye bir Noether halka denir.

Tanım 1.1.11. M bir R–modül olsun. M modülünün alt modüllerinin boştan farklı
her ailesi kapsama bağıntısına göre bir minimal elemana sahip ise o zaman M modülü
alt modüller için minimal koşulunu sağlar denir.

Tanım 1.1.12. M bir R–modül ve K1 % K2 % . . . % Km % . . . alt modüllerin öz
olarak azalan bir sonsuz dizisi olsun. Eğer her m ≥ µ iken Km = Kµ olacak şekilde bir
µ tamsayısı var ise o zaman M modülü alt modüller için azalan zincir koşulunu sağlar
denir.

Önerme 1.1.13. Eğer M bir R–modül ise o zaman aşağıdakiler denktir:

1. M modülü alt modüller için minimal koşulunu sağlar.

2. M modülü alt modüller için azalan zincir koşulunu sağlar.

Tanım 1.1.14. M bir R–modül olsun. Eğer M yukarıdaki önermede verilen denk
koşullardan birini sağlıyorsa M ′ye bir Artin modül denir.

Eğer R halkası kendisi üzerindeki modül yapısına göre bir Artin modül ise o zaman
R′ye bir Artin halka denir.
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Tanım 1.1.15. M , N , P birer R–modül ve φ : M → N , ψ : N → P , R–modül
homomorfizmaları olsun. Eğer

M
φ−→ N

ψ−→ P (1.1.3)

dizisi için kerψ = Imφ oluyor ise o zaman 1.1.3 dizisine bir tam dizi denir.
Ayrıca tanım üçten daha fazla terim içeren dizilere genişletilebilir.

. . .→Mn+2 →Mn+1 →Mn →Mn−1 → . . . (1.1.4)

R–modüllerin bir dizisi olsun. Eğer 1.1.4 dizisinin ardışık üç teriminden oluşan her

Mn+1 →Mn →Mn−1

üçlüsü tam ise o zaman 1.1.4 dizisine tamdır denir.

Örnek 1.1.16. K, M modülünün bir alt modülü ise K i−→ M
π−→ M/K dizisi bir tam

dizi olur. Burada i ve π sırasıyla içerim dönüşümü ve doğal dönüşümdür.

Teorem 1.1.17. Her terimi sonlu uzunluklu R–modül olan 0 → Es → Es−1 → · · · →
E0 → 0 tam dizisi alınsın. O zaman

s∑
µ=0

(−1)µ lR (Eµ) = 0

olur.

Tanım 1.1.18. M bir R–modül olsun. O halde αM = 0 olacak şekilde R halkasının
tüm α elemanlarının kümesine M modülünün R içindeki sıfırlayanı denir ve AnnR(M)
veya (0 :R M) şeklinde gösterilir.

Önerme 1.1.19. M bir R–modül ve I = AnnRM olmak üzere I ⊆ A olacak şekilde
bir A ideali alınsın. Ayrıca

φ : R→ R/A

doğal dönüşüm olsun. O zaman M modülü bir (R/A)–modül yapısına sahiptir. Bu yapı
r ∈ R ve x ∈M olmak üzere rx = φ(r)x şeklinde tanımlanan çarpma işlemi ile verilir.
Son olarak M bir (R/A)–modül olarak göz önüne alınırsa φ(I) = I/A, M modülünün
R/A içindeki sıfırlayanı olur.

Sonuç 1.1.20. M bir R–modül, I = AnnRM ve N ,M modülünün bir alt kümesi olsun.
Ayrıca I ⊆ A olacak şekilde bir A ideali alınsın. O zaman M bir R–modül olarak göz
önüne alındığında N kümesi, M modülünün bir alt modülüdür ancak ve ancak M bir
(R/A)–modül olarak göz önüne alındığında N kümesi M modülünün bir alt modülüdür.

Sonuç 1.1.21. M bir R–modül, I = AnnRM olsun. I ⊆ A olacak şekilde bir A ideali
alınsın. O zaman lR (M) = lR/A (M) olur.

4



Tanım 1.1.22. R bir halka ve M bir R–modül olsun. Eğer R’nin bir P asal ideali,
bir m ∈ M için P = (0 :R m) olacak şekilde varsa o zaman P ’ye M ’nin bir ilgili asal
ideali denir. M ’nin ilgili asal ideallerinin kümesi Ass(M) ile gösterilir.

Lemma 1.1.23 (Zorn Lemma). Boştan farklı kısmi sıralı bir küme içindeki her zincirin
o küme içinde bir üst sınırı varsa, bu kısmi sıralı kümenin bir maksimal elemanı vardır.

Önerme 1.1.24. P1, P2, . . . , Pn idealleri R halkasının asal idealleri olsun. A ideali bu
ideallerin hiçbirinde tamamen kapsanmasın. O zaman A ideali hiçbir Pi idealine ait
olmayan bir α elemanı içerir.

Tanım 1.1.25. A, R halkasının bir ideali ve α, R’nin bir elemanı olsun. O halde bir
m pozitif tamsayısı için αm ∈ A olacak şekildeki α ∈ R elemanlarının kümesine A
idealinin R halkası içindeki radikali denir ve RadA ya da

√
A ile gösterilir.

Özellikler.

1. A, R halkasının bir ideali olmak üzere A ⊆ RadA .

2. A, B, R’nin iki ideali ve A ⊆ B ise o zaman RadA ⊆ RadB .

3. A, R’nin bir ideali olmak üzere Rad (RadA) = RadA .

Önerme 1.1.26. A1, . . . , Am, R halkasının idealleri olsun. O zaman

Rad (A1A2 . . . Am) = Rad (A1 ∩ . . . ∩ Am)

= RadA1 ∩ . . . ∩ RadAm

olur.

Önerme 1.1.27. A bir ideal olsun. RadA idealinde kapsanan sonlu üretilmiş bir B
ideali alınsın. O zaman Bm ⊆ A olacak şekilde pozitif bir m tamsayısı vardır.

Tanım 1.1.28. R ⊆ R′ olmak üzere R ve R′ iki halka olsun. Eğer R → R′ içerim
dönüşümü bir halka homomorfizması ise o zaman R halkasına R′ halkasının bir alt
halkası denir. Ayrıca R′ halkasına R’nin bir genişlemesi denir. Şimdi α ∈ R′ olsun. O
zaman uygun a1, a2, . . . , an ∈ R ve n ≥ 1 için

αn + a1α
n−1 + a2α

n−2 + · · ·+ an = 0

ise α elemanına R halkası üzerinde bir integral eleman denir. Ayrıca eğer R′ halkasının
her elemanı R halkası üzerinde integral ise o zaman R′ halkasına R halkasının bir
integral genişlemesi denir.

Önerme 1.1.29. R′, R halkasının bir integral genişlemesi, A′ bir R′–ideal ve P ′ bir
asal R′–ideal olsun. Eğer P ′ ⊆ A′ ve P ′ ∩R = A′ ∩R ise o zaman A′ = P ′ olur.
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Tanım 1.1.30. R′, R halkasının bir genişlemesi olsun. A′, R′ halkasının bir ideali
olmak üzere R halkasının A′ ∩ R idealine A′ idealinin R halkasındaki çekilmesi denir
ve A′c ile gösterilir.

Tanım 1.1.31. R′, R halkasının bir genişlemesi olsun. A, R halkasının bir ideali olmak
üzere A idealinin R′ halkasında ürettiği ideale A idealinin genişlemesi denir ve AR′ ya
da R′A şeklinde gösterilir.

Teorem 1.1.32. R′, R halkasının integral genişlemesi ve P ′, R′ halkasının bir asal
ideali olsun. P ′ idealinin R halkasındaki P = P ′ ∩ R çekilmesi alınsın. O zaman P ′,
R′ halkasının bir maksimal idealidir ancak ve ancak P , R halkasının bir maksimal
idealidir.

E bir R–modül, K ≤ E ve U ⊆ E olsun.

(K :R U) = {r ∈ R : her u ∈ U için ru ∈ K} = {r ∈ R : rU ⊆ K}

kümesi tanımlansın. Buna göre (K :R U) R′nin bir ideali olur. Özel olarak U = {u}
ise (K :R U) ideali için (K :R {u}) yerine (K :R u) yazılabilir. Dikkat edilirse K = 0
alındığında o zaman (0 :R U) daha önce tanımlanan sıfırlayan ile aynı ideal olacaktır.

Şimdi G ⊆ R ve K ≤ E olmak üzere

(K :E G) = {e ∈ E : her g ∈ G için ge ∈ K} = {e ∈ E : Ge ⊆ K}

kümesi tanımlanırsa (K :E G), E ′nin bir alt modülüdür. Eğer G = {γ} ise (K :E G)
alt modülü için (K :E {γ}) yerine (K :E γ) yazılabilir.
{Ki}i∈I ailesi E modülünün alt modüllerinin bir ailesi olsun. {Aj}j∈J ile R hal-

kasının ideallerinin bir ailesi gösterilsin. G ⊆ R olsun. Ayrıca A ve B kümeleri R
halkasının idealleri, K ve N kümeleri E modülünün alt modülleri olsun. Buna göre
aşağıdaki özellikler verilebilir.

Özellikler.

1. (K :R U) = (K :R RU) ve (K :E G) = (K :E RG) olur. Özel olarak her u ∈ U
için (K :R u) = (K :R Ru) ve her γ ∈ R için (K :E γ) = (K :E (γ)) elde edilir.

2. ((∩i∈IKi) : U) = ∩i∈I (Ki : U)ve ((∩i∈IKi) :E G) = ∩i∈I (Ki :E G).

3. (K : (∑i∈I Ki)) = ∩i∈I (K : Ki) ve
(
K :E

(∑
j∈J Aj

))
= ∩j∈J (K :E Aj).

4. ((N : K) : A) = (N : AK) = ((N :E A) : K).
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5. ((N :E A) :E B) = (N :E AB) = ((N :E B) :E A).

6. γE ∩K = γ(K :E γ)

7. L, E ′nin K’ yı içeren bir alt modülü ise (L :E γ)/K =
(
(L/K) :E/K γ

)
olur. Özel

olarak L = K alınırsa (K :E γ)/K = (0 :E/K γ) elde edilir.

Önerme 1.1.33. E, n tane eleman ile üretilen bir R–modül olsun. B idealinin E

modülünün sıfırlayanını içerdiğini varsayalım. Eğer bir A ideali için AE ⊆ BE ise o
zaman An ⊆ B olur.

Tanım 1.1.34. E bir R–modül olsun. E modülünün bir N alt modülü alınsın. Eğer

1. N , E modülünün bir öz alt modülü ve

2. her r ∈ R, e ∈ E için re ∈ N ve e /∈ N iken rmE ⊆ N olacak şekilde pozitif bir
m tamsayısı bulunabiliyor ise o zaman N alt modülüne E modülünün bir asıl alt
modülü denir.

Özel olarak E = R alınırsa R′nin asıl alt modüllerine asıl ideal denir. Buna göre R
halkasının bir Q ideali için eğer

1. Q, R halkasının bir öz ideali ve

2. r, α ∈ R olmak üzere rα ∈ Q ve α /∈ Q iken r ∈ RadQ ise o zaman Q idealine R
halkasının bir asıl ideali denir.

N , E modülünün bir asıl alt modülü ise Rad(N : E) idealinin R’nin bir asal ideali
olduğu kolayca görülebilir.

Tanım 1.1.35. N , E modülünün bir asıl alt modülü olsun. Eğer Rad (N : E) = P

ise o zaman N alt modülüne bir P–asıl alt modül denir. Benzer şekilde eğer Q bir asıl
ideal ve P = RadQ ise o zaman Q idealine bir P–asıl ideal denir.

Tanım 1.1.36. E bir R–modül ve K, E’nin bir alt modülü olsun. N1, . . . , Ns, E
modülünün asıl alt modülleri olmak üzere eğer K = N1 ∩ . . . ∩ Ns ise o zaman K alt
modülü E modülünde ayrışabilir denir. Ayrıca K = N1 ∩ . . . ∩ Ns ifadesine K ′nın E

içindeki bir asıl ayrışımı denir. E = R ve 1 ≤ i ≤ s için Qi idealleri asıl idealler olsun.
Eğer A = Q1 ∩Q2 ∩ . . . ∩Qs ise o zaman A ideali bir asıl ayrışıma sahiptir denir.

Ayrıca E bir R–modül olmak üzere N , E’nin bir alt modülü olsun ve N ’nin E içinde
bir asıl ayrışıma sahip olduğu varsayılsın. O halde pozitif bir n tamsayısı, Pi idealleri
R’nin farklı asal idealleri ve Ki alt modülleri E’nin farklı Pi–asıl alt modülleri olmak
üzere, her i için N = K1∩. . .∩Kn ve N 6= K1∩. . .∩Ki−1∩Ki+1∩. . .∩Kn olacak şekilde
bulunabiliyor ise o zaman N ’ye E içinde bir normal asıl ayrışıma sahiptir denir.

Teorem 1.1.37. E bir R–modül ve K, E’nin asıl ayrışıma sahip olan bir K alt modülü
olsun. Eğer A sonlu üretilmiş bir ideal ve (K :E A) = K ise o zaman A ideali K alt
modülüne ait olan hiçbir asal idealde kapsanmaz.
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1.2 Kesirli Halkalar ve Modüller, Yerelleştirmeler

Tanım 1.2.1. S, R halkasının bir alt kümesi olsun. Eğer 1 ∈ S ve s1, s2 ∈ S iken
s1s2 ∈ S ise o zaman S kümesine R’nin bir çarpımsal kapalı alt kümesi denir.

S, R’nin boştan farklı çarpımsal kapalı bir alt kümesi ve E bir R–modül olsun.
E × S üzerinde her e1, e2 ∈ E ve s1, s2 ∈ S için

(e1, s1) ∼ (e2, s2)⇔ ∃s ∈ S için ss2e1 = ss1e2

şeklinde bir bağıntı tanımlansın. ∼ bağıntısı bir denklik bağıntısıdır. Herhangi bir
(e, s) ∈ E × S ikilisinin ∼ bağıntısına göre denklik sınıfı e/s olarak gösterilsin. Ay-
rıca

{e
s

: e ∈ E, s ∈ S}

kümesi ES ile gösterilsin. ES kümesinin e1/s1 ve e2/s2 elemanları için

e1

s1
+ e2

s2
= s2e1 + s1e2

s1s2

işlemi tanımlansın. Buna göre (ES,+) bir abelyan gruptur. Özel olarak E = R alındı-
ğında RS üzerinde her r1/s1, r2/s2 ∈ Rs için

r1

s1
· r2

s2
= r1r2

s1s2

işlemi tanımlanırsa (RS,+, ·) bir halka olur. Ayrıca her r/s ∈ RS ve e/t ∈ ES için

r

s
· e
t

= re

st

işlemi ES’yi bir RS–modül yapar.

χE : E → ES, χE(e) = e

1
şeklinde tanımlanan dönüşüm grup homomorfizmasıdır. Bu dönüşüme doğal dönüşüm
denir. Özel olarak χR : R → RS doğal dönüşümü bir halka homomorfizmasıdır. Buna
göre ES, χR dönüşümü sayesinde aynı zamanda bir R–modül yapısına sahip olur. Diğer
taraftan χE : E → ES doğal dönüşümü bir R–modül homomorfizması haline gelir.

E ve E ′ birerR–modül olmak üzere f : E ′ → E birR–modül homomorfizması olsun.
fS : E ′S → ES, her x/s ∈ E

′
S için fS(x/s) = f(x)/s şeklinde tanımlanan dönüşüm bir

RS–modül homomorfizmasıdır.
Şimdi

0→ E ′
f−→ E

g−→ E
′′ → 0
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R–modüllerin bir tam dizisi olsun. O zaman

0→ E
′

S

fS−→ ES
gS−→ E

′′

S → 0

dizisi RS–modüllerin bir tam dizisidir. Özel olarak E ′ ≤ E alındığında i : E ′ → E içe-
rim dönüşümü olmak üzere iS : E ′S → ES dönüşümü bir monomorfizma olur. O nedenle
E
′
S modülü ona izomorf olan ES modülünün iS(E ′S) alt modülü ile özdeş tutulacaktır

ve
E
′

S =
{
x

s
: x ∈ E ′, s ∈ S

}
≤ ES

şeklinde yazılacaktır.

Tanım 1.2.2. E bir R–modül olsun ve ES bir RS–modül olarak göz önüne alınsın. W ,
ES’nin bir alt modülü olmak üzere χE : E → ES doğal dönüşüm olsun. O halde E’nin
χ−1(W ) R–alt modülüne W ’nın E içindeki çekilmesi denir ve W c ile gösterilir.

Tanım 1.2.3. E bir R–modül, K, E’nin bir alt modülü ve χE : E → ES doğal
dönüşüm olsun. O halde χE(K)’nın ES içinde ürettiği alt modüle K’nın ES içindeki
genişlemesi denir ve Ke ile gösterilir.

Önerme 1.2.4. E bir R–modül ve S, R’nin bir çarpımsal kapalı alt kümesi olsun. O
halde

1. W , ES modülünün bir alt modülü ise W ce = W .

2. K bir U ⊆ E tarafından üretilen alt modül ise o zaman KS, χE(U) ile üretilir.

3. A, R’nin bir ideali ise o zaman (AE)S = ASES.

Teorem 1.2.5. E bir R–modül olsun. Eğer S kümesi R halkasının boştan farklı çar-
pımsal kapalı bir alt kümesi ise o zaman lRS (ES) ≤ lR (E) olur.

Önerme 1.2.6. E bir sonlu üretilmiş R–modül, S, R’nin boştan farklı bir çarpımsal
kapalı alt kümesi ve Y , E’nin bir alt modülü olsun. O zaman (Y : E)S = (YS : ES)
olur.

Şimdi S, R’nin bir çarpımsal kapalı alt kümesi ve A, R’nin bir ideali olmak üzere
S’nin R→ R/A doğal dönüşümü altındaki görüntüsü S/A ile gösterilsin.

Önerme 1.2.7. φ : R → R/A doğal dönüşüm olmak üzere ψ : RS → (R/A)S/A,
ψ (r/s) = φ(r)/φ(s) dönüşümü çekirdeği AS olan bir halka epimorfizmasıdır. Dolayı-
sıyla RS/AS ≈ (R/A)S/A elde edilir.

Önerme 1.2.8. P , R halkasının bir asal ideali olsun. O halde eğer

1. P ile S kümesinin arakesiti boştan farklı ise o zaman PS = RS olur
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2. P ile S kümesinin arakesiti boş ise o zaman PS ideali RS halkasının R halkasın-
daki çekilmesi P olan bir asal idealidir.

R bir halka ve E bir R–modül olsun. Ayrıca P , R halkasının asal ideali ve S, P
idealinin tümleyenini göstersin. O zaman S kümesi R halkasının boştan farklı çarpımsal
kapalı bir alt kümesidir. Burada RS halkası ve ES modülü yerine sırasıyla RP ve EP
yazılsın. R’nin P tarafından içerilen asal idealleri ile RP ’nin asal idealleri kapsama
bağıntısını koruyan bir eşleme ile birebir eşlenir. Dolayısıyla P idealinin genişlemesi,
RP halkasının tek maksimal ideali olur. Daha sonra tanımlanacağı gibi RP halkası bir
quasi-yerel halka olur. Bu nedenle RP ’nin elde edilmesi işlemine yerelleştirme denir.
RP halkasının asal idealleri R halkasının P idealinde kapsanan asal idealleri ile birebir
eşlenir. Öte yandan özel olarak maksimal idealler aynı zamanda asal olduğundan R

halkası maksimal idealler ile yerelleştirilebilir.

Teorem 1.2.9. E bir R–modül olsun. O zaman

lR (E) =
∑
M

lRM (EM)

olur. Burada toplam R halkasının maksimal idealleri üzerinden alınmıştır.

Teorem 1.2.10. (Uzunluk için genişleme formülü)R′, R halkasının bir integral geniş-
lemesi ve E ′ bir R′–modül olsun. O zaman

lR (E ′) =
∑
M ′
lR′

M′
(E ′M ′)

[
R′

M ′ : R

M ′ ∩R

]

olur. Burada toplamı R′ halkasının maksimal idealleri üzerinden alınmıştır.

Tanım 1.2.11. R bir halka, M , R üzerinde bir modül olsun. O halde R’nin MP 6= 0
koşulunu sağlayan P asal ideallerinin kümesi Supp(M) ya da SuppR(M) ile gösterile-
cektir. Dolayısıyla

Supp(M) = {P : P , R’nin asal ideali ve MP 6= 0}

yazılabilir.

Lemma 1.2.12. R halkası üzerinde bir M modülü alınsın. O zaman aşağıdaki durum-
lar denktir:

1. M = 0.

2. R’nin her P asal ideali için MP = 0.

3. R’nin her m maksimal ideali için Mm = 0.
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Lemma 1.2.13. R bir halka ve M sonlu üretilmiş bir R–modül olsun. O zaman

Supp(M) = {P : P, R’nin asal ideali ve (0 :R M) ⊆ P}

olur.

1.3 Noether Halka ve Modüller

Bu kısımda daha önce tanımlanan alt modüller için maksimal ve minimal koşullar ile
ilgili bazı sonuçlar verilecektir.

Lemma 1.3.1. 0 → E ′ → E → E
′′ → 0 dizisi R–modüllerin bir tam dizisi olsun.

Eğer E Noether ise o zaman E ′ ve E ′′ de Noetherdir. Tersine eğer E ′ ve E ′′ Noether
ise o zaman E Noetherdir. Ayrıca burada Noether yerine Artin alınırsa da lemma doğru
olur.

Sonuç 1.3.2. E1, E2, . . . , Es, R–modüller olsun. O zaman E1⊕E2⊕. . .⊕Es dik toplamı
Noetherdir(Artindir) ancak ve ancak herbir Ei modülü Noetherdir(Artindir).

Önerme 1.3.3. N1, N2, . . . , Ns, E, R–modülünün alt modülleri olsun. Her i için Ni alt
modülleri Noetherdir. O zaman N1 +N2 + · · ·+Ns toplamı Noetherdir. Burada Noether
yerine Artin alınırsa da önerme doğru olur.

Sonuç 1.3.4. R bir Noether halka ve E sonlu üretilmiş bir R–modül olsun. O zaman
E bir Noether R–modül olur. Ayrıca sonuç Artin durumu için de doğrudur.

Önerme 1.3.5. E bir R–modül ve N1, N2, . . . , Ns, E’nin alt modülleri olsun. Eğer
herbir i için E/Ni modülü Noether(Artin) ise o zaman

E/ (N1 ∩N2 ∩ . . . ∩Ns)

modülü de Noether(Artin) olur.

Teorem 1.3.6. E sonlu üretilmiş bir R–modül, A = AnnRE olsun. O zaman E modülü
Noetherdir(Artindir) ancak ve ancak R/A halkası Noetherdir(Artindir).

Teorem 1.3.7. R bir Artin halka olsun. O zaman R halkası Noetherdir.

Önerme 1.3.8. R bir halka olsun. A1, A2, . . . , An idealleri i 6= j için Ai + Aj = R

olacak şekilde alınsın. O zaman herbir 1 ≤ i ≤ n için

Ai + (A1 . . . Ai−1Ai+1 . . . An) = Ai + (A1 ∩ . . . ∩ Ai−1 ∩ Ai+1 ∩ . . . ∩ An) = R
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olur. Ayrıca A1A2 . . . An = A1 ∩ . . . ∩ An ve

R/ (A1 ∩ . . . ∩ An) ≈ R/A1 ⊕ . . .⊕R/An

elde edilir.

Önerme 1.3.9. E bir Noether R–modül ve N , E’nin bir P–asıl alt modülü olsun. O
zaman PmE ⊆ N olacak şekilde bir m tamsayısı vardır.

Önerme 1.3.10. E bir Noether R–modül ve K, E’nin bir alt modülü olsun. O zaman
aşağıdaki durumlar denktir:

1. lR (E/K) <∞ olur.

2. (K : E) idealini içeren her asal ideal bir maksimal idealdir.

3. n ≥ 0 için M1M2 . . .MnE ⊆ K olacak şekilde maksimal ideallerin sonlu bir
M1, . . . ,Mn kümesi vardır.

Sonuç 1.3.11. A Noether R halkasının bir ideali olsun. O zaman aşağıdaki durumlar
denktir:

1. lR (R/A) <∞ ve denk olarak R/A bir Artin halkasıdır.

2. A idealini içeren her asal ideal R halkasının bir maksimal idealidir.

3. n ≥ 0 olmak üzere maksimal ideallerin bir sonlu M1, . . . ,Mn kümesi M1 . . .Mn ⊆
A olacak şekilde vardır.

Sonuç 1.3.12. E sonlu üretilmiş bir R–modül ve A = AnnRE olsun. O zaman lR(E)
sonludur ancak ve ancak R/A halkası Artindir.

Tanım 1.3.13. Bir halkanın Jacobson radikali halkanın maksimal ideallerinin arake-
sitidir ve Jac(R) ile gösterilir.

Teorem 1.3.14. A, R halkasının bir ideali olsun. O zaman aşağıdaki iki durum denktir:

1. A ideali R halkasının Jacobson radikalinde kapsanır.

2. Her E Noether R–modülü için ∩∞n=1A
nE = 0 olur.

Lemma 1.3.15 (Nakayama Lemması). R bir halka ve M , R üzerinde sonlu üretilmiş
bir modül olsun. R’nin I ⊆ Jac(R) olacak şekilde bir ideali alınsın. Eğer M = IM ise
o zaman M = 0 olur.

Teorem 1.3.16 (Hilbert Taban Teoremi). R bir Noether halka ve x1, . . . , xn bilinme-
yenler olsun. O zaman R[x1, . . . , xn] polinomlar halkası da Noether olur.
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1.4 Yerel Halkalar

Tanım 1.4.1. R bir halka ve P , R’nin bir asal ideali olsun. O halde bir n ≥ 0 tamsayısı
için eğer

1. P ideali ile başlayan ve n+1 tane asal idealin öz olarak azalan P ⊃ P1 ⊃ . . . ⊃ Pn

dizisi var ve

2. (1) şıkkındaki özellikleri sağlayan ve daha fazla sayıda terim içeren bir dizi yoktur

koşulları sağlanıyor ise o zaman P asal idealinin rankı n’dir denir ve bu durum
RankP = n şeklinde gösterilir. Eğer her n tamsayısı için n + 1 terimli en az bir
P ⊃ P1 ⊃ . . . ⊃ Pn dizisi var ise o zaman RankP = ∞ yazılır. Dolayısıyla her asal
idealin rankı tanımlıdır. Rank değeri ya negatif olmayan bir tamsayı ya da ∞ olur.

Bu tanımdan aşağıdaki sonuçlar elde edilebilir:

1. Bir P asal ideali için RankP = 0 olur ancak ve ancak P ideali halkanın minimal
asal idealidir.

2. Eğer P $ P ′ asal idealler ise o zaman RankP ≤ RankP ′ olur. Ayrıca eğer
RankP <∞ ise o zaman RankP < RankP ′ elde edilir.

Rank kavramı asal olmayan idealler için de tanımlanabilir. A bir öz ideal olsun. P
idealleri asal idealler olmak üzere

RankA = inf
P⊃A

RankP

olsun. Ayrıca P asal idealleri A idealinin minimal asal idealleri olarak alınabilir. A, B
öz idealler ve A ⊆ B ise o zaman RankA ≤ RankB olur.

Teorem 1.4.2. R bir Noether halka ve A, R’nin bir öz ideali olsun. A ideali n ≥ 0 için
n tane eleman ile üretilsin. Eğer P ideali A’nın bir minimal asal ideali ise o zaman
RankP ≤ n olur.

Önerme 1.4.3. R bir halka ve E bir Noether R–modül olsun. R’nin α1, . . . , αp ele-
manları alınsın. O zaman (AnnRE,α1, . . . , αp) = AnnRE + (α1, . . . , αp) olmak üzere

Rad (AnnRE,α1, . . . , αp) = Rad (AnnR (E/(α1, . . . , αp)E))

elde edilir. Ayrıca (AnnRE,α1, . . . , αp)’yi kapsayan asal idealler ile AnnR (E/(α1, . . . , αp)E)’yi
kapsayan asal idealler aynıdır. Öte yandan eğer (α1, . . . , αp)E 6= E ise o zaman

Rank (AnnR (E/(α1, . . . , αp)E) /AnnRE) ≤ p

elde edilir.
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Tanım 1.4.4. P , R halkasının bir asal ideali ve n ≥ 0 bir tamsayı olsun. O halde

1. ilk terimi P olan n+ 1 tane asal idealin

P ⊂ P1 ⊂ . . . ⊂ Pn (1.4.1)

dizisi vardır ve

2. (1) şıkkındaki özellikleri sağlayan ve daha fazla terim içeren bir dizi yoktur

koşulları sağlanıyor ise o zaman P idealinin boyutu n’dir denir ve dimP = n ile göste-
rilir. Eğer her n ≥ 0 için 1.4.1 dizisi gibi en az bir dizi var ise o zaman P ideali sonsuz
boyutludur denir ve dimP = ∞ yazılır. Dolayısıyla boyut kavramı her P asal ideali
için tanımlıdır. Boyut değeri ya sonsuzdur ya da negatif olmayan bir tamsayıdır.

Tanımdan aşağıdaki sonuçlar elde edilebilir:

1. P asal ideali için dimP = 0 olur ancak ve ancak P ideali maksimaldir.

2. Eğer P $ P ′ asal idealler ise o zaman dimP ≥ dimP ′ olur. Ayrıca eğer
dimP ′ < ∞ ise o zaman dimP > dimP ′ elde edilir. Boyut kavramı bütün
öz idealler için tanımlanabilir. P idealleri asal idealler olmak üzere

dimA = sup
P⊇A

dimP

olsun. Ayrıca P asal idealleri A idealinin minimal asal idealleri olarak alınabilir.

Tanım 1.4.5. Sıfırdan farklı R halkasının boyutu R halkasının sıfır idealinin boyutu
olarak tanımlanır ve dimR ile gösterilir.

Tanım 1.4.6. R bir halka olmak üzere E sıfırdan farklı bir R–modül olsun. O zaman
E modülünün boyutu ile aslında R/AnnRE halkasının boyutu kastedilir ve dimE ile
gösterilir.

Dolayısıyla P idealleri AnnRE idealinin minimal asal idealleri olmak üzere
dimE = max

P
(dimP ) olur.

Tanım 1.4.7. Sıfırdan farklı bir Noether R halkasının sadece sonlu tane maksimal
ideali var ise o zaman R halkasına bir yarı yerel halka denir. Eğer R halkasının bir
tane maksimal ideali var ise o zaman R halkasına yerel halka denir.

Tek maksimal ideali olan halkalar Noether olmak zorunda değildir. Herhangi bir hal-
kanın bir tek maksimal ideali varsa halkaya quasi-yerel halka denir. Burada yerel halka
ile aslında Noether quasi-yerel halkalar kastedilmektedir.
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Tanım 1.4.8. R bir yarı yerel halka ve R’nin bütün maksimal idealleriM1,M2, . . . ,Ms

olsun. Ayrıca R halkasının bir B ideali alınsın. Eğer bir k tamsayısı için

(M1 ∩M2 ∩ . . . ∩Ms)k ⊆ B ⊆ (M1 ∩M2 ∩ . . . ∩Ms)

oluyorsa o zaman B idealine R’nin bir tanım ideali denir.
Bir P asal idealinin B’yi kapsaması ile RadB’yi kapsaması denk olduğundan aşa-

ğıdaki durumların denk olduğu kolayca görülebilir.

1. B, R halkasının bir tanım idealidir.

2. RadB = M1 ∩M2 ∩ . . . ∩Ms .

3. B idealinin minimal asal idealleri M1, . . . ,Ms olur.

Teorem 1.4.9. R bir yarı yerel halka ve d ≥ 0 olmak üzere dimR = d olsun. O zaman
R halkası için bir tanım idealini üreten d tane eleman bulunabilir. Ayrıca d’den daha
az sayıda eleman ile üretilen bir tanım ideali yoktur.

Tanım 1.4.10. R halkası d ≥ 0 olmak üzere d boyutlu bir yarı yerel halka olsun. O
zaman R’nin d elemanlı bir alt kümesi ile üretilen bir tanım idealine R halkasının bir
parametreler sistemi denir.

Önerme 1.4.11. R bir yarı yerel halka olsun ve R halkasının bütün maksimal idealle-
rine ait olan bir α elemanı alınsın. Eğer α sıfır bölen değil ise o zaman
dim (R/α) = dimR− 1 olur.

Teorem 1.4.12. R bir yarı-yerel halka ve α1, . . . , αk, R’nin bir parametreler sisteminin
elemanları ise o zaman dimR/(α1, . . . , αk) = dimR− k olur.

Teorem 1.4.13. [1, Theorem 4, §6.2]A sıfırdan farklı bir Artin halka ve P , A[x1, . . . , xn]
polinom halkasının herhangi bir asal ideali ise o zaman

dimP + RankP = n

olur.

Teorem 1.4.14. [2, Theorem 3.61] R bir halka ve n ≥ 2 için P1, . . . , Pn en fazla iki
tanesi asal olmayan R’nin idealleri olsun. S, R’nin çarpımsal kapalı bir alt kümesi
olmak üzere S ⊆ ⋃n

i=1 Pi olduğu varsayılsın. O zaman 1 ≤ j ≤ n olacak şekilde bir J
için S ⊆ Pj olur.
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1.5 Kompleksler

Bu bölümde 5. Bölüm içinde ele alınacak olan Koszul kompleksleri ile ilgili detayların
anlaşılabilmesi için gereken bazı kavram ve sonuçlar mümkün olduğunca özetlenerek
verilmiştir Bunun için öncelikle R–modüllerin kompleksi ile ne kastedildiği ele alınacak-
tır. Bu bölüm içinde ele alınan kavram ve sonuçlar hakkında daha detaylı ve aydınlatıcı
bilgiye ulaşmak için [3] nolu referans ile verilen kitaba başvurulabilir.

R–modüllerin bir kompleksi, R–modül ve R–homomorfizmaların

· · · → Xn+1
dn+1−−−→ Xn

dn−→ Xn−1
dn−1−−−→ Xn−2 → · · · (1.5.1)

olacak şekilde bir dizisidir. Ayrıca burada her n için dn−1dn = 0 koşulu da sağlanmalıdır.
Xn’e n. dereceden bileşen modül ya da kompleksin n. bileşeni ve dn’e de n.dereceden
sınır homomorfizması denir. Ayrıca 1.5.1 dizisi (X, d) ya da sadece X ile gösterilecektir.

(X, d), R–modüllerin bir kompleksi olmak üzere

Zn(X) = ker(Xn → Xn−1) = ker dn (1.5.2)

ve
Bn(X) = Im(Xn+1 → Xn) = Im dn+1 (1.5.3)

olsun. Burada Zn(X)’in elemanlarına X’in n-devirleri ve Bn(X)’in elemanlarına da
X’in n–sınırları denir. Hn(X) = Zn(X)/Bn(X) olsun. Hn(X)’e kompleksin n.homoloji
modülü denir. Bu nedenle 1.5.1 dizisi tamdır ancak ve ancak bütün homoloji modülleri
sıfırdır.

(X, d) ve (X ′, d′) R–modüllerin iki kompleksi olsun. (X, d) kompleksinden (X ′, d′)
kompleksine bir φ dönüşümü, −∞ < n <∞ için φn : Xn → X

′
n ve her n için aşağıdaki

diyagram değişmeli olacak şekilde, R–homomorfizmaların bir {φn} ailesidir.

Xn
dn //

φn
��

Xn−1

φn−1
��

X
′
n

d
′
n

// X
′
n−1

(1.5.4)

diyagramının değişmeli olması her n için φn−1dn = d
′
nφn olması demektir. (X, d) ve

(X ′, d′) iki kompleks olsun. Eğer her n için φn : Xn → X
′
n bir R–modül izomorfizması

ise o zaman (X, d) ve (X ′, d′) kompleksleri izomorftur denir.
Şimdi φ : X → X ′, X kompleksinden X ′ kompleksine bir dönüşüm olsun. 1.5.4 di-

yagramı değişmeli olduğundan φn(ker dn) ⊆ ker d′n olur. Buradan φn(Zn(X)) ⊆ Zn(X ′)
yazılabilir. Diğer taraftan
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Xn+1
dn+1 //

φn+1
��

Xn

φn
��

X
′
n+1

d
′
n+1

// X
′
n

(1.5.5)

diyagramı değişmeli olduğundan φn(Im dn+1) ⊆ Im d
′
n+1 elde edilir. Buradan

φn(Bn(X)) ⊆ Bn(X) olur. Dolayısıyla (Bn(X), Zn(X)) ikilisinden (Bn(X ′), Zn(X ′))
ikilisine bir dönüşüm tanımlanabilir. Bu da

φ∗n : Zn(X)/Bn(X)→ Zn(X ′)/Bn(X ′)

dolayısıyla
φ∗n : Hn(X)→ Hn(X ′)

şeklinde yazılabilir. Buradan komplekslerin bir φ : X → X ′ dönüşümü ile, X’in ho-
moloji modüllerinden X ′ kompleksinin homoloji modüllerine bir Hn(X) → Hn(X ′)
dönüşümü tanımlanabileceği söylenebilir. X ′, X,X ′′ , R–modüllerin kompleksleri olsun
ve bu kompleksler arasında φ : X ′ → X, ψ : X → X

′′ dönüşümleri alınsın. Eğer her n
için

X
′

n

φn−→ Xn
ψn−→ X

′′

n

dizisi R–modüllerin bir tam dizisi ise o zaman

X ′
φ−→ X

ψ−→ X
′′

komplekslerin bir tam dizisi olur. Ayrıca her n için Xn = 0 olan bir komplekse sıfır
kompleksi denir ve 0 ile gösterilir. Buradan eğer her n için

0→ X
′

n

φn−→ Xn
ψn−→ X

′′

n → 0

R–modüllerin bir tam dizisi ise o zaman

0→ X ′
φ−→ X

ψ−→ X
′′ → 0

komplekslerin bir tam dizisi olur.

Lemma 1.5.1. (X ′, d′), (X, d) ve (X ′′ , d′′) R–modüllerin kompleksleri ve

0→ X ′
φ−→ X

ψ−→ X
′′ → 0

dizisi R–modüllerin bir tam dizisi olsun. O halde

Hn(X ′) φ∗n−→ Hn(X) ψ∗n−→ Hn(X ′′)
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dizisi tamdır. Buradaki φ∗n ve ψ∗n dönüşümleri daha önce açıklandığı gibi sırasıyla φ ve
ψ dönüşümlerinden elde edilen dönüşümlerdir.

Şimdi komplekslerin bir

0→ X ′
φ−→ X

ψ−→ X
′′ → 0

tam dizisi olsun. Her n için ∆n : Hn(X ′′)→ Hn−1(X ′) R–homomorfizmaları aşağıdaki
gibi tanımlanacaktır ve bu şekilde tanımlanan homomorfizmalara bağlantı homomor-
fizmaları denir.

ζn ∈ Hn(X ′′) olsun. O halde u′′n ∈ Zn(X ′′) olmak üzere ζn = u
′′
n+Bn(X ′′) alınabilir.

ψn bir epimorfizmadır. Dolayısıyla ψn(xn) = u
′′
n olacak şekilde bir xn ∈ Xn elemanı

vardır. Ayrıca u′′n ∈ Zn(X ′′) olduğundan

ψn−1dn(xn) = d
′′

nψn(xn) = d
′′

n(u′′n) = 0

elde edilir. Ayrıca

0→ X
′

n−1
φn−1−−−→ Xn−1

ψn−1−−−→ X
′′

n−1 → 0

tam dizisi ile bir x′n−1 ∈ X
′
n−1 için dn(xn) = φn−1(x′n−1) olur. O halde dn−1dn = 0

olduğundan
φn−2d

′

n−1(x′n−1) = dn−1φn−1(x′n−1) = dn−1dn(xn) = 0

elde edilir. φn−2 bir monomorfizma olduğundan d
′
n−1(x′n−1) = 0 olur. Buradan

x
′
n−1 ∈ Zn−1(X ′) elde edilir. Şimdi

∆n(ζn) = x
′

n−1 +Bn−1(X ′) (1.5.6)

olsun. Dolayısıyla ∆n bağlantı homomorfizması tanımlanmış olur. Bu dönüşümün iyi
tanımlı olduğu şu şekilde gösterilebilir. ζn ∈ Hn(X ′′) olsun ve yukarıda yapılan işlemler
burada tekrar ele alınsın. u′′n, xn, x

′
n−1 elemanları yerine sırasıyla v′′n, yn, y

′
n−1 alınırsa

o zaman u′′n ve v′′n ζn’in Hn(X ′′)’ndeki temsilcileri olur. Dolayısıyla u′′n − v
′′
n ∈ Bn(X ′′)

elde edilir. Bir x′′n+1 ∈ Xn için u′′n − v
′′
n = d

′′
n+1(x′′n+1) olsun. O zaman bir tn+1 ∈ Xn+1

için x
′′
n+1 = ψn+1(tn+1) olur. Bu nedenle u′′n − v

′′
n = ψndn+1(tn+1) yazılabilir. Ayrıca

ψn(xn) = u
′′
n ve ψn(yn) = v

′′
n olur. Bu nedenle xn − yn − dn+1(tn+1) ∈ kerψn = Imφn

elde edilir. O halde t′n ∈ X
′
n iken xn− yn− dn+1(xn+1) = φn(t′n) yazılabilir. Bu eşitliğin

her iki tarafına dn dönüşümü uygulanır ve dn(xn) = φn−1(x′n−1), dn(yn) = φn−1(y′n−1)
olduğu da göz önüne alınırsa o zaman

φn−1(x′n−1)− φn−1(y′n−1) = φn−1d
′

n(t′n)
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elde edilir. φn−1 bir monomorfizma olduğundan x′n−1− y
′
n−1 = d

′
n(t′n) yazılabilir. Bura-

dan
x
′

n−1 ≡ y
′

n−1( mod Bn−1(X ′))

olur. Bu nedenle x′n−1 ve y′n−1 elemanlarının Hn−1(X ′)’deki görüntüleri aynıdır. Bu da
∆n dönüşümünün iyi tanımlı olduğunu söyler.

Teorem 1.5.2. (X ′ , d′), (X, d), (X ′′ , d′′), R–modüllerin kompleksleri ve

0→ X ′
φ−→ X

ψ−→ X
′′ → 0 (1.5.7)

bir tam dizi olsun. O zaman

· · · → Hn(X ′)→ Hn(X)→ Hn(X ′′)→ Hn−1(X ′)→ Hn−1(X)→ Hn−1(X ′′)→ · · ·
(1.5.8)

dizisi R–modüllerin bir tam dizisidir Burada

1. Hn(X ′)→ Hn(X) ve Hn(X)→ Hn(X ′′) sırasıyla φ∗n ve ψ∗n dönüşümleridir.

2. Hn(X ′′)→ Hn−1(X ′) dönüşümü ∆n bağlantı homomorfizmasıdır.

Tanım 1.5.3. (X, d) ve (X ′, d′), R–modüllerin iki kompleksi olsun. Eğer

1. her n için X ′n ≤ Xn’dir.

2. in : X ′n → Xn içerim dönüşümü (X ′, d′) kompleksinden (X, d) kompleksine bir
dönüşüm olur.

koşulları sağlanıyorsa o zaman (X ′, d′) kompleksine (X, d)’nin bir alt kompleksi denir
ve (X ′, d′) ≤K (X, d) ya da X ≤K X ′ ile gösterilir.

Buradaki (2) koşulu ile her n için dn’in X
′
n modülüne kısıtlamasının d′n dönüşümü

olduğu elde edilir.
Şimdi (X ′, d′) ≤K (X, d) olsun ve X ′′n = Xn/X

′
n şeklinde alınsın. O zaman

dn(X ′n) = d
′

n(X ′n) ⊆ X
′

n−1

olur ve buradan dn, (X ′n, Xn) ikilisinden (X ′n−1, Xn−1) ikilisine bir dönüşümdür. Bu
nedenle d′′n : X ′′n → X

′′
n−1 dönüşümü elde edilebilir. d′′n−1d

′′
n = 0 olduğu açıktır. Bu

yüzden (X ′′ , d′′) bir kompleks olur. Buna (X, d) kompleksinin (X ′, d′) ile belirli bölüm
kompleksi denir.

Xn
dn //

��

Xn−1

��
X
′′
n

d
′′
n

// X
′′
n−1
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diyagramı değişmelidir. Bu diyagramdaki düşey dönüşümler bölüm modülleri üze-
rindeki doğal dönüşümlerdir. Bu nedenle Xn → X

′′
n doğal dönüşümleri (X, d)’den

(X ′′ , d′′)’ye bir dönüşüm oluşturur. Ayrıca her n için

0→ X
′

n → Xn → X
′′

n → 0

dizileri tam olur.

Tanım 1.5.4. (X, d) R–modüllerin bir kompleksi olmak üzere eğer her n < 0 için
Xn = 0 ise o zaman (X, d) kompleksine bir sol kompleks denir.
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Bölüm 2

KADEMELİ HALKALAR VE
MODÜLLER

2.1 Temel Tanım ve Sonuçlar

Kademeli halka ve modül kavramları tanımlanmadan önce kademe monoidi kavramı
ele alınacaktır.

Γ boştan farklı bir küme olmak üzere, Γ üzerinde bir toplama işlemi + tanımlı
olsun. Eğer

1. her γ1, γ2 ∈ Γ için γ1 + γ2 = γ2 + γ1

2. her γ1, γ2, γ3 ∈ Γ için γ1 + (γ2 + γ3) = (γ1 + γ2) + γ3

3. her γ ∈ Γ için γ + 0 = γ olacak şekilde bir tek 0 elemanı vardır

4. γ, γ1, γ2 ∈ Γ için γ + γ1 = γ + γ2 ise o zaman γ1 = γ2 olur

koşulları sağlanıyorsa Γ’ya bir kademe monoidi denir. Buna göre toplamsal abel bir grup
bir kademe monoidi olur. Ayrıca negatif tamsayılar ve negatif olmayan tamsayılar (yani
N kümesi) bilinen toplama işlemi ile birlikte birer kademe monoidi örneğidir. Daha
genel olarak da d sabit bir pozitif tamsayı olmak üzere negatif olmayan tamsayıların
(m1, . . . ,md) dizileri göz önüne alınsın. Bu dizilerin kümesi Nd ile gösterilecektir. Nd

üzerinde toplama işlemi

(m1, . . . ,md) + (m′1, . . . ,m′d) = (m1 +m′1, . . . ,md +m′d)

şeklinde tanımlanırsa o zaman Nd bir kademe monoidi olur.
Şimdi Γ bir kademe monoidi ve R bir halka olsun. (R,+) bir grup olduğundan R

toplamsal grubunun alt gruplarından bahsedilebilir.
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Tanım 2.1.1. R bir halka ve Γ bir kademe monoidi olsun. R toplamsal grubunun alt
gruplarının bir

{
R(γ)

}
γ∈Γ

ailesi alınsın. O halde eğer

1. R = ⊕
γ∈Γ R

(γ) ve

2. her γ, γ′ ∈ Γ için R(γ)R(γ′) ⊆ R(γ+γ′)

ise o zaman
{
R(γ)

}
γ∈Γ

ailesine R halkası üzerinde bir Γ–kademesi denir. Bu durumda
R halkasına bir Γ–kademeli halka denir.

Ayrıca R(γ)R(γ′) =
{
r

(γ)
1 ρ

(γ′)
1 + · · ·+ r(γ)

s ρ(γ′)
s | r(γ)

j ∈ R(γ), ρ
(γ′)
j ∈ R(γ′)

}
olur.

Şimdi R halkası üzerinde bir Γ–kademesi olsun. Yukarıdaki tanımın (1) şıkkı ile R
halkasının her r elemanı r = ∑

γ r
(γ) şeklinde tek türlü yazılabilir. Bu toplamda sadece

sonlu sayıda sıfırdan farklı eleman vardır. R(γ) kümesinin elemanlarına γ–dereceli ho-
mojen elemanlar denir. Ayrıca tek türlü belirli r(γ) elemanlarına r elemanının γ–dereceli
homojen bileşeni denir. 0 elemanı her γ ∈ Γ için γ–dereceli homojen elemandır. Ayrıca
Tanım 2.1.1 ile γ–dereceli bir homojen eleman ve γ′–dereceli bir homojen elemanın
çarpımı (γ + γ′)–dereceli bir homojen eleman olur. Verilen herhangi bir R halkası için
R üzerinde R(0) = R ve her 0 6= γ için R(γ) = 0 alınarak bir Γ–kademesi elde edilebilir.
Elde edilen bu Γ–kademesine R üzerinde aşikar Γ–kademesi denir.

Teorem 2.1.2. R bir Γ–kademeli halka olsun. O zaman R halkasının birim elemanı
0–dereceli bir homojen elemandır.

Kanıt. 1R ∈ R olduğundan, birim elemanı 1R = ∑
γ ε

(γ) olacak şekilde homojen ele-
manların toplamı olarak tek türlü yazılabilir. Şimdi η, λ–dereceli bir homojen eleman
olsun. O zaman

η = η1R = η
∑
γ

ε(γ) =
∑
γ

ηε(γ)

olur. Eşitliğin her iki tarafındaki λ–dereceli homojen elemanlar karşılaştırılırsa η = ηε(0)

elde edilir. η elemanı keyfi olduğundan ε(0), bir homojen eleman ile çarpmaya göre
etkisizdir. Her eleman homojen elemanların toplamı olduğundan sonuç olarak her r ∈ R
için r = rε(0) olur. Dolayısıyla 1R = 1Rε(0) = ε(0) elde edilir.

Sonuç 2.1.3. R(0), R halkasının bir alt halkasıdır.

Kanıt. α, β ∈ R(0) olsun. R(0), R halkasının toplamsal bir alt grubu olduğundan α+ β

ve −α ∈ R(0) olur. R(0)R(0) ⊆ R(0) olacağından αβ ∈ R(0) elde dilir. Dolayısıyla
R(0) çarpma işlemine göre kapalıdır. Teorem 2.1.2 ile 1R ∈ R(0) olur. Böylece R(0), R
halkasının bir alt halkası olur.

Örnek 2.1.4. R bir halka ve x1, . . . , xd,R üzerinde bilinmeyenler olsun.m = (m1, . . . ,md)
∈ Nd için xm = xm1

1 . . . xmdd şeklinde alınsın. (Bu biçimdeki bir xm ifadesine x1, . . . , xd

bilinmeyenlerine bağlı bir monom denir.) O halde S(0) = R, her i için derxi = 1 ve
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S(n) = {
∑
m∈Nd

rmx
m : rm ∈ R ve m1 + · · ·+md = n}

olmak üzere S = R[x1, . . . , xd] polinom halkası bir kademeli halkadır. Polinom halkası
üzerinde elde edilen bu kademeye standart kademe denir.

S üzerinde başka kademeler de tanımlamak mümkündür. Örneğin (α1, . . . , αd) ∈ Zd

olmak üzere

S(n) = {
∑
m∈Nd

rmx
m : rm ∈ R ve α1m1 + · · ·+ αdmd = n}

şeklinde tanımlanan {S(n)} alt grupları S üzerinde bir kademe tanımlar. Burada
R ⊆ S(0) ve her i = 1, . . . , d için derxi = αi olur.

Daha somut bir örnek vermek gerekirse k bir cisim olmak üzere S = k[x, y, z] ve
f = x3 + yz alınsın. S üzerinde standart kademe düşünülürse f , homojen bileşenleri x3

ve yz olan bir polinom olur. Fakat S üzerinde derx = 3, der y = 4 ve der z = 5 olacak
şekilde bir kademe tanımlanırsa o zaman f ’nin kendisi derecesi 9 olan bir homojen
polinom olur.

Örnek 2.1.5. d ≥ 1 bir tamsayı, R bir halka ve x1, . . . , xd bilinmeyenler olsun.
S = R[x1, . . . , xd] halkası Nd kademe monoidine göre bir kademeli halka olarak ta-
nımlanabilir. Burada her m = (m1, . . . ,md) ∈ Nd için

S(m) = {cxm : c ∈ R}

alınırsa
S =

⊕
m∈Nd

S(m)

yazılabilir.

Tanım 2.1.6. Γ bir kademe monoidi olmak üzere S = ⊕
Γ S

(γ) bir kademeli halka
olsun. Eğer R = ∑

Γ(S(γ) ∩ R) ise o zaman R alt halkasına S’nin bir kademeli alt
halkası denir. Denk olarak eğer her f ∈ R için f ’nin bütün homojen bileşenleri R’de
ise o zaman R, S’nin bir kademeli alt halkasıdır.

Örnek 2.1.7. S = ⊕
N S

(n) bir kademeli halka ve f1, . . . , fd, S’nin dereceleri sırasıyla
α1, . . . , αd olan homojen elemanları olsun. O halde

R(n) = {
∑
m∈Nd

rmf
m1
1 . . . fmdd : rm ∈ S0 ve α1m1 + · · ·+ αdmd = n}

olmak üzere R = S(0)[f1, . . . , fd], S’nin bir kademeli alt halkasıdır.
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Örnek 2.1.8. Örnek 2.1.7’de bahsedilen kademeli alt halkalar için somut bir örnek
vermek gerekirse, k bir cisim olmak üzere S = k[x] polinom halkasını standart kademe
ile bir kademeli halka olsun. R = k[x3] olarak alınsın. Bu takdirde Örnek 2.1.7 sayesinde
R, S’nin bir kademeli alt halkası olur. Ayrıca R’nin homojen alt grupları her n için

R(n) = {cx3m : c ∈ k ve 3m = n}

eşitliğini sağlayan kümelerdir. Buna göre her n ≥ 0 tamsayısı için

R(n) =

S
(n), 3 | n ise

0, 3 - n ise

yazılabilir. Başka bir deyişle,

R = S(0) ⊕ 0⊕ 0⊕ S(3) ⊕ 0⊕ 0⊕ S(6) ⊕ 0⊕ · · ·

şeklindedir.

Örnek 2.1.9. k bir cisim olmak üzere S = k[x, y] polinom halkası standart kademe
ile bir kademeli halka olarak düşünülürse R = k[x, y2] halkası, S’nin bir kademeli alt
halkası olur. Burada

R(0) = S(0)

R(1) = {cx : c ∈ k}

R(2) = {c1x
2 + c2y

2 : c1, c2 ∈ k}

R(3) = {c1x
3 + c2xy

2 : c1, c2 ∈ k}

R(4) = {c1x
4 + c2x

2y2 + c3y
4 : c1, c2, c3 ∈ k}

...

yazılabilir.

Tanım 2.1.10. R bir halka ve I ={In}∞n=0, R’nin ideallerinin bir dizisi olsun. Eğer

1. I0 = R.

2. her n ≥ 0 için In+1 ⊆ In.

3. her n,m ≥ 0 için In. Im ⊆ In+m.

koşulları sağlanıyorsa o zamana I’ya R’nin bir filtrasyonu denir.

Örnek 2.1.11. R bir halka ve I, R’nin bir ideali olmak üzere {In}∞n=0 dizisi R’nin bir
filtrasyonu olur.
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Örnek 2.1.12. I = {In}, R’nin bir filtrasyonu olsun. O zaman

R(I) =
⊕
n

In = R⊕ I1 ⊕ I2 ⊕ . . .

şeklinde bir N–kademeli halkası tanımlanabilir. Bu şekilde tanımlanan R(I) kademeli
halkasına bir Rees cebiri denir. Buradaki toplam R–modüllerin bir dik toplamıdır ve
çarpma işlemi In.Im ⊆ In+m kapsaması ile belirlenir. R(I), Rees cebiri, der t = 1 için

R(I)(n) = {atn : a ∈ In}

olmak üzere

R(I) = {a0 + a1t+ · · ·+ ant
n ∈ R[t] : ai ∈ Ii ∀i}

şeklindeR[t] kademeli halkasının bir alt halkası olarak da tanımlanabilir. Özel olarak,
eğer I = (a1, . . . ak), R’nin bir sonlu üretilmiş ideali ve I = {In}∞n=0 alınırsa

R(I) = R[a1t, . . . akt]

bulunur. I, R’nin bir ideali olmak üzere I = {In}∞n=0 ise R(I) halkasına I’nın Rees
cebiri denir ve genellikle R[It] biçiminde gösterilir. Somut bir örnek vermek gerekirse,
k bir cisim olmak üzere R = k[x, y] halkası ve R’nin I = (x2 + y3, xy5, y6) ideali için

R[It] = R[(x2 + y3)t, xy5t, y6t] = k[x, y, x2t+ y3t, xy5t, y6t]

olur. Dikkat edilirse burada derx = der y = 0 ve der t = 1’ dir.

Örnek 2.1.13. R bir halka, I = {In}, R’nin bir filtrasyonu ve

G(I) =
⊕
n

(In/In+1)

= (R/I1)⊕ (I1/I2)⊕ (I2/I3)⊕ . . .

olsun. Burada çarpma işlemi n ve m negatif olmayan tamsayılar olmak üzere

(xn + In+1) . (xm + Im+1) = xnxm + In+m+1

şeklinde tanımlansın. O halde G(I) bir kademeli halkadır. Bu halkaya I ′nın ilgili ka-
demeli halkası denir. Özel olarak R’nin bir I ideali için I = {In}∞n=0 alınırsa G(I)
halkasına I idealinin ilgili kademeli halkası denir ve bu halka grI(R) şeklinde gösteri-
lir.
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Örnek 2.1.14. R bir kademeli halka, S, R’nin bir çarpımsal kapalı alt kümesi olsun.
O halde

(RS)(n) =
{
r

s
∈ RS : r, s homojen elemanlar ve der r − der s = n

}
için RS bir kademeli halkadır.

Şimdi Γ bir kademe monoidi olmak üzere R = ⊕
R(γ) bir Γ–kademeli halka ve E

bir R–modül olsun. E modülü toplamaya göre bir abel gruptur. Bu grup E modülünün
toplamsal grubu olarak adlandırılacaktır.

Tanım 2.1.15.
{
E(γ)

}
γ∈Γ

, E toplamsal grubunun alt gruplarının bir ailesi olsun. O
halde eğer

1. E = ⊕
γ E

(γ) ve

2. her γ, γ′ ∈ Γ için R(γ)E(γ′) ⊆ E(γ+γ′)

ise o zaman
{
E(γ)

}
γ∈Γ

ailesine E üzerinde bir Γ–kademesi denir. Bu durumda E mo-
dülüne de R üzerinde bir Γ–kademeli modül denir. Burada

R(γ)E(γ′) =
{
r

(γ)
1 e

(γ′)
1 + · · ·+ r(γ)

s e(γ′)
s | r(γ)

i ∈ R(γ), ei ∈ E(γ′)
}

şeklinde tanımlanmaktadır.

E = ⊕
γ E

(γ), Γ–kademeli R = ⊕
γ R

(γ) halkası üzerinde bir Γ–kademeli modül
olsun. O zaman E modülünün her elemanı eγ ∈ E(γ) için e = ∑

γ e
(γ) olacak şekilde tek

türlü yazılır. Ayrıca bu toplam sonlu sayıda sıfırdan farklı terim içerir. E(γ) kümesinin
elemanlarına γ–dereceli homojen elemanlar ve e(γ) elemanına e’nin γ–dereceli homojen
bileşeni denir. Tanım 2.1.15 ile γ′–dereceli homojen e elemanı ve γ–dereceli homojen r
elemanın çarpımı E modülünün (γ+ γ′)–dereceli homojen bir elemanı olur. Ayrıca her
E(γ) birer R(0)–modüldür.

Bir Γ–kademeli R = ⊕
γ R

(γ) halkasının kendisi üzerinde bir Γ–kademeli modül
olduğu tanımdan kolayca görülebilir.

R herhangi bir halka ve E herhangi bir R–modül olsun. R halkası herhangi bir Γ
kademe monoidi için R(0) = R ve her 0 6= γ ∈ Γ için R(γ) = 0 alınarak bir Γ–kademeli
halka ve E modülü de E(0) = E, her 0 6= γ ∈ Γ için E(γ) = 0 alınarak R üzerinde bir
Γ–kademeli modül yapılabilir. R’nin ve E’nin bu şekildeki kademeli halka ve modül
yapılarına sırasıyla aşikar kademeli halka ve aşikar kademeli modül yapısı denir.

Örnek 2.1.16. R bir Z–kademeli halka, M bir kademeli R–modül ve n herhangi bir
tamsayı olsun. M(n), bir R –modül olarak M ile aynı olsun. M(n) üzerindeki kademe
M(n)(k) = Mn+k şeklinde tanımlansın. O halde M(n) bir kademeli R–modüldür. Do-
layısıyla kademeli bir modül üzerinde başka bir kademe kullanılarak yeni bir kademeli
R–modül elde edilmiş olur.
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Önerme 2.1.17. K, Γ –kademeli bir E, R–modülünün bir alt modülü ise o zaman
aşağıdakiler denktir:

1. K = ⊕
γ

(
K ∩ E(γ)

)
2. Eğer y ∈ K ise o zaman y elemanının bütün homojen bileşenleri K alt modülüne

aittir.

3. K alt modülü içerdiği homojen elemanlar tarafından bir R–modül olarak üretilir.

Kanıt. (1)⇒ (2) y ∈ K olsun. O zaman K = ⊕
γ

(
E(γ) ∩K

)
olduğundan y = ∑

γ y
(γ)

olacak şekilde en fazla sonlu tanesi sıfırdan farklı ve tek türlü belirli y(γ) ∈ E(γ) ∩ K
elemanları bulunabilir. Dolayısıyla y(γ), y elemanının γ–dereceli homojen bileşenidir ve
y(γ) ∈ K olur. Böylece (2) elde edilir.

(2) ⇒ (3) Her eleman kendisinin homojen bileşenlerinin toplamı olduğundan K

alt modülünün her elemanı K alt modülündeki homojen elemanların toplamıdır. Bu
yüzden K alt modülü içerdiği bütün homojen elemanlar tarafından üretilir. Dolayısıyla
(3) elde edilir.

(3) ⇒ (1) xi elemanları γi–dereceli homojen elemanlar olmak üzere K alt modülü
{xi}i∈I ailesi ile üretilsin. K = ∑

γ

(
E(γ) ∩K

)
olduğu gösterilsin. r = ∑

γ r
(γ) ∈ R

olsun. O zaman r(γ)xi ∈ E(γ+γi) ve r(γ)xi ∈ K elde edilir. Dolayısıyla r(γ)xi ∈ E(γ+γi)∩K
olur. Bu durumda

rxi =
∑
γ

r(γ)xi = r(0)xi + r(1)xi + · · · ∈
∑
γ

(
E(γ) ∩K

)
elde edilir. K alt modülünün her elemanı bu şekildeki elemanların toplamı olduğundan
K = ⊕

γ

(
E(γ) ∩K

)
olur. Dolayısıyla (1) elde edilir.

E = ⊕
γ E

(γ) kademeli modülünün Önerme 2.1.17’de yer alan (1), (2) ve (3) ko-
şullarından herhangi birini sağlayan K alt modülüne E modülünün bir homojen alt
modülü denir. E modülü yerine R halkasının kendisi alınırsa o zaman homojen ideal
kavramı elde edilir. Dolayısıyla A bir homojen idealdir ancak ve ancak A ideali homojen
elemanlar tarafından üretilir.

Şimdi Artin-Rees Teoremi ele alınacak ve teorem kanıtlanmadan önce bazı gözlemler
yapılacaktır.

R bir halka ve A = (γ1, . . . , γs) s tane eleman ile üretilen bir ideal olsun. E bir
R–modül olmak üzere s tane bilinmeyen x1, . . . , xs ile gösterilsin. x1, . . . , xs bilinmeyen-
lerinin katsayıları R halkasından gelen polinomlar halkası R[x1, . . . , xs] olsun. Ayrıca
T bir bilinmeyen olmak üzere E[T ] ile T ’nin katsayıları E modülünden gelen polinom-
larının toplamsal grubu gösterilsin. Buradan E[T ], · : R[x1, . . . , xs] × E[T ] → E[T ],
(∑ rµ1...µsx

µ1
1 . . . xµss ) . (∑ emT

m) = ∑∑ (γµ1
1 γµ2

2 . . . γµss rµ1...µsem)Tm+µ1+···+µs işlemi ile
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bir R[x1, . . . , xs]–modül olur. Şimdi

φ : E[x1, . . . , xs]→ E[T ]

dönüşümü φ (eν1...νsx
ν1
1 . . . xνss ) = γν1

1 . . . γνss eν1...νsT
ν1+···+νs ile tanımlansın. φ dönüşümü

bir R–modül homomorfizmasıdır. γν1
1 . . . γνss eν1...νsT

ν1+···+νs ifadesinde T ν1+···+νs elema-
nının katsayısı

γν1
1 . . . γνss eν1...νs

olur. ν1, . . . , νs negatif olmayan tamsayıları için n = ν1 + · · · + νs olsun. Dolayısıyla
γν1

1 . . . γνss çarpımları An idealini üretir. Sonuç olarak T n elemanının katsayıları AnE’nin
herhangi bir elemanıdır. Bu nedenle Imφ, n ≥ 0 ve eie ∈ AiE olmak üzere bütün
e0 + e1T + e2T

2 + · · · polinomlarından oluşur. Ayrıca A0E = E olacaktır. Dolayısıyla
Imφ = ∑ (AnE)T n olur.

İddia: Eğer E bir NoetherR–modül ise o zaman∑ (AnE)T n bir NoetherR[x1, . . . , xs]
–modüldür: E[x1, . . . , xs] bir NoetherR[x1, . . . , xs]–modül olur. φ dönüşümü,E[x1, . . . , xs]
modülünden ∑ (AnE)T n modülüne bir lineer dönüşümdür. Dolayısıyla Lemma 1.3.1
sayesinde iddia elde edilir.

Şimdi R[x1, . . . , xs] polinom halkası negatif olmayan tamsayılar ile bir kademeli
halka olduğundan E[T ], R[x1, . . . , xs] kademeli halkası üzerinde bir kademeli modül
olur. Son olarak E[T ] modülünün ∑ (AnE)T n alt modülü homojendir.

Teorem 2.1.18 (Artin-Rees Teoremi). E bir Noether R–modül olsun ve E’nin bir
K altmodülü ile R’nin bir A ideali alınsın. O halde her n ≥ q için AnE ∩ K =
An−q (AqE ∩K) olacak şekilde bir q ≥ 0 tamsayısı vardır.

Kanıt. Genelliği bozmadan A ideali sonlu üretilmiş olarak alınabilir. Ayrıca R/AnnRE
halkası Noether ve buradan (A+ AnnRE) /AnnRE ideali sonlu üretilmiştir. O halde
π : R→ R/AnnRE doğal dönüşüm olmak üzere

(π(γ1), . . . , π(γs)) = (A+ AnnRE) /AnnRE

olacak şekilde A’nın γ1, . . . , γs elemanları seçilsin. A0 = (γ1, . . . , γs) olsun. O halde her
n ≥ 0 için AnE ∩ K = An0E ∩ K elde edilir. Ayrıca negatif olmayan her q tamsayısı
için An−q (AqE ∩K) = An−q0 (Aq0E ∩K) yazılabilir. Dolayısıyla teorem A yerine A0

alınarak kanıtlanabilir. A ideali sonlu üretilmiş olsun. O halde A = (γ1, . . . , γs) olsun.
Yukarıda yapılan açıklamalar ile ∑ (AnE)T n, R[x1, . . . , xs] kademeli halkası üzerinde
bir kademeli modül olarak alınabilir. Ayrıca bir Noether modüldür. Her j ≥ 0 için
εj ∈ AjE∩K olacak şekilde ε0+ε1T+ε2T

2+· · · ∈ E[T ] elemanları alınsın. Bu elemanlar∑ (AnE)T n modülünün bir homojen N alt modülünü oluşturur. ∑ (AnE)T n Noether
olduğundan N sonlu üretilmiştir. N = (u1, . . . , up) olsun. Her ui sıfırdan farklı homojen
bileşenlerinin toplamı olur ve her bileşen N ’ye aittir. Dolayısıyla ui elemanları sıfırdan
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farklı homojen bileşenler olarak alınabilir. Şimdi ωi ∈ AniE∩K olmak üzere ui = ωiT
ni
i

olsun. Buradan N = ∑p
i=1R[x1, . . . , xs] (ωiT ni) olur. q = max{n1, . . . , ns} ve n ≥ q

olsun. O halde AnE∩K ⊆ An−q (AqE ∩K) olduğunu göstermek yeterlidir. Bu nedenle
η ∈ (AnE ∩K) olsun. O zaman ηT n ∈ N olur. Dolayısıyla gi(x1, . . . , xs) ∈ R[x1, . . . , xs]
olmak üzere

ηT n =
p∑
i=1

gi(x1, . . . , xs)(ωiT ni) (2.1.1)

olur. Ayrıca her gi(x1, . . . , xs) polinomu farklı derecedeki homojen polinomların sonlu
toplamı şeklinde ifade edilebilir. 2.1.1 eşitliğinin her iki tarafındaki n dereceli terimler
karşılaştırılırsa 1 ≤ i ≤ q için gi(x1, . . . , xs), (n − ni) –dereceli homojen bir polinom
olacak şekilde tekrar düzenlenebilir.

İddia: gi(x1, . . . , xs)(ωiT ni) ∈ An−q (AqE ∩K)T n: ν1 + ν2 + · · · + νs = n − ni

olmak üzere rxν1
1 . . . xνss , gi(x1, . . . , xs) polinomunun bir terimi olsun. O halde c ∈

An−q (AqE ∩K) olmak üzere gi(x1, . . . , xs)(ωiT ni) elemanının cT n şeklinde olduğu gös-
terilmelidir. Şimdi σi ve τi sırasıyla σ1 + · · ·+ σs = n− q , τ1 + · · ·+ τs = q− ni olacak
şekilde negatif olmayan tamsayılar olsun. O halde xν1

1 x
ν2
2 . . . xνss = xσ1

1 . . . xσss x
τ1
1 . . . xτss

yazılabilir. Bu nedenle

(rxν1
1 . . . xνss ) (ωiT ni) = γσ1

1 . . . γσss (γτ11 γ
τs
s rωi)T n

olur. Ayrıca ωi ∈ AniE∩K olduğundan γσ1
1 . . . γσss (γτ11 γ

τs
s rωi) ∈ γσ1

1 . . . γσss (AqE ∩K) ⊆
An−q (AqE ∩K)elde edilir. Bu nedenle gi(x1, . . . , xs)(ωiT ni) ∈ An−q (AqE ∩K)T n olur.
2.1.1 eşitliği ile ηT n ∈ An−q (AqE ∩K)T n elde edilir. Buradan η ∈ An−q (AqE ∩K)
olur. Dolayısıyla AnE ∩K ⊆ An−q (AqE ∩K) elde edilir. Diğer kapsama açık olduğun-
dan kanıt tamamlanır.

Şimdi E = ⊕
γ E

(γ), Γ–kademeli R = ⊕
γ R

(γ) halkası üzerinde bir Γ–kademeli
modül olsun. E modülünün homojen bir K alt modülü alınsın. Eğer

K(γ) = E(γ) ∩K (2.1.2)

ise o zamanK(γ),K toplamsal grubunun bir alt grubu olur. Önerme 2.1.17 ile
{
K(γ)

}
γ∈Γ

ailesi K üzerinde bir Γ–kademesi oluşturur. Buna K üzerine indirgenen Γ–kademesi
denir.

K → E içerim dönüşümü ile K(γ) alt modülü E(γ) alt modülüne gömülür. K, E
modülünün bir homojen alt modülü ve φ : E → E/K doğal dönüşüm olsun. E ve E/K
modülleri R(0)–modüller olarak göz önüne alınırsa φ bir R(0)–homomorfizma olur.

φ(E(γ)) = (E/K)(γ) (2.1.3)

olsun. O zaman (E/K)(γ), E/K bölüm modülünün bir R(0)–alt modülüdür ve buradan
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E/K toplamsal grubunun alt grubudur. Şimdi
{

(E/K)(γ)
}
γ∈Γ

ailesinin E/K üzerinde
bir Γ–kademesi olduğu gösterilsin. x = ∑

γ x
(γ) ve x(γ) elemanlarının sonlu tanesi sıfır-

dan farklı olsun. O zaman
φ(x) =

∑
γ

φ(x(γ))

ve
φ(x(γ)) ∈ φ(E(γ)) = (E/K)(γ)

olur. Buradan E/K = ∑
γ (E/K)(γ) elde edilir. Buna göre

R(γ) (E/K)(γ′) = R(γ)φ(E(γ)) = φ
(
R(γ)E(γ′)

)
⊆ φ

(
E(γ+γ′)

)
= (E/K)(γ+γ′)

yazılabilir. Şimdi E/K bölüm modülünün (E/K)(γ) modüllerinin dik toplamı olduğu
şu şekilde gösterilebilir: ε(γ) ∈ (E/K)(γ) ve ε(γ) elemanlarının sonlu tanesi sıfırdan farklı
olmak üzere ∑γ ε

(γ) = 0 olsun. Her γ için ε(γ) = 0 olduğu göstermek yeterli olacaktır.
x(γ) ∈ E(γ) elemanları φ

(
x(γ)

)
= ε(γ) olacak şekilde alınsın. ε(γ) = 0 için x(γ) elemanı

sıfır elemanı olacak şekilde seçilsin. Bu ise sonlu tane γ dışındaki bütün γ değerleri için
x(γ) = 0 alınabilmesini sağlar. Şimdi x = ∑

γ x
(γ) olsun. O zaman

φ(x) =
∑
γ

φ
(
x(γ)

)
=
∑
γ

ε(γ) = 0

olacağından x ∈ K olur. K homojen olduğundan x elemanının bütün homojen bile-
şenleri K alt modülüne aittir. Buradan x(γ) ∈ K olur. Böylece ε(γ) = φ

(
x(γ)

)
= 0 elde

edilir. Dolayısıyla
{

(E/K)(γ)
}
γ∈Γ

ailesi E/K üzerinde bir Γ–kademesi olur.

Tanım 2.1.19. E/K üzerinde
{

(E/K)(γ)
}
γ∈Γ

şeklinde verilen Γ–kademesine bir bölüm
kademesi denir.

Dolayısıyla eğer E/K bir bölüm kademesine sahip ise o zaman 2.1.3 eşitliği ile E
modülünün bir homojen elemanının E/K bölüm modülünün aynı dereceli homojen
elemanına φ dönüşümü ile resmedildiği söylenebilir.

φ : E(γ) → (E/K)(γ)

bir R(0)–epimorfizmasıdır. Bu epimorfizmanın çekirdeğiK(γ) = K∩E(γ) alt modülüdür.
Sonuç olarak her γ ∈ Γ için E(γ)/K(γ) ≈ (E/K)(γ) şeklinde R(0)–izomorfizması yazıla-
bilir. Bu izomorfizma bazen E(γ)/K(γ) ile (E/K)(γ) modülünü eşdeğer tutmak için kul-
lanılır. Bu eşdeğerlik sayesinde E/K bölüm modülünün E(γ)/K(γ), R(0)–modüllerinin
dik toplamı olduğu söylenebilir.

Tanım 2.1.20. E = ⊕
γ E

(γ) ve F = ⊕
γ F

(γ) Γ–kademeli modüller ve f : E → F bir
R–homomorfizma olsun. Eğer her γ ∈ Γ için f

(
E(γ)

)
⊆ F (γ+λ) olacak şekilde λ ∈ Γ
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varsa o halde f homomorfizmasına λ–dereceli denir.

Örnek 2.1.21. ŞimdiX bir kompleks olmak üzereX’lerin dik toplamı alınsın. AyrıcaR
kendisi üzerinde aşikar kademe ile bir kademeli halka olsun. O haldeX = ⊕

−∞<n<∞Xn

bir kademeli R–modül olur. Eğer d : X → X, d(xn) = dn(xn) şeklinde tanımlanırsa
o zaman d dönüşümü homojen elemanların derecelerini bir düşürür. Dolayısıyla her
kompleks ile bir kademeli modül ve onun bir endomorfizması yazılabilir. Burada d

dönüşümü −1 dereceli homomorfizma olur.

Lemma 2.1.22. E ve F , Γ–kademeli R–modüller ve f : E → F , λ–dereceli bir
R–homomorfizma olsun. O zaman Im f ve ker f sırasıyla F ve E modüllerinin ho-
mojen alt modülleridir.

Kanıt. x ∈ E olsun. E = ∑
γ E

(γ) olduğundan x = ∑
γ x

(γ) olacak şekilde en fazla
sonlu tanesi sıfırdan farklı x(γ) ∈ E elemanı vardır. Bu nedenle f(x) = ∑

γ f
(
x(γ)

)
elde edilir. Her f

(
x(γ)

)
, Im f alt modülünün birer homojen elemanıdır. f(x), Im f

alt modülünün herhangi bir elemanı olduğundan Im f homojen elemanlar tarafından
üretilir. Dolayısıyla Im f , F modülünün bir homojen alt modülüdür.

Şimdi ker f ’in, E’nin homojen bir alt modülü olduğu gösterilsin. y = ∑
γ y

(γ) ∈ ker f
olsun. O halde f(y) = ∑

γ f
(
y(γ)

)
= 0 olur. f

(
y(γ)

)
elemanlarının herbirinin derecesi

farklı ve ∑γ f
(
y(γ)

)
= 0 olduğundan her γ için f

(
y(γ)

)
= 0 elde edilir. Buradan her

γ ∈ Γ için f
(
y(γ)

)
= 0 elde edilir. Dolayısıyla her γ ∈ Γ için y(γ) ∈ ker f olur. Bu

nedenle Önerme 2.1.17 (2) ile ker f , E modülünün bir homojen alt modülü olur.

Önerme 2.1.23. {Ki}i∈I ailesi Γ–kademeli E, R– modülünün homojen alt modülleri-
nin bir ailesi olsun. O zaman ∑iKi ve

⋂
iKi birer homojen alt modüllerdir.

Kanıt. Her i için Ki alt modülü homojen olduğundan homojen elemanlar tarafından
üretilir. Dolayısıyla ∑iKi modülü de homojen elemanlar tarafından üretilir.

Şimdi ⋂iKi modülünün homojen alt modül olduğu gösterilsin. x ∈ ⋂
iKi olsun.∑

x(γ) olacak şekilde en fazla sonlu tanesi sıfırdan farklı x(γ) ∈ E(γ) vardır.
x = ∑

γ x
(γ) ∈ ⋂iKi olduğundan her i için ∑γ x

(γ) ∈ Ki elde edilir. Arakesitin homojen
olduğunu göstermek için herhangi bir i ∈ I için x(γ) elemanlarının Ki alt modülüne
ait olduğunu göstermek yeterlidir. Ki homojen ve x = ∑

γ x
(γ) ∈ Ki olduğundan x(γ)

homojen bileşenler Ki alt modülünün elemanları olur. Dolayısıyla ⋂iKi homojen alt
modüldür.

Önerme 2.1.24. E bir Γ–kademeli R–modül ve K, E modülünün bir homojen alt
modülü olsun. O zaman (K : E) = AnnR (E/K) bir homojen idealdir.

Kanıt. {ωi}i∈I ailesi E modülünü üreten homojen elemanların bir ailesi olsun. r =∑
γ r

(γ) ∈ (K : E) alınsın. Her i ∈ I için rωi = ∑
i r

(γ)ωi ∈ K olur ve toplamdaki
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terimlerin herbiri farklı derecelere sahip homojen elemanlardır. K homojen olduğundan
r(γ)ωi ∈ K olur. γ sabit tutulursa bu durum tüm i değerleri için sağlanır. Dolayısıyla
r(γ)E ⊆ K olur. Buradan r(γ) ∈ (K : E) elde edilir.

Önerme 2.1.25. R bir Γ–kademeli halka, A, R’nin bir homojen ideali ve E bir Γ–kademeli
R–modül olsun. E modülünün bir homojen K alt modülü alınsın. O zaman AK ve
(K :E A), E modülünün homojen alt modülleridir.

Kanıt. {αi}i∈I ailesi A idealini üreten homojen elemanların bir ailesi olsun. K alt mo-
dülünü üreten homojen elemanların bir {kj}j∈J ailesi alınsın. O zaman αikj çarpımları
AK modülünü üretir. Dolayısıyla AK modülü bir homojen alt modül olur. (K :E A)
alt modülünün homojen olduğu Önerme 2.1.24 ispatına benzer şekilde yapılır.

Şimdi kademeli Noether modüller ele alınsın. Γ bir kademe monoidi veR = ⊕
γ∈Γ R

(γ)

bir Γ–kademeli halka olsun. Ayrıca R üzerinde Γ–kademeli bir E = ⊕
γ∈Γ E

(γ) modülü
alınsın. Teorem 2.1.3 gereğince R(0), R halkasının bir alt halkasıdır. Ayrıca E(γ) doğal
R(0)–modül yapısına sahiptir.

Lemma 2.1.26. E = ⊕
γ E

(γ), Γ–kademeli R = ⊕
γ R

(γ) halkası üzerinde bir Γ–kademeli
modül olsun. Eğer E bir
Noether R–modül ise o zaman herbir γ ∈ Γ için E(γ) bir Noether R(0)–modül olur.

Kanıt. Belirli bir γ ∈ Γ elemanı alınsın. U kümesi E(γ) modülünün bir R(0)–alt modülü
olsun. O halde U kümesinin sonlu üretildiğini göstermek yeterlidir. K ile U kümesinin
elemanları ile üretilen, E modülünün R–alt modülü gösterilsin. E Noether olduğundan
K sonlu üretilmiştir. K = Rx1 + Rx2 + · · · + Rxn olsun. x ile x1, . . . , xn elemanla-
rından herhangi birini gösterilsin. O halde x ∈ U olduğundan u′i ∈ U ve r′i ∈ R için
x = r1u

′
1 + · · · + rpu

′
p şeklinde yazılabilir. Bu nedenle herbir x1, . . . , xn elemanı U kü-

mesinin elemanlarının lineer kombinasyonudur. Buradan U kümesinin herbir 1 ≤ i ≤ n

için rij ∈ R ve xi = ri1u1 + · · ·+ risus olacak şekilde bir {u1, . . . , us} alt kümesi vardır.
Dolayısıyla K = Ru1 + Ru2 + · · ·+ Rus olur. Şimdi U = R(0)u1 + · · ·+ R(0)us olduğu
gösterilsin. u ∈ U olsun. O zaman u ∈ K elde edilir. Buradan r1, . . . , rs ∈ R için

u = r1u1 + · · ·+ rsus (2.1.4)

olur. Ayrıca ri farklı derecelere sahip homojen elemanların toplamı şeklinde tek türlü
ifade edilebilir. Dolayısıyla ri = ∑

λ r
(λ)
i olsun. O halde 2.1.4 eşitliğinin her iki tarafın-

daki γ–dereceli homojen bileşenler karşılaştırılırsa u = r
(0)
1 u1 + · · ·+ r(0)

s olur. Buradan
U ⊆ R(0)u1 + · · · + R(0)us elde edilir. Ters kapsama açık olduğundan kanıt tamamla-
nır.

Sonuç 2.1.27. R = ⊕
γ R

(γ) bir Γ–kademeli halka olsun. Eğer R bir Noether halka ise o
zaman R(0) halkası bir Noether halkadır. Ayrıca herbir R(γ) birer Noether R(0)–modüldür.
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Kanıt. E yerine R alınırsa Teorem 2.1.26 ile kolayca elde edilir.

Teorem 2.1.28. [4, Theorem 4.1] R bir Z–kademeli halka olsun. R halkası Noetherdir
ancak ve ancak R(0) Noetherdir ve R, R(0) üzerinde bir cebir olarak sonlu üretilmiştir.

Kanıt. (⇐) Eğer R(0) Noether ve R sonlu üretilmiş R(0)–cebiri ise o zaman R, R(0)

halkası üzerinde bir polinom halkasının bölüm halkasına izomorf olacağından Teorem
1.3.16 ile R halkası da Noether olur.

(⇒) R, Noether olsun. O halde Teorem 2.1.26 ile R(0) Noetherdir. R’nin R(0) üze-
rinde sonlu üretilmiş olduğu gösterilecektir. R− = ⊕

n<0R
(n) ve R+ = ⊕

n>0R
(n) olsun.

İlk olarak R(0)[R−]’nin R(0) üzerinde sonlu üretilmiş olduğu gösterilsin. Eğer R− = 0 ise
o zaman durum açıktır. O halde y1, . . . , yd ∈ R− elemanları (R−)R idealinin üreteçleri
olsun. R− bir homojen ideal olduğundan üreteçleri homojen elemanlar olarak alınabilir.
k > 0 olmak üzere −k = min{der y1, . . . , der yd} ve N = R(−k)⊕R(−k+1)⊕. . .⊕R(−1) ol-
sun. Teorem 2.1.26 gereğince N sonlu üretilmiş bir R(0)–modüldür. Bu nedenle N ’nin
bir R(0)–modül olarak homojen üreteçleri x1, . . . , xt olsun. O halde (x1, . . . , xt)R =
(y1, . . . , yd)R = (R−)R elde edilir.

İddia: R(0)[R−] = R(0)[x1, . . . , xt]’dir: S = R(0)[R−] ve T = R(0)[x1, . . . , xt] olsun.
n üzerine tümevarım uygulayarak her n > 0 için S(−n) = T (−n) olduğu şu şekilde
göstrilebilir: n = 0 için S(0) = T (0) = R(0) olur. Dolayısıyla n > 0 ve r ∈ S(−n)

olsun. Eğer n ≤ k ise o zaman r ∈ N = R(0)x1 + · · · + R(0)xt ⊆ T olur. Dolayısıyla
n > k olarak alınsın. r ∈ R−R = (x1, . . . , xt)R olduğundan r = ∑

uixi olacak şekilde
u1, . . . , ut ∈ R vardır. Bu nedenle, her i için derui+derxi = der r = −n olur. Her i için
−n < derxi < 0 olduğundan her i için −n < derui < 0 olur. Tümevarım hipotezi ile
her i için ui ∈ T elde edilir. Bu nedenle r = ∑

uixi ∈ T olur. Dolayısıyla S(−n) = T (−n)

elde edilir.
A = R(0)[R−] olsun.
İddia: R, A üzerinde sonlu üretilmiştir: z1, . . . , zm ∈ R+ elemanları (R+)R idealinin

homojen üreteçleri olsun. Yukarıda (R−)R için yapılanlar R = A[z1, . . . , zm] eşitliğini
göstermek için tekrarlanabilir. Bu durumda R, A üzerinde sonlu üretilmiş ve A, R(0)

üzerinde sonlu üretilmiş olduğundan R’nin R(0) üzerinde sonlu üretilmiş olduğu söyle-
nebilir.

Lemma 2.1.29. R bir Z–kademeli halka ve M bir R–modül olsun. O zaman M ,
R–modül olarak basittir ancak ve ancak M , R(0)–modül olarak basittir.

Kanıt. M , R–modül olarak basit olsun. O zaman homojen bir I maksimal ideali için
M ≈ R/I olur. Kolayca görülebilir ki I = . . .⊕R(−2)⊕R(−1)⊕m⊕R(1)⊕R(2)⊕. . ., olacak
şekilde R(0) halkasının bir maksimal ideali vardır. Bu yüzden M ≈ R/I ≈ R(0)/m olur.
Bu nedenle M R(0)–modül olarak basittir. Tersi açık olduğundan lemmanın kanıtı
tamamlanır.
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Lemma 2.1.30. R bir Z–kademeli halka ve M , lR(M) = n olacak şekilde bir kademeli
R–modül olsun. O zaman her i için Mi/Mi+1 basit olacak şekilde M ’nin homojen alt
modüllerinin bir

M = M0 ⊃M1 ⊃ . . . ⊃Mn−1 ⊃Mn = (0)

dizisi vardır.

Kanıt. n = 0 veya n = 1 için açıktır. Bu nedenle n > 1 olsun. Tümevarım ile M ’nin
sıfırdan farklı, öz ve homojen bir alt modülü olduğunu göstermek yeterlidir. Sıfırdan
farklı homojen bir x ∈ M alınsın. Eğer Rx 6= M ise aranılan alt modül elde edilir. Bu
nedenle Rx = M olsun. O zaman I = (0 : x) olmak üzere M ≈ R/I, R–modül izo-
morfizması vardır. lR(R/I) = n <∞ olacağından R/I Artin olur. Dolayısıyla R/I’nın
bütün maksimal idealleri aynı zamanda minimal asal idealler olacağından homojendir
(bkz. Önerme 2.3.3). R/I’nın tek maksimal ideali (0) ise o zaman n = lR(R/I) = 1
olur. Bu ise çelişkidir. Bu nedenle r+ I, R/I’da tersinir olmayacak şekilde homojen bir
r ∈ R vardır. y = rx ve N = Ry olsun. O zaman N , M ’nin sıfırdan farklı, öz, homojen
bir alt modülü olur.

Teorem 2.1.31. [4, Theorem 4.2] R bir Z–kademeli halka ve M bir kademeli R–modül
olsun. O zaman

lR(M) = lR(0)(M) =
∑
n

lR(0)(M (n))

olur.

Kanıt. Eğer lR(M) = ∞ ise lR(0)(M) = ∞ olur. Bu nedenle lR(M) = n olsun. O
zaman Lemma 2.1.30 gereğince her i için Mi/Mi+1 basit olacak şekilde M ’nin homojen
alt modüllerinin bir

M = M0 ⊃M1 ⊃ . . . ⊃Mn−1 ⊃Mn = (0)

kompozisyon serisi vardır. Lemma 2.1.29 gereğince bu modüller aynı zamanda basit
R0–modüllerdir. Bu nedenle lR0(M) = n olur.M , R(0)–modül olarakM (n) modüllerinin
dik toplamı olarak yazıldığından eşitliğin kalan kısmı açıktır. Böylece kanıt tamamlanır.

Sonuç 2.1.32. R bir Z–kademeli halka ve M bir kademeli R–modül olsun. O zaman
M bir R–modül olarak sonlu uzunluğa sahiptir ancak ve ancak her M (n), R(0)–modül
olarak sonlu uzunluğa sahiptir ve sonlu tane M (n) modülü hariç M (n) = 0 olur.

Sonuç 2.1.33. R bir Z–kademeli halkası olsun. Buna göre R Artindir ancak ve ancak
her n için R(n), bir Artin R(0)–modüldür ve sonlu tane R(n) modülü hariç R(n) = 0
olur.
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2.2 Burulmasız Kademe Monoidleri

Homojen bir idealin radikali de homojen olur mu sorusunun cevabı araştırılacaktır.
Genel olarak kademe monoidleri alındığında bu doğru değildir.

Tanım 2.2.1. Eğer bir n ≥ 1 tamsayısı ve γ, γ′ ∈ Γ elemanları için nγ = nγ′ iken γ =
γ′ oluyorsa o zaman Γ–kademe monoidine burulmasız denir. Burada nγ ile γ + · · ·+ γ︸ ︷︷ ︸

n

toplamı kastedilmektedir.

Tanım 2.2.2. Γ bir burulmasız kademe monoidi ve ≤, Γ üzerinde bir tam sıralama
olsun. Eğer her γ, γ′, γ′′ ∈ Γ için γ′ ≤ γ iken γ + γ′ ≤ γ + γ

′′ oluyorsa ≤ bağıntısı Γ
monoidinin yapısıyla uyumludur denir.

Lemma 2.2.3. ≤, Γ üzerinde monoid yapısıyla uyumlu olan bir tam sıralama bağıntısı
olsun. Eğer γ, γ′, γ′′, γ∗ ∈ Γ ve m pozitif bir tamsayı ise o zaman aşağıdakiler sağlanır:

1. γ + γ′ ≤ γ + γ′′ ⇔ γ′ ≤ γ′′.

2. γ + γ′ = γ′′ + γ∗ ve γ ≤ γ′′ ⇒ γ∗ ≤ γ′.

3. mγ ≤ mγ′ ⇔ γ ≤ γ′.

4. mγ = mγ′ ⇔ γ = γ′.

5. Eğer 1 ≤ i ≤ n için γi ≤ γ
′
i ise o zaman γ1 + γ2 + · · ·+ γn ≤ γ

′
1 + · · ·+ γ

′
n olur.

Ayrıca her i için γ1 + γ2 + · · · + γn = γ
′
1 + · · · + γ

′
n olur ancak ve ancak γi = γ

′
i

elde edilir.

Kanıt. (1) ≤, Γ üzerinde onun monoid yapısıyla uyumlu olan bir tam sıralama bağıntısı
olduğundan her γ ∈ Γ için γ′ ≤ γ′′ ⇒ γ + γ′ ≤ γ + γ′′ olur. Şimdi γ + γ′ ≤ γ + γ′′ ve
γ′′ ≤ γ′ olsun. Buradan

γ + γ′′ ≤ γ + γ′ ≤ γ + γ′′ ⇒ γ + γ′′ = γ + γ′ ⇒ γ′′ = γ′

olur. O halde γ′ ≤ γ′′ elde edilir.
(2) γ + γ′ = γ′′ + γ∗ , γ′ ≤ γ∗ ve γ ≤ γ′′ olsun. Buradan

γ′′ + γ∗ = γ + γ′ ≤ γ + γ∗ ≤ γ′′ + γ∗ ⇒ γ′′ + γ∗ = γ + γ∗ ⇒ γ′′ = γ

elde edilir. Dolayısıyla γ′′ ≤ γ olur.
(3) γ ≤ γ′ olsun. m üzerine tümevarım uygulansın. m = 2 için γ + γ ≤ γ + γ′ ≤

γ′ + γ′ = 2γ′ olur. m = n için nγ ≤ nγ′ olsun.

(n+ 1)γ = nγ + γ ≤ nγ′ + γ ≤ nγ′ + γ′ = (n+ 1)γ′
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yazılabilir. O halde her pozitif m tamsayısı için mγ ≤ mγ′ elde edilir. Şimdi mγ ≤ mγ′

olsun. O halde ≤ tam sıralama bağıntısı olduğundan γ ≤ γ′ ya da γ′ ≤ γ olur. Eğer
γ ≤ γ′ ise istenen elde edilir. Dolayısıyla γ′ ≤ γ olsun. m > 1 ise o zaman

(m− 1)γ + γ′ ≤ (m− 1)γ + γ = mγ ≤ mγ′ = (m− 1)γ′ + γ′

olur. Buradan
(m− 1)γ + γ′ ≤ (m− 1)γ′ + γ′

elde edilir. (1) ile (m− 1)γ ≤ (m− 1)γ′ olur. Benzer şekilde m > 2 için

(m− 2)γ ≤ (m− 2)γ′

elde edilir. Bu şekilde devam edilirse

(m− (m− 1))γ ≤ (m− (m− 1))γ′

olur. O halde γ ≤ γ′ elde edilir.
(4) mγ = mγ′ ⇔ mγ ≤ mγ′ ve mγ′ ≤ mγ olur. Buradan (3) ile γ ≤ γ′ ve γ′ ≤ γ

elde edilir.
(5) 1 ≤ i ≤ n için γi ≤ γ

′
i ise o zaman

γ1 + γ2 + · · ·+ γn ≤ γ
′

1 + γ2 + · · ·+ γn

≤ γ
′

1 + γ
′

2 + γ3 + · · ·+ γn
...

≤ γ
′

1 + γ
′

2 + · · ·+ γ
′

n

olur. Şimdi 1 ≤ p ≤ n için γ1 + · · ·+ γn ≤ γ
′
1 + · · ·+ γ

′
n olsun. p = 1 için açıktır. Ayrıca

eğer 1 ≤ q ≤ n ve
γ1 + · · ·+ γq ≤ γ

′

1 + · · ·+ γ
′

q

ise o zaman

γ1 + · · ·+ γq + γq+1 ≤ γ1 + · · ·+ γq + γ
′

q+1 ≤ γ
′

1 + · · ·+ γ
′

q + γ
′

q+1 (2.2.1)

olur. Bu nedenle istenilen sonuca tümevarım ile ulaşılabilir.
Şimdi eğer γ1 + · · ·+ γq + γq+1 = γ

′
1 + · · ·+ γ

′
q + γ

′
q+1 ise o zaman 2.2.1 eşitsizliği ile

γ1 + · · ·+ γq + γq+1 = γ1 + · · ·+ γq + γ
′

q+1 = γ
′

1 + · · ·+ γ
′

q + γ
′

q+1

elde edilir. Bu nedenle γq+1 = γ
′
q+1 ve γ1 + · · ·+ γq = γ

′
1 + · · ·+ γ

′
q olur. Böylece kanıt
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tamamlanır.

Lemma 2.2.3 (4) ile eğer Γ üzerinde onun monoidinin yapısıyla uyumlu olan bir tam
sıralama bağıntısının varlığı kabul edilirse o zaman Γ burulmasız olur. Şimdi Γ burul-
masız ise Γ üzerinde onun monoid yapısıyla uyumlu olan bir tam sıralama bağıntısının
varlığı gösterilecektir. Γ burulmasız bir kademe monoidi olsun. G ⊆ Γ, 0 ∈ G ve
γ, γ′ ∈ G iken γ + γ′ ise o zaman G kümesi bir kademe monoidi olarak ele alınabilir.
G alt kümesine Γ monoidinin alt monoidi denir. (G,≤) ikilisi alınsın. G, Γ monoidinin
bir alt monoidi ve ≤, G üzerinde onun monoid yapısıyla uyumlu olan bir tam sıra-
lama bağıntısı olsun. Bu şekildeki ikililerin kümesi Ω ile gösterilsin. G = {0} aşikar alt
monoidi alınırsa o zaman Ω 6= ∅ olur.

Şimdi (G,≤) ve (G∗,≤∗) ∈ Ω olsun ve � bağıntısı şöyle tanımlansın:

(G,≤)� (G∗,≤∗)⇔ G ⊆ G∗

ve ≤∗ bağıntısının G üzerine kısıtlaması ≤ bağıntısıdır. � bağıntısı, Ω üzerinde bir
tam sıralama bağıntısıdır:

1. (G,≤)� (G,≤) olduğundan � bağıntısı yansımalıdır.

2. (G,≤) � (G′,≤′) ve (G′,≤′) � (G,≤) olsun. O zaman G ⊆ G′ ve G′ ⊆ G

olur. Dolayısıyla G = G′ elde edilir. Ayrıca ≤′≡≤ olur. Buradan� bağıntısı ters
simetri özelliğine sahiptir.

3. (G,≤) � (G′,≤′) ve (G′,≤′) � (G∗,≤∗) olsun. O halde G ⊆ G′ ve G′ ⊆ G∗

olur. Kapsama bağıntısı geçişmeli olduğundan G ⊆ G∗ elde edilir. Ayrıca ≤ ba-
ğıntısı ≤∗ bağıntısının G kümesi üzerine kısıtlaması olur. Dolayısıyla� bağıntısı
geçişmelidir.

Ω kümesinin boştan farklı her alt kümesinin bir maksimal elemana sahip olduğu göste-
rilecektir. Ω kümesinin boştan farklı ve � bağıntısına göre tam sıralı bir {(Gi,≤i)}i∈I
ailesi alınsın. G = ⋃

iG
i olsun. {(Gi,≤i)}i∈I ailesi tam sıralı olduğundan g, g′ ∈ G iken

bir i ∈ I için g, g′ ∈ Gi olur. Gi bir altmonoid olduğundan g + g′ ∈ Gi ⊆ G elde edilir.
Ayrıca 0 ∈ Gi olduğundan 0 ∈ G olur. Dolayısıyla G kümesi Γ monoidinin bir alt
monoididir. Bu yüzden g ≤ g′ yazılarak bu durum gösterilir. Bu nedenle � bağıntısı
G üzerinde onun monoid yapısıyla uyumlu olan bir tam sıralama bağıntısıdır. Zorn
lemması ile Ω’nın boştan farklı her tam sıralı alt kümesi en az bir maksimal eleman
içerir. Ω kümesinin bir maksimal elemanı (G,≤) ve

G̃ = {ξ ∈ Γ|∃g, g′ ∈ G vardır 3 ξ + g = g′}

olsun. g ∈ G ise o zaman g+ 0 = g yazılabileceğinden g ∈ G̃ olur. Buradan G ⊆ G̃ elde
edilir. Dolayısıyla G̃, Γ monoidinin G kümesini kapsayan bir alt monoidi olur. ξ, ξ′ ∈ G̃
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alınsın. O zaman ξ + g = g′ ve ξ′ + ρ = ρ′ olacak şekilde g, g′, ρ, ρ′ ∈ G vardır. O halde

(ξ + ξ′) + g + ρ = g′ + ρ′

olduğundan ξ′ + ξ ∈ G̃ yazılabilir.
Şimdi G üzerindeki ≤ tam sıralama bağıntısının G̃ üzerine onun monoid yapısıyla

uyumlu olacak şekilde genişletilebileceği gösterilecektir. Böylece (G,≤) ikilisinin mak-
simal eleman olması kullanılırsa G = Ĝ elde edilir. ξ1, ξ2 ∈ G̃ olsun. O zaman uygun
g1, g

′
1, g2, g

′
2 ∈ G elemanları için ξ1 + g1 = g

′
1 ve ξ2 + g2 = g

′
2 olur. Dikkat edilirse G̃

kümesinin elemanları olan ξ ∈ Γ için ξ + g = g′ olacak şekilde g, g′ ∈ G elemanları
tek olmak zorunda değildir. O halde yukarıdaki bağıntılara ek olarak ξ1 + g̃1 = g̃

′
1 ve

ξ2 + g̃2 = g̃
′
2 olacak şekilde g̃1, g̃2, g̃

′
1, g̃

′
2 ∈ G elemanları olduğu varsayılsın. Buradan

ξ1 + g1 + g̃
′

1 = g
′

1 + ξ1 + g̃1 ⇒ g1 + g̃
′

1 = g
′

1 + g̃1

ve benzer şekilde

ξ2 + g2 + g̃
′

2 = g
′

2 + ξ2 + g̃2 ⇒ g2 + g̃
′

2 = g
′

2 + g̃2

yazılabilir. O halde g′1 + g2 + g̃1 + g̃
′
2 = g1 + g

′
2 + g̃

′
1 + g̃2 olur. Lemma 2.2.3 (2) ile eğer

g
′
1+g2 ≤ g1+g′2 ise o zaman g̃′1+g̃2 ≤ g̃1+g̃′2 yazılabilir. Buradan ξ1+g̃1+g̃2 ≤ ξ2+g̃2+g̃1

olur. Lemma 2.2.3 ile ξ1 ≤ ξ2 elde edilir. O halde G̃ üzerinde g′1 + g2 ≤ g1 + g
′
2 iken

ξ1 ≤ ξ2 denilebilecek bir bağıntı tanımlanabilir. Eğer ξ1, ξ2 ∈ G ise o zaman g′1 = ξ1,
g
′
2 = ξ2 ve g1 = g2 = 0 alınır. Bu nedenle G̃ üzerindeki bağıntı G üzerindeki tam
sıralamanın bir genişlemesidir ve aynı sembol kullanıldığı için bir karışıklık meydana
gelmez. ξ1 ≤ ξ1 olduğu açıktır.

Şimdi ξ1 ≤ ξ2 ve ξ2 ≤ ξ1 olsun. O halde

ρ
′

1 + ρ2 ≤ ρ1 + ρ
′

2 ve ρ1 + ρ
′

2 ≤ ρ
′

1 + ρ2

olur. Buradan
ρ1 + ρ

′

2 = ρ
′

1 + ρ2

elde edilir. Dolayısıyla ξ1 + ρ1 + ρ2 = ξ2 + ρ1 + ρ2 olur. Buradan ξ1 = ξ2 elde edilir.
ξ1 ≤ ξ2 ve ξ2 ≤ ξ3 olsun. O halde g′1 + g2 ≤ g1 + g

′
2 ve g′2 + g3 ≤ g2 + g

′
3 olduğundan

g
′

1 + g3 + g2 ≤ g1 + g
′

2 + g3 ≤ g2 + g
′

3 + g1

ve
g
′

1 + g3 + g2 ≤ g2 + g
′

3 + g1

elde edilir. Lemma 2.2.3 (1) ile g′1 + g3 ≤ g
′
3 + g1 olur. Dolayısıyla ξ1 ≤ ξ3 elde edilir.
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G̃ üzerindeki bağıntı geçişlidir. gi elemanları kıyaslanabilir olduğundan ξi elemanları
kıyaslanabilir. Buradan ≤ bağıntısı G̃ üzerinde tam sıralıdır. Şimdi ξ1 ≤ ξ2 ve ξ, G̃
kümesinin keyfi bir elemanı olsun. O zaman g′1 + g2 ≤ g1 + g

′
2 olur ve ξ + g = g′ olacak

şekilde g, g′ ∈ G vardır. Bu nedenle ξ+ ξ1 + g+ g1 = g′+ g
′
1 ve ξ+ ξ2 + g+ g2 = g′+ g

′
2

olur. Buradan
g′ + g

′

1 + g + g2 ≤ g1 + g
′

2 + g′ + g

elde edilir. O halde ξ + ξ1 ≤ ξ + ξ2 olur. Buradan (G̃,≤) ∈ Ω ve (G,≤) � (G̃,≤)
elde edilir. Fakat (G,≤) ikilisi Ω kümesinin bir maksimal elemanı olduğundan G = G̃

eşitliği elde edilir. G = Γ eşitliği gösterilsin. γ ∈ Γ olsun.

H = {γ′ ∈ Γ|∃g ∈ G, n ≥ 0 vardır 3 γ′ = g + nγ}

H kümesi Γ monoidinin G kümesini kapsayan bir alt monoididir. γ′ ∈ H olsun. O
halde γ′ = g1 + n1γ ve γ′′ = g2 + n2γ ise o zaman γ′ + γ′′ = (g1 + g2) + (n1 + n2)γ
olur. Buradan γ′ + γ′′ ∈ H elde edilir. Dolayısıyla H, Γ’nın bir alt monoidi olur. γ
elemanının G kümesine ait olduğu gösterilip bir çelişki elde edilecektir.

Şimdi aşağıdaki iki durum ele alınacaktır.

1. m ≥ 1 bir tamsayı olmak üzere mγ ∈ G olsun. O zaman

φ : H → G veφ(h) = mh = h+ h+ · · ·+ h︸ ︷︷ ︸
m

alınsın. O halde φ(0) = m0 = 0 olur . Öte yandan h1 + h2 ∈ H ise o zaman

φ(h1 + h2) = m(h1 + h2) = mh1 +mh2 = φ(h1) + φ(h2)

elde edilir. Ayrıca Γ burulmasız olduğundan H kümesinin farklı elemanlarının
görüntüleri de farklı olur. Dolayısıyla H ve φ(H), monoid olarak izomorftur.
G üzerindeki bir tam sıralama bağıntısı φ(H) üzerine onun monoid yapısıyla
uyumlu olacak şekilde kısıtlanabilir. φ(H)’nin monoid yapısıyla uyumlu olan tam
sıralama φ−1 görüntüsü ile H’ye aktarılsın. Bu tam sıralama G üzerindeki orijinal
tam sıralamaya genişletilebilir. O halde (G,≤) � (H,≤) olur. (G,≤) maksimal
eleman olduğundan G = H elde edilir. γ ∈ H ve H = G olduğundan γ ∈ G olur.

2. Şimdi γ, 2γ, 3γ, . . . elemanlarının hiçbirinin G kümesine ait olmadığı kabul edi-
lerek çelişki elde edilecektir. H kümesinin her elemanının g ∈ G ve n ≥ 1 bir
tamsayı olmak üzere g + nγ şeklinde bir tek gösterime sahip olduğu gösterilsin.
g + nγ = g′ + n′γ olsun. Eğer n = n′ olduğu gösterilirse o zaman g = g′ olduğu
elde edilir. Eğer n < n′ olursa o zaman g + nγ = g′ + (n′ − n)γ + nγ elde edilir.
Dolayısıyla (n′ − n)γ ∈ G̃ = G olur. Bu durum γ elemanının pozitif hiçbir katı-
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nın G kümesine ait olmaması kabulü ile çelişir. Gösterim tek türlü olduğundan
H üzerinde bir tam sıralama bağıntısı tanımlanabilir. Daha açık bir ifadeyle, H
kümesinin h = g + nγ ve h∗ = g∗ + n∗γ şeklinde iki elemanı için eğer

(a) g ≤ g′∗ ve g 6= g∗ ya da

(b) g = g∗ ve n ≤ n∗

koşullarından biri sağlanıyorsa o zaman h ≤ h∗ denilir. Bunun H kümesi üzerinde bir
bağıntıyı vereceği açıktır. Elde edilen bağıntı G üzerinde bir tam sıralama bağıntısına
genişletilebilir. Her h ∈ H için h ≤ h olduğu açıktır. Eğer h ≤ h∗ ve h∗ ≤ h ise o
zaman g = g∗, n ≤ n∗, n∗ ≤ n olur. Buradan n = n∗ ve g = g∗ elde edilir. Dolayısıyla
h = h∗ olur. h ≤ h∗ ve h∗ ≤ h∗∗ olsun. Burada h∗∗ = g∗∗ + n∗∗γ olur. O halde g = g∗

ve g∗ = g∗∗ ise o zaman g = g∗∗ ve n ≤ n∗, n∗ ≤ n∗∗ elde edilir. Buradan n ≤ n∗∗ olur.
Dolayısıyla h ≤ h∗∗ elde edilir. Son olarak h ≤ h∗ ve h = g + nγ ∈ H olsun. O zaman

h+ h = (g + g) + (n+ n)γ

ve
h∗ + h = (g + g∗) + (n+ n∗)γ

elde edilir. Eğer g � g∗ ise o zaman g + g ≤ g∗ + g ve g + g 6= g∗ + g olur. Sonuç
olarak h + h ≤ h∗ + h elde edilir. Eğer g = g∗ ve n ≤ n∗ ise o zaman g + g = g∗ + g

ve n + n ≤ n∗ + n olur. Buradan h + h ≤ h∗ + h yazılabilir. Bu nedenle H üzerindeki
tam sıralama bağıntısı onun monoid yapısıyla uyumludur. Buna göre (G,≤)� (H,≤)
olur. Dolayısıyla (G,≤) maksimal olduğundan G = H olmak zorundadır. Bu nedenle
γ ∈ G elde edilir. Bu ise istenilen çelişkidir. Böylece aşağıdaki teorem kanıtlanmış olur.

Teorem 2.2.4. [1, Theorem 22, §2.12] Bir kademe monoidi onun monoid yapısıyla
uyumlu olan bir tam sıralama bağıntısına sahiptir ancak ve ancak bu kademe monoidi
burulmasızdır.

2.3 Homojen Asıl Ayrışımlar

Bu kısımda, Γ bir kademe monoidi olmak üzere R = ⊕
γ R

(γ), Γ–kademeli halkasının
özellikleri çalışılmaya devam edilecektir. Fakat daha önce yapılanın aksine Γ monoidinin
burulmasız olduğu durumla ilgilenilecektir.

Önerme 2.3.1. Γ burulmasız bir kademe monoidi olmak üzere R, bir Γ–kademeli halka
ve A, R’nin bir homojen ideali olsun. O zaman RadA ideali homojendir.

Kanıt. Γ burulmasız olduğundan Teorem 2.2.4 ile Γ üzerinde onun monoid yapısıyla
uyumlu olan bir tam sıralama bağıntısı vardır. Bu tam sıralam bağıntısı ≤ olsun. r,
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RadA idealinin bir elemanı olsun. O halde r ∈ RadA ⊆ R olacağından r = ∑
γ r

(γ)

olacak şekilde en fazla sonlu tanesi sıfırdan farklı r(γ) elemanları bulunabilir. Dikkat
edilirse γ1 < γ2 < . . . < γp olmak üzere γi–dereceli uygun r(γi) homojen elemanları
için r = r(γ1) + · · · + r(γp) yazılabilir. r ∈ RadA olduğundan rm ∈ A olacak şekilde
bir m tamsayısı vardır. A homojen bir ideal olduğundan Önerme 2.1.17 gereğince A
idealinin her elemanının homojen bileşenleri A’ya aittir. Sonuç olarak rm elemanının
mγ1 dereceli homojen bileşeni A idealine ait olur. Bu bileşen r(γ1) elemanınınm. kuvveti
olduğundan

(
r(γ1)

)m
∈ A elde edilir. Buradan r(γ1) ∈ RadA olur. Benzer şekilde

r(γ2), r(γ3), . . . , r(γp) ∈ RadA

elde edilir. O halde
r(γ2) + r(γ3) + · · ·+ r(γp) ∈ RadA

olur. Buradan r elemanının bütün homojen bileşenleri RadA idealine ait olur. Dolayı-
sıyla kanıt tamamlanır.

Lemma 2.3.2. Γ burulmasız bir kademe monoidi olmak üzere R bir Γ–kademeli halka
olsun. R halkasının bir P öz, homojen ideali alınsın. α, β R’nin homojen elemanları
olmak üzere αβ ∈ P iken α ∈ P ya da β ∈ P oluyorsa o zaman P , R’nin bir asal
idealidir.

Kanıt. P ideali lemmanın ifadesindeki özelliği sağlasın ancak asal olmasın. O zaman
r, ρ ∈ R elemanları rρ ∈ P iken r /∈ P ve ρ /∈ P olacak şekilde vardır. Γ üzerinde onun
monoid yapısıyla uyumlu olan bir tam sıralama bağıntısı tanımlansın. γ1, . . . , γp ∈ Γ
elemanları γ1 < γ2 < . . . < γp olacak şekilde alınsın ve r = r(γ1) + r(γ2) + · · · + r(γp)

ve ρ = ρ(γ1) + ρ(γ2) + · · · + ρ(γp) olsun. r /∈ P olduğundan r(γi) homojen bileşenlerinin
hepsi birden P idealine ait değildir. P idealine ait olmayan r(γi) bileşenlerinin en küçük
dereceli olanı r(γs) olsun. Benzer şekilde ρ(γt) ile ρ elemanının P idealine ait olmayan
en küçük dereceli bileşeni gösterilsin. Buradan

(
r(γs) + · · ·+ r(γp)

) (
ρ(γt) + · · ·+ ρ(γp)

)
∈ P

elde edilir. P homojen ideal olduğundan yukarıdaki çarpımda (γs+γt)–dereceli homojen
bileşen P idealinde olmalıdır. Bu dereceye sahip olan tek eleman r(γs)ρ(γt) olur. O halde
r(γs)ρ(γt) ∈ P elde edilir. Hipotez ile r(γs) ya da ρ(γt) bileşenlerinden en az biri P idealine
ait olmalıdır. Bu durum r(γs) ve ρ(γt) elemanlarının seçimi ile çelişir. Dolayısıyla P bir
asal ideal olur.

Önerme 2.3.3. P , Γ–kademeli R = ⊕
γ R

(γ) halkasının bir asal ideali ve Γ bir burul-
masız kademe monoidi olsun. P ∗ ile P idealindeki bütün homojen elemanlar ile üretilen
ideal gösterilsin. O zaman P ∗ bir homojen asal idealdir.
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Kanıt. rρ ∈ P ∗ ve r /∈ P ∗ olmak üzere r, ρ ∈ R homojen elemanlar olsun. Lemma 2.3.2
ile ρ ∈ P ∗ olduğunu göstermek yeterlidir. P ∗ ⊆ P ve rρ ∈ P ∗ olduğundan rρ ∈ P

elde edilir. Ayrıca r /∈ P olur. Aksi halde r homojen eleman olduğundan r ∈ P ∗ elde
edilirdi. Bu durum kabulle çelişir. O halde P ∗ idealinin bütün üreteçleri P idealinde
olduğundan P ∗ ⊆ P olur. Bu durumda rρ ∈ P ve P asal olduğundan ρ ∈ P ∗ elde
edilir.

Buradan itibaren E = ⊕
γ E

(γ), Γ–kademeli R = ⊕
γ R

(γ) halkası üzerinde bir
Γ–kademeli modül olsun.

Lemma 2.3.4. Γ bir burulmasız kademe monoidi ve N , E modülünün bir homojen
öz alt modülü olsun. Ayrıca ρ, R’nin bir homojen elemanı ve y, E’nin bir homojen
elemanı olmak üzere N aşağıdaki koşulu sağlasın

’ρy ∈ N ise o zaman y ∈ N ya da ρ ∈ Rad(N : E) olur.’

Bu durumda N , E modülünün bir asıl alt modülüdür.

Kanıt. Γ üzerinde onun monoid yapısıyla uyumlu olan bir tam sıralama bağıntısı alın-
sın. Ayrıca N , E’nin bir asıl alt modülü olmasın. O halde rx ∈ N ve r /∈ Rad(N : E)
ve x /∈ N olacak şekilde r ∈ R, x ∈ E vardır. r ve x elemanları sıfırdan farklı homojen
bileşenlerinin toplamı olarak

r = r(γ1) + · · ·+ r(γp), γ1 < γ2 < . . . < γp

ve
x = x(δ1) + · · ·+ x(δq), δ1 < δ2 < . . . < δq

şeklinde ifade edilebilir. Şimdi yukarıdaki özelliklere sahip olan bütün (r, x) ikililerin-
den biri q tamsayısı minimal olacak şekilde seçilsin. Önce x(δ1) /∈ N olması gerektiği
gösterilsin.

x = x(δ1) + x(δ2) + · · ·+ x(δq) /∈ N

ve N alt modül olduğundan x(δ1) /∈ N ya da x(δ2) + · · ·+x(δq) /∈ N olur. Eğer x(δ1) ∈ N
ise o zaman

x− x(δ1) = x(δ2) + · · ·+ x(δq) /∈ N

olacağından (r, x− x(δ1)) çifti yukarıdaki özellikleri sağlayan ve
(
x− x(δ1)

)
’in en fazla

q − 1 adet sıfırdan farklı homojen bileşene sahip olduğu bir ikili olur. Bu durum q’nun
seçimi ile çelişir. O halde x(δ1) /∈ N olduğu söylenebilir. Şimdi her 1 ≤ i ≤ s − 1 için
r(γi) /∈ Rad(N : E) ve r(γs) ∈ Rad(N : E) olacak şekilde bir 1 ≤ s ≤ q tamsayısı
alınsın. Ayrıca

ρ = r(γ1) + r(γ2) + · · ·+ r(γs−1)
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olsun. O zaman ρ ∈ Rad(N : E) olur. Bu nedenle bir k tamsayısı için ρk ∈ (N : E)
yazılabilir. Dolayısıyla (r − ρ)kx ∈ N elde edilir. Buna göre

(r(γs) + r(γs+1) + · · ·+ r(γk))x ∈ N

olur. O halde (r(γs) + r(γs+1) + · · · + r(γk))kx ifadesinde (kγs + δ1)–dereceli eleman[
r(γs)

]k
x(δ1) elemanıdır. Bu nedenle N alt modülüne aittir. x(δ1) /∈ N olduğundan,

hipotez gereğince
[
r(γs)

]k
∈ Rad(N : E) elde edilir. Dolayısıyla r(γs) ∈ Rad(N : E) ol-

duğundan bu durum s tamsayısının seçimi ile çelişir. Dolayısıyla kanıt tamamlanır.

Teorem 2.3.5. [1, Theorem 23, §2.13] Γ bir burulmasız kademe monoidi ve N , E
modülünün bir P–asıl alt modülü olsun. N∗ ile E’nin N tarafından kapsanan homojen
elemanları ile üretilen homojen alt modülü gösterilsin. P ∗, R halkasının P idealindeki
bütün homojen elemanlar ile üretilen homojen ideali olsun. O zaman P ∗ bir asal idealdir
ve N∗, E modülünün bir P ∗–asıl alt modülüdür.

Kanıt. Önerme 2.3.3 gereğince P ∗ bir asal idealdir. ry ∈ N∗, y /∈ N∗olacak şekilde
r ∈ R ve y ∈ E homojen elemanları alınsın. Eğer r ∈ Rad(N∗ : E) olduğu gösterilirse
o zaman Lemma 2.3.4 ile N∗ alt modülünün bir asıl alt modül olduğu söylenebilir.
Şimdi ry ∈ N ve y /∈ N ’dir. r ∈ Rad(N : E) olduğundan rsE ⊆ N olacak şekilde
bir s tamsayısı vardır. Dolayısıyla e ∈ E bir homojen eleman ise o zaman rse ∈ N∗

olur. Bu yüzden rs ∈ (N∗ : E) elde edilir. Buradan r ∈ Rad(N∗ : E) olur. Geriye N∗

modülünün P ∗ idealine ait olduğunu göstermek kalır. (N∗ : E) ⊆ (N : E) yazılabilir.
Buradan

Rad(N∗ : E) ⊆ Rad(N : E) = P

olur. Ayrıca Önerme 2.1.24 gereğince (N∗ : E) bir homojen idealdir. Bu nedenle Önerme
2.3.1 ile Rad(N∗ : E) idealinin homojen olduğu elde edilir. Ayrıca Rad(N∗ : E) ⊆
P ve P ∗, P idealinin bütün homojen elemanları tarafından üretildiğinden Rad(N∗ :
E) ⊆ P ∗ olur. Şimdi ρ ∈ P ∗ bir homojen eleman olsun. O zaman ρ ∈ P ve P =
Rad(N : E) olduğundan ρq ∈ (N : E) olacak şekilde bir q tamsayısı vardır. Bu durumda
eğer e ∈ E bir homojen eleman ise o zaman ρqe ∈ N olur. Dolayısıyla ρqe ∈ N∗

elde edilir. E homojen elemanlar tarafından üretildiğinden ve e ∈ E keyfi homojen
eleman olduğundan ρqE ⊆ N∗ olur. Buradan ρ ∈ Rad(N∗ : E) elde edilir. Dolayısıyla
P ∗ = Rad(N∗ : E) olur. O halde N∗, E modülünün bir P ∗–asıl alt modülüdür.

Şimdi bir kademeli modülün bir homojen ayrışabilir alt modülünün bütün bileşen-
leri homojen olan bir asıl ayrışıma sahip olup olmadığı sorusu incelenecektir. Aşağıdaki
teorem, bu durumun kademe monoidi burulmasız alındığında gerçekleştiğini göster-
mektedir.

Teorem 2.3.6. [1, Theorem 24, §2.13] Γ bir burulmasız kademe monoidi olsun. E
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modülünün bir asıl ayrışıma sahip olan homojen bir K alt modülü alınsın. O zaman K
bütün asıl bileşenleri homojen olan bir normal ayrışıma sahiptir.

Kanıt. N1, . . . , Ns E modülünün sırasıyla P1, P2, . . . , Ps–asıl alt modülleri olmak üzere

K = N1 ∩N2 ∩ . . . ∩Ns

olsun. N∗i ile Ni alt modüllerine ait olan bütün homojen elemanlar ile üretilen ho-
mojen alt modüller gösterilsin. Benzer şekilde P ∗i idealleri de Pi’de kapsanan bütün
homojen elemanlar ile üretilen asal idealler olsun. O halde Teorem 2.3.5 gereğince P ∗i
idealleri asaldır ve N∗i alt modülleri E modülünün P ∗i –asıl alt modülleridir. Üstelik
K ⊆ N∗i ⊆ Ni olur. Bu nedenle

K = N∗1 ∩N∗2 ∩ . . . ∩N∗s

elde edilir. Yukarıdaki ayrışım K’nın E modülündeki bir homojen asıl ayrışımdır. Ay-
rıca normal ayrışıma inceltilirse o zaman elde edilen normal ayrışımın bileşenleri de
homojen olur. K alt modülüne ait olan asal idealler {P ∗1 , P ∗2 , . . . , P ∗s } kümesinin ele-
manları olduğundan kanıt tamamlanır.
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Bölüm 3

GENEL ÇOKKATLILIK TEORİSİ

3.1 Çokkatlı Sistemler

Tanım 3.1.1. E bir R–modül ve γ1, . . . , γs, R halkasının elemanları olsun. Eğer
E/(γ1, . . . , γs)E, R–modülü, sonlu uzunluğa sahip ise o zaman γ1, . . . , γs elemanları
E üzerinde bir çokkatlı sistem oluşturur denir.

Doğal olarak s = 0 iken bu koşul aslında lR (E/(γ1, . . . , γs)E) = lR(E) değerinin
sonlu olması demektir.

Önerme 3.1.2. [1, Proposition 2, §7.3] E bir R– modül ve γ1, . . . , γs R halkasının
elemanları olsun. O zaman keyfi n1, . . . , ns pozitif tamsayıları için

lR

{
E

γn1
1 E + · · ·+ γnss E

}
≤ n1.n2 . . . nslR

{
E

γ1E + · · ·+ γsE

}

olur.

Kanıt. Bu sonuçta uzunlukların sonlu olmasına gerek yoktur. Şimdi

lR

{
E

γn1
1 E + γ2E + · · ·+ γsE

}
≤ n1.lR

{
E

γ1E + · · ·+ γsE

}

olduğu gösterilecektir. E ′ = E/ (γ2E + · · ·+ γsE) olsun. O zaman

E ′

γn1
1 E ′

≈ E

γn1
1 E + γ2E + · · ·+ γsE

yazılabilir. Bu nedenle

lR

(
E ′

γn1
1 E ′

)
= lR

{
E

γn1
1 E + · · ·+ γsE

}

olur. Dolayısıyla

lR

(
E ′

γn1
1 E ′

)
≤ n1.lR

(
E ′

γ1E ′

)
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olduğu gösterilmelidir. γ = γ1 ve n = n1 olsun. O halde lR (E/γnE) ≤ n.lR (E/γE)
olduğu gösterilsin. Burada

lR

(
E

γnE

)
=

n∑
i=1

lR

(
γi−1E

γiE

)

olduğundan her 1 ≤ i ≤ n için lR (γi−1E/γiE) ≤ lR (E/γE) göstermek yeterlidir.
γi−1 ile çarpma etkisi olan ψ : E → γi−1E dönüşümü bir epimorfizmadır. γiE’nin bu
dönüşüm altındaki öngörüntüsü ele alınsın. O halde α ∈ ψ−1(γiE) olsun. O zaman

ψ(α) = γi−1α ∈ γiE

olur. Dolayısıyla γi−1α = γiα′ olacak şekilde bir α′ ∈ E vardır. Buradan

γi−1(α− γα′) = 0⇒ α− γα′ ∈ (0 :E γi−1)⇒ α ∈ (0 :E γi−1) + γE

olur. Şimdi α + γe ∈ (0 :E γi−1) + γE olsun. O halde

α ∈ (0 : γi−1)⇒ γi−1α = 0⇒ ψ(α + γe) = γi−1α + γi−1γe = γie

elde edilir. Bu yüzden γi−1E/γiE ≈ E/ ((0 : γi−1) + γE) izomorfizması vardır ve bu-
radan

lR

{
γi−1E

γiE

}
= lR

{
E

(0 :E γi−1) + γE

}
≤ lR

{
E

γE

}

olur. O halde lR (E ′/γn1
1 E ′) ≤ n1.lR (E ′/γ1E

′) elde edilir. O halde

lR

{
E

(γn1
1 E + · · ·+ γnss E)

}
≤ n1.l

{
E

γ1E + γn2
2 E + · · ·+ γnss E

}
...

≤ n1.n2 . . . nsl

{
E

γ1E + · · ·+ γsE

}

olacağından kanıt tamamlanır.

Özellikler.
γ1, γ2, ..., γs elemanları E üzerinde bir çokkatlı sistem olsun.

1. {i1, . . . , is}, {1, . . . , s}’in bir permütasyonu olsun. O zaman γi1 , ..., γis elemanları
E üzerinde bir çokkatlı sistem olur. Ayrıca 1 ≤ i ≤ s için γiE = 0 olacak şekildeki
γi’ler çıkarılırsa geriye kalan elemanlar bir çokkatlı sistemdir.

2. Önerme 3.1.2 gereğince n1, ..., ns keyfi pozitif tamsayıları için, γn1
1 , ..., γnss ele-

manları E üzerinde bir çokkatlı sistem olur.
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3. K, E modülünün bir alt modülü olmak üzere E ′ = E/K olsun. O zaman

γ1E
′ + γ2E

′ + · · ·+ γsE
′ = K + γ1E + · · ·+ γsE

K

olur. Bu nedenle

E

γ1E ′ + · · ·+ γsE ′
≈ E

K + γ1E + · · ·+ γsE

izomorfizması vardır. Buradan

lR

{
E ′

γ1E ′ + · · ·+ γsE ′

}
= lR

{
E

K + γ1E + · · ·+ γsE

}
≤ lR

{
E

γ1E + · · ·+ γsE

}

elde edilir. γ1, . . . , γs bir çokkatlı sistem olduğundan lR
{

E
γ1E+···+γsE

}
< ∞ olur. Dola-

yısıyla

lR

{
E ′

γ1E ′ + · · ·+ γsE ′

}
<∞

elde edilir. Buradan γ1, . . . , γs elemanları E ′ bölüm modülü üzerinde bir çokkatlı sistem
olur.

Lemma 3.1.3. 0→ E ′ → E → E
′′ → 0, R–modüllerin bir tam dizisi ve γ1, γ2, . . . , γs

R halkasının elemanları olsun. O zaman

lR

{
E

γ1E + · · ·+ γsE

}
≤ lR

{
E ′

γ1E ′ + · · ·+ γSE ′

}
+ lR

{
E
′′

γ1E
′′ + · · ·+ γsE

′′

}

olur. Buradan eğer γ1, . . . , γs elemanları E ′ ve E ′′ modülleri üzerinde bir çokkatlı sistem
ise o zaman γ1, . . . , γs, E üzerinde çokkatlı sistem olur.

Kanıt. Genelliği bozmadan E ′, E modülünün bir alt modülü ve E ′′ = E/E ′ olsun. O
zaman

γ1E
′′ + γ2E

′′ + · · ·+ γsE
′′ = E ′ + γ1E + · · ·+ γsE

E ′

olur. Dolayısıyla

E
′′
/
(
γ1E

′′ + · · ·+ γsE
′′) = E/E ′

(E ′ + γ1E + · · ·+ γsE) /E ′ ≈ E/ (E ′ + γ1E + · · ·+ γsE)

olduğundan

lR

{
E
′′

γ1E
′′ + · · ·+ γsE

′′

}
= lR

{
E

E ′ + γ1E + · · ·+ γsE

}

elde edilir. Bu nedenle
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lR

{
E

γ1E + · · ·+ γsE

}
= lR

{
E

E ′ + γ1E + · · ·+ γsE

}
+ lR

{
E ′ + γ1E + · · ·+ γsE

γ1E + · · ·+ γsE

}

= lR

{
E ′′

γ1E ′′ + · · ·+ γsE ′′

}
+ lR

{
E ′

E ′ ∩ (γ1E + · · ·+ γsE)

}

elde edilir. Ayrıca

γ1E
′ + γ2E

′ + · · ·+ γsE
′ ⊆ E ′ ∩ (γ1E + · · ·+ γsE) ⊆ E ′

olduğundan

lR

{
E ′

E ′ ∩ (γ1E + · · ·+ γsE)

}
≤ lR

{
E ′

γ1E ′ + · · ·+ γsE ′

}

olur. O halde

lR

{
E

γ1E + · · ·+ γsE

}
≤ lR

{
E
′′

γ1E
′′ + · · ·+ γsE

′′

}
+ lR

{
E ′

γ1E ′ + · · ·+ γsE ′

}

elde edilir. Böylece kanıt tamamlanır.

Şimdi E bir R–modül olsun. γ1, ..., γs elemanları, E üzerinde bir çokkatlı sistem
olsa bile bu elemanlar E modülünün bütün alt modülleri üzerinde bir çokkatlı sistem
olmayabilir. Ancak Noether modüllerle çalışıldığında bu sorunla karşılaşılmaz.

Önerme 3.1.4. [1, Proposition 3, §7.3] 0→ E ′ → E → E
′′ → 0 Noether R–modüllerin

bir tam dizisi ve γ1, . . . , γs elemanları R halkasına ait olsun. O zaman γ1, . . . , γs E

modülü üzerinde bir çokkatlı sistemdir ancak ve ancak γ1, . . . , γs, E ′ ve E
′′modülleri

üzerinde de bir çokkatlı sistem olur

Kanıt. (⇒) γ1, . . . , γs elemanları E üzerinde bir çokkatlı sistem iken E ′ üzerinde de bir
çokkatlı sistem olduğu gösterilsin. Şimdi genelliği bozmadan E ′ modülü E modülünün
bir alt modülü olarak alınsın. A = γ1R + · · · + γsR olsun. O zaman Teorem 2.1.18
gereğince

Aq+1E ∩ E ′ = A (AqE ∩ E ′) ⊆ AE ′
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olacak şekilde negatif olmayan bir q tamsayısı vardır. Buradan

lR

{
E ′

γ1E ′ + · · ·+ γsE ′

}
= lR

{
E ′

AE ′

}

≤ lR

{
E ′

Aq+1E ∩ E ′

}

= lR

{
Aq+1E + E ′

Aq+1E

}

≤ lR

{
E

Aq+1E

}

elde edilir.Şimdi
γq+1

1 E + γq+1
2 E + · · ·+ γq+1

s E ⊆ Aq+1E

olduğu söylenebilir. O halde Önerme 3.1.2 gereğince

lR

{
E ′

γ1E ′ + · · ·+ γsE ′

}
≤ lR

{
E

γq+1
1 E + · · ·+ γq+1

s E

}

≤ (q + 1)s lR
{

E

γ1E + · · ·+ γsE

}
<∞

olur. Dolayısıyla γ1, . . . , γs elemanları E ′ modülü üzerinde bir çokkatlı sistemdir. Ge-
nelliği bozmadan E

′′ modülü E
′′ = E/E ′ bölüm modülü şeklinde alınsın. Çokkatlı

sistemlerin yukarıda verilen özellikleri ile γ1, . . . , γs elemanları E ′′ üzerinde bir çokkatlı
sistem olur.

(⇐) Lemma 3.1.3 ile elde edilir.

Bu kısm çokkatlı sistemler için verilecek bir uyarı ile bitirilecektir. γ1, . . . , γs ele-
manları E, R–modülü üzerinde bir çokkatlı sistem olsun ve IE = 0 olacak şekilde
bir I ideali alınsın. R = R/I olsun. O zaman Önerme 1.1.19 gereğince E modülü
bir R–modül yapısına sahiptir. γi elemanının R halkasındaki doğal görüntüsü γi ile
gösterilsin. O zaman

E

γ1E + · · ·+ γsE
= E

γ1E + · · ·+ γsE

olur. Yukarıdaki eşitlikte R ve R–modül yapıları birlikte ele alınmaktadır. Ayrıca R–alt
modüller ile R–alt modüller aynıdır. Dolayısıyla

lR

{
E

γ1E + · · ·+ γsE

}
= lR

{
E

γ1E + · · ·+ γsE

}
<∞

olur. Buradan γ1, . . . , γs elemanları, E, R–modül olarak göz önüne alındığında E üze-
rinde bir çokkatlı sistem olur.
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3.2 Çokkatlılık Sembolü

E bir Noether R–modül ve γ1, . . . , γs elemanları E üzerinde bir çokkatlı sistem olsun.
Şimdi s üzerine tümevarım uygulayarak γ1, . . . , γs elemanlarının E modülü üzerinde
bir çokkatlısı aşağıdaki gibi tanımlanacaktır:

Çokkatlı, negatif olmayan bir tamsayı olacaktır ve eR(γ1, . . . , γs | E) ya da
eR(γ1···s | E) sembolü ile gösterilecektir. İlk olarak s = 0 olsun. Bu durumda boş küme E
üzerinde bir çokkatlı sistemdir. Dolayısıyla lR (E) sonludur. Bu nedenle
eR(. | E) = lR(E) olarak gösterilsin. Şimdi s ≥ 1 olsun. Ayrıca Noether modüller
üzerinde s − 1 elemanlı her çokkatlı sistem için çokkatlılık sembolünün tanımlı ol-
duğu kabul edilsin. Lemma 1.3.1 gereğince E/γ1E ve (0 :E γ1) modülleri Noether olur.
Önerme 3.1.4 ile γ1, . . . , γs elemanları E/γ1E ve (0 :E γ1) modülleri üzerinde bir çok-
katlı sistemdir. γ1, E/γ1E modülünü sıfırlar. Dolayısıyla γ2, . . . γs elemanları E/γ1E

üzerinde bir çokkatlı sistem olur. Benzer şekilde γ2, . . . , γs elemanlarının (0 :E γ1)
üzerinde de bir çokkatlı sistem olduğu da elde edilebilir. Dolayısıyla varsayım gereği
eR (γ2, . . . , γs | E/γ1E), eR (γ2, . . . , γs | (0 :E γ1)) tanımlıdır. Buna göre

eR(γ1, . . . , γs | E) = eR (γ2, . . . , γs | E/γ1E)− eR (γ2, . . . , γs | (0 :E γ1))

ifadesi bir tamsayı değerine sahiptir. Böylece elde edilen

eR(. | E) = lR(E) (3.2.1)

ve

eR (γ1, . . . , γs | E) = eR (γ2, . . . , γs | E/γ1E)− eR (γ2, . . . , γs | (0 :E γ1)) (3.2.2)

eşitlikleri ile genel çokkatlılık sembolü tanımlanır.
Dikkat edilirse E yerine ona izomorf olan herhangi bir modül alınırsa çokkatlılık

sembolünün değeri değişmeyecektir. Ayrıca E sıfır modülü iken

eR(γ1, . . . , γs | E) = 0

olur.
E bir Noether R–modül ve γ1, . . . , γs elemanları E üzerinde bir çokkatlı sistem

olsun. IE = 0 olacak şekilde bir I ideali alınsın. R = R/I ve γi, γi elemanının R

halkasındaki doğal görüntüsü olsun. O zaman E bir Noether R–modüldür. Ayrıca daha
önce gösterildiği gibi γ1, . . . , γs elemanları E, R–modülü üzerinde bir çokkatlı sistemdir.

İddia: eR(γ1, . . . , γs | E) = eR(γ1, . . . , γs | E)’dir:
s = 0 için lR(E) = lR(E) olduğundan iddia doğrudur. Şimdi s > 0 olmak üzere
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s− 1 elemanlı çokkatlı sistemler için iddia doğru olsun. O zaman E/γ1E = E/γ1E ve

(0 :E γ1) = (0 :E γ1)

olduğundan

eR(γ1, . . . , γs | E) = eR (γ2, . . . , γs | E/γ1E)− eR (γ2, . . . , γs | (0 :E γ1))

= eR (γ2, . . . , γs | E/γ1E)− eR (γ2, . . . γs | (0 :E γ1))

= eR (γ2, . . . , γs | E/γ1E)− eR (γ2, . . . , γs | (0 :E γ1))

= eR(γ1, . . . , γs | E)

elde edilir. Dolayısıyla iddia kanıtlanır.

Lemma 3.2.1. 0 → E ′ → E → E
′′ → 0 R–modüllerin bir tam dizisi olsun ve R

halkasının bir γ elemanı alınsın. O zaman

0→ (0 :E′ γ) φ′−→ (0 :E γ) ψ′−→ (0 :E′′ γ) f−→ E ′

γE ′
φ∗−→ E

γE

ψ∗−→ E
′′

γE ′′
→ 0 (3.2.3)

şeklinde R–modüllerin bir tam dizisi oluşturulabilir.

Kanıt. Genelliği bozmadan E ′ modülü E’nin bir alt modülü ve E ′′ = E/E ′ olsun.

φ : E ′ → E

içerim dönüşümü ve
ψ : E → E

′′ = E/E ′

doğal dönüşüm olsun. O zaman φ(0 :E′ γ) ⊆ (0 :E γ) ve φ(γE ′) ⊆ γE olur. Bu yüzden
φ dönüşümünün (0 :E′ γ) alt modülüne kısıtlanması ile

φ′ : (0 :E′ γ)→ (0 :E γ)

dönüşümü elde edilir. Ayrıca φ∗ : E ′/γE ′ → E/γE olsun.

ψ(0 :E γ) ⊆ (0 :E′′ γ) veψ(γE) ⊆ γE
′′

olduğundan benzer şekilde ψ dönüşümü ile

ψ′ : (0 :E γ)→ (0 :E′′ γ) veψ∗ : E/γE → E
′′
/γE

′′

dönüşümleri elde edilir. Şimdi e′′ ∈ (0 :E′′ γ) olsun. O halde ψ(e) = e
′′ olacak şekilde

bir e ∈ E seçilebilir. Ayrıca γe′′ = 0 olduğundan ψ(γe) = 0 elde edilir. Dolayısıyla
γe ∈ E ′ olur. f(e′′), γe elemanının E ′/γE ′ modülündeki görüntüsü olsun.
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İddia 1: f dönüşümü iyi tanımlıdır: ψ(e1) = e′′ olacak şekilde e1 ∈ E alınsın. O
zaman e − e1 ∈ E ′ olur. Bu nedenle γe − γe1 ∈ γE ′ elde edilir. Buradan γe ve γe1

elemanları E ′/γE ′ modülünde aynı görüntülere sahiptir. Dolayısıyla f dönüşümü iyi
tanımlıdır. Böylece iddia kanıtlanır.

Ayrıca f dönüşümü R–lineerdir. O halde 3.2.3 dizisindeki dönüşümlerin tümü elde
edilmiş olur. Şimdi

kerψ′ = Imφ′ , ker f = Imψ′ , kerφ∗ = Im f , kerψ∗ = Imφ∗

eşitlikleri ele alınsın.
İddia 2 : Im f = kerφ∗ olur: α + γE ′ ∈ kerφ∗ olsun. O halde

α ∈ E ′ veφ∗(α + γE ′) = α + γE = 0⇔ α ∈ γE ∩ E ′

olur. Dolayısıyla kerφ∗ = (γE ∩ E ′) /γE ′ yazılabilir. Diğer taraftan f : (0 :E′′ γ) →
E ′/γE ′ ve f(e + E ′) = γe + γE ′ olduğundan γe + γE ′ ∈ (γE ∩ E ′) /γE ′ elde edilir.
Ayrıca γe+ γE ′ ∈ (γE ∩ E ′) /γE ′ için f(e+E ′) = γe+ γE ′ ve e+E ′ ∈ (0 :E′′ γ) olur.
Dolayısıyla Im f = kerφ∗ elde edilir.

İddia 3: ker f = Imψ′olur: α+E ′ ∈ ker f olsun. O halde f(α+E ′) = γα+ γE ′ = 0
olur. Buradan γα ∈ γE ′ elde edilir. Dolayısıyla γα = γe′ olacak şekilde bir e′ ∈ E ′

vardır. Böylece

γα− γe′ = 0⇒ γ(α− e′) = 0⇒ α− e′ ∈ (0 :E γ)

olur. Buradan α ∈ (0 :E γ) + E ′ ⇒ α + E ′ ∈ ((0 :E γ) + E ′) /E ′ elde edilir. Şimdi
α ∈ (0 :E γ) olmak üzere α + E ′ ∈ ((0 :E γ) + E ′) /E ′ olsun. Buradan γα = 0 olur.
Dolayısıyla

f(α + E ′) = γα + γE ′ = 0

elde edilir. O halde ker f = ((0 :E γ) + E ′) /E ′ olur. Şimdi Imψ′ kümesi ele alınsın.
ψ′(α) = α + E ′ olsun. α ∈ (0 :E γ) olduğundan γα = 0 elde edilir. Dolayısıyla

γ(α + E ′) = γα + eE ′ ∈ ((0 :E γ) + E ′) /E ′

olur. α ∈ (0 :E γ) olmak üzere α+E ′ ∈ (0 :E γ)+E ′ olsun. Buradan γα = 0 elde edilir.
O halde α+E ′ = ψ′(α) olduğundan α+E ′ ∈ Imψ′ olur. Ayrıca 0→ E ′

φ−→ E
ψ−→ E

′′ → 0
dizisi tam olduğundan Imφ′ = kerψ′, Imφ = kerψ∗ ve kerψ = Imφ eşitlikleri elde
edilir. Dolayısıyla kanıt tamamlanır.

Teorem 3.2.2. [5, Theorem 1] 0→ E ′ → E → E
′′ → 0 Noether R–modüllerin bir tam
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dizisi ve γ1, . . . , γs elemanları dizinin herbir terimi üzerinde bir çokkatlı sistem olsun.
O zaman

eR(γ1, . . . , γs | E) = eR(γ1, . . . , γs | E ′) + eR(γ1, . . . , γs | E
′′)

olur.
Bu teorem aşağıda verilen sonuçla birlikte kanıtlanacaktır.

Sonuç 3.2.3. [1, Corollary 1 of Theorem 5, §7.4] 0 → Ep → · · · → E1 → E0 → 0
Noether R–modüllerin bir tam dizisi olsun. Ayrıca γ1, . . . , γs elemanları, dizideki herbir
modül üzerinde bir çokkatlı sistem olacak şekilde alınsın. O zaman

p∑
i=0

(−1)ieR(γ1, . . . , γs | Ei) = 0 (3.2.4)

olur.

Kanıt. Teorem ve sonuç s üzerine tümevarım uygulanarak aynı anda kanıtlanacaktır.
s = 0 iken 0 ≤ i ≤ p değerleri için eR(. | Ei) = lR(Ei) olur Ayrıca γ1, . . . , γs her
0 ≤ i ≤ p için Ei modülü üzerinde bir çokkatlı sistem olduğundan lR(Ei) uzunlukları
sonlu olur. Dolayısıyla Teorem 1.1.17 ile 3.2.4 eşitliği elde edilir. Şimdi s ≥ 1 ve Teorem
3.2.11 ile Sonuç 3.2.3 s−1 elemanlı çokkatlı sistemler için doğru olsun. Lemma 3.2.1’den

0→ (0 :E′ γ1)→ (0 :E γ1)→ (0 :E′′ γ1)→ E ′

γ1E ′
→ E

γ1E
→ E

′′

γ1E
′′ → 0

tam dizisi vardır. Dizideki her terim Noether modüldür. Ayrıca γ1 elemanı yukarıdaki
dizinin her terimini sıfırladığından γ2, . . . , γs elemanları dizinin bütün terimleri üzerinde
bir çokkatlı sistem olur. Buradan

eR

(
γ2, . . . , γs |

E

γ1E

)
− eR (γ2, . . . , γs | (0 :E γ1))

= eR

(
γ2, . . . , γs |

E ′

γ1E ′

)
− eR (γ2, . . . , γs | (0 :E′ γ1))

+ eR

(
γ2, . . . , γs |

E
′′

γ1E
′′

)
− eR (γ2, . . . , γs | (0 :E′′ γ1))

elde edilir. O halde çokkatlı sembol tanımından

eR(γ1, . . . , γs | E) = eR(γ1, . . . , γs | E ′) + eR(γ1, . . . , γs | E
′′)

olur. Dolayısıyla s durumu için Teorem 3.2.2 kanıtlanmış olur. O halde tümevarımdan
Teorem 3.2.2 elde edilir. Şimdi Sonuç 3.2.3 s durumunda ele alınsın. p üzerine tümeva-
rım uygulanacaktır. p = 0 için 0 → E0 → 0 dizisi tam olacağından E0 = 0 elde edilir.

53



Buradan lR(E0) = 0 olur. Dolayısıyla sonucun ifadesi elde edilir. p = 1 durumunda
0→ E1 → E0 → 0 tam dizi olduğundan E1 ≈ E0 olur. Buradan lR(E0) = lR(E1) elde
edilir. O halde lR(E0)− lR(E1) = 0 olur. Şimdi p > 2 ve sonuç p− 1 için doğru olsun.
p için sonucun doğru olduğu gösterilsin. O halde

Im(Ep−1 → Ep−2) = E ′p−1

olsun. Buradan
E ′p−1 = ker(Ep−2 → Ep−3)

elde edilir. Dolayısıyla

0→ E ′p−1
i−→ Ep−2 → Ep−3 → · · · → E0 → 0

dizisi tam olur. O halde tümevarım hipotezinden

p−2∑
i=0

(−1)ieR(γ1, . . . , γs | Ei) + (−1)p−1eR(γ1, . . . , γs | E ′p−1) = 0

elde edilir. Ayrıca
0→ Ep → Ep−1 → E ′p−1 → 0

dizisi tam olduğundan

eR(γ1, . . . , γs | Ep−1) = eR(γ1, . . . , γs | Ep) + eR(γ1, . . . , γs | E ′p−1)

yazılabilir. Dolayısıyla

eR(γ1, . . . , γs | E ′p−1) = eR(γ1, . . . , γs | Ep−1)− eR(γ1, . . . , γs | Ep) (3.2.5)

olur. 3.2.5 eşitliği toplamda yazılılırsa sonuç elde edilir.

Sonuç 3.2.4. R bir halka, E bir Noether R–modül ve γ1, . . . , γs E üzerinde bir çokkatlı
sistem olsun. E’nin alt modüllerinin

0 = E0 ⊆ E1 ⊆ . . . ⊆ Em = E

olacak şekilde bir dizisi alınsın. O halde

eR(γ1, . . . , γs | E) =
m∑
i=1

eR(γ1, . . . , γs | Ei/Ei−1)

olur.

Kanıt. İlk olarak eR(γ1, . . . , γs | E1) = eR(γ1, . . . , γs | E0) + eR(γ1, . . . , γs | E1/E0)
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yazılabilir. Şimdi 0 → E1 → E2 → E2/E1 → 0 tam dizisi ele alınsın. Buradan 3.2.2
gereğince eR(γ1, . . . , γs | E2) = eR(γ1, . . . , γs | E1)+eR(γ1, . . . , γs | E2/E1) olur. Benzer
şekilde devam edilirse

eR(γ1, . . . , γs | E1) = eR(γ1, . . . , γs | E0) + eR(γ1, . . . , γs | E1/E0)

eR(γ1, . . . , γs | E2) = eR(γ1, . . . , γs | E1) + eR(γ1, . . . , γs | E2/E1)
...

eR(γ1, . . . , γs | Em) = eR(γ1, . . . , γs | Em−1) + eR(γ1, . . . , γs | Em/Em−1)

yazılabilir. Buradan

eR(γ1, . . . , γs | E1/E0) = eR(γ1, . . . , γs | E1)− eR(γ1, . . . , γs | E0)

eR(γ1, . . . , γs | E2/E1) = eR(γ1, . . . , γs | E2)− eR(γ1, . . . , γs | E1)
...

eR(γ1, . . . , γs | Em/Em−1) = eR(γ1, . . . , γs | Em)− eR(γ1, . . . , γs | Em−1)

elde edilir. Son elde edilen eşitlikler taraf tarafa toplanır ve E0 = 0, Em = E olduğu
da göz önüne alınırsa o zaman

eR(γ1, . . . , γs | E) =
m∑
i=1

eR(γ1, . . . , γs | Ei/Ei−1)

olur.

Sonuç 3.2.5. [5, Lemma 11] E bir R–modül, E1 ve E2, E’nin Noether alt modülleri
olsun. Ayrıca γ1, . . . , γs elemanları E1 ve E2 üzerinde bir çokkatlı sistem olsun. O zaman
γ1, . . . , γs E1 +E2 ve E1∩E2 Noether modülleri üzerinde bir çokkatlı sistemdir. Ayrıca

eR(γ1, . . . , γs | E1+E2)+eR(γ1, . . . γs | E1∩E2) = eR(γ1, . . . , γs | E1)+eR(γ1, . . . , γs | E2)
(3.2.6)

olur.

Kanıt. Önerme 1.3.3 ile E1 + E2 ve E1 ∩ E2 Noether R–modüllerdir. Ayrıca Önerme
1.3.4 ile E1 ⊕ E2 de Noether R–modül olur. O halde

f : E1 → E1 ⊕ E2, f(e1) = (e1, 0)

ve
g : E1 ⊕ E2 → E2, g ((e1, e2)) = e2

olmak üzere Im f = E1 ⊕ 0 = ker g, f dönüşümü birebir, g dönüşümü örten olur.
Buradan
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0→ E1
f−→ E1 ⊕ E2

g−→ E2 → 0

dizisinin tam olduğu elde edilir. Dolayısıyla Önerme 3.1.4 gereğince γ1, . . . , γs eleman-
ları E1 ⊕ E2 üzerinde bir çokkatlı sistem olur. Şimdi

ψ : E1 ⊕ E2 → E1 + E2, ψ ((e1, e2)) = e1 + e2

olsun. Buradan izomorfizma teoremleri ile E1 +E2 ≈ (E1 ⊕ E2) / kerψ elde edilir. Ay-
rıca E1 ∩E2, E1 modülünün alt modülü olduğundan Önerme 3.1.4 gereğince γ1, . . . , γs

E1 + E2 ve E1 ∩ E2 modülleri üzerinde bir çokkatlı sistemdir. Dolayısıyla 3.2.6 eşitli-
ğindeki bütün çokkatlılar tanımlıdır. Şimdi

0→ E1 → E1 + E2 → (E1 + E2) /E1 → 0

tam dizisi ele alınsın. İzomorfizma teoremlerinden (E1 + E2) /E1 ≈ E2/ (E1 ∩ E2) ol-
duğu elde edilir. Dolayısıyla

0→ E1 → E1 + E2 → E2/ (E1 ∩ E2)→ 0 (3.2.7)

tam dizisi yazılabilir. Ayrıca

0→ E1 ∩ E2 → E2 → E2/ (E1 ∩ E2)→ 0 (3.2.8)

tam dizisi vardır. 3.2.7 ve 3.2.8 dizileri ile Teorem 3.2.2 gereğince

eR(γ1, . . . , γs | E1 + E2) = eR(γ1, . . . , γs | E1) + eR

(
γ1, . . . , γs |

E2

E1 ∩ E2

)

ve

eR(γ1, . . . , γs | E2) = eR(γ1, . . . , γs | E1 ∩ E2) + eR

(
γ1, . . . , γs |

E2

E1 ∩ E2

)

elde edilir. Bu nedenle

eR(γ1, . . . , γs | E1+E2) = eR(γ1, . . . , γs | E1)+eR(γ1, . . . , γs | E2)−eR(γ1, . . . , γs | E1∩E2)

olur. Buradan

eR(γ1, . . . , γs | E1+E2)+eR(γ1, . . . , γs | E1∩E2) = eR(γ1, . . . , γs | E1)+eR(γ1, . . . , γs | E2)

elde edilir. Dolayısıyla kanıt tamamlanır.

Sonuç 3.2.6. [5, Lemma 11] E1 ve E2, E, R–modülünün E/E1 ve E/E2 bölüm mo-
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dülleri Noether olacak şekilde alt modülleri olsun. Eğer γ1, . . . , γs elemanları E/E1 ve
E/E2 üzerinde bir çokkatlı sistem ise o zaman γ1, . . . , γs, E/ (E1 ∩ E2) ve E/ (E1 + E2)
Noether R–modülleri üzerinde bir çokkatlı sistem olur. Ayrıca

eR(γ1···s |
E

E1 + E2
) + eR

(
γ1···s |

E

E1 ∩ E2

)
= eR

(
γ1···s |

E

E1

)
+ eR

(
γ1···s |

E

E2

)
(3.2.9)

elde edilir.

Kanıt. f : E/E1 → E/ (E1 + E2), f(e+E1) = e+E1 +E2 olacak şekilde bir dönüşüm
olsun. Dikkat edilirse bu dönüşüm bir epimorfizmadır. O halde izomorfizma teorem-
lerinden E/ (E1 + E2), E/E1 modülünün bir bölüm modülüne izomorftur. Dolayısıyla
E/ (E1 + E2) Noether modüldür. Ayrıca γ1, . . . , γs, E/ (E1 + E2) modülü üzerinde bir
çokkatlı sistem olur.

İddia 1: ker f = (E1 + E2) /E1 olur: Şimdi e+E1 ∈ E/E1 için f(e+E1) = 0 olsun.
O zaman

e+ E1 + E2 = 0⇒ e ∈ E1 + E2 ⇒ e+ E1 ∈
E1 + E2

E1

elde edilir. Dolayısıyla ker f ⊆ (E1 + E2) /E1 olur. Şimdi e′+E1 ∈ (E1 + E2) /E1 olsun.
O zaman e′ ∈ E1 + E2 elde edilir. Buradan

f(e′ + E1) = e′ + E1 + E2 = 0

olur. O halde ker f ⊇ (E1 + E2) /E1 elde edilir. Böylece iddia doğrudur.
İzomorfizma teoremlerinden E/ (E1 + E2) ≈ (E/E1) / ((E1 + E2)/E1) elde edilir.

Şimdi
g : E → E

E1
⊕ E

E2
, g(e) = (e+ E1, e+ E2)

olsun.
İddia 2: g dönüşümünün çekirdeği E1 ∩ E2’dir: e ∈ Kerg olsun. O zaman

g(e) = (e+ E1, e+ E2) = (0, 0)⇒ e ∈ E1 ve e ∈ E2 ⇒ e ∈ E1 ∩ E2

olur. Şimdi e ∈ E1 ∩ E2 olsun. g(e) = (e + E1, e + E2) = (0, 0) olduğundan e ∈ ker g
elde edilir.

O halde izomorfizma teoremlerinden E/ (E1 ∩ E2), E/E1⊕E/E2 modülünün bir alt
modülüne izomorf olur. Sonuç 1.3.2’den dolayı (E/E1)⊕(E/E2) Noether olur. Buradan

0→ E

E1
→ E

E1
⊕ E

E2
→ E

E2
→ 0

tam dizisi düşünülürse Önerme 3.1.4’den γ1, . . . , γs elemanları (E/E1) ⊕ (E/E2) üze-
rinde bir çokkatlı sistem olur. Dolayısıyla γ1, . . . , γs, E/ (E1 ∩ E2) üzerinde bir çokkatlı
sistemdir. O halde 3.2.9 eşitliğindeki bütün çokkatlılar tanımlıdır. Ayrıca
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E/ (E1 ∩ E2) ≈ (E1 + E2) /E2 olduğundan

0→ E1

E1 ∩ E2
→ E

E1 ∩ E2
→ E

E1
→ 0

tam dizisi

0→ E1 + E2

E2
→ E

E1 ∩ E2
→ E

E1
→ 0 (3.2.10)

şeklinde yazılabilir. Ayrıca

0→ E1 + E2

E2
→ E

E2
→ E

E1 + E2
→ 0 (3.2.11)

tam dizisi vardır. 3.2.10, 3.2.11 dizileri ve Teorem 3.2.2 ile

eR

(
γ1, . . . , γs |

E

E1 ∩ E2

)
= eR

(
γ1, . . . , γs |

E1 + E2

E2

)
+ eR

(
γ1, . . . , γs |

E

E1

)

ve

eR

(
γ1, . . . , γs |

E

E2

)
= eR

(
γ1, . . . , γs |

E1 + E2

E2

)
+ eR

(
γ1, . . . , γs |

E

E1 + E2

)

elde edilir. Buradan

eR

(
γ1, . . . , γs |

E

E1 ∩ E2

)
+ e

(
γ1, . . . , γs |

E

E1 + E2

)
= eR

(
γ1, . . . , γs |

E

E1

)
+ eR

(
γ1, . . . , γs |

E

E2

)

elde edilir.

Bir sonraki Önerme ile eR(γ1, . . . , γs | E) değerinin γi elemanlarının sırasından
bağımsız olduğu gösterilecektir. Bunun için önce aşağıdaki lemma verilsin.

Lemma 3.2.7. E bir Noether R–modül ve s ≥ 2 için γ1, . . . , γs elemanları E üzerinde
bir çokkatlı sistem olsun. O zaman

eR(γ1, γ2, . . . , γs | E) = eR(γ2, γ1, . . . , γs | E)

olur.

Kanıt. Öncelikle bazı gösterimler oluşturulacaktır. K bir Noether R–modül olsun. O
halde eğer γ3, γ4, . . . , γs elemanları K üzerinde bir çokkatlı sistem ise
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[K] = eR(γ3, . . . , γs | K) olarak alınsın. L ⊆ M Noether N , R–modülünün alt modül-
leri olsun ve γ3, γ4, . . . , γs elemanları N/L üzerinde bir çokkatlı sistem olacak şekilde
alınsın. O halde M/L ≤ N/L ve N/M ≈ (N/L) / (M/L) olduğundan γ3, γ4, . . . , γs

elemanları M/L ve N/M üzerinde bir çokkatlı sistem olur. Ayrıca

0→ M

L
→ N

L
→ N

M
→ 0

tam dizi olduğundan Teorem 3.2.2 gereğince
[
N

L

]
=
[
N

M

]
+
[
M

L

]
(3.2.12)

elde edilir.
Şimdi 3.2.2 eşitliğinden

eR(γ1, . . . , γs | E) = eR

(
γ2, γ3, . . . , γs |

E

γ1E

)
− eR (γ2, γ3, . . . , γs | (0 :E γ1))

olur. O halde 3.2.12 eşitliğindeki çokkatlıları 3.2.2 eşitliğine göre yeniden düzenlenirse

[1] =
[

E/γ1E

γ2(E/γ1E)

]
, [2] = [0 :E/γ1E γ2] , [3] =

[
(0 :E γ1)
γ2(0 :E γ1)

]
, [4] = [0 :(0:Eγ1) γ2]

olmak üzere
eR(γ1, γ2, . . . , γs | E) = [1]− [2]− [3] + [4]

elde edilir. Ayrıca
E/γ1E

γ2(E/γ1E) ≈
E

γ1E + γ2E

ve
(0 :(0:Eγ1) γ2) = (0 :E γ1) ∩ (0 :E γ2)

olduğundan [1] =
[

E
γ1E+γ2E

]
ve [4] = [(0 :E γ1) ∩ (0 :E γ2)] durumlarında γ1 ile γ2

simetrik olur. Bu nedenle [2] + [3] toplamının ele alınması yeterli olacaktır. Ayrıca
(0 :E/γ1E γ2) = (γ1E :E γ2) /γ1E ve

γ1E ⊆ γ1E + (0 :E γ2) ⊆ (γ1E :E γ2)

olduğu açıktır. Buradan 3.2.12 eşitliği ve

γ1E + (0 :E γ2)
γ1E

≈ (0 :E γ2)
γ1E ∩ (0 :E γ2)

izomorfizması ile
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[2] =
[

(γ1E :E (0 :E γ2))
γ1E

]
+
[

(γ1E :E γ2)
γ1E + (0 :E γ2)

]
=
[

(0 :E γ2)
γ1E ∩ (0 :E γ2)

]
+
[

((γ1E) :E γ2)
γ1E + (0 :E γ2)

]

elde edilir. Ayrıca

(γ1E) ∩ (0 :E γ2) = γ1 ((0 :E γ2) :E γ1) = γ1(0 :E γ1γ2)

olduğundan [5] =
[

(0:Eγ2)
γ1(0:Eγ1γ2)

]
ve [6] =

[
(γ1E:Eγ2)

((γ1E)+(0:Eγ2))

]
için [2] = [5]+[6] olur. Şimdi γ2 ile

çarpma işlemi (γ1E :E γ2) modülünden γ2 (γ1E :E γ2) modülüne bir homomorfizmadır.
Ayrıca γ2 (γ1E :E γ2) = γ1E ∩ γ2E olduğundan

f : (γ1E :E γ2)→ γ1E ∩ γ2E

dönüşümü vardır. f dönüşümünün çekirdeği (0 :E γ2) alt modülüdür. O halde
(0 :E γ2) ⊆ γ1E + (0 :E γ2) ve f (γ1E + (0 :E γ2)) = γ1γ2E olur. Buradan izomor-
fizma teoremleri ile

(γ1E :E γ2)
γ1E + (0 :E γ2) ≈

γ1E ∩ γ2E

γ1γ2E

elde edilir. Bu nedenle [6] =
[
γ1E∩γ2E
γ1γ2E

]
olur. Dolayısıyla [6]’da γ1 ile γ2 simetriktir. O

halde [3] + [5] toplamını incelemek yeterli olacaktır. Şimdi

γ2(0 :E γ1) ⊆ γ2(0 :E γ1γ2) ⊆ (0 :E γ1)

olur. Buradan [7] =
[
γ2(0:Eγ1γ2)
γ2(0:Eγ1)

]
ve [8] =

[
(0:Eγ1)

γ2(0:Eγ1γ2)

]
+
[

(0:Eγ2)
γ1(0:Eγ1γ2)

]
olmak üzere 3.2.12

eşitliği ile [3] + [5] = [7] + [8] elde edilir. O halde [8] istenen simetriye sahiptir. Ayrıca
γ2 ile çarpma işlemi sayesinde g : (0 :E γ1γ2)→ γ2(0 :E γ1γ2) epimorfizması elde edilir.

İddia: g−1 (γ2(0 :E γ1)) = (0 :E γ1) + (0 :E γ2) olur: Şimdi

α ∈ g−1 (γ2(0 :E γ1))⇒ g(α) ∈ γ2(0 :E γ1)⇒ g(α) = γ2α

olduğundan α ∈ (0 :E γ1) elde edilir. O halde γ1α = 0 olur. Buradan α = α + 0
olduğundan α ∈ (0 :E γ1) + (0 :E γ2) elde edilir. Şimdi tersine α ∈ (0 :E γ1) ve
β ∈ (0 :E γ2) olacak şekilde α + β ∈ (0 :E γ1) + (0 :E γ2) alalım. O halde γ1α = 0 ve
γ2β = 0 olur. Buradan

g(α + β) = γ2(α + β) = γ2α + γ2β = γ2α⇒ α ∈ γ2(0 :E γ1)

elde edilir.
O halde

(0 :E γ1γ2)
(0 :E γ1) + (0 :E γ2) ≈

γ2(0 :E γ1γ2)
γ2(0 :E γ1)
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olur. Buradan [7] =
[

(0:Eγ1γ2)
(0:Eγ1)+(0:Eγ2)

]
elde edilir. Dolayısıyla [7] eşitliğinde γ1 ve γ2 si-

metriktir. O halde

eR(γ1, . . . , γs | E) = [1] + [4]− [6]− [7]− [8]

eşitliğinde yer alan bütün terimlerde γ1 ve γ2 elemanları simetrik olur.

Önerme 3.2.8. [5, Theorem 2] E bir Noether R–modül ve γ1, . . . , γs, E üzerinde bir
çokkatlı sistem olsun. Şimdi eğer {i1, i2, . . . , is}, {1, 2, . . . , s} kümesinin bir permütas-
yonu ise o zaman

eR(γ1, γ2, . . . , γs | E) = eR(γi1 , γi2 , . . . , γis | E)

olur. Elde edilen eşitliğe çokkatlılık sembolünün değişme özelliği denir.

Kanıt. eR(γ1, . . . , γm, γm+1, . . . , γs | E) = eR(γ1, . . . , γm+1, γm, . . . , γs | E) olduğunu
göstermek yeterli olacaktır. Çokkatlılık sembolünün tanımı m− 1 defa uygulanırsa:

eR(γ1, . . . , γm, γm+1, . . . γs | E) = eR

(
γ2, . . . , γs |

E

γ1E

)
− eR (γ2, . . . , γs | (0 :E γ1))

= eR

(
γ3, . . . , γs |

(E/γ1E)
γ2E

)
− eR

(
γ3, . . . , γs | (0 : E

γ1E
γ2)
)

− eR (γ2, . . . , γs | (0 :E γ1))

= eR

(
γ3, . . . , γs |

(E/γ1E)
γ2E

)
− eR

(
γ3, . . . , γs | (0 : E

γ1E
γ2)
)

− eR
(
γ3, . . . , γs |

(0 :E γ1)
γ2(0 :E γ2)

)
+ eR

(
γ3, . . . , γs | (0 :(0:Eγ1) γ2)

)
...

=
∑
ν

ενeR(γm, γm+1, . . . , γs | Eν)

elde edilir. Yukarıdaki toplamda εν = ∓1 olur. Ayrıca Eν modülleri E modülünün
alt modülü ya da bölüm modülü olduğundan Noetherdir. γ1, . . . , γm−1, Eν modüllerini
sıfırladığı için γm, γm+1, . . . , γs elemanları Eν modülleri üzerinde çokkatlı sistem olur.
Ayrıca εν sayıları ile Eν modülleri yalnızca E ile belirlidir ve γ1, . . . , γm−1, γm, . . . , γs

elemanlarından bağımsızdır. Bu nedenle εν ve Eν yukarıdaki gibi olmak üzere eğer γm
ile γm+1 elemanlarının yeri değiştirilirse

eR(γ1, . . . , γm+1, γm, . . . γs | E) =
∑
ν

ενeR(γm+1, γm, . . . , γs | Eν)

elde edilir. Lemma 3.2.7 ile

eR(γm, γm+1, . . . , γs | Eν) = eR(γm+1, γm, . . . , γs | Eν)

61



olur. Buradan

eR(γ1, . . . , γm, γm+1, . . . , γs | E) = eR(γ1, . . . , γm+1, γm, . . . , γsE)

elde edilir.

Önerme 3.2.9. [1, Proposition 5, §7.4] E bir Noether R– modül ve γ1, . . . , γs eleman-
ları E üzerinde bir çokkatlı sistem olsun. O halde m > 0 olmak üzere belirli bir i değeri
için γmi E = 0 ise o zaman eR(γ1, . . . , γs | E) = 0 elde edilir.

Kanıt. Çokkatlılık sembolünün değişme özelliği sayesinde i = 1 alınabilir. m üzerine
tümevarım uygulanacaktır. İlk olarak m = 1 olsun. O zaman γ1E = 0 olur. Buradan
E/γ1E = E ve (0 :E γ1) = E elde edilir. Dolayısıyla 3.2.2 eşitliği ile

eR(γ1, . . . , γs | E) = eR

(
γ2, . . . , γs |

E

γ1E

)
− eR (γ2, . . . , γs | (0 :E γ1))

= eR(γ2, . . . , γs | E)− eR(γ2, . . . , γs | E)

= 0

bulunur. Şimdi m > 1 ve m sayısından küçük olan her değer için varsayım doğru olsun.
Teorem 3.2.2 ve 0→ γ1E → E → E/γ1E → 0 tam dizisi ile

eR(γ1, . . . , γs | E) = eR(γ1, . . . , γs | γ1E) + eR

(
γ1, . . . , γs |

E

γ1E

)

elde edilir. Ayrıca γm−1
1 (γ1E) = 0 ve γ1 (E/γ1E) = 0 olur. Buradan tümevarım ka-

bülü ile eR(γ1, . . . , γs | γ1E) = 0, eR (γ1, . . . , γs | E/γ1E) = 0 elde edilir. O halde
eR(γ1, . . . , γs | E) = 0 olur.

Lemma 3.2.10. E bir Noether R–modül ve γ, R halkasının bir elemanı olsun. O halde
Fm = E/(0 :E γm) olmak üzere yeterince büyük bir m tamsayısı için (0 :Fm γ) = 0 elde
edilir.

Kanıt. E bir Noether R–modül olduğundan E modülünün alt modüllerinin bir

(0 :E γ) ⊆ (0 :E γ2) ⊆ (0 :E γ3) ⊆ . . .

artan dizisi durmalıdır. Dolayısıyla yeterince büyük bir m tamsayısı için
(0 :E γm+1) = (0 :E γm) olur. O zaman

(0 :Fm γ) = ((0 :E γm) :E γ)
(0 :E γ) = (0 :E γm+1)

(0 :E γm) = (0 :E γm)
(0 :E γm) = 0

elde edilir.
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Teorem 3.2.11. [5, Lemma 2], [1, Theorem 6, §7.4] E bir Noether R–modül ve
γ1, . . . , γs elemanları E üzerinde bir çokkatlı sistem olsun. O zaman

0 ≤ eR(γ1, . . . , γs | E) ≤ lR

{
E

γ1E + · · ·+ γsE

}

olur.

Kanıt. İlk olarak eR(γ1, . . . , γs | E) çokkatlılık sembolünün negatif olmadığını göster-
mek için s üzerine tümevarım uygulansın. s = 0 için e(. | E) = lR(E) < ∞ olur.
Dolayısıyla eR(. | E) = lR(E) negatif olmayan tamsayıdır. Şimdi s ≥ 1 olmak üzere
s − 1 elemanlı çokkatlı sistemler için varsayım doğru olsun. F = E/(0 :E γm1 ), m’nin
(0 :F γm1 ) = 0 olacak şekilde yeterince büyük bir değeri için tanımlansın. Lemma 3.2.10
sayesinde böyle bir m (dolayısıyla da böyle bir F ) seçilebilir. Ayrıca

0→ (0 :E γm1 )→ E → E

(0 :E γm1 ) = F → 0

tam dizisi ve Teorem 3.2.2 ile

eR(γ1, . . . , γs | E) = eR (γ1, . . . , γs | (0 :E γm1 )) + eR(γ1, . . . , γs | F )

elde edilir. γm1 (0 :E γm1 ) = 0 olduğundan Önerme 3.2.9 ile eR (γ1, . . . , γs | (0 :E γm1 )) = 0
olur. O halde

eR(γ1, . . . , γs | E) = eR(γ1, . . . , γs | F )

= eR (γ2, . . . , γs | F/γ1F ) + eR (γ2, . . . , γs | (0 :F γ1))

= eR (γ2, . . . , γs | F/γ1F )

elde edilir. Ayrıca γ2, . . . , γs, s− 1 elemanlı bir çokkatlı sistem olduğundan tümevarım
kabülü ile eR (γ2, . . . , γs | F/γ1F ) ≥ 0 olur. Dolayısıyla eR(γ1, . . . , γs | E) ≥ 0 elde
edilir.

Şimdi diğer eşitsizlik gösterilsin. s ≥ 1 ise

eR(γ1, . . . , γs | E) = eR (γ2, . . . , γs | E/γ1E)− eR (γ2, . . . , γs | (0 :E γ1)) (3.2.13)

elde edilir. O halde çokkatlılık sembolü negatif değer almadığı için 3.2.13 eşitliği ile
eR(γ1, . . . , γs | E) ≤ eR (γ2, . . . , γs | E/γ1E) olur. Şimdi bu eşitsizlikte γ1, . . . , γs ve E
yerine sırasıyla γ2, . . . , γs ve E ′ = E/γ1E yazılırsa o zaman

eR (γ2, . . . , γs | E ′ = E/γ1E) ≤ eR (γ3, . . . , γs | E ′/γ2E
′)

olur. Ayrıca
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E ′/γ2E
′ = (E/γ1E)/γ2(E/γ1E) ≈ E/(γ1E + γ2E)

elde edilir. Buradan

eR(γ1, . . . , γs | E) ≤ eR

(
γ3, . . . , γs |

E

γ1E + γ2E

)

olur. Bu şekilde devam edilirse

eR(γ1, . . . , γs | E) ≤ eR

(
. | E

γ1E + · · ·+ γsE

)
= lR

(
E

γ1E + · · ·+ γsE

)

elde edilir

Sonuç 3.2.12. E bir Noether R–modül ve γ1, . . . , γs elemanları E üzerinde bir çokkatlı
sistem olsun. O halde eğer

γ1E + · · ·+ γsE = E

ise o zaman eR(γ1, . . . , γs | E) = 0 olur.

Kanıt. Teorem 3.2.11 gereğince

0 ≤ eR(γ1, . . . , γs | E) ≤ lR {E/ (γ1E + · · ·+ γsE)} = lR {E/E} = lR (0) = 0

olur. Dolayısıyla eR(γ1, . . . , γs | E) = 0 elde edilir.

Teorem 3.2.13. [1, Theorem 7, §7.4] E bir Noether R–modül olmak üzere γ1, . . . , γi, . . . γs

ve γ1, . . . , γ
′
i, . . . , γs E üzerinde çokkatlı sistemler olsun. O zaman γ1, . . . , γiγ

′
i, . . . , γs

E üzerinde bir çokkatlı sistemdir ve

eR(γ1, . . . , γiγ
′

i, . . . γs | E) = eR(γ1, . . . , γi, . . . , γs | E) + eR(γ1, . . . , γ
′

i, . . . , γs | E)

elde edilir.

Kanıt. F = γ1E + · · · + γiE + · · · + γsE olsun. O zaman F , E modülünün bir alt
modülüdür. Bu nedenle Önerme 3.1.4 ile γ1, . . . , γ

′
i, . . . , γs elemanları F üzerinde bir

çokkatlı sistem olur. Ayrıca

γ1F + · · ·+ γ
′

iF + · · · γsF ⊆ F = γ1E + · · ·+ γiE + · · ·+ γsE ⊆ E

olduğundan

lR

{
E

γ1F + · · ·+ γ
′
iF + · · ·+ γsF

}
= lR

{
E

F

}
+ lR

{
F

γ1F + · · ·+ γ
′
iF + · · ·+ γsF

}
(3.2.14)
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elde edilir. Burada γ1, . . . , γi, . . . , γs, E üzerinde, γ1, . . . , γ
′
i, . . . , γs, F üzerinde çokkatlı

sistemler olduğundan 3.2.14 eşitliğinin sağ tarafı sonlu olur. Dolayısıyla eşitliğin sol
tarafının da sonlu olduğu elde edilir. Ayrıca

γ1F + · · ·+ γ
′

iF + · · ·+ γsF = γ1(γ1E + · · ·+ γiE + · · ·+ γsE) + · · ·

+ γs(γ1E + · · ·+ γiE + · · ·+ γsE)

= γ2
1E + · · ·+ γ1γiE + · · ·+ γ1γsE + · · ·+ γ

′

iγiE + · · ·+ γ2
sE

⊆ γ1E + · · ·+ γ
′

iγiE + · · ·+ γsE ⊆ E

olur. Buradan

lR

{
E

γ1F + · · ·+ γ
′
iF + · · ·+ γsF

}
= lR

{
E

γ1E + · · ·+ γiγ
′
iE + · · ·+ γsE

}

+ lR

{
γ1E + · · ·+ γiγ

′
iE + · · ·+ γsE

γ1F + · · ·+ γ
′
iF + · · ·+ γsF

}

elde edilir. Dolayısıyla lR
{

E

γ1E+···+γiγ
′
iE+···+γsE

}
<∞ olur.

Bu nedenle γ1, . . . , γiγ
′
i, . . . , γs, E üzerinde bir çokkatlı sistemdir. Şimdi Önerme

3.2.8 ’de i = s alınıp 3.2.2 eşitliği tekrar uygulanırsa

eR(γ1, . . . , γs−1, γs | E) =
∑
ν

ενeR(γs | Eν)

elde edilir. Elde edilen eşittliğin sağ tarafındaki toplam sonludur. Ayrıca her
εν = ∓1 ve γs, Eν Noether R–modülü üzerinde bir çokkatlı sistem olur. Önerme
3.2.8’nin kanıtında olduğu gibi εν sayıları ve Eν modülleri E’ye ve γ1, . . . , γs−1 ele-
manlarına bağlıdır. Buradan aynı εν sayıları ve Eν modülleri ile

eR(γ1, . . . , γs−1, γ
′

s | E) =
∑
ν

ενeR(γ′s | Eν)

ve
eR(γ1, . . . , γs−1, γs, γ

′

s | E) =
∑
ν

ενeR(γsγ
′

s | Eν)

olur. Dolayısıyla s = 1 alınabilir. Kanıtın devamında γs ve γ′s yerine sırasıyla γ ve γ′

alınacaktır. Bu durumda eR(γ | E) = lR (E/γE)− lR(0 :E γ) olur. Ayrıca

eR(γ′ | E) = lR

(
E

γ′E

)
− lR(0 :E γ′)
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ve
eR(γγ′ | E) = lR

(
E

γγ′E

)
− lR(0 :E γγ′)

yazılabilir. Şimdi ψ : E → γE , ψ(e) = γe dönüşümü bir epimorfizmadır ve
ψ−1 (γγ′E) = (0 :E γ) + γ′E olur.Bu nedenle γE/γγ′E ≈ E/ ((0 :E γ) + γ′E) izo-
morfizması vardır. Dolayısıyla

lR

(
γE

γγ′E

)
= lR

(
E

(0 :E γ) + γ′E

)

= lR

(
E

γ′E

)
− lR

(
γ′E + (0 :E γ)

γ′E

)

olur. Ayrıca
((0 :E γ) + γ′E)

γ′E
≈ (0 :E γ)
γ′E ∩ (0 :E γ) = (0 :E γ)

γ′(0 :E γγ′)
olduğundan

lR

(
γE

γγ′E

)
= lR

(
E

γ′E

)
− lR(0 :E γ) + lR (γ′(0 :E γγ′)) (3.2.15)

elde edilir. Buradan 3.2.15 eşitliğinin her iki tarafına lR (E/γE) eklenirse

lR

(
E

γγ′E

)
= lR

(
E

γE

)
− lR(0 :E γ) + lR

(
E

γ′E

)
+ lR(γ′(0 :E γγ′)) (3.2.16)

olur. Ayrıca (0 :E γγ′) → γ′(0 :E γγ′), γ′ ile çarpma dönüşümü çekirdeği (0 :E γ) olan
bir epimorfizmadır. Buradan γ′(0 :E γγ′) ≈ (0 :E γγ′)/(0 :E γ′) elde edilir. Dolayısıyla
lR(γ′(0 :E γγ′)) = lR(0 :E γγ′)− lR(0 :E γ′) olur. O halde elde edilen son eşitlik 3.2.16
eşitliğinde yerine yazılırsa kanıt tamamlanır.

Sonuç 3.2.14. E bir Noether R–modül ve γ1, . . . , γs, E üzerinde bir çokkatlı sistemi
olsun. O zaman n1, . . . , ns pozitif tamsayılar olmak üzere γn1

1 , γn2
2 , . . . , γnss , E üzerinde

bir çokkatlı sistemdir. Ayrıca

eR(γn1
1 , . . . , γnss | E) = n1.n2 . . . nseR(γ1, . . . , γs | E)

olur.

Kanıt. Teorem 3.2.13 ile γ1, . . . , γs, E üzerinde bir çokkatlı sistem iken γ2
1 , γ2, . . . , γs

elemanlarının E üzerinde bir çokkatlı sistem olduğu elde edilebilir. Bu şekilde devam
edilirse γn1

1 , . . . , γnss , E üzerinde bir çokkatlı sistem olur. Ayrıca

eR(γn1
1 , . . . , γnss | E) = n1eR(γ1, γ

n2
2 . . . , γnss | E) = · · · = n1 . . . nseR(γ1, . . . , γs | E)

elde edilir.
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Sonuç 3.2.15. E bir Noether R–modül ve γ1, . . . , γs, E üzerinde bir çokkatlı sistem
olsun. O zaman n1, . . . , ns keyfi pozitif tamsayılar olmak üzere

0 ≤ eR(γ1, . . . , γs | E) ≤ lR {E/(γn1
1 E + · · ·+ γnss E)}
n1.n2 . . . ns

elde edilir.

Kanıt. Teorem 3.2.11 ile 0 ≤ eR(γ1, . . . , γs | E) ≤ lR {E/γ1E + · · ·+ γsE} olur. Bura-
dan

0 ≤ eR(γn1
1 , . . . , γnss | E) = n1.n2 . . . nseR(γ1, . . . , γs | E) ≤ lR

{
E

γn1
1 E + · · ·+ γnss E

}

elde edilir. Dolayısıyla 0 ≤ eR(γ1, . . . , γs | E) ≤ lR {E/(γn1
1 E + · · ·+ γnss E)} /n1.n2 . . . ns

olur.

Sonuç 3.2.16. E bir Noether R–modül ve γ1, . . . , γs, E üzerinde bir çokkatlı sistem
olsun. m bir pozitif tamsayı olmak üzere

γmi E ⊆ γ1E + · · ·+ γi−1E + γi+1E + · · ·+ γsE

olsun. O zaman
eR(γ1, . . . , γs | E) = 0

elde edilir.

Kanıt. Önerme 3.2.8 sayesinde i = 1 alınabilir. Şimdi eğer n > m ise o zaman

γn1E + γ2E + · · ·+ γsE = γ2E + · · ·+ γsE

olur. Buradan Sonuç 3.2.15 ile

0 ≤ n.eR(γ1, . . . , γs | E) ≤ lR

{
E

γ2E + · · ·+ γsE

}
<∞

elde edilir. O halde yukarıdaki eşitsizlikler 1/n ile çarpılırsa

0 ≤ eR(γ1, . . . , γs | E) ≤ 1
n
. lR

{
E

γ2E + · · ·+ γsE

}
<∞

olur. n→∞ iken limit alınırsa eR(γ1, . . . , γs | E) = 0 elde edilir.

Şimdi eR(γ1, . . . , γs | E) = lR {E/(γ1E + · · ·+ γsE)} eşitliğinin hangi koşullar al-
tında sağlanacağı araştırılacaktır. İlk koşul aşağıdaki teorem ile verilebilir.
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Teorem 3.2.17. E bir Noether R–modül ve γ1, . . . , γs, E üzerinde bir çokkatlı sistem
olsun. Şimdi eğer 0 ≤ i ≤ s− 1 için

((γ1E + γ2E + · · ·+ γiE) :E γi+1) = γ1E + · · ·+ γiE

ise o zama
eR(γ1, . . . , γs | E) = lR

{
E

γ1E + · · ·+ γsE

}

olur.

Kanıt. Ei = E/ (γ1E + · · ·+ γiE) olsun. O zaman 0 ≤ i ≤ s− 1 için

(0 :Ei γi+1) = (γ1E + · · ·+ γiE :E γi+1)
γ1E + · · ·+ γiE

= γ1E + · · ·+ γiE

γ1E + · · ·+ γiE

= 0

olur. Ayrıca Ei/γi+1Ei ≈ Ei+1 elde edilir. Bu nedenle i = 0 için E0 = E/0 = E ve
(0 :E0 γ1) = 0 olduğundan

eR(γ1, . . . , γs | E) = eR(γ2, . . . , γs | E1)

= eR (γ3, . . . , γs | E2)
...

= eR(. | Es)

= lR

{
E

γ1E + · · ·+ γsE

}

elde edilir.

Teorem 3.2.18. [1, Theorem 9, §7.4] E bir Noether R–modül olsun. R halkasının
Jacobson radikaline ait olan γ1, . . . , γs elemanları, E üzerinde bir çokkatlı sistem oluş-
turacak şekilde alınsın. O zaman aşağıdaki iki durum denktir:

1. eR(γ1, . . . , γs | E) = lR
{

E
γ1E+···+γsE

}
’dir.

2. 0 ≤ i ≤ s− 1 için (γ1E + · · ·+ γiE :E γi+1) = γ1E + · · ·+ γiE olur.

Kanıt. (2)⇒ (1) Teorem 3.2.17 ile elde edilir.
(1)⇒ (2) s üzerine tümevarım uygulanacaktır. s = 1 için

lR

{
E

γ1E

}
= eR(γ1 | E) = eR

(
. | E

γ1E

)
− eR (. | (0 :E γ1)) = lR

{
E

γ1E

}
− lR (0 :E γ1)
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olur. Buradan lR(0 :E γ1) = 0 elde edilir. Dolayısıyla (0 :E γ1) = 0 olur. Şimdi
s > 1 olsun ve s− 1 elemanlı bütün çokkatlı sistemler için hipotez doğru olsun. Ayrıca
n1, . . . , ns pozitif tamsayılar olsun. O zaman

eR(γn1
1 , . . . , γnss | E) ≤ lR

{
E

γn1
1 E + · · ·+ γnss E

}

≤ n1.n2 . . . nslR

{
E

γ1E + · · ·+ γsE

}
= n1.n2 . . . nseR(γ1, . . . , γs | E)

= eR(γn1
1 , . . . , γnss | E)

elde edilir. Buradan keyfi n1, . . . , ns pozitif tamsayıları için

eR(γn1
1 , . . . , γnss | E) = lR

{
E

γn1
1 E + · · ·+ γnss E

}

olur. K = E/(0 :E γ1) olsun. O zaman 0→ (0 :E γ1)→ E → K → 0 tam dizisi ile

eR(γn1
1 , . . . , γnss | E) = eR(γn1

1 , . . . , γnss | K)− eR (γn1
1 , . . . , γnss | (0 :E γ1))

elde edilir. Ayrıca

eR(γn1
1 , . . . , γnss | (0 :E γ1)) = n1.n2. . . . nseR(γ1, . . . , γs | (0 :E γ1))

olduğundan Önerme 3.2.9 ile eR(γn1
1 , . . . , γnss | (0 :E γ1)) = 0 elde edilir. Dolayısıyla

eR(γn1
1 , . . . , γnss | E) = eR(γns1 , . . . , γnss | K) olur. Teorem 3.2.11 ve

K

γn1
1 K + · · ·+ γnss K

≈ E

(0 :E γ1) + γn1
1 E + · · ·+ γnss E

izomorfizması ile

lR

{
E

γn1
1 E + · · ·+ γnss E

}
= eR(γn1

1 , . . . , γnss | K)

≤ lR

{
K

γn1
1 K + · · ·+ γnss K

}

= lR

{
E

(0 :E γ1) + γn1
1 E + · · ·+ γnss E

}

olur. Ayrıca

γn1
1 E + · · ·+ γnss E ⊆ (0 :E γ1) + γn1

1 E + · · ·+ γnss E ⊆ E
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olduğundan
γn1

1 E + · · ·+ γnss E = (0 :E γ1) + γn1
1 E + · · ·+ γnss E

elde edilir. Dolayısıyla keyfi n1, . . . , ns pozitif tam sayıları için (0 :E γ1) ⊆ γn1
1 E +

· · · + γnss E olur. Şimdi A = γ1R + · · · + γsR olsun. O zaman her n pozitif tamsayısı
için (0 :E γ1) ⊆ γn1E + · · · + γnsE ⊆ AnE elde edilir. Ayrıca A, R halkasının Ja-
cobson radikalinde kapsandığından Teorem 1.3.14 ile ⋂∞n=1A

nE = 0 olur. Bu nedenle
(0 :E γ1) = 0 elde edilir. E = E/γ1E olsun. (0 :E γ1) = 0 ve E/ (γ1E + · · ·+ γsE) ≈
E/

(
γ2E + · · ·+ γsE

)
olduğundan

eR(γ2, . . . , γs | E) =eR(γ1, . . . , γs | E)

=lR
{

E

γ1E + · · ·+ γsE

}

=lR
{

E

γ2E + · · ·+ γsE

}

elde edilir. O halde tümevarım kabülünden 1 ≤ i ≤ s için
(
γ2E + · · ·+ γiE :E γi+1

)
=

γ2E + · · · + γiE elde edilir. Ayrıca γ2E + · · · + γiE = (γ1E + · · ·+ γiE) /γ1E olur. O
halde 1 ≤ i < s için

(γ1E + · · ·+ γiE :E γi+1) = γ1E + · · ·+ γiE

elde edilir.

3.3 Lech Limit Formülü

eR(γ1, . . . , γs | E) çokkatlılık sembolü limit olarak ele alındığında C. Lech ve P. Samuel
tarafından verilen iki farklı formülle ifade edilmektedir. İlk olarak C. Lech’e ait olan
limit fomülü ele alınacaktır.

E bir Noether R–modül ve γ, R halkasının bir elemanı olsun. Ayrıca γ elemanı E
üzerinde bir çokkatlı sistem oluştursun. O zaman

(0 :E γ) ⊆ (0 :E γ2) ⊆ (0 :E γ3) ⊆ . . . (3.3.1)

dizisi E modülünün alt modüllerinin bir artan dizisidir. E Noether olduğundan 3.3.1
dizisi durmalıdır. Dolayısıyla her n ≥ m için (0 :E γn) = (0 :E γm) olacak şekilde bir
m tamsayısı vardır. Bu nedenle n ≥ m iken

n.eR(γ | E) = eR(γn | E) = lR(E/γnE)− lR(0 :E γn) = lR(E/γnE)− lR(0 :E γm)

olur. Buradan her n ≥ m için lR (E/γnE) = n.eR(γ | E) + C olur. Ayrıca elde edilen
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son eşitlikte C, n tamsayısından bağımsızdır. Buradan

lim n→∞
lR(E/γnE)

n
= eR(γ | E) (3.3.2)

yazılabilir. 3.3.2 eşitliği Lech formülünün en basit durumudur. Genel sonuç ise aşağıdaki
teorem ile verilecektir.

Teorem 3.3.1. [1, Theorem 10, §7.5] E bir Noether R–modül ve γ1, . . . , γs, E üzerinde
bir çokkatlı sistem olsun. O zaman

lim
min(ni)→∞

lR {E/(γn1
1 E + · · ·+ γnSs E)}
n1.n2 . . . ns

= eR(γ1···s | E) (3.3.3)

elde edilir.

Kanıt. s üzerine tümevarım uygulanacaktır. s = 1 durumu 3.3.2 eşitliğinde gösterildi.
O halde s > 1 olsun. Ayrıca 3.3.3 eşitliği s − 1 elemanlı çokkatlı sistemler için doğru
olsun. Şimdi Lemma 3.2.10 ile F = E/(0 :E γp1) olmak üzere (0 :F γ1) = 0 olacak
şekilde yeterince büyük bir p tamsayısı alınabilir. Buradan

0→ (0 :E γp1)→ E → E/(0 :E γp1) = F → 0

tam dizisi ile
eR(γ1···s | E) = eR(γ1···s | F ) + eR(γ1···s | (0 :E γp1))

elde edilir. Ayrıca γp1(0 :E γp1) = 0 olduğundan Önerme 3.2.9 ile eR(γ1···s | (0 :E γp1)) = 0
olur. Dolayısıyla

eR(γ1···s | E) = eR(γ1···s | F ) (3.3.4)

olur. Şimdi
F

γn1
1 F + · · ·+ γnss F

≈ E

(0 :E γp1) + γn1
1 E + · · ·+ γnss E

izomorfizması ile

0 ≤ lR

{
E

γn1
1 E + · · ·+ γnss E

}
− lR

{
F

γn1
1 F + · · ·+ γnss F

}

= lR

{
E

γn1
1 E + · · ·+ γnss E

}
− lR

{
E

(0 :E γp1) + γn1
1 E + · · ·+ γnss E

}

= lR

{
(0 :E γp1) + γn1

1 E + · · ·+ γnSs E

γn1
1 E + · · ·+ γnss E

}

= lR

{
(0 :E γp1)

(0 :E γp1) ∩ (γn1
1 E + · · ·+ γnss E)

}

elde edilir. Ayrıca γn2
2 (0 :E γp1) + · · · + γnss (0 :E γp1) ⊆ (0 :E γp1) ∩ (γn1

1 E + · · · + γnss E)
olduğundan Önerme 3.1.2 ile C = lR

{ (0:Eγp1)
γ2(0:Eγp1)+···+γs(0:Eγp1)

}
olmak üzere
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lR

{
(0 :E γp1)

(0 :E γp1) ∩ (γn1
1 E + · · ·+ γnss E)

}
≤ n2n3 . . . nslR

{
(0 :E γp1)

γ2 (0 :E γp1) + · · ·+ γs (0 :E γp1)

}
= n2n3 . . . nsC

olsun.
İddia: C sonludur: γ2, . . . , γs elemanlarının (0 :E γp1) üzerinde bir çokkatlı sistem

olduğunu göstermek yeterlidir. γ1, γ2, . . . , γs elemanları E üzerinde bir çokkatlı sis-
tem olduğundan E–modülünün her altmodülü üzerinde bir çokkatlı sistem olur. Sonuç
3.2.14 ile γp1 , . . . , γs elemanları (0 :E γp1) altmodülü üzerinde bir çokkatlı sistemdir. Ay-
rıca γp1(0 :E γp1) = 0 olduğundan γ2, . . . , γs elemanları (0 :E γp1) üzerinde bir çokkatlı
sistem olur. Bu gözlemler ile

0 ≤ lR {E/(γn1
1 E + · · ·+ γnss E)} − lR {F/(γn1

1 F + · · ·+ γnss F )}
n1.n2 . . . ns

≤ C

n1
(3.3.5)

elde edilir. 3.3.5 eşitsizliğinde n1 →∞ iken limite geçilsin. O halde 3.3.4 eşitliği ile

lim min(ni)→∞
lR{E/(γn1

1 E + · · ·+ γnss E)}
n1.n2 . . . ns

= eR(γ1, . . . , γs | E)

yerine
lim min(ni)→∞

lR{F/(γn1
1 F + · · ·+ γnss F )}
n1.n2 . . . ns

= eR(γ1, . . . , γs | F )

olduğunu göstermek yeterli olacaktır. Dolayısıyla kanıtın kalan kısmında (0 :E γ1) = 0
alınabilir. E = E/γ1E olsun. O zaman Sonuç 3.2.15, Önerme 3.1.2 ve

E

γ1E + γn2
2 E + · · ·+ γnss E

≈ E

γn2
2 E + · · ·+ γnss E

izomorfizması ile

0 ≤ n1.n2 . . . nseR(γ1, . . . , γs | E)

≤ lR {E/(γn1
1 E + · · ·+ γnss E)}

≤ n1.lR {E/(γ1E + γn2
2 E + · · ·+ γnss E)}

= n1.lR
{
E/(γn2

2 E + · · ·+ γnss E)
}

elde edilir. Bu nedenle

eR(γ1, . . . , γs | E) ≤ lR {E/(γn1
1 E + · · ·+ γnss E)}
n1.n2 . . . ns

≤
lR
{
E/(γn2

2 E + γnss E)
}

n2 . . . ns
(3.3.6)

olur. 3.3.6 eşitsizliğinde min(ni) → ∞ iken limite geçilsin. O halde tümevarım kabü-
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lünden

eR(γ1, . . . , γs | E) ≤ lim min(ni)→∞
lR {E/γn1

1 E + · · ·+ γnss E}
n1.n2 . . . ns

≤ eR(γ2, . . . , γs | E)

olur. Ayrıca (0 :E γ1) = 0 olduğundan eR(γ1, . . . , γs | E) = eR(γ2, . . . , γs | E) elde
edilir.

3.4 Yerelleştirme ve Genişleme

Bu kısımda R bir halka, E bir Noether R–modül ve γ1, . . . , γs, E üzerinde bir çok-
katlı sistem olarak alınacaktır. Bu durumda E/ (γ1E + · · ·+ γsE) bir sonlu üretilmiş
R–modül olur. Ayrıca bu bölüm modülü sonlu uzunluğa sahiptir. Buradan
I = Ann R {E/ (γ1E + · · ·+ γsE)} olmak üzere R/I bir Artin halka olur. Bu nedenle
I idealini içeren sonlu sayıda asal ideal vardır ve bu asal ideallerin tümü maksimaldir.
Dolayısıyla 1.4.3 gereğince I idealini içeren asal idealler ile

(Ann RE, γ1, . . . , γs) = Ann RE + (γ1, . . . , γs)

idealini içeren asal idealler aynıdır. Bu nedenle (AnnRE, γ1, . . . , γs) idealini içeren sonlu
sayıda asal ideal vardır. Bu ideallerin tümü maksimaldir.

İddia 1: R/(Ann RE, γ1, . . . , γs) bir Artin halkadır:

R

AnnRE + (γ1, . . . , γs)
≈ R/AnnRE

AnnRE + (γ1, . . . , γs)/AnnRE

olduğundan R/ (AnnRE + (γ1, . . . , γs)) bir Noether halkadır. Sonuç 1.3.11 (0) idealine
uygulanırsa R/ ((AnnRE, γ1, . . . , γs)) halkası Artin olur.

Şimdi R = R/AnnRE ve γi de γi elemanının R halkasındaki görüntüsü olsun. O
halde

R

(γ1, . . . , γs)
≈ R

(AnnRE, γ, . . . , γs)

olduğundan R/(γ1, . . . , γs) bir Artin halkadır. Bu nedenle lR
{
R/(γ1, . . . , γs)

}
< ∞

olur. Ayrıca R = R/Ann RE bir Noether halkadır. R halkası kendisi üzerinde modül
olarak alınırsa γ1, . . . , γs elemanları R üzerinde bir çokkatlı sistem olur. Dolayısıyla
eR(γ1, . . . , γs | R) tanımlıdır.

E bir Noether R–modül ve γ1, . . . , γs, E üzerinde bir çokkatlı sistem olsun.M ile R
halkasının bir maksimal ideali gösterilsin. R’den, R’nin M ile yerelleştirilmesi ile elde
edilen RM halkasına olan, φM : R→ RM doğal dönüşümü bir halka homomorfizmasdır.
Ayrıca

0→ (γ1, . . . , γs)E → E → E/(γ1, . . . , γs)E → 0
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tam dizisi ile

0→ ((γ1, . . . , γs)E)M → EM → (E/(γ1, . . . , γs)E)M → 0

tam dizisi elde edilir. Bu nedenle(
E

(γ1, . . . , γs)E

)
M

≈ EM
((γ1, . . . , γs)E)M

RM–izomorfizması vardır. Ayrıca Önerme 1.2.4’nin (2) ve (3) şıkları gereğince

((γ1, . . . , γs)E)M = (γ1, . . . , γs)MEM = ((φM(γ1), . . . , φM(γs))EM

olduğu söylenebilir. Bu nedenle
(

E

(γ1, . . . , γs)E

)
M

≈ EM
(φM(γ1), . . . , φM(γs))EM

olur. Buradan Teorem 1.2.5 gereğince

lRM

{
E

(φM(γ1), . . . , φM(γs))EM

}
≤ lR

{
E

(γ1, . . . , γs)E

}
<∞

yazılabilir.
Şimdi yukarıda yapılan gözlemler birleştirilirse,E bir NoetherR–modül ve γ1, . . . , γs,

E üzerinde bir çokkatlı sistem ise M maksimal ideali keyfi alındığından, her M mak-
simal ideali için EM bir Noether RM–modül ve φM(γ1), . . . , φM(γs), EM üzerinde bir
çokkatlı sistem olduğu söylenebilir. Buradan yukarıdaki uyarılar dikkate alınırsa, ko-
şullar belirtildiği gibi ise, eRM (φM(γ1), . . . , φM(γs) | EM) her M maksimal ideali için
tanımlıdır.

İddia 2: Eğer AnnRE *M ise o zaman EM = 0 ve eRM (φM(γ1), . . . , φM(γs) | EM) =
0 olur: AnnRE * M ise o zaman r /∈ M iken r ∈ AnnRE olacak şekilde en az bir
r ∈ R vardır. e/m ∈ EM olsun.

e

m
= re

rm
= 0
rm

= 0

ve e/m, EM modülünün keyfi elemanı olduğundan iddia elde edilir.
Şimdi eğer (γ1, . . . , γs) *M ise o zaman (φM(γ1), . . . , φM(γs)) = RM ve bu nedenle

EM = (φM(γ1), . . . , φM(γs))EM

olur. Dolayısıyla Sonuç 3.2.12 gereğince eRM (φM(γ1), . . . , φM(γs) | EM) = 0 olur. Ge-
riye

(AnnRE, γ1, . . . , γs) ⊆M
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durumunu incelemek kalır. Bu durum da daha önce incelendiğinden

eRM (φM(γ1), . . . , φM(γs) | EM) 6= 0

koşulunu sağlayan sadece sonlu sayıda M maksimal ideali vardır, bunlar da
(Ann RE, γ1, . . . , γs) idealini içeren maksimal ideallerdir.

Teorem 3.4.1. (Çokkatlılar için yerelleştirme ilkesi)[5, Theorem 3] R bir halka, E bir
Noether R–modül ve γ1, . . . , γs, E üzerinde bir çokkatlı sistem olsun. O zaman

eR(γ1, . . . , γs | E) =
∑
M

eRM (φM(γ1), . . . , φM(γs) | EM)

olur. Burada M ’ler R–halkasının maksimal idealleri ve φM dönüşümü de R’den RM

halkasına standart dönüşümdür.
Bu teorem birazdan kanıtlanacak genişleme formülünün özel bir durumudur. Dola-

yısıyla ayrı bir kanıt verilmeyecektir.
Şimdi S bir halka olmak üzere, R halkasının bir integral genişlemesi olsun. Π ile

S’nin bir maksimal ideali gösterilsin. Teorem 1.1.32 ile Π ∩R, R halkasının bir maksi-
mal ideali olur. S/Π bir R–modüldür ve Π∩R ile sıfırlanır. Bu yüzden R/(Π∩R) cismi
üzerinde S/Π modülü bir vektör uzay olarak göz önüne alınabilir.

[
S
Π

: R
Π∩R

]
ile bu vek-

tör uzayının boyutu gösterilecektir. Son olarak herhangi bir S–modülün bir R–modül
olduğu şu şekilde gösterilebilir: R ⊆ S, r ∈ S ve e ∈ E olsun. O zaman re ∈ E olacağı
için E bir R–modül olur. Bu gözlemlerden sonra çokkatlılar için genişleme formülü ele
alınabilir.

Teorem 3.4.2. [5, Theorem 6] S bir halka olmak üzere, R halkasının bir integral
genişlemesi olsun. E bir S–modül ve γ1, . . . , γs, R halkasının elemanları olsun. Ayrıca

1. E hem R–modül hem de S– modül olarak Noetherdir ve

2. E hem R–modül hem de S–modül olarak göz önüne alındığında γ1, . . . , γs, E
üzerinde bir çokkatlı sistemdir

koşulları sağlansın. O halde

eR(γ1, . . . , γs | E) =
∑
Π

eSΠ (φΠ(γ1), . . . , φΠ(γs) | EΠ)
[
S

Π
: R

Π ∩R

]

olur. Burada Π, S halkasının maksimal idealleri arasında değişmek üzere φ : S → SΠ

standart dönüşümdür.

Kanıt. İlk olarak eğer Π ideali eSΠ (φΠ(γ1), . . . , φΠ(γs) | E) = 0 olacak şekilde alınırsa
ve
[
S
Π

: R
Π∩R

]
=∞ ise o zaman çarpımları sıfır olarak alınacaktır. Ayrıca bu teoremde
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S = R ve Π yerine de Π ∩ R alınırsa o zaman Teorem 3.4.1 elde edilebilir. Son olarak
teoremin ifadesindeki (1) ve (2) koşulları yerine aşağıdaki durum alınabilir:

E bir R–modül olarak göz önüne alındığında Noether ve γ1, . . . , γs, E üzerinde bir
çokkatlı sistemdir. Bu şu şekilde görülebilir: E, S–modül olarak Noether ve

lS

{
E

γ1E + · · ·+ γsE

}
≤ lR

{
E

γ1E + · · ·+ γsE

}

olduğundan γ1, . . . , γs, E, S–modülü üzerinde de bir çokkatlı sistem olur. Bu gözlem-
lerden sonra kanıta başlanabilir.

Kanıt s–üzerine tümevarım uygulanarak yapılacaktır. s = 0 olsun. O zaman

eR(γ1, . . . , γs | E) = lR(E)

ve
eSΠ (φΠ(γ1), . . . , φΠ(γs) | EΠ) = lRΠ(EΠ)

olur. Teorem 1.2.10 gereğince

lR(E) =
∑
Π

lRΠ (EΠ)
[
S

Π
: R

Π ∩R

]
olduğundan teorem s = 0 durumunda doğru olur. Şimdi s ≥ 1 olsun ve s− 1 elemanlı
çokkatlı sistemler için teorem doğru olsun. E/γ1E ve (0 :E γ1) hem R hem de S–modül
olarak ele alınabilir. Ayrıca (E/γ1E)Π ≈ EΠ/φΠ(γ1)EΠ , RΠ–modül izomorfizması ve
(0 :E γ1)Π = (0 :EΠ φΠ(γ1)) de vardır. Bu nedenle tümevarım hipotezinden

eR

(
γ2, . . . , γs |

E

γ1E

)
=
∑
Π

eSΠ

(
φΠ(γ2), . . . , φΠ(γs) |

EΠ
φΠ(γ1)EΠ

) [
S

Π
: R

Π ∩R

]

ve

eR (γ2, . . . , γs | (0 :E γ1)) =
∑
Π

eSΠ (φΠ(γ2), . . . , φΠ(γs) | (0 :EΠ φΠ(γ1)))
[
S

Π
: R

Π ∩R

]

olur. Buradan 3.2.2 eşitliği de göz önüne alınırsa o zaman

eR(γ1, . . . , γs | E) =
∑
Π

eSΠ (φΠ(γ1), . . . , φΠ(γs) | EΠ)
[
S

Π
: R

Π ∩R

]

elde edilir. Böylece kanıt tamamlanır.

Önerme 3.4.3. [1, Proposition 7, §7.8] R bir yerel halka ve R–halkasının birim ol-
mayan γ1, . . . , γs elemanları R üzerinde bir çokkatlı sistem olsun. O zaman s ≥ dimR

olur. Ayrıca s = dimR’dir ancak ve ancak eR(γ1, . . . , γs | R) > 0 elde edilir.

Kanıt. dimR = d olsun M R–halkasının bir maksimal ideali olsun. γ1, . . . , γs ele-
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manları R üzerinde bir çokkatlı sistem olduğundan lR {R/(γ1, . . . , γs)} < ∞ olur.
Sonuç 1.3.11 ile (γ1, . . . , γs) idealini içeren her asal ideal maksimal olur. Ancak M ,
R–halkasının tek maksimal idealidir. Bu nedenle (γ1, . . . , γs) bir M–asıl ideal olur. Do-
layısıyla Teorem 1.4.9 gereğince s ≥ d olur. Kanıtın kalan kısmında s = d ve s > d

durumları ayrı ayrı incelenecektir.
s = d olsun. Bu durum için γ1, . . . , γs elemanları bir parametreler sistemi olur.

eR(γ1, . . . , γs | E) > 0 olduğu gösterilsin. Bu ise s üzerine tümevarım uygulanarak
yapılacaktır. s = 0 durumunda

eR(γ1, . . . , γs | R) = lR(R) > 0

olacağı için bu durumda hipotez açıktır. Şimdi s ≥ 1 olsun ve s − 1 elemanlı çokkatlı
sistemler için tümevarım hipotezi doğru olsun. Ayrıca dimR = s olsun. Bu durumda
dim (R/P ) = s olacak şekilde R’nin bir P asal ideali vardır.

0→ P → R→ R/P → 0

tam dizisinden

eR(γ1, . . . , γs | R) = eR(γ1, . . . , γs | P ) + eR (γ1, . . . , γs | R/P )

elde edilir. O halde φ : R→ R/P doğal dönüşüm olmak üzere

eR(γ1, . . . , γs | R) ≥ eR (γ1, . . . , γs | R/P ) = eR/P (φ(γ1), . . . , φ(γs) | R/P )

olur. Bu nedenle eR/P (φ(γ1), . . . , φ(γs) | R/P ) > 0 olduğunu göstermek yeterlidir. Do-
layısıyla kanıtın kalan kısmında R halkası bir tamlık bölgesi olarak alınabilir. Fakat bu
durumda γ1, R halkasının sıfır bölen olmayan bir elemanıdır. Bu nedenle (0 :E γ1) = 0
olur. Böylece γi’ler γi elemanlarının R/(γi) halkasındaki görüntüleri olmak üzere

eR(γ1 . . . , γs | R) = eR (γ2, . . . , γs | R/(γ1))− eR (γ2, . . . , γs | (0 :E γ1))

= eR (γ2, . . . , γs | R/(γ1))

= eR/(γ1) (γ2, . . . , γs | R/(γ1))

yazılabilir. γi elemanları birim olmadığından ve R yerel halkasının tek maksimal ide-
ali M olduğundan bu elemanlar M idealine aittir. Burada γi elemanları sıfır bö-
len olmadığından Önerme 1.4.11 ile R/(γ1), s − 1 boyutlu bir yerel halkadır. Ayrıca
γ2, . . . , γs bu halkada birim olmayan elemanlardır. Bu nedenle tümevarım hipotezinden
eR/(γ1) (γ2, . . . , γs | R/(γ1)) > 0 olur.

Şimdi s > d olsun ve eR(γ1, . . . , γs | R) = 0 olduğu gösterilsin. Bunun için d
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üzerine tümevarım uygulanacaktır. Eğer d = 0 ise o zaman R boyutu sıfır olan bir
yerel halkadır. Dolayısıyla tek maksimal ideali vardır. Bu ideal M olsun. O halde (0),
R halkasının bir tanım ideali olur. Dolayısıyla Mn ⊆ (0) olacak şekilde bir n tamsayısı
vardır. γ1 ∈ M olduğundan γn1 = 0 elde edilir. O halde γ1 elemanı üstel sıfır olur.
Dolayısıyla γn1R = 0 olur. Bu nedenle Önerme 3.2.9 gereğince eR(γ1, . . . , γs | R) = 0
elde edilir. Şimdi d ≥ 1 ve d değerinden küçük boyutlu yerel halkalar için hipotez doğru
olsun. Eğer γ1 üstel sıfır ise o zaman Önerme 3.2.9 gereğince eR(γ1, . . . , γs | R) = 0
olur. Dolayısıyla γ1 üstel sıfır iken aranılan sonuç elde edilir.

γ1 üstel sıfır olmasın. γ1, R′ = R/(0 :E γp1) üzerinde bir sıfır bölen olmayacak şekilde
bir p tamsayısı seçilsin. Bu seçimin yapılabileceği Lemma 3.2.10 sayesinde söylenebilir.
Ayrıca γ1 üstel sıfır olmadığından R′, dimR′ ≤ dimR < s olacak şekilde bir yerel
halka olur. Şimdi Önerme 3.2.9 ile eR (γ1, . . . , γs | (0 :E γp1)) = 0 olur. Sonuç olarak γ′i
elemanları γi’lerin R′ halkasındaki görüntüleri olmak üzere

eR(γ1, . . . , γs | R) = eR(γ1, . . . , γs | R′) = eR′(γ′1, . . . , γ′s | R′)

elde edilir. γ′1, . . . , γ
′
s elemanları R′ halkasında birim ve γ′1 sıfır bölen değildir. Bu ne-

denle kanıtın kalan kısmında γ1 elemanı R halkasında sıfır bölen olmayan bir eleman
olarak alınabilir. O zaman R = R/(γ1) ve γi elemanları γi’lerin R halkasındaki görün-
tüleri olmak üzere

eR(γ1, . . . , γs | R) = eR

(
γ2, . . . , γs |

R

(γ1)

)
= eR(γ2, . . . , γs | R)

elde edilir. Fakat R bir yerel halka, γi elemanları birim değil ve dimR = dimR− 1 <
s − 1 olur. Bu nedenle tümevarım hipotezinden eR(γ2, . . . , γs | R) = 0 elde edilir.
Böylece kanıt tamamlanır.

Önerme 3.4.4. R bir halka, E bir Noether R–modül ve s ≥ 0 için γ1, . . . , γs, E–üzerinde
bir çokkatlı sistem olsun. (AnnRE, γ1, . . . , γs) idealini içeren herM maksimal ideali için
Rank (M/AnnRE) < s olduğu varsayılsın. O zaman eR(γ1, . . . , γs | E) = 0 olur.

Kanıt. R = R/AnnRE ve γi, γi elemanının R halkasındaki doğal görüntüsü olsun. O
zaman daha önce yapılan uyarılar ile R bir Noether halkadır ve γ1, . . . , γs elemanları
R halkası üzerinde bir çokkatlı sistemdir. Ayrıca (γ1, . . . , γs) idealini içeren her M
maksimal ideali için RankM = Rank (M/AnnRE) < s ve

eR(γ1, . . . , γs | E) = eR(γ1, . . . , γs | E)

olur. Sonuç olarak eR(γ1, . . . , γs | E) = 0 olduğu gösterilirse önerme de kanıtlanmış
olur. E bir R–modül olarak sonlu üretilmiştir. Dolayısıyla m tane eleman tarafından
üretilsin. O zaman E modülünün R⊕R⊕ . . .⊕R︸ ︷︷ ︸

m

dik toplamının bir homomorfik gö-
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rüntüsü olduğu söylenebilir. Sonuç olarak eR(γ1, . . . , γs | R) = 0 olduğunu göstermek
yeterlidir. Buradan kanıtın kalan kısmında R halkası Noether ve E = R kabul edilebi-
leceği söylenebilir. Bunlar da göz önüne alınırsa Teorem 3.4.1 gereğince

eR(γ1, . . . , γs | R) =
∑
M

eRM (φM(γ1), . . . , φM(γs) | RM)

olur. Ayrıca bu toplamda sadece (γ1, . . . , γs) idealini içeren M maksimal idealleri göz
önüne alındı. Bu şekildeki birM ideali için φM(γ1), . . . , φM(γs)’ler RM ’de birim değildir
ve dimRM = RankM < s’dir. Bu nedenle Önerme 3.4.4 gereğince

eRM (φM(γ1), . . . , φM(γs) | RM) = 0

olur. Böylece kanıt tamamlanır.

3.5 Çokkatlıların Birleşme Özelliği

Bu kısımda R bir Noether halka olmak üzere R üzerinde bir çokkatlı sistem oluşturan,
R’nin γ1, . . . , γs elemanları ile ilgilenecektir. γ1, . . . , γs, R üzerinde bir çokkatlı sistem
olduğundan

lR {R/(γ1, . . . , γs)} <∞

olur. Dolayısıyla R/(γ1, . . . , γs) bir Artin halkasıdır. Bu nedenle eR(γ1, . . . , γs | E),
her sonlu üretilmiş E, R–modülü için tanımlıdır. Ayrıca (γ1, . . . , γs) idealini içeren
herhangi bir asal ideal R halkasının bir maksimal idealidir. Dolayısıyla bu asal idealler
(γ1, . . . , γs) idealinin birer minimal asal idealidir. O halde Teorem 1.4.2 gereğince eğer
M böyle bir asal ideal ise o zaman RankM ≤ s olur.

Önerme 3.5.1. R bir Noether halka, γ1, . . . , γs, R üzerinde bir çokkatlı sistem ve
E 6= 0 sonlu üretilmiş bir R–modül olsun. Eğer Rank(Ann RE) > 0 ise o zaman

eR(γ1, . . . , γs | E) = 0

olur. Özel olarak eğer A, RankA > 0 olan bir öz ideal ise o zaman

eR (γ1, . . . , γs | R/A) = 0

elde edilir.

Kanıt. Eğer M , (Ann RE, γ1, . . . , γs) idealini içeren bir maksimal ideal ise o zaman M ,
(γ1, . . . , γs) idealini içeren bir maksimal idealdir. Bu nedenle yukarıda yapılan açıkla-
malardan dolayı RankM ≤ s olur. Fakat o zaman Rank (Ann RE) > 0 olduğundan
Rank (M/Ann RE) < s elde edilir. Önerme 3.4.4 gereğince

79



eR(γ1, . . . , γs | E) = 0

olur. Özel olarak A bir öz ideal ve RankA > 0 ise o zaman

eR (γ1, . . . , γs | R/A) = 0

olduğunu söylemek için γ1, . . . , γs elemanlarının R/A halkası üzerinde çokkatlı sistem
olduğunu söylemek yeterlidir. γ1, . . . , γs, R üzerinde bir çokkatlı sistem olduğundan

0→ A→ R→ R/A→ 0

tam dizisi ile R/A üzerinde de çokkatlı sistem olduğu elde edilir. R, Noether ve R/A
sonlu üretilmiş olur dolayısıyla Önerme 3.4.4 uygulanabilir. Böylece kanıt tamamlanır.

Önerme 3.5.2. R bir Noether halka, E sonlu üretilmiş bir R–modül ve K � E olsun. O
zaman E’nin elemanlarının öyle bir sonlu e1, . . . , em dizisi vardır ki
Ei = K +Re1 +Re2 + · · ·+Rei ve E0 = K için

1. Em = E ve

2. her i = 1, . . . ,m için Pi bir asal ideal olmak üzere (Ei−1 : ei) = Pi

olur. Buna göre her i = 1, . . . ,m için R–modüllerin bir R/Pi ≈ Ei/Ei−1 izomorfizması
vardır.

Yukarıdaki gibi bir

K = E0 ⊂ E1 ⊂ . . . ⊂ Em = E (3.5.1)

dizisine E’nin bir asal filtrasyonu denir. S = {P1, . . . , Pm} kümesi E ile tek türlü belirli
değildir. Ancak S’nin minimal elemanları ile Ass(E)’nin minimal elemanları aynıdır.
Eğer P , Ass(E)’nin bir minimal elemanı ise o zaman P idealinin E’nin herhangi bir
asal filtrasyonunda görülme sayısı lRP (MP )’dir.

Kanıt. Ω ile e ∈ E, e /∈ K olacak şekilde (K : e) şeklindeki bütün ideallerin kümesi
gösterilsin. E Noether olduğundan alt modüllerin boştan farklı her ailesi bir maksimal
eleman içerir. Dolayısıyla (K : e1) = P1, Ω kümesinin maksimal elemanı olmak üzere
e1 ∈ E ve e1 /∈ K olacak şekilde bir e1 elemanı vardır.

İddia: P1 ideali asaldır: a, b ∈ R için ab ∈ P1 ve b /∈ P1 olsun. O zaman b /∈
P1 = (K : e1) olduğunudan be1 /∈ K olur. Ancak (K : e1) ⊆ (K : be1)’dir. Ayrıca e1

elemanı, (K : e1) bu şekildeki ideallerin maksimali olacak şekilde alınmıştı. Dolayısıyla
(K : e1) = (K : be1) = P1 olur. Buradan ab ∈ P1 olduğundan abe1 ∈ K elde edilir.
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Sonuç olarak a ∈ (K : be1) = P1 olur. Bu nedenle P1 ideali asaldır. Dolayısıyla iddia
doğrudur.

K + Re1 = E1 alt modülü K = E0 alt modülünü öz olarak kapsar. Eğer E1 = E

ise o zaman diziyi devam ettirmeye gerek yoktur. Eğer değilse o zaman E1 yerine K
yazarak devam edilebilir. (K : e2) = P2 ve P2 bir asal ideal olacak şekilde bir e2 ∈ E
vardır. O zaman E2 = K+Re1 +Re2, E1 alt modülünü öz olarak kapsar. Eğer E2 = E

ise o zaman dizi durur. Eğer değilse (E2 : e3) = P3 ve P3 asal ideal olacak şekilde bir
e3 ∈ E bulunabilir. Bu şekilde devam edilirse sonuç olarak EM = E olacak şekilde bir
EM modülüne ulaşılır. Aksi halde E1, E2, . . . öz olarak artan sonsuz bir dizi olur. Bu
durum ise E modülünün Noether olmasıyla çelişir. Şimdi 1 ≤ i ≤ m olsun ve ei ile
ei elemanının Ei/Ei−1 bölüm modülündeki görüntüsü gösterilsin. ψ : R → Ei/Ei−1,
ψ(r) = rei dönüşümü çekirdeği Pi olan bir epimorfizmadır. Bu nedenle izomorfizma
teoremleri ile R/Pi ≈ Ei/Ei−1 olacak şekilde bir R–modül izomorfizması vardır.

Şimdi S ve Ass(E)’nin minimal elemanlarının kümeleri sırasıyla Min(S) ve
Min(Ass(M)) ile gösterilsin. O halde

AnnRE ⊆ P ⇔ bir 1 ≤ i ≤ m için AnnREi/Ei−1 ⊆ P ⇔ bir 1 ≤ i ≤ m için Pi ⊆ P

olur. Bu nedenle Min(S) = Min(Ass(E)) elde edilir.
Şimdi P ∈Min(Ass(E)) olsun. O zaman (Ei/Ei−1)P = 0 ya da RP/PRP olur. Bu

nedenle 3.5.1 dizisi P ile yerelleştirilirse o zaman EP , RP–modülü için bir kompozisyon
serisi elde edilir. Ayrıca lRP (EP ) sıfırdan farklı faktörlerin dolayısıyla R/P ’nin 3.5.1
dizisindeki görülme sayısı olur.

Daha sonra Hilbert fonksiyonlar teorisi ele alınırken bu önermenin kademeli halka
ve modüllere uyarlamasına ihtiyaç duyulacaktır. Dolayısıyla bu uyarlama aşağıdaki
sonuç ile verilecektir.

Sonuç 3.5.3. R bir Noether halka, E sonlu üretilmiş bir R–modül ve K � E olsun.
Ayrıca

1. R bir kademeli halka,

2. E, R kademeli halkası üzerinde bir kademeli modül ve

3. K, E modülünün bir homojen alt modülü

olsun. Son olarak da R halkası ve E modülü kademeli modül yapılırken kullanılan mo-
noid burulmasız olsun. Bu koşullar altında Önerme 3.5.2’deki gibi e1, . . . , em elemanları
bulunabilir. Ek olarak e1, . . . , em elemanları homojen olacak şekilde seçilebilir. Böylece
i = 0, 1, . . . ,m için Önerme 3.5.2’deki Ei alt modülleri E’nin homojen alt modülleri ve
Pi’ler de homojen asal idealler olur. Öte yandan doğal bölüm kademesine sahip R/Pi
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ve Ei/Ei−1 kademeli modülleri için, R/Pi’nin homojen elemanlarının derecesini ei ele-
manının derecesi kadar artıran R/Pi ≈ Ei/Ei−1 izomorfizması vardır.

Kanıt. Ω ile e ∈ E, e /∈ K ve e bir homojen eleman olmak üzere (K : e) şeklindeki bütün
ideallerin kümesi gösterilsin. K $ E olduğundan e ∈ E ve e /∈ K olacak şekilde bir e
homojen elemanı vardır. Dolayısıyla Ω 6= ∅ olur. R halkası Noether olduğundan e1 ∈ E,
e1 /∈ K ve (K : e1) = P1, Ω kümesinin bir maksimal elemanı olacak şekilde seçilebilir.
Daha önce olduğu gibi P1 bir asal idealdir. Bunun için Lemma 2.3.2’yi kullanarak a
ve b, R halkasının homojen elemanları olmak üzere ab ∈ P1 ve b /∈ P1 iken a ∈ P1

olduğunu göstermek yeterlidir. a ve b, R halkasının homojen elemanları olmak üzere
ab ∈ P1 ve b /∈ P1 olsun. O halde (K : e1) ⊆ (K : be1) ve (K : e1) maksimal olduğundan
(K : e1) = (K : be1) elde edilir. ab ∈ P1 = (K : e1), dolayısıyla da abe1 ∈ K olur.
Buradan a ∈ (K : be1) = (K : e1) = P1 elde edilir. O halde a ∈ P1 olur. Dolayısıyla P1

ideali asaldır. Kalan kısım ise Önerme 3.5.2’nin kanıtı ile aynı şekilde yapılabilir.

Bir sonraki sonuç çokkatlılar için birleşme özelliğinin özel bir durumudur. Bu sonuç
birleşme özelliğini genel durumda kanıtlamak için kullanılacaktır.

Önerme 3.5.4. [1, Proposition 11, §7.9]R bir Noether halka, E bir sonlu üretilmiş
R–modül ve γ1, . . . , γs, R üzerinde bir çokkatlı sistem olsun. O zaman

eR(γ1, . . . , γs | E) =
∑
P

lRP (EP )eR/P (ψP (γ1), . . . , ψP (γs) | R/P )

olur. Burada ψP : R → R/P doğal dönüşümdür. Ayrıca toplam, rankı sıfır olan asal
idealler üzerinden alınacaktır.

Kanıt. Rankı sıfır olan asal idealler sadece sıfır idealinin minimal asal idealleridir. Ay-
rıca Noether halkaların sadece sonlu tane minimal asal ideali vardır. Dolayısıyla öner-
menin ifadesindeki toplam sadece sonlu sayıda terim içerir.

Önerme 3.5.2 gereğinceE modülünün aşağıdaki koşulları sağlayacak şekilde E0, . . . , Em

alt modülleri ve P1, . . . , Pm asal idealleri vardır.

1. Her 1 ≤ i ≤ m için 0 = E0 ⊆ E1 ⊆ . . . ⊆ Em = E ’dir.

2. Her 1 ≤ i ≤ m için Ei/Ei−1 ≈ R/Pi olacak şekilde bir R–modül izomorfizması
vardır.

Bundan dolayı 3.2.2 ve Sonuç 3.2.4 sayesinde

eR(γ1, . . . , γs | E) =
m∑
i=1

eR (γ1, . . . , γs | R/Pi)

yazılabilir. Ayrıca Önerme 3.5.1 gereğince, rankı sıfırdan büyük olan asal idealler için
eR (γ1, . . . , γs | R/Pi) = 0 olacağından yukarıdaki toplamda sadece rankı sıfır olan Pi
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asal ideallerini göz önüne almak yeterlidir. Şimdi P , rankı sıfır olan bir asal ideal olsun.
Ayrıca λP ile P idealinin {P1, . . . , Pm} dizisinde yer alma sayısı gösterilsin. O zaman
yukarıda yapılan gözlemler ile

eR(γ1, . . . , γs | E) =
∑
P

λP eR (γ1, . . . , γs | R/P )

ve
lRP (EP ) =

m∑
i=1

lRP {(Ei/Ei−1)P} =
m∑
i=1

lRP {(R/Pi)P}

olduğu söylenebilir. Şimdi eğer P 6= Pi ise o zaman (R/Pi)P , sıfır RP–modülüdür. Eğer
P = Pi ise o zaman (R/Pi)P , basit bir RP–modülü olur. Buradan lRP (EP ) = λP elde
edilir. Bu nedenle

eR(γ1, . . . , γs | E) =
∑
P

lRP (EP )eR (γ1, . . . , γs | R/P )

=
∑
P

lRP (EP )eR/P (ψP (γ1), . . . , ψP (γs) | R/P )

olur. Böylece kanıt tamamlanır.

Bir sonraki teorem çokkatlıların genel birleşme özelliğidir.

Teorem 3.5.5. [5, Theorem 5]R bir Noether halka, E sonlu üretilmiş bir R–modül ve
γ1, . . . , γs, R halkası üzerinde bir çokkatlı sistem olsun. Eğer i, 0 ≤ i ≤ s olacak şekilde
herhangi bir tamsayı ise o zaman

eR(γ1, . . . , γs | E) =
∑
p

eRP (φP (γ1), . . . , φp(γi) | EP ) eR/P (ψP (γi+1), . . . , ψP (γs) | R/P )

olur. Burada P idealleri (γ1, . . . , γs) idealinin bütün minimal asal idealleri üzerinde
değişir. Ayrıca φP : R→ RP ve ψP : R→ R/P doğal dönüşümlerdir.

Kanıt. P , (γ1, . . . , γi) idealinin bir minimal asal ideali ise o zaman RP kendisi üzerinde
bir modül olarak alındığında φP (γ1), . . . , φP (γi), RP üzerinde bir çokkatlı sistem olur.
Bu şu şekilde gösterilebilir:

(φP (γ1), . . . , φP (γi)) ⊆ Q

veQ bir asal ideal olsun.Q idealinin maksimal olduğunu göstermek yeterlidir. (γ1, . . . , γi)
⊆ φ−1

P (Q) = Qc yazılabilir. Buradan P , (γ1, . . . , γs)’in minimal asal ideali olduğun-
dan P ⊆ Qc yazılabilir. O halde P e ⊆ Qce = Q olur. P e, RP yerel halkasının tek
maksimal ideali olduğundan P e = Q elde edilir. Dolayısıyla Q ideali maksimal olur.
Buradan Sonuç 1.3.11 gereğince lRP {RP/ (φP (γ1), . . . , φP (γs))} < ∞ olur. O halde
φP (γ1), . . . , φP (γs) dizisi RP üzerinde bir çokkatlı sistemdir.
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Şimdi s üzerine tümevarım uygulanacaktır. Ancak tümevarıma başlamadan önce
i = 0 özel durumunda da teorem doğrudur. Önerme 3.5.4 ile bu söylenebilir. i = 0 ise

eRP (φP (γ1), . . . , φP (γi) | EP ) = lRP (EP )

olur ve

eR(γ1, . . . , γs | E) =
∑
P

LRP (EP )eR/P (ψP (γ1), . . . , ψP (γs) | R/P )

elde edilir. Ayrıca P idealleri (γ1, . . . , γi) idealinin minimal asal idealleri olduğundan
i = 0 durumunda P , (0) idealinin minimal asal ideali olur. Buradan RankP = 0
elde edilir. Toplam rankı sıfır olan P asal idealleri üzerinden alınır. Dolayısıyla s = 0
durumunda i = 0 olacağından teorem gerçekten doğrudur. Şimdi s ≥ 1 olduğu ve s−1
elemanlı çokkatlı sistemler için teoremin doğru olduğu kabul edilsin. Ayrıca 1 ≤ i ≤ s

olsun. i = 0 durumunda doğru olduğu gösterildiği için bu kabül yapılabilir. R′ = R/(γ1)
ve γ′i, γi elemanının R′ halkasındaki doğal görüntüsü olsun. O zaman

eR(γ1, . . . , γs | E) = eR′ (γ′2, . . . , γ′s | E/γ1E)− e′R (γ′2, . . . , γ′s | (0 :E γ1))

yazılabilir. P , (γ1, . . . , γi) idealinin bir minimal asal ideali ve P/(γ1) = P ′ olsun. O za-
man P ′, (γ′2, . . . , γ′s) idealinin bir minimal asal idealidir. φP ′ : R′ → R′P ′ doğal dönüşüm
olsun. O zaman tümevarım hipotezinden

eR′ (γ′2, . . . , γ′s | E/γ1E)

=
∑
P

eR′
P ′

(φP ′(γ′2), . . . , φP ′(γ′i) | (E/γ1E)P ′) eR′/P ′ (ψP ′(γi+1), . . . , ψP ′(γs) | R′/P ′)

ve

eR′ (γ′2, . . . , γ′s | (0 :E γ1))

=
∑
P

eR′
P ′

(φP ′(γ′2), . . . , φP ′(γ′i) | (0 :E γ1)P ′) eR′/P ′
(
ψP ′(γ′i+1), . . . , ψP ′(γ′s) | R′/P ′

)

elde edilir. Şimdi R′/P ′ ve R/P halkaları f : R′/P ′ → R/P , f
(
ψP ′(γ′j)

)
= ψP (γj)

izomorfizması altında izomorf olur. Bundan dolayı

eR′/P ′
(
ψP ′(γ′i+1), . . . , ψP ′(γ′s) | R′/P ′

)
= eR/P (ψP (γi+1), . . . , ψP (γs) | R/P )

elde edilir. Önerme 1.2.7 sayesinde RP/φP (γ1)RP ve (R/(γ1))P/(γ1) doğal yolla tanımla-
nabilir. Ayrıca RP = RP/φP (γ1)RP olmak üzere φP (γj) ile φP (γj)’nin RP halkasındaki
görüntüsü gösterilsin. O zaman halkaların tanımından φP (γj) ve φP ′(γ

′
j) elemanları da

tanımlı olur. RP ve R′P ′ halkalarının tanımlandığı varsayılsın. O zaman (E/γ1E)P ′ ,
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R′P ′–modülü ve EP/φ(γ1)EP , RP–modülü izomorf olur. Benzer şekilde (0 :E γ1)P ′ ,
R′P ′–modülü ile (0 :EP φP (γ1)), RP–modülü izomorf olur. Buradan

eR′
P ′

(φP ′(γ′2), . . . , φP ′(γ′i) | (E/γ1E)P ′) = eRP

(
φP (γ2), . . . , φP (γi) | EP/φP (γ1)EP

)
= eRP (φP (γ2), . . . , φP (γi) | EP/φP (γ1)EP )

elde edilir. Ayrıca benzer şekilde

eR′
P ′

(φP ′(γ′2), . . . , φP ′(γ′i) | (0 :E γ1)P ′) = eRP

(
φP (γ2), . . . , φP (γi) | (0 :EP φP (γ1))

)
= eRP (φP (γ2), . . . , φP (γi) | (0 :EP φP (γ1)))

olur. Bu nedenle elde edilen son iki eşitliğin farkı alınırsa

eR′
P ′

(φP ′(γ′2), . . . , φP ′(γ′i) | (E/γ1E)P ′)− eR′P ′ (φP ′(γ
′
2), . . . , φP ′(γ′i) | (0 :E γ1)P ′)

= eRP (φP (γ1), . . . , φP (γi) | EP )

olur. Dolayısıyla

∑
P

eRP (φP (γ1), . . . , φP (γi) | EP ) eRP (ψP (γi+1), . . . , ψP (γs) | R/P )

= eR′ (γ′2, . . . , γ′s | E/γ1E)− eR′ (γ′2, . . . , γ′s | (0 :E γ1))

= eR(γ1, . . . , γs | E)

elde edilir. Böylece kanıt tamamlanır.
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Bölüm 4

HİLBERT FONKSİYONLARI

4.1 Hilbert Fonksiyonu ve Hilbert Polinomu

Bu kısım boyunca x1, . . . , xs, 1–dereceli homojen elemanlar olmak üzereR = R0[x1, . . . , xs]
bir kademeli halka olacaktır. Ayrıca R0, R’nin 0–dereceli homojen elemanlarından
oluşan bir alt halkasıdır. (x1, . . . , xs) yerine X alarak R = R[X] kısaltması da kul-
lanılacaktır. M = M0 ⊕ M1 ⊕ . . . bir kademeli R–modül olsun. Her n ≥ 0 için
HM(n) = lR0(Mn) olsun. O zaman HM(n) negatif olmayan tamsayıların bir fonksiyonu
olur. Ayrıca HM(n) ya pozitif tamsayı değeri alır ya da +∞ olur. HM(n) fonksiyonuna
kademeli M , R–modülünün Hilbert fonksiyonu denir. Ayrıca

HSM(n) =
n∑
i=0

HMi
(n)

fonksiyonu tanımlanabilir. HSM(n) fonksiyonuna M modülünün Hilbert-Samuel fonk-
siyonu denir.

Örnek 4.1.1. k bir cisim olmak üzere R = k[x1 . . . , xs] polinom halkası, üzerindeki
standart kademe ile düşünülürse

HR(n) =
(
n+ s− 1
s− 1

)
= (n+ s− 1)(n+ s− 2) . . . (n+ 1)

(s− 1)!

olarak elde edilir.

Kanıt. n + s üzerine tümevarım uygulanacaktır. Eğer n = 0 ya da s = 1 ise o zaman
sonuç açıktır. Bu nedenle n > 0, s > 1 ve S = k[x1, . . . , xs−1] olsun ve k–uzaylarının

0→ Rn−1
xs−→ Rn → Sn → 0

tam dizisi ele alınsın. Burada Rn−1 → Rn homomorfizması, xs ile çarpma etkisi,
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Rn → Sn homomorfizması ise her xa1
1 . . . , x

as−1
s−1 x

as
s ∈ Rn için

xa1
1 . . . , x

as−1
s−1 x

as
s 7→

x
a1
1 . . . , x

as−1
s−1 , as = 0 ise

0, as 6= 0 ise

şeklinde tanımlanmaktadır. O zaman

HR(n) = dimk Rn

= dimk Rn−1 + dimk Sn

=
(
n+ s− 2
s− 1

)
+
(
n+ s− 2
s− 2

)

=
(
n+ s− 1
s− 1

)

elde edilir.

Yukarıdaki örnekten görüldüğü gibi cisimler üzerindeki polinom halkalarının Hilbert
fonksiyonları birer polinom olarak ifade edilebilir. Bu kısımda bu durumun daha genel
kademeli modüller için gerçekleştiği gösterilecektir.

N , M modülünün bir homojen alt modülü olsun. O zaman N ve M/N , birer kade-
meli R–modül yapılabilir. Ayrıca kademeli R–modüllerin

0→ N →M →M/N → 0

kısa tam dizisi ile, her n ≥ 0 için R0–modüllerin

0→ Nn →Mn → (M/N)n → 0

kısa tam dizisi elde edilebilir. Bu nedenle her n ≥ 0 için

HM(n) = HN(n) +HM/N(n)

yazılabilir. Daha genel olarak 0→ N →M → K → 0, R–modüllerin bir tam dizisi ise
o zaman

HM(n) = HN(n) +HK(n)

olur. Buradan

HSM(n) = HSN(n) +HSK(n)

elde edilir.

Tanım 4.1.2. M bir kademeli R–modül olmak üzere eğer
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1. M sonlu üretilmiş bir R–modül ve

2. her n ≥ 0 için HM(n) <∞

koşulları sağlanıyor ise o zaman M modülüne bir Hilbert R–modülü denir.

Bölümün kalan kısmında R halkası Noether halka kabul edilecektir. Bu durumda
R0 halkası Noether alınacaktır. Şimdi M bir Hilbert R–modül olsun. M modülünün
p–dereceli homojen bir u elemanı alınsın. R0u ⊆Mp olduğundan

lR0(R0u) ≤ lR0(Mp) <∞

elde edilir. R0 → R0u doğal homomorfizmasının çekirdeği I olsun. Ayrıca J ideali R
halkasının I tarafından üretilen homojen ideali olarak alınsın. Buradan her y ∈ R için

ψ : R/J → Ru , ψ(y + J) = yu

dönüşümü bir R–epimorfizması olur. Dolayısıyla Ru bir Noether R–modüldür. Şimdi
U = Ru olsun. O zaman

U = R0u⊕R1u⊕R2u⊕ . . .

ve
x1U + x2U + · · ·+ xsU = R1u⊕R2u⊕ . . .

elde edilir. Bu nedenle

lR

(
U

x1U + · · ·+ xsU

)
= lR0

(
U

x1U + · · ·+ xsU

)
= lR0 (R0u) <∞

yazılabilir. Buradan x1, . . . , xs elemanları Ru üzerinde bir çokkatlı sistem olur. Ay-
rıca M bir Hilbert R–modül olduğundan sonlu üretilmiştir. Dolayısıyla u1, . . . , ut,
M–modülünün elemanları olmak üzere M = Ru1 + · · · + Rut yazılabilir. Yukarıda
yapılan uyarılar ile her i = 1, . . . , t için Rui bir Noether R–modül olur. Ayrıca buradan
x1, . . . , xs elemanlarının her i = 1, . . . , t için Rui üzerinde bir çokkatlı sistem olduğu
söylenebilir. Buradan x1, . . . , xs elemanlarınınM üzerinde de bir çokkatlı sistem olduğu
elde edilir. Dolayısıyla aşağıdaki önerme ve sonuç kanıtlanmış olur.

Önerme 4.1.3. M bir Hilbert R–modül olsun. O zaman M bir Noether R–modüldür
ve x1, . . . , xs elemanları M modülü üzerinde bir çokkatlı sistemdir.

Sonuç 4.1.4. M bir Hilbert R–modül olmak üzere N , M–modülünün bir alt modülü
olsun. O zaman N ve M/N , birer Hilbert R–modüllerdir.

Teorem 4.1.5. [1, Theorem 11, §7.6]M bir Hilbert R–modül olsun. O zaman yeterince
büyük n değerleri için HM(n), n’nin derecesi en fazla s− 1 olan bir polinomudur.
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Kanıt. Yeterince büyük tüm n değerleri için

HM(n) =
s−1∑
i=0

ci

(
n+ i

i

)

olacak şekilde n’den bağımsız c0, . . . , cs katsayılarının varlığı gösterilecektir. s üzerine
tümevarım uygulansın. İlk olarak s = 0 olsun. O zaman R = R0 olur. Dolayısıyla M ,
R–modül olarak sonlu uzunluğa sahiptir. Bu nedenle yeterince büyük tüm n değerleri
için lR(Mn) = 0 olur. Eğer boş toplamlar sıfır olarak alınırsa o zaman s = 0 için teorem
doğru olur. Şimdi s ≥ 1 olsun ve s−1 için hipotez doğru olsun. Şimdi λ,M modülünün
elemanlarını xs ile çarpma işlemi olmak üzere

0→ (0 :M xs)→M
λ−→M →M/xsM → 0

tam dizisi göz önüne alınsın. Dolayısıyla λ,M modülünün bir endomorfizmasıdır. Ayrıca
tam dizideki diğer dönüşümler içerim dönüşümü ve doğal dönüşümdür. (0 :M xs) ve
xsM , M–modülünün alt modülleri olduğundan M–modülü üzerinde kademeli modül
yapılabilir. Şimdi n = 0 iken (0 :M xs)n−1 ve Mn−1 alt modülleri 0 olmak üzere, her n
için R0–modüllerin

0→ (0 :M xs)n−1 →Mn−1 →Mn → (M/xsM)n → 0

tam dizisi elde edilir. Ayrıca bütün R0–modüller sonlu uzunluğa sahiptir. Bu yüzden
n = 0 için HM(n− 1) = 0 olmak üzere

lR0 ((M/xsM)n)− lR
(
(0 :M xs)n−1

)
= HM(n)−HM(n− 1)

elde edilir. Önerme 4.1.4 ile (0 :M xs) ve M/xsM Hilbert R–modüllerdir ve xs ile
sıfırlanırlar. Dolayısıyla R0[x1, . . . , xs−1]–modül olarak göz önüne alınabilirler. Ayrıca
R0[x1, . . . , xs−1] halkası üzerinde Hilbert R–modüllerdir. Şimdi ai ve bi, n’den bağımsız
tamsayılar olmak üzere, tümevarım hipotezi ile yeterince büyük her n için

lR0 ((M/xsM)n) =
s−2∑
i=0

ai

(
n+ i

i

)
ve

lR0 ((0 :M xs)n) =
s−2∑
i=0

bi

(
n+ i

i

)

olur. Ayrıca
(
n+i
i

)
−
(
n+i−1
i−1

)
=
(
n−1+i

i

)
olduğundan yeterince büyük bütün n değerleri

ve her n ≥ 1, i ≥ 1 için

lR
(
(0 :M xs)n−1

)
= b0 +

s−2∑
i=1

bi

[(
n+ i

i

)
−
(
n+ i− 1
i− 1

)]
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elde edilir. Bu nedenle d0, . . . , ds−2, n’den bağımsız tamsayılar olmak üzere yeterince
büyük bütün n değerleri için

HM(n)−HM(n− 1) =
s−2∑
i=0

di

(
n+ i

i

)

olur. O halde uygun bir p için k ≥ p iken ωk = 0 olmak üzere

HM(k)−HM(k − 1) =
s−2∑
i=0

di

(
n+ i

i

)
+ ωk (4.1.1)

yazılabilir. Şimdi n ≥ p olmak üzere 4.1.1 eşitliğinin her iki tarafında k = 0, 1, 2, . . .
üzerinden toplam alınırsa

HM(n) =
s−2∑
i=0

di
n∑
k=0

(
k + i

i

)
+
∞∑
k=0

ωk

=
s−2∑
i=0

di

(
n+ i+ 1
i+ 1

)
+
∞∑
k=0

ωk

=
s−1∑
i=0

d′i

(
n+ i

i

)

elde edilir. Ayrıca d0 = ∑∞
k=0 ωk ve her 1 ≤ i ≤ s− 1 için d′i = di−1 olur.

Yukarıda elde edilen sonuç ile M bir Hilbert R–modül iken yeterince büyük tüm n

değerleri için

HM(n) =
s−1∑
i=0

hi(M)
(
n+ i

i

)
(4.1.2)

olacak şekilde tek türlü belirli

h0(M), h1(M), . . . , hs−1(M)

tamsayıları vardır. hi(M) tamsayılarına M modülünün Hilbert katsayıları denir. 4.1.2
eşitliğinden her k ≥ 0 için

HM(k) =
s−1∑
i=0

hi(M)
(
k + i

i

)
+ νk (4.1.3)

elde edilir. Burada ν0, ν1, . . . tamsayı dizisidir ve bu dizide yeterince büyük k değerleri
için νk = 0 olur. Her k > q için νk = 0 olsun. Eğer n > q ve 4.1.3 eşitliği üzerinden
k = 0, 1, 2, . . . için toplam alınırsa o zaman

HSM(n) =
∞∑
k=0

νk +
s−1∑
i=0

hi(M)
(
n+ i+ 1
i+ 1

)
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elde edilir. O halde n yeterince büyük iken

HSM(n) =
s∑
i=0

h∗i (M)
(
n+ i

i

)

olacak şekilde tek türlü belirli h∗0(M), h∗1(M), . . . , h∗s(M) tamsayıları vardır. Ayrıca
h0(M), h1(M), . . . , hs−1(M) değerleri sırasıyla h∗1(M), h∗2(M), . . . , h∗s(M) tamsayılarına
eşittir. s ≥ 1 olsun. Şimdi

0→ (0 :M xs)→M →M →M/xsM → 0

tam dizisi kullanılarak her m ≥ 0 için

HM/xsM (m)−H(0:Mxs) (m− 1) = HM(m)−HM(m− 1)

yazılabilir. m = 0, 1, 2, . . . değerleri üzerinden toplama geçilirse her n için

HSM/xsM (n)−HS(0:Mxs) (n− 1) = HM(n)

elde edilir. Fakat n yeterince büyük iken bu fonksiyonların herbirinin n’nin bir poli-
nomu olarak ifade edilebileceği gösterilecektir. + · · · ile daha düşük dereceli terimler
gösterilmek üzere yeterince büyük tüm n değerleri için

HSM/xsM (n) = h∗s−1 (M/xsM) ns−1

(s− 1)! + · · ·

HS(0:Mxs) (n) = h∗s−1 ((0 :M xs))
ns−1

(s− 1)! + · · ·

ve
HM(n) = hs−1(M) ns−1

(s− 1)! + · · ·

olur. O halde

HS(0:Mxs) (n− 1) = h∗s−1 ((0 :M xs))
ns−1

(s− 1)! + · · ·

olduğundan s ≥ 1 için

h∗s(M) = h∗s−1 (M/xsM)− h∗s−1 ((0 :M xs))

elde edilir.

Teorem 4.1.6. M bir Hilbert R–modül olsun. O zaman h∗s(M) = eR(x1, . . . , xs | M)
olur.
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Kanıt. s üzerine tümevarım uygulanacaktır. Eğer s = 0 ise o zaman R = R0 ve

eR(x1, . . . , xs |M) = eR0(. |M) = lR0(M)

olur. Diğer taraftan yeterince büyük tüm n değerleri için HSM(n) = lR0(M) elde edilir.
Bu nedenle yeterince büyük tüm n değerleri için HSM(n) polinomu

h∗s(M) = lR0(M)

sabit polinomu olur. Şimdi s ≥ 1 ve sonuç s − 1 üreteçli durumda doğru olsun.
x1, . . . , xs elemanlarının M üzerinde bir çokkatlı sistem olduğu biliniyor. Bu nedenle
eR(x1, . . . , xs |M) tanımlıdır.

eR(x1, . . . , xs |M) = eR (x1, . . . , xs−1 |M/xsM)− eR (x1, . . . , xs−1 | (0 :M xs))

olur. M/xsM ve (0 :M xs), R0 [x1, . . . , xs−1] halkası üzerinde kademeli modüller oldu-
ğundan tümevarım ile

eR (x1, . . . , xs−1 |M/xsM) = h∗s−1 (M/xsM)

ve
eR (x1, . . . , xs−1 | (0 :M xs)) = h∗s−1 ((0 :M xs))

elde edilir. Buradan e(x1, . . . , xs |M) = h∗s(M) olur. Böylece kanıt tamamlanır.

Örnek 4.1.7. k bir cisim olmak üzere R = k[x, y, z] polinom halkası ve
I = (x3 − y2z) ideali alınsın. R’nin standart kademeli halka yapısı düşünülecektir.
I, R’nin bir homojen ideali olduğundan M = R/I bir kademeli R–modüldür. HM(n)
fonksiyonu hesaplansın. I(n) = R(n) ∩ I denirse I = I(0) ⊕ I(1) ⊕ I(2) ⊕ · · · olacağından

R/I ≈ k ⊕R(1) ⊕R(2) ⊕
(
R(3)/I(3)

)
⊕
(
R(4)/I(4)

)
⊕ · · ·

yazılabilir. Buna göre HM(0) = 1, HM(1) = 3 ve HM(2) = 6 olduğu görülebilir. Ayrıca
n ≥ 3 için

HM(n) = lk
(
R(n)/I(n)

)
= dimk

(
R(n)/I(n)

)
= dimk(R(n))− dimk(I(n))

olur. Örnek 4.1.1’de olduğu gibi

dimk(R(n)) =
(
n+ 2

2

)
= (n+ 1)(n+ 2)

2

92



elde edilir. Öte yandan I(n) ≈ ⊕q+b+c=n−3 kx
aybzc olacağından

dimk(I(n)) =
(
n− 3 + 2

2

)
=
(
n− 1

2

)
= (n− 1)(n− 2)

2

yazılabilir. Böylece n ≥ 3 için HM(n) = (n+1)(n+2)
2 − (n−1)(n−2)

2 = 3n bulunur.

Örnek 4.1.8. k bir cisim olmak üzere R = k[x, y] polinom halkası ile onun I = (x3, y2)
ideali alınsın. R/I bir Noether R–modül, m = (x, y), R’nin bir maksimal ideali ve
m3 ⊆ I olduğundan Önerme 1.3.10 gereğince R/I bir Artin R–modüldür. Dolayı-
sıyla Teorem 2.1.28’den yeterince büyük n tamsayıları için (aslında her n > 3 için)
HR/I(n) = 0 olur. Bunu yukarıdaki örnekte olduğu gibi doğrudan görmek de mümkün-
dür.

Teorem 4.1.5 ile x1, . . . , xs, 1–dereceli homojen elemanlar olmak üzere
R = R0[x1, . . . , xs] kademeli halkası üzerindeki bir Hilbert M modülü için n’nin ye-
terince büyük değerlerinde HM(n) fonksiyonunun n’ye bağlı bir polinoma eşit olduğu
görüldü. Aşağıdaki örnek ile en az bir i için derxi 6= 1 olması halinde HM(n)’nin bir
polinoma eşit olmak zorunda olmadığı görülecektir.

Örnek 4.1.9. k bir cisim olsun.
(i) R = k[x3], Örnek 2.1.8’de ele alınan kademeli halka olsun. Her n ≥ 0 için

R(n) =

k[x](n), 3 | n ise

0, 3 - n ise

olduğundan R bir Hilbert R–modüldür. Ayrıca

HR(n) =

1, 3 | n ise

0, 3 - n ise

olacağından HR(n) bir polinom olamaz.
(ii) R = k[x, y2], Örnek 2.1.9’da ele alınan kademeli halka olsun. Dikkat edilirse her

n ≥ 0 için dimk(R(n)) <∞ olduğundan R bir Hilbert R–modül olur.

R(n) = {
∑
a,b

ca,bx
ay2b : ca,b ∈ k ve a+ 2b = n}

olduğundan dimk(R(n)), {xay2b : a, b ≥ 0 ve a + 2b = n} kümesinin eleman sayısıdır.
Bu kümenin eleman sayısı 2 | n− a olacak şekildeki a ≥ 0 sayılarının sayısıdır. Bu ise
J·K tam değer fonksiyonunu göstermek üzere

q
n
2

y
+ 1 sayısıdır. Dolayısıyla

HR(n) =
rn

2

z
+ 1
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bir polinoma eşit değildir.

Şimdi R0, bir Artin halka ve M bir kademeli R–modül olsun. n ≥ 0 için n–dereceli
homojen elemanların oluşturduğu alt modül Mn ile gösterilsin. Eğer k ∈ Z− ise o
zaman Mk modülünü sıfır R–modülü olarak almak uygun olacaktır. Her n ∈ Z için
HM(n) = lR0(Mn) olsun. Buradan n ≥ 0 için HM(n), M modülünün Hilbert fonksi-
yonudur ve tanım bütün negatif tam sayılar için fonksiyon değeri sıfır alınarak geniş-
letilebilir. Şimdi M sonlu üretilmiş kademeli bir R0[x1, . . . , xs]–modül olsun. R0 Artin
halka olduğundan Noetherdir. Dolayısıyla R0[x1, . . . , xs] sonlu üretilmiş R0–cebiri de
Noether olur. Buna göre M bir Noether R–modüldür ve dolayısıyla Teorem 2.1.26 ile
her n ≥ 0 için Mn Noether R0–modül olur. Bu nedenle n ≥ 0 için Mn’ler sonlu üretil-
miş R0–modüldür. Buradan her n ≥ 0 için HM(n) = lR0(Mn) < ∞ olur. O halde R0

bir Artin halka iken her sonlu üretilmiş kademeli R0[x1, . . . , xs]–modülün bir Hilbert
R0[x1, . . . , xs]–modül olduğu elde edilebilir.

Lemma 4.1.10. R0 bir Artin halka olmak üzere R = R0[x1, . . . , xn] kademeli bir halka
olsun. P ile R halkasının bir homojen asal ideali gösterilsin. O zaman dimP = 0 ancak
ve ancak (x1, . . . , xn) ⊆ P olur.

Kanıt. İlk olarak dimP = 0 alınarak (x1, . . . , xs) ⊆ P olduğu gösterilecektir. Aksi
doğru olsun. Bu nedenle bir i = 1, . . . , n için xi /∈ P olur. P homojen bir ideal ve
xi, 1–dereceli homojen eleman olduğundan (P, xi) ideali bir homojen idealdir ve 1 /∈
(P, xi) olduğu açıktır. Şimdi eğer P ′ (P, xi)’nin herhangi bir minimal asal ideali ise o
zaman P $ P ′ ve bu yüzden dimP > 0 olur. Dolayısıyla çelişki elde edilir. O halde
(x1, . . . , xs) ⊆ P olur.

Şimdi (x1, . . . , xn) ⊆ P olsun. O zaman i içerim dönüşümü ve π doğal dönüşüm
olmak üzere halka homomorfizmalarının R0

i−→ R
π−→ R/P bileşkesi bir halka epimor-

fizması olur. Bileşke dönüşümün çekirdeği R0 ∩ P idealidir. Buradan

R0/(R0 ∩ P ) ≈ R/P

elde edilir. R0∩P , R0 Artin halkasının bir asal ideali olduğundan R0/(R0∩P ) bir cisim
olur. Dolayısıyla R/P bir cisimdir. Buradan dimP = 0 olur. Böylece kanıt tamamlanır

Lemma 4.1.11. R0 bir Artin halka ve R = R0[x1, . . . , xs] olmak üzere M sıfırdan
farklı, sonlu üretilmiş bir kademeli R–modül olsun. O zaman HM(n) Hilbert fonksiyonu
yeterince büyük tüm n değerleri için sıfırdır ancak ve ancak dimM = 0 olur.

Kanıt. dimM = dim (R0[x1, . . . , xs]/AnnR(M)) olduğundan P idealleri AnnR0 M ide-
alinin minimal asal idealleri olmak üzere dimM = max

P
(dimP )’dir ya da denk olarak

P idealleri M modülünün sıfır alt modülüne ait olan minimal asal idealler olmak üzere

94



max
P

dimP = dimM olur. Teorem 2.3.6 ile bütün bu asal idealler homojendir. Bu
uyarılardan sonra kanıta geçilebilir.

Şimdi her n ≥ q için HM(n) = 0 olsun. O zaman derecesi q ya da daha fazla olan
sıfırdan farklı homojen eleman yoktur. Bu nedenle (x1, . . . , xs)qM = 0 olur. P , Ann(M)
idealinin bir minimal asal ideali olsun. O zaman P homojendir ve (x1, . . . , xs) ⊆ P ’dir.
Buradan Lemma 4.1.10 ile dimP = 0 olur. Dolayısıyla dimM = 0 olduğu elde edilir.

Şimdi dimM = 0 olsun. O zaman AnnR(M) idealinin her minimal asal ideali sı-
fır boyutlu olur. Ayrıca bu minimal asal idealler homojen olduğundan Lemma 4.1.10 ile
herbirinin (x1, . . . , xs) idealini içerdiği söylenebilir. Böylece (x1, . . . , xs) ⊆ Rad AnnR(M)
olur. Bu nedenle bir l ∈ Z+ için (x1, . . . , xs)lM = 0 elde edilir. M sonlu üretil-
miş olduğundan 1 ≤ i ≤ p için ei’ler mi–dereceli homojen elemanlar olmak üzere
M = R0e1 + · · · + Rep yazılabilir. Eğer n ≥ max {l +m1, . . . , l +mp} ise o zaman
n–dereceli her homojen eleman sıfırdır. Bu HM(n) = 0 olur. Böylece kanıt tamamla-
nır.

Teorem 4.1.12. [1, Theorem 19, §7.10] R0 bir Artin halka, M , R = R0[x1, . . . , xs]
halkası üzerinde sıfırdan farklı sonlu üretilmiş bir kademeli modül olsun. O zaman
yeterince büyük n değerleri için HM(n), n’nin dimM − 1 dereceli bir polinomudur.

Kanıt. Bu sonuç için sıfır polinomunun derecesi −1 olarak alınacaktır Şimdi
dimM = d olsun ve d–üzerine tümevarım uygulansın. d = 0 iken Lemma 4.1.11 ile
teorem doğrudur. d ≥ 1 olsun ve d − 1 boyutlu Artin halkaları için hipotez doğru
olsun. Önerme 3.5.3 ile

M = Mq ⊇Mq−1 ⊇ . . . ⊇M1 ⊇M0 = 0

ve
R0[x1, . . . , xs]/Pi ≈Mi/Mi−1 (4.1.4)

olacak şekilde M0, . . . ,Mq homojen alt modülleri ve P0, . . . , Pq homojen asal idealleri
vardır. 4.1.4 izomorfizmasındaki dönüşüm ile R0[x1, . . . , xs]/Pi halkasının bir homojen
elemanının derecesi sabit bir ki değeri kadar artar. Bu nedenle

HM(n) =
q∑
i=1

HMi/Mi−1 (n)

olur. Buradan
HM(n) =

q∑
i=1

HR/Pi (n− ki) (4.1.5)

yazılabilir. Ann(M), Mi/Mi−1 bölüm modülünü sıfırlar. Ayrıca Mi/Mi−1 ≈ R/Pi

izomorfizması ile Ann(M) ⊆ Pi olur. Şimdi P asal ideali Ann(M) idealini kapsa-
sın. O zaman Pi (Mi/Mi−1) = 0 olduğundan PiMi ⊆ Mi−1 elde edilir. Bu nedenle
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P1P2 . . . PqM = 0 olur. Buradan P1P2 . . . Pq ⊆ Ann(M) ⊆ P elde edilir. O halde bir
j için Pj ⊆ P olduğu söylenebilir. Buradan Ann(M) idealinin minimal asal idealleri
özel olarak 1 ≤ i ≤ q için Pi asal idealleridir. Ayrıca bu asallar P1, P2, . . . , Pq dizisinin
başka bir öğesini öz olarak içermez. Şimdi

d = max {dimP1, dimP2, . . . , dimPq} (4.1.6)

ve P , d–boyutlu homojen bir asal ideal olsun. d ≥ 1 olduğundan Lemma 4.1.10 gere-
ğince xj /∈ P olacak şekilde bir 1 ≤ j ≤ s bulunabilir.

0→ R0[x1, . . . , xs]/P → R0[x1, . . . , xs]/P → R0[x1, . . . , xs]/(P, xj)→ 0 (4.1.7)

tam dizisi göz önüne alınsın. R/P → R/P dönüşümü xj ile çarpma dönüşümüdür. Eğer
4.1.7 dizisindeki her modül kademeli modül haline getirilirse o zaman R/P → R/P

dönüşümü xj ile çarpma dönüşümü ve der(xj) = 1 olduğundan homojen elemanın
derecesini bir arttırır.

İddia 1: φ : R/P → R/P , xj ile çarpma dönüşümünün birebirdir: r1, r2 ∈ R için
φ(r1 + P ) = φ(r2 + P ) olsun. O halde xj(r1 + P ) = xj(r2 + P ) elde edilir. Buradan

xjr1 + P = xjr2 + P ⇒ xjr1 − xjr2 ∈ P ⇒ xj(r1 − r2) ∈ P

olur. xj /∈ P ve P bir asal ideal olduğundan (r1 − r2) ∈ P elde edilir. Dolayısıyla φ
dönüşümü birebirdir. Böylece iddia elde edilir.

Şimdi R/P → R/(P, xj) dönüşümü dereceyi korur. Buradan

0→ (R/P )n−1 → (R/P )n → (R/(P, xj))n → 0

tam dizisi vardır. Bu nedenle

HR/P (n)−HR/P (n− 1) = HR/(P,xj)(n)

yazılabilir. Teorem 4.1.5 gereğince yeterince büyük n değeri içinHR/P (n), n’nin δ–dereceli
bir polinomu olsun. Ayrıca dim (R/P ) = dim(P ) ≥ 1 olduğundan Lemma 4.1.11 ’den
dim (R/P ) 6= 0 olur. Buradan HR/P (n), yeterince büyük tüm n değerleri için sıfır-
dan farklıdır. δ > 0 olsun. O halde yeterince büyük n için HR/P (n) − HR/P (n− 1),
n’nin (δ − 1)–dereceli bir polinomu olur. P homojen olduğundan R/(P, xj) sıfırdan
farklı bir modüldür. Ayrıca dim (R/(P, xj)) = dim(P, xj) ve P $ (P, xj) olduğundan
dim(P, xj) < dim(P ) ≤ d olur. (P, xj)’nin boyutu kesin olarak d değerinden daha kü-
çüktür. Bu nedenle tümevarım hipotezinden yeterince büyük n değerleri içinHR/(P,xj) (n),
n’nin derecesi dim (R/(P, xj)) − 1 olan bir polinomdur. O halde
δ = dim (R/(P, xj)) olur. Şimdi P ′, (P, xj) idealinin herhangi bir minimal asal ideali ol-
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sun. O zaman Rank (P ′/P ) ≤ 1 olur. Ayrıca R/P bir tamlık bölgesi olduğundan (0) ide-
ali asaldır. P ′/P 6= 0 olduğundan Rank(P ′/P ) ≥ 1 olur. Dolayısıyla Rank(P ′/P ) = 1
elde edilir. Bu nedenle P ile P ′ arasında öz olarak kapsanan bir asal ideal yoktur. R0

bir Artin halka ve R = R0[x1, . . . , xs] kademeli ve Noether halka ile der(xi) = 1 olmak
üzere

S = R0[X1, . . . , Xs]
ϕ−→R

Xi 7−→xi
a ∈ R0 7−→a ∈ R0

dönüşümü vardır. Ayrıca bu dönüşüm bir halka epimorfizmasıdır. O halde P ve P ′, R
halkasının iki asal ideali iken bunlara S halkasında karşılık gelen ϕ−1(P ) ve ϕ−1(P ′)
asal ideallerdir. Ayrıca

P ⊂ P ′ ⇒ ϕ−1(P ) ⊆ ϕ−1(P ′)

olur. Eğer P ile P ′ arasında öz olarak kapsanan bir asal ideal yok ise ϕ−1(P ) ile ϕ−1(P ′)
arasında da öz olarak kapsanan bir asal ideal yoktur. Şimdi P ⊂ P ′ ve P ile P ′ arasında
öz olarak kapsanan bir asal ideal olmasın ve ϕ−1(P ) $ P

′′ $ ϕ−1(P ′) olacak şekilde
S halkasının bir P ′′ asal ideali var olsun. ϕ(P ′′) bir asal idealdir ϕ(a)ϕ(b) ∈ ϕ(P ′′) ve
ϕ(a) /∈ P ′′ iken a /∈ P ′′ olur. Şimdi ϕ(ab) = ϕ(c) olacak şekilde bir c ∈ P ′′ vardır. O
halde ϕ(ab− c) = 0 elde edilir. Buradan ab− c ∈ kerϕ ⊆ ϕ−1(P ) ⊆ P

′′ olur. Buradan
ab ∈ P

′′ ve P ′′ asal ideal olduğundan b ∈ P
′′ ⇒ ϕ(b) ∈ ϕ(P ′′) elde edilir. O halde

P ⊆ ϕ(P ′′) ⊆ P ′ olacağı için P ile P ′ arasında asal ideal yoktur kabulü ile çelişir.
Dolayısıyla P ile P ′ arasında öz olarak kapsanan bir asal ideal yoktur.

İddia 2: ψ : S/ϕ−1(P )→ R/P dönüşümü birebir ve örtendir: İlk olarak dönüşümün
iyi tanımlı olduğu gösterilecektir. f1 + ϕ−1(P ) = f2 + ϕ−1(P ) olsun.

f1 − f2 ∈ ϕ−1(P )⇒ ϕ(f1 − f2) ∈ P ⇒ ϕ(f1)− ϕ(f2) ∈ P ⇒ ϕ(f1) + P = ϕ(f2) + P

elde edilir. Dolayısıyla ψ iyi tanımlıdır. Ayrıca f + ϕ−1(P ) ∈ kerψ olsun. O halde
ϕ(f) + P = 0 olur. Buradan f ∈ ϕ−1(P ) elde edilir. Dolayısıyla ψ birebirdir. Örtenlik
ise açıktır. Böylece iddia elde edilir.

Şimdi Teorem 1.4.13 sayesinde dim (ϕ−1(P ′)) = dim (ϕ−1(P ))− 1 olur. Ayrıca

dim (R/P ) = dim
(
S/ϕ−1(P )

)
= dim

(
ϕ−1(P )

)
(4.1.8)

ve
dim(R/P ′) = dim

(
S/ϕ−1(P ′)

)
= dim

(
ϕ−1(P ′)

)
(4.1.9)

yazılabilir. Dolayısıyla 4.1.8 ve 4.1.9 denklemleri ile dimP ′ = dimP −1 = d−1 olduğu
söylenebilir. Buradan dim (R/(P, xj)) = d − 1 olur. Bu nedenle δ = d − 1 elde edilir.
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O halde gözlemler birleştirilirse, eğer P , d–boyutlu bir homojen asal ideal ise o zaman
yeterince büyük n değerleri için HR/P (n), n’nin d−1 dereceli polinomuna eşittir. Her n
için HR/P (n) ≥ 0 olduğundan ve polinomdaki

(
nd−1

)
’li terimin polinomdaki katsayısı

sıfır olmadığından katsayı pozitif olmalıdır. O halde 4.1.6 ile her i için dim (R/P ) ≤ d

olduğu elde edilir. Bu nedenle yeterince büyük n değerleri için HR/Pi (n− ki), n’nin
derecesi dim (R/Pi)−1 olan polinomuna eşittir. dim (R/Pi)−1 ifadesindeki i değerleri
değiştirilirse dim (R/Pi)−1 < d−1 olabilir. Ancak d−1 olduğu en az bir durum vardır.
Bu durumda polinomda

(
nd−1

)
’li terimin katsayısı pozitif olur. Buradan n yeterince

büyük iken HM(n), n’nin derecesi d − 1 olan bir polinomuna eşit olduğu elde edilir.
Böylece kanıt tamamlanır.

R0 bir Artin halka, M , R = R0[x1, . . . , xs] halkası üzerinde sıfırdan farklı sonlu
üretilmiş bir kademeli modül olsun. Kabul edelim ki dimM = d olsun. Yukarıdaki
teoremden dolayı yeterince büyük n değerleri için HM(n) fonksiyonu derecesi d − 1
olan bir polinomdur. HM(n) polinomunun hd−1(M) katsayısına M ’nin çokkatlısı denir
ve e(M) ile gösterilir. Buna göre

HM(n) = e(M)
(d− 1)!n

d−1 + · · ·

şeklinde yazılabilir. Şimdi P1, . . . , Pq ve M0,M1, . . . ,Mq, sırasıyla, Teorem 4.1.12’nin
kanıtında ortaya çıkan homojen asal idealler ile homojen alt modüller olsun.

I = {i : 1 ≤ i ≤ q ve dimPi = d}

kümesi tanımlansın. Her 1 ≤ j ≤ q ve j /∈ I için dim (R/Pj) < d olacağından 4.1.5
eşitliği gereğince

e(M) =
∑
i∈I

e(R/Pi)

eşitliği elde edilir.
Şimdi P d–boyutlu herhangi bir homojen asal ideal ve λP , P ’nin P1, . . . , Pq liste-

sindeki tekrar sayısı olsun. O zaman yukarıdaki eşitlikten

e(M) =
∑
P

λP e(R/P ) (4.1.10)

bulunur. Ayrıca

lRP (MP ) =
q∑
i=1

lRP {(Mi/Mi−1)P} =
q∑
i=1

lRP {(R/Pi)P}

yazılabilir. dimPi ≤ d olduğundan Pi = P ya da Pi * P olmak zorundadır. Eğer Pi * P

ise (R/Pi)P = 0 olur. Öte yandan Pi = P ise lRP {(R/Pi)P} = 1 olur. Dolayısıyla
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lRP (MP ) = λP elde edilir. 4.1.10 eşitliğinde yerine konursa aşağıdaki teorem ile verilen
e(M) çokkatlısı için birleşme özelliği kanıtlanmış olur.

Teorem 4.1.13. [1, Theorem 20] [4, Theorem 7.4] R0 bir Artin halka, M ,
R = R0[x1, . . . , xs] halkası üzerinde sıfırdan farklı sonlu üretilmiş bir kademeli mo-
dül olsun. Kabul edelim ki dimM ≥ 1 olsun. O zaman

e(M) =
∑
P

lRP (MP )e(R/P )

olur. Burada P ’ler, dim(R/P ) = dimM eşitliğini sağlayan homojen asal idealler üze-
rinde değişmektedir.

4.2 Bir Çeşitlemin Boyutu ve Hilbert-Samuel
Polinomları

Bu bölümde Hilbert-Samuel polinomlarının Cebirsel Geometri’nin önemli araçlarından
biri olan çeşitlemlerin boyutlarını tanımlamada nasıl kullanılabileceği gösterilecektir.
Bunun için Cebirsel Geometri’de öne çıkan bazı kavramlar tanıtılacaktır.

k bir cisim ve n bir pozitif tamsayı olmak üzere

kn = {(a1, . . . , an) : a1, . . . , an ∈ k}

kümesi tanımlansın. kn kümesine k üzerindeki n–boyutlu afin uzay adı verilir. f1, . . . , fs ∈
k[x1, . . . , xn] olsun. Bu polinomlara bağlı olarak

V (f1, . . . , fs) = {(a1, . . . , an) ∈ kn : fi(a1, . . . , an) = 0}

şeklinde tanımlanan kn’nin alt kümesine f1, . . . , fs polinomları ile tanımlanan afin çe-
şitlem (ya da kısaca çeşitlem) denir. Kolayca görülebilir ki I = (f1, . . . , fs), f1, . . . , fs

polinomları tarafından üretilen ideal ise

V (f1, . . . , fs) = {(a1, . . . , an) ∈ kn : her f ∈ I için f(a1, . . . , an) = 0}

yazılabilir. Buna göre V (f1, . . . , fs) yerine V (I) gösterimi de kullanılacaktır. x1, . . . , xn

bilinmeyenlerinin herhangi bir alt kümesi ile tanımlanan afin çeşitleme bir koordinat
alt uzayı denir.

I ⊆ k[x1, . . . , xn] bir ideal olsun. Eğer I, k[x1, . . . , xn] halkasının bazı monomları
tarafından üretiliyorsa o zaman I’ya birmonom ideali denir. k[x1, . . . , xn]’in bir monom
ideali ile tanımlanan afin çeşitlem sonlu adet koordinat alt uzayının birleşimi olarak
yazılabilir (bkz. [6, Proposition 1, §9.1]). Dolayısıyla I ⊆ k[x1, . . . , xs] bir monom ideali
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ise
V (I) = V1 ∪ . . . ∪ Vp

ve i 6= j iken Vi * Vj olacak şekilde V1, . . . , Vp koordinat alt uzayları vardır. Aslında
V (I)’nın bu şekildeki yazımı tek türlüdür. Burada kn uzayının V1, . . . , Vp alt uzayla-
rının boyutlarının en büyüğüne V (I) çeşitleminin boyutu denir ve dim V (I) şeklinde
gösterilir.

Hilbert’in 1890 yılında yayımlanan meşhur çalışmasında (bkz. [7]) elde ettiği temel
sonuçlardan biri de bir I monom idealinin tanımladığı çeşitlemin boyutunun, dereceler
artarken I ideali içine düşmeyen monomların sayısının davranışı ile karakterize edile-
bildiğidir. Daha açık olarak I içine düşmeyen ve derecesi en fazla s olan monomların
sayısı, yeterince büyük s değerleri için, s’ye bağlı bir polinom vermektedir ve bu poli-
nomun derecesi V (I) çeşitleminin boyutudur (bkz. [6, Proposition 7, §9.2]). Bu ilginç
sonuç kademeli halkalar üzerinden tanımlanan Hilbert fonksiyonu ve Hilbert Polinomu
hakkında yukarıda verilen Teorem 4.1.12’ün de esin kaynağı olarak onun özel bir ha-
lini yansıtır. Bunu görmek için k bir cisim olmak üzere R = k[x1, . . . , xn] polinom
halkası standart kademeli halka olarak ele alınsın. I $ k[x1, . . . , xn] bir monom ide-
ali ise (yani I, k[x1, . . . , xn] polinom halkasının monomları ile üretilen bir ideal ise)
E = k[x1, . . . , xn]/I bölüm modülü de k[x1, . . . , xn] üzerinde bir kademeli modül olur.
Aslında her i = 0, 1, . . . için Ii, k[x1, . . . , xn] kademeli halkasının I içine düşen i dereceli
monomları tarafından gerilen k–uzayını gösterirse

E = k[x1, . . . , xn]/I ≈ k ⊕ (R1/I1)⊕ (R2/I2)⊕ · · ·

yazılabilir. Dikkat edilirse her i = 0, 1, . . . için dimk(Ri/Ii), k[x1, . . . , xn] kademeli
halkasının I içine düşmeyen i dereceli monomlarının sayısını verir. Dolayısıyla derecesi
en fazla s olan ve I içine düşmeyen monomların sayısı

s∑
i=0

dimk(Ri/Ii) = HSE(s)

olarak bulunur. Böylece I içine düşmeyen ve derecesi en fazla s olan monomların sayısı,
yeterince büyük s değerleri için, s’ye bağlı bir polinom olur ve bu polinom E’nin R üze-
rindeki Hilbert-Samuel polinomudur. Teorem 4.1.12’den dolayı HSE(s) polinomunun
derecesi k[x1, . . . , xn]/I halkasının (Krull) boyutuna eşittir.

Şimdi aşağıdaki örnek ile bazı monom idealleri için Hilbert-Samuel polinomu he-
saplansın.

Örnek 4.2.1. k bir cisim ve I $ k[x, y] bir monom ideali olsun. E = k[x, y]/I, yukarıda
olduğu gibi, k[x, y] üzerindeki kademeli modül olsun. Dikkat edilirse V (I) aşağıdaki
kümelerden birine eşittir:
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(a) {(0, 0)}

(b) x–ekseni

(c) y–ekseni

(d) x–ekseni ile y–ekseninin birleşimi

Eğer V (I) = {(0, 0)} ise o zaman xa ∈ I ve yb ∈ I olacak şekilde a, b > 0 tamsayıları
vardır. Dolayısıyla I idealinin içine düşemeyen monomların sayısı sonludur ve C0 ≤ ab

olacak şekilde bir C0 sayısına eşittir. Bu durumda s > a + b için HSE(s) bir sabit
polinoma eşittir.

Eğer (b) durumu gerçekleşirse o zaman I ideali x’in hiçbir kuvvetini içermez. Ayrıca
y–ekseni V (I) tarafından içerilmediğinden yb ∈ I olacak şekilde bir b > 0 tamsayı
vardır. `, I içindeki monomlar arasında y’nin kuvvetlerinin en küçüğü olsun. Buna
göre I içine düşmeyen monomlar sonlu sayıdaki bazı monomlara ek olarak

A = {xiyj : i ≥ 0 ve 0 ≤ j ≤ `− 1}

kümesinin elemanlarıdır. Kolayca görülebilir ki s > ` için A’nın derecesi en fazla s olan
elemanlarının sayısı

`(s+ 1)− (1 + 2 + · · ·+ `− 1)

şeklinde verilebilir. Dolayısıyla yeterince büyük s değerleri için derecesi en fazla s olan
ve I içine düşmeyen monomların sayısı C0 bir sabit olmak üzere `s + C0 şeklinde
verilebilir. Böylece xay` ∈ I ise her s ≥ a+b için HSE(s) = `s+C0 olur. (c) durumunda
da benzer şekilde bir Hilbert-Samuel fonksiyonu hesaplanabilir.

Son olarak (d) durumunda ise I sadece xayb (a, b > 0) tipindeki monomları içerir.
m ve ` sırasıyla I içindeki monomlar arasında x’in ve y’nin en düşük kuvvetlerini
göstersin. Buna göre I içine düşmeyen monomlar, sonlu sayıdaki bazı monomlara ek
olarak

A = {xiyj : 0 ≤ i ≤ m− 1 ve j ≥ 0}

ve
B = {xiyj : i ≥ 0 ve 0 ≤ j ≤ `− 1}

kümelerinin elemanlarıdır. (b) durumundakine benzer bir hesap ile yeterince büyük s
tamsayıları için (örneğin s > a + b için) derecesi en fazla s olan ve I içine düşmeyen
monomların sayısı C0 bir sabit olmak üzere (m+ `)s+ C0 şeklinde verilebilir. Böylece
s > a+ b için HSE(s) = (m+ `)s+ C0 olur.

Daha somut bir örnek için aşağıdaki örnek verilebilir.
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Örnek 4.2.2. k bir cisim olmak üzere k[x, y] halkasının I = (x4y3, x2y5) monom ideali
ele alınsın. E = k[x, y]/I için HSE(s) polinomu hesaplanacaktır. Bunun için I içine
düşmeyen monomlar belirlensin.

xayb ⇔ x4y3 | xayb veya x2y5 | xayb

olduğundan I ideali içine düşmeyen monomlar {x2y3, x2y4, x3y3, x3y4} monomlarına ek
olarak

{xiyj : i = 0, 1 ve j ≥ 0}

ve
{xiyj : i ≥ 0 ve j = 0, 1, 2}

kümelerinin elemanlarıdır. Bu durum aşağıdaki grafik ile daha net görülebilir.

Grafikte I idealinin dışında kalan monomlar içi boş dairelerle, I idealinin içinde
kalan monomlar ise içi dolu dairelerle temsil edilmiştir. Dikkat edilirse sarı ve yeşil ile
boyalı bölgede s ≥ 7 için derecesi en fazla s olan toplam (s + 1) + s + (s − 1) = 3s
adet monom bulunur. Diğer taraftan mavi ve kırmızı ile boyalı bölgede ise s ≥ 7 için
derecesi en fazla s olan toplam (s − 2) + (s − 3) + 4 = 2s − 1 adet monom vardır.
Böylece s ≥ 7 için I idealinin dışında kalan ve derecesi en fazla s olan monomların
sayısı 3s + (2s − 1) = 5s − 1 olarak bulunur. Dolayısıyla s ≥ 7 için HSE(s) = 5s − 1
dir. Dikkat edilirse V (I) çeşitlemi x ve y–eksenlerinin birleşimidir. Buna göre V (I)
çeşitleminin boyutu 1 olur. Öte yandan V (I) çeşitleminin boyutunun 1 olduğunu E’nin
k[x, y] üzerindeki Hilbert-Samuel polinomunun derecesinden de bulunabilir.

k[x1, . . . , xn] polinom halkasının, Nn kademe monoidine göre bir kademeli halka
olarak tanımlanabileceği daha önce de söylenmişti (bkz. Örnek 2.1.5). Ayrıca kademe
monoidi üzerinde tanımlanan bir tam sıralamanın kademeli halkayı incelemede ne ka-
dar kolaylık sağladığı da görüldü. Bu nedenle, Nn kademe monoidi üzerinde, belirli
türden bir sıralama düşünülerek incelemeler, monom idealleri dışındaki idealleri de
içine alacak şekilde genişletilecektir. Bunun için önce aşağıdaki tanım verilsin.
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Tanım 4.2.3. ≤, Nn üzerinde, monoid yapısıyla uyumlu bir tam sıralama bağıntısı
olsun. Eğer

(i) Nn, ≤ bağıntısına göre bir iyi sıralı küme ve

(ii) her α = (α1, . . . , αn), β = (β1, . . . , βn) ∈ Nn için |α| = α1 + · · ·+ αn < β1 + · · ·+
βn = |β| iken α < β

oluyorsa ≤ bağıntısına Nn üzerinde bir kademeli sıralama denir.

Dikkat edilirse Nn kademe monoidinin her α = (α1, . . . , αn) elemanı, k[x1, . . . , xn]’nin
xα = xα1

1 . . . xαnn monomu ile birebir eşleşir. Buna göre Nn üzerinde tanımlı bir ≤ ka-
demeli sıralaması verildiğinde her α = (α1, . . . , αn), β = (β1, . . . , βn) ∈ Nn için α < β

iken xα < xβ yazılırsa k[x1, . . . , xn]’nin monomları arasında da bir sıralama tanım-
lanmış olur. Burada x1 < x2 < . . . < xn olmaktadır. Fakat bilinmeyenler arasında
farklı sıralamalar tanımlanarak, Nn üzerindeki kademeli sıralama sayesinde monomlar
üzerinde farklı sıralamalar da verilebilir. Monomların kümesi üzerinde bu şekilde ta-
nımlanan bir sıralama, Nn üzerindeki sıralama ile eşdeğerdir. Bu nedenle monomların
kümesi üzerinde yukarıdaki gibi elde edilen bir sıralamaya, çoğunlukla, k[x1, . . . , xn]
üzerindeki bir kademeli monom sıralaması denilecektir. Buna göre Nn üzerindeki bir
kademeli sıralama ile ona eşdeğer olan k[x1, . . . , xn] üzerindeki kademeli monom sıra-
laması, birbirinin yerine geçecek şekilde, aynı anlamda kullanılacaktır.

Örnek 4.2.4 (Sözlük Sıralaması). Nn üzerinde ≤söz ile gösterilen bir bağıntı şöyle
tanımlansın: Her α = (α1, . . . , αn), β = (β1, . . . , βn) ∈ Nn için α ≤söz β ancak ve
ancak α = β veya α − β sıralı n–lisinin soldan sağa sıfırdan farklı ilk bileşeni bir
negatif tamsayıdır. Bu şekilde tanımlanan ≤söz bağıntısı Nn üzerinde bir tam sıralama
bağıntısıdır. Üstelik ≤söz bağıntısı Nn’nin monom yapısı ile uyumludur ve Nn, ≤söz

bağıntısına göre iyi sıralıdır. Ancak kolayca görülebilir ki ≤söz bağıntısı Nn üzerinde bir
kademeli sıralama değildir.

Örnek 4.2.5 (Kademeli Sözlük Sıralaması). Nn üzerinde≤k.söz ile gösterilen bir bağıntı
şöyle tanımlansın: Her α = (α1, . . . , αn), β = (β1, . . . , βn) ∈ Nn için α ≤k.söz β ancak
ve ancak |α| = ∑n

i=1 αi < |β| = ∑n
i=1 βi veya |α| = |β| ve α ≤söz β. Buna göre ≤k.söz

bağıntısı k[x1, . . . , xn] üzerinde bir kademeli sıralama tanımlar. Bu kademeli sıralamaya
kademeli sözlük sıralaması adı verilir.

Nn kademe monoidi üzerinde bir kademe sıralaması alarak k[x1, . . . , xn] polinom
halkasını Nn kademe monoidine göre bir kademeli halka olarak ele almak, k[x1, . . . , xn]
halkasını incelemede büyük kolaylıklar sağlamaktadır. Bunun en iyi örneği Bölme Al-
goritmasının verilmesi ve Gröbner tabanlarının hesaplanmasında görülür.
≤, k[x1, . . . xn] üzerinde bir kademeli monom sıralaması olsun. Bir 0 6= f ∈ k[x1, . . . , xn]

verildiğinde f ’yi oluşturan monomlar arasında ≤ bağıntısına göre en büyük olan mo-
noma f ’nin baş monomu; f ’nin baş monomunun katsayısına ise f ’nin başkatsayı denir
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ve sırasıyla BM(f) ve BK(f) şeklinde gösterilir. Ayrıca BK(f).BM(f) çarpımına da
f ’nin baş terimi denir ve BT (f) ile gösterilir. Eğer I ⊆ k[x1, . . . , xn] sıfırdan farklı bir
ideal ise BT (I) kümesini I’nın sıfırdan farklı elemanlarının baş terimlerinin kümesi ola-
rak tanımlansın. Genelde BT (I) kümesi bir ideal değildir. Bu nedenle k[x1, . . . , xn] hal-
kasının BT (I) kümesi tarafından üretilen< BT (I) > ideali düşünülecektir.< BT (I) >
ideali bir monom idealidir ve < BT (I) >= (BT (f1), . . . , BT (fs)) olacak şekile sonlu
tane sıfırdan farklı f1, . . . , fs ∈ I elemanları vardır. Bu şekildeki f1, . . . fs elemanlarının
kümesine I idealinin bir Gröbner tabanı denir. Dikkat edilirse < BT (I) > monom ide-
ali ile I’nın Gröbner tabanları, k[x1, . . . , xn] üzerindeki monom sıralamasına bağlıdır.
Gröbner tabanları bir polinomun sıfırdan farklı bir ideal tarafından içerilip içerilmedi-
ğinin belirlenmesinde azımsanamayacak derecede büyük kolaylık sağlamaktadır.

I ⊆ k[x1, . . . , xn] bir öz ideal olsun. Her s ≥ 0 tamsayısı için k[x1, . . . , xn]≤s ile
k[x1, . . . , xn] kademeli halkasının standart kademeli yapısına göre derecesi en fazla s
olan polinomların kümesi; I≤s ile de I ideali içinde derecesi en fazla s olan elemanla-
rın kümesi gösterilsin. Buna göre k[x1, . . . , xn]≤s bir sonlu boyutlu k–uzayıdır ve I≤s,
k[x1, . . . , xn]≤s uzayının bir alt uzayıdır. Pozitif tamsayılar üzerinde

aHI(s) = dimk (k[x1, . . . , xn]≤s/I≤s)

= dimk(k[x1, . . . , xn]≤s)− dimk(I≤s)

fonksiyonu tanımlansın. aHI fonksiyonuna I idealinin afin Hilbert fonksiyonu denir.
Aşağıdaki sonuç herhangi bir I $ k[x1, . . . , xn] idealinin afin Hilbert fonksiyonunun
s’nin yeterince büyük tamsayıları için bir polinoma eşit olacağını söylemektedir.

Teorem 4.2.6 (Macaulay). [6, Proposition 4, §9.3] I $ k[x1, . . . , xn] bir ideal olsun. J ,
k[x1, . . . , xn] üzerindeki bir kademeli monom sıralamasına göre belirlenen
< BT (I) > monom idealini göstersin. Buna göre I’nın afin Hilbert fonksiyonu aHI

ile k[x1, . . . , xn]/J kademeli modülünün k[x1, . . . , xn] üzerindeki Hilbert-Samuel fonksi-
yonu aynıdır.

I $ k[x1, . . . , xn] bir ideal olsun. aHI fonksiyonunun yeterince büyük s tamsayıları
için eşit olduğu polinoma I’nın afin Hilbert polinomu denir.

V bir afin çeşitlem olmak üzere

I(V ) = {f ∈ k[x1, . . . , x] : her (a1, . . . , an) ∈ V için f(a1, . . . , an) = 0}

kümesi tanımlansın. Kolayca görülebilir ki I(V ), k[x1, . . . , xn]’nin bir idealidir. aHI(V )(s)
afin Hilbert polinomunun derecesine V çeşitleminin boyutu denir.

Teorem 4.2.7. [6, Theorem 8, §9.3] I $ k[x1, . . . , xn] olmak üzere V = V (I) olsun.
Eğer k cismi cebirsel kapalı ise o zaman V ’nin boyutu aHI polinomunun derecesine
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eşittir. Dolayısıyla J , k[x1, . . . , xn] üzerindeki bir kademeli monom sıralamasına göre
belirlenen < BT (I) > monom idealini gösterirse, V ’nin boyutu ile k[x1, . . . , xn]/J
halkasının Krull boyutu aynıdır.

Örnek 4.2.8. k[x, y, z, w] halkasının I = (x3 − yzw, xy− z2, x2z − y2w) ideali alınsın.
Her s ≥ 0 tamsayısı için k[x1, . . . , xn]s s–dereceli homojen polinomların kümesi olmak
üzere Is = I ∩k[x1, . . . , xn]s olsun. I bir homojen ideal olduğundan I≤s = ⊕s

j=0 Ij olur.
Dolayısıyla

aHI(s) = dimk (k[x1, . . . , xn]≤s/I≤s)

=
s∑
j=0

dimk (k[x1, . . . , xn]j/Ij)

= HSk[x1,...,xn]/I(s)

olur. x > y > z > w olmak üzere k[x, y, z, w] üzerinde kademeli sözlük monom sırala-
ması alınsın. Buna göre I idealinin bir Gröbner tabanı

{y4w − z5, xz3 − y3w, xy − z2, x2z − y2w, x3 − yzw}

şeklinde verilebilir. Dolayısıyla J =< BT (I) >= (y4w, xz3, xy, x2z, x3) yazılabilir.
Şimdi Hk[x1,...,xn]/J fonksiyonu hesaplansın. Bunun için J monom ideali dışında ka-
lan monomların belirlenmesi gerekir. Kolayca görülebilir ki J idealinin dışında kalan
monomlar

A = {yazbwc : a < 4 veya c = 0},

B = {xyazbwc : a = 0 ve b < 3},

C = {x2yazbwc : a = b = 0}

kümelerinin elemanlarıdır. Dikkat edilirse A, B ve C kümeleri ikişer ikişer ayrıktır.
s ≥ 3 için A kümesindeki derecesi en fazla s olan monomların sayısı

2
(
s+ 2

2

)
+
(
s+ 1

2

)
+
(
s

2

)
+
(
s− 1

2

)
− [(s+ 1) + s+ (s− 1) + (s− 2)] = 5

2s
2 + 3

2s+ 5

olarak bulunur. Öte yandan s ≥ 2 için B kümesindeki derecesi en fazla s olan monom-
ların sayısı

s+ (s− 1) + (s− 2) = 3s− 3

şeklinde bulunur. Son olarak s ≥ 2 için C kümesindeki derecesi en fazla s olan monom-
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ların sayısı ise s− 1 dir. Böylece Teorem 4.2.6 sayesinde s ≥ 3 için

HSk[x1,...,xn]/I(s) = aHI(s) = HSk[x1,...,xn]/J(s) =
(5

2s
2 + 3

2s+ 5
)

+ (3s− 3) + s− 1

= 5
2s

2 + 11
2 s+ 1

elde edilir.

4.3 Uygulama I: Samuel Limit Formülü

Daha önce elde edilen sonuçlar, bu bölümde genel çokkatlılığın özelliklerini geliştir-
mek için kullanılacaktır. E bir Noether R–modül ve γ1, . . . , γs elemanları E–modülü
üzerinde bir çokkatlı sistem olsun. A = γ1R + · · · + γsR olarak alınsın. O halde A
sonlu üretilmiş bir idealdir. x1, . . . , xs elemanları bilinmeyenleri göstemek için kullanıl-
sın. Çokkatlı sistemin her elemanı için bir bilinmeyen vardır. Eğer n ≥ 0 ise o zaman
γn1

1 E + · · ·+ γnss E ⊆ AnE olur.
İddia 1: Bu nedenle her n için lR {E/AnE} <∞ olur: γn1

1 E+· · ·+γnss E ⊆ AnE ⊆ E

olduğundan

lR

{
E

γn1
1 E + · · ·+ γnss E

}
= lR

{
E

AnE

}
+ lR

{
AnE

γn1
1 E + · · ·+ γnss E

}

elde edilir. Yukarıdaki eşitliğin sol tarafı sonlu olduğundan her n için lR
{

E
γ
n1
1 E+···+γn1

s E

}
<

∞ olur.
Şimdi

M =
(
E

AE

)
⊕
(
AE

A2E

)
⊕
(
A2E

A3E

)
⊕ · · ·

olsun.
İddia 2: M kademeli R[x1, . . . , xs]–modül yapısına sahiptir. n. dereceden homojen

eleman grubu sadece AnE/An+1E olur. Bu yapıyı açıklamak için η ∈ AnE/An+1E ve
y ∈ AnE elemanı η’nın temsilcisi olarak alınsın. Ayrıca

φ(x) =
∑

µ1+···+µs=m
rµ1...µsx

µ1
1 x

µ2
2 . . . xµss

R[x1, . . . , xs]–halkasının m–dereceli homojen bir elemanı olsun. O zaman
φ(x)η ∈ Am+nE/Am+n+1E olur ve

φ(x)η =
∑

µ1+···+µs=m
rµ1...µsγ

µ1
1 . . . γµss y

şeklinde yeniden yazılabilir. Dolayısıyla M bu yolla bir kademeli R[x1, . . . , xs]–modül
yapılabilir. Burada modül işlemi · : R[x1, . . . , xs]×M →M ,
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φ(x)η =
 ∑
µ1+···+µs=m

rµ1...µsx
µ1
1 . . . xµss

 . (y + An+1E
)

=
∑

µ1+···+µs=m
rµ1...µsγ

µ1
1 . . . γµss y + An+1E ∈ Am+nE/Am+n+1E ⊆M

olur. M kademeli olduğu için tanımından M = ∑
γM

(γ) ve M (γ) = A(γ)E/A(γ+1)E

yazılabilir. Modül işleminin tanımı gereği her γ, γ′ ∈ N için R(γ)M (γ′ ) ⊆ M (γ)+(γ′)

olur. E bir Noether R–modül olduğundan sonlu üretilmiştir. O halde e1, . . . , eq ∈ E

için E = Re1 + · · · + Req olsun ve ẽi ile ei elemanının E/AE alt modülündeki doğal
görüntüsü gösterilsin. Bu nedenle ẽi, M modülünün 0–dereceli homojen elemanıdır. O
zaman

M = R[x1, . . . , xs]ẽ1 + · · ·+R[x1, . . . , xs]ẽq

elde edilir.R[x1, . . . , xs] yerineR[x] kısaltması kullanılacaktır. lR(Mn) = lR {AnE/An+1E}
< ∞ olur. Bu nedenle M bir kademeli R[x]–modül olarak göz önüne alındığında yu-
karıda tanımlanan durumda bir Hilbert R[x]–modül olur. Ayrıca E ⊇ AE ⊇ A2E ⊇
. . . ⊇ AnE ve lR (Mn) = lR {AnE/An+1E} olduğundan

lR {E/AnE} =lR {E/AE}+ lR
{
AE/A2E

}
+ · · ·+ lR

{
An−1E/AnE

}
=lR (M0) + lR (M1) + · · ·+ lR(Mn−1)

elde edilir. Buradan lR {E/AnE} = HSM(n− 1) olur. O halde

HSM(n) =
s∑

ν=0
h∗ν(M)

(
n+ v

v

)
(4.3.1)

ile n yeterince büyük olduğunda + · · · n’nin derecesi s’den daha küçük olan bir poli-
nomunu göstermek üzere lR {E/AnE} = h∗s(M)ns

s! + · · · yazılabilir.

e(s, A,E) = lim n→∞
lR (E/AnE)

ns/s! = h∗s(M)

olsun.
İddia: e(s, A,E) = eR(γ1, . . . , γs | E) olur: s = 0 iken e (0, (0), E) = lR(E) tanımdan

direkt elde edilir. Dolayısıyla s = 0 durumunda idda doğrudur. s ≥ 1 olsun ve E = E
γ1E

, A = γ2R+ . . .+ γsR olarak alınsın. O zaman E Noether R–modül olduğundan E’nin
bir E bölüm modülü bir Noether R–modül olur. Ayrıca γ1, γ2, . . . , γs elemanları E
üzerinde bir çokkatlı sistem olduğundan bu elemanlar E üzerinde bir çokkatlı sistemdir.
Ayrıca γ1, E/γ1E bölüm modülünü sıfırladığından γ1 diziden çıkarılabilir. Dolayısıyla
γ2, . . . , γs, E üzerinde bir çokkatlı sistem olur. γ1, E modülünü sıfırladığından
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(A)nE = AnE = An (E/(γ1E)) = (AnE + γ1E)/γ1E

olur. Buradan

E/
(
(A)nE

)
= (E/γ1E) / ((AnE + γ1E)/γ1E) ≈ E/ (AnE + γ1E)

elde edilir. Buradan

lR
{
E/(A)nE

}
= lR {E/ (AnE + γ1E)}

=lR {E/AnE} − lR {(γ1E + AnE) /AnE}

=lR {E/AnE} − lR {γ1E/ (γ1E ∩ AnE)}

=lR {E/AnE} − lR {γ1E/ (γ1(AnE :E γ1))}

olur. E → γ1E epimorfizması γ1 ile çarpma işlemidir. Ayrıca γ1 (AnE :E γ1) alt modülü-
nün öngörüntüsü (AnE :E γ1) olur. Bu nedenle γ1E/γ1 (AnE :E γ1) ≈ E/ (AnE :E γ1)
elde edilir. Dolayısıyla

lR
{
E/(A)nE

}
=lR {E/AnE} − lR {E/(AnE :E γ1)}

≥lR {E/AnE} − lR
{
E/An−1E

}
olur. Ayrıca + . . . ile n’nin derecesi s’den daha küçük olan bir polinomu gösterilsin. O
halde lR {E/AnE} = h∗s(M) (ns/s!) + · · · ve e(s, A,E) = limn→∞

lR{E/AnE}
ns/s! = h∗s(M)

olduğu göz önüne alınırsa, yeterince büyük n için lR {E/AnE} = e(s, A,E) (ns/s!)+· · ·
olur. Buradan n yeterince büyük iken

lR {E/AnE} − lR
{
E/An−1E

}
= e(s, A,E)

(
ns−1/(s− 1)!

)
elde edilir. Bu nedenle

lR
{
E/(A)nE

}
≥ lR {E/AnE} − lR

{
E/An−1E

}
= e(s, A,E) + · · ·

(
ns−1/(s− 1)!

)
olur. Yukarıda elde edilen eşitliğin her iki tarafı ns−1/(s− 1)! ile çarpılıp n→∞ iken
limite geçilirse

lim n→∞
lR
{
E/(A)nE

}
ns−1/(s− 1)! ≥ lim n→∞e(s, A,E)

olur. Dolayısyla e(s−1, A,E) ≥ e(s, A,E) elde edilir. Eğer s ≥ 2 ise o zaman yukarıdaki
argüman tekrar edilebilir. O halde A = γ3R + . . . + γsR ve E = E/γ2E olmak üzere
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e(s−2, A,E) ≥ e(s−1, A,E) olur. Ayrıca E = (E/γ1E) /γ2(E/γ1E) ≈ E/ (γ1E + γ2E)
olduğundan

e(s, A,E) ≤ e
(
s− 1, A, E/γ1E

)
≤ e

(
s− 2, A, E/(γ1E + γ2E)

)
elde edilir. Ayrıca e(0, (0), E) = lR(E) olduğu da göz önüne alınırsa o zaman

e(s, A,E) ≤ e(0, (0), E/(γ1E + · · ·+ γsE)) = lR

{
E

γ1E + · · ·+ γsE

}

olur. Notasyonlar değiştirilirse

e(s, A,E) = lim n→∞
lR {E/AnE}

ns/s! ≤ lR

{
E

γ1E + · · ·+ γsE

}

yazılabilir. Elde edilen ilişkide γ1, . . . , γs yerine, p keyfi bir pozitif tamsayı olmak
üzereγp1 , . . . , γps alınsın. Ayrıca

(γp1R + · · ·+ γpsR)nE ⊆ (γ1R + · · ·+ γsR)npE ⊆ E

olduğundan

e(s, A,E) = lim n→∞
lR {E/(γ1R + · · ·+ γsR)}

(np)s/s!

≤ lim
n→∞

lR {E/ (γp1R + · · ·+ γpsR)nE}
(np)s/s!

≤ lR {E/ (γp1E + · · ·+ γpsE)}
ps

elde edilir. Şimdi p→∞ olsun ve Teorem 3.3.1 uygulansın. O halde

e(s, A,E) ≤ lim p→∞
lR {E/ (γp1E + · · ·+ γpsE)}

ps
= eR (γ1, . . . , γs | E)

elde edilir. Şimdi e(s, A,E) ≤ eR(γ1, . . . , γs | E) eşitsizliği gösterilsin. n1, . . . , ns pozitif
tamsayılar ve

U =
∞⊕
n=0

{(
AnE ∩

(
An+1E + γn1

1 E + · · ·+ γnss E
))
/An+1E

}
olsun. U kümesi M modülünün bir homojen R[X]–altmodülüdür ve xn1

1 M + xn2
2 M +

· · · + xnss M ⊆ U ⊆ M olur. Bu nedenle lR {M/ (xn1
1 M + · · ·+ xnss M)} ≥ lR {M/U}

elde edilir. F = γn1
1 E + · · ·+ γnss E olsun. O zaman

M

U
=

⊕∞
n=0 (AnE/An+1E)⊕∞

n=0 {(AnE ∩ (An+1E + F )) /An+1E}
≈
∞⊕
n=0

{
AnE/

(
AnE ∩

(
An+1E + F

))}
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olduğundan

M/U ≈
∞⊕
n=0

{
AnE/

(
AnE ∩

(
An+1E + F

))}
R–modül izomorfizması vardır. Ayrıca

AnE

AnE ∩ (An+1E + F ) ≈
AnE + An+1E + F

An+1E + F

≈ AnE + F

An+1E + F

olduğundan M/U ≈⊕∞n=0 (AnE + F ) / (An+1E + F ) elde edilir. n ≥ n1 +n2 + · · ·+ns

iken AnE ⊆ F = (γn1
1 E + · · · + γnss E) olur. Bu nedenle AnE + F = F elde edilir.

Buradan

lR {M/U} =
∑
n≥0

lR

{
AnE + F

An+1E + F

}
= lR {E/F}

olur. Dolayısıyla

lR

{
E

γn1
1 E + · · ·+ γnss E

}
≤ lR

{
M

xn1
1 M + · · ·+ xnss M

}

yazılabilir. Bir sonraki adımda

lR {M/ (xn1
1 M + · · ·+ xnss M)} = lR[X] {M/ (xn1

1 M + · · ·+ xnss M)}

olduğu gösterilecektir.
Şimdi kanıta devam etmeden önce elde etdilen sonuçlar göz önüne alınsın.

lR {E/ (γn1
1 E + · · ·+ γnss E)}
n1n2 . . . ns

≤ lR {M/ (xn1
1 M + · · ·+ xnss M)}
n1n2 . . . ns

= lR[X] {M/ (xn1
1 M + · · ·+ xnss M)}
n1n2 . . . ns

olduğundan Lemma 3.3.1 gereğince eR (γ1, . . . , γs | E) ≤ eR[X] (x1, . . . , xs |M) olur.
Ayrıca Teorem 4.1.6 ve e(s, A,E) = lim n→∞

lR{E/AnE}
ns/s! = h∗s(M) ile

eR[X](x1, . . . , xs |M) = h∗s(M) = e(s, A,E)

olur. Bu nedenle
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eR(γ1, . . . , γs | E) ≤ e(s, A,E)

elde edilir. Daha önce

e(s, A,E) ≤ eR(γ1, . . . , γs | E)

olduğu söylenmişti. O halde elde edilen sonuç ile bir sonraki teoreme geçilebilir.

Teorem 4.3.1. [1, Theorem 13, §7.7] E bir Noether R– modül ve γ1, . . . , γs, E üzerinde
bir çokkatlı sistem olsun. Eğer şimdi A = γ1R + · · ·+ γsR ise o zaman

lim n→∞
lR {E/AnE}

ns/s! = eR(γ1, . . . , γs | E)

olur. Ayrıca M bir R[x1, . . . , xs]–modül olmak üzere

eR(γ1, . . . , γs | E) = eR[X](x1, . . . , xs |M)

elde edilir.

Kanıt. Teoremin ifadesinde e(γ1, . . . , γs | E) değerine eşit olan lim n→∞
lR{E/AnE}

ns/s! limit
formülü P. Samuel limit formülüdür. Daha önce yaıpılan açıklamalardan sonra

lR

{
M

xn1
1 M + · · ·+ xnss M

}
= lR[X]

{
M

xn1
1 M + · · ·+ xnss M

}

olduğunu göstermek yeterlidir. O halde I, x1, . . . , xs ile üretilen bir R[X]–ideal olsun ve
n tamsayısı n ≥ n1+· · ·+ns olacak şekilde alınsın. O zaman InM ⊆ xn1

1 M+· · ·+xnss M
olur. Şimdi

lR

{
M

xn1
1 M + · · ·+ xnss M

}
≥ lR[X]

{
M

xn1
1 M + · · ·+ xnss M

}

ve
lR

{
xn1

1 M + · · ·+ xnss M

InM

}
≥ lR[X]

{
xn1

1 M + · · ·+ xnss M

InM

}

olur. Çünkü her R[X]–modül ayrıca bir R–modüldür. Bundan dolayı eğer

lR {M/InM} = lR[X] {M/InM} <∞

olduğu gösterilirse aranılan sonuç da elde edilecektir. Şimdi

lR {M/InM} =
n−1∑
ν=0

lR
{
IνM/Iν+1M

}
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ve
lR[X] {M/InM} =

n−1∑
ν=0

lR[X]
{
IνM/Iν+1M

}
olur. Ayrıca her 1 ≤ i ≤ s için xi elemanı IνM/Iν+1M bölüm modülünü sıfırlar. Bu
nedenle IνM/Iν+1M modülünün R[X]–alt modülleri ile R–alt modülleri aynıdır. O
halde

lR
{
IνM/Iν+1M

}
= lR[X]

{
IνM/Iν+1M

}
olur. Ayrıca lR[X] {IνM/Iν+1M} <∞ elde edilir. Çünkü Önerme 4.1.3 gereğince x1, . . . , xs

elemanları M üzerinde bir çokkatlı sistemdir. Böylece kanıt tamamlanır.

Teorem 4.3.2. E bir Noether R–modül ve γ1, . . . , γs ile γ
′
1, . . . , γ

′
s E üzerinde çokkatlı

sistemler olsun. Ayrıca

γ1E + · · ·+ γsE ⊆ γ
′

1E + · · ·+ γ
′

sE

olsun. O zaman K, E–modülünün herhangi bir alt modülü ya da bölüm modülü olmak
üzere

eR (γ1, . . . , γs | K) ≥ eR
(
γ
′

1, . . . , γ
′

s | K
)

elde edilir.

Kanıt. s = 0 için eR (γ1, . . . , γs | K) = eR
(
γ
′
1, . . . , γ

′
s | K

)
= lR(K) olduğundan s > 0

kabülü yapılabilir. γ1R + · · · + γsR = A ve γ′1R + · · · + γ
′
sR = A′ olsun. O zaman

AE ⊆ A′E olur. Bu nedenle

A2E = AAE ⊆ AA′E = A′AE ⊆ A′2E

elde edilir. Daha genel durumdaAnE ⊆ A′nE ⊆ E yazılabilir. Bu nedenle lR {E/AnE} ≥
lR {E/AnE} olur. Eşitsizliğin her iki tarafı 1/ (ns/s!) ile çarpılıp n→∞ iken limit alın-
sın. O halde

lim
n→∞

lR {E/AnE}
ns/s! = eR (γ1, . . . , γs | E)

eşitliği ile eR (γ1, . . . , γs | E) ≥ eR (γ′1, . . . , γ′s | E) elde edilir. Şimdi K, E modülünün
bir bölüm modülü olsun. O zaman

γ1E + · · ·+ γsE ⊆ γ
′

1E + · · ·+ γ
′

sE

ile
γ1K + · · ·+ γsK ⊆ γ

′

1K + · · ·+ γ
′

sK

olur. Bu nedenle eR (γ1, . . . , γs | K) ≥ eR
(
γ
′
1, . . . , γ

′
s | K

)
elde edilir. Son olarak K ≤ E

olsun. O zaman
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A′ (A′qE ∩K) = A′q+1E ∩K

olacak şekilde bir q–tamsayısı vardır. Şimdi γ′q1 (K/A′qE ∩K) = 0 olur. γ1
qK ⊆ AqE ∩

K ⊆ A′qE ∩K olduğundan γ1
q (K/A′qE ∩K) = 0 elde edilir. Buradan Önerme 3.2.9

ile

eR
(
γ
′

1, . . . , γ
′

s | K
)

= eR
(
γ
′

1, . . . , γ
′

s | A′qE ∩K
)

(4.3.2)

ve
eR (γ1, . . . , γs | K) = eR (γ1, . . . , γs | A′qE ∩K) (4.3.3)

elde edilir. O halde

A (A′qE ∩K) ⊆ AA′qE ∩K = A′qAE ∩K ⊆ A′q+1E ∩K = A′ (A′qE ∩K)

olur. Bu nedenle

γ1 (A′qE ∩K) + · · ·+ γs (A′qE ∩K) ⊆ γ
′

1 (A′qE ∩K) + · · ·+ γ
′

s (A′qE ∩K)

elde edilir. Buradan

eR (γ1, . . . , γs | A′qE ∩K) ≥ eR
(
γ
′

1, . . . , γ
′

s | A′qE ∩K
)

olur. Ayrıca 4.3.2 ve 4.3.3 eşitlikleri kullanılarak

eR (γ1, . . . , γs | K) ≥ eR
(
γ
′

1, . . . , γ
′

s | K
)

elde edilir.

Sonuç 4.3.3. E bir Noether R–modül ve γ1, . . . , γs ile γ
′
1, . . . , γ

′
s E–üzerinde iki çokkatlı

sistem olsun. Eğer şimdi

γ1E + · · ·+ γsE = γ
′

1E + · · ·+ γ
′

sE

ise o zaman K, E modülünün bir alt modülü ya da bölüm modülü olmak üzere

eR (γ1, . . . , γs | K) = eR (γ′1, . . . , γ′s | K)

elde edilir.
γ1E + · · ·+ γsE ⊆ γ

′
1E + · · ·+ γ

′
sE, γ′1E + · · ·+ γ

′
sE kapsamaları ve Teorem 4.3.2

ile eR(γ1, . . . , γs | K) ≤ eR(γ′1, . . . , γ
′
s | K), eR(γ1, . . . , γs | K) ≥ eR(γ′1, . . . , γ

′
s | K)

yazılabilir. Buradan eR(γ1, . . . , γs | K) = eR(γ′1, . . . , γ
′
s | K) elde edilir.
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Sonuç 4.3.4. R halkasının

γ1R + · · ·+ γsR = γ
′

1R + · · ·+ γ
′

sR

olacak şekilde γ1, . . . , γs ve γ
′
1, . . . , γ

′
s elemanları alınsın. O zaman γ1, . . . , γs ve γ

′
1, . . . , γ

′
s

elemanlarının üzerinde bir çokkatlı sistem olduğu her Noether E, R–modülü için

eR (γ1, . . . , γs | E) = eR
(
γ
′

1, . . . , γ
′

s | E
)

olur.

R halkası kendisi üzerinde bir modül olarak alınırsa Teorem 4.3.2 ile sonuç elde
edilir.

4.4 Uygulama II

Bu bölüm boyunca R bir yarı yerel halka, I, R’nin bir tanım ideali ve M bir sonlu
üretilmiş R–modül olsun. Kabul edelim ki dimM = d olsun. Bu bölümde, yeterince
büyük her n tamsayısı için M/InM modüllerinin uzunluklarının bir polinom belirttiği
gösterilecektir. Bu nedenle daha önce Hilbert fonksiyonları için elde edilen sonuçları
kullanmak amacıyla ilgili kademeli halkalar ele alınacaktır.

Tanım 4.4.1. grI(R) = ⊕∞
n=1 I

n/In+1 ilgili kademeli halkası üzerinde bir
grI(M) = ⊕∞

n=0 I
nM/In+1M ilgili kademeli modülü alınsın. Burada n = 0 iken In =

R’dir. M sonlu üretilmiş bir R–modül olsun. O zaman M modülünün I idealine göre
Hilbert-Samuel fonksiyonu HSM,I(n) = l

(
M

In+1M

)
olarak tanımlanır.

0→ InM

In+1M
→ M

In+1M
→ M

InM
→ 0 (4.4.1)

dizisi ele alınsın.

İddia: 4.4.1 dizisi tamdır:

In+1M ⊆ InM ⊆M ⇒ InM/In+1M ⊆M/In+1M

ve ((M/In+1M) / (InM/In+1M)) ≈ M/InM olur. Dolayısıyla içerim dönüşümü ve
doğal epimorfizma ile tam dizi elde edilir.

Ayrıca 4.4.1 dizisi tam olduğundan l (M/In+1M) = l (InM/In+1M) + l (M/InM)
yazılabilir. O halde
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∑
j≤n

l

(
IjM

Ij+1M

)
= l

(
M

IM

)
+ l

(
IM

I2M

)
+ · · ·+

(
InM

In+1M

)

= l
(
M

IM

)
+ l

(
M

I2M

)
− l

(
M

IM

)
+ l

(
M

I3M

)
+ · · ·+ l

(
M

In+1M

)
− l

(
M

InM

)
= l

(
M

In+1M

)
= HSM,I(n)

olur. Diğer taraftan

HSgrI(M)(n) =
∑
j≤n

HgrI(M)(j) =
∑
j≤n

l([grI(M)]j) =
∑
j≤n

l
(
IjM/Ij+1M

)
= HSM,I(n)

yazılabilir. Dolayısıyla HSM,I(n) = HgrI(M),1(n) elde edilir. O halde yukarıda yapılan
gözlemler ve Teorem 4.1.12 gereğince

der(HSM(n)) = dim(grI(M))− 1 + 1

= dim(grI(M))

= d

olur. DolayısıylaM modülünün Hilbert-Samuel fonksiyonu derecesi d olan bir polinom-
dur.

Şimdi R bir yarı-yerel halka, M sonlu üretilmiş bir R–modül ve m = Jac(R) olsun.
R’nin bir I tanım ideali alınsın ve der (HSM,I) = dimM olduğu gösterilsin. Burada
HSM,I ,M modülünün I ile belirli Hilbert-Samuel polinomudur. Ayrıca der (HSM,I) =
dim (grI(M)) olduğu da bilinmektedir. Dolayısıyla dimM = dim (grI(M)) olduğunu
göstermek yeterlidir. O halde d̃M = der (HSM,I) olsun.

İddia 1: d̃M , I idealine bağlı değildir: İlk olarak her n için

mnθ+1 ⊆ In+1 ⊆ mn+1 (4.4.2)

olduğu gösterilsin. Bunun için n üzerine tümevarım uygulansın. n = 0 için m ⊆ I ⊆ m

dolayısıyla m = I elde edilir. m ideali bir tanım ideali olduğundan doğrudur. n− 1 için
doğru olsun ve n için doğru olduğu gösterilsin. m(n−1)θ+1 ⊆ In ⊆ mn olsun. O halde

m(n−1)θ+1mθ ⊆ Inmθ ⊆ InI = In+1

ve
InI ⊆ mnI ⊆ mnm = mn+1
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olur. Dolayısıyla tümevarım ile her n için mnθ+1 ⊆ In+1 ⊆ mn+1 elde edilir.
Şimdi

HSM,m(n) ≤ HSM,I(n) ≤ HSM,m(nθ)

olduğu gösterilsin. M/mnθ+1 f−→ M/In+1 g−→ M/mn+1 dönüşümleri ele alınsın.
f : M

mnθ+1 → M
In+1 , f(α + mnθ+1) = α + In+1 dönüşümü örten olduğundan

(
M/mnθ+1

)
/ ker f ≈ f

(
M/In+1

)
= M/In

elde edilir. Dolayısıyla

l
((
M/mnθ+1

)
/ ker f

)
= l

(
M

In+1

)
⇒ l

(
M

mnθ+1

)
− l(ker f) = l

(
M

In+1

)

Buradan HSM,m(nθ) ≥ HSM,I(n) olur. Benzer şekilde g : M
In+1 → M

mn+1 , g(α+ In+1) =
α + mn+1 dönüşümü örten olduğundan

(
M/In+1

)
/ ker g ≈ M

mn+1

elde edilir. O halde

l
(
M

In+1

)
− l(ker g) = l

(
M

mn+1

)
⇒ HSM,m(n) ≤ HSM,I(n)

olur. Dolayısıyla HSM,m(n) ≤ HSM,I(n) ≤ HSM,m(nθ) olduğu söylenebilir.
Şimdi

der (HSM,m(n)) = der (HSM,m(nθ))

ve
der (HSM,m(n)) ≤ der (HSM,I(n)) ≤ der (HSM,m(nθ))

olduğundan
der (HSM,m(n)) = der (HSM,I(n))

olur. Buradan d̃M değerinin I idealine bağlı olmadığı söylenebilir. Ayrıca I, R için
herhangi bir tanım ideali olduğundan d̃M I’ya bağlı değildir. Böylece iddia kanıtlanmış
olur. Ayrıca

der (HSM,m(nθ)) = d1, der (HSM,I(n)) = d2, der (HSM,m(n)) = d3

ise o zaman d1 ≥ d2 ≥ d3 yazılabilir.

Önerme 4.4.2. [2, Proposition 13.15] R ⊆ S bir halka genişlemesi ve M bir S–modül
olsun. Skalerler daraltılarakM aynı zamanda bir R–modül olarak da görülebilir.M ’nin,
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R–modül olarak, n adet eleman ile sonlu üretilmiş olduğu kabul edilsin. s ∈ S ve I,
R’nin bir ideali olmak üzere sM ⊆ IM olsun. Bu takdirde

sn + a1s
n−1 + · · ·+ an−1s+ an ∈ (0 :S M)

olacak şekilde ai ∈ I i (1 ≤ i ≤ n) elemanları vardır.

Teorem 4.4.3. [8, Theorem 1.8] R bir yarı-yerel halka,M sonlu üretilmiş bir R–modül
olsun. Ayrıca 1 ≤ i ≤ k için Mi’ler R halkasının maksimal idealleri olmak üzere

m = Jac(R) = M1 ∩M2 ∩ . . . ∩Mk

olsun. R’nin bir I tanım ideali alınsın ve d̃M = dim (grI(M)) olsun. O zaman dimM =
d̃M olur.

Kanıt. der (HSPM,I(n)) değeri tanım idealine bağlı olmadığından I = m alınabilir. İlk
olarak d̃M ≥ dimM olduğu gösterilsin. Bunun için d̃M üzerine tümevarım uygulana-
caktır. d̃M = dim (grmM) = 0 dolayısıyla grm(M) modülü Artindir. Dolayısıyla

grm(M) =
(
M

mM

)
⊕
(
mM

m2M

)
⊕
(
m2M

m3M

)
⊕ · · ·

modülünün

I1 =
(
mM

m2M

)
⊕
(
m2M

m3M

)
⊕ · · ·

I2 =
(
mM

m2M

)
⊕
(
m2M

m3M

)
⊕ · · ·

...

olmak üzere Ii idealleri için I1 ⊃ I2 ⊃ . . . azalan zinciri durmalıdır. Buradan

mnM

mn+1M
= 0⇒ mnM = mn+1M

elde edilir. O halde Lemma 1.3.15 gereğince mnM = 0 olur. Dolayısıyla

mnM = 0⇒ mn ⊆ AnnR(M)⇒ mn ⊆ AnnR(M) ⊂ P ⇒ m ⊂ P

yazılabilir. m = M1 ∩M2 ∩ ... ∩Mn ⊂ P olduğundan en az bir 1 ≤ i ≤ n için Mi ⊆ P

ve Mi maksimal olduğundan Mi = P olur. Dolayısıyla P ideali maksimal olduğundan
M Artindir. Buradan dimM = 0 olur.

Şimdi d̃M > 0, AnnR(M) ⊂ P0 ⊂ P1 ⊂ ... ⊂ Pn, R, halkasının asal ideallerinin bir
zinciri ve dimM = n olsun. Bir x ∈ P1/P0 alınsın ve B = M/ (P0M + xM) olsun.
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İddia 1: dimB ≥ n− 1’dir:

dim(B) = dim (M/ (P0M + xM)) = dim (R/Ann (M/P0 + xM))

= dim (Ann (M/(P0M + xM)))

olur. O halde dim (Ann (M/(P0M + xM))) ≥ n− 1 olduğunu göstermek yeterlidir.
İddia 2: P0 ⊆ Ann (M/P0M + xM)’dir: p ∈ P0 olsun. p (M/P0M + xM) = 0 oldu-

ğunu göstermek yeterlidir. Keyfi m ∈M için pm ∈ P0M olacağından

p(m+ P0M + xM) = pm+ P0M + xM = 0

elde edilir.
Şimdi P0 ⊆ Ann (M/P0M + xM) ⊂ P1 ⊂ P2 ⊂ ... kapsamasının doğruluğu araştı-

rılacaktır. r ∈ Ann (M/P0M + xM) olsun. O halde r (M/P0M + xM) = 0 elde edilir.
Buradan her m ∈ M için rm ∈ P0M + xM yazılabilir. Buradan rM ⊆ P0M + xM =
(P0 + xR)M olur. O halde Önerme 4.4.2 ile rn ∈ Ann(M) + (P0 + xR) ⊆ P1 ve P1/P0

asal ideal olduğundan r ∈ P1 olur. O halde dimB ≥ n− 1 elde edilir.

0→ M

P0M

f−→ M

P0M

g−→ M

P0M + xM
→ 0 (4.4.3)

dizisinin tam olduğu gösterilecektir. Burada f dönüşümü

f : M

P0M
→ M

P0M
, f(m+ P0M) = xm+ P0M

olmak üzere x ile çarpma dönüşümüdür ve g dönüşümü de

g : M

P0M
→ M

P0M + xM
, g(m+ P0M) = m+ P0M + xM

şeklindedir. O halde ker g = Im f olduğu gösterilsin. Bunun için ilk olarak α ∈ ker g
olsun. O halde α = m+ P0M olacak şekilde m ∈M vardır ve g(α) = 0 olur. O halde

g(α) = g(m+ P0M) = m+ (P0M + xM) = 0⇒ m ∈ P0M + xM

olur. Dolayısıyla m = p0m
′ + xm

′′ olacak şekilde m′,m′′ ∈M ve p0 ∈ P0 vardır.

α = m+ P0M = p0m
′ + xm

′′ + P0M = xm
′′ + P0M = f(m′′)

elde edilir. Buradan α ∈ Im f olur. Dolayısıyla ker g ⊆ Im f olduğu gösterilmiş olur.
Şimdi diğer kapsama için α ∈ Im f olsun. O zaman α = f(m + P0M) olacak şekilde
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bir m ∈M vardır. Buradan

α = f(m+ P0M) = xm+ P0M ⇒ g(α) = g(xm+ P0M) = xm+ P0M + xM

ve xm ∈ xM olduğundan g(α) = 0 elde edilir. Bu nedenle Im f ⊆ ker g olur. Dolayısıyla
ker g = Im f ’dir. Dolayısıyla yukarıdaki dizinin tam olduğu söylenebilir.

İddia 3: d̃M/P0M = max
{
d̃M/P0M , d̃B

}
’dır: Bu iddia daha genel durum için kanıt-

lansın. R yarı yerel halka, I, R için bir tanım ideali ve M,M ′,M
′′ sonlu üretilmiş

R–modüller olmak üzere
0→M ′ →M →M

′′ → 0

tam dizi olsun. O zaman d̃M , d̃M ′ , d̃M ′′ sırasıyla M,M ′ ve M ′′ modüllerinin Hilbert-
Samuel polinomlarının dereceleri olmak üzere d̃M = max{d̃M ′ , d̃M ′′} olduğu gösterilsin.
Burada 0 → M ′ → M → M

′′ → 0 dizisi tam olduğundan M ′ ≤ M ve M ′′ = M/M ′

şeklinde alınabilir. DolayısıylaM ′′
/InM

′′ = (M/M ′) /In (M/M ′) = M/InM+M ′ olur.
Buradan

0→ InM +M ′

InM
→ M

InM
→ M

InM +M ′ → 0

dizisi sırasıyla içerim dönüşümü ve doğal epimorfizma ile bir tam dizidir. Ayrıca M ′ +
InM ⊆M olduğundan (InM +M ′) /InM ≤M/InM ve (M/InM) / ((InM +M ′) /InM) ≈
M/InM +M ′ olur. Dolayısıyla yukarıdaki dizinin tam olduğu söylenebilir. O halde

l
(
M

InM

)
=l
(
InM +M ′

InM

)
+
(

M

InM +M ′

)

=l
(
InM +M ′

InM

)
+ l

(
M”
InM ′′

)

=l
(

M ′

M ′ ∩ InM

)
+
(
M ′′

InM ′′

)

yazılabilir. φ(n) = l
(

M ′

M ′∩InM

)
denilirse φ(n) iki polinomun farkı olduğundan bir poli-

nom olur. Ayrıca her n için φ(n) ≥ 0’dır. Bu nedenle d̃M = max{d̃M ′′ , d̃M ′} elde edilir.
O halde derφ = d̃M ′ olduğunu göstermek yeterli olacaktır. Teorem 2.1.18 gereğince her
i ≥ 0 ve bir k için I i

(
IkM ∩M ′

)
= Ik+iM ∩M ′ olduğu söylenebilir. Şimdi belirli bir

k ve yeterince büyük n için

In+1M ′ ⊆M ′ ∩ In+1M ⊆ In−k+1M ′

olduğu gösterilecektir. Teorem 2.1.18’den

Ik+1M ∩M ′ ⊆ I
(
IkM ∩M ′

)
⊆ IM ′
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ve
Ik+2M ∩M ′ ⊆ I2

(
IkM ∩M ′ ⊆ IM ′

)
olduğu söylenebilir. Buradan her m için

Im+kM ∩M ′ ⊆M ′ ⊆ ImM ′

olur. Bu nedenle In+1M ′ ⊆M ′ ve

In+1M ′ ⊆ In+1M ⇒ In+1M ′ ⊆M ′ ∩ In+1M ⊆ In−k+1M ′

elde edilir. Bu nedenle

M ′

In+1M ′ →
M ′

M ′ ∩ In+1M
→ M ′

In−k+1M ′

dönüşümleri örtendir. Buradan HSM ′,I(n) ≥ φ(n) ≥ HSM ′,I(n− k) olur. Dolayısıyla

d̃M ′ = derHSPM ′,I = derφ

elde edilir. O halde iddia kanıtlanmış olur.
Ayrıca l (M/InM) = l

(
M
′′
/InM

′′
)

+ φ(n) olur. Buradan

HSM ′,I(n) = HSM ′′ ,I(n) + φ(n) (4.4.4)

olur.
Şimdi elde edilen bu sonuç 4.4.3 tam dizisine uygulanırsa d̃M/P0M = max

{
d̃M/P0M , d̃B

}
elde edilir. Dolayısıyla d̃B ≤ d̃M/P0M olur. Ayrıca derφ(n) = der d̃M/P0M ve φ(n)’in baş-
katsayısı ile HSPM/P0M,I ’nun başkatsayısı aynı olur. Ayrıca 4.4.4 eşitliği, 4.4.3 tam
dizisi için ele alınırsa o zaman HSPB,I ile HSPM/P0M −HSPM/P0M ’nin başkatsayıları
aynı olur. Dolayısıyla d̃B < d̃M/P0M elde edilir.

d̃M/P0M ≤ d̃M olduğu gösterilsin. Bunun için

M/mnM
f−→M/ (mnM + P0M) = (M/P0M) /mn (M/P0M)

dönüşümü göz önüne alınsın. f dönüşümü örten olduğundan l ((M/mnM) / ker f) =
l (M/ (mnM + P0M)) olur. Buradan l (M/mnM) − l(ker f) = l (M/ (mnM + P0M))
elde edilir. O halde l (M/mnM) = d̃M ve l (M/ (mnM + P0M)) = d̃M/P0M olduğundan
d̃M/P0M ≤ d̃M yazılabilir. Buradan d̃B < d̃M olur. Dolayısıyla tümevarım kabülünden
d̃B ≥ dimB elde edilir. O halde n − 1 ≤ dimB ≤ d̃B ≤ d̃M − 1 yazılabilir. Buradan
d̃M ≥ dimM = n olur

Şimdi dimM ≥ d̃M olduğu gösterilecektir. Bunun için dimM üzerine tümevarım
uygulansın. İlk olarak dimM = 0 olsun. O halde M sonlu üretilmiş ve dimM = 0
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olduğundan Artin olur. Dolayısıyla l(M) < ∞ elde edilir. Buradan l (M/mnM) ≤
l(M)’dir. Hilbert-Samuel polinomu sabit polinom olur. Dolayısıyla d̃M = 0’dır. Şimdi
dimM = s > 0 olsun. dimM = dim (R/Ann(M)) = s > 0. R yarı yerel halka
olduğundan π : R/R/AnnR(M) epimorfizması ile R = R/Ann(M) halkasının da yarı-
yerel olduğu söylenebilir. Dolayısıyla Teorem 1.4.9 gereğince R halkasının bir tanım
idealini üreten s tane eleman vardır. Bu elemanlar x1, . . . , xs olsun. Ayrıca Önerme
1.4.12 ile1 ≤ i ≤ s olmak üzere dim

(
R/ (x1, . . . , xi)

)
= s− i olur. Şimdi bir 1 ≤ i ≤ s

için dim (M/ (x1, . . . , xi)M) = s− i olduğu gösterilsin. M/ (x1, . . . , xi)M = Mi olsun.

r ∈ Ann(Mi)⇒ rM ⊆ (x1, ..., xi)M ⇒ rk ∈ (x1, ..., xi) + Ann(M)

yazılabilir. Buradan Önerme 4.4.2 ile

(x1, ..., xi) + Ann(M) ⊆ Ann(Mi) ⊆
√

(x1, ..., xi) + Ann(M)

elde edilir. Dolayısıyla Ann (Mi)’yi kapsayan asal idealler (x1, ..., xi) + Ann(M)’yi de
kapsar. Tersine (x1, ..., xi)+Ann(M)’yi kapsayan asal idealler

√
(x1, ..., xi) + Ann(M)’yi

de kapsayacağından Ann (Mi) idealini kapsar. Bu gözlemler ile Ann (Mi) ile
(x1, ..., xi) + Ann(M)’nin boyutlarının aynı olduğu söylenebilir. Dolayısıyla her
1 ≤ i ≤ s için dimMi = dimM − i = s − i olur. Ayrıca izomorfizma teoremlerin-
den l (M1/m

nM1) = l (M/ (x1M + mnM)) elde edilir. Ayrıca

0→ x1M + mnM

mnM
→ M

mnM
→ M

x1M + mnM
→ 0

dizisi tam olduğundan

l (M/mnM)− l ((x1M + mnM) /mnM) = l (M/ (x1M + mnM))

elde edilir. İzomorfizma teoremleri ile

l (M/mnM)− l (x1M/ (x1M ∩mnM)) = l (M/ (x1M + mnM))

olur. (mnM :E x1) = {m ∈M | x1m ∈ mnM} kümesi ve

ϕ : M → x1M/ (x1M ∩mnM) , ϕ(m) = x1m+ (x1M ∩mnM)

dönüşümü ele alınsın. Buradan

kerϕ = {m ∈M | x1m = 0} = {m | x1m ∈ mnM} = (mnM :E x1)

olur. Ayrıca φdönüşümü örten olduğundan izomorfizma teoremleri ileM/ kerφ ≈ ϕ(M) =
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x1M/ (x1M ∩mnM) elde edilir. Buradan

M/(mnM :E x1) ≈ x1M/ (x1M ∩mnM)⇒ l (M/(mnM :E x1)) = l (x1M/ (x1M ∩mnM))

olur.
Şimdi x1 ∈ m olduğundan x1m

n−1M ⊆ mnM elde edilir. Dolayısıyla
mn−1M ⊆ (mnM :E x1) olur. Bu nedenle

0→ (mnME : x1)
mn−1M

→ M

mn−1M
→ M

(mnM :E x1) → 0

dizisi tamdır. Buradan

l
(
M/mn−1M

)
= l (M/(mnM :E x1)) + l

(
(mnME : x1)/mn−1M

)
⇒ l (M/(mnM :E x1)) ≤ l

(
M/mn−1M

)
⇒ l (M/mnM)− l

(
M/(mn−1M :E x1)

)
≥ l (M/mnM)− l

(
M/mn−1M

)
⇒ l (M1/m

nM1) ≥ l (M/mnM)− l
(
M/mn−1M

)
elde edilir. Bu nedenle HSPM1(n) ≥ HSPM(n) − HSPM(n − 1) olur. Dolayısıyla
d̃M1 ≥ d̃M − 1. Fakat dimM1 = dimM − 1’dir. Tümevarım hipotezinden
dimM − 1 = dimM1 = d̃M1 ≥ d̃M − 1. Bu nedenle dimM ≥ d̃M . Dolayısıyla
dimM ≥ d̃M ve d̃M ≥ dimM eşitsizliklerinden dimM = d̃M elde edilir.

Şimdi d = dimM olsun. Eğer I ⊆ m = JacR M için bir tanım ideali ise o zaman
Hilbert-Samuel polinomunun başkatsayısı e (grI(M)) /d! olur.

Sonuç 4.4.4. R bir yarı yerel halka, M sonlu üretilmiş R modül ve I, R’nin bir tanım
ideali ise HSM,I(n) yeterince büyük n tamsayıları için derecesi dimM ’ye eşit olan bir
polinomdur.

Tanım 4.4.5. R bir yarı yerel halka, I, R’nin bir tanım ideali ve M bir sonlu üre-
tilmiş R–modül olsun. dimM = d olarak kabul edilsin. Buna göre yeterince büyük
n değerleri için HSM,I(n) fonksiyonunun eşit olduğu polinomda xd

d! teriminin katsayı-
sına (yani e(grI(M)) değerine) M modülünün I tanım idealine göre çokkatlısı denir ve
e(I,M) = e (grI(M)) ile gösterilir. M modülünün m = Jac(R) idealine göre çokkatlı-
sına doğrudan M modülünün çokkatlısı denir ve bu çokkatlı e(M) ile gösterilir.

Örnek 4.4.6. R bir Noether halka, P bir asal ideal ve Q bir P–asıl ideal olsun. Buna
göre QRP , RP halkasının bir PRP –asıl idealidir. PRP , RP ’nin tek maksimal ideali
olduğundan QRP , RP halkasının bir tanım ideali olur. Böylece e(QRP , Rp) çokkat-
lısından bahsedilebilir. S = grQRP (RP ) olsun. HSS(n) = lRP (RP/Q

n+1RP ), Q(n+1)

sembolik kuvvetinden başlayarak P ’de son bulan en uzun asıl ideal zincirinin uzunlu-
ğunun bir fazlasını verir. Ayrıca Teorem 4.1.12’den dolayı yeterince büyük n’ler için
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HSS(n), derecesi d = dimRP = RankP ve baş katsayısı e(QRP , RP )/d! olan bir poli-
noma eşittir. Burada basitliğin hatırı için e(QRP , RP ) gösterimi yerine doğrudan e(Q)
yazılsın. Bazı kaynaklarda e(Q) sayısından Q’nun R içindeki çokkatlısı olarak bahse-
dilmektedir. Aslında bu kavram asıl ideallerden bütün öz ideallere genişletilebilir. I,
R’nin herhangi bir öz ideali ve P , I’nın bir minimal asal ideal olsun. I’nın herhangi bir
normal asıl ayrışımında bulunan P–asıl bileşeni Q olsun. Bu durumda e(Q) sayısına I
idealinin P asal idealine karşılık gelen çokkatlısı denir ve e(I;P ) biçiminde gösterilir.

Örnek 4.4.7. Yukarıdaki örnekte tanımlanan bir asıl idealin çokkatlısı için somut bir
örnek verilsin. k bir cisim olmak üzere R = k[x, y] ve Q = (x3, y) olsun. Buna göre
m = (x, y) denirse Q bir m–asıl ideal olur. m, R’nin bir maksimal ideali olduğundan
her n ≥ 0 için Qn+1 ve m arasındaki her ideal yine bir m–asıl ideal olur. Dolayı-
sıyla yukarıdaki örnekte de belirtildiği gibi S = grQRm(Rm) olmak üzere HSS(n) =
lRm(Rm/Q

n+1Rm) = lR(R/Qn+1) yazılabilir. Dolayısıyla HSS(n) fonksiyonunu hesapla-
mak için lR(R/Qn+1) uzunluklarını hesaplamak gerekir. Bunun içinHS(n) = lR(Qn/Qn+1)
uzunluklarını hesaplamak yeterlidir. Fakat bu uzunluk aslında Qn idealinde olup Qn+1

idealinde bulunmayan monomların sayısıdır. Çünkü Qn \Qn+1 kümesinde bulunan mo-
nomları dereceleri büyükten küçüğe olacak şekilde sıralayıp, Qn+1 idealine derecesi en
büyük olan monom tarafından üretilen ideal eklenir, sonra elde edilen ideale de monom
kümesinde kalanlar arasından derecesi en büyük olan monom tarafından üretilen ideal
eklenir ve bu şekilde devam edilirse Qn+1 den başlayan ve Qn de biten bir kompozisyon
serisi elde edilebilir. Herbir kompozisyon faktörü k ile izomorftur. Qn de olup da Qn+1

de olmayan monomlar

x3n x3n−3y · · · x3yn−1 yn

x3n+1 x3n−4y · · · x4yn−1 xyn

x3n+2 x3n−5y · · · x5yn−1 x2yn

şeklinde listelenebileceğinden HS(n) = lR(Qn/Qn+1) = 3(n + 1) bulunur. Böylece her
n ≥ 0 için

HSS(n) =
n∑
i=0

HS(n) =
n∑
i=0

3(i+ 1) = 3n(n+ 1)
2 + 3(n+ 1) = 3

2n
2 + 9

2n+ 3

elde edilir. Buna göre e(Q) = 3 bulunur. HSS(n) polinomunun derecesi ile
Rank(Q) = Rank(m) = 2 olacağı da görülebilir. Aslında bunu doğrudan görmek de
mümkündür.
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Bölüm 5

KOSZUL KOMPLEKSLERİ

5.1 Koszul Komplekslerin Yapısı

E bir R–modül ve s > 0 için γ1, γ2, . . . , γs, R halkasının elemanları olsun. Bu ele-
manlar kullanılarak R–modüllerin bir kompleksi oluşturulacaktır. Bu yapıya E’nin
γ1, . . . , γs’ e göre Koszul kompleksi denir ve K(γ1···s | E) ile gösterilir. Ayrıca eğer be-
lirli bir γ1, γ2, . . . , γs dizisi ile ilgileniliyorsa o zaman K(γ1···s | E) yerine K(γ | E)
gösterimi kullanılabilir.

Tanım 5.1.1. K(γ1···s | E) Koszul kompleksi

· · · −→ 0 −→ 0 −→ Ks(γ,E) −→ · · · −→ K1(γ | E) −→ K0(γ | E) −→ 0 −→ 0 −→ · · ·

şeklindedir. Dolayısıyla özel olarak bir sol komplekstir.

0 ≤ µ ≤ s için
(
s
µ

)
binom kaysatısı olmak üzere Kµ(γ | E), E modülünün

(
s
µ

)
tane

dik toplamıdır. Bu nedenle s = 0 iken K(. | E)

· · · −→ 0 −→ 0 −→ E −→ 0 −→ 0 −→ · · ·

şeklindedir. Burada E = K0(. | E)’dir. s ≥ 1 için sınır homomorfizmaları tanımlanma-
lıdır. Bunun için bazı özel notasyonlar belirlenebilir. T1, T2, . . . , Ts yeni semboller olsun
ve

Kµ(γ1···s | E) =
⊕

i1<i2<···<iµ
ETi1Ti2 ...Tiµ

olarak alınsın. Burada i1, i2, . . . , iµ farklı tamsayılar olmak üzere 1 ≤ i1 < i2 < · · · <
iµ ≤ s’dir. Dolayısıyla 0 ≤ µ ≤ s için K(γ | E),

(
s
µ

)
tane E’nin diktoplamı olacağından,

bir elemanı ei1i2···iµ ∈ E olmak üzere

∑
i1<i2<···<iµ

ei1i2···iµTi1Ti2 ...Tiµ
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şeklindedir. Buradan K0(γ1···s | E) = E olur.
Şimdi sınır homomorfizmaları şu şekilde tanımlanabilir: 0 ≤ µ ≤ s için

dµ : Kµ(γ1···s | E) −→ Kµ−1(γ1···s | E) olur. Bu nedenle 0 ≤ µ ≤ s olmak üzere
i1, i2, . . . , iµ, 1 ≤ i1 < i2 < · · · < iµ olacak şekilde tamsayılar olsun. Kµ(γ1···s | E) mo-
dülünün her elemanı e ∈ E olmak üzere eTi1Ti2 . . . Tiµ biçimindeki elemanların toplamı
şeklinde tek türlü ifade edilebileceğinden dµ(eTi1Ti2 . . . Tiµ) yazımı anlamlı olacaktır.

dµ(eTi1Ti2 . . . Tiµ) =
µ∑
p=1

(−1)p−1γipeTi1Ti2 . . . T̂ip . . . Tiµ (5.1.1)

olsun. Burada Tipbilinmeyeninin üzerindeki ∧ işareti o faktörün atlandığını gösterir.
Bu dönüşüm bir R–lineer dönüşümdür. Buradan µ = 1 iken

d1(eTi1) = γi1e (5.1.2)

olduğu söylenebilir.
Şimdi

· · · −→ Kµ+1(γ1···s | E)dµ+1
−−−→Kµ(γ1···s | E)dµ−→Kµ−1(γ1···s | E) −→ · · ·

bir kompleks olduğunu göstermek için dµ−1dµ = 0 olduğu gösterilmelidir. Bunun için
0 ≤ µ − 1 < µ ≤ s olsun. dµ−1dµ(eTi1Ti2 . . . Tiµ) = 0 olduğu gösterilecektir. Eğer
1 ≤ p < q ≤ µ ise dµ−1dµ(eTi1Ti2 . . . Tiµ) ifadesinde γipγiqeTi1 . . . T̂ip . . . T̂iq . . . Tiµ te-
rimi iki kez ortaya çıkar ve ilk durumda bu terimin katsayısı (−1)p−1(−1)q−1 ve ikinci
durumda da (−1)p−1(−1)q−2ile çarpılır.Bu yüzden de toplamları 0 olur. p ve q keyfi
tamsayılar olduğundan 1 ≤ p < q ≤ µ olan her (p, q) ikilisi için bu durum geçerlidir.
Dolayısıyla dµ−1dµ = 0 elde edilir.

K(γ1···s | E) bir kompleks olduğundan homoloji modülleri oluşturulabilir. µ. homo-
loji modülü HµK(γ1···s | E) ile gösterilecektir. Eğer γ1, γ2, . . . , γs elemanları belirli ise
HµK(γ | E) şeklinde yazılabilir. µ > 0 ya da µ < 0 iken HµK(γ | E) = 0 olduğu açık-
tır. K1(γ1···s | E)’nin herhangi bir elemanı ei ∈ E ve olmak üzere ∑i eiTi şeklindedir.
Dolayısıyla 5.1.2 eşitliği ile

d1

(
s∑
i=1

eiTi

)
= γ1e1 + γ2e2 + · · ·+ γses

yazılabilir. Bu nedenleIm d1 = γ1E + γ2E + · · ·+ γsE olur. Ayrıca K−1 = 0 olduğu da
göz önüne alınırsa o zaman

H0K(γ1···s | E) = E/(γ1E + · · ·+ γsE) (5.1.3)

elde edilir. Ks(γ1···s | E)’in her elemanı eT1T2 . . . Ts şeklindedir. Ayrıca 5.1.1 eşitliği de
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göz önüne alınırsa

ds(eT1T2 . . . Ts) =
s∑

p=1
(−1)p−1γpeT1 . . . T̂p . . . Ts

yazılabilir. Bu nedenle ds(eT1T2 . . . Ts) = 0’dır ancak ve ancak i = 1, 2, . . . , s için
γie = 0 olur. O halde

ker ds = (0 :E γ1R + · · ·+ γsR)

olur. Ayrıca Ks+1(γ1···s | E) = 0 olduğu da göz önüne alınırsa

HsK(γ1···s | E) = (0 :E (γ1R + γsR)) (5.1.4)

elde edilir.

5.2 Koszul Komplekslerin Özellikleri

E bir R–modül ve γ1, γ2, . . . , γs R’nin elemanları olsun. Şimdi K(γ1···s | E) Koszul
kompleksinin, {γ1, γ2, . . . , γs} dizisi yeniden düzenlense de izomorfizma farkı ile aynı
olacağı gösterilecektir.

Önerme 5.2.1. {j1, j2, . . . , js}, {1, 2, . . . , s} kümesinin bir permütasyonu olsun. O za-
man K(γ1···s | E) ve K(γj1···js | E) modülleri izomorf olur.

Kanıt. 1 ≤ m < m+ 1 ≤ s olsun.

K(γ1···m−1, γm, γm+1, . . . , γs) ≈ K(γ1···m−1, γm+1, γm, . . . , γs | E)

olduğu gösterilecektir. Dolayısıyla

φµ : K(γ1···m−1, γm, γm+1···s | E)→ Kµ(γ1···m−1, γm+1, γm···s | E)

izomorfizmalarının varlığını göstermek yeterlidir. φ dönüşümün tanım ve değer kümeleri
aynıdır ve ⊕1≤i1<i2<...<iµ≤sETi1Ti2 ...Tiµ kümesidir. Şimdi φµ dönüşümü tanımlanacak-
tır. Bunun için eTi1Ti′ ...Tiµelemanının görüntüsünü belirlemek yeterlidir. Bu görüntü
için dört olasılık vardır. Bunlar:

1. m,m+ 1 /∈ {i1, i2, . . . , iµ}.

2. m ∈ {i1, i2, . . . , iµ} ve m+ 1 /∈ {i1, i2, . . . , iµ}.

3. m+ 1 ∈ {i1, i2, . . . , iµ} ve m /∈ {i1, i2, . . . , iµ}.

4. m,m+ 1 ∈ {i1, i2, . . . , iµ}’dir.
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φµetkisi yukarıdaki durumlara bağlıdır.
(i) durumunda eTi1Ti2 ...Tiµdeğişmeden kalsın, (ii) durumunda eTi1Ti2 . . . Tiµ =

eTi1Ti2 . . . Tm . . . Tiµ elemanı için φµ(eTi1Ti2 . . . Tm . . . Tµ) = eTi1Ti2 . . . Tm+1 . . . Tiµ , (iii)
durumunda eTi1Ti2 . . . Tiµ = eTi1Ti2 . . . Tm+1 . . . Tiµelemanı için φµ(eTi1Ti2 . . . Tm+1 . . . Tµ) =
eTi1Ti2 . . . Tm . . . Tiµ ve son olarak da (iv) durumunda ise φµ(eTi1Ti2 . . . Tµ) = −eTi1Ti2 . . . Tiµ
olsun. Bu şekilde tanımlanan φµdönüşümü bir izomorfizmadır. Şimdi sınır homomor-
fizmaları ile değişmeli olduğu gösterilsin. Dolayısıyla

Kµ(γ1···s | E) //

dµ

��

Kµ(γ1···m−1, γm+1, γm, . . . , γs | E)
dµ−1

��
Kµ−1(γ1···s | E) // Kµ−1(γ1···m−1, γm+1, γm, . . . , γs | E)

diyagramının değişmeli olduğu gösterilecektir. φµ−1dµ = d′µφµolduğu gösterilsin. (i), (ii), (iii)
durumları için eşitlik kolayca görülebilir. Dolayısıyla (iv) durumu incelenecektir:

φµ−1dµ(eTi1Ti2 . . . Tiµ) = φµ−1(
µ∑
p=1

p 6=λ,λ+1

(−1)p−1γipeTi1Ti2 . . . Tiµ

+ (−1)λ−1γmeTi1Ti2 . . . T̂mTm+1 . . . Tiµ

+ (−1)λγm+1eTi1Ti2 . . . TmT̂m+1 . . . Tµ)

= −
µ∑
p=1

p6=λ,λ+1

(−1)p−1γipeTi1Ti2 . . . T̂ip . . . Tiµ

+ (−1)λ−1γmeTi1Ti2 . . . TmT̂m+1 . . . Tµ

+ (−1)λγm+1eTi1Ti2 . . . T̂mTm+1 . . . Tiµ

d′µφµ(eTi1Ti2 . . . Tiµ) = d′µ(−eTi1Ti2 . . . Tiµ)

= −
µ∑
p=1

p 6=λ,λ+1

(−1)p−1γipeTi1Ti2 . . . T̂ip . . . Tiµ

+ (−1)λ+1γmeTi1Ti2 . . . TmT̂m+1 . . . Tiµ

+ (−1)λγm+1eTi1Ti2 . . . T̂mTm+1 . . . Tiµ

Sonuç 5.2.2. {j1, . . . , js}, {1, 2, . . . , s}kümesinin bir permütasyonu olsun. O zaman
her µiçin HµK(γ1···s | E) ≈ HµK(γj1···js | E), R–modül izomorfizması vardır.

s ≥ 0 için γ1, . . . , γs, R’nin elemanları olsun. Ayrıca E ′ ve E, R–modüller olsun. O
halde K(γ1···s | E ′) ve K(γ1···s | E) Koszul kompleksleri oluşturulabilir. f : E ′ → E bir
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R–modül homomorfizması olsun. O halde f ile

fµ : Kµ(γ1···s | E ′)→ Kµ(γ1···s | E)

homomorfizmaları oluşturulabilir. Burada e′ ∈ E ′ olmak üzere

fµ(e′Ti1Ti2 . . . Tiµ) = f(e′)Ti1Ti2 . . . Tiµ (5.2.1)

ile tanımlanır. Dolayısıyla fµ dönüşümleri Kµ(γ1···s | E ′) ve Kµ(γ1···s | E) Koszul komp-
lekslerinin sınır homomorfizmaları ile değişmelidir. Bu nedenle her E ′ → E homo-
morfizması ile Koszul kompleksler arasındaki K(γ | E ′) → K(γ | E) dönüşüm elde
edilebilir. Son olarak

0→ E ′
f−→ E

g−→ E
′′ → 0 (5.2.2)

R–modüllerin bir tam dizi olsun. O zaman f ve g dönüşümlerinden
K(γ | E ′) → K(γ | E) ve K(γ | E) → K(γ | E ′′) dönüşümleri elde edilebilir. O
halde 5.2.1 eşitliği ile bütün

0→ K(γ | E ′) fµ−→ K(γ | E) gµ−→ K(γ | E ′′)→ 0

dizilerinin tam olduğu söylenebilir. Bu nedenle R–modüllerin 5.2.2 tam dizisinden
komplekslerin

0→ K(γ | E ′)→ K(γ | E)→ K(γ | E ′′)→ 0 (5.2.3)

tam dizisi elde edilir.

Teorem 5.2.3. [1, Theorem 2, §8.3] γ1, . . . γs, R halkasının elemanları ve
0 → E ′ → E → E ′′ → 0, R–modüllerin bir tam dizisi olsun. O zaman E ′,E ve E ′′

modüllerinin γ1, . . . , γs elemanlarına göre Koszul komplekslerinin homoloji modülleri

0→ HsK(γ | E ′)→ HsK(γ | E)→ HsK(γ | E ′′)→ · · · → HµK(γ | E ′)→ HµK(γ | E)

→ HµK(γ | E ′′)→ Hµ−1K(γ | E ′)→ Hµ−1K(γ | E)→ Hµ−1K(γ | E ′′)→ · · ·

→ H0K(γ | E ′)→ H0K(γ | E)→ H0K(γ | E ′′)→ 0

tam dizisi ile bağlıdır.

Kanıt. 0 → E ′ → E → E
′′ → 0 tam dizisi ile 5.2.3 tam dizisi elde edilebilir. Şimdi

eğer 5.2.3 dizisinin tam homoloji dizisi ele alınıp Hs+1K(γ | E ′′) ve H−1K(γ | E ′)
modüllerinin sıfır modülü olduğu da göz önüne alınırsa o zaman teoremin ifadesindeki
tam dizi elde edilir.

Şimdi E bir R–modül ve γ1, . . . , γs, R’nin elemanları olsun. 1 ≤ j ≤ s olacak şekilde
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bir j tamsayısı alınsın. Her µ tamsayısı için R–modüllerin bir

σ(j)
µ : Kµ(γ | E)→ Kµ+1(γ | E) (5.2.4)

homomorfizması tanımlanabilir. 0 ≤ µ < s değerleri için ve e ∈ E, 1 ≤ i1 < . . . < iµ ≤ s

olmak üzere
σ(j)
µ (eTi1Ti2 . . . Tiµ) (5.2.5)

değerini belirlemek yeterlidir. Burada iki olasılık vardır:

1. j /∈ {i1, . . . , iµ} ve

2. j ∈ {i1, . . . , iµ}’dir.

O halde (1) durumunda ν, {i1, . . . , iµ} kümesinde j’den daha küçük olan tamsayıların
sayısı olsun. O zaman

σ(j)
µ (eTi1Ti2 . . . Tiµ) = (−1)(ν)eTi1 . . . TiνTjTiν+1 . . . Tiµ (5.2.6)

olsun. (2) durumunda
σ(j)
µ (eTi1Ti2 . . . Tiµ) = 0

olsun. O halde 5.2.4 homomorfizmaları tanımlı olur. Bu homomorfizmaların önemini
aşağıdaki lemmada daha iyi anlaşılacaktır.

Lemma 5.2.4. µ keyfi bir tamsayı olmak üzere xµ, Kµ(γ1···s | E) modülünün bir ele-
manı olsun. O zaman

dµ+1σ
(j)
µ (xµ) = γjxµ − σ(j)

µ−1dµ(xµ) (5.2.7)

olur.

Kanıt. µ > s ya da µ < 0 iken Kµ(γ | E) = 0 olacağından bu durumlarda xµ = 0 olur.
Dolayısıyla 5.2.7 eşitliği doğrudur. O halde 0 ≤ µ < s ve xµ = eTi1Ti2 ...Tiµolsun. Bura-
daki notasyonlar 5.2.5 ifadesindeki notasyonlar ile aynıdır. İlk olarak j /∈ {i1, i2, ..., iµ}
alınsın ve v bu kümedeki j’den daha küçük olan elemanların sayısı olsun. O zaman

dµ(xµ) =
v∑
p=1

(−1)p−1γipeTi1 ...T̂ip ...Tiµ +
µ∑

q=v+1
(−1)q−1γiqeTi1 ...T̂iq ...Tiµ

olur. Dolayısıyla

σ
(j)
µ−1dµ(xµ) = (−1)v−1

v∑
p=1

(−1)p−1γipeTi1 ...T̂ip ...Tj...Tiµ

+ (−1)v
µ∑

q=v+1
(−1)q−1γiqeTi1 ...Tj...T̂iq ...Tiµ
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elde edilir. Bu nedenle

γjxµ − σ(j)
µ−1dµ(xµ) = (−1)v

v∑
p=1

(−1)p−1γipeTi1 ...T̂ip ...Tj...Tiµ + (−1)v(−1)vγjeTi1 ...T̂j...Tiµ

+ (−1)v
µ∑

q=v+1
(−1)qγiqeTi1 ...Tj...T̂iq ...Tiµ

= (−1)νdµ+1(eTi1 . . . TiνTjTiν+1 . . . Tiµ) = dµ+1σ
(j)
µ (xµ)

olur. Şimdi j ∈ {i1, i2, ....iµ} ve j = it olsun. O zaman

σ
(j)
µ−1dµ(xµ) = σ

(j)
µ−1(

µ∑
p=1

(−1)p−1γipeTi1 ...T̂ip ...Tiµ)

= σ
(j)
µ−1((−1)t−1γiteTi1 ...T̂it ...Tiµ)

= (−1)t−1(−1)t−1γiteTi1 ...Tit ...Tiµ

= γjxµ

elde edilir. O halde γjxµ− σ(j)
µ−1dµ(xµ) = 0 olur. Geriye sadece µ = s durumu kalır. Bu

durum için de son paragraftaki prosedür tekrarlanır.

Teorem 5.2.5. E bir R–modül, γ1, . . . , γs, R halkasının elemanları ve
A = γ1R + · · · + γsR olsun. O zaman A ideali E modülünün γ1, . . . , γs elemanlarına
göre Koszul komplekslerinin tüm homoloji modüllerini sıfırlar.

Kanıt. A ⊆ (0 :E HµK(γ1···s | E)) olduğu gösterilecektir. Bu nedenle her 1 ≤ i ≤ s için
γi ∈ (0 : HµK(γ1···s | E)) olduğunu göstermek yeterlidir. 1 ≤ j ≤ s için γj keyfi bir
eleman ve ζµ ∈ HµK(γ1···s | E) olsun. γjζµ = 0 olduğu gösterilirse kanıt tamamlanmış
olur. Şimdi ζµ için dµ(xµ) = 0 olacak şekilde bir xµ ∈ Kµ(γ1···s | E) alınsın. Lemma 5.2.4
gereğince γjxµ = dµ+1σ

(j)
µ (xµ) olur. Buradan γjxµ ∈ Im dµ+1 elde edilir. Dolayısıyla

γjxµ elemanının K(γ1···s | E) modülünün bir µ–sınırı olduğu söylenebilir. Buradan
γjxµ, HµK(γ1···s | E) modülünün 0 elemanını temsil eder. Dolayısıyla γjζµ = 0 olur.
Böylece kanıt tamamlanır.

Sonuç 5.2.6. E bir R–modül ve γ1, . . . , γs, R halkasının elemanları olsun. Eğer
γ1R + · · · + γsR = R ise o zaman E modülünün, γ1, . . . , γs elemanlarına göre Kos-
zul komplekslerinin tüm HµK(γ1···s | E) homoloji modülleri sıfırdır.

Kanıt. Teorem 5.2.5 ile A = R ⊆ (0 :E HµK(γ1···s | E)) ⊆ R dolayısıyla
R = (0 :E HK(γ1···s | E)) olur. R birimli olduğundan 1 ∈ R dolayısıyla da
1HµK(γ1···s | E) = 0 olur µ tamsayısı keyfi alındığı için sonuç gösterilmiş olur.

Şimdi E bir R–modül ve s ≥ 1 olmak üzere γ1, γ2, ..., γs, R halkasının elemanları
olsun. O halde Kµ(γ1···s−1 | E) ≤K K(γ1···s | E) olur. Bunu göstermek için aşağıdaki
iki durum gösterilmelidir:
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1. her µ için Kµ(γ1···s−1 | E) ≤ Kµ(γ1···s | E)’dir.

2. her 1 ≤ µ ≤ s için iµ içerim dönüşümü olmak üzere

Kµ(γ1···s−1 | E)
d
′
µ //

iµ
��

Kµ−1(γ1···s−1 | E)
iµ−1

��
Kµ(γ1···s | E) dµ // Kµ−1(γ1···s | E)

diyagramı değişmelidir.
(1) durumu açıktır. (2)’yi göstermek için iµ−1d

′
µ = dµiµ olduğu gösterilmelidir.

iµ−1d
′

µ(eTi1 ...Tiµ) = iµ−1(
µ∑
p=1

(−1)p−1γipeTi1 ...T̂ip ...Tiµ)

=
µ∑
p=1

(−1)p−1γipeTi1 ...T̂ip ...Tiµ

ve

dµiµ(eTi1 ...Tiµ) = dµ(eTi1 ...Tiµ)

=
µ∑
p=1

(−1)p−1γipeTi1 ...T̂ip ...Tiµ

olduğundan (2)’yi elde edilir. BöyleceKµ(γ1···s−1 | E),K(γ1···s | E)’nin bir alt kompleksi
olur.

Ayrıca her µ için

0→ Kµ(γ1···s−1 | E) fµ−→Kµ(γ1···s | E) gµ−→Kµ−1(γ1···s−1 | E)→ 0

dizisi tamdır. Burada fµ içerim dönüşümü ve gµ de

gµ(eTi1 ...Tiµ) =

0 , iµ < s

eTi1 ...Tiµ , iµ = s

dönüşümüdür. ker gµ = {∑1≤i1<...<iµ≤s ei1...iµTi1 ...Tiµ : ei1...iµ ∈ E} = Im fµ ve fµ içerim
dönüşümü dolayısıyla birebir, gµ dönüşümü de örten olduğu için dizi tam olur.

Şimdi

Kµ(γ1···s | E) gµ //

dµ
��

Kµ−1(γ1···s−1 | E)
d
′
µ−1
��

Kµ−1(γ1···s | E) gµ−1 // Kµ−2(γ1···s−1 | E)
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diyagramları değişmelidir. Xµ = Kµ−1(γ1···s−1 | E) olsun. d′µ−1 : Xµ → Xµ−1 sınır
homomorfizmaları diyagramdaki gibi olsun. O zaman X bir komplekstir. Ayrıca fµ ve
gµ dönüşümleri K(γ1···s−1 | E) → K(γ1···s | E) ve K(γ1···s | E) → X dönüşümlerini
verir. 0 → K(γ1···s−1 | E) f−→ K(γ1···s | E) g−→ X → 0 komplekslerin bir tam dizisi olur.
Hµ(X) = Hµ−1K(γ1···s−1 | E)’dir.

Önerme 5.2.7. E bir R– modül ve s ≥ 1 olmak üzere γ1, . . . , γs, R–halkasının ele-
manları olsun. O zaman K(γ1···s | E) Koszul komplekslerinin homoloji modülleri

· · · → Hµ+1K(γ1···s−1 | E)→ Hµ+1K(γ1···s | E)→ HµK(γ1···s−1 | E)→ HµK(γ1···s−1 | E)

→ HµK(γ1···s | E)→ Hµ−1K(γ1···s−1 | E)→ · · ·

tam dizisi boyunca bağlıdır. Ayrıca 4 : HµK(γ1...s−1 | E)→ HµK(γ1···s−1 | E) bağlantı
homomorfizması (−1)µγs ile çarpmadan oluşur.

Kanıt. 0 → K(γ1···s−1 | E) → K(γ1···s | E) → X → 0 tam dizisinden homoloji
modüllerin tam dizisi elde edilebilir. Ayrıca HµK(X) = Hµ−1K(γ1···s−1 | E) olduğu
da göz önüne alınırsa önermenin ilk iddası gösterilmiş olur. Şimdi 4 bağlantı ho-
morfizması ele alınsın. ζµ+1 ∈ Hµ+1(X) = HµK(γ1···s−1 | E) olsun. O zaman ζµ+1,
Xµ+1 = Kµ(γ1···s−1 | E) modülünün bir elemanı ile temsil edilir. Bu eleman

xµ+1 =
∑

1≤i1<...<iµ≤s−1
ei1i2...iµTi1 ...Tiµ

olsun. O halde xµ+1 ∈ ker d′µ olduğundan d′µ(xµ+1) = 0 olur. Buradan

∑
1≤i1<...<iµ≤s−1

µ∑
p=1

(−1)p−1γipei1i2...iµTi1 ...T̂ip ...Tiµ = 0

elde edilir.

0→ Kµ+1(γ1···s−1 | E)fµ+1
−−−→Kµ+1(γ1···s | E)gµ+1

−−−→Kµ(γ1···s−1 | E)→ 0

dizisi tam ve xµ+1 ∈ Kµ(γ1···s−1 | E) olduğundan xµ+1 = gµ+1(yµ+1) olacak şekilde

yµ+1 =
∑

1≤i1...<iµ≤s−1
ei1...iµTi1 ...TµTs
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vardır. O halde

dµ+1(yµ+1) =
∑

1≤i1<...<iµ≤s−1

µ+1∑
p=1

(−1)p−1γipei1...iµTi1 ...T̂ip ...TiµTs

=
∑

1≤i1<...<iµ≤s−1

µ∑
p=1

(−1)p−1γipei1...iµTi1 ...T̂ip ...TiµTs

+ (−1)µγs
∑

1≤i1<...<iµ≤s−1
ei1...iµTi1 ...TiµT̂s

= (−1)µγsxµ+1

= fµ((−1)µγsxµ+1)

elde edilir. Bu nedenle 4(ζµ+1), (−1)µγsxµ+1 elemanının HµK(γ1, γ2, ..., γs−1 | E) bö-
lüm modülündeki görüntüsüdür. 4(ζµ+1) = (−1)µγsζµ+1’dir. Böylece kanıt tamamla-
nır.

Son olarak bir sonuç daha ele alınacaktır. Böylece Koszul kompleksleri ile daha önce
yapılan gözlemler ile ilişkilendirilecektir. (0 :E γs) = 0 (ya da denk olarak γs sıfır bölen
değil) iken K(γ1···s | E) modülünün homoloji modülleri ile ilgilenilecektir. K(γ1···s | E)
kompleksinde γs yerine R halkasının birim elemanını alarak K(γ1···s−1, 1 | E) kompleksi
oluşturulsun. Bu iki kompleks aynı bileşenlere sahiptir. Her iki durumda da µ. bileşen⊕

1≤i1<...<iµ≤sETi1 ...Tiµ olur.
Şimdi fµ : Kµ(γ1···s | E)→ Kµ(γ1···s−1, 1 | E),

fµ(eTi1 ...Tiµ) =

γseTi1 ...Tiµ , (iµ = s)

eTi1 ...Tiµ , (iµ < s)

homomorfizma olsun.γs, E üzerinde sıfır bölen olmadığı için fµ bir monomorfizmadır.
Ayrıca bu varsayım olmasa da

Kµ(γ1···s | E) fµ //

dµ
��

Kµ(γ1···s−1, 1 | E)
d
′
µ
��

Kµ−1(γ1···s | E) fµ−1// Kµ−1(γ1···s−1, 1 | E)

diyagramı değişmeli olur. Bu nedenle fµ, f : K(γ1···s | E) → K(γ1···s−1, 1 | E) komp-
lekslerinin bir dönüşümünü oluşturur.

E = E/γsE ve her e ∈ E için e, e elemanının E’deki görüntüsü olsun. Şimdi

Xµ =
⊕

1≤i1<...<iµ−1≤s−1
ETi1 ...Tiµ−1 = Kµ−1(γ1···s−1 | E)
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ve δµ : X → Xµ−1 homomorfizması

δµ(eTi1 ...Tiµ−1) =
µ−1∑
p=1

(−1)p−1γipeTi1 ...T̂ip ...Tiµ−1

şeklinde tanımlansın. O zaman · · · → Xµ+1
δµ+1−−→ Xµ

δµ−→ Xµ−1 → · · · kompleks
olur. K(γ1···s−1 | E) = X’dir. dµ−1dµ = 0 olduğu daha önce gösterilmişti. Dolayısıyla
δµ−1δµ = 0 olduğu da benzer şekilde gösterilebilir. Bu nedenleHµ(X) = Hµ−1K(γ1···s−1 |
E) ’dir. Her µ için gµ : Kµ(γ1···s−1, 1 | E)→ Xµhomomorfizmaları

gµ(eTi1 ...Tiµ) =

0 , (iµ < s)

eTi1 ...Tiµ−1 , (iµ = s)

olacak şekilde alınsın. O halde gµ bir epimorfizmadır ve ker gµ = Im fµ olur. Buradan

K(γ1···s−1, 1 | E)gµ //

dµ
��

Xµ

δµ−1
��

Kµ−1(γ1···s−1, 1 | E)gµ−1 // Xµ−1

diyagramı değişmelidir. Bu nedenle, gµ, g : K(γ1···s−1, 1 | E)→ X kompleksleri arasında
bir dönüşüm oluşturur. Son olarak eğer γs, E üzerinde bir sıfır bölen değil ise o zaman
0→ K(γ1···s | E) f−→ K(γ1···s, 1 | E) g−→ X → 0 komplekslerin bir tam dizisi olur.

Teorem 5.2.8. [1, Theorem 4, §8.4] E bir R– modül ve s ≥ 1 için γ1, . . . , γs, R
halkasının elemanları olsun. Eğer şimdi γs, E–üzerinde bir sıfır bölen değil ise o zaman
her µ için

HµK (γ1···s | E) ≈ HµK (γ1···s−1 | E/γsE)

R–modül izomorfizması vardır.

Kanıt. Eğer 0→ K (γ1···s | E) f−→ K (γ1···s−1, 1 | E) g−→ X → 0 tam dizisinden her µ için

Hµ+1K (γ1···s−1, 1 | E)→ H (X)→ HµK (γ1···s | E)→ HµK (γ1···s−1, 1 | E)

tam dizisi elde edilebilir. Ancak Sonuç 5.2.6 gereğince Hµ+1K (γ1···s−1, 1 | E) ve
HµK (γ1···s−1, 1 | E) sıfır modülleri olur. Dolayısıyla da Hµ+1 (X) ≈ HµK (γ1···s | E)
olur. Burada

HµK
(
γ1···s−1 | E

)
= Hµ+1 (X)

olduğundan istenen sonuç elde edilir.

Tanım 5.2.9. E bir R–modül ve α1, . . . , αs ∈ R olsun. O halde eğer
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1. E 6= (α1, . . . , αs)E ve

2. her 1 ≤ i ≤ s için αi, E/ (α1, . . . , αi−1)E üzerinde bir sıfır bölen değil ise

o zaman α1, . . . , αs elemanlarına bir E–dizisi denir.

Tanım 5.2.10. I, R halkasının bir ideali, E bir R–modül ve α1, . . . , αs bir E–dizisi
olsun. Eğer

1. her 1 ≤ i ≤ s için αi ∈ I ve

2. her β ∈ I için α1, . . . , αs, β dizisi bir E–dizisi değil ise

o zaman α1, . . . , αs dizisine I’da bir maksimal E–dizisi denir.

Önerme 5.2.11. I, R halkasının bir ideali, E bir Noether R–modül ve IE 6= E olsun.
O zaman I’daki her E–dizisi, I’da bir maksimal E–dizisine genişletilebilir.

Kanıt. α1, . . . , αs, I’da bir E–dizisi olsun. Eğer α1, . . . , αs dizisi I’da bir maksimal
E–dizisi ise o zaman aranılan genişleme dizinin kendisi olur. Bu nedenle α1, . . . , αs dizisi
I’da bir maksimal E–dizisi olmasın. O halde E/(α1, . . . , αs)E, R–modülü üzerinde sıfır
bölen olmayan bir αs+1 ∈ I vardır. Eğer α1, . . . , αs, αs+1 dizisi I’da maksimal değilse
o zaman E/(α1, . . . , αs, αs+1), R–modülü üzerinde sıfır bölen olmayan bir αs+2 ∈ I

elemanı vardır. Bu şekilde devam ederek I’nın elemanlarının, α1, . . . , αi dizisi I’da bir
maksimal E–dizisi olacak şekilde, bir α1, α2, . . . , αs, αs+1, . . . , αn dizisi olur. Buradan
E’nin alt modüllerinin öz olarak artan bi

(α1)E ⊂ (α1, α2)E ⊂ . . . ⊂ (α1, . . . , αn)E ⊂ . . .

dizisi elde edilir. E, Noether olduğundan α1, . . . , αs, αs+1, . . . , αn, . . . dizisi sonlu olma-
lıdır. Dolayısıyla bu dizi I’da maksimal bir dizi olur. Böylece kanıt tamamlanır.

Teorem 5.2.12. [9, Theorem 1.7] R bir Noether halka ve E sonlu üretilmiş bir R–modül
olsun. R’nin JE 6= E olacak şekilde bir J ideali alınsın. Ayrıca γ1, . . . , γs, J ’de bir mak-
simal E–dizisi ve L = (β1, . . . , βn) ⊆ J ideali, bir k > 0 tamsayısı için Jk ⊆ L+AnnRE
olacak şekilde alınsın. O zaman q, HqK(β1···n | E) 6= 0 koşulunu sağlayan en büyük
tamsayı olmak üzere s+ q = n olur.

Ayrıca eğer J ⊂ L ⊂ AnnRE ise o zaman

HqK(β1···n | E) ≈ ((γ1, . . . , γs)E :E L) /(γ1, . . . , γs)E

olur.

Kanıt. AnnRE ve L idealleri HK(β1···n | E) modülünü sıfırladığından bunların top-
lamı da aynı modülü sıfırlar. Dolayısıyla Jk ⊆ L + AnnRE olduğundan Jk ideali de
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HK(β1···n | E) modülünü sıfırlayacaktır.Bu nedenle J ’nin her elemanı, her
HpK(β1···n | E) modülü için bir sıfır bölen olur. s üzerine tümevarım uygulanacak-
tır. s = 0 ise J ’nin her elemanı dolayısıyla L’nin her elemanı E modülünün bir sıfır
bölenidir. Bu nedenle Teorem 1.4.14 ile

HnK(β1···n | E) = (0 :E L) 6= 0

olur.
Şimdi s = t ≥ 0 için hipotez doğru olsun ve s = t+ 1 için doğru olduğu gösterilsin.
İddia: γ2, . . . , γs, J ’de bir maksimal (E/γ1E)–dizisidir: β ∈ J olmak üzere γ2, . . . , γs, β,

J ’de bir (E/γ1E)–dizisi olsun ve γ1, . . . , γs, β, J ’de bir E–dizisi olmasın. O halde y,
E/(γ1, . . . , γs)E’de bir sıfır bölendir. Ancak

E/γ1E

(γ1, . . . , γs)E/γ1E
= E/γ1E

(γ1, . . . , γs) (E/γ1E)

olduğundan çelişki elde edilir. Dolayısıyla iddia doğrudur.
Bu nedenle tümevarım hipotezi E/γ1E için doğru olur.

0→ E
γ1−→ E → E/γ1E → 0

tam dizisinden

0→ Hq+1K (y1···n | (E/γ1E))→ HqK (y1···n | E) γ1−→ HqK (y1···n | E)

tam dizisi elde edilir. γ1 ∈ J olduğundan γk1 ∈ Jk olur. Diğer taraftan Jk ⊆ L+AnnRE,
L ve AnnRK ,HqK(β1···n | E)’yi sıfırladığından γ1 de bu modülü sıfırlar. Dolayısıyla
γ1, HqK(β1···n | E)’nin bir sıfır bölenidir. Buradan

γk1 = γ1. γ
k−1
1 . HqK(β1···n | E) = 0

olacağından γ1 ile çarpma işleminin birebir olmadığı elde edilir. Bu nedenle
Hq+1K (β1···n | E/γ1E) 6= 0 olur. p > q + 1 için HpK (β1···n | E/γ1E) = 0 olur. Bu
nedenle s + q = t + (q + 1) = n elde edilir. Eğer J ⊆ L + AnnRE ise o zaman
x1HqK(β1···n | E) = 0 olur. Buradan

Hq+2K(β1···n | E)→ Hq+1K (β1···n | (E/γ1E))→ HqK(β1···n | E) γ1−→ HqK/(β1···n | E)

tam dizisi ele alınsın. Hq+2K(β1···n | E) = 0 ve daha önce elde ettiğimiz
αxHqK(β1···n | E) = 0 eşitliği ile

Hq+1K (β1...n | E/γ1E) ≈ HqK (β1···n | E)
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olur. Yine s üzerine tümevarım yaparak

HqK(β1···n | E) ≈ Hq+1K (β1···n | E/γ1E)

≈ ((γ1, . . . , γs)E/γ1E :E L)
(γ2, . . . , γs)E/γ1E

≈ ((γ1, . . . , γs)E :E L)
(γ1, . . . , γs)E

elde edilir.

Sonuç 5.2.13. [9, Corollary 1.8] R bir Noether halka, E sonlu üretilmiş bir R–modül
olsun. R’nin bir J idealini alalım. O zaman J ’deki bütün maksimal E–dizilerinin uzun-
lukları aynı olur. Eğer bir K ideali J ⊆ K + AnnRE ve K ⊆ J olacak şekilde alınırsa
o zaman

((γ1, . . . , γk)E :E K) /(γ1 . . . , γk)E ≈
(
(γ′1, . . . , γ

′

k)E :E K
)
/(γ′1, . . . , γ

′

k)E

elde edilir. Burada γ1, . . . , γk ve γ
′
1, . . . , γ

′
k dizileri J ’de herhangi iki maksimal E–dizisidir.

Kanıt. R halkası Noether olduğundan J ideali sonlu üretilmiştir. O halde J = (β1, . . . , βn)
olacak şekilde 1 ≤ i ≤ n için yi ∈ J vardır. Teorem 5.2.12 γ1, . . . , γs ve γ

′
1, . . . , γ

′
s mak-

simal E–dizilerine uygulanacaktır. Ayrıca q’nun, s + q = n olacak şekildeki en büyük
tamsayı olduğu da göz önüne alınırsa

HqK(β1...n | E) ≈ ((γ1, . . . , γs)E :E K) /(γ1, . . . , γs)E

ve
HqK (β1...n | E) ≈

(
(γ′1, . . . , γ

′

s)E :E K
)
/(γ′1, . . . , γ

′

s)E

olur. Böylece istenen elde edilir.

Açıklama. E bir Noether R–modül, R’nin bir B ideali için BE 6= E ve γ1, . . . , γs,
B ideali içinde bir maksimal E–dizisi olsun. Bu durumda γ1, . . . , γs elemanlarının
R/AnnRE içindeki doğal görüntüleri γ1, . . . , γs, (B + AnnRE)/AnnRE içinde bir
maksimal E–dizisi olur. Dolayısıyla Sonuç 5.2.13, E modülü Noether R–modül olarak
alınınca da verilebilir.

Tanım 5.2.14. R bir Noether halka ve E sonlu üretilmiş bir R–modül ve A, R’nin bir
ideali olsun. A’ daki E–dizilerinin uzunluklarının supremumuna E ’nin A–yan boyutu
denir ve A–codim(E) ile gösterilir. Bu değer sonludur ya da +∞ olur.

Eğer AE 6= E ise o zaman E’nin A–yan boyutu sonludur ve A’daki bütün maksimal
E–dizileri aynı uzunluğa sahiptir.
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Sonuç 5.2.15. R bir halka, E bir Noether R–modül olsun. AE 6= E olmak üzere R’nin
sonlu üretilmiş bir A ideali alınsın ve s = A–codim(E) olsun. Eğer A = (γ1, . . . , γn)
ise o zaman Hn−sK(γ1···n | E) 6= 0 ve her µ > n− s için HµK(γ1···n | E) = 0 olur.

Sonuç 5.2.16. [1, Theorem 7, §8.5] R bir halka, E bir R–modül ve s ≥ 0 olmak
üzere γ1, . . . , γs, R– halkasının elemanları olsun. Ayrıca her i (1 ≤ i ≤ s) için γi

elemanı E/ (γ1E + · · ·+ γi−1E) üzerinde sıfır bölen olmasın. O zaman her µ 6= 0 için
HµK (γ1···s | E) = 0 olur.

Kanıt. s üzerine tümevarım uygulanacaktır. İlk olarak s = 0 olsun. s = 0 için K(. | E)
· · · → 0→→ 0→ E → 0→ 0→ · · · olduğundan her µ 6= 0 için Kµ(. | E) = 0 dolayı-
sıyla da her µ 6= 0 için HµK(. | E) = 0 olur. Şimdi s ≥ 1 ve s tamsayısından küçük her
değer için teorem doğru olsun ve s için doğru olduğu gösterilsin. O zaman her µ için
HµK (γ1···s | E) ≈ HµK (γ2···s, γ1 | E) ≈ HµK (γ2 | E/γ1E) olduğu söylenebilir. Fakat
eğer E = E/γ1E ise o zaman 2 ≤ i ≤ s için
γi E/(γ2E+ ...+γi−1E) üzerinde bir sıfır bölen değildir. Bu nedenle tümevarım hipote-
zinden her µ 6= 0 içinHµK (γ2, ..., γs | E/γ1E) = 0 veHµK (γ1···s | E) ≈ HµK (γ2···s | E/γ1E)
olduğundan da her µ 6= 0 için 0 = HµK (γ1···s | E) elde edilir.

Lemma 5.2.17. R bir halka, E bir Noether R–modül ve γ1, . . . γs, R’nin elemanları
olsun. Eğer γs, R’nin Jacobson radikalinde ve HpK(γ1···s−1, γs | E) = 0 ise o zaman
HpK(γ1···s−1 | E) = 0 olur.

Kanıt. Önerme 5.2.7 gereğince

HpK(γ1···s−1 | E)→ HpK(γ1···s−1 | E)→ HpK(γ1···s−1, γs | E)

tam dizisi vardır. Burada ilk dönüşüm (−1)pγs ile çarpma dönüşümüdür. O halde
HpK(γ1···s−1, γs | E) = 0 olduğundan yukarıdaki dizinin tamlığı ile

HpK(γ1···s−1 | E) = γsHpK(γ1···s−1 | E)

elde edilir. Sonuç olarak

HpK(γ1···s−1 | E) =
∞⋂
n=1

(γs)nHpK(γ1···s−1 | E)

yazılabilir. HpK(γ1···s−1 | E)’in E modülünün sonlu sayıda dik toplamının bir bölüm
modülü olduğu bilinmektedir. Dolayısıyla HpK(γ1···s−1 | E) bir Noether R–modüldür.
O halde HpK(γ1···s | E) = 0 elde edilir.

Teorem 5.2.18. [9, Proposition 2.8] R bir halka, E bir Noether R–modül ve m, R’nin
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Jacobson radikali olsun. Ayrıca s ≥ 1 için m’nin γ1, . . . , γs elemanları alınsın. O zaman
aşağıdaki durumlar denktir :

1. γ1, . . . , γs bir E–dizisidir.

2. her p > 0 için HpK(γ1···s | E) = 0’dır.

3. H1K(γ1···s | E) = 0 olur.

Kanıt. Sonuç 5.2.16 ile (1) ⇒ (2) ve (2) ⇒ (3) sağlanır. Dolayısıyla geriye (3) ⇒ (1)
olduğunu göstermek kalır. Bunun için s üzerine tümevarım uygulanacaktır. s = 1
olsun. Bu durumda kabulden H1K(γ1 | E) = 0 olur. Ayrıca H1K(γ1 | E) = (0 :E γ1)
olduğundan (0 :E γ1) = 0 olur. Bu ise γ1’in E’de bir sıfır bölen olmadığını ve dolayısıyla
E–dizisi olduğunu söyler. Şimdi s > 1 ve s−1 eleman içeren durumlarda hipotez doğru
olsun. Lemma 5.2.17 H1K(γ1···s | E) modülüne uygulanarak her i = 1, 2, . . . , s için
H1K(γ1···i | E) modüllerinin sıfır olduğu elde edilir. Daha açık olarak H1K(γ1 | E) = 0
iken γ1, E üzerinde bir sıfır bölen değildir. O zaman E = E/γ1E olmak üzere, Sonuç
5.2.2 ve Teorem 5.2.8 ile

H1K(γ1···s | E) ≈ H1K(γ2···s, γ1 | E) ≈ H1K(γ2···s | E)

izomorfizmaları vardır. Bu nedenle H1K(γ2···s | E) = 0 ve buradan tümevarım hipotezi
ile 2 ≤ i ≤ s için γi’ler E/(γ2E + · · · + γi−1E) üzerinde sıfır bölen olmaz. Ayrıca
E/(γ2E + · · ·+ γi−1E) ≈ E/(γ1E + γ2E + · · ·+ γi−1E) olduğundan γ1, . . . , γs dizisinin
bir E–dizisi olduğu elde edilir.

Sonuç 5.2.19. R bir halka ve E bir Noether R–modül olsun. Eğer γ1, . . . , γs bir
E–dizisi ve π, {1, . . . , s}’in herhangi bir permütasyonu ise o zaman γπ(1), . . . , γπ(s) de
bir E–dizisidir.

Sonuç 5.2.2 gereğince HpK(γ1···s | E) ≈ HpK(γπ(1)···π(s) | E) izomorfizması vardır.
Dolayısıyla Önerme 5.2.18 ile γπ(1), . . . , γπ(s)’nin bir E–dizisi olduğu elde edilir.

5.3 Koszul Komplekslerin Çokkatlılık Teorisi İle
Bağlantısı

Koszul kompleksler eR(γ1, . . . , γs | E) çokkatlılık sembolü için yeni bir tanım vermede
kullanılabilir. Ancak bunun için önce bazı lemma ve önteoremler ele alınmalıdır.

Lemma 5.3.1. E bir Noether R–modül ve γ1, . . . , γs, E üzerinde bir çokkatlı sistem
olsun. O zaman her HµK(γ1···s | E), R–modülü sonlu uzunluğa sahiptir.
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Kanıt. Her µ için Kµ(γ1···s | E) modülü sonlu sayıda E’nin diktoplamıdır. Bu yüz-
den Noetherdir ve γ1, . . . , γs bir çokkatlı sistem olarak alınabilir. HµK(γ1···s | E),
Kµ(γ1···s | E) modülünün bir bölümmodülü olduğundan Önerme 3.1.4 gereğince γ1, . . . , γs

HµK(γ1···s | E) üzerinde bir çokkatlı sistem olur. Ancak Teorem 5.2.5 ile her 1 ≤ i ≤ s

için γi, HµK(γ1···s | E) modülünü sıfırlar. Dolayısıyla

lR

(
HµK(γ1...s | E)

γ1HµK(γ1...s|E) + · · ·+ γsHµK(γ1...s | E)

)
<∞

olur. Buradan lR(HµK(γ1···s | E)) <∞ elde edilir. Böylece kanıt tamamlanır

E bir Noether R–modül ve (s ≥ 0) olmak üzere γ1, . . . , γs, E üzerinde bir çok-
katlı sistem olsun. Lemma 5.3.1 gereğince her HµK(γ1···s | E) homoloji modülü sonlu
uzunluğa sahiptir. Bu yüzden

χR(γ1, . . . , γs | E) =
∑
µ

(−1)µlR{HµK(γ1···s | E)}

yazılabilir. Aslında µ > s ya da µ < 0 iken toplam sıfır olacağı için yukarıdaki toplam
sonludur.

χR(γ1, . . . , γs | E) = eR(γ1, . . . , γs | E)

olduğu gösterilebilir. s = 0 için χR(. | E) = lR(E) = eR(. | E) olduğundan bu durumda
yukarıdaki eşitlik sağlanır. Şimdi s–üzerine tümevarım uygulanarak genel sonuç ka-
nıtlanacaktır. Ancak öncesinde terminoloji ile ilgili bazı bilgiler verilsin. (X, d), bütün
bileşen modülleri sonlu uzunluğa sahip ve en fazla sonlu tanesi sıfırdan farklı olan,
R–modüllerin bir kompleksi olsun. O zaman ∑µ(−1)µlR(Xµ) iyi tanımlıdır ve buna X
’in Euler-Poincare karakteristiği denir. Koszul kompleks durumunda HµK (γ1···s | E)
homoloji modülleri dışında sınır homomorfizmaları 0 dönüşümü olan komplekse
K (γ1···s | E) modülünün homoloji kompleksi denir.

Şimdi eR(γ1, . . . , γs | E) çokkatlılık sembolünün K (γ1···s | E) modülünün homoloji
kompleksinin Euler-Poincare karakteristiğine eşit olduğu gösterilsin. Bunu için önce iki
lemma kanıtlanmalıdır.

Lemma 5.3.2. 0 → E ′ → E → E
′′ → 0 Noether R–modüllerin bir tam dizisi ve

γ1, . . . , γs, dizinin her terimi için bir çokkatlı sistem olsun. O zaman

χR(γ1, . . . , γs | E) = χR(γ1, . . . , γs | E ′) + χR(γ1, . . . , γs | E
′′)

olur.
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Kanıt. Lemma 5.3.1 ile

0→ HsK(γ | E ′)→ HsK(γ | E)→ HsK(γ | E ′′)→ · · ·

→ HµK(γ | E ′)→ HµK(γ | E)→ HµK(γ | E ′′)→ Hµ−1K(γ | E ′)

→ Hµ−1K(γ | E)→ HµK(γ | E ′′)→ · · · → H0K(γ | E ′)→ H0K(γ | E)→ H0K(γ | E ′′)→ 0

tam dizisindeki tüm modüllerin sonlu uzunluğa sahip olduğu söylenebilir. Bu diziye
Teorem 1.1.17 uygulanırsa

χR(γ1, . . . , γs | E) = χR(γ1, . . . , γs | E ′) + χR(γ1, . . . γs | E
′′)

elde edilir.

Lemma 5.3.3. E bir Noether R– modül ve γ1, . . . , γs, E üzerinde bir çokkatlı sistem
olsun. Eğer m > 0 iken γms E = 0 ise o zaman χR(γ1, . . . , γs | E) = 0 olur.

Kanıt. γ1, . . . , γs−1, γs, E üzerinde bir çokkatlı sistem olduğundan γ1, . . . , γs−1, γ
m
s dizisi

de bir çokkatlı sistemdir. Fakat γms , E modülünü sıfırladığı için γ1, . . . , γs−1 dizisi E
üzerinde çokkatlı sistem olur. Buradan Lemma 5.3.1 gereğince HµK(γ1···s−1 | E) ve
HµK(γ1···s | E) modülleri sonlu uzunluğa sahiptir. Bu yüzden Teorem 1.1.17

· · · → Hµ+1K(γ1···s−1 | E)→ Hµ+1K(γ1···s | E)→ HµK(γ1···s−1 | E)→ HµK(γ1···s−1 | E)

→ HµK(γ1···s | E)→ Hµ−1K(γ1···s−1 | E)→ Hµ−1K(γ1···s−1 | E)→ · · ·

tam dizisine uygulanırsa

s∑
µ=0

(−1)µlR(HµK(γ1···s | E)) = 0

olur. Ayrıca
χR(γ1, . . . , γs | E) =

∑
µ

(−1)µlR(HµK(γ1···s | E))

olduğundan χR(γ1, . . . , γs | E) = 0 elde edilir

Bu kısımda ele alınan lemmalar sonuçlar kısmında kullanılacaktır.
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Bölüm 6

SONUÇLAR

Teorem 6.0.1. [1, Theorem 5, §8.4] E bir Noether R–modül ve γ1, . . . , γs, E üzerinde
bir çokkatlı sistem olsun. O zaman

eR(γ1, . . . , γs | E) = χR(γ1, . . . , γs | E)

olur.

Kanıt. s–üzerine tümevarım uygulanacaktır. s = 0 durumunda

eR(. | E) = lR(E) = χR(. | E)

olduğundan bu durumda teorem doğrudur. Bu yüzden s > 0 olsun ve teorem s − 1
elemanlı çokkatlı sistemler için doğru olsun. F = E/(0 :E γms ) ve m tamsayısı da γs,
F üzerinde bir sıfır bölen olmayacak şekilde yeterince büyük alınsın. Lemma 3.2.10 ile
böyle bir seçim yapılabileceği söylenebilir. O zaman Lemma 5.3.2

0→ (0 :E γms )→ E → F → 0

tam dizisine uygulanırsa

χR(γ1, . . . , γs | E) = χR(γ1, . . . , γs | (0 :E γms )) + χR(γ1, . . . , γs | F )

elde edilir.
İddia: χR(γ1, . . . , γs | E) = χR(γ1, . . . , γs | F )’dir: γms .(0 :E γms ) = 0 olduğundan

χR(γ1, . . . , γs | (0 :E γms )) = 0 elde edilir. γs, F üzerinde bir sıfır bölen olmadığı için
HµK(γ1···s) ≈ HµK (γ1···s−1 | F/γsF ), R–modül izomorfizması vardır. Buradan

χR(γ1, . . . , γs−1 | F ) = χR (γ1, . . . , γs−1 | F/γsF )
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olur. Buradan
χR(γ1, . . . , γs | E) = χR (γ1, . . . , γs−1 | F/γsF )

eşitliği elde edilir. Diğer taraftan eR (γ1, . . . , γs−1 | F/γsF ) = eR(γ1, . . . , γs | F ) olur. O
halde

eR(γ1, . . . , γs | F ) = eR (γ1, . . . , γs−1 | F/γsF )− eR(γ1, . . . , γs−1 | (0 :E γs))

ve γs(0 :F γs) = 0 olduğundan eR(γ1, . . . , γs−1 | (0 :F γs)) = 0 olur. Dolayısıyla

eR(γ1, . . . , γs | F ) = eR (γ1, . . . , γs−1 | F/γsF )

olur. Ayrıca 0→ (0 :E γms )→ E → E/(0 :E γms )→ 0 tam dizisinden

eR(γ1, . . . , γs | E) = eR (γ1, . . . , γs | E/(0 :E γms )) + eR(γ1, . . . , γs | (0 :E γms ))

yazılabilir. Buradan γms (0 :E γms ) = 0 olduğundan eR(γ1, . . . , γs | (0 :E γms )) = 0 elde
edilir. Dolayısıyla

eR(γ1, . . . , γs | E) = eR(γ1, . . . , γs | F )

olur. Son olarak tümevarım kabülü ile

eR (γ1, . . . , γs−1 | F/γsF ) = χR (γ1, . . . , γs−1 | F/γsF )

olduğu söylenebilir. Dolayısıyla eR(γ1, . . . , γs | E) = χR(γ1, . . . , γs | E) olur.

R bir Noether halka ve E bir sonlu üretilmiş R–modül olsun. γ1, . . . , γs, E üzerinde
bir çokkatlı sistem olmak üzere I = (γ1, . . . , γs) ise o zaman her n için lR(E/InE) <∞
olacağından HSM,I(n) fonksiyonu yeterince büyük n değerleri için derecesi en fazla s
olan n’ye bağlı bir polinoma eşittir. Aşağıdaki teorem sayesindeHSM,I(n) polinomunun
εn

s

s! terimi için eR(γ1, . . . , γs | E) = ε olduğu görülebilir. Teoremin kanıtı spektral
dizilerin kullanımını gerektirdiğinden tezde kanıtı verilmeden ifade edilecektir.

Teorem 6.0.2. [9, Theorem 3.6] R bir Noether halka ve E bir sonlu üretilmiş R–modül
olsun. γ1, . . . , γs, E üzerinde bir çokkatlı sistem olmak üzere I = (γ1, . . . , γs) olsun. O
zaman yeterince büyük n değerleri için elde edilen HSM,I(n) polinomunun εn

s

s! terimi
için

eR(γ1, . . . , γs | E) = χR(γ1, . . . , γs | E) = ε

olur.

Sonuç 6.0.3. [9, Teorem 4.1] R bir yarı yerel halka, E bir sonlu üretilmiş R–modül
ve R = R/Ann(E) olsun. Ayrıca dimE = d olduğu kabul edilsin. Eğer γ1, . . . , γd, R
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halkasının bir parametreler sistemi olmak üzere I = (γ1, . . . , γd) ise o zaman

eR(γ1, . . . , γd | E) = χR(γ1, . . . , γd | E) = e(I, E)

olur.

Kanıt. γ1, . . . , γd, R halkasının bir parametreler sistemi olduğundan dimE = d olur.
Kolayca görülebilir ki γ1, . . . , γd, E üzerinde bir çokkatlı sistemdir. I = (I+AnnE)/AnnE
olsun. Buna göre her n için lR(E/In+1E) = lR(E/In+1

E) olacağından HSE,I(n) =
HSE,I(n) olur. Burada, eşitliğin sol tarafındaki Hilbert-Samuel fonksiyonu E’ninR–modül
yapısına göre tanımlanmaktadır. Dolayısıyla HSE,I(n), yeterince büyük n değerleri için
derecesi d olan bir polinomdur. Bu polinomun en yüksek dereceli terimi εnd

d! şeklindedir.
Buna göre tanımdan ε = e(I, E) elde edilir. Öte yandan

eR(γ1, . . . , γd | E) = eR(γ1, . . . , γd | E)

ve χR(γ1, . . . , γd | E) = χR(γ1, . . . , γd | E) olacağından yukarıdaki teoremden dolayı
istenilen elde edilir.

Sonuç 6.0.4. R bir yarı yerel halka ve dimR = d olsun. Eğer γ1, . . . , γd, R halkasının
bir parametreler sistemi olmak üzere I = (γ1, . . . , γd) ise o zaman

eR(γ1, . . . , γd | R) = χR(γ1, . . . , γd | R) = e(I, R)

olur.
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