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Hacettepe Üniversitesi
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2018
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Bu tezde, sınırlı bölgede, bir boyutlu kuvvetli sönümlü doğrusal olmayan

utt − utxx −
∂

∂x

(
|ux|p−2 ux

)
+ f (u) = g (x) (1)

dalga denklemi ile sınırlı olmayan bölgede, yerel sönüm terimine sahip, bir boyutlu

kuvvetli sönümlü doğrusal olmayan

utt − utxx − uxx −
∂

∂x

(
|ux|p−2 ux

)
+ a (x)ut + f (u) = g (x) (2)

dalga denkleminin uzun zaman davranışı ele alınmıştır. Bu çalışma dört bölümden

oluşmaktadır. Birinci bölümde, kuvvetli sönümlü dalga denklemlerinin uzun zaman

dinamikleri ile ilgili yapılmış çalışmalara ve tezin amacına yer verilmiştir. İkinci bölüm

ise, tezde kullanılacak temel teoremlere ve tanımlara ayrılmıştır. Üçüncü bölümde, (1)

denklemi için ele aldığımız başlangıç sınır değer probleminin iyi konulmuş bir problem

olduğu gösterilmiş ve bu problemin ürettiği yarıgrubun W 1,p
0 (0, 1)×L2 (0, 1)’de düzgün

kuvvetli yerel olmayan çekiciye sahip olduğu ispatlanmıştır. Dördüncü bölümde ise, (2)

denklemi için incelenen başlangıç değer probleminin iyi konulmuş bir problem olduğu

elde edilmiş ve bu problemin ürettiği yarıgrubun (W 1,p (R) ∩H1 (R))×L2 (R)’de zayıf

yerel çekicilere sahip olduğu gösterilmiştir.

Anahtar Kelimeler : Dalga Denklemi, p-Laplasyan, Çekiciler
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ABSTRACT

LONG-TIME BEHAVIOUR OF A QUASILINEAR

WAVE EQUATION

Zehra ŞEN

Doctor of Philosophy, Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Azer HANMEHMETLI

May 2018, 106 pages

In this thesis, we concern the long time behaviours of the one dimensional strongly

damped nonlinear wave equation

utt − utxx −
∂

∂x

(
|ux|p−2 ux

)
+ f (u) = g (x) (1)

in bounded domain and the one dimensional strongly damped nonlinear wave equation

with localized damping term

utt − utxx − uxx −
∂

∂x

(
|ux|p−2 ux

)
+ a (x)ut + f (u) = g (x) (2)

in unbounded domain. The thesis consists of four sections. In the first section, the

previous studies about the long time dynamics of the strongly damped wave equations

and the main purpose of the thesis are mentioned. Second section is devoted to the

main theorems and definitions. In the third section, we prove the well-posedness of the

initial boundary value problem for equation (1) and the existence of regular strong

global attractor in W 1,p
0 (0, 1)× L2 (0, 1) for the semigroup generated by the problem.

In the fourth section, we obtain the well-posedness of the initial value problem for

equation (2) and the existence of weak local attractors in (W 1,p (R) ∩H1 (R))×L2 (R)

for the semigroup generated by the problem.

Keywords: Wave Equation, p-Laplacian, Attractors
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TEŞEKKÜR iii
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1 GİRİŞ

Bu tezde amacımız, sınırlı bölgede, p-Laplasyan terimine sahip, bir boyutlu kuvvetli

sönümlü (strongly damped) doğrusal olmayan

utt − utxx −
∂

∂x

(
|ux|p−2 ux

)
+ f (u) = g (x) (1.1)

dalga denklemi ile sınırlı olmayan bölgede, yerel sönüm (locally damping) ve p-Laplasyan

terimlerine sahip, bir boyutlu kuvvetli sönümlü doğrusal olmayan

utt − utxx − uxx −
∂

∂x

(
|ux|p−2 ux

)
+ a (x)ut + f (u) = g (x) (1.2)

dalga denkleminin zayıf çözümlerinin uzun zaman davranışını çekiciler vasıtasıyla in-

celemektir.

Kuvvetli sönümlü dalga denklemleri, 1960’lı yıllardan bu yana incelenmektedir. Isı

iletimi, katı cisim mekaniği gibi fiziksel alanlarda önemli rol oynayan bu denklem-

ler çoğu matematikçinin ilgisini çekmiştir. Örneğin, bir ve iki boyutta, sırasıyla, ho-

mojen bir telin enine titreşiminin ve homojen bir çubuğun boyuna titreşiminin mo-

dellenmesinde karşımıza çıkan (1.1) denkleminin farklı tipleri ile ilgili birçok makale

bulunmaktadır. Son yıllarda, özellikle kuvvetli sönümlü dalga denklemlerinin uzun

zaman davranışı dikkat çekmektedir. Evrimsel denklemlerin uzun zaman davranışı

çekiciler vasıtasıyla ifade edilebildiğinden dolayı, çekicilerin varlığı ve özellikleri üze-

rine çalışmalar yapılmaktadır (Bkz. [1-17]).

Sınırlı bölgede, (1.1) denkleminin p = 2 durumu için çekiciler, çok boyutlu uzayda,

farklı koşullar altında, birçok yazar tarafından ele alınmıştır. Özel olarak, [1-11] çalışma-

larında doğrusal kuvvetli sönüm terimine sahip dalga denklemi incelenmiştir. Örneğin,

Dell’Oro ve Pata [8] çalışmasında, düzgün sınıra sahip, sınırlı Ω ⊂ R3 bölgesinde

utt (x, t)−∆ut (x, t)−∆u (x, t) + f (ut (x, t))

+ g (u (x, t)) = h (x) , (x, t) ∈ Ω× R+,

u (x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× R+,

u (x, 0) = a (x) , ut (x, 0) = b (x) , x ∈ Ω

(1.3)

başlangıç sınır değer probleminin, h ∈ L2 (Ω) ve λ1 > 0 ile −∆ Laplace operatörünün

birinci özdeğeri belirtilmek üzere, c ≥ 0 ve c1 > 0 sabitleri için, f fonksiyonu üzerine
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konulan

f ∈ C1 (R) , f (0) = 0, |f ′ (s)| ≤ c
(
1 + |s|4

)
, ∀s ∈ R ve lim inf

|s|→∞
f ′ (s) > −λ1

kritik koşulu ile g fonksiyonu üzerine konulan

g ∈ C1 (R) , g (0) = 0, |g′ (s)| ≤ c
(
1 + |s|p−1) , p ∈ [1, 5) , ∀s ∈ R ve

lim inf
|s|→∞

g (s)

s
> −λ1 , lim inf

|s|→∞

sg (s)− c1

s∫
0

g (y) dy

s2
> −λ1

2

kritik altı koşulu altında, H1
0 (Ω) × L2 (Ω)’de yerel olmayan çekiciye sahip olduğu ve

p ≤ 4 ek koşulu altında bu çekicinin optimal düzgünlüğü ispatlanmıştır.

Daha sonra, [9] makalesinde aynı yazarlar, (1.3) problemi için, [8]’de elde edilen

sonucu, f ve g fonksiyonlarının her ikisinin de kritik olduğu ve inf
x∈R

f ′ (x) > −λ1 olduğu

durumu için geliştirerek, H1
0 (Ω) × L2 (Ω)’de problemin sonlu boyutlu, düzgün üstel

çekiciye sahip olduğunu göstermişlerdir. Ayrıca, Khanmamedov [11], aynı problemin,

düzgün sınıra sahip, sınırlı Ω ⊂ R2 bölgesinde, f ve g fonksiyonlarının üstel büyüyen

fonksiyon olduğu durum için, (H1
0 (Ω) ∩ L∞ (Ω)) × L2 (Ω)’de yerel olmayan çekiciye

sahip olduğunu ispatlamıştır.

Diğer yandan, (1.1) denkleminin p = 2 durumu için bahsedilen bu çalışmalardan

farklı olarak, [12-13] çalışmalarında doğrusal olmayan kuvvetli sönüm terimine sahip

dalga denklemi incelenmiştir. Khanmamedov [12] çalışmasında, düzgün sınıra sahip,

sınırlı Ω ⊂ R3 bölgesinde,

wtt (t, x)−∆w (t, x)−
3∑
i=1

∂
∂xi
βi (wtxi (t, x))

+ g (wt (t, x)) + f (w (t, x)) = 0, (t, x) ∈ (0,∞)× Ω,

w (t, x) = 0, (t, x) ∈ (0,∞)× ∂Ω,

w (0, x) = w0 (x) , wt (0, x) = w1 (x) , x ∈ Ω

probleminin,

βi ∈ C (R) , βi (0) = 0, βi kesin artan ve |βi (s)− βi (t)| ≤ c (1 + |s− t|) , ∀s,t ∈ R,

g ∈ C1 (R) , g (0) = 0, lim inf
|s|→∞

g′ (s) > 0, |g′ (s)| ≤ c+ c |s|p−1 , 1 ≤ p < 5, ∀s ∈ R,

f ∈ C1 (R) , |f ′ (s)| ≤ c+ c |s|q−1 , 1 ≤ q ≤ 3, ∀s ∈ R ve lim inf
|s|→∞

f (s)

s
> −λ1

koşulları altında, H1
0 (Ω)× L2 (Ω)’de yerel olmayan çekicisinin varlığını elde etmiştir.
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Yukarıda bahsedilen çalışmalarda, doğrusal Laplasyan terimini içeren kuvvetli sönüm-

lü dalga denklemlerinin çekicileriyle ilgilenilmiştir. Doğrusal olmayan Laplasyan teri-

mini içeren kuvvetli sönümlü dalga denklemi ile ilgili yapılan çalışmalara [14] ve [15]

çalışmalarını örnek verebiliriz. [14]’te Chen, Guo ve Wang,

utt (x, t) = αutxx (x, t) + ∂
∂x
σ(ux (x, t))

− f (u (x, t)) + g (x) , (x, t) ∈ (0, 1)× [0,∞) ,

u (x, 0) = u0 (x) , ut (x, 0) = u1 (x) , x ∈ (0, 1) ,

u (0, t) = u (1, t) = 0, t ∈ [0,∞)

başlangıç sınır değer problemini, α, r0 > 0 sabit olmak üzere, σ fonksiyonu için konulan

σ ∈ C1(R) ve σ′(s) ≥ r0, ∀s ∈ R

koşulu ile düzgün doğrusal olmayan f fonksiyonu için konulan, F (s) =
s∫

0

f (τ) dτ olmak

üzere,

lim inf
|s|→∞

F (s)

s2
≥ 0

ve

lim inf
|s|→∞

sf (s)− wF (s)

s2
≥ 0 olacak şekilde w > 0 sabiti vardır

koşulları altında, düzgünH2-çözümlerinin uzun zaman davranışını ele almıştır. σ fonksi-

yonu üzerindeki koşullar altında, ∂
∂x
σ(ux) doğrusal olmayan Laplasyan terimi H2-

çözümleri için uxx gibi davrandığından, çözümler için asimptotik kompaktlığın ispatında

ayırma metodu başarıyla uygulanabilmiş ve problemin kompakt, yerel olmayan, sonlu

boyutlu çekiciye sahip olduğu ispatlanmıştır.

Diğer taraftan, Kalantarov ve Zelik [15] çalışmasında, sınırlı , düzgün Ω ⊂ R3 bölge-

sinde 

utt (t, x)− γ∆ut (t, x)−∆u (t, x) + f (u (t, x))

= ∇ · φ′ (∇u (t, x)) + g (x) , (t, x) ∈ [0,∞)× Ω,

u (t, x) = 0, (t, x) ∈ [0,∞)× ∂Ω,

ξu (0, x) := (u (0, x) , ut (0, x)) = ξ0 (x) , x ∈ Ω

probleminin, γ > 0, g ∈ L2 (Ω) olmak üzere, φ ∈ C2(R3 → R) ve f ∈ C2(R → R)

fonksiyonları, ai pozitif sabitler, p ∈ [1, 5) için

a0 |η|p−1 ≤ φ′′ (η) ≤ a1

(
1 + |η|p−1) , ∀η ∈ R3
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ve C > 0, a > 0, q > 0 için

−C + a |s|q ≤ f ′ (s) ≤ C (1 + |s|q) , ∀s ∈ R

koşulları altında, sonlu boyutlu üstel ve yerel olmayan çekicilerinin varlığı ve düzgünlüğü

gösterilmiştir. Bu çalışmada, daha genel doğrusal olmayan Laplasyan terimine sahip

kuvvetli sönümlü dalga denkleminin zayıf çözümleri için (zayıf topolojide) çekiciler

incelenmişse de, ele alınan denklem, (1.1) denklemi ile karşılaştırıldığında, ek olarak

−∆u terimini içermektedir. Bu terim, doğrusal olmayan dejenere Laplasyan terimi ile

birlikte, non-dejenere Laplasyan terimini oluşturduğundan, çalışmada zayıf ve kuvvetli

çözümler için bazı ek değerlenmeler elde edilebilmiştir.

Çalışmamızda incelediğimiz (1.1) denklemi, [14] ve [15] çalışmalarından farklı ola-

rak, dejenere Laplasyan terimini içerdiğinden, özellikle kuvvetli yerel olmayan çekicinin

varlığını incelerken, bu çalışmaların yaklaşımları uygulanamamaktadır. Diğer taraftan,

[18-19]’daki asimptotik kompaktlık metotlarının uygulanmasında da bazı zorluklar or-

taya çıkmaktadır. Bunlar, (1.1) denkleminin bir zayıf çözümü için enerji eşitliğinin ve

iki zayıf çözümünün farkı için uygun enerji eşitsizliğinin olmamasından kaynaklanmak-

tadır. Tezimizde bu zorlukları ortadan kaldırmak için, p üzerine p < 4 ek koşulu getirilip

bir boyutlu durumun özelliği kullanılarak, her p > 2 için varlığı ispatlanan zayıf yerel

çekicilerin W 1,∞(0, 1)× W 1,∞(0, 1) uzayının sınırlı bir alt kümesi olduğu gösterilmiştir.

Böylece, zayıf yerel çekicilere ait yörüngeler için enerji eşitliğinin sağlandığı sonucuna

ulaşılmış ve [18-19]’da kullanılan metotları uygulanarak zayıf çözümlerin asimptotik

kompaktlığı elde edilebilmiştir. Buradan, kesin Lyapunov fonksiyonunun varlığı ile bir-

likte, W 1,p
0 (0, 1) × L2(0, 1)’de düzgün kuvvetli yerel olmayan çekicinin varlığı ispat-

lanmıştır.

Sınırlı olmayan bölgede, Sobolev kompakt gömülme teoremlerinin var olmaması,

sınırlı bölgede kuvvetli sönümlü dalga denkleminin çözümünün uzun zaman davranışının

incelenmesinde kullanılan yöntemlerin uygulanmasını zorlaştırmaktadır. Çalışmamızda,

bu durumun etkisi, (1.2) denklemi için çarpma teknikleriyle elde edilen düzgün kuyruk

değerlenmeleri sayesinde azaltılarak, 2 < p < 4 koşulu altında zayıf yerel çekicilerin

varlığı elde edilmiştir.

Çalışmamız dört bölümden oluşmaktadır. Birinci bölüm olan giriş bölümünde, kuvvet-

li sönümlü dalga denklemlerinin çekiciler vasıtasıyla belirlenen uzun zaman davranışı

ile ilgili yapılmış olan çalışmalar ve tezin amacı hakkında kısaca bilgi verilmiştir.
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İkinci bölümde tez içerisinde kullanılacak temel teoremler ve tanımlar sunulmuştur.

Üçüncü bölümde, (1.1) denklemi için incelenen başlangıç sınır değer problemi ve koşullar

tanımlanarak, bu problemin iyi konulmuşluğu Galerkin yöntemiyle elde edilmiş olup

problemin ürettiği yarıgrubun W 1,p
0 (0, 1) × L2(0, 1)’de düzgün kuvvetli yerel olmayan

çekiciye sahip olduğu ispatlanmıştır. Dördüncü bölümde ise, (1.2) denklemi için konulan

başlangıç değer problemi ve koşullar verilerek, bu problemin iyi konulmuşluğu Galerkin

yöntemiyle ispatlanmış ve problemin ürettiği yarıgrubun (W 1,p(R)∩H1(R))×L2(R)’de

zayıf yerel çekicilerinin varlığı gösterilmiştir.
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2 ÖN BİLGİLER VE TEMEL TEOREMLER

Bu bölümde tez içerisinde kullanılacak bazı uzaylar, tanımlar, teoremler, gösterimler

ve eşitsizlikler verilecektir.

Teorem 2.0.1 (Peano Varlık Teoremi) ([21]) t0 ve y0 verilen reel sayılar olmak

üzere, a ve b pozitif reel sayıları için

Qb =
{

(t, x) ∈ R2 : |t− to| ≤ a, |x− yo| ≤ b
}

olsun. Kabul edelim ki f : Qb → R fonksiyonu sürekli olup bir K > 0 sabiti için

|f (t, x)| ≤ K, ∀ (t, x) ∈ Qb

sağlansın. Bu durumda, c = min
{
a, K

b

}
olmak üzere, x′ (t) = f (t, x (t)) ,

x (t0) = y0

başlangıç değer problemi [t0 − c, t0 + c] aralığında tanımlı sürekli türevlenebilir çözüme

sahiptir.

Teorem 2.0.2 (Riesz Gösterim Teoremi) ([22]) X Hilbert uzayı olsun. X üzerinde

tanımlı x∗ lineer fonksiyonelinin X∗ dual uzayına ait olması için gerekli ve yeterli koşul

x∗ (y) = (y, x)X , ∀y ∈ X

olacak şekilde bir x ∈ X elemanının var olmasıdır ve bu durumda ‖x∗‖X∗ = ‖x‖X
olur. Dahası, x elemanı x∗ ∈ X∗ tarafından teklikle belirlidir. Burada, (·, ·)X ile X

uzayındaki iç çarpım; ‖·‖X ile X uzayındaki norm işaret edilmektedir.

Tanım 2.0.3 ([23]) X lineer normlu uzay, {xn}∞n=1 ⊂ X ve x0 ∈ X olsun. Eğer

lim
n→∞

‖xn − x0‖X = 0

ise {xn}∞n=1 dizisi x0 elemanına kuvvetli yakınsar denir ve xn →
n→∞

x0 şeklinde gösterilir.

Tanım 2.0.4 ([23]) X lineer normlu uzay, {xn}∞n=1 ⊂ X ve x0 ∈ X olsun. X∗ uzayı

X uzayının dual uzayı olmak üzere, her f ∈ X∗ için

lim
n→∞

〈f, xn〉 = 〈f, x0〉

ise {xn}∞n=1 dizisi x0 elemanına zayıf yakınsar denir ve xn
w→

n→∞
x0 şeklinde gösterilir.

Burada, 〈·, ·〉 uygun dual formdur.
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Önerme 2.0.5 ([23]) X lineer normlu uzay, {xn}∞n=1 ⊂ X olsun. Eğer xn
w−→

n→∞
x ise

{xn}∞n=1 dizisi sınırlı olup

‖x‖X ≤ lim inf
n→∞

‖xn‖X

sağlanır.

Tanım 2.0.6 ([23]) X lineer normlu uzay, {fn}∞n=1 ⊂ X∗ ve f0 ∈ X∗ olsun. Eğer her

x ∈ X için

lim
n→∞

〈fn, x〉 = 〈f0, x〉

ise X∗ uzayında {fn}∞n=1 dizisi f0 elemanına zayıf−∗ (zayıf yıldız) yakınsar denir ve

fn
w∗→

n→∞
f0 şeklinde gösterilir. Burada, 〈·, ·〉 uygun dual formdur.

Önerme 2.0.7 ([23]) X lineer normlu uzay, {fn}∞n=1 ⊂ X∗ olsun. Eğer fn
w∗−→

n→∞
f ise

{fn}∞n=1 dizisi sınırlı olup

‖f‖X∗ ≤ lim inf
n→∞

‖fn‖X∗

sağlanır.

Teorem 2.0.8 (Lebesgue Yakınsaklık Teoremi) ([24]) E ⊂ Rn ölçülebilir küme,

g fonksiyonu E üzerinde integrallenebilir fonksiyon ve {fn} dizisi E üzerinde tanımlı

ölçülebilir fonksiyonlardan oluşan, E üzerinde |fn| ≤ g ve hemen hemen her x ∈ E

için f (x) = lim
n→∞

fn (x) olacak şekilde fonksiyon dizisi olsun. Bu durumda∫
E

f (x) dx = lim
n→∞

∫
E

fn (x) dx

sağlanır.

Tanım 2.0.9 ([24]) X metrik uzay olsun. Eğer keyfi ε > 0 için X uzayının ε yarıçaplı

yuvarlardan oluşan sonlu örtüsü varsa X uzayına tamamen sınırlıdır denir.

Teorem 2.0.10 ([24]) Bir X metrik uzayının kompakt olması için gerek ve yeter koşul

bu uzayın tam ve tamamen sınırlı olmasıdır.

Tanım 2.0.11 ([25]) X, Y Banach uzayları ve T : X → Y bir operatör olsun. Eğer

S kümesinin X uzayında sınırlı olması T (S) görüntü kümesinin Y uzayında sınırlı

olmasını gerektiriyorsa T operatörüne sınırlıdır denir.
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Önerme 2.0.12 ([25]) X, Y Banach uzayları olsun. Eğer T : X → Y sınırlı ope-

ratörü lineer ise

‖Tx‖Y ≤ K ‖x‖X , ∀x ∈ X

sağlanacak şekilde bir K > 0 sabiti vardır.

Önerme 2.0.13 ([25]) X, Y Banach uzayları ve L (X, Y ) ile X uzayından Y uzayına

lineer sınırlı operatörlerin uzayını göstermek üzere, her T ∈ L (X, Y ) için

‖T‖ := sup {‖Tx‖Y : x ∈ X, ‖x‖X ≤ 1} = sup {‖Tx‖Y : ‖x‖X = 1}

= inf {K : ‖Tx‖Y ≤ K ‖x‖X , x ∈ X}

ile tanımlı fonksiyon L (X, Y ) uzayı üzerinde bir norm tanımlar. Bu normu ‖·‖L(X,Y )

ile göstereceğiz.

Tanım 2.0.14 ([26]) X, Y Banach uzayları, T : X −→ Y lineer operatör olsun.

{T (φ) : φ ∈ X} uzayı sonlu boyutlu ise T operatörü sonlu ranka sahiptir denir.

Tanım 2.0.15 ([26]) H Hilbert uzayı ve K ∈ L (H,H) olmak üzere, ‖Kn −K‖ −→
n→∞

0

olacak şekilde sonlu ranka sahip operatörlerden oluşan {Kn}∞n=1 ⊂ L (H,H) dizisi varsa

K operatörüne kompakt operatör denir.

Tanım 2.0.16 ([26]) H Hilbert uzayı ve T ∈ L (H,H) olmak üzere

(T ∗ (φ2) , φ1) = (φ2, Tφ1) , ∀φ1, φ2 ∈ H

eşitliğini sağlayan T ∗ : H −→ H operatörüne T operatörünün eşleniği denir ve

T (φ) = T ∗ (φ) , ∀φ ∈ H

ise T operatörüne özeşlenik operatör denir. Burada, (·, ·) ile H uzayındaki iç çarpım

ifade edilmektedir.

Teorem 2.0.17 (Spectral Teorem) ([26]) H Hilbert uzayı, K ∈ L (H,H) özeşlenik,

kompakt operatör olsun. Bu durumda, her x ∈ H için K (x) =
∞∑
n=1

λn (x, xn)xn ola-

cak şekilde, K operatörünün 0 dan farklı özdeğerlerinden oluşan {λn}∞n=1 dizisi ve

bu özdeğerlere uygun özvektörlerden oluşan ortonormal {xn}∞n=1 dizisi vardır. Ayrıca

KN (x) =
N∑
n=1

λn (x, xn)xn olarak tanımlarsak {xn} dizisi sonlu olduğunda K = KN ,

sonsuz olduğunda ‖K −KN‖ −→
N→∞

0 olur.
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Sonuç 2.0.18 ([23]) H Hilbert uzayı, K : H → H özeşlenik, kompakt operatör ve

ker(K) = 0 ise H uzayında, K operatörünün özvektörlerinden oluşan tam ortonormal

sistem mevcuttur.

Tanım 2.0.19 ([27]) V yansımalı Banach uzayı ve V ∗ ise bu uzayın duali olsun. Bu

durumda A : D (A) ⊂ V → V ∗ operatörü

〈Av1 − Av2, v1 − v2〉 ≥ 0, ∀v1, v2 ∈ D (A)

ifadesini sağlıyorsa bu operatöre monoton operatör denir. Burada, 〈·, ·〉 uygun dual

formdur.

Tanım 2.0.20 ([27]) V yansımalı Banach uzayı ve V ∗ bu uzayın duali olsun. Bu

durumda, her u, v ∈ V için t → 〈A (u+ tv) , v〉 reel değerli fonksiyonu sürekli ise

A : V → V ∗ operatörüne hemisürekli operatör denir. Burada, 〈·, ·〉 uygun dual form-

dur.

Tanım 2.0.21 ([22]) a) αi ∈ N olacak şekilde α = (α1 , ..., αn) elemanlarına çoklu

indis (multi-index) denir. |α| = α1 + ... + αn ise α çoklu indisinin derecesini ifade

etmektedir.

b) α = (α1 , ..., αn) çoklu indis ve x = (x1, ..., xn) ∈ Rn olsun. Dj = ∂
∂xj

olmak üzere,

Dα = Dα1
1 ...Dαn

n

operatörüne |α|. mertebeden kısmi türev operatörü denir.

Tanım 2.0.22 ([22]) Ω ⊂ Rn bir bölge, m ≥ 0 tamsayı olsun.

a) |α| ≤ m için, |α|. mertebeden tüm Dαφ kısmi türevleri Ω bölgesinde sürekli olan φ

fonksiyonlarının oluşturduğu vektör uzayı Cm(Ω) ile gösterilir. C0 (Ω) ≡ C (Ω) şeklinde

kısaltılacaktır. Ayrıca C∞(Ω) =
∞⋂
m=0

Cm (Ω) ile tanımlıdır.

b) C∞(Ω) uzayına ait, kompakt destekli (supportlu) fonksiyonların oluşturduğu test

fonksiyonları uzayı C∞0 (Ω) (veya D (Ω)) ile gösterilir.

c) 0 ≤ |α| ≤ m için Dαφ tüm kısmi türevleri Ω bölgesinde sınırlı olacak şekilde

φ ∈ Cm (Ω) fonksiyonlar uzayına Cm
b (Ω) uzayı denir ve bu uzay

‖φ‖Cmb (Ω) := max
0≤|α|≤m

sup
x∈Ω
|Dαφ (x)|
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normuyla Banach uzayıdır.

d) 0 ≤ |α| ≤ m için tüm Dαφ kısmi türevleri Ω bölgesinde sınırlı ve düzgün sürekli

olan φ ∈ Cm(Ω) fonksiyonlarının oluşturduğu vektör uzayı Cm(Ω) ile gösterilir. Bu

uzay

‖φ‖Cm(Ω) := max
0≤|α|≤m

sup
x∈Ω
|Dαφ (x)|

normu ile Banach uzayıdır.

Tanım 2.0.23 ([23]) p ≥ 1 gerçel sayı olmak üzere, Ω ⊂ Rn bölgesinde∫
Ω

|u (x)|p dx <∞, x ∈ Ω

koşulunu sağlayan, ölçülebilir u fonksiyonlar uzayına, Lp(Ω) uzayı denir. Bu uzay lineer

normlu uzay olmakla birlikte üzerindeki norm,

‖u‖Lp(Ω) :=

∫
Ω

|u(x)|p dx

 1
p

şeklinde tanımlanır. Lp(Ω) uzayı Banach uzayıdır ve p = 2 durumunda

(u, v) :=

∫
Ω

u (x) v (x) dx

ile tanımlı iç çarpım ile Hilbert uzayıdır. Ayrıca 1 ≤ p < ∞ durumunda ayrılabilir;

1 < p <∞ durumunda yansımalı uzaydır.

Tanım 2.0.24 ([23]) p =∞ olmak üzere, Ω ⊂ Rn bölgesinde hemen hemen her yerde

sınırlı ölçülebilir fonksiyonlar uzayına L∞(Ω) uzayı denir ve üzerindeki norm,

‖u‖L∞(Ω) := ess sup
x∈Ω

|u(x)|

şeklinde tanımlanır. Bu uzay bir Banach uzayıdır.

Tanım 2.0.25 ([23]) Ω ⊂ Rn bir bölge olsun. Her K ⊂ Ω kompakt kümesi için Lp (K)

uzayına ait olan fonksiyonların oluşturduğu uzay Lploc (Ω) ile gösterilir.

Tanım 2.0.26 ([23]) Ω ⊂ Rn boştan farklı açık bir küme ve u,w ∈ L1
loc(Ω) olsun. Eğer

her ϕ ∈ C∞0 (Ω) için ∫
Ω

u(x)Dαϕ(x)dx = (−1)|α|
∫
Ω

w(x)ϕ(x)dx

eşitliği sağlanıyorsa, w fonksiyonuna, u fonksiyonunun Ω bölgesinde |α|. mertebeden

genelleşmiş (zayıf) türevi denir ve w = Dαu ile gösterilir.
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Tanım 2.0.27 ([23]) Ω ⊂ Rn, m ≥ 0 tam sayı ve 1 ≤ p ≤ ∞ olmak üzere, m.

mertebeye kadar tüm genelleşmiş türevleri Lp (Ω) sınıfına ait olan fonksiyonlar uzayına

Sobolev uzayı denir ve bu uzay Wm,p (Ω) ile gösterilir. Bu uzay üzerindeki norm, 1 ≤

p <∞ için

‖u‖Wm,p(Ω) :=

 ∑
0≤|α|≤m

‖ Dαu‖pLp(Ω)

 1
p

ve p =∞ için

‖u‖Wm,∞(Ω) :=
∑

0≤|α|≤m

‖ Dαu‖L∞(Ω)

şeklindedir. Bu uzaylar Banach uzaylarıdır ve m = 0 için W 0,p (Ω) = Lp (Ω) alınır.

p = 2 ise Wm,2 (Ω) uzayı Hm (Ω) ile gösterilir ve üzerindeki

(u, v)Hm(Ω) :=
∑

0≤|α|≤m

∫
Ω

Dαu (x) Dαv (x) dx

ile tanımlı iç çarpım ile Hilbert uzayıdır. Ayrıca 1 ≤ p <∞ durumunda ayrılabilir olup

1 < p <∞ yansımalı uzaydır.

Teorem 2.0.28 ([23]) C∞0 (Rn) test fonksiyonlar uzayı Wm,p(Rn) uzayında her yerde

yoğundur.

Tanım 2.0.29 ([23]) C∞0 (Ω) uzayının Wm,p (Ω) uzayının normuyla kapanışı Wm,p
0 (Ω)

ile gösterilir ve bu uzay ‖·‖Wm,p(Ω) normuyla Banach uzayıdır. p = 2 ise Wm,2
0 (Ω) uzayı

Hm
0 (Ω) ile gösterilir ve bu uzay (·, ·)Hm(Ω) iç çarpımıyla Hilbert uzayıdır.

Teorem 2.0.30 (Genişletme) ([28]) u ∈ Wm,p
0 (Ω) olmak üzere,

ũ =

 u (x) , x ∈ Ω,

0 , x ∈ Rn\Ω

fonksiyonu Wm,p (Rn) uzayına aittir.

Tanım 2.0.31 ([22]) m ≥ 0 tamsayı, 1 ≤ p <∞ ve 1
p

+ 1
p′

= 1 olmak üzere, Wm,p(Rn)

uzayının duali W−m,p′(Rn) ile gösterilir ve üzerindeki norm

‖u‖W−m,p′ (Rn) := sup
‖v‖Wm,p(Rn)≤1

v 6=0

|〈u, v〉|

şeklinde tanımlanır. Burada 〈·, ·〉 simgesi Wm,p(Rn) ile W−m,p′(Rn) uzayları arasındaki

dual formu ifade etmektedir. Benzer şekilde, Ω ⊂ Rn olmak üzere, Wm,p
0 (Ω) uzayının
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duali W−m,p′(Ω) ile gösterilir ve üzerindeki norm, 〈·, ·〉 simgesi W−m,p′(Ω) ile Wm,p
0 (Ω)

uzayları arasındaki dual formu belirtmek üzere,

‖u‖W−m,p′ (Ω) := sup
‖v‖

W
m,p
0 (Ω)

≤1

v 6=0

|〈u, v〉|

şeklinde tanımlanır.

Teorem 2.0.32 ([28]) m ≥ 1 tam sayı ve 1 ≤ p < ∞ olmak üzere aşağıdaki sürekli

gömülmeler geçerlidir:

i) 1
p
− m

n
> 0 ise 1

q
= 1

p
− m

n
için Wm,p(Rn) ↪→ Lq(Rn),

ii) 1
p
− m

n
= 0 ise her q ∈ [p, ∞) için Wm,p(Rn) ↪→ Lq(Rn),

iii) 1
p
− m

n
< 0 ise Wm,p(Rn) ↪→ L∞(Rn).

Son durumda,

k =

[∣∣∣∣m− n

p

∣∣∣∣]
ve

θ = (m− n

p
)− k

olmak üzere

|Dαu|L∞(Rn) ≤ C ‖u‖Wm,p(Rn) , ∀ |α| ≤ k

ve ayrıca |α| = k için,

|Dαu(x)−Dαu(y)| ≤ C |x− y|θ ‖u‖Wm,p(Rn) h.h. x, y ∈ Rn,

olur. Özel olarak, ‖u‖Ck(Rn) ≤ C1 ‖u‖Wm,p(Rn) sağlanır.

Yukarıdaki sonuçlar keyfi Ω ⊂ Rn açık kümesi için Wm,p
0 (Ω) uzayında; Ω = Rn+

veya sınırlı ve sınırı C1 sınıfından olan Ω bölgesi için Wm,p(Ω) uzayında geçerlidir.

Bu durumlarda, ‖u‖Ck(Ω) ≤ C2 ‖u‖Wm,p(Ω) sağlanır.

Teorem 2.0.33 (Rellich-Kondrasov) ([28]) Ω ⊂ Rn bölgesi sınırlı ve sınırı C1

sınıfından olmak üzere, aşağıdaki kompakt gömülmeler geçerlidir.

i) p < n ise W 1,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), 1 ≤ q < p∗, p∗ = np
n−p ,

ii) p = n ise W 1,n(Ω) ↪→ Lq(Ω), 1 ≤ q <∞,

iii) p > n ise W 1,p(Ω) ↪→ C(Ω).

Yukarıdaki sonuçlar keyfi Ω ⊂ Rn sınırlı bölgesi için, W 1,p
0 (Ω) uzayında sağlanır.
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Tanım 2.0.34 ([29]) u ∈ L2 (Rn) için

û (y) = Fu (y) =
1

(2π)
n
2

∫
Rn

e−ix·yu (x) dx, y ∈ Rn

ile tanımlanan dönüşüme u fonksiyonunun Fourier dönüşümü denir. Burada x · y :=
n∑
j=1

xjyj şeklindedir. F dönüşümü L2 (Rn) uzayından L2 (Rn) uzayına lineer izomorfiz-

madır ve F ile bu dönüşümün tersi ifade edilmek üzere

u (x) = F û (x) =
1

(2π)
n
2

∫
Rn

eix·yû (y) dy, y ∈ Rn

ile tanımlanır.

Önerme 2.0.35 ([29]) Her u ∈ = için

F (Dαu) = (iy)αFu, ∀α çoklu indis

sağlanır. Burada = = {u ∈ C∞ (Rn) :Her α, β çoklu indisi için, xαDβu ∈ L2 (Rn)} ile

tanımlı Schwartz uzayı ve xα = xα1
1 ...x

αn
n , (iy)α = i|α|yα1

1 ...yαnn şeklindedir.

Teorem 2.0.36 ([29]) m ≥ 0 tamsayı olmak üzere, Hm (Rn) Sobolev uzayı,

Hm (Rn) := {u ∈ =′ (Rn) : (1 + |y|2)
m
2 û ∈ L2 (Rn)}

şeklinde de tanımlanabilir ve üzerinde

|||u|||Hm(Rn) :=
∥∥(1 + |y|2)

m
2 û
∥∥
L2(Rn)

ile tanımlanan norm || · ||Hm(Rn) normuna denktir. Burada, =′ (Rn) uzayı = ≡ = (Rn)

Schwartz uzayının duali olup |y| = y2
1 + ...+ y2

n şeklindedir.

Tanım 2.0.37 ([29]) s ∈ R için, Hs(Rn) Sobolev uzayı

Hs(Rn) := {u ∈ =′ (Rn) : (1 + |y|2)
s
2 û ∈ L2 (Rn)}

ile tanımlanır. Bu uzay

||u||Hs(Rn) :=
∥∥(1 + |y|2)

s
2 û
∥∥
L2(Rn)

normuyla Hilbert uzayı belirtir.
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Not 2.0.38 1) Her σ < s için Hs (Rn) ↪→ Hσ (Rn) sürekli gömülmesi geçerlidir.

2) H0 (Rn) = L2 (Rn) ve dolayısıyla s > 0 için Hs (Rn) ↪→ L2 (Rn) sürekli gömülmesi

sağlanır.

3) ∆ Laplacian operatörü için, Λ := −∆+id operatörü =′ (Rn) uzayı üzerinde Λu =

F ((1 + |y|2)û) eşitliğini sağlayan özeşlenik, pozitif operatör olmak üzere, yukarıdaki

tanıma denk olarak

Hs(Rn) = {u ∈ =′ (Rn) : Λ
s
2u ∈ L2 (Rn)}

olup üzerindeki iç çarpım ve norm

(u, v)Hs(Rn) =
(
Λ
s
2u,Λ

s
2v
)
L2(Rn)

, ||u||Hs(Rn) =
∥∥Λ

s
2u
∥∥
L2(Rn)

ifadesini sağlar. Ayrıca (Λs)−1 = Λ−s ve her s, t reel sayıları için ΛsΛt = Λs+t sağlanır.

Teorem 2.0.39 ([29]) H0 (Rn) uzayı duali ile özdeşleştirilmek üzere, her s > 0 reel

sayısı için, (Hs (Rn))′ = H−s (Rn)’dir.

Not 2.0.40 D(Rn) test fonksiyonlar uzayı, her s ∈ R için, Hs(Rn) uzayında her yerde

yoğundur.

Teorem 2.0.41 ([30]) Kabul edelim ki s ∈ R ve s > n
2

olsun. Bu durumda, keyfi

u ∈ Hs (Rn) fonksiyonu, gerektiğinde sıfır ölçümlü kümede düzeltilmek üzere, düzgün

sürekli ve sınırlı olup

sup
x∈Rn
|u (x)| ≤ C1 ‖u‖Hs(Rn)

eşitsizliğini sağlar. Burada, C1 > 0 sabiti u fonksiyonuna bağlı değildir. Dahası, 0 <

υ < s− n
2
, υ > 1 için, u fonksiyonu υ.mertebeden düzgün Hölder süreklidir ve

sup
x 6=y

|u (x)− u (y)|
|x− y|υ

≤ C2 ‖u‖Hs(Rn)

sağlanır. Burada C2 > 0 sabiti u fonksiyonuna bağlı değildir.

Teorem 2.0.42 ([30]) Eğer 0 < s < n
2

ve s ≥ n
2
− n

p
, 2 < p < ∞ ise Hs(Rn) ↪→

Lp(Rn) sürekli gömülmesi geçerlidir.

Tanım 2.0.43 ([29]) s ≥ 0 reel sayı ve Ω ise Rn’de sınırlı ve sınırı C∞ sınıfından

olan bir bölge olmak üzere, Ω bölgesi sınırının bir tarafında bulunsun. Hs(Ω) uzayı,
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Hs(Rn) uzayının elemanlarının Ω bölgesine kısıtlanmasıyla elde edilen fonksiyonların

oluşturduğu uzay olarak tanımlanır ve bu uzay üzerinde norm

||u||Hs(Ω) := inf ||U ||Hs(Rn), U = u h.h.y. Ω’da

ile tanımlıdır.

Not 2.0.44 1) s = m tamsayı ise Hs (Ω) = W s,2 (Ω) sağlanır.

2) Her σ < s için Hs (Ω) ↪→ Hσ (Ω) sürekli gömülmesi geçerlidir.

3) H0 (Ω) = L2 (Ω) ve dolayısıyla s > 0 için Hs (Ω) ↪→ L2 (Ω) sürekli gömülmesi

sağlanır.

Tanım 2.0.45 ([29]) s > 0 reel sayısı için, C∞0 (Ω) uzayının Hs (Ω) uzayının normuyla

kapanışı Hs
0 (Ω) ile gösterilir.

Teorem 2.0.46 ([29]) Her s > 0 reel sayısı için, (Hs
0 (Ω))′ = H−s (Ω)’dir.

Teorem 2.0.47 ([29]) Kabul edelim ki s > n
2

olsun. Bu durumda, Hs (Ω) ↪→ C
(
Ω
)

sürekli gömülmesi sağlanır.

Teorem 2.0.48 ([30]) Eğer s < n
2

ve s ≥ n
2
− n

p
, 2 < p < ∞ ise Hs(Ω) ↪→ Lp(Ω)

sürekli gömülmesi geçerlidir. Burada, s > n
2
− n

p
ise bu gömülme kompakttır.

Teorem 2.0.49 (İnterpolasyon) ([29])

a) s1, s2 ∈ R ve θ ∈ (0, 1) olmak üzere, s = (1− θ) s1 + θs2 için

‖u‖Hs(Rn) ≤ c1 ‖u‖1−θ
Hs1 (Rn) ‖u‖

θ
Hs2 (Rn)

olacak şekilde c1 = c1 (θ, s1, s2) > 0 sabiti vardır.

b) Ω, Rn’de sınırlı ve sınırı C∞ sınıfından olan bir bölge olmak üzere, Ω bölgesi

sınırının bir tarafında bulunsun. Bu durumda, s1, s2 > 0, s2 < s1 ve θ ∈ (0, 1) olmak

üzere, s = (1− θ) s1 + θs2 için

‖u‖Hs(Ω) ≤ c2 ‖u‖1−θ
Hs1 (Ω) ‖u‖

θ
Hs2 (Ω)

olacak şekilde c2 = c2 (θ, s1, s2) > 0 sabiti vardır.
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Tanım 2.0.50 ([23]) X Banach uzayı, 0 < T < ∞ ve m ≥ 0 tamsayı olsun. u(i)

fonksiyonu, u fonksiyonunun i. mertebeden türevi olmak üzere

Cm ([0, T ] ;X) :=
{
u : [0, T ] −→ X | i = 1, ...,m olmak üzere u(i) süreklidir

}
şeklinde tanımlanır. Bu uzay ‖u‖Cm([0,T ];X) :=

m∑
i=0

max
0≤t≤T

∥∥u(i) (t)
∥∥
X

normu ile Banach

uzayıdır. u(0) ile fonksiyonun kendisi anlaşılacak ve C0 ([0, T ] ;X) yerine C ([0, T ] ;X)

yazılacaktır.

Tanım 2.0.51 ([23]) X Banach uzayı olmak üzere, 1 ≤ p <∞ ve 0 < T <∞ olacak

şekilde,
T∫
0

‖u(t)‖pX dt < ∞ koşulunu sağlayan ölçülebilir u : (0, T ) → X fonksiyon-

larının oluşturduğu uzay Lp(0, T ;X) ile gösterilir ve üzerindeki norm

‖u‖Lp(0,T ;X) :=

 T∫
0

‖u(t)‖pX dt


1
p

şeklinde tanımlanır. p =∞ olduğunda L∞(0, T ;X) uzayı hemen hemen her yerde sınırlı

ölçülebilir u : (0, T )→ X fonksiyonlarının oluşturduğu uzayıdır. Üzerindeki norm ise

‖u‖L∞(0,T ;X) := ess sup
t∈(0,T )

‖u(t)‖X

şeklinde tanımlanır. Bu uzaylar belirtilen normlarla Banach uzayıdır. p = 2 için, X

Hilbert uzayı olduğunda, L2(0, T ;X) uzayı

(u, v) :=

T∫
0

(u (t) , v (t))X dt

iç çarpımı ile Hilbert uzayıdır. Burada (·, ·)X ile X uzayındaki iç çarpım kastedilmek-

tedir. Ayrıca, 1 ≤ p < ∞ için X uzayı ayrılabilir ise Lp (0, T ;X) uzayı da ayrılabilir;

1 < p <∞ için X uzayı yansımalı ise Lp (0, T ;X) uzayı da yansımalı uzaydır.

Önerme 2.0.52 ([23]) X Banach uzayı, 1 < p < ∞, 1
p

+ 1
q

= 1 olsun. X∗ uzayı X

uzayının dual uzayı olmak üzere, Lp(a, b;X) uzayının dual uzayı Lq(a, b;X∗)’dır.

Tanım 2.0.53 ([23]) Y , Z Banach uzayları olmak üzere, u ∈ L1 (0, T ;Y ) ve w ∈

L1 (0, T ;Z) olsun. Bu durumda

T∫
0

ϕ(n) (t)u (t) dt = (−1)n
T∫

0

ϕ (t)w (t) dt , ∀ϕ ∈ C∞0 (0, T )

eşitliğini sağlayan w fonksiyonuna u fonksiyonunun (0, T ) aralığında n. mertebeden

genelleşmiş türevi denir ve w = u(n) şeklinde gösterilir.
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Tanım 2.0.54 ([23]) X Banach uzayı, m > 0 bir tam sayı ve 1 ≤ p ≤ ∞ olmak üzere,

Wm,p (0, T ;X) =
{
u : (0, T ) −→ X | u(n) ∈ Lp(0, T ;X), 0 ≤ n ≤ m

}
biçiminde tanımlanan uzaya Banach değerli Sobolev uzayı denir. Bu lineer uzay üze-

rindeki norm, 1 ≤ p <∞ için

‖u‖Wm,p(0,T ;X) =

( ∑
0≤n≤m

∥∥ u(n)
∥∥p
Lp(0,T ;X)

) 1
p

ve p =∞ için

‖u‖Wm,∞(0,T ;X) = max
0≤n≤m

∥∥ u(n)
∥∥
L∞(0,T ;X)

şeklinde tanımlanır. Bu uzaylar Banach uzaylarıdır. u(0) ile fonksiyonun kendisi anlaşı-

lacaktır ve m = 0 için W 0,p (0, T ;X) = Lp (0, T ;X) alınır. p = 2 ve X Hilbert uzayı ise

Wm,p (0, T ;X) uzayı Hilbert uzayıdır ve Hm (0, T ;X) ile gösterilir. Bu uzay üzerindeki

iç çarpım

(u, v) =
∑

0≤n≤m

T∫
0

(
u(n) (t) , v(n) (t)

)
X
dt

şeklinde tanımlanır. Burada (·, ·)X ile X uzayındaki iç çarpım kastedilmektedir.

Önerme 2.0.55 ([23], [29]) X, Y, Z reel Banach uzayları ve u : [0, T ] → X bir

fonksiyon olmak üzere,

W := {u ∈ Lp (0, T ;X) : u′ ∈ Lq (0, T ;Z)}

olsun. Burada u′ ile u = u (t) fonksiyonunun (0, T )’de genelleşmiş türevi ifade edilmek-

tedir. Bu durumda, aşağıdaki ifadeler geçerlidir:

a) 0 < T < ∞, 1 ≤ p, q ≤ ∞ ve X ↪→ Z sürekli gömülmesi sağlanıyorsa W ↪→

C ([0, T ] ;Z) gömülmesi süreklidir.

b) p = 2, q = 2, X ve Z Hilbert uzayları olmak üzere, X ↪→ Z sürekli gömülmesi

sağlanıyorsa, W ↪→ C
(

[0, T ] ; [X,Z] 1
2

)
gömülmesi süreklidir. Burada [X,Z] 1

2
ile X ve

Z uzaylarının ara uzayını ifade ediyoruz.

c) 0 < T < ∞, 1 < p, q < ∞, X ve Z yansımalı Banach uzayları olmak üzere,

X ↪→ Y ↪→ Z sürekli gömülmeleri ve X ↪→ Y kompakt gömülmesi sağlanıyorsa W ↪→

Lp (0, T ;Y ) gömülmesi kompakttır.

Burada W uzayı

‖u‖W := ‖u‖Lp(0,T ;X) + ‖u′‖Lq(0,T ;Z)
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normu ile Banach uzayıdır.

Lemma 2.0.56 ([29]) X, Y Banach uzayları, X yansımalı uzay olmak üzere, X ↪→ Y

sürekli gömülmesi sağlansın. Cs (0, T ;Y ) uzayı, L∞ (0, T ;Y ) uzayına ait olan skaler

sürekli f : [0, T ]→ Y fonksiyonlarının uzayı ise

L∞ (0, T ;X) ∩ Cs (0, T ;Y ) = Cs (0, T ;X)

sağlanır. Burada skaler süreklilik ifadesi, Y ∗ ile Y uzayının dualini; 〈·, ·〉 simgesi ile

Y ile Y ∗ uzayları arasındaki dual formu işaret etmek üzere, her y∗ ∈ Y ∗ için t →

〈f (t) , y∗〉 fonksiyonunun [0, T ] aralığında sürekli olması anlamına gelmektedir.

Tanım 2.0.57 ([27]) X uzayı ρ metriği ile tanımlı tam metrik uzay olsun ve X üze-

rinde tanımlı, sürekli {S (t)}t≥0 operatörler ailesi aşağıdaki koşulları sağlasın:

(i) S (0) = I (birim operatör),

(ii) S (t+ τ) = S (t)S (τ), ∀t, τ ≥ 0,

(iii) Her x ∈ X için limt→0+ ρ (S (t)x, x) = 0.

Bu durumda, {S (t)}t≥0 ailesine X üzerinde tanımlı yarıgrup; (X,S (t)) ikilisine ise

dinamik sistem denir.

Tanım 2.0.58 ([27]) (X,S (t)) dinamik sistem ve B ⊂ X kapalı küme olsun.

• Eğer keyfi sınırlı D kümesi için

S (t)D ⊂ B, ∀t ≥ t0 (D)

olacak şekilde t0 (D) zamanı varsa B kümesine yutan küme denir.

• Eğer (X,S (t)) dinamik sistemi sınırlı, yutan kümeye sahipse (X,S (t)) dinamik sis-

temine dissipatif denir.

• (X,S (t)) dinamik sistemi çeken kompakt K kümesine sahipse yani, her D sınırlı

kümesi için

lim
t→∞

dX{S (t)D|K} = 0 (2.1)

olacak şekilde K kompakt kümesi varsa (X,S (t)) dinamik sistemine asimptotik kompakt

denir. Burada dX{A|B} = distX(x,B) = sup
x∈A

inf
y∈B

d (x, y).

• Her t > 0 için S (t)D ⊂ D özelliğini sağlayan her D sınırlı kümesi için (2.1)

sağlanacak şekilde, D kümesinin kapanışının içinde kalan bir K kompakt kümesi varsa

(X,S (t)) dinamik sistemine asimptotik düzgün denir.
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Tanım 2.0.59 ([27]) (X,S (t)) dinamik sistem olsun.

(i) Her t ≥ 0 için, S (t)D ⊆ D ise D kümesine ileri değişmez denir.

(i) Her t ≥ 0 için, S (t)D ⊇ D ise D kümesine geri değişmez denir.

(ii) Her t ≥ 0 için, S (t)D = D ise D kümesine değişmez denir.

Tanım 2.0.60 ([31]) (X,S (t)) dinamik sistem olsun. Her τ ∈ R ve t ≥ 0 için

S (t)u(τ) = u(t + τ) olacak şekilde u (τ) ∈ X, τ ∈ R, eğrisine değişmez yörünge

denir.

Önerme 2.0.61 ([31]) (X,S (t)) dinamik sistem ve D ⊂ X kümesi değişmez olsun.

Bu durumda, her u0 ∈ D elemanından u (0) = u0 olacak şekilde bir {u (τ) : τ ∈ R} ⊂ D

değişmez yörüngesi geçer.

Önerme 2.0.62 ([27]) X Banach uzayı ve (X,S (t)) dissipatif dinamik sistem olsun.

Bu durumda aşağıdakiler denktir.

•(X,S (t)) asimptotik kompakttır.

• (X,S (t)) asimptotik düzgündür.

• S1 (t) operatörü büyük t’ler için düzgün kompakttır yani; keyfi, sınırlı D kümesi için

γ1 (D; t0) := ∪τ≥t0S1 (τ)D kümesi X uzayında prekompakt olacak şekilde bir t0 = t0 (D)

vardır ve S2 (t) operatörü ise her sınırlı D kümesi için,

lim
t→∞

rD(t) = lim
t→∞

sup {‖S2 (t)x‖X : x ∈ D} = 0

özelliğini sağlayan, X uzayında sürekli operatör olmak üzere; S (t) = S1 (t) + S2 (t)

şeklinde ayrışım vardır.

• Ladyzhenskaya koşulu sağlanır: Her sınırlı {xn}∞n=1 ⊂ X dizisi ve tn →∞ dizisi için

{S (tn)xn)}∞n=1 dizisi X uzayında prekompakttır.

Önerme 2.0.63 ([27]) X Banach uzayı ve (X,S (t)) dinamik sistem olsun. Kabul ede-

lim ki Ladyzhenskaya koşulu sağlansın. Bu durumda, (X,S (t)) asimptotik düzgündür.

Tanım 2.0.64 ([27]) X bir lineer normlu uzay, (X,S (t)) dinamik sistem ve B ise

X uzayının sınırlı bir alt kümesi olsun. Bu durumda, aşağıdaki koşullar sağlanıyorsa,

AB ⊂ X kümesine B kümesi ve {S (t)}t≥0 yarıgrubu için kuvvetli (zayıf) yerel çekici

denir.

· AB kümesi X uzayında kuvvetli (zayıf) kompakttır;
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· AB kümesi değişmezdir; yani, S (t)AB = AB, ∀t ≥ 0;

· AB kümesi B kümesinin görüntüsünü kuvvetli (zayıf) topolojide çeker; yani AB
kümesinin X uzayının kuvvetli (zayıf) topolojisindeki keyfi O komşuluğu için, öyle bir

T = T (O) > 0 vardır ki her t ≥ T için S (t)B ⊂ O sağlanır.

Tanım 2.0.65 ([27]) X bir lineer normlu uzay, (X,S (t)) dinamik sistem olsun. Bu

durumda, aşağıdaki koşullar sağlanıyorsa, A ⊂ X kümesine {S (t)}t≥0 yarıgrubu için

kuvvetli (zayıf) yerel olmayan çekici denir.

· A kümesi X uzayında kuvvetli (zayıf) kompakttır;

· A kümesi değişmezdir; yani, S (t)A = A, ∀t ≥ 0;

· A kümesi X uzayının her sınırlı alt kümesinin görüntüsünü kuvvetli (zayıf) to-

polojide çeker; yani her sınırlı B ⊂ X kümesi ve A kümesinin X uzayının kuvvetli

(zayıf) topolojisindeki keyfi O komşuluğu için, öyle bir T = T (B,O) > 0 vardır ki her

t ≥ T için S (t)B ⊂ O sağlanır.

Tanım 2.0.66 ([27]) N kümesi (X,S (t)) dinamik sisteminin sabit noktalar kümesi

olsun; yani

N = {v ∈ X : her t ≥ 0 için S (t) v = v} .

N sabit noktala kümesinden doğan kararsız (unstable) Mu (N ) manifoldu, u (0) = y ve limt→−∞ distX (u (t) ,N ) = 0 olacak şekilde

γ = {u (t) : t ∈ R} tam yörüngesi vardır,

özelliğine sahip tüm y ∈ X elemanlarının oluşturduğu kümedir.

Tanım 2.0.67 ([27]) Kabul edelim ki Y ⊆ X kümesi (X,S (t)) dinamik sisteminde

ileri değişmez olsun.

• Φ (y) fonksiyoneli Y kümesi üzerinde tanımlı ve sürekli olmak üzere, eğer t →

Φ (S (t) y) fonksiyonu keyfi y ∈ Y için artmayan fonksiyon ise Φ (y) fonksiyoneline Y

üzerinde, (X,S (t)) dinamik sistemi için Lyapunov fonksiyonu denir.

• Eğer, y ∈ Y olmak üzere,

her t > 0 için Φ (S (t) y) = Φ (y) =⇒ her t > 0 için S (t) y = y, yani y elemanı

(X,S (t)) dinamik sisteminin sabit noktası

ise Φ (y) Lyapunov fonksiyonu Y kümesinde kesindir denir.
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• Tüm X uzayında (X,S (t)) dinamik sistemi için kesin Lyapunov fonksiyonu varsa

(X,S (t)) dinamik sistemi gradyenttir denir.

Teorem 2.0.68 ([27]) Kabul edelim ki (X,S (t)) dinamik sistemi kompakt, yerel ol-

mayan A çekicisine sahip olsun ve A üzerinde kesin Lyapunov fonksiyonu var olsun.

Bu durumda A =Mu (N ). Ayrıca, yerel olmayan A çekicisi

lim
t→−∞

distX (u (t) ,N ) = 0 ve lim
t→∞

distX (u (t) ,N ) = 0

özelliğini sağlayan γ = {u (t) : t ∈ R} tam yörüngelerinden oluşur.

Sonuç 2.0.69 ([27]) (X,S (t)) gradyent, asimptotik düzgün dinamik sistem olsun. Ka-

bul edelim ki bu sistemin Φ (x) Lyapunov fonksiyonu, X uzayının keyfi sınırlı alt kümesi

üzerinde üstten sınırlıdır ve her R için ΦR = {x : Φ (x) ≤ R} kümesi sınırlıdır. Eğer

(X,S (t)) dinamik sisteminin, sabit noktalar kümesi N sınırlı ise (X,S (t)) dinamik

sistemi kuvvetli yerel olmayan A çekicisine sahiptir ve A =Mu (N )’dır.

Teorem 2.0.70 (Banach-Alaoglu) ([23]) X ayrılabilir lineer normlu uzay, {fn}∞n=1

⊂ X∗ olmak üzere, her n için ‖fn‖X∗ ≤M ise fnk
w∗−→ f0 olacak şekilde {fnk} ⊂ {fn}

alt dizisi ve f0 ∈ X∗ vardır.

Lemma 2.0.71 (Young Eşitsizliği) ([35]) 1 < p, q < ∞, 1
p

+ 1
q

= 1 olsun. Bu

durumda

ab ≤ ap

p
+
bq

q
(a, b > 0)

sağlanır ve her ε > 0 için

ab ≤ εap + C(ε)bq

olacak şekilde C(ε) > 0 sabiti vardır. Burada C (ε) = (εp)−
q
p q−1’dir.

Teorem 2.0.72 (Genel Hölder Eşitsizliği) ([35]) 1 ≤ p1, ..., pm ≤ ∞ ve 1
p1

+ ... +

1
pm

= 1 olsun. uk ∈ Lpk (Ω) ve k = 1, ...,m ise∫
Ω

|u1...um| dx ≤
m∏
k=1

‖uk‖Lpk (Ω)

sağlanır.
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3 SINIRLI BÖLGEDE DOĞRUSAL OLMAYAN

DALGA DENKLEMİNİN ÇEKİCİSİ

Bu bölümde, sınırlı bölgede kuvvetli sönümlü doğrusal olmayan dalga denklemi için

utt (t, x)− utxx (t, x)− ∂
∂x

(
|ux (t, x)|p−2 ux (t, x)

)
+ f (u (t, x)) = g (x) , (t, x) ∈ (0,∞)× (0, 1) ,

u (t, 0) = u (t, 1) = 0, t ∈ (0,∞) ,

u (0, x) = u0 (x) , ut (0, x) = u1 (x) , x ∈ (0, 1)

(3.1)

ile verilen başlangıç sınır değer problemini

p > 2, g ∈ L2(0, 1) (3.2)

ve λ = inf
ϕ∈W 1,p

0 (0,1)

ϕ6=0

‖ϕ′‖Lp(0,1)

‖ϕ‖Lp(0,1)
olmak üzere,

f ∈ C1 (R) , lim inf
|s|→∞

f (s)

|s|p−2 s
> −λp (3.3)

koşulları altında ele alarak, bu problemin zayıf çözümünün uzun zaman davranışını

çekiciler vasıtasıyla inceleyeceğiz.

3.1 Zayıf Çözümün Varlığı, Tekliği ve Başlangıç Verilere Sürekli

Bağımlılığı

Bu kısımda, (3.1) probleminin iyi konulmuş bir problem olduğunu, yani problemin zayıf

çözümünün varlığını, tekliğini ve başlangıç verilere sürekli bağımlı olduğunu ispatla-

yacağız. Öncelikle, (3.1) probleminin zayıf çözümünün tanımını verelim.

Tanım 3.1.1 u ∈ L1(0, T ;W 1,p
0 (0, 1)), ut ∈ L1(0, T ;W

1, p
p−1

0 (0, 1))∩C([0, T ];W−1, p
p−1 (0, 1))

ile u(0, x) = u0(x), ut(0, x) = u1(x) başlangıç koşullarını ve her v ∈ W 1,p
0 (0, 1)

için distribüsyon anlamında (0, T )’de

d

dt

1∫
0

ut(t, x)v(x)dx+

1∫
0

utx(t, x)v′(x)dx+

1∫
0

|ux(t, x)|p−2 ux(t, x)v′(x)dx

+

1∫
0

f(u(t, x))v(x)dx =

1∫
0

g(x)v(x)dx

22



eşitliğini sağlayan u (t, x) fonksiyonuna (3.1) probleminin [0, T ]× [0, 1]’de zayıf çözümü

denir.

Bu kısımda ispatlayacağımız ana teorem şu şekildedir:

Teorem 3.1.2 (3.2)-(3.3) koşulları altında, her T > 0 ve u0 ∈ W 1,p
0 (0, 1), u1 ∈

L2(0, 1) için, (3.1) problemi, u ∈ L∞
(
0, T ;W 1,p

0 (0, 1)
)
, ut ∈ L∞ (0, T ;L2 (0, 1)) ∩

L2 (0, T ;H1
0 (0, 1)), utt ∈ L2

(
0, T ;W−1, p

p−1 (0, 1)
)

ve

E (u (t)) +

t∫
s

‖utx (τ)‖2
L2(0,1) dτ ≤ E (u (s)) , ∀t ≥ s ≥ 0 (3.4)

enerji eşitsizliğini sağlayacak şekilde, tek u (t, x) zayıf çözümüne sahiptir. Burada E(u(t))

= 1
2
‖ut (t)‖2

L2(0,1) + 1
p
‖ux (t)‖pLp(0,1) +

1∫
0

F (u (t, x)) dx −
1∫
0

g (x)u (t, x) dx ve F (u) =

u∫
0

f (z) dz ile tanımlıdır. Dahası, eğer v ∈ L∞(0, T ;W 1,p
0 (0, 1))∩W 1,∞(0, T ;L2 (0, 1))∩

W 1,2 (0, T ;H1
0 (0, 1))∩W 2,2

(
0, T ;W−1, p

p−1 (0, 1)
)

fonksiyonu (3.1) probleminin (v0, v1) ∈

W 1,p
0 (0, 1)× L2 (0, 1) başlangıç koşuluna uygun zayıf çözümü ise, bu durumda

‖u (t)− v (t)‖H1
0 (0,1) + ‖ut (t)− vt (t)‖H−1(0,1)

≤ C
(
T, ‖(u0, u1)‖W 1,p

0 (0,1)×L2(0,1) , ‖(v0, v1)‖W 1,p
0 (0,1)×L2(0,1)

)
×
(
‖u0 − v0‖H1

0 (0,1) + ‖u1 − v1‖H−1(0,1)

)
, ∀t ∈ [0, T ] (3.5)

eşitsizliği sağlanır. Burada C : R+× R+×R+ → R+ her bir değişkene göre azalmayan

fonksiyondur.

Bu teoremin ispatına geçmeden önce, p-Laplasyan operatörü olarak da bilinen A :

W 1,p
0 (0, 1) → W−1, p

p−1 (0, 1) , Aϕ = − ∂
∂x

(|ϕ′|p−2 ϕ′) operatörünü tanımlayalım. Önce-

likle,

〈Aϕ,ψ〉 =

1∫
0

|ϕ′ (x)|p−2
ϕ′ (x)ψ′ (x) dx, ∀ψ ∈ W 1,p

0 (0, 1)

olup her u ∈ C1
(
[0, T ] ;W 1,p

0 (0, 1)
)

için

〈Au (t) , ut (t)〉 =

1∫
0

|ux (t, x)|p−2 ux (t, x)utx (t, x) dx

=
1

p

1∫
0

d

dt
(|ux (t, x)|p) dx =

1

p

d

dt
‖ux (t)‖pLp(0,1) (3.6)
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sağlanır. Burada ve bundan sonra, 〈·, ·〉 simgesi ile uygun uzaylar arasındaki dual formu

işaret edeceğiz. Ayrıca, A operatörü W 1,p
0 (0, 1)’den W−1, p

p−1 (0, 1)’e sınırlı, monoton ve

hemisüreklidir. Gerçekten, keyfi ϕ, ψ ∈ W 1,p
0 (0, 1) için, Hölder eşitsizliğini kullanarak

|〈Aϕ,ψ〉| ≤
1∫

0

|ϕ′ (x)|p−1 |ψ′ (x)| dx ≤ ‖ϕ′‖p−1
Lp(0,1) ‖ψ

′‖Lp(0,1)

alırız. Buradan, ψ 6= 0, ‖ψ‖W 1,p
0 (0,1) ≤ 1 üzerine supremuma geçerek

‖Aϕ‖
W
−1,

p
p−1 (0,1)

≤ ‖ϕ‖p−1

W 1,p
0 (0,1)

olup A’nın sınırlılığını elde ederiz. Diğer yandan,

(
|a|p−2 a− |b|p−2 b

)
(a− b) ≥ 0, a, b ∈ R (3.7)

eşitsizliğini kullanarak, keyfi ϕ, ψ ∈ W 1,p
0 (0, 1) için

〈Aϕ− Aψ,ϕ− ψ〉 = 〈Aϕ,ϕ〉 − 〈Aϕ,ψ〉 − 〈Aψ,ϕ〉+ 〈Aψ,ψ〉

=

1∫
0

|ϕ′ (x)|p−2
ϕ′ (x)ϕ′ (x) dx−

1∫
0

|ϕ′ (x)|p−2
ϕ′ (x)ψ′ (x) dx

−
1∫

0

|ψ′ (x)|p−2
ψ′ (x)ϕ′ (x) dx+

1∫
0

|ψ′ (x)|p−2
ψ′ (x)ψ′ (x) dx

=

1∫
0

(
|ϕ′ (x)|p−2

ϕ′ (x)− |ψ′ (x)|p−2
ψ′ (x)

)
(ϕ′ (x)− ψ′ (x)) dx ≥ 0

alırız ve böylece monotonluk özelliği ispatlanmış olur. Son olarak, ϕ, ψ ∈ W 1,p
0 (0, 1) ve

{tn}∞n=1 ise bir t0 ∈ R için tn →
n→∞

t0 olacak şekilde reel bir dizi olsun. Bu durumda, her

n ≥ N0 için |tn| ≤ |t0|+ 1 olacak şekilde N0 ∈ N vardır. Öncelikle

〈A (ϕ+ tnψ) , ψ〉 =

1∫
0

|ϕ′ (x) + tnψ
′ (x)|p−2

(ϕ′ (x) + tnψ
′ (x))ψ′ (x) dx (3.8)

sağlanır. Bu eşitliğin sağ tarafındaki integralin içindeki fonksiyon için,

|a+ b|ρ ≤ max
{

1, 2ρ−1
}

(|a|ρ + |b|ρ) , a, b ∈ R, ρ > 0

eşitsizliğini kullanırsak, her n ≥ N0 için∣∣∣|ϕ′ + tnψ
′|p−2

(ϕ′ + tnψ
′)ψ′

∣∣∣ = |ϕ′ + tnψ
′|p−1 |ψ′|
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≤ 2p−2
(
|ϕ′|p−1

+ (|t0|+ 1)p−1 |ψ′|p−1
)
|ψ′| , h.h.y (0, 1) ’de (3.9)

alırız. Ayrıca, Hölder eşitsizliğinden

1∫
0

(
|ϕ′ (x)|p−1

+ (|t0|+ 1)p−1 |ψ′ (x)|p−1
)
|ψ′ (x)| dx

≤ ‖ϕ′‖p−1
Lp(0,1) ‖ψ

′‖Lp(0,1) + (|t0|+ 1)p−1 ‖ψ′‖pLp(0,1) (3.10)

elde ederiz. Dahası, ortalama değer teoremine göre∣∣∣|ϕ′ + tnψ
′|p−2

(ϕ′ + tnψ
′)− |ϕ′ + t0ψ

′|p−2
(ϕ′ + t0ψ

′)
∣∣∣

≤ (p− 1)

 1∫
0

|ϕ′ + t0ψ
′ + τ (tn − t0)ψ′|p−2

dτ

 |tn − t0| |ψ′|
≤ (p− 1) max

{
1, 2p−3

}(
|ϕ′ + t0ψ

′|p−2
+ |tn − t0|p−2 |ψ′|p−2

)
× |tn − t0| |ψ′| , h.h.y (0, 1) ’de

eşitsizliğini ve dolayısıyla

lim
n→∞

|ϕ′ + tnψ
′|p−2

(ϕ′ + tnψ
′)ψ′ = |ϕ′ + t0ψ

′|p−2
(ϕ′ + t0ψ

′)ψ′, h.h.y (0, 1) ’de

alırız. Böylece, Lebesgue yakınsaklık teoremine göre, (3.8)-(3.10)’dan, 〈A (ϕ+ tnψ) , ψ〉

→
n→∞

〈A (ϕ+ t0ψ) , ψ〉 yakınsamasını ve dolayısıyla A’nın hemisürekli olduğunu elde

ederiz.

Şimdi, Teorem 3.1.2’nin ispatına geçelim. İspatı iki lemma şeklinde vereceğiz. İlk

olarak, (3.1) probleminin zayıf çözümünün varlığı ile ilgili lemmayı ispatlayalım.

Lemma 3.1.3 (3.2)-(3.3) koşulları altında, her T > 0 ve u0 ∈ W 1,p
0 (0, 1), u1 ∈

L2 (0, 1) için, (3.1) problemi, u ∈ L∞
(
0, T ;W 1,p

0 (0, 1)
)
, ut ∈ L∞ (0, T ;L2 (0, 1)) ∩

L2 (0, T ;H1
0 (0, 1)), utt ∈ L2

(
0, T ;W−1, p

p−1 (0, 1)
)

olacak şekilde en az bir u (t, x) zayıf

çözümüne sahiptir.

İspat. İspatı Galerkin yöntemini kullanarak yapacağız. Kabul edelim ki {w1, w2, ...}

kümesi H2 (0, 1) ∩ H1
0 (0, 1) uzayının, Λ : H2 (0, 1) ∩ H1

0 (0, 1) ⊂ L2 (0, 1) → L2 (0, 1) ,

Λ = − ∂2

∂x2 özeşlenik ve tersi kompakt operatör olmak üzere, Λwj = λjwj, (0, 1) ’de,

wj (0) = wj (1) = 0
, j = 1, 2, ...

25



ile verilen Dirichlet probleminin özfonksiyonlarından oluşan ortonormal bir tabanı ol-

sun. Buradan, (u0, u1) ∈ W 1,p
0 (0, 1)×L2 (0, 1) olduğundan, H2 (0, 1)∩H1

0 (0, 1) uzayının

W 1,p
0 (0, 1)’de yoğun olduğunu kullanarak,

u0n =
n∑
k=1

αnkwk , u1n =
n∑
k=1

βnkwk,

u0n →
n→∞

u0 W 1,p
0 (0, 1) ’de,

u1n →
n→∞

u1 L2 (0, 1) ’de

(3.11)

koşullarını sağlayan u0n, u1n ∈ span {w1, ..., wn} bulabiliriz. Şimdi, (3.1) probleminin

yaklaşım çözümünü

un (t) =
n∑
k=1

cnk (t)wk

şeklinde oluşturalım. Burada cnk (t) fonksiyonları

n∑
k=1

c′′nk(t) 〈wk, wj〉+
n∑
k=1

c′nk(t) 〈Λwk, wj〉+

〈
A

(
n∑
k=1

cnk (t)wk

)
, wj

〉

+

〈
f

(
n∑
k=1

cnk (t)wk

)
, wj

〉
= 〈g, wj〉 , j = 1, ..., n (3.12)

ikinci mertebeden adi diferansiyel denklem sistemi ve

cnj (0) = αnj , c′nj (0) = βnj, j = 1, ..., n (3.13)

başlangıç koşulları ile belirlidir. det (〈wk, wj〉) 6= 0, f ∈ C (R) ve A operatörü he-

misürekli olduğundan, Peano varlık teoremine göre, her n için, (3.12)-(3.13) problemi,

0 < tn < T olmak üzere, bir [0, tn) aralığında tanımlı en az bir yerel çözüme sahiptir.

Böylece, [0, tn) aralıklarında un (t) fonksiyonlarını tanımlayabiliriz.

Şimdi, (3.12)j denklemini c′nj (t) fonksiyonu ile çarpıp j = 1’den j = n’e toplarsak,

kısmi integrasyon ve (3.6)’dan

d

dt

1

2
‖unt (t)‖2

L2(0,1) +
1

p
‖unx (t)‖pLp(0,1) +

1∫
0

F (un (t, x)) dx−
1∫

0

g (x)un (t, x) dx


+ ‖untx (t)‖2

L2(0,1) = 0, ∀t ∈ [0, tn)

elde ederiz. Bu denklemi (0, t)’de integre ederek

E (un (t)) +

t∫
0

‖untx (τ)‖2
L2(0,1) dτ ≤ E (un (0)) , ∀t ∈ [0, tn) (3.14)
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alırız. Şimdi bu eşitsizlikten bir ön değerlenme elde edelim. Öncelikle, (3.3)’ü göz önüne

alarak, yeterince büyük δ > 0 için

f (s)

|s|p−2 s
≥ −µp, |s| > δ

olacak şekilde 0 < µ < λ sayısının varlığını elde ederiz. Bu eşitsizliğin her iki tarafını

|s|p ile çarparsak

sf (s) ≥ −µp |s|p , |s| > δ

sağlanır. Buradan, f ’in sürekliliğini göz önüne alarak, s > δ durumunda

F (s) =

δ∫
0

f (z) dz +

s∫
δ

f (z) dz

≥ −c1 − µp
s∫
δ

zp−1dz ≥ −c1 −
µp

p
sp +

µp

p
δp

eşitsizliği; s < −δ durumunda ise

F (s) = −
0∫

−δ

f (z) dz −
−δ∫
s

f (z) dz

≥ −c2 − µp
−δ∫
s

(−z)p−1 dz ≥ −c2 +
µp

p
δp − µp

p
(−s)p

eşitsizliği sağlanacak şekilde c1, c2 > 0 sabitleri vardır. Böylece, c3 := max {c1, c2}

olmak üzere

F (s) ≥ −µ
p

p
|s|p − c3, |s| > δ (3.15)

sağlanır. Diğer yandan, yine f ’in sürekliliğinden, bir c4 > 0 sabiti için

F (s) ≥ −
s∫

0

|f (z)| dz ≥ −
δ∫

0

|f (z)| dz ≥ −c4, |s| ≤ δ

olup (3.15) ile birlikte, C0 := max {c3, c4} olmak üzere

F (s) ≥ −µ
p

p
|s|p − C0, ∀s ∈ R

olduğunu elde ederiz. Buradan,

1∫
0

F (un (t, x)) dx ≥ −µ
p

p

1∫
0

|un (t, x)|p dx− C0
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≥ −1

p

µp

λp
‖unx (t)‖pLp(0,1) − C0, ∀t ∈ [0, tn) (3.16)

eşitsizliğini buluruz. Ayrıca, F (0) = 0 olduğundan, ortalama değer teoremini kullana-

rak, W 1,p
0 (0, 1) ↪→ L∞ (0, 1) sürekli gömülmesi ve (3.3)’ten

1∫
0

F (un (0, x)) dx =

1∫
0

 1∫
0

F ′ (τun (0, x)) dτ

un (0, x) dx

≤
1∫

0

 1∫
0

|f (τun (0, x))| dτ

 |un (0, x)| dx

≤ C1 ‖un (0)‖L∞(0,1) ≤ C2 ‖un (0)‖W 1,p
0 (0,1) (3.17)

alırız. Diğer taraftan, Hölder ve Young eşitsizliklerini kullanarak, keyfi ε > 0 için,

(3.2)’ye göre
1∫

0

g (x)un (t, x) dx ≤ ‖g‖
L

p
p−1 (0,1)

‖un (t)‖Lp(0,1)

≤ C (ε) ‖g‖
p
p−1

L2(0,1) + ε ‖un (t)‖pLp(0,1)

≤ C (ε) ‖g‖
p
p−1

L2(0,1) +
ε

λp
‖unx (t)‖pLp(0,1) ,∀t ∈ [0, tn) (3.18)

elde ederiz. Dahası, yine Hölder eşitsizliğinden, (3.2)’ye göre

1∫
0

g (x)un (0, x) dx ≤ ‖g‖
L

p
p−1 (0,1)

‖un (0)‖Lp(0,1)

≤ C3 ‖g‖L2(0,1) ‖un (0)‖W 1,p
0 (0,1)

sağlanır. Son eşitsizlikle birlikte (3.16)-(3.18)’i, (3.14)’te göz önüne alırsak

1

2
‖unt (t)‖2

L2(0,1) +

(
1

p
− 1

p

µp

λp
− ε

λp

)
‖unx (t)‖pLp(0,1) +

t∫
0

‖untx (τ)‖2
L2(0,1) dτ

≤ 1

2
‖unt (0)‖2

L2(0,1) +
1

p
‖unx (0)‖pLp(0,1) + C2 ‖un (0)‖W 1,p

0 (0,1)

+C (ε) ‖g‖
p
p−1

L2(0,1) + C3 ‖g‖L2(0,1) ‖un (0)‖W 1,p
0 (0,1) + C0, ∀t ∈ [0, tn)

olur ve ε < λp

p

(
1− µp

λp

)
seçersek, (3.11)1 ve (3.13)’ten

‖unt (t)‖2
L2(0,1) + ‖unx (t)‖pLp(0,1) +

t∫
0

‖untx (τ)‖2
L2(0,1) dτ
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≤ C
(
‖(u0n, u1n)‖W 1,p

0 (0,1)×L2(0,1) , ‖g‖L2(0,1)

)
, ∀t ∈ [0, tn)

alırız. Burada C : R+ × R+ → R+ her bir değişkene göre azalmayan bir fonksiyondur.

Son eşitsizlikte, (3.11)2-(3.11)3’e göre {(u0n, u1n)}∞n=1 dizisinin W 1,p
0 (0, 1)×L2 (0, 1)’de

(u0, u1)’e yakınsak olduğunu dikkate alırsak

‖unt (t)‖2
L2(0,1) + ‖unx (t)‖pLp(0,1) +

t∫
0

‖untx (τ)‖2
L2(0,1) dτ

≤ C̃
(
‖(u0, u1)‖W 1,p

0 (0,1)×L2(0,1) , ‖g‖L2(0,1)

)
, ∀t ∈ [0, tn)

elde ederiz. Böylece, un (·) fonksiyonunun [0, T ] aralığına genişletilebildiğini alırız. Bu

durumda,

E (un (t)) +

t∫
0

‖untx (τ)‖2
L2(0,1) dτ ≤ E (un (0)) , ∀t ∈ [0, T ] (3.19)

ve

‖unt (t)‖2
L2(0,1) + ‖unx (t)‖pLp(0,1) +

t∫
0

‖untx (τ)‖2
L2(0,1) dτ

≤ C̃
(
‖(u0, u1)‖W 1,p

0 (0,1)×L2(0,1) , ‖g‖L2(0,1)

)
, ∀t ∈ [0, T ] (3.20)

sağlanır. Diğer taraftan, (3.12)j denklemini, 1
λ2
j
c′′nj (t) fonksiyonu ile çarpıp j = 1’den

j = n’e toplarsak

〈
untt (t) ,Λ−2untt (t)

〉
+
〈
Λunt (t) ,Λ−2untt (t)

〉
+
〈
Aun (t) ,Λ−2untt (t)

〉
+
〈
f (un (t)) ,Λ−2untt (t)

〉
=
〈
g,Λ−2untt (t)

〉
, ∀t ∈ [0, T ]

elde ederiz. Burada Λ operatörünün özeşlenik olduğunu göz önüne alırsak

∥∥Λ−1untt (t)
∥∥2

L2(0,1)
≤
∣∣〈g,Λ−2untt (t)

〉∣∣+
∣∣〈unt (t) ,Λ−1untt (t)

〉∣∣
+
∣∣〈Aun (t) ,Λ−2untt (t)

〉∣∣+
∣∣〈f (un (t)) ,Λ−2untt (t)

〉∣∣ ,∀t ∈ [0, T ] (3.21)

eşitsizliğini alırız. Şimdi, bu eşitsizliğin sağ tarafını değerlendirelim. İlk terim için,

Hölder eşitsizliği ve (3.2)’den

∣∣〈g,Λ−2untt (t)
〉∣∣ ≤ ‖g‖L2(0,1)

∥∥Λ−2untt (t)
∥∥
L2(0,1)

≤ C4

∥∥Λ−1untt (t)
∥∥
L2(0,1)

, ∀t ∈ [0, T ] (3.22)
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elde ederiz. (3.21) eşitsizliğinin sağ tarafındaki ikinci terimi dikkate alırsak, Hölder

eşitsizliği ve (3.20)’den

∣∣〈unt (t) ,Λ−1untt (t)
〉∣∣ ≤ ‖unt (t)‖L2(0,1)

∥∥Λ−1untt (t)
∥∥
L2(0,1)

≤ C5

∥∥Λ−1untt (t)
∥∥
L2(0,1)

, ∀t ∈ [0, T ] (3.23)

alırız. (3.21) eşitsizliğinin sağ tarafındaki üçüncü terim için Hölder eşitsizliği uygulayıp

(3.20) ve H1 (0, 1) ↪→ Lp (0, 1) sürekli gömülmesini göz önüne alırsak

∣∣〈Aun (t) ,Λ−2untt (t)
〉∣∣ ≤ ‖unx (t)‖p−1

Lp(0,1)

∥∥∥∥ ∂∂x (Λ−2untt (t)
)∥∥∥∥

Lp(0,1)

≤ C6

∥∥∥∥ ∂∂x (Λ−2untt (t)
)∥∥∥∥

H1(0,1)

≤ C7

∥∥Λ−1untt (t)
∥∥
L2(0,1)

,∀t ∈ [0, T ] (3.24)

buluruz. (3.20) eşitsizliğinin sağ tarafındaki son terimi dikkate alalım. Hölder eşitsizliğini

kullanarak, (3.3) ve (3.20)’den

∣∣〈f (un (t)) ,Λ−2untt (t)
〉∣∣ ≤ C8

∥∥Λ−2untt (t)
∥∥
L2(0,1)

≤ C9

∥∥Λ−1untt (t)
∥∥
L2(0,1)

,∀t ∈ [0, T ] (3.25)

alırız. Böylece, (3.22)-(3.25)’i (3.21)’de göz önüne alırsak

∥∥Λ−1untt (t)
∥∥2

L2(0,1)
≤ C10

∥∥Λ−1untt (t)
∥∥
L2(0,1)

, ∀t ∈ [0, T ]

ve buradan

‖untt (t)‖H−2(0,1) ≤ C10, ∀t ∈ [0, T ] (3.26)

elde ederiz. (3.20), (3.26) ve A’nın sınırlılığından, Banach-Alaoglu teoremine göre,

{un}∞n=1, {unt}∞n=1, {untt}∞n=1 dizilerinin zayıf ve zayıf−∗ yakınsak alt dizilerine geçebiliriz.

Genelliği bozmadan, bu alt dizileri yine {un}∞n=1, {unt}∞n=1,{untt}∞n=1 ile gösterirsek,

un
w∗−→

n→∞
u L∞

(
0, T ;W 1,p

0 (0, 1)
)

’de,

unt
w∗−→

n→∞
ut L∞ (0, T ;L2 (0, 1)) ’de,

unt
w−→

n→∞
ut L2 (0, T ;H1

0 (0, 1)) ’de,

untt
w∗−→

n→∞
utt L∞ (0, T ;H−2 (0, 1)) ’de,

Aun
w∗−→

n→∞
χ L∞

(
0, T ;W−1, p

p−1 (0, 1)
)

’de

(3.27)
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yakınsamaları sağlanacak şekilde u ∈ L∞
(
0, T ;W 1,p

0 (0, 1)
)
∩ W 1,∞ (0, T ;L2 (0, 1)) ∩

W 1,2 (0, T ;H1
0 (0, 1)) ∩W 2,∞ (0, T ;H−2 (0, 1)) ve χ ∈ L∞

(
0, T ;W−1, p

p−1 (0, 1)
)

fonksi-

yonları vardır. Dahası, (3.27)1-(3.27)4’e göre

‖u‖L∞(0,T ;W 1,p
0 (0,1)) ≤ lim inf

n→∞
‖un‖L∞(0,T ;W 1,p

0 (0,1)) ,

‖ut‖L∞(0,T ;L2(0,1)) ≤ lim inf
n→∞

‖unt‖L∞(0,T ;L2(0,1)) ,

‖ut‖L2(0,T ;H1
0 (0,1)) ≤ lim inf

n→∞
‖unt‖L2(0,T ;H1

0 (0,1)) ,

‖utt‖L∞(0,T ;H−2(0,1)) ≤ lim inf
n→∞

‖untt‖L∞(0,T ;H−2(0,1))

olduğundan, (3.20) ve (3.26)’yı toplayıp n→∞ iken limite geçerek

‖utt‖L∞(0,T ;H−2(0,1)) + ‖ut‖L∞(0,T ;L2(0,1)) + ‖ut‖L2(0,T ;H1
0 (0,1)) + ‖u‖L∞(0,T ;W 1,p

0 (0,1))

≤ ˜̃C (‖(u0, u1)‖W 1,p
0 (0,1)×L2(0,1) , ‖g‖L2(0,1)

)
(3.28)

elde ederiz.

Şimdi, u fonksiyonunun (3.1) probleminin zayıf çözümü olduğunu görelim. (3.27)1-

(3.27)2’den, H1 ((0, T )× (0, 1)) uzayında

un
w−→

n→∞
u

yakınsamasını ve buradan,H1 ((0, T )× (0, 1)) ↪→ L2 ((0, T )× (0, 1)) kompakt gömülme-

sine göre, L2 ((0, T )× (0, 1)) uzayında

un −→
n→∞

u (3.29)

alırız. Böylece, ortalama değer teoremi ve W 1,p
0 (0, 1) ↪→ L∞ (0, 1) sürekli gömülmesin-

den, (3.3), (3.20) ve (3.28)’den T∫
0

1∫
0

|f (un (t, x))− f (u (t, x))|2 dxdt


1
2

≤

 T∫
0

1∫
0

 1∫
0

|f ′ (u (t, x) + τ (un (t, x)− u (t, x)))|2 dτ

2

|un (t, x)− u (t, x)|2 dxdt


1
2

≤ C11 ‖un − u‖L2((0,T )×(0,1))

olup (3.29)’a göre, L2 ((0, T )× (0, 1)) uzayında

f (un) −→
n→∞

f (u) (3.30)
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yakınsaması sağlanır. (3.12)j denkleminde n → ∞ iken limite geçersek, (3.27) ve

(3.30)’u kullanarak

〈utt (t) , wj〉+ 〈Λut (t) , wj〉+ 〈χ (t) , wj〉+ 〈f (u (t)) , wj〉

= 〈g, wj〉 , h.h.y. (0, T ) ’de, j = 1, 2, ... (3.31)

elde ederiz. Burada span {w1, w2, ...} kümesinin H2 (0, 1) ∩ H1
0 (0, 1) uzayında yoğun

olduğunu göz önüne alırsak, her v ∈ H2 (0, 1)∩H1
0 (0, 1) için vn ∈ span {w1, w2, ..., wn}

ve H2 (0, 1) ∩H1
0 (0, 1) uzayında

vn −→
n→∞

v

olacak şekilde {vn}∞n=1 dizisi vardır. Böylece, (3.31)’e göre

〈utt (t) , vn〉+ 〈Λut (t) , vn〉+ 〈χ (t) , vn〉+ 〈f (u (t)) , vn〉 = 〈g, vn〉 , h.h.y. (0, T ) ’de

olduğundan, burada n→∞ iken limite geçerek, her v ∈ H2 (0, 1) ∩H1
0 (0, 1) için

〈utt (t) , v〉+ 〈Λut (t) , v〉+ 〈χ (t) , v〉+ 〈f (u (t)) , v〉 = 〈g, v〉 , h.h.y. (0, T ) ’de

alırız. Buradan, utt ∈ L2
(

0, T ;W−1, p
p−1 (0, 1)

)
olduğunu ve L2

(
0, T ;W−1, p

p−1 (0, 1)
)

uzayında

utt (t)− utxx (t) + χ (t) + f (u (t)) = g (3.32)

eşitliğinin sağlandığını elde ederiz. Bu durumda, u’nun (3.1)1 denklemini çözdüğünü gös-

termek için, χ = Au olduğunu göstermek yeterlidir. İlk olarak, Önerme 2.0.55’e göre,

u ∈ L∞(0, T ;W 1,p
0 (0, 1)), ut ∈ L2(0, T ;H1

0 (0, 1)) olduğundan u ∈ C([0, T ];H1
0 (0, 1))

olduğunu ve ut ∈ L∞ (0, T ;L2 (0, 1)), utt ∈ L∞ (0, T ;H−2 (0, 1)) olduğundan ut ∈

C ([0, T ] ;H−1 (0, 1)) olduğunu göz önüne alalım. Bu durumda, Lemma 2.0.56’yı uy-

gularsak, u ∈ Cs
(
0, T ;W 1,p

0 (0, 1)
)

ve ut ∈ Cs (0, T ;L2 (0, 1)) olduğunu alırız. Burada

Y ∗ uzayı Y uzayının duali olmak üzere

Cs (0, T ;Y ) = {u : u ∈ L∞ (0, T ;Y ) , 〈u, ϕ〉 ∈ C [0, T ] ,∀ϕ ∈ Y ∗}

şeklindedir. Böylece, (3.12)j denklemini cnj (t) fonksiyonuyla çarpıp, j = 1’den j = n’e

toplayıp elde edilen denklemi (0, T )’de integre edersek, kısmi integrasyondan

T∫
0

〈Aun (t) , un (t)〉 dt = 〈unt (0) , un (0)〉 − 〈unt (T ) , un (T )〉
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+

T∫
0

‖unt (t)‖2
L2(0,1) dt−

1

2
‖unx (T )‖2

L2(0,1) +
1

2
‖unx (0)‖2

L2(0,1)

−
T∫

0

〈f(un (t)), un (t)〉 dt+

T∫
0

〈g, un (t)〉 dt

olur ve bu eşitlikte (3.27)1-(3.27)4 ve Önerme 2.0.55’e göre
un →

n→∞
u C ([0, T ] ;H1

0 (0, 1)) ’de,

unt →
n→∞

ut C ([0, T ] ;H−1 (0, 1)) ’de,

unt →
n→∞

ut L2 (0, T ;L2 (0, 1)) ’de

(3.33)

olduğunu göz önüne alırsak, (3.29) ve (3.30)’dan

lim sup
n→∞

T∫
0

〈Aun (t) , un (t)〉 dt ≤ 〈ut (0) , u (0)〉 − 〈ut (T ) , u (T )〉

+

T∫
0

‖ut (t)‖2
L2(0,1) dt−

1

2
‖ux (T )‖2

L2(0,1) +
1

2
‖ux (0)‖2

L2(0,1)

−
T∫

0

〈f(u (t)), u (t)〉 dt+

T∫
0

〈g, u (t)〉 dt (3.34)

alırız. Diğer yandan, (3.32) denklemini u ile (0, T )× (0, 1)’de test ederek

T∫
0

〈χ (t) , u (t)〉 dt = 〈ut (0) , u (0)〉 − 〈ut (T ) , u (T )〉

+

T∫
0

‖ut (t)‖2
L2(0,1) dt−

1

2
‖ux (T )‖2

L2(0,1) +
1

2
‖ux (0)‖2

L2(0,1)

−
T∫

0

〈f (u (t)) , u (t)〉 dt+

T∫
0

〈g, u (t)〉 dt

buluruz. Buradan, (3.34) ile birlikte

lim sup
n→∞

T∫
0

〈Aun (t) , un (t)〉 dt ≤
T∫

0

〈χ (t) , u (t)〉 dt

olur. Buradan, A operatörü monoton olduğundan

lim sup
n→∞

T∫
0

〈Av (t)− Aun (t) , v (t)− un (t)〉 dt ≥ 0, ∀v ∈ Lp
(
0, T ;W 1,p

0 (0, 1)
)
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olup (3.27)1 ve (3.27)5’e göre

T∫
0

〈Av (t)− χ (t) , v (t)− u (t)〉 dt =

T∫
0

〈Av (t) , v (t)〉 dt−
T∫

0

〈Av (t) , u (t)〉 dt

−
T∫

0

〈χ (t) , v (t)〉 dt+

T∫
0

〈χ (t) , u (t)〉 dt

≥ lim sup
n→∞

 T∫
0

〈Av (t) , v (t)〉 dt−
T∫

0

〈Av (t) , un (t)〉 dt

−
T∫

0

〈Aun (t) , v (t)〉 dt+

T∫
0

〈Aun (t) , un (t)〉 dt


= lim sup

n→∞

T∫
0

〈Av (t)− Aun (t) , v (t)− un (t)〉 dt ≥ 0

alırız. Şimdi, son eşitsizlikte, keyfi w ∈ Lp
(
0, T ;W 1,p

0 (0, 1)
)

ve τ > 0 için, v = u− τw

alırsak
T∫

0

〈A (u (t)− τw (t))− χ (t) ,−τw (t)〉 dt ≥ 0

olup
T∫

0

〈A (u (t)− τw (t))− χ (t) , w (t)〉 dt ≤ 0

sağlanır ve burada τ → 0 iken limite geçersek, A’nın hemisürekliliğini göz önüne alarak

T∫
0

〈Au (t)− χ (t) , w (t)〉 dt ≤ 0,∀w ∈ Lp
(
0, T ;W 1,p

0 (0, 1)
)

elde ederiz. Yukarıdaki prosedürü w yerine −w alarak tekrar edersek elde ettiğimiz son

eşitsizliğin tersini alırız. Böylece

T∫
0

〈Au (t)− χ (t) , w (t)〉 dt = 0, ∀w ∈ Lp
(
0, T ;W 1,p

0 (0, 1)
)

ve dolayısıyla χ = Au olur.

Dahası, (3.27)1-(3.27)4’ten, Önerme 2.0.55’e göre, C ([0, T ];L2 (0, 1)×H−1 (0, 1))

uzayında

(un, unt) −→
n→∞

(u, ut) (3.35)
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sağlanır. Bu durumda, (3.11)1 ve (3.13)’ten, özel olarak L2 (0, 1)×H−1 (0, 1) uzayında

(u0n, u1n) −→
n→∞

(u (0) , ut (0))

yakınsamasını elde ederiz. Buradan, (3.11)2-(3.11)3’e göre, W 1,p
0 (0, 1) × L2(0, 1) ↪→

L2 (0, 1)×H−1 (0, 1) sürekli gömülmesinden, (u (0) , ut (0)) = (u0, u1) alırız. Böylece, u

fonksiyonu (3.1)3 başlangıç koşulunu sağlar ve dolayısıyla (3.1) probleminin (u0, u1) ∈

W 1,p
0 (0, 1)× L2 (0, 1) başlangıç koşuluna uygun zayıf çözümüdür.

Şimdi, zayıf çözümün başlangıç verilere sürekli bağımlı ve tek olduğunu gösterelim.

Lemma 3.1.4 (3.2)-(3.3) koşulları altında, (3.1) probleminin zayıf çözümü başlangıç

verilere sürekli bağımlıdır ve tektir.

İspat. Öncelikle, u, v ∈ L∞(0, T ;W 1,p
0 (0, 1))∩W 1,∞(0, T ;L2(0, 1))∩W 1,2(0, T ;H1

0 (0, 1))

∩W 2,∞(0, T ;W−1, p
p−1 (0, 1)) fonksiyonları, (3.1) probleminin, sırasıyla (u0, u1), (v0, v1) ∈

W 1,p
0 (0, 1)×L2 (0, 1) başlangıç koşullarına uygun zayıf çözümleri olmak üzere, w (t) :=

u (t)− v (t) olsun. Bu durumda,

wtt (t, x)− wtxx (t, x)− ∂
∂x

(
|ux (t, x)|p−2 ux (t, x)− |vx (t, x)|p−2 vx (t, x)

)
+ f (u (t, x))− f (v (t, x)) = 0, (t, x) ∈ (0, T )× (0, 1) ,

w (t, 0) = w (t, 1) = 0, t ∈ (0, T ) ,

w (0, x) = u0 (x) − v0 (x) , wt (0, x) = u1 (x)− v1 (x) , x ∈ (0, 1)

(3.36)

problemini alırız. (3.36)1 denklemini δw ile çarpıp (0, 1)’de integre edersek, kısmi in-

tegrasyonla

d

dt

δ 1∫
0

wt (t, x)w (t, x) dx+
δ

2
‖wx (t)‖2

L2(0,1)


+δ

1∫
0

(
|ux (t, x)|p−2 ux (t, x)− |vx (t, x)|p−2 vx (t, x)

)
wx (t, x) dx

= δ ‖wt (t)‖2
L2(0,1) − δ

1∫
0

(f (u (t, x))− f (v (t, x)))w (t, x) dx, ∀t ∈ [0, T ] (3.37)

elde ederiz. İlk olarak, bu denklemin sol tarafındaki ikinci terim için

(
|a|p−2 a− |b|p−2 b

)
(a− b) ≥ 1

2

(
|a|p−2 + |b|p−2) |a− b|2 , a,b ∈ R (3.38)
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eşitsizliğini kullanarak

δ

1∫
0

(
|ux (t, x)|p−2 ux (t, x)− |vx (t, x)|p−2 vx (t, x)

)
wx (t, x) dx

≥ δ

2

1∫
0

(
|ux (t, x)|p−2 + |vx (t, x)|p−2) |wx (t, x)|2 dx, ∀t ∈ [0, T ] (3.39)

alırız. Diğer taraftan, (3.37)’nin sağ tarafındaki ikinci terimi göz önüne alırsak, ortalama

değer teoremine göre, (3.3), (3.28) ve W 1,p
0 (0, 1) ↪→ L∞ (0, 1) sürekli gömülmesinden

−δ
1∫

0

(f (u (t, x))− f (v (t, x)))w (t, x) dx

≤ δ

1∫
0

 1∫
0

|f ′ (v (t, x) + τ (u (t, x)− v (t, x)))| dτ

 |w (t, x)|2 dx

≤ C1 ‖w (t)‖2
L2(0,1) , ∀t ∈ [0, T ]

sağlanır. Bu eşitsizlikle birlikte (3.39)’u (3.37)’de göz önüne alırsak

d

dt

δ 1∫
0

wt (t, x)w (t, x) dx+
δ

2
‖wx (t)‖2

L2(0,1)



+
δ

2

1∫
0

(
|ux (t, x)|p−2 + |vx (t, x)|p−2) |wx (t, x)|2 dx

≤ δ ‖wt (t)‖2
L2(0,1) + C1 ‖w (t)‖2

L2(0,1) , ∀t ∈ [0, T ] (3.40)

elde ederiz. Diğer yandan, Λ operatörü Lemma 3.1.3’te tanımlanan özeşlenik operatör

olmak üzere, (3.36)1 denklemini Λ−1wt ile çarpıp (0, 1)’de integre edersek, kısmi integ-

rasyon ve Λ’nin özeşlenik olduğunu kullanarak

d

dt

(
1

2

∥∥∥Λ−
1
2wt (t)

∥∥∥2

L2(0,1)

)
+ ‖wt (t)‖2

L2(0,1)

= −
〈(
|ux (t)|p−2 ux (t)− |vx (t)|p−2 vx (t)

)
,
∂

∂x

(
Λ−1wt (t)

)〉
−
〈
f (u (t))− f (v (t)) ,Λ−1wt (t)

〉
, ∀t ∈ [0, T ] (3.41)

alırız. Bu eşitsizliğin sağ tarafındaki ilk terimi değerlendirelim. Hölder ve Young eşitsiz-

liğine göre, keyfi µ > 0 için∣∣∣∣ ∂∂x (Λ−1wt (t, x)
)∣∣∣∣2 =

x∫
0

d

dξ

∣∣∣∣ ∂∂x (Λ−1wt (t, ξ)
)∣∣∣∣2 dξ
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= 2

x∫
0

∂

∂x

(
Λ−1wt (t, ξ)

) ∂2

∂x2

(
Λ−1wt (t, ξ)

)
dξ

≤ 2

∥∥∥∥ ∂∂x (Λ−1wt (t)
)∥∥∥∥

L2(0,1)

‖wt (t)‖L2(0,1)

≤ 2

(
C (µ)

∥∥∥Λ−
1
2wt (t)

∥∥∥2

L2(0,1)
+ µ ‖wt (t)‖2

L2(0,1)

)
, ∀x ∈ (0, 1) , ∀t ∈ [0, T ]

sağlandığından∥∥∥∥ ∂∂x (Λ−1wt (t)
)∥∥∥∥2

L∞(0,1)

≤ 2

(
C (µ)

∥∥∥Λ−
1
2wt (t)

∥∥∥2

L2(0,1)
+ µ ‖wt (t)‖2

L2(0,1)

)
, ∀t ∈ [0, T ]

olup ortalama değer teoremini kullanarak, Hölder, Young eşitsizliği ve (3.28)’den, keyfi

ε > 0 için

−
〈(
|ux (t)|p−2 ux (t)− |vx (t)|p−2 vx (t)

)
,
∂

∂x

(
Λ−1wt (t)

)〉
≤
∥∥|ux (t)|p−2 ux (t)− |vx (t)|p−2 vx (t)

∥∥
L1(0,1)

∥∥∥∥ ∂∂x (Λ−1wt (t)
)∥∥∥∥

L∞(0,1)

≤ (p− 1)

∥∥∥∥∥∥
 1∫

0

|vx (t) + τ (ux (t)− vx (t))|p−2 dτ

wx (t)

∥∥∥∥∥∥
L1(0,1)

×
∥∥∥∥ ∂∂x (Λ−1wt (t)

)∥∥∥∥
L∞(0,1)

≤ C3

∥∥(|ux (t)|p−2 + |vx (t)|p−2)wx (t)
∥∥
L1(0,1)

∥∥∥∥ ∂∂x (Λ−1wt (t)
)∥∥∥∥

L∞(0,1)

= C3

 1∫
0

(
|ux (t, x)|p−2 + |vx (t, x)|p−2) 1

2

×
(
|ux (t, x)|p−2 + |vx (t, x)|p−2) 1

2 |wx (t, x)| dx
)∥∥∥∥ ∂∂x (Λ−1wt (t)

)∥∥∥∥
L∞(0,1)

≤ C3

 1∫
0

(
|ux (t, x)|p−2 + |vx (t, x)|p−2) dx


1
2

×

 1∫
0

(
|ux (t, x)|p−2 + |vx (t, x)|p−2) |wx (t, x)|2 dx


1
2 ∥∥∥∥ ∂∂x (Λ−1wt (t)

)∥∥∥∥
L∞(0,1)

≤ C4

ε 1∫
0

(
|ux (t, x)|p−2 + |vx (t, x)|p−2) |wx (t, x)|2 dx

+µC (ε) ‖wt (t)‖2
L2(0,1) + Ĉ (µ, ε)

∥∥∥Λ−
1
2wt (t)

∥∥∥2

L2(0,1)

)
, ∀t ∈ [0, T ] (3.42)
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elde ederiz. (3.41) eşitsizliğinin sağındaki ikinci terimi ele alalım. Ortalama değer

teoremi, W 1,p
0 (0, 1) ↪→ L∞ (0, 1) sürekli gömülmesi, (3.3), (3.28), Hölder ve Young

eşitsizliğine göre

−
〈
f (u (t))− f (v (t)) ,Λ−1wt (t)

〉
≤ ‖f (u (t))− f (v (t))‖L2(0,1)

∥∥Λ−1wt (t)
∥∥
L2(0,1)

≤

∥∥∥∥∥∥
 1∫

0

|f ′ (v (t) + τ (u (t)− v (t)))| dτ

w (t)

∥∥∥∥∥∥
L2(0,1)

∥∥Λ−1wt (t)
∥∥
L2(0,1)

≤ C5 ‖w (t)‖L2(0,1)

∥∥Λ−1wt (t)
∥∥
L2(0,1)

≤ C5

(
‖w (t)‖2

L2(0,1) +
∥∥∥Λ−

1
2wt (t)

∥∥∥2

L2(0,1)

)
, ∀t ∈ [0, T ]

olur. Bu eşitsizlikle birlikte (3.42)’yi (3.41)’de kullanırsak

d

dt

(
1

2

∥∥∥Λ−
1
2wt (t)

∥∥∥
L2(0,1)

)
+ ‖wt (t)‖2

L2(0,1)

≤ C6

ε 1∫
0

(
|ux (t, x)|p−2 + |vx (t, x)|p−2) |wx (t, x)|2 dx

+µC (ε) ‖wt (t)‖2
L2(0,1) + Ĉ (µ, ε)

∥∥∥Λ−
1
2wt (t)

∥∥∥2

L2(0,1)

+ ‖w (t)‖2
L2(0,1) +

∥∥∥Λ−
1
2wt (t)

∥∥∥2

L2(0,1)

)
, ∀t ∈ [0, T ] (3.43)

elde ederiz. (3.40) ile (3.43) eşitsizliklerini toplayıp ε, µ ve δ’yı yeterince küçük seçersek

dΦ (t)

dt
≤ C7

(
‖w (t)‖2

L2(0,1) +
∥∥∥Λ−

1
2wt (t)

∥∥∥
L2(0,1)

)
, ∀t ∈ [0, T ] (3.44)

alırız. Burada Φ (t) := δ
1∫
0

wt (t, x)w (t, x) dx + δ
2
‖wx (t)‖2

L2(0,1) + 1
2

∥∥∥Λ−
1
2wt (t)

∥∥∥2

L2(0,1)

şeklindedir. Hölder ve Young eşitsizliklerine göre, Λ’nin özeşlenikliğinden∣∣∣∣∣∣δ
1∫

0

wt (t, x)w (t, x) dx

∣∣∣∣∣∣ = δ
∣∣∣〈Λ−

1
2wt (t) ,Λ

1
2w (t)

〉∣∣∣
≤ δ

∥∥∥Λ−
1
2wt (t)

∥∥∥
L2(0,1)

∥∥∥Λ
1
2w (t)

∥∥∥
L2(0,1)

≤ 1

4

∥∥∥Λ−
1
2wt (t)

∥∥∥2

L2(0,1)
+ δ2

∥∥∥Λ
1
2w (t)

∥∥∥2

L2(0,1)
, ∀t ∈ [0, T ]

olup δ yeterince küçük olduğundan

C8

(
‖w (t)‖2

H1
0 (0,1) + ‖wt (t)‖2

H−1(0,1)

)
≤ Φ (t)
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≤ C9

(
‖w (t)‖2

H1
0 (0,1) + ‖wt (t)‖2

H−1(0,1)

)
, ∀t ∈ [0, T ] (3.45)

elde ederiz. (3.45)’i (3.44)’te göz önüne alırsak

dΦ (t)

dt
≤ C10Φ (t) , ∀t ∈ [0, T ]

sağlanır. Bu eşitsizliği e−C10t ile çarpıp 0’dan t’ye integre edersek

Φ (t) ≤ eC10T Φ (0) , ∀t ∈ [0, T ]

olup (3.45)’i dikkate alırsak

‖w (t)‖2
H1

0 (0,1) + ‖wt (t)‖2
H−1(0,1)

≤ C11e
C10T

(
‖w (0)‖2

H1
0 (0,1) + ‖wt (0)‖2

H−1(0,1)

)
, ∀t ∈ [0, T ]

elde ederiz. Burada Ci (i = 1, 11) sabitleri ‖(u0, u1)‖W 1,p
0 (0,1)×L2(0,1), ‖(v0, v1)‖W 1,p

0 (0,1)×L2(0,1)

normlarına bağlıdır. Böylece, çözüm başlangıç verilere sürekli bağımlı olup özel olarak

tektir.

Şimdi, (3.19) ve (3.27)’den, Lemma 3.1.3 ile belirli zayıf çözümün, s = 0 için, (3.4)

eşitsizliğini sağladığını söyleriz. Lemma 3.1.4’e göre çözümün tek olduğunu da dikkate

alırsak, her t ≥ s ≥ 0 için (3.4) eşitsizliğinin sağlandığını elde ederiz. Böylece, Lemma

3.1.3 ve Lemma 3.1.4’ten Teorem 3.1.2’yi alırız.

Sonuç olarak, u fonksiyonu (3.1) probleminin zayıf çözümü olmak üzere, (3.1) prob-

lemi W 1,p
0 (0, 1) × L2 (0, 1)’de S (t) (u0, u1) = (u (t) , ut (t)) formülü ile tanımlı zayıf

sürekli {S (t)}t≥0 yarıgrubunu üretir. Burada zayıf süreklilikle, W 1,p
0 (0, 1) × L2 (0, 1)

uzayında ϕn →
n→∞

ϕ ise bu uzayda S (t)ϕn
w→

n→∞
S (t)ϕ olduğu kastedilmektedir.

3.2 Yerel Olmayan Çekicinin Varlığı

Bu bölümde, {S (t)}t≥0 yarı grubunun düzgün kuvvetli yerel olmayan çekicisinin varlığını

ispatlayacağız. Burada ispatlayacağımız ana teoremleri verelim:

Teorem 3.2.1 (3.2)-(3.3) koşulları sağlansın. Bu durumda, her sınırlı B ⊂ W 1,p
0 (0, 1)×

L2(0, 1) kümesi için, (3.1) probleminin ürettiği {S (t)}t≥0 yarıgrubu W 1,p
0 (0, 1)×L2 (0, 1)

uzayında AB zayıf yerel çekicisine sahiptir. Dahası, AB zayıf yerel çekicisi, B kümesi-

nin görüntüsünü H1
0 (0, 1)× L2 (0, 1)’in kuvvetli topolojisinde çeker.

39



Teorem 3.2.2 (3.2)-(3.3) koşullarına ek olarak, p < 4 olduğunu kabul edelim. Bu

durumda, {S (t)}t≥0 yarıgrubu W 1,p
0 (0, 1) × L2 (0, 1) uzayında A kuvvetli yerel olma-

yan çekicisine sahiptir ve A =Mu (N ) sağlanır. Dahası, A yerel olmayan çekicisi

W 1,∞(0, 1)×W 1,∞ (0, 1)’de sınırlıdır. Burada Mu (N ) kümesi N sabit noktalar küme-

sinden başlayan kararsız (unstable) manifoldtur.

3.2.1 Zayıf Yerel Çekicilerin Varlığı

Burada Teorem 3.2.1’i ispatlayacağız. Bunun için bazı yardımcı lemmaları verelim.

Öncelikle, aşağıdaki lemmayı ispatlayalım.

Lemma 3.2.3 (3.2)-(3.3) koşulları sağlansın ve B kümesi W 1,p
0 (0, 1) × L2 (0, 1)’in

sınırlı alt kümesi olsun. Bu durumda, {ϕk}
∞
k=1 ⊂ B, tk →∞ olmak üzere, {S(tk)ϕk}

∞
k=1

şeklindeki her dizi H1
0 (0, 1)× L2 (0, 1)’de yakınsak alt diziye sahiptir.

İspat. Öncelikle, B’nin sınırlı olduğunu kullanırsak, (3.2)-(3.4)’e göre,

‖S (t)ϕ‖W 1,p
0 (0,1)×L2(0,1) ≤ CB <∞, ∀ϕ ∈ B, ∀t ≥ 0 (3.46)

olacak şekilde CB := C (B) > 0 sabiti vardır. Şimdi (u0, u1) ∈ B ve (u (t) , ut (t)) =

S (t) (u0, u1) olsun. v := ut şeklinde işaretlersek, (3.1)’den vt + Λv = h,

v (0) = u1

(3.47)

problemini elde ederiz. Burada, Λ operatörü Lemma 3.1.3’te tanımlanan özeşlenik ope-

ratör ve h := ∂
∂x

(
|ux|p−2 ux

)
−f (u)+g’dir. Böylece, parametrelerin değişimi formülüne

göre, (3.47)’den

v (t) = e−tΛu1 +

t∫
0

e−(t−τ)Λh (τ) dτ (3.48)

sağlanır. Öncelikle, keyfi ψ ∈ H
1+ p−2

2p

0 (0, 1) için, kısmi integrasyonla

|〈h (t) , ψ〉|

≤
∣∣〈|ux (t)|p−2 ux (t) , ψ′

〉∣∣+ |〈f (u (t)) , ψ〉|+ |〈g, ψ〉| , ∀t ≥ 0 (3.49)

alırız. Bu eşitsizliğin sağ tarafını değerlendirelim. İlk terimi ele alalım. Hölder eşitsizliği

ve (3.46)’dan, H
p−2
2p

0 (0, 1) ↪→ Lp (0, 1) sürekli gömülmesine göre∣∣〈|ux (t)|p−2 ux (t) , ψ′
〉∣∣ ≤ ‖ux (t)‖p−1

Lp(0,1) ‖ψ
′‖Lp(0,1)

40



≤ C1 ‖ψ′‖
H
p−2
2p

0 (0,1)
≤ C1 ‖ψ‖

H
1+

p−2
2p

0 (0,1)
, ∀t ≥ 0 (3.50)

elde ederiz. (3.49)’un sağ tarafındaki ikinci terim için, W 1,p
0 (0, 1) ↪→ L∞ (0, 1) sürekli

gömülmesi, (3.3) ve (3.46)’dan, Hölder eşitsizliği ve H
1+ p−2

2p

0 (0, 1) ↪→ L2 (0, 1) sürekli

gömülmesine göre

|〈f (u (t)) , ψ〉| ≤ C2 ‖ψ‖L2(0,1) ≤ C3 ‖ψ‖
H

1+
p−2
2p

0 (0,1)
, ∀t ≥ 0 (3.51)

sağlanır. (3.49)’un sağ tarafındaki son terim için, Hölder eşitsizligi, (3.2) veH
1+ p−2

2p

0 (0, 1)

↪→ L2 (0, 1) sürekli gömülmesinden

|〈g, ψ〉| ≤ ‖g‖L2(0,1) ‖ψ‖L2(0,1) ≤ C4 ‖ψ‖
H

1+
p−2
2p

0 (0,1)
, ∀t ≥ 0 (3.52)

olur. (3.50)-(3.52)’yi (3.49)’da kullanıp ψ 6= 0, ‖ψ‖
H

1+
p−2
2p

0 (0,1)
≤ 1 üzerine supremuma

geçersek

‖h (t)‖
H
−1− p−2

2p (0,1)
≤ C5, ∀t ≥ 0 (3.53)

elde ederiz. (3.48)’e göre, δ ∈
(

0, 1− p−2
2p

]
olmak üzere,

‖v (t)‖
H

1− p−2
2p −δ(0,1)

≤
∥∥e−tΛu1

∥∥
H

1− p−2
2p −δ(0,1)

+

t∫
0

∥∥e−(t−τ)Λh (τ)
∥∥
H

1− p−2
2p −δ(0,1)

dτ (3.54)

sağlanır. Şimdi, bu eşitsizliğin sağ tarafını değerlendirelim. Öncelikle, [[32], syf.116]’daki

yöntemi kullanarak ∥∥e−tΛ∥∥L(D(Λs),D(Λσ))

≤Me−ωtt−(σ−s), M ≥ 1, ω > 0, t > 0, s ≤ σ (3.55)

sönüm değerlenmesini elde ederiz. Burada, D (Λτ ) =

 H2τ (0, 1) , τ ∈
(
−3

4
, 1

4

]
,

H2τ
0 (0, 1) , τ ∈

(
1
4
, 3

4

) şek-

lindedir. Şimdi, (3.54)’ün sağ tarafındaki ilk terimi değerlendirelim. (3.55)’ten, δ ∈(
0, 1− p−2

2p

]
için∥∥e−tΛu1

∥∥
H

1− p−2
2p −δ(0,1)

≤
∥∥e−tΛ∥∥

L
(
D(Λ0),D

(
Λ

1
2−

p−2
4p −

δ
2

)) ‖u1‖D(Λ0)

≤Me−ωtt−
1
2(1− p−2

2p
−δ) ‖u1‖L2(0,1) , ∀t > 0 (3.56)

alırız. Öte yandan, (3.54)’ün sağ tarafındaki ikinci terim için, (3.55)’ten, δ ∈
(

0, 1− p−2
2p

]
için

t∫
0

∥∥e−(t−τ)Λh (τ)
∥∥
H

1− p−2
2p −δ(0,1)

dτ
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≤
t∫

0

∥∥e−(t−τ)Λ
∥∥
L
(
D

(
Λ
− 1

2−
p−2
4p

)
,D

(
Λ

1
2−

p−2
4p −

δ
2

)) ‖h (τ)‖
D

(
Λ
− 1

2−
p−2
4p

) dτ

≤M

t∫
0

e−ω(t−τ) (t− τ)−1+ δ
2 ‖h (τ)‖

H
−1− p−2

2p (0,1)
dτ , ∀t > 0 (3.57)

elde ederiz. (3.53) ve (3.56)-(3.57)’yi (3.54)’te kullanırsak

‖v (t)‖
H

1− p−2
2p −δ(0,1)

≤ C6

e−ωtt− 1
2(1− p−2

2p
−δ) +

t∫
0

e−ω(t−τ) (t− τ)−1+ δ
2 dτ

 , ∀t > 0

sağlanır. Burada, δ ∈
(

0, 1− p−2
2p

]
için,

e−ωtt−
1
2(1− p−2

2p
−δ) ≤ 1, ∀t ≥ 1

olduğunu ve kısmi integrasyonla

t∫
0

e−ω(t−τ) (t− τ)−1+ δ
2 dτ = lim

a→t−

a∫
0

e−ω(t−τ) (t− τ)−1+ δ
2 dτ

= lim
a→t−

−2

δ
e−ω(t−a) (t− a)

δ
2 +

2

δ
e−ωtt

δ
2 +

2ω

δ

a∫
0

e−ω(t−τ) (t− τ)
δ
2 dτ


≤ cδ, ∀t ≥ 0

olduğunu kullanırsak

‖v (t)‖
H

1− p−2
2p −δ(0,1)

≤ ĉδ, ∀t ≥ 1

elde ederiz. Sonuç olarak

sup
t≥1
‖ut (t)‖H1−ε(0,1) ≤ c̃ε, ε ∈

(
p− 2

2p
, 1

]
(3.58)

alırız.

Diğer taraftan, (3.46)’dan, her t ≥ 0 ve ϕ ∈ B için S (t)ϕ ∈ B0 olacak şekilde

sınırlı B0 ⊂ W 1,p
0 (0, 1) × L2 (0, 1) kümesi vardır. O halde, tk → ∞ olduğundan, her

T0 ≥ 1 için, k ≥ K iken tk ≥ T0 ve S(tk − T0)ϕk ∈ B0 olacak şekilde K ∈ N vardır. Bu

durumda, Banach-Alaoğlu teoreminden, tkm ≥ T0 ve
{
S(tkm − T0)ϕkm

}∞
m=1
⊂ B0 dizisi

W 1,p
0 (0, 1)× L2 (0, 1) uzayında zayıf yakınsak olacak şekilde {km}∞m=1 alt dizisi vardır.
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Böylece, (3.1), (3.2)-(3.4) ve (3.46)’dan,

S (tkm − T0)ϕkm
w−→

m→∞
ϕ0 W 1,p

0 (0, 1)× L2 (0, 1) ’de,

um
w∗−→

m→∞
u L∞

(
0,∞;W 1,p

0 (0, 1)
)

’de,

umt
w∗−→

m→∞
ut L∞ (0,∞;L2 (0, 1)) ’de,

umt
w−→

m→∞
ut L2 (0,∞;H1

0 (0, 1)) ’de,

umtt
w∗−→

m→∞
utt L∞ (0,∞;H−2 (0, 1)) ’de,

um (t)
w−→

m→∞
u (t) W 1,p

0 (0, 1) ’de, ∀t ≥ 0,

umt (t)
w−→

m→∞
ut (t) L2 (0, 1) , ∀t ≥ 0

(3.59)

yakınsamaları sağlanacak şekilde ϕ0 ∈ W
1,p
0 (0, 1)×L2 (0, 1) ve u ∈ L∞

(
0,∞;W 1,p

0 (0, 1)
)

∩W 1,∞ (0,∞;L2 (0, 1)) ∩ W 1,2 (0,∞;H1
0 (0, 1)) ∩ W 2,∞(0,∞;H−2 (0, 1)) fonksiyonları

vardır. Burada (um(t), umt(t)) = S(t+ tkm − T0)ϕkm ile tanımlıdır. Şimdi, (3.1)1 denk-

lemindeki u’yu um ve un ile değiştirip, elde edilen denklemleri birbirinden çıkararak

umtt(t, x)− untt(t, x)− (umtxx(t, x)− untxx(t, x))

− ∂

∂x
(|umx(t, x)|p−2 umx(t, x)− |unx(t, x)|p−2 unx(t, x))

+f (um(t, x))− f (un(t, x)) = 0

denklemini alalım. Bu denklemi (0, T )× (0, 1)’de 2t (um − un) ile test edersek

2T

1∫
0

(umt (T, x)− unt (T, x)) (um (T, x)− un (T, x)) dx

−2

T∫
0

1∫
0

(umt (t, x)− unt (t, x)) (um (t, x)− un (t, x)) dxdt

−2

T∫
0

t ‖umt (t)− unt (t)‖2
L2(0,1) dt

+T ‖umx (T )− unx (T )‖2
L2(0,1) −

T∫
0

‖umx (t)− unx (t)‖2
L2(0,1) dt

+2

T∫
0

1∫
0

(
|umx(t, x)|p−2 umx(t, x)− |unx(t, x)|p−2 unx(t, x)

)
×t (umx (t, x)− unx (t, x)) dxdt
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+2

T∫
0

1∫
0

(f (um(t, x))− f (un(t, x))) t (um (t, x)− un (t, x)) dxdt = 0, ∀T ≥ 0

elde ederiz. Bu eşitliğin sol tarafındaki altıncı terim için

(
|a|p−2 a− |b|p−2 b

)
(a− b) ≥ c |a− b|p , a, b ∈ R (3.60)

eşitsizliğini kullanırsak

T ‖umx (T )− unx (T )‖2
L2(0,1) + C7

T∫
0

t ‖umx (t)− unx (t)‖pLp(0,1) dt

≤
T∫

0

‖umx (t)− unx (t)‖2
L2(0,1) dt+ 2

T∫
0

t ‖umt (t)− unt (t)‖2
L2(0,1) dt

−2T

1∫
0

(umt (T, x)− unt (T, x)) (um (T, x)− un (T, x)) dx

+2

T∫
0

1∫
0

(umt (t, x)− unt (t, x)) (um (t, x)− un (t, x)) dxdt

−2

T∫
0

1∫
0

(f (um(t, x))− f (un(t, x))) t (um (t, x)− un (t, x)) dxdt, ∀T ≥ 0 (3.61)

alırız. Şimdi, (3.61)’in sağ tarafındaki ilk terimi göz önüne alırsak, Q := {t ∈ (0, T ) :

‖umx (t)− unx (t)‖p−2
L2(0,1) ≥

1
C7t

}
olmak üzere,

T∫
0

‖umx (t)− unx (t)‖2
L2(0,1) dt

=

1∫
0

‖umx (t)− unx (t)‖2
L2(0,1) dt+

T∫
1

‖umx (t)− unx (t)‖2
L2(0,1) dt

≤ C8 +

∫
Q

‖umx (t)− unx (t)‖2−p
L2(0,1) ‖umx (t)− unx (t)‖pL2(0,1) dt

+

∫
[1,T ]\Q

‖umx (t)− unx (t)‖2
L2(0,1) dt

≤ C8 + C7

∫
Q

t ‖umx (t)− unx (t)‖pL2(0,1) dt+

T∫
1

(
1

C7t

) 2
p−2

dt
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≤ C7

∫
Q

t ‖umx (t)− unx (t)‖pL2(0,1) dt+ C9

(
Tmax{0, p−4

p−2} + lnT
)
, ∀T ≥ 1 (3.62)

elde ederiz. (3.62)’yi (3.61)’de kullanırsak, Hölder eşitsizliği ile

‖umx (T )− unx (T )‖2
L2(0,1)

≤ C9

(
Tmax{0, p−4

p−2} + lnT
)

T
+ 2

T∫
0

‖umt (t)− unt (t)‖2
L2(0,1) dt

−2

1∫
0

(umt (T, x)− unt (T, x)) (um (T, x)− un (T, x)) dx

+
2

T

T∫
0

1∫
0

(umt (t, x)− unt (t, x)) (um (t, x)− un (t, x)) dxdt

− 2

T

T∫
0

1∫
0

(f (um(t, x))− f (un(t, x))) t (um (t, x)− un (t, x)) dxdt, ∀T ≥ 1

alırız. Burada, (3.29)-(3.30) ve (3.59)’u göz önüne alıp Önerme 2.0.55’e göre umt →
m→∞

ut L2 (0, T ;L2 (0, 1)) ’de

um →
m→∞

u C ([0, T ] ;L2 (0, 1)) ’de

yakınsamalarının sağlandığını da dikkate alırsak

lim sup
m→∞

lim sup
n→∞

‖umx (T )− unx (T )‖2
L2(0,1) ≤

C9

(
Tmax{0, p−4

p−2} + lnT
)

T
, ∀T ≥ 1

alırız. Burada T = T0 seçersek, P : W 1,p
0 (0, 1)× L2 (0, 1)→ W 1,p

0 (0, 1), P (ϕ, ψ)

= ϕ ile tanımlı izdüşüm operatörü olmak üzere,

lim sup
m→∞

lim sup
n→∞

∥∥PS (tkm)ϕkm − PS (tkn)ϕkn
∥∥2

H1
0 (0,1)

≤
C10

(
T

max{0, p−4
p−2}

0 + lnT0

)
T0

, ∀T0 ≥ 1

ve böylece

lim inf
k→∞

lim inf
n→∞

‖PS (tk)ϕk − PS (tn)ϕn‖H1
0 (0,1)

≤
C11

(
T

max{0, p−4
p−2}

0 + lnT0

) 1
2

T
1
2

0

, ∀T0 ≥ 1
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elde ederiz. Son eşitsizlikte T0 →∞ iken limite geçersek

lim inf
k→∞

lim inf
n→∞

‖PS (tk)ϕk − PS (tn)ϕn‖H1
0 (0,1) = 0

buluruz. Ayrıca, yukarıda yaptığımız işlemleri tekrar ederek, keyfi {km}∞m=1 dizisi için

lim inf
m→∞

lim inf
n→∞

∥∥PS (tkm)ϕkm − PS (tkn)ϕkn
∥∥
H1

0 (0,1)
= 0 (3.63)

elde ederiz. Şimdi, {PS (tk)ϕk}
∞
k=1 dizisininH1

0 (0, 1)’de yakınsak alt diziye sahip olduğu-

nu görelim. Tersini varsayalım. Bu durumda, H1
0 (0, 1) uzayı tam olduğundan, söz ko-

nusu dizi tamamen sınırlı olamaz ve dolayısıyla

∥∥PS (tkm)ϕkm − PS (tkn)ϕkn
∥∥
H1

0 (0,1)
≥ ε0, m 6= n

sağlanacak şekilde ε0 > 0 ve {km}∞m=1 alt dizisi vardır ve bu ise (3.63) ile çelişir. Sonuç

olarak, (3.58) ile birlikte istenen elde edilir.

Şimdi, bir B ⊂ W 1,p
0 (0, 1) × L2 (0, 1) kümesinden çıkan yörüngelerin zayıf ω-limit

kümesini şu şekilde tanımlayalım:

ωw (B) :=
⋂
τ≥0

⋃
t≥τ

S (t)B
w

Burada küme üzerindeki çizgi W 1,p
0 (0, 1) × L2 (0, 1) uzayındaki zayıf kapanışı ifade

etmektedir. Öyleyse,

ϕ ∈ ωw (B)⇐⇒ W 1,p
0 (0, 1)× L2(0, 1) uzayında S(tk)ϕk

w→
k→∞

ϕ olacak

şekilde {tk}∞k=1 , tk →∞ ve {ϕk}
∞
k=1 ⊂ B dizileri vardır.

(3.64)

Gerçekten, ϕ ∈ ωw (B) olsun. Bu durumda, her k ∈ Z+ için ϕ ∈
⋃
t≥k

S (t)B
w

olur.

Yani, ‖S (tk)ϕk − ϕ‖L2(0,1)×H−1(0,1) ≤
1
k

olacak şekilde tk ≥ k ve ϕk ∈ B vardır.

Buradan, L2 (0, 1) × H−1 (0, 1) uzayında S (tk)ϕk →
k→∞

ϕ yakınsamasını elde ederiz.

Diğer taraftan, {S (tk)ϕk}
∞
k=1 dizisi, (3.46)’ya göre, yansımalı W 1,p

0 (0, 1) × L2 (0, 1)

uzayında sınırlı olduğundan, söz konusu uzayda S (tk)ϕk
w→

k→∞
ϕ sağlanır. Tersine,

W 1,p
0 (0, 1)×L2 (0, 1)’de S (tk)ϕk

w→
k→∞

ϕ olacak şekilde {tk}∞k=1, tk →∞ ve {ϕk}
∞
k=1 ⊂ B

dizilerinin var olduğunu kabul edelim. O halde, her τ ≥ 0 ve yeterince büyük k için

tk ≥ τ olur. Bu durumda, yeterince büyük k için, S (tk)ϕk ∈
⋃
t≥τ

S (t)B olur. Böylece,

her τ ≥ 0 için ϕ ∈
⋃
t≥τ

S (t)B
w

olup ϕ ∈ ωw (B) alırız.

Şimdi, ωw (B) kümesinin değişmezlik özelliğini sağladığını gösterelim.
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Lemma 3.2.4 Her sınırlı B ⊂ W 1,p
0 (0, 1) × L2 (0, 1) kümesi için, ωw (B) kümesi

değişmezdir.

İspat. Kabul edelim ki ψ ∈ ωw (B) ve t ≥ 0 için z = S (t)ψ olsun. Bu durumda,

(3.64)’ten, W 1,p
0 (0, 1) × L2 (0, 1)’de S (tk)ψk

w−→
k→∞

ψ olacak şekilde {tk}∞k=1, tk →

∞ ve {ψk}
∞
k=1 ⊂ B dizileri vardır. Ayrıca, Lemma 3.2.3’ü kullanırsak, H1

0 (0, 1)’de

PS (tkm)ψkm −→m→∞ Pψ olacak şekilde {km}∞m=1 alt dizisinin varlığını elde ederiz. Bu

durumda, τ km := t+ tkm ile işaretlersek, (3.5)’ten

S (τ km)ψkm = S (t)S (tkm)ψkm
w−→

m→∞
S (t)ψ = z W 1,p

0 (0, 1)× L2 (0, 1) ’de

olup z ∈ ωw (B) olduğunu elde ederiz. Böylece, S (t)ωw (B) ⊂ ωw (B) sağlanır.

Diğer yandan, ψ ∈ ωw (B) ise, yine (3.64)’ten, W 1,p
0 (0, 1)×L2 (0, 1)’de S (tk)ψk

w−→
k→∞

ψ olacak şekilde {tk}∞k=1, tk → ∞ ve {ψk}
∞
k=1 ⊂ B dizileri vardır. tk ≥ t ≥ 0 için

ϕk := S (tk − t)ψk şeklinde tanımlarsak, (3.46)’dan, bir ϕ ∈ W 1,p
0 (0, 1)× L2 (0, 1) için

W 1,p
0 (0, 1)×L2 (0, 1)’de ϕkm

w−→
m→∞

ϕ olacak şekilde {km}∞m=1 alt dizisi vardır. Buradan,

ϕ ∈ ωw (B) olduğunu elde ederiz. Dahası, Lemma 3.2.3’e göre, alt diziye geçerek,

H1
0 (0, 1)’de Pϕkmn −→n→∞ Pϕ alırız.

S
(
tkmn

)
ψkmn = S (t)S

(
tkmn − t

)
ψkmn = S (t)ϕkmn

olduğundan, (3.5)’ten, W 1,p
0 (0, 1) × L2 (0, 1)’de S

(
tkmn

)
ψkmn

w−→
n→∞

S (t)ϕ elde ederiz.

Böylece, ψ = S (t)ϕ olup ωw (B) ⊂ S (t)ωw (B) alırız.

Sonuç olarak, Lemma 3.2.3 ve Lemma 3.2.4’e göre, AB := ωw (B) kümeleri Teorem

3.2.1’in ifadesindeki özellikleri sağlayan yerel çekicidir.

3.2.2 Düzgün Kuvvetli Yerel Olmayan Çekicinin Varlığı

Bu kısımda, Teorem 3.2.2’yi ispatlayacağız. Öncelikle, ispatta kullanacağımız bazı yar-

dımcı lemmaları verelim.

Lemma 3.2.5 Eğer f ∈ H−ε (0, 1) ve f ′ ∈ H−ε (0, 1) ise f ∈ C [0, 1] olup

‖f‖C[0,1] ≤ c
(
‖f‖H−ε(0,1) + ‖f ′‖H−ε(0,1)

)
(3.65)

eşitsizliği sağlanır. Burada, ε ∈ [0, 1
2
)’dir.
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İspat. Öncelikle, D [0, 1] uzayının,

‖f‖X := ‖f‖H−ε(0,1) + ‖f ′‖H−ε(0,1)

normu ile lineer normlu uzay olan X := {f : f ∈ H−ε (0, 1) , f ′ ∈ H−ε (0, 1)} uzayında

yoğun olduğunu gösterelim. Riesz gösterim teoremine göre X üzerinde, keyfi φ lineer

sürekli fonksiyoneli, u0, u1 ∈ Hε (0, 1) olmak üzere,

φ (v) := 〈u0, v〉+ 〈u1, v
′〉

şeklinde gösterilebilir. Burada 〈·, ·〉 simgesi Hε (0, 1) ile H−ε (0, 1) uzayları arasındaki

dual formu ifade etmektedir. Her ϕ ∈ D [0, 1] için

φ (ϕ) = 0 (3.66)

olduğunu kabul edelim. D [0, 1]
X

= X olduğunu göstermek için, her v ∈ X için

φ (v) = 0 (3.67)

olduğunu göstermek yeterlidir. Şimdi, (3.67)’nin sağlandığını gösterelim. Bunun için,

öncelikle, i = 0, 1 için,

ûi (x) :=

 ui (x) , x ∈ (0, 1) ,

0 , R\ (0, 1)

fonksiyonlarını ve ϕ ∈ D [0, 1] olmak üzere,

ϕ̂ (x) :=


ϕ (x) , x ∈ [0, 1] ,

ϕ (1) , x > 1,

ϕ (0) , x < 0

fonksiyonunu tanımlayalım. Ayrıca, ρ ∈ D (R) ve x ∈ [0, 1] için ρ (x) = 1 olmak üzere,

ϕ̃ (x) := ρ (x) ϕ̂ (x) şeklinde işaretleyelim. Bu durumda, ϕ̃ ∈ H1 (R) olur. Gerçekten,

∫
R

|ϕ̃ (x)|2 dx = |ϕ (0)|2
0∫

−∞

|ρ (x)|2 dx+

1∫
0

|ϕ (x)|2 dx+ |ϕ (1)|2
∞∫

1

|ρ (x)|2 dx

ve keyfi ψ ∈ D (R) için

∫
R

ϕ̃ (x)ψ′ (x) dx =

0∫
−∞

ρ (x)ϕ (0)ψ′ (x) dx+

1∫
0

ϕ (x)ψ′ (x) dx+

∞∫
1

ρ (x)ϕ (1)ψ′ (x) dx
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= −
0∫

−∞

ρ′ (x)ϕ (0)ψ (x) dx−
1∫

0

ϕ′ (x)ψ (x) dx−
∞∫

1

ρ′ (x)ϕ (1)ψ (x) dx

olup, ϕ̃′ ile ϕ̃’nin R’de distribüsyon anlamında türevini işaret etmek üzere,

∫
R

∣∣ϕ̃′ (x)
∣∣2 dx = |ϕ (0)|2

0∫
−∞

|ρ′ (x)|2 dx+

1∫
0

|ϕ′ (x)|2 dx+ |ϕ (1)|2
∞∫

1

|ρ′ (x)|2 dx

sağlandığından ϕ̃, ϕ̃′ ∈ L2 (R) alırız. Böylece, (3.66)’dan∫
R

û0 (x) ϕ̃ (x) dx+

∫
R

û1 (x)
d

dx
ϕ̃ (x) dx

=

1∫
0

u0 (x)ϕ (x) dx+

1∫
0

u1 (x)
d

dx
ϕ (x) dx

= 〈u0, ϕ〉+ 〈u1, ϕ
′〉 = φ (ϕ) = 0

ve dolayısıyla
d

dx
û1 (x) = û0 (x)

sağlanır. Son eşitlikten û1 ∈ H1+ε (R) ve buradan u1 ∈ H1+ε
0 (0, 1) olur. Böylece, φ’nin

tanımından, kısmi integrasyonla, her v ∈ X için

φ (v) = 〈u0, v〉+ 〈u1, v
′〉 = 〈u0, v〉 − 〈u′1, v〉 = 〈u0 − u′1, v〉 = 0

olup (3.67)’yi elde ederiz.

İspatı tamamlamak için, her f ∈ D [0, 1] için (3.65) eşitsizliğinin sağlandığını is-

patlamak yeterlidir. Gerçekten, eğer her f ∈ D [0, 1] için (3.65) eşitsizliği sağlanıyorsa,

keyfi g ∈ X için, {fn}∞n=1 ⊂ D [0, 1] dizisi X uzayında fn →
n→∞

g olacak şekilde dizi

olmak üzere,

‖fn‖C[0,1] ≤ c
(
‖fn‖H−ε(0,1) + ‖f ′n‖H−ε(0,1)

)
olacağından {fn}∞n=1 dizisi C [0, 1]’de Cauchy dizisi olur. Buradan, g ∈ C [0, 1] olup son

eşitsizlikte limite geçerek

‖g‖C[0,1] ≤ c
(
‖g‖H−ε(0,1) + ‖g′‖H−ε(0,1)

)
eşitsizliğini ve dolayısıyla tüm X üzerinde (3.65)’in sağlandığını elde etmiş oluruz.

Şimdi, f ∈ D [0, 1] olsun ve α ∈ D [0, 1) fonksiyonu x ∈
[
0, 1

2

]
için α (x) = 1 eşitliğini
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sağlasın. f̃ (x) :=

 α (x) f (x) , x ∈ [0, 1) ,

0 , x > 1
ve Φ (x) :=

 f̃ (x) , x > 0,

f̃ (−x) , x ≤ 0
fonksiyon-

larını tanımlayalım. Bu durumda, Φ ∈ H1 (R) olur. Gerçekten,

∫
R

|Φ (x)|2 dx =

∞∫
0

∣∣∣f̃ (x)
∣∣∣2 dx+

0∫
−∞

∣∣∣f̃ (−x)
∣∣∣2 dx = 2

1∫
0

|α (x) f (x)|2 dx

ve keyfi ψ ∈ D (R) için,

∫
R

Φ (x)ψ′ (x) dx =

∞∫
0

f̃ (x)ψ′ (x) dx+

0∫
−∞

f̃ (−x)ψ′ (x) dx

=

1∫
0

α (x) f (x)ψ′ (x) dx+

0∫
−1

α (−x) f (−x)ψ′ (x) dx

= −
1∫

0

(α′ (x) f (x) + α (x) f ′ (x))ψ (x) dx

+

0∫
−1

(α′ (−x) f (−x) + α (−x) f ′ (−x))ψ (x) dx

olup, Φ′ ile Φ’nin R’de distribüsyon anlamında türevini işaret etmek üzere,

∫
R

|Φ′ (x)|2 dx =

1∫
0

|α′ (x) f (x) + α (x) f ′ (x)|2 dx

+

0∫
−1

|(α′ (−x) f (−x) + α (−x) f ′ (−x))|2 dx

= 2

1∫
0

|α′ (x) f (x) + α (x) f ′ (x)|2 dx

sağlandığından Φ,Φ′ ∈ L2 (R) alırız. Ayrıca, keyfi v ∈ Hε (R) için

|〈Φ, v〉| =

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

α (x) f (x) v (x) dx+

0∫
−1

α (−x) f (−x) v (x) dx

∣∣∣∣∣∣
≤

1∫
0

|α (x) f (x) v (x)| dx+

1∫
0

|α (x) f (x) v (−x)| dx

≤ c0 ‖f‖H−ε(0,1) ‖v‖Hε(R)
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olduğundan, v 6= 0, ‖v‖Hε(R) ≤ 1 üzerine supremuma geçersek

‖Φ‖H−ε(R) ≤ c0 ‖f‖H−ε(0,1)

ve

|〈Φ′, v〉| ≤

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

(α′ (x) f (x) + α (x) f ′ (x)) v (x) dx

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣
0∫

−1

(α′ (−x) f (−x) + α (−x) f ′ (−x)) v (x) dx

∣∣∣∣∣∣
≤

1∫
0

|(α′ (x) f (x) + α (x) f ′ (x)) v (x)| dx

+

1∫
0

|(α′ (x) f (x) + α (x) f ′ (x)) v (−x)| dx

≤ c1

(
‖f‖H−ε(0,1) + ‖f ′‖H−ε(0,1)

)
‖v‖Hε(R)

olduğundan, yine v 6= 0, ‖v‖Hε(R) ≤ 1 üzerine supremuma geçerek

‖Φ′‖H−ε(R) ≤ c1

(
‖f‖H−ε(0,1) + ‖f ′‖H−ε(0,1)

)
elde ederiz ve böylece

‖Φ‖H−ε(R) + ‖Φ′‖H−ε(R) ≤ c2

(
‖f‖H−ε(0,1) + ‖f ′‖H−ε(0,1)

)
(3.68)

alırız. Diğer taraftan, Fourier dönüşümü ile

‖Φ‖2
H1−ε(R) =

∫
R

(
1 + |y|2

)1−ε |FΦ (y)|2 dy

=

∫
R

(
1 + |y|2

)−ε |FΦ (y)|2 dy +

∫
R

(
1 + |y|2

)−ε |y|2 |FΦ (y)|2 dy

= ‖Φ‖2
H−ε(R) +

∫
R

(
1 + |y|2

)−ε |(iy)FΦ (y)|2 dy

= ‖Φ‖2
H−ε(R) + ‖Φ′‖2

H−ε(R)

olduğundan

‖Φ‖H1−ε(R) ≤ c3

(
‖Φ‖H−ε(R) + ‖Φ′‖H−ε(R)

)
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olup H1−ε (R) ↪→ Cb (R) sürekli gömülmesini dikkate alarak, (3.68) ile birlikte

‖αf‖C[0,1] ≤ c4

(
‖f‖H−ε(0,1) + ‖f ′‖H−ε(0,1)

)

elde ederiz. Yukarıdaki prosedürü, f̃ (x) :=

 (1− α (x)) f (x) , x ∈ [0, 1) ,

0 , x > 1
olarak

tanımlayıp tekrar edersek

‖(1− α) f‖C[0,1] ≤ c5

(
‖f‖H−ε(0,1) + ‖f ′‖H−ε(0,1)

)
sağlanır. Böylece, son iki eşitsizlikle birlikte (3.65) eşitsizliğini elde ederiz.

Lemma 3.2.6 Kabul edelim ki f ∈ L∞ (0, 1) ve p > 2 olsun. Bu durumda,∣∣u′ (t) + |u (t)|p−2 u (t)
∣∣ ≤ f (t) , h.h.y (0, 1) ’de (3.69)

olacak şekilde her u ∈ W 1,1 (0, 1) için

‖u‖C[s0,1] ≤
(

p

p− 2
+ ‖f‖L∞(0,1)

) 1
p−2

(3.70)

ve

‖u′‖L∞(s0,1) ≤
(

p

p− 2
+ ‖f‖L∞(0,1)

) p−1
p−2

+ ‖f‖L∞(0,1) (3.71)

eşitsizlikleri sağlanır. Burada s0 = 1− ( p
p−2)

1
p−2−1

( p
p−2)

p−1
p−2 +‖f‖L∞(0,1)

’dır.

İspat. Öncelikle, (3.69)-(3.70)’e göre

|u′ (t)| ≤
∣∣u′ (t) + |u (t)|p−2 u (t)

∣∣+
∣∣|u (t)|p−2 u (t)

∣∣
≤ f (t) + |u (t)|p−1

≤ ‖f‖L∞(0,1) +

(
p

p− 2
+ ‖f‖L∞(0,1)

) p−1
p−2

, ∀t ∈ (s0, 1)

olup (3.71) eşitsizliği elde edileceğinden, ispat için (3.70) eşitsizliğinin sağlandığını

göstermek yeterlidir. Bunun için, iki durumu inceleyeceğiz:

1.Durum. |u (1)| ≤ 1 olduğunu kabul edelim. Bu durumda,E := {t ∈ [0, 1) : s ∈ [t, 1]

için |u (s)| <
(

p
p−2

) 1
p−2

}
kümesi boştan farklıdır. α := inf E olsun. Eğer α = 0 ise,

s0 := 1−

(
p
p−2

) 1
p−2 − 1(

p
p−2

) p−1
p−2

+ ‖f‖L∞(0,1)

> 1−

(
p
p−2

) 1
p−2

(
p
p−2

) p−1
p−2

= 1− p− 2

p
=

2

p
> 0
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olduğundan, t0 ≤ s0 olacak şekilde bir t0 ∈ E vardır. Böylece, E’nin tanımından, s0 < 1

olduğunu da göz önüne alırsak

|u (s)| <
(

p

p− 2

) 1
p−2

<

(
p

p− 2
+ ‖f‖L∞(0,1)

) 1
p−2

,∀s ∈ [s0, 1]

sağlanır ve (3.70)’i elde ederiz. Öte yandan, eğer α ∈ (0, 1) ise, E’nin tanımından ve

u’nun sürekliliğinden

|u (α)| =
(

p

p− 2

) 1
p−2

, (3.72)

|u (t)| <
(

p

p− 2

) 1
p−2

, ∀t ∈ (α, 1] (3.73)

sağlanır. Böylece, (3.69) ve (3.73)’ten

|u′ (t)| ≤ f (t) + |u (t)|p−1

≤ ‖f‖L∞(0,1) +

(
p

p− 2

) p−1
p−2

, h.h. t ∈ (α, 1)

elde ederiz. Bu eşitsizliği, (3.72) ile birlikte göz önüne alırsak(
p

p− 2

) 1
p−2

= |u (α)| =

∣∣∣∣∣∣u (1)−
1∫

α

u′ (t) dt

∣∣∣∣∣∣
≤ |u (1)|+

1∫
α

|u′ (t)| dt

≤ 1 +

((
p

p− 2

) p−1
p−2

+ ‖f‖L∞(0,1)

)
(1− α)

olup α ≤ s0 alırız. Böylece, (3.73)’ten

|u (t)| <
(

p

p− 2

) 1
p−2

<

(
p

p− 2
+ ‖f‖L∞(0,1)

) 1
p−2

, ∀t ∈ [s0, 1]

ve dolayısıyla (3.70)’i elde ederiz.

2.Durum. Kabul edelim ki |u (1)| > 1 olsun. Bu durumda, Ẽ := {t ∈ [0, 1) : s ∈ (t, 1]

için |u (s)| > 1} kümesi boştan farklıdır. β := inf Ẽ olsun. (3.69)’un her iki tarafını

(p− 2) |u (t)|p−3 e
(p−2)

t∫
0

|u(τ)|p−2dτ
ile çarparak

d

dt

(
|u (t)|p−2 e

(p−2)
t∫
0

|u(τ)|p−2dτ

)
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=

(
(p− 2) |u (t)|p−3 u (t)

|u (t)|
u′ (t) + (p− 2) |u (t)|2p−4

)
e

(p−2)
t∫
0

|u(τ)|p−2dτ

= (p− 2) |u (t)|p−3 u (t)

|u (t)|
(
u′ (t) + |u (t)|p−2 u (t)

)
e

(p−2)
t∫
0

|u(τ)|p−2dτ

≤ (p− 2) |u (t)|p−3 e
(p−2)

t∫
0

|u(τ)|p−2dτ ∣∣u′ (t) + |u (t)|p−2 u (t)
∣∣

≤

(
(p− 2) |u (t)|p−3 e

(p−2)
t∫
0

|u(τ)|p−2dτ

)
f (t)

alırız. Bu eşitsizliği (s, T )’de integre edersek

|u (T )|p−2 ≤ e
−(p−2)

T∫
s
|u(t)|p−2dt

|u (s)|p−2

+ (p− 2) ‖f‖L∞(0,1)

T∫
s

e
−(p−2)

T∫
t
|u(τ)|p−2dτ

|u (t)|p−3 dt, β ≤ s ≤ T ≤ 1 (3.74)

elde ederiz. Şimdi, bu eşitsizliğin sağ tarafındaki ikinci terimi değerlendirelim. Önce-

likle, β’nın tanımından, her t ∈ (β, 1] için |u (t)| > 1 olup her s ∈ [β, T ] için

(p− 2)

T∫
s

e
−(p−2)

T∫
t
|u(τ)|p−2dτ

|u (t)|p−3 dt

≤ (p− 2)

T∫
s

e
−(p−2)

T∫
t
|u(τ)|p−2dτ

|u (t)|p−2 dt

=

T∫
s

d

dt
e
−(p−2)

T∫
t
|u(τ)|p−2dτ

dt

= 1− e
−(p−2)

T∫
s
|u(τ)|p−2dτ

≤ 1

olur. Bu eşitsizliği (3.74)’te göz önüne alırsak

|u (T )|p−2 ≤ e
−(p−2)

T∫
s
|u(t)|p−2dt

|u (s)|p−2 + ‖f‖L∞(0,1) , β ≤ s ≤ T ≤ 1 (3.75)

alırız. Öte yandan, β ∈ (0, 1) ise, u’nun sürekliliği ve Ẽ’nın tanımından, u (β) = 1 elde

ederiz. Eğer β ∈ (0, s0] ise, (3.75)’te s = β seçip u (β) = 1 olduğunu kullanırsak,

|u (T )|p−2 ≤ e
−(p−2)

T∫
β

|u(t)|p−2dt

+ ‖f‖L∞(0,1)

≤ 1 + ‖f‖L∞(0,1)
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≤ p

p− 2
+ ‖f‖L∞(0,1) , ∀T ∈ [β, 1]

olup buradan (3.70)’i elde ederiz. Eğer β ∈ (s0, 1) ise, yine (3.75)’te s = β seçip

u (β) = 1 olduğunu göz önüne alarak

|u (T )|p−2 ≤ 1 + ‖f‖L∞(0,1) , ∀T ∈ [β, 1]

alırız. 1.durumdaki prosedürü t = 1 yerine t = β alıp uygularsak, u (β) = 1 olduğundan,

her t ∈ [s0, β] için

|u (t)|p−2 ≤ p

p− 2

elde ederiz. Böylece, son iki eşitsizlikten yine (3.70)’i alırız. Eğer β = 0 ise, (3.75)’i

[0, T ]’de s’e göre integre edersek

T |u (T )|p−2 ≤
T∫

0

e
−(p−2)

T∫
s
|u(t)|p−2dt

|u (s)|p−2 ds+ T ‖f‖L∞(0,1)

=
1

p− 2

T∫
0

d

ds

(
e
−(p−2)

T∫
s
|u(t)|p−2dt

)
ds+ T ‖f‖L∞(0,1)

=
1

p− 2

1− e
−(p−2)

T∫
0

|u(t)|p−2dt

+ T ‖f‖L∞(0,1)

≤ 1

p− 2
+ T ‖f‖L∞(0,1)

ve buradan her T ∈ [s0, 1] için, s0 >
2
p

olduğunu göz önüne alarak

|u (T )|p−2 ≤ 1

T (p− 2)
+ ‖f‖L∞(0,1) ≤

1

s0 (p− 2)
+ ‖f‖L∞(0,1)

<
p

2 (p− 2)
+ ‖f‖L∞(0,1) <

p

p− 2
+ ‖f‖L∞(0,1)

elde ederiz. Son eşitsizlikten (3.70)’i alırız.

Şimdi, aşağıdaki düzgünlük ile ilgili sonucu verelim:

Lemma 3.2.7 (3.2)-(3.3) koşullarına ek olarak, p < 4 ve B ⊂ W 1,p
0 (0, 1) × L2 (0, 1)

sınırlı küme olsun. Bu durumda, ωw (B) kümesi W 1,∞ (0, 1)×W 1,∞ (0, 1)’de sınırlıdır.

İspat. Kabul edelim ki (u0, u1) ∈ ωw (B) olsun. ωw (B) kümesinin değişmezlik özelliğin-

den, Önerme 2.0.61’e göre,

(u (0) , ut (0)) = (u0, u1) (3.76)
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sağlanacak şekilde {(u (t) , ut (t)) : t ∈ R} ⊂ ω (B) değişmez yörüngesi vardır. u fonk-

siyonu (3.1)1 denkleminin çözümü olduğundan, (3.2)-(3.4)’ten

‖(u (t) , ut (t))‖W 1,p
0 (0,1)×L2(0,1) +

t∫
s

‖utx (τ)‖2
L2(0,1) dτ ≤ C1, ∀t ≥ s (3.77)

olur ve C1 sabiti ωw (B) kümesine bağlı olup {(u (t) , ut (t)) : t ∈ R} yörüngesine bağlı

değildir.

Şimdi, Lemma 3.2.3’ün ispatındaki gibi v (t) := ut (t) ile işaretlersek, (3.1)1’e göre,

h := ∂
∂x

(
|ux|p−2 ux

)
− f (u) + g olmak üzere

vt + Λv = h (3.78)

denklemi sağlanır. (3.58)’i elde ederken yaptığımız gibi, δ ∈
(

0, 1− p−2
2p

]
olmak üzere,

‖v (t)‖
H

1− p−2
2p −δ(0,1)

≤ C2

(
(t− s)−

1
2(1− p−2

2p
−δ) + 1

)
, ∀t ≥ s

ve burada s→ −∞ iken limite geçersek

‖utx (t)‖H−ε(0,1) ≤ C2, ∀t ∈ R (3.79)

elde ederiz. Burada ε ∈
(
p−2
2p
, 1
]
’dir.

Benzer şekilde, v̂ (t) := vt (t) ile işaretlersek, (3.78)’den

v̂t + Λv̂ = h′

olup

v̂ (t) = e−Λ(t−s)v̂ (s) +

t∫
s

e−Λ(t−τ)h′ (τ) dτ , ∀t ≥ s (3.80)

buluruz. Diğer yandan,

h′ (t) = (p− 1)
∂

∂x

(
|ux (t)|p−2 utx (t)

)
− f ′ (u (t))ut (t)

olduğundan, keyfi ψ ∈ H
1+ p−2

p

0 (0, 1) için

|〈h′ (t) , ψ〉|

≤ (p− 1)
∣∣〈|ux (t)|p−2 utx (t) , ψ′

〉∣∣+ |〈f ′ (u (t))ut (t) , ψ〉| ,∀t ∈ R (3.81)

alırız. Bu eşitsizliğin sağındaki ilk terim için, p < 4 olduğundan, Hölder eşitsizliği,

(3.77) ve H
p−2
p

0 (0, 1) ↪→ L
2p

4−p (0, 1) sürekli gömülmesinden

(p− 1)
∣∣〈|ux (t)|p−2 utx (t) , ψ′

〉∣∣
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≤ (p− 1) ‖ux (t)‖p−2
Lp(0,1) ‖utx (t)‖L2(0,1) ‖ψ

′‖
L

2p
4−p (0,1)

≤ C3 ‖utx (t)‖L2(0,1) ‖ψ
′‖
H
p−2
p

0 (0,1)

≤ C3 ‖utx (t)‖L2(0,1) ‖ψ‖
H

1+
p−2
p

0 (0,1)
, ∀t ∈ R (3.82)

alırız. (3.81)’in sağ tarafındaki ikinci terim için de, W 1,p
0 (0, 1) ↪→ L∞ (0, 1) sürekli

gömülmesi, (3.3) ve (3.77)’den, Hölder eşitsizliği ve H
1+ p−2

p

0 (0, 1) ↪→ L2 (0, 1) sürekli

gömülmesine göre

|〈f ′ (u (t))ut (t) , ψ〉| ≤ C4 ‖ut (t)‖L2(0,1) ‖ψ‖L2(0,1)

≤ C5 ‖utx (t)‖L2(0,1) ‖ψ‖
H

1+
p−2
p

0 (0,1)
, ∀t ∈ R (3.83)

elde ederiz. (3.82)-(3.83)’ü (3.81)’de göz önüne alıp ψ 6= 0, ‖ψ‖
H

1+
p−2
p

0 (0,1)
≤ 1 üzerine

supremuma geçersek

‖h′ (t)‖
H
−1− p−2

p (0,1)
≤ C6 ‖utx (t)‖L2(0,1) , ∀t ∈ R

alırız. Böylece, (3.55)’i (3.80)’e uygulayıp (3.28), (3.77) ve D (Λ−1) ⊂ H−2 (0, 1) olduğu-

nu göz önüne alırsak, Hölder eşitsizliği ile,

‖v̂ (t)‖
H
− p−2

p −δ(0,1)
≤
∥∥e−A(t−s)v̂ (s)

∥∥
H
− p−2

p −δ(0,1)
+

t∫
s

∥∥e−A(t−τ)h′ (τ)
∥∥
H
− p−2

p −δ(0,1)
dτ

≤
∥∥e−A(t−s)∥∥

L
(
D(Λ−1),D

(
Λ
− p−2

2p −
δ
2

)) ‖v̂ (s)‖D(Λ−1)

+

t∫
s

∥∥e−A(t−τ)
∥∥
L
(
D

(
Λ
− 1

2−
p−2
2p

)
,D

(
Λ
− p−2

2p −
δ
2

)) ‖h′ (τ)‖
D

(
Λ
− 1

2−
p−2
2p

) dτ

≤ C7 (t− s)−1+ 1
2( p−2

p
+δ) ‖v̂ (s)‖D(Λ−1)

+C7

t∫
s

e−ω(t−τ) (t− τ)−
1−δ

2 ‖utx (τ)‖L2(0,1) dτ

≤ C7 (t− s)−1+ 1
2( p−2

p
+δ) ‖utt (s)‖D(Λ−1)

+C7

 t∫
s

‖utx (τ)‖2
L2(0,1) dτ


1
2
 t∫

s

e−2ω(t−τ) (t− τ)−(1−δ) dτ


1
2

≤ C8

e−ω(t−s) (t− s)−1+ 1
2( p−2

p
+δ) +

 t∫
s

e−2ω(t−τ) (t− τ)−(1−δ) dτ


1
2


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alırız. Bu eşitsizliğin sağ tarafında

t∫
s

e−2ω(t−τ) (t− τ)−(1−δ) dτ = lim
a→t−

a∫
s

e−2ω(t−τ) (t− τ)−(1−δ) dτ

= lim
a→t−

−1

δ
e−2ω(t−a) (t− a)δ +

1

δ
e−2ω(t−s) (t− s)δ +

a∫
s

2ω

δ
e−2ω(t−τ) (t− τ)δ dτ


≤ cδ

olduğunu dikkate alırsak

‖v̂ (t)‖
H
− p−2

p −δ(0,1)
≤ C9

(
(t− s)−1+ 1

2( p−2
p

+δ) + 1
)

, ∀t ≥ s

elde ederiz. Burada δ ∈ (0, 1] ve C9 sabiti, önceki Ci (i = 1, 8) sabitleri gibi, {(u(t), ut(t))

: t ∈ R} yörüngesinden bağımsızdır. Son eşitsizlikte s → −∞ iken limite geçersek,

ε ∈
(
p−2
p
, p−2

p
+ 1
]

olmak üzere,

‖utt (t)‖H−ε(0,1) ≤ C9, ∀t ∈ R (3.84)

buluruz.

Şimdi, w (t, x) := ux (t− 1, x) ile işaretlersek, (3.1)1’den, κ (t, x) := utt (t− 1, x) −

f (u (t− 1, x))− g (x) olmak üzere,

∂

∂x

(
wt (t, x) + |w (t, x)|p−2w (t, x)

)
= κ (t, x) (3.85)

denklemi sağlanır. ε ∈
(
p−2
p
, 1

2

)
seçersek, (3.79)’a göre wt ∈ L∞ (R;H−ε (0, 1)) olur.

Ayrıca, keyfi ϕ ∈ Hε (0, 1) için, Hölder eşitsizliği, Hε (0, 1) ↪→ L
2

1−2ε (0, 1) sürekli

gömülmesi ve (3.77)’den

∣∣〈|w (t, x)|p−2w (t, x) , ϕ (x)
〉∣∣ ≤ ‖w (t)‖p−1

L
2

1+2ε (p−1)
(0,1)
‖ϕ‖

L
2

1−2ε (0,1)

≤ C10 ‖ux (t− 1)‖p−1
Lp(0,1) ‖ϕ‖Hε(0,1) ≤ C11 ‖ϕ‖Hε(0,1) ,∀t ∈ R

olup bu eşitsizlikte ϕ 6= 0, ‖ϕ‖Hε(0,1) ≤ 1 üzerine supremuma geçerek, |w|p−2w ∈

L∞ (R;H−ε (0, 1)) alırız. Diğer yandan, (3.2)-(3.3), (3.77), (3.84) ve W 1,p
0 (0, 1) ↪→

L∞ (0, 1) sürekli gömülmesine göre

‖κ (t)‖H−ε(0,1) ≤ C12

(
‖utt (t− 1)‖H−ε(0,1) + ‖f (u (t− 1))‖L2(0,1) + ‖g‖L2(0,1)

)
≤ C13, ∀t ∈ R
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olup κ ∈ L∞ (R;H−ε (0, 1)) elde ederiz. Böylece, Lemma 3.2.5 ’i uygulayarak, (3.85)’ten,(
wt + |w|p−2w

)
∈ L∞ (R;C [0, 1]) ve∣∣wt (t, x) + |w (t, x)|p−2w (t, x)

∣∣ ≤ κ̂ (t) , ∀ (t, x) ∈ R× [0, 1] (3.86)

alırız. Burada κ̂ (t) :=
∥∥wt (t) + |w (t)|p−2w (t)

∥∥
H−ε(0,1)

+ ‖κ (t)‖H−ε(0,1)’dır. Yukarıda

bahsedildiği gibi,

κ̂ (t) ≤ C14, ∀t ∈ R

sağlanır. O halde, Lemma 3.2.6’yı (3.86)’ya uygularsak, s0 ∈
(

2
p
, 1
)

olmak üzere, her

t ∈ [s0, 1] için

|wt (t, ·)|+ |w (t, ·)| ≤ C15, h.h.y [0, 1] ’de

olur. Son eşitsizlikte t = 1 seçersek, (3.76) ve w (t, x)’in tanımından

‖u0x‖L∞(0,1) + ‖u1x‖L∞(0,1) ≤ C15

alırız. C15 sabiti (u0, u1)’den bağımsız olduğundan, son eşitsizlikle birlikte ispatı bitirmiş

oluruz.

Şimdi, asimptotik kompaktlık ile ilgili sonucu verelim:

Lemma 3.2.8 Lemma 3.2.7’nin koşulları sağlansın. Bu durumda, {ϕk}
∞
k=1 ⊂ B, tk →

∞ olmak üzere, {S (tk)ϕk}
∞
k=1 şeklindeki her dizi W 1,p

0 (0, 1)×L2 (0, 1)’de yakınsak alt

diziye sahiptir.

İspat. Lemma 3.2.3’e göre {S (tk)ϕk}
∞
k=1 dizisi H1

0 (0, 1) × L2 (0, 1)’de yakınsak alt

diziye sahip olduğundan, {PS (tk)ϕk}
∞
k=1 dizisinin W 1,p

0 (0, 1)’de yakınsak alt diziye

sahip olduğunu göstermek yeterlidir. Şimdi, um (t, x) ve u (t, x) fonksiyonları Lemma

3.2.3’te ele alınan fonksiyonlar olsun. O halde, Lemma 3.2.3’ten, (3.59)’un yanısıra,

H1
0 (0, 1)× L2 (0, 1) uzayında

S (tkm − T0)ϕkm →
m→∞

ϕ0 ∈ ωw (B)

olup (3.5)’ten

(u (t) , ut (t)) = S (t)ϕ0 ve um (t) →
m→∞

u (t) H1
0 (0, 1) ’de, ∀t ≥ 0 (3.87)

alırız. (3.1) probleminde u yerine um yazarak, (3.2)-(3.4)’ten

‖um (t)‖W 1,p
0 (0,1) + ‖umt (t)‖L2(0,1) +

t∫
0

‖umtx (τ)‖2
L2(0,1) dτ ≤ C1, ∀t ≥ 0 (3.88)
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elde ederiz. Ayrıca, (3.1)1 denkleminde u yerine um yazıp elde edilen denklemi um ile

(0, t)× (0, 1)’de test edersek

t∫
0

‖umx (τ)‖pLp(0,1) dτ +

t∫
0

1∫
0

f (um (τ , x))um (τ , x) dxdτ

−
t∫

0

1∫
0

g (x)um (τ , x) dxdτ =

t∫
0

‖umt (τ)‖2
L2(0,1) dτ

−
1∫

0

umt (t, x)um (t, x) dx+

1∫
0

umt (0, x)um (0, x) dx

−1

2
‖umx (t)‖2

L2(0,1) +
1

2
‖umx (0)‖2

L2(0,1) , ∀t ≥ 0

alırız. Buradan, (3.88) ile birlikte, Hölder eşitsizliğinden∣∣∣∣∣∣12
t∫

0

‖umt (τ)‖2
L2(0,1) dτ +

1

p

t∫
0

‖umx (τ)‖pLp(0,1) dτ

+
1

p

t∫
0

1∫
0

f (um (τ , x))um (τ , x) dxdτ − 1

p

t∫
0

1∫
0

g (x)um (τ , x) dxdτ

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
(

1

2
+

1

p

) t∫
0

‖umt (τ)‖2
L2(0,1) dτ −

1

p

1∫
0

umt (t, x)um (t, x) dx

+
1

p

1∫
0

umt (0, x)um (0, x) dx− 1

2p
‖umx (t)‖2

L2(0,1) +
1

2p
‖umx (0)‖2

L2(0,1)

∣∣∣∣∣∣
≤ C2

t∫
0

‖umtx (τ)‖2
L2(0,1) dτ +

1

p
‖umt (t)‖L2(0,1) ‖um (t)‖L2(0,1)

+
1

p
‖umt (0)‖L2(0,1) ‖um (0)‖L2(0,1) +

1

2p

(
‖umx (t)‖2

L2(0,1) + ‖umx (0)‖2
L2(0,1)

)
≤ C3, ∀t ≥ 0 (3.89)

buluruz. Benzer şekilde, u (t, x) için∣∣∣∣∣∣12
t∫

0

‖ut (τ)‖2
L2(0,1) dτ +

1

p

t∫
0

‖ux (τ)‖pLp(0,1) dτ

+
1

p

t∫
0

1∫
0

f (u (τ , x))u (τ , x) dxdτ − 1

p

t∫
0

1∫
0

g (x)u (τ , x) dxdτ

∣∣∣∣∣∣ ≤ C4, ∀t ≥ 0
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olup (3.89) ile birlikte

1

2

t∫
0

‖umt (τ)‖2
L2(0,1) dτ +

1

p

t∫
0

‖umx (τ)‖pLp(0,1) dτ

≤ C3 −
1

p

t∫
0

1∫
0

f (um (τ , x))um (τ , x) dxdτ +
1

p

t∫
0

1∫
0

g (x)um (τ , x) dxdτ

≤ C3 + C4 +
1

2

t∫
0

‖ut (τ)‖2
L2(0,1) dτ +

1

p

t∫
0

‖ux (τ)‖pLp(0,1) dτ

+
1

p

t∫
0

1∫
0

[f (u (τ , x))u (τ , x)− g (x)u (τ , x)

−f (um (τ , x))um (τ , x) + g (x)um (τ , x)] dxdτ

ve buradan

t∫
0

E (um (τ)) dτ ≤ C3 + C4 +

t∫
0

E (u (τ)) dτ + Λm (t) , ∀t ≥ 0 (3.90)

alırız. Burada

Λm (t) :=
1

p

t∫
0

1∫
0

[f (u (τ , x))u (τ , x)− f (um (τ , x))um (τ , x)] dxdτ

+
p− 1

p

t∫
0

1∫
0

g (x) (u (τ , x)− um (τ , x)) dxdτ

+

t∫
0

1∫
0

[F (um (τ , x))− F (u (τ , x))] dxdτ

sağlanır. Bu eşitliğin sağ tarafındaki son terim için, ortalama değer teoremi, W 1,p
0 (0, 1)

↪→ L∞ (0, 1) sürekli gömülmesi, (3.3)-(3.4), (3.88) ve Hölder eşitsizliği ile

t∫
0

1∫
0

(F (um (τ , x))− F (u (τ , x))) dxdτ

≤
1∫

0

 1∫
0

|f (u (τ , x) + τ (um (τ , x)− u (τ , x)))| dτ

 |um (τ , x)− u (τ , x)| dx

≤ C5

t∫
0

‖um (τ)− u (τ)‖L2(0,1) dτ
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olduğunu da göz önüne alırsak, (3.2), (3.29) ve (3.30)’dan

lim
m→∞

Λm (t) = 0, ∀t ≥ 0

elde ederiz. (3.90)’da limite geçersek

lim sup
m→∞

t∫
0

E (um (τ)) dτ ≤ C6 +

t∫
0

E (u (τ)) dτ , ∀t ≥ 0 (3.91)

alırız. ϕ0 ∈ ωw (B) olduğundan, ωw (B) kümesinin değişmezlik özelliğinden ve Lemma

3.2.7’den, (u (t) , ut (t)) ∈ ωw (B) ⊂ W 1,∞ (0, 1) × W 1,∞ (0, 1) olur. Böylece, (3.1)1

denklemini ut ile (0, t)× (0, 1)’de test edersek

E (u (t)) +

t∫
τ

‖utx (s)‖2
L2(0,1) ds = E (u (τ)) , 0 ≤ τ ≤ t (3.92)

enerji eşitliğini alırız. Şimdi, um için (3.4) enerji eşitsizliğini (3.91)’in sol tarafına uy-

gulayıp (3.59)’u kullanırsak

lim sup
m→∞

t∫
0

E (um (τ)) dτ ≥ lim sup
m→∞

 t∫
0

E (um (t)) dτ +

t∫
0

t∫
τ

‖umtx (s)‖2
L2(0,1) dsdτ



≥ lim sup
m→∞

tE (um (t)) +

t∫
0

t∫
τ

‖utx (s)‖2
L2(0,1) dsdτ

ve (3.92) enerji eşitliğini (3.91)’in sağ tarafına uygularsak

C6 +

t∫
0

E (u (τ)) dτ = C6 +

t∫
0

E (u (t)) dτ +

t∫
0

t∫
τ

‖utx (s)‖2
L2(0,1) dsdτ

= C6 + tE (u (t)) +

t∫
0

t∫
τ

‖utx (s)‖2
L2(0,1) dsdτ

elde ederiz. Böylece, (3.91)’e göre

lim sup
m→∞

tE (um (t)) ≤ C6 + tE (u (t))

eşitsizliğini ve buradan (3.59)’a göre

lim sup
m→∞

‖umx (t)‖pLp(0,1) = lim sup
m→∞

(
pE (um (t))− p

2
‖umt (t)‖2

L2(0,1)

−p
1∫

0

F (um (t, x)) dx+ p

1∫
0

g (x)um (t, x) dx


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≤ pC6

t
+ pE (u (t))− p

2
‖ut (t)‖2

L2(0,1) − p
1∫

0

F (u (t, x)) dx+ p

1∫
0

g (x)u (t, x) dx

=
pC6

t
+ ‖ux (t)‖pLp(0,1) , ∀t > 0 (3.93)

elde ederiz. (3.59)6 ve (3.87)’den

lim sup
m→∞

1∫
0

(
|umx (t, x)|p−2 umx (t, x)− |ux (t, x)|p−2 ux (t, x)

)

× (umx (t, x)− ux (t, x)) dx = lim sup
m→∞

1∫
0

(
|umx (t, x)|p − |umx (t, x)|p−2 umx (t, x)ux (t, x)

− |ux (t, x)|p−2 ux (t, x)umx (t, x) + |ux (t, x)|p
)
dx

= lim sup
m→∞

(
‖umx (t)‖pLp(0,1) − 2 ‖ux (t)‖pLp(0,1) + ‖ux (t)‖pLp(0,1)

)
= lim sup

m→∞
‖umx (t)‖pLp(0,1) − ‖ux (t)‖pLp(0,1)

buluruz. Bu eşitlikle birlikte, (3.60) ve (3.93)’ten

lim sup
m→∞

‖umx (t)− ux (t)‖Lp(0,1) ≤ C7 lim sup
m→∞

(
‖umx (t)‖pLp(0,1) − ‖ux (t)‖pLp(0,1)

) 1
p

≤ C8

t
1
p

, ∀t > 0

ve buradan

lim sup
k→∞

lim sup
m→∞

‖umx (t)− ukx (t)‖Lp(0,1)

≤ lim sup
m→∞

‖umx (t)− ux (t)‖Lp(0,1) + lim sup
k→∞

‖ukx (t)− ux (t)‖Lp(0,1)

≤ 2C8

t
1
p

, ∀t > 0

elde ederiz. Son eşitsizlikte t = T0 alıp T0 →∞ iken limite geçersek

lim inf
k→∞

lim inf
m→∞

‖PS (tm)ϕm − PS (tk)ϕk‖W 1,p
0 (0,1) = 0

alırız. Buradan, Lemma 3.2.3’ün ispatının sonunda yapılan işlemleri tekrarlayarak,

{PS (tk)ϕk}
∞
k=1 dizisinin W 1,p

0 (0, 1)’de yakınsak alt diziye sahip olduğunu elde ede-

riz.

Diğer taraftan, (3.4)’e göre, (3.1) problemi W 1,p
0 (0, 1)× L2 (0, 1)’de

L (u, v) =
1

2
‖v‖2

L2(0,1) +
1

p
‖ux‖pLp(0,1) +

1∫
0

F (u (x)) dx−
1∫

0

g (x)u (x) dx

kesin Lyapunov fonksiyonuna sahiptir. Böylece, Lemma 3.2.7, Lemma 3.2.8 ve Sonuç

2.0.69’e göre Teorem 3.2.2’yi elde ederiz.
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4 SINIRLI OLMAYAN BÖLGEDE YEREL SÖNÜM

TERİMİNE SAHİP DOĞRUSAL OLMAYAN

DALGA DENKLEMİNİN ÇEKİCİSİ

Bu bölümde, sınırlı olmayan bölgede, yerel sönüm terimine sahip, kuvvetli sönümlü doğrusal

olmayan dalga denklemi için
utt (t, x)− utxx (t, x)− uxx (t, x)− ∂

∂x

(
|ux (t, x)|p−2 ux (t, x)

)
+ a (x)ut (t, x) + f (u (t, x)) = g (x) , (t, x) ∈ (0,∞)× R,

u (0, x) = u0 (x) , ut (0, x) = u1 (x) , x ∈ R

(4.1)

başlangıç değer problemini,

p > 2 , g ∈ L2(R) (4.2)

ve belli bir r0, λ > 0 için,

a ∈ L1 (R) , a (·) ≥ 0 h. h. y. R’de, (4.3)

a (·) ≥ a0 > 0 h. h. y. {x ∈ R : |x| ≥ r0} ’de, (4.4)

f ∈ C1 (R) , sf (s) ≥ λs2, ∀s ∈ R için (4.5)

koşulları altında ele alıp bu problemin zayıf çözümünün uzun zaman davranışını çekiciler

vasıtasıyla inceleyeceğiz.

4.1 Zayıf Çözümün Varlığı, Tekliği ve Başlangıç Verilere Sürekli

Bağımlılığı

Bu kısımda, (4.1) probleminin iyi konulmuş bir problem olduğunu, yani zayıf çözümünün

varlığını, tekliğini ve başlangıç verilere sürekli bağımlı olduğunu ispatlayacağız. Önce-

likle, (4.1) probleminin zayıf çözümünün tanımını verelim.

Tanım 4.1.1 u ∈ L1(0, T ;W 1,p(R)∩H1 (R)), ut ∈ L1(0, T ;H1(R))∩C([0, T ];W−1, p
p−1 (R)

+ H−1 (R)) ile u(0, x) = u0(x), ut(0, x) = u1(x) başlangıç koşullarını ve her v ∈

W 1,p(R) ∩H1 (R) için distribüsyon anlamında (0, T )’de

d

dt

∫
R

ut(t, x)v(x)dx+

∫
R

utx(t, x)v′(x)dx+

∫
R

ux(t, x)v′(x)dx
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+

∫
R

|ux(t, x)|p−2 ux(t, x)v′(x)dx+
d

dt

∫
R

a (x)u (t, x) v (x) dx

+

∫
R

f(u(t, x))v(x)dx =

∫
R

g(x)v(x)dx

eşitliğini sağlayan u (t, x) fonksiyonuna (4.1) probleminin [0, T ]×R’de zayıf çözümü de-

nir.

Bu kısımda ispatlayacağımız ana teoremi verelim.

Teorem 4.1.2 (4.2)-(4.5) koşulları altında, her T > 0 ve u0 ∈ W 1,p(R)∩H1 (R), u1 ∈

L2(R) için, (4.1) problemi, u ∈ L∞ (0, T ;W 1,p(R) ∩H1 (R)), ut ∈ L∞ (0, T ;L2 (R))

∩L2 (0, T ;H1 (R)), utt ∈ L2
(

0, T ;W−1, p
p−1 (R) +H−1 (R)

)
ve

Ẽ (u (t)) +

t∫
s

‖utx (τ)‖2
L2(R) dτ +

t∫
s

∫
R

a (x) |ut (τ , x)|2 dxdτ ≤ Ẽ (u (s)) , ∀t ≥ s (4.6)

enerji eşitsizliğini sağlayacak şekilde, tek u (t, x) zayıf çözümüne sahiptir. Burada Ẽ(u(t))

= 1
2
‖ut (t)‖2

L2(R)+
1
2
‖ux (t)‖2

L2(R)+
1
p
‖ux (t)‖pLp(R)+

∫
R
F (u (t, x)) dx−

∫
R
g (x)u (t, x) dx ve

F (u) =
u∫
0

f (z) dz şeklinde tanımlıdır. Dahası, eğer v ∈ L∞ (0, T ;W 1,p(R) ∩H1 (R)) ∩

W 1,∞ (0, T ;L2 (R)) ∩W 1,2 (0, T ;H1 (R)) ∩W 2,2
(

0, T ;W−1, p
p−1 (R) +H−1 (R)

)
fonksi-

yonu da (4.1) probleminin (v0, v1) ∈ (W 1,p(R) ∩H1 (R)) × L2 (R) başlangıç koşuluna

uygun zayıf çözümü ise, bu durumda

‖u (t)− v (t)‖H1(R) + ‖ut (t)− vt (t)‖H−1(R)

≤ C
(
T, ‖(u0, u1)‖(W 1,p(R)∩H1(R))×L2(R) , ‖(v0, v1)‖(W 1,p(R)∩H1(R))×L2(R)

)
×
(
‖u0 − v0‖H1(R) + ‖u1 − v1‖L2(R)

)
, ∀t ∈ [0, T ] (4.7)

eşitsizliği sağlanır. Burada C : R+× R+×R+ → R+ her bir değişkene göre azalmayan

fonksiyondur.

Şimdi, Teorem 4.1.2’nin ispatını iki lemma şeklinde vereceğiz. İlk olarak, (4.1) prob-

leminin zayıf çözümünün varlığı ile ilgili lemmayı ispatlayacağız. Bu ispatta düzgün

değerlenmeler elde etmek için, önce şu yardımcı lemmayı ispatlayalım.
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Lemma 4.1.3 u ∈ H2 (−n, n) için

‖u‖W 1,∞(−n,n) ≤ C ‖u‖H2(−n,n)

olacak şekilde n’e bağlı olmayan bir C > 0 sabiti vardır.

İspat. Öncelikle, Hölder eşitsizliğine göre

|u (t)|2 − |u (0)|2 =

t∫
0

d

dx
|u (x)|2 dx

= 2

t∫
0

u (x)ux (x) dx

≤ 2 ‖u‖L2(−n,n) ‖ux‖L2(−n,n) ,∀t ∈ (−n, n)

ve dolayısıyla

|u (t)| ≤ |u (0)|+
√

2 ‖u‖
1
2

L2(−n,n) ‖ux‖
1
2

L2(−n,n)

≤ ‖u‖L∞(−1,1) +
√

2 ‖u‖
1
2

L2(−n,n) ‖ux‖
1
2

L2(−n,n) ,∀t ∈ (−n, n)

alırız. Buradan, u ∈ H2(−n, n) olduğundan u ∈ H1(−1, 1) olupH1(−1, 1) ↪→ L∞(−1, 1)

sürekli gömülmesine göre

‖u‖L∞(−n,n) ≤ c ‖u‖H1(−1,1) +
√

2 ‖u‖
1
2

L2(−n,n) ‖ux‖
1
2

L2(−n,n)

≤ c ‖u‖H1(−n,n) +
√

2 ‖u‖
1
2

L2(−n,n) ‖ux‖
1
2

L2(−n,n)

≤ C1 ‖u‖H1(−n,n)

elde ederiz. Benzer şekilde ux fonksiyonu için de

‖ux‖L∞(−n,n) ≤ c ‖ux‖H1(−1,1) +
√

2 ‖ux‖
1
2

L2(−n,n) ‖uxx‖
1
2

L2(−n,n)

≤ c ‖ux‖H1(−n,n) +
√

2 ‖ux‖
1
2

L2(−n,n) ‖uxx‖
1
2

L2(−n,n)

≤ C1 ‖u‖H2(−n,n)

eşitsizliğini alırız. Böylece, istenen sonuç elde edilir.

Şimdi, zayıf çözümünün varlığı ile ilgili sonucu verelim.

Lemma 4.1.4 (4.2)-(4.5) koşulları altında, her T > 0 ve u0 ∈ W 1,p(R)∩H1 (R), u1 ∈

L2 (R) için, (4.1) problemi, u ∈ L∞ (0, T ;W 1,p(R) ∩H1 (R)), ut ∈ L∞ (0, T ;L2 (R)) ∩

L2 (0, T ;H1 (R)), utt ∈ L2
(

0, T ;W−1, p
p−1 (R) +H−1 (R)

)
olacak şekilde en az bir u (t, x)

zayıf çözümüne sahiptir.
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İspat. İlk olarak, kesme (cut-off) fonksiyonları kullanarak, (W 1,p(R) ∩H1 (R))×L2(R)

uzayında (u0, u1)’e yakınsak olan {(u0n, u1n)}∞n=1 ⊂ W 1,p
0 (−2n, 2n)×L2 (−2n, 2n) fonk-

siyon dizisini oluşturalım. Şimdi, ζ ∈ C∞ (R) , 0 ≤ ζ (·) ≤ 1 ve

ζ (x) =

 1, 0 < |x| < 1 için,

0, |x| ≥ 2 için

olacak şekilde ζ (·) kesme fonksiyonu alıp

ζn (x) = ζ
(x
n

)
, ∀n ∈ N

olarak tanımlayalım. Böylece, 0 ≤ ζn (·) ≤ 1 ve

ζn (x) =

 1, 0 < |x| < n için,

0, |x| ≥ 2n için

sağlanır ve

u0n (x) = u0 (x) ζn (x) , u1n (x) = u1 (x) ζn (x)

olarak tanımlarsak (u0n, u1n) ∈ W 1,p
0 (−2n, 2n)× L2 (−2n, 2n) olur. Şimdi

u0n −→
n→∞

u0 W 1,p(R) ∩H1 (R) ’de, u1n −→
n→∞

u1 L
2 (R) ’de (4.8)

olduğunu gösterelim.

‖u1n − u1‖2
L2(R) =

∫
R

|u1 (x) ζn (x)− u1 (x)|2 dx

=

n∫
−n

|u1 (x) ζn (x)− u1 (x)|2 dx+

∫
R�(−n,n)

|u1 (x) ζn (x)− u1 (x)|2 dx

≤ 2

∫
R�(−n,n)

(
|u1 (x) ζn (x)|2 + |u1 (x)|2

)
dx

≤ 4

∫
R�(−n,n)

|u1 (x)|2 dx −→
n→∞

0

olur. Diğer yandan,

‖u0n − u0‖2
L2(R) =

∫
R

|u0 (x) ζn (x)− u0 (x)|2 dx

=

n∫
−n

|u0 (x) ζn (x)− u0 (x)|2 dx+

∫
R�(−n,n)

|u0 (x) ζn (x)− u0 (x)|2 dx
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≤ 2

∫
R�(−n,n)

(
|u0 (x) ζn (x)|2 + |u0 (x)|2

)
dx

≤ 4

∫
R�(−n,n)

|u0 (x)|2 dx −→
n→∞

0

ve

‖u0n − u0‖pLp(R) =

∫
R

|u0 (x) ζn (x)− u0 (x)|p dx

=

n∫
−n

|u0 (x) ζn (x)− u0 (x)|p dx+

∫
R�(−n,n)

|u0 (x) ζn (x)− u0 (x)|p dx

≤ 2p−1

∫
R�(−n,n)

(|u0 (x) ζn (x)|p + |u0 (x)|p) dx

≤ 2p
∫

R�(−n,n)

|u0 (x)|p dx −→
n→∞

0

alırız. Ayrıca ∥∥∥∥du0n

dx
− du0

dx

∥∥∥∥2

L2(R)

=

n∫
−n

∣∣∣∣ ddx (u0 (x) ζn (x))− du0 (x)

dx

∣∣∣∣2 dx
+

∫
R�(−n,n)

∣∣∣∣ ddx (u0 (x) ζn (x))− du0 (x)

dx

∣∣∣∣2 dx
=

∫
R�(−n,n)

∣∣∣∣ ddx (u0 (x)) ζn (x) +
1

n
u0 (x)

dζ

dx

(x
n

)
− du0 (x)

dx

∣∣∣∣2 dx
≤ 4

∫
R�(−n,n)

(∣∣∣∣ ddx (u0 (x)) ζn (x)

∣∣∣∣2 +
1

n2

∣∣∣∣u0 (x)
dζ

dx

(x
n

)∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣du0 (x)

dx

∣∣∣∣2
)
dx

≤ 8

∫
R�(−n,n)

∣∣∣∣du0 (x)

dx

∣∣∣∣2 dx+
4

n2

∫
R�(−n,n)

∣∣∣∣u0 (x)
dζ

dx

(x
n

)∣∣∣∣2 dx
≤ 8

∫
R�(−n,n)

∣∣∣∣du0 (x)

dx

∣∣∣∣2 dx+
4

n2
max
x∈R

∣∣∣∣dζ (x)

dx

∣∣∣∣2 ∫
R�(−n,n)

|u0 (x)|2 dx −→
n→∞

0

ve ∥∥∥∥du0n

dx
− du0

dx

∥∥∥∥p
Lp(R)
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=

n∫
−n

∣∣∣∣ ddx (u0 (x) ζn (x))− du0 (x)

dx

∣∣∣∣p dx
+

∫
R�(−n,n)

∣∣∣∣ ddx (u0 (x) ζn (x))− du0 (x)

dx

∣∣∣∣p dx
=

∫
R�(−n,n)

∣∣∣∣ ddx (u0 (x)) ζn (x) +
1

n
u0 (x)

dζ

dx

(x
n

)
− du0 (x)

dx

∣∣∣∣p dx
≤ 22p−2

∫
R�(−n,n)

(∣∣∣∣ ddx (u0 (x)) ζn (x)

∣∣∣∣p +
1

np

∣∣∣∣u0 (x)
dζ

dx

(x
n

)∣∣∣∣p +

∣∣∣∣du0 (x)

dx

∣∣∣∣p) dx
≤ 22p−1

∫
R�(−n,n)

∣∣∣∣du0 (x)

dx

∣∣∣∣p dx+
22p−2

np

∫
R�(−n,n)

∣∣∣∣u0 (x)
dζ

dx

(x
n

)∣∣∣∣p dx
≤ 22p−1

∫
R�(−n,n)

∣∣∣∣du0 (x)

dx

∣∣∣∣p dx+
22p−2

np
max
x∈R

∣∣∣∣dζ (x)

dx

∣∣∣∣p ∫
R�(−n,n)

|u0 (x)|p dx −→
n→∞

0

olur. Bu yakınsamalardan (4.8)’in sağlandığını elde ederiz.

Şimdi, sınırlı bölgede

untt (t, x)− untxx (t, x)− unxx (t, x)− ∂
∂x

(
|unx (t, x)|p−2 unx (t, x)

)
+ a (x)unt (t, x) + f (un (t, x)) = g (x) , (t, x) ∈ (0, T )× (−2n, 2n) ,

un (t,−2n) = un (t, 2n) = 0, t ∈ (0, T ),

un (0, x) = u0n (x) , unt (0, x) = u1n (x) , x ∈ (−2n, 2n)

(4.9)

problemini ele alalım. Lemma 3.1.3’te yapıldığı gibi Galerkin yöntemiyle, (4.2)-(4.5)’e

göre, (4.9) probleminin un ∈ L∞
(
0, T ;W 1,p

0 (−2n, 2n)
)
, unt ∈ L∞ (0, T ;L2 (−2n, 2n))∩

L2 (0, T ;H1
0 (−2n, 2n)), untt ∈ L2

(
0, T ;W−1, p

p−1 (−2n, 2n)
)

olacak şekilde,

Ê (un (t)) +

t∫
0

‖untx (τ)‖2
L2(−2n,2n) dτ +

t∫
0

2n∫
−2n

a (x) |unt (τ , x)|2 dxdτ

≤ Ê (un (0)) , ∀t ∈ [0, T ] (4.10)

eşitsizliğini sağlayan un zayıf çözümünün varlığı elde edilebilir. Burada Ê (u (t)) =

1
2
‖ut (t)‖2

L2(−2n,2n) + 1
2
‖ux (t)‖2

L2(−2n,2n) + 1
p
‖ux (t)‖pLp(−2n,2n) +

2n∫
−2n

F (u (t, x)) dx−
2n∫
−2n

g (x)u (t, x) dx’dir. Şimdi, (4.10)’dan düzgün ön değerlenme elde edelim. (4.5)’e

göre, s > 0 ise,

F (s) =

s∫
0

f (τ) dτ ≥ λ

s∫
0

τdτ =
λ

2
s2
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eşitsizliği; s < 0 ise

F (s) = −
0∫
s

f (τ) dτ ≥ −λ
0∫
s

τdτ =
λ

2
s2

eşitsizliği sağlanır. Böylece, F (0) = 0 olduğunu da göz önüne alarak

F (s) ≥ λ

2
s2, ∀s ∈ R

olup
2n∫

−2n

F (un (t, x)) dx ≥ λ

2
‖un (t)‖2

L2(−2n,2n) , ∀t ∈ [0, T ] (4.11)

eşitsizliğini buluruz. Ayrıca, yine F (0) = 0 ve f (0) = 0 olduğundan, ortalama değer

teoremi, W 1,p
0 (−2n, 2n) ↪→ L∞ (−2n, 2n) sürekli gömülmesi ve (4.5)’e göre

2n∫
−2n

F (un (0, x)) dx =

2n∫
−2n

 1∫
0

F ′ (τun (0, x)) dτ

un (0, x) dx

=

2n∫
−2n

 1∫
0

f (τun (0, x)) dτ

un (0, x) dx

≤
2n∫

−2n

 1∫
0

 1∫
0

|f ′ (sτun (0, x))| ds

 |τun (0, x)| dτ

 |un (0, x)| dx

≤ C1 ‖un (0)‖2
L2(R) (4.12)

alırız. Diğer yandan, Hölder ve Young eşitsizliklerini kullanarak, keyfi ε > 0 için

2n∫
−2n

g (x)un (t, x) dx ≤ ‖g‖L2(−2n,2n) ‖un (t)‖L2(−2n,2n)

≤ C (ε) ‖g‖2
L2(R) + ε ‖un (t)‖2

L2(−2n,2n) , ∀t ∈ [0, T ] (4.13)

elde ederiz. Dahası, yine Hölder eşitsizliğinden

2n∫
−2n

g (x)un (0, x) dx ≤ ‖g‖L2(R) ‖un (0)‖L2(R)

sağlanır. Bu eşitsizliği, (4.11)-(4.13) ile birlikte, (4.10)’da göz önüne alırsak

1

2
‖unt (t)‖2

L2(−2n,2n) +
1

2
‖unx (t)‖2

L2(−2n,2n)
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+
1

p
‖unx (t)‖pLp(−2n,2n) +

(
λ

2
− ε
)
‖un (t)‖2

L2(−2n,2n)

+

t∫
0

‖untx (τ)‖2
L2(−2n,2n) dτ +

t∫
0

2n∫
−2n

a (x) |unt (τ , x)|2 dxdτ

≤ 1

2
‖unt (0)‖2

L2(R) +
1

2
‖unx (0)‖2

L2(R) +
1

p
‖unx (0)‖pLp(R) + C1 ‖un (0)‖2

L2(R)

+C (ε) ‖g‖2
L2(R) + ‖g‖L2(R) ‖un (0)‖L2(R) , ∀t ∈ [0, T ]

olur. ε < λ
2

seçerek, (4.9)4-(4.9)5’ten

‖unt (t)‖2
L2(−2n,2n) + ‖unx (t)‖2

L2(−2n,2n) + ‖unx (t)‖pLp(−2n,2n) + ‖un (t)‖2
L2(−2n,2n)

+

t∫
0

‖untx (τ)‖2
L2(−2n,2n) dτ +

t∫
0

2n∫
−2n

a (x) |unt (τ , x)|2 dxdτ

≤ C
(
‖(u0n, u1n)‖(W 1,p(R)∩H1(R))×L2(R) , ‖g‖L2(R)

)
, ∀t ∈ [0, T ] (4.14)

elde ederiz. Burada C : R+×R+ → R+ her bir değişkene göre azalmayan fonksiyondur.

Diğer taraftan, Λ̃ : H2 (−2n, 2n) ∩ H1
0 (−2n, 2n) → L2 (−2n, 2n) , Λ̃ϕ = −∂2ϕ

∂x2 + ϕ

özeşlenik operatörünü tanımlayalım. (4.9)1 denklemini, A operatörü bir önceki bölümde

tanımlanan p-Laplasyan operatörü olmak üzere,

untt +
(

Λ̃unt − unt
)

+
(

Λ̃un − un
)
− Aun + a (x)unt + f (un) = g (x)

şeklinde yazarak bu denklemi Λ̃−2untt ile (0, t)×(−2n, 2n)’de test edip Λ̃ operatörünün

özeşlenik olduğunu kullanırsak

t∫
0

∥∥∥Λ̃−1untt (τ)
∥∥∥2

L2(−2n,2n)
dτ ≤

t∫
0

∣∣∣〈g, Λ̃−2untt (τ)
〉∣∣∣ dτ +

t∫
0

∣∣∣〈unt (τ) , Λ̃−1untt (τ)
〉∣∣∣ dτ

+

t∫
0

∣∣∣〈unt (τ) , Λ̃−2untt (τ)
〉∣∣∣ dτ +

t∫
0

∣∣∣〈un (τ) , Λ̃−1untt (τ)
〉∣∣∣ dτ

+

t∫
0

∣∣∣〈un (τ) , Λ̃−2untt (τ)
〉∣∣∣ dτ +

t∫
0

∣∣∣〈Aun (τ) , Λ̃−2untt (τ)
〉∣∣∣ dτ

+

t∫
0

∣∣∣〈aunt (τ) , Λ̃−2untt (τ)
〉∣∣∣ dτ

+

t∫
0

∣∣∣〈f (un (τ)) , Λ̃−2untt (τ)
〉∣∣∣ dτ , ∀t ∈ (0, T ) (4.15)
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eşitsizliğini alırız. Şimdi, bu eşitsizliğin sağ tarafını değerlendirelim. İlk terim için,

Hölder eşitsizliği ve (4.2)’den

t∫
0

∣∣∣〈g, Λ̃−2untt (τ)
〉∣∣∣ dτ ≤ ‖g‖L2(−2n,2n)

t∫
0

∥∥∥Λ̃−2untt (τ)
∥∥∥
L2(−2n,2n)

dτ

≤ C2

√
T

 t∫
0

∥∥∥Λ̃−1untt (τ)
∥∥∥2

L2(−2n,2n)
dτ


1
2

, ∀t ∈ (0, T ) (4.16)

olur. (4.15) eşitsizliğinin sağ tarafındaki ikinci terim için, Hölder eşitsizliği ve (4.14)’ten

t∫
0

∣∣∣〈unt (τ) , Λ̃−1untt (τ)
〉∣∣∣ dτ ≤ t∫

0

‖unt (τ)‖L2(−2n,2n)

∥∥∥Λ̃−1untt (τ)
∥∥∥
L2(−2n,2n)

dτ

≤ C3

√
T

 t∫
0

∥∥∥Λ̃−1untt (τ)
∥∥∥2

L2(−2n,2n)
dτ


1
2

, ∀t ∈ (0, T ) (4.17)

elde ederiz. (4.15) eşitsizliğinin sağ tarafındaki üçüncü terimi dikkate alırsak, Hölder

eşitsizliği ve (4.14)’ten

t∫
0

∣∣∣〈unt (τ) , Λ̃−2untt (τ)
〉∣∣∣ dτ ≤ t∫

0

‖unt (τ)‖L2(−2n,2n)

∥∥∥Λ̃−2untt (τ)
∥∥∥
L2(−2n,2n)

dτ

≤ C4

√
T

 t∫
0

∥∥∥Λ̃−1untt (τ)
∥∥∥2

L2(−2n,2n)
dτ


1
2

, ∀t ∈ (0, T ) (4.18)

alırız. (4.15) eşitsizliğinin sağ tarafındaki dördüncü terim için, Hölder eşitsizliği ve

(4.14)’ten

t∫
0

∣∣∣〈un (τ) , Λ̃−1untt (τ)
〉∣∣∣ dτ ≤ t∫

0

‖un (τ)‖L2(−2n,2n)

∥∥∥Λ̃−1untt (τ)
∥∥∥
L2(−2n,2n)

dτ

≤ C5

√
T

 t∫
0

∥∥∥Λ̃−1untt (τ)
∥∥∥2

L2(−2n,2n)
dτ


1
2

, ∀t ∈ (0, T ) (4.19)

elde ederiz. (4.15) eşitsizliğinin sağ tarafındaki beşinci terimi dikkate alırsak, Hölder

eşitsizliği ve (4.14)’ten

t∫
0

∣∣∣〈un (τ) , Λ̃−2untt (τ)
〉∣∣∣ dτ ≤ t∫

0

‖un (τ)‖L2(−2n,2n)

∥∥∥Λ̃−2untt (τ)
∥∥∥
L2(−2n,2n)

dτ
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≤ C6

√
T

 t∫
0

∥∥∥Λ̃−1untt (τ)
∥∥∥2

L2(−2n,2n)
dτ


1
2

, ∀t ∈ (0, T ) (4.20)

sağlanır. (4.15) eşitsizliğinin sağ tarafındaki altıncı terimi göz önüne alalım. Λ̃ ope-

ratörünün tanımından aşağıdaki eşitsizliğin sağlandığını kolayca kontrol edebiliriz:

c1 ‖u‖H2(−n,n) ≤
∥∥∥Λ̃u

∥∥∥
L2(−n,n)

≤ c2 ‖u‖H2(−n,n) , ∀u ∈ H
2 (−n, n) ∩H1

0 (−n, n) (4.21)

Burada pozitif c1, c2 sabitleri n’e bağlı değildir. Hölder eşitsizliği, (4.14) ve (4.21)’den,

Lemma 4.1.3’e göre

t∫
0

∣∣∣〈Aun (τ) , Λ̃−2untt (τ)
〉∣∣∣ dτ ≤ t∫

0

2n∫
−2n

|unx (τ , x)|p−1

∣∣∣∣ ∂∂x (Λ̃−2untt (τ , x)
)∣∣∣∣ dxdτ

≤
t∫

0

‖unx (τ)‖p−1
Lp(−2n,2n)

∥∥∥∥ ∂∂x (Λ̃−2untt (τ)
)∥∥∥∥

Lp(−2n,2n)

dτ

≤ C7

t∫
0

 2n∫
−2n

∣∣∣∣ ∂∂x (Λ̃−2untt (τ , x)
)∣∣∣∣2 ∣∣∣∣ ∂∂x (Λ̃−2untt (τ , x)

)∣∣∣∣p−2

dx


1
p

dτ

≤ C7

t∫
0

∥∥∥∥ ∂∂x (Λ̃−2untt (τ)
)∥∥∥∥ 2

p

L2(−2n,2n)

∥∥∥∥ ∂∂x (Λ̃−2untt (τ)
)∥∥∥∥ p−2

p

L∞(−2n,2n)

dτ

≤ C8

t∫
0

∥∥∥Λ̃−2untt (τ)
∥∥∥ 2
p

H2(−2n,2n)

∥∥∥Λ̃−2untt (τ)
∥∥∥ p−2

p

H2(−2n,2n)
dτ

= C8

t∫
0

∥∥∥Λ̃−2untt (τ)
∥∥∥
H2(−2n,2n)

dτ

≤ C9

√
T

 t∫
0

∥∥∥Λ̃−1untt (τ)
∥∥∥2

L2(−2n,2n)
dτ


1
2

,∀t ∈ (0, T ) (4.22)

buluruz. (4.15) eşitsizliğinin sağ tarafındaki yedinci terim için, Hölder eşitsizliği ve

Lemma 4.1.3’ü kullanarak, (4.3), (4.14) ve (4.21)’den

t∫
0

∣∣∣〈aunt (τ) , Λ̃−2untt (τ)
〉∣∣∣ dτ ≤ t∫

0

‖aunt (τ)‖L1(−2n,2n)

∥∥∥Λ̃−2untt (τ)
∥∥∥
L∞(−2n,2n)

dτ

≤ C101

t∫
0

 2n∫
−2n

√
a (x)

√
a (x) |unt (τ , x)| dx

∥∥∥Λ̃−2untt (τ)
∥∥∥
H2(−2n,2n)

dτ
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≤ C11 ‖a‖
1
2

L1(−2n,2n)

t∫
0

 2n∫
−2n

a (x) |unt (τ , x)|2 dx


1
2 ∥∥∥Λ̃−1untt (τ)

∥∥∥
L2(−2n,2n)

dτ

≤ C12

 t∫
0

2n∫
−2n

a (x) |unt (τ , x)|2 dxdτ


1
2
 t∫

0

∥∥∥Λ̃−1untt (τ)
∥∥∥2

L2(−2n,2n)
dτ


1
2

≤ C13

 t∫
0

∥∥∥Λ̃−1untt (τ)
∥∥∥2

L2(−2n,2n)
dτ


1
2

, ∀t ∈ (0, T ) (4.23)

alırız. (4.15) eşitsizliğinin sağ tarafındaki son terim için, (4.5)’e göre, f (0) = 0 olduğundan,

ortalama değer teoremi, Hölder eşitsizliği ve W 1,p
0 (−2n, 2n) ↪→ L∞ (−2n, 2n) sürekli

gömülmesini kullanarak, (4.14)’ten

t∫
0

∣∣∣〈f (un (τ)) , Λ̃−2untt (τ)
〉∣∣∣ dτ

=

t∫
0

∣∣∣∣∣∣
〈 1∫

0

f ′ (sun (τ)) ds

un (τ) , Λ̃−2untt (τ)

〉∣∣∣∣∣∣ dτ
≤ C14

t∫
0

‖un (τ)‖L2(−2n,2n)

∥∥∥Λ̃−2untt (τ)
∥∥∥
L2(−2n,2n)

dτ

≤ C15

√
T

 t∫
0

∥∥∥Λ̃−1untt (τ)
∥∥∥2

L2(−2n,2n)
dτ


1
2

, ∀t ∈ (0, T ) (4.24)

alırız. Böylece, (4.16)-(4.20) ve (4.22)-(4.24)’ü (4.15)’te göz önüne alırsak

t∫
0

∥∥∥Λ̃−1untt (τ)
∥∥∥2

L2(−2n,2n)
dτ

≤ C16

(
1 +
√
T
) t∫

0

∥∥∥Λ̃−1untt (τ)
∥∥∥2

L2(−2n,2n)
dτ


1
2

, ∀t ∈ (0, T )

ve buradan

‖untt‖L2(0,T ;H−2(−2n,2n)) ≤ C16

(
1 +
√
T
)

(4.25)

elde ederiz. Burada C16 sabiti n’e bağlı değildir.

Öte yandan, un ∈ L∞(0, T ;W 1,p
0 (−2n, 2n)) ve unt ∈ L2(0, T ;H1

0 (−2n, 2n)) olduğun-

dan, Önerme 2.0.55’e göre un ∈ C ([0, T ] ;H1
0 (−2n, 2n)) olur ve böylece un fonksiyo-

nunu (0, T )× (−2n, 2n) kümesi dışında sıfır ile genişletebiliriz. Bu genişlemeyi de yine
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un ile gösterirsek, (4.10)’dan

Ẽ (un (t)) +

t∫
0

‖untx (τ)‖2
L2(R) dτ

+

t∫
0

∫
R

a (x) |unt (t, x)|2 dxdτ ≤ Ẽ (un (0)) , ∀t ∈ [0, T ] (4.26)

enerji eşitsizliğini ve (4.3), (4.9)3-(4.9)4, (4.14) ve (4.25)’ten

‖untt‖ L2(0,T ;H−2(−r,r)) + ‖unt‖L∞(0,T ;L2(R))

+ ‖unt‖ L2(0,T ;H1(R)) + ‖un‖ L∞(0,T ;W 1,p(R)∩H1(R))

≤ Ĉ
(
‖(u0n, u1n)‖(W 1,p(R)∩H1(R))×L2(R) , ‖g‖L2(R) , T

)
, ∀n > r

2

sağlanır. Buradan, (4.8)’e göre {(u0n, u1n)}∞n=1 dizisi (W 1,p(R) ∩H1 (R)) × L2(R)’de

(u0, u1)’e yakınsak olduğundan

‖untt‖ L2(0,T ;H−2(−r,r)) + ‖unt‖L∞(0,T ;L2(R))

+ ‖unt‖ L2(0,T ;H1(R)) + ‖un‖ L∞(0,T ;W 1,p(R)∩H1(R))

≤ ̂̂C (‖(u0, u1)‖(W 1,p(R)∩H1(R))×L2(R) , ‖g‖L2(R) , T
)
, ∀n > r

2
(4.27)

alırız. O halde, n > r
2

için {un}∞n=1, {unt}∞n=1, {untt}∞n=1 dizileri sırasıyla L∞ (0, T ;W 1,p(R)

∩H1 (R)), L∞ (0, T ;L2 (R))∩L2 (0, T ;H1 (R)) ve L2 (0, T ;H−2 (−r, r))’de sınırlıdır ve

A’nın sınırlılığından, Banach-Alaoğlu teoremine göre zayıf ve zayıf∗ yakınsak alt di-

zileri vardır. Genelliği bozmadan bu alt dizileri de {un}∞n=1, {unt}∞n=1, {untt}∞n=1 ile

gösterirsek, 

un
w∗−→

n→∞
u L∞ (0, T ;W 1,p (R) ∩H1 (R)) ’de,

unt
w∗−→

n→∞
ut L∞ (0, T ;L2 (R)) ’de,

unt
w−→

n→∞
ut L2 (0, T ;H1 (R)) ’de,

untt
w−→

n→∞
utt L2 (0, T ;H−2 (−r, r)) ’de, ∀r > 0,

Aun
w∗−→

n→∞
χ L∞

(
0, T ;W−1, p

p−1 (R)
)

’de

(4.28)

yakınsamaları sağlanacak şekilde u ∈ L∞ (0, T ;W 1,p(R) ∩H1 (R))∩W 1,∞ (0, T ;L2(R))

∩W 1,2 (0, T ;H1(R)) ∩ W 2,2 (0, T ;H−2(−r, r)) ve χ ∈ L∞
(

0, T ;W−1, p
p−1 (R)

)
fonksi-

yonları vardır. Böylece, (4.27)’de önce n → ∞ iken, daha sonra r → ∞ iken limite

geçersek

‖utt‖ L2(0,T ;H−2(R)) + ‖ut‖ L∞(0,T ;L2(R))
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+ ‖ut‖ L2(0,T ;H1(R)) + ‖u‖ L∞(0,T ;W 1,p(R)∩H1(R))

≤ ̂̂C (‖(u0, u1)‖(W 1,p(R)∩H1(R))×L2(R) , ‖g‖L2(R) , T
)

(4.29)

elde ederiz.

Şimdi, u fonksiyonunun (4.1) probleminin zayıf çözümü olduğunu görelim. (3.29)-

(3.30)’u elde ederken yaptığımız işlemleri tekrarlayarak, (4.5), (4.27), (4.28)1-(4.28)2 ve

(4.29)’dan, L2 ((0, T )× (−r, r)) uzayında

un −→
n→∞

u (4.30)

ve L2 ((0, T )× (−r, r)) uzayında

f (un) −→
n→∞

f (u) (4.31)

alırız. Keyfi v ∈ W 1,p
0 (−r, r) için

d

dt
〈unt (t) , v〉 − 〈untxx (t) , v〉 − 〈unxx (t) , v〉+ 〈Aun (t) , v〉

+
d

dt
〈aun (t) , v〉+ 〈f (un (t)) , v〉 = 〈g, v〉

denkleminde (4.28) ve (4.31) yakınsamalarını kullanarak, n→∞ iken limite geçersek

d

dt
〈ut (t) , v〉 − 〈utxx (t) , v〉 − 〈uxx (t) , v〉+ 〈χ (t) , v〉

+
d

dt
〈au (t) , v〉+ 〈f (u (t)) , v〉 = 〈g, v〉 (4.32)

elde ederiz. İspatın başında tanımladığımız ζ kesme fonksiyonu yardımıyla

ζrm (x) = ζ

(
2x

rm

)
fonksiyonlarını tanımlayalım. Keyfi v ∈ W 1,p (R)∩H1 (R) için vrm (x) = v (x) ζrm (x) şek-

linde tanımlarsak, ispatın başında gösterdiğimiz gibi, W 1,p (R) ∩H1 (R) uzayında

vrm −→
rm→∞

v

sağlanır. vrm ∈ W 1,p
0 (−rm, rm) olduğundan (4.32) denklemini {vrm} dizisi için yazıp

m→∞ iken limite geçersek, her v ∈ W 1,p (R) ∩H1 (R) için

d

dt
〈ut (t) , v〉 − 〈utxx (t) , v〉 − 〈uxx (t) , v〉+ 〈χ (t) , v〉

+
d

dt
〈au (t) , v〉+ 〈f (u (t)) , v〉 = 〈g, v〉
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alırız. Böylece, utt ∈ L2
(

0, T ;W−1, p
p−1 (R) +H−1 (R)

)
olduğunu ve L2

(
0, T ;W−1, p

p−1 (R)

+H−1 (R)) uzayında

utt − utxx − uxx + χ+ a (x)ut + f (u) = g (4.33)

eşitliğinin sağlandığını elde ederiz. Buradan, u fonksiyonunun (4.1)1 denklemini çözdü-

ğünü göstermek için, χ = Au olduğunu göstermek yeterlidir. İlk olarak, Önerme

2.0.55’e göre, u ∈ L∞ (0, T ;W 1,p(R)∩ H1(R)), ut ∈ L2(0, T ;H1(R)) olduğundan u ∈

C([0, T ];H1(R)) olduğunu ve ut ∈ L∞(0, T ;L2(R)), utt ∈ L2(0, T ;H−2(R)) olduğundan

ut ∈ C([0, T ];H−1(R)) olduğunu göz önüne alalım. Bu durumda, Lemma 2.0.56’ya göre,

u ∈ Cs(0, T ;W 1,p(R) ∩H1(R)) ve ut ∈ Cs(0, T ;L2(R)) olduğunu elde ederiz. Böylece,

ζ ile ispata başlarken tanımladığımız kesme fonksiyonunu almak üzere, ζr (x) = ζ
(
x
r

)
için, (4.9)1 denklemini ζrun (t) fonksiyonuyla (0, T )×R’de test edersek, (4.3)’ü de göz

önüne alarak
T∫

0

〈Aun (t) , ζrun (t)〉 dt

= 〈unt (0) , ζrun (0)〉 − 〈unt (T ) , ζrun (T )〉+

T∫
0

∥∥∥√ζrunt (t)
∥∥∥2

L2(−2r,2r)
dt

−
T∫

0

〈untx (t) , ζ ′run (t)〉 dt− 1

2

∥∥∥√ζrunx (T )
∥∥∥2

L2(−2r,2r)
+

1

2

∥∥∥√ζrunx (0)
∥∥∥2

L2(−2r,2r)

−
T∫

0

〈unx (t) , ζ ′run (t)〉 dt−
T∫

0

∥∥∥√ζrunx (t)
∥∥∥2

L2(−2r,2r)
dt

−1

2

2r∫
−2r

a (x) ζr (x) |un (T, x)|2 dx+
1

2

2r∫
−2r

a (x) ζr (x) |un (0, x)|2 dx

−
T∫

0

〈f(un (t)), ζrun (t)〉 dt+

T∫
0

〈g, ζrun (t)〉 dt

olur ve bu eşitliğin sağ tarafındaki dokuzuncu terim için, ortalama değer teoremi, (4.3),

(4.27), (4.29), W 1,p (R)∩H1 (R) ↪→ L∞ (R) ve H1 (R) ↪→ L∞ (R) sürekli gömülmelerine

göre

−1

2

2r∫
−2r

a (x) ζr (x)
(
|un (T, x)|2 − |u (T, x)|2

)
dx
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≤
2r∫

−2r

a (x) ζr (x)

 1∫
0

|u (T, x) + τ (un (T, x)− u (T, x))| dτ

 |un (T, x)− u (T, x)| dx

≤ C18 ‖a‖L1(R) ‖un (T )− u (T )‖L∞(R)

≤ C19 ‖un (T )− u (T )‖H1(R)

olduğundan, (3.33), (4.30), (4.31)’i elde ederken yaptığımız işlemleri de dikkate alırsak,

(4.28)’den

lim sup
n→∞

T∫
0

〈Aun (t) , ζrun (t)〉 dt

≤ 〈ut (0) , ζru (0)〉 − 〈ut (T ) , ζru (T )〉+

T∫
0

∥∥∥√ζrut (t)
∥∥∥2

L2(−2r,2r)
dt

−
T∫

0

〈utx (t) , ζ ′ru (t)〉 dt− 1

2

∥∥∥√ζrux (T )
∥∥∥2

L2(−2r,2r)
+

1

2

∥∥∥√ζrux (0)
∥∥∥2

L2(−2r,2r)

−
T∫

0

〈ux (t) , ζ ′ru (t)〉 dt−
T∫

0

∥∥∥√ζrux (t)
∥∥∥2

L2(−2r,2r)
dt

−1

2

2r∫
−2r

a (x) ζr (x) |u (T, x)|2 dx+
1

2

2r∫
−2r

a (x) ζr (x) |u (0, x)|2 dx

−
T∫

0

〈f(u (t)), ζru (t)〉 dt+

T∫
0

〈g, ζru (t)〉 dt (4.34)

alırız. Diğer yandan, (4.33) denklemini ζru ile (0, T )× R’de test ederek

T∫
0

〈χ (t) , ζru (t)〉 dt

= 〈ut (0) , ζru (0)〉 − 〈ut (T ) , ζru (T )〉+

T∫
0

∥∥∥√ζrut (t)
∥∥∥2

L2(−2r,2r)
dt

−
T∫

0

〈utx (t) , ζ ′ru (t)〉 dt− 1

2

∥∥∥√ζrux (T )
∥∥∥2

L2(−2r,2r)
+

1

2

∥∥∥√ζrux (0)
∥∥∥2

L2(−2r,2r)

−
T∫

0

〈ux (t) , ζ ′ru (t)〉 dt−
T∫

0

∥∥∥√ζrux (t)
∥∥∥2

L2(−2r,2r)
dt
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−1

2

2r∫
−2r

a (x) ζr (x) |u (T, x)|2 dx+
1

2

2r∫
−2r

a (x) ζr (x) |u (0, x)|2 dx

−
T∫

0

〈f(u (t)), ζru (t)〉 dt+

T∫
0

〈g, ζru (t)〉 dt (4.35)

buluruz. (4.34)-(4.35)’ten

lim sup
n→∞

T∫
0

〈Aun (t) , ζrun (t)〉 dt ≤
T∫

0

〈χ (t) , ζru (t)〉 dt

olur. Böylece, (4.28)’e göre

lim sup
n→∞

T∫
0

〈Aun (t)− Au (t) , ζr (un (t)− u (t))〉 dt

= lim sup
n→∞

 T∫
0

〈Aun (t) , ζrun (t)〉 dt−
T∫

0

〈Aun (t) , ζru (t)〉 dt

−
T∫

0

〈Au (t) , ζrun (t)〉 dt+

T∫
0

〈Au (t) , ζru (t)〉 dt


≤

T∫
0

〈χ (t) , ζru (t)〉 dt−
T∫

0

〈χ (t) , ζru (t)〉 dt

−
T∫

0

〈Au (t) , ζru (t)〉 dt+

T∫
0

〈Au (t) , ζru (t)〉 dt = 0 (4.36)

alırız. Diğer yandan,

lim sup
n→∞

T∫
0

〈Aun (t)− Au (t) , ζr (un (t)− u (t))〉 dt

= lim sup
n→∞

T∫
0

〈
|unx (t)|p−2 unx (t)− |ux (t)|p−2 ux (t) , ζ ′r (un (t)− u (t))

〉
dt

+ lim sup
n→∞

T∫
0

〈
|unx (t)|p−2 unx (t)− |ux (t)|p−2 ux (t) , ζr (unx (t)− ux (t))

〉
dt (4.37)

olur. Bu eşitliğin sağ tarafındaki ilk terim için, ortalama değer teoremi ve Hölder

eşitsizliği ile (4.27) ve (4.29)’dan

T∫
0

〈
|unx (t)|p−2 unx (t)− |ux (t)|p−2 ux (t) , ζ ′r (un (t)− u (t))

〉
dt
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=

T∫
0

〈 1∫
0

|ux (t) + τ (unx (t)− ux (t))|p−2 dτ

 (unx (t)− ux (t)) , ζ ′r (un (t)− u (t))

〉
dt

≤ C18

r

T∫
0

〈(
|ux (t)|p−2 + |unx (t)|p−2) |unx (t)− ux (t)| , ζ ′

(x
r

)
|un (t)− u (t)|

〉
dt

≤ C19

r

T∫
0

‖umx (t)− unx (t)‖Lp((−2r,2r)\(−r,r))

×‖um (t)− un (t)‖Lp((−2r,2r)\(−r,r)) dt

≤ C20

r

T∫
0

‖um (t)− un (t)‖Lp((−2r,2r)\(−r,r)) dt, ∀T ≥ 1

olduğundan, (4.28)1-(4.28)2 ve Önerme 2.0.55’e göre, L2 (0, T ;Lp((−2r, 2r)\ (−r, r))

uzayında

um →
m→∞

u

yakınsamasının sağlandığını göz önüne alarak,

lim sup
n→∞

T∫
0

〈
|unx (t)|p−2 unx (t)− |ux (t)|p−2 ux (t) , ζ ′r (un (t)− u (t))

〉
dt = 0

alırız. Böylece, (3.60) eşitsizliğini de (4.37)’de göz önüne alarak

lim sup
n→∞

T∫
0

〈Aun (t)− Au (t) , ζr (un (t)− u (t))〉 dt

= lim sup
n→∞

T∫
0

〈
|unx (t)|p−2 unx (t)− |ux (t)|p−2 ux (t) , ζr (unx (t)− ux (t))

〉
dt

≥ c lim sup
n→∞

T∫
0

‖unx (t)− ux (t)‖pLp(−r,r) dt

elde ederiz. Buradan, (4.36)’ya göre, Lp (0, T ;Lp (−r, r)) uzayında

unx →
n→∞

ux

ve dolayısıyla L
p
p−1

(
0, T ;W−1, p

p−1 (−r, r)
)

uzayında

Aun →
n→∞

Au
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sağlanır. Böylece, L
p
p−1

(
0, T ;W−1, p

p−1 (R)
)

uzayında χ = Au olur. Sonuç olarak, u

fonksiyonu (4.1)1 denklemini çözer.

Şimdi, u fonksiyonunun başlangıç koşullarını sağladığını görelim. (4.28)1-(4.28)4’ten,

C
(

[0, T ] ; L2 (R)×
(
W−1, p

p−1 (R) +H−1 (R)
))

uzayında

(un, unt) →
n→∞

(u, ut)

olur ve özel olarak L2 (R)×
(
W−1, p

p−1 (R) +H−1 (R)
)

uzayında

(u0n, u1n) →
n→∞

(u (0) , ut (0))

yakınsamasını alırız. Buradan, (4.8)’i dikkate alırsak, (W 1,p(R) ∩H1 (R))× L2 (R) ↪→

L2 (R) ×
(
W−1, p

p−1 (R) +H−1 (R)
)

sürekli gömülmesinden, (u (0) , ut (0)) = (u0, u1)

alırız. Böylece, u fonksiyonu (4.1)3 başlangıç koşulunu sağlar. Yani u fonksiyonu (4.1)

probleminin zayıf çözümüdür.

Şimdi, zayıf çözümün başlangıç verilere sürekli bağımlı olduğunu gösterelim.

Lemma 4.1.5 (4.2)-(4.5) koşulları altında, (4.1) probleminin zayıf çözümü başlangıç

verilere sürekli bağımlıdır ve tektir.

İspat. Öncelikle, u, v ∈ L∞(0, T ;W 1,p(R)∩H1(R))∩W 1,∞(0, T ;L2(R))∩W 1,2(0, T ;H1(R))

∩W 2,2(0, T ;W−1, p
p−1 (R) + H−1(R)) fonksiyonları, (4.1) probleminin, sırasıyla (u0, u1),

(v0, v1) ∈ (W 1,p(R) ∩H1 (R))× L2 (R) başlangıç koşullarına uygun zayıf çözümleri ol-

mak üzere, w (t) = u (t)− v (t) ile gösterelim. Bu durumda,

wtt (t, x)− wtxx (t, x)− wxx (t, x)

− ∂
∂x

(
|ux (t, x)|p−2 ux (t, x)− |vx (t, x)|p−2 vx (t, x)

)
+ a (x)wt (t, x) + f (u (t, x))− f (v (t, x)) = 0, (t, x) ∈ (0, T )× R,

w (0, x) = u0 (x) − v0 (x) , wt (0, x) = u1 (x)− v1 (x) , x ∈ R

(4.38)

problemini alırız. (4.38)1 denklemini, δw ile çarpıp R’de integre edersek, kısmi integ-

rasyonla

d

dt

δ ∫
R

wt (t, x)w (t, x) dx+
δ

2
‖wx (t)‖2

L2(R) +
δ

2

∫
R

a (x) |w (t, x)|2 dx


+δ ‖wx (t)‖2

L2(R) + δ

∫
R

(
|ux (t, x)|p−2 ux (t, x)− |vx (t, x)|p−2 vx (t, x)

)
wx (t, x) dx
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= δ ‖wt (t)‖2
L2(R) − δ

∫
R

(f (u (t, x))− f (v (t, x)))w (t, x) dx, ∀t ∈ [0, T ] (4.39)

elde ederiz. İlk olarak, bu denklemin sol tarafındaki üçüncü terim için (3.38)’i kul-

lanırsak

δ

∫
R

(
|ux (t, x)|p−2 ux (t, x)− |vx (t, x)|p−2 vx (t, x)

)
wx (t, x) dx

≥ δ

2

∫
R

(
|ux (t, x)|p−2 + |vx (t, x)|p−2) |wx (t, x)|2 dx, ∀t ∈ [0, T ] (4.40)

sağlanır. Öte yandan, (4.39)’un sağ tarafındaki ikinci terimi göz önüne alırsak, ortalama

değer teoremine göre, (4.5), (4.29) ve W 1,p (R) ∩ H1 (R) ↪→ L∞ (R) sürekli gömülme-

sinden

−δ
∫
R

(f (u (t, x))− f (v (t, x)))w (t, x) dx

≤ δ

∫
R

 1∫
0

|f ′ (v (t, x) + τ (u (t, x)− v (t, x)))| dτ

 |w (t, x)|2 dx

≤ C1 ‖w (t)‖2
L2(R) , ∀t ∈ [0, T ]

olur. Bu eşitsizlikle birlikte (4.40)’ı (4.39)’da göz önüne alırsak

d

dt

δ ∫
R

wt (t, x)w (t, x) dx+
δ

2
‖wx (t)‖2

L2(R) +
δ

2

∫
R

a (x) |w (t, x)|2 dx


+δ ‖wx (t)‖2

L2(R) +
δ

2

∫
R

(
|ux (t, x)|p−2 + |vx (t, x)|p−2) |wx (t, x)|2 dx

≤ δ ‖wt (t)‖2
L2(R) + C1 ‖w (t)‖2

L2(R) , ∀t ∈ [0, T ] (4.41)

elde ederiz. Şimdi, (4.38)1 denklemini, Λ̃ operatörü Lemma 4.1.4’te tanımlanan özeşlenik

operatör olmak üzere,

wtt +
(

Λ̃wt − wt
)

+
(

Λ̃w − w
)
− ∂

∂x

(
|ux|p−2 ux − |vx|p−2 vx

)
+a (x)wt + f (u)− f (v) = 0

şeklinde yazalım. Bu denklemi, ε ∈
(

0, 1
2
− p−2

2p

)
olmak üzere, Λ̃−( p−2

2p
+ε)wt ile R’de

test edersek, Λ̃ operatörünün özeşlenikliğinden

d

dt

(
1

2

∥∥∥Λ̃−
1
2( p−2

2p
+ε)wt (t)

∥∥∥2

L2(R)
+

1

2

∥∥∥Λ̃
1
2(1−( p−2

2p
+ε))w (t)

∥∥∥2

L2(R)

)
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+
∥∥∥Λ̃

1
2(1−( p−2

2p
+ε))wt (t)

∥∥∥2

L2(R)

=
∥∥∥Λ̃−

1
2( p−2

2p
+ε)wt (t)

∥∥∥2

L2(R)
+
〈

Λ̃−
1
2( p−2

2p
+ε)w (t) , Λ̃−

1
2( p−2

2p
+ε)wt (t)

〉
−
〈(
|ux (t)|p−2 ux (t)− |vx (t)|p−2 vx (t)

)
,
∂

∂x

(
Λ̃−( p−2

2p
+ε)wt (t)

)〉
−
〈
awt (t) , Λ̃−( p−2

2p
+ε)wt (t)

〉
−
〈
f (u (t))− f (v (t)) , Λ̃−( p−2

2p
+ε)wt (t)

〉
, ∀t ∈ [0, T ] (4.42)

sağlanır. Bu eşitsizliğin sağ tarafındaki ikinci terimi değerlendirelim. Hölder ve Young

eşitsizliklerinden 〈
Λ̃−

1
2( p−2

2p
+ε)w (t) , Λ̃−

1
2( p−2

2p
+ε)wt (t)

〉
≤
∥∥∥Λ̃−

1
2( p−2

2p
+ε)w (t)

∥∥∥
L2(R)

∥∥∥Λ̃−
1
2( p−2

2p
+ε)wt (t)

∥∥∥
L2(R)

≤ C2

(
‖w (t)‖2

L2(R) +
∥∥∥Λ̃−

1
2( p−2

2p
+ε)wt (t)

∥∥∥2

L2(R)

)
, ∀t ∈ [0, T ] (4.43)

elde ederiz. (4.42)’nin sağ tarafındaki üçüncü terimi değerlendirelim. İnterpolasyon ve

Young eşitsizliğinden, keyfi µ > 0 için

‖wt (t)‖2

H
1− p−2

2p −2ε
(R)
≤ C3 ‖wt (t)‖2(1−ε)

H
1−( p−2

2p +ε)(R)

‖wt (t)‖2ε

H
−( p−2

2p +ε)(R)

≤ C4

(
µ
∥∥∥Λ̃

1
2(1−( p−2

2p
+ε))wt (t)

∥∥∥2

L2(R)
+ C (µ)

∥∥∥Λ̃−
1
2( p−2

2p
+ε)wt (t)

∥∥∥2

L2(R)

)
, ∀t ∈ [0, T ]

olduğundan, Λ̃’nin özeşlenikliği, Hölder, Young eşitsizliği ve ortalama değer teoremini

kullanarak, (4.29) ve L
p
p−1 (R) ↪→ H−

p−2
2p (R) sürekli gömülmesinden, keyfi β > 0 için

−
〈(
|ux (t)|p−2 ux (t)− |vx (t)|p−2 vx (t)

)
,
∂

∂x

(
Λ̃−( p−2

2p
+ε)wt (t)

)〉

= −
〈

Λ̃−
p−2
4p
(
|ux (t)|p−2 ux (t)− |vx (t)|p−2 vx (t)

)
, Λ̃

p−2
4p

(
∂

∂x

(
B̃−( p−2

2p
+ε)wt (t)

))〉
≤
∥∥∥Λ̃−

p−2
4p
(
|ux (t)|p−2 ux (t)− |vx (t)|p−2 vx (t)

)∥∥∥
L2(R)

×
∥∥∥∥Λ̃

p−2
4p

(
∂

∂x

(
Λ̃−( p−2

2p
+ε)wt (t)

))∥∥∥∥
L2(R)

=
∥∥|ux (t)|p−2 ux (t)− |vx (t)|p−2 vx (t)

∥∥
H
− p−2

2p (R)
‖wt (t)‖

H
1− p−2

2p −2ε
(R)

≤ C5

∥∥|ux (t)|p−2 ux (t)− |vx (t)|p−2 vx (t)
∥∥
L

p
p−1 (R)

‖wt (t)‖
H

1− p−2
2p −2ε

(R)

= C5 (p− 1)

∥∥∥∥∥∥
 1∫

0

|vx (t) + τ (ux (t)− vx (t))|p−2 dτ

wx (t)

∥∥∥∥∥∥
L

p
p−1 (R)

‖wt (t)‖
H

1− p−2
2p −2ε

(R)
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≤ C6

∥∥(|ux (t)|p−2 + |vx (t)|p−2)wx (t)
∥∥
L

p
p−1 (R)

‖wt (t)‖
H

1− p−2
2p −2ε

(R)

= C6

∫
R

(
|ux (t, x)|p−2 + |vx (t, x)|p−2) p

2(p−1)

×
(
|ux (t, x)|p−2 + |vx (t, x)|p−2) p

2(p−1) |wx (t, x)|
p
p−1 dx

) p−1
p ‖wt (t)‖

H
1− p−2

2p −2ε
(R)

≤ C7

∫
R

(|ux (t)|p + |vx (t)|p) dx


p−2
2p

×

∫
R

(
|ux (t, x)|p−2 + |vx (t, x)|p−2) |wx (t, x)|2 dx

 1
2

‖wt (t)‖
H

1− p−2
2p −2ε

(R)

≤ C8

β ∫
R

(
|ux (t, x)|p−2 + |vx (t, x)|p−2) |wx (t, x)|2 dx+ C (β) ‖wt (t)‖2

H
1− p−2

2p −2ε
(R)


≤ C8

β ∫
R

(
|ux (t, x)|p−2 + |vx (t, x)|p−2) |wx (t, x)|2 dx

+µC (β)
∥∥∥Λ̃

1
2(1−( p−2

2p
+ε))wt (t)

∥∥∥2

L2(R)

+Ĉ (µ, β)
∥∥∥Λ̃−

1
2( p−2

2p
+ε)wt (t)

∥∥∥2

L2(R)

)
, ∀t ∈ [0, T ] (4.44)

elde ederiz. (4.42) eşitsizliğinin sağındaki dördüncü terim için, interpolasyon ve Young

eşitsizliğinden

‖wt (t)‖2

H
1−2( p−2

2p +ε)(R)
≤ C9 ‖wt (t)‖

2(1−( p−2
2p

+ε))

H
1−( p−2

2p +ε)(R)

‖wt (t)‖
2( p−2

2p
+ε)

H
−( p−2

2p +ε)L2(R)

≤ C9

(
µ
∥∥∥Λ̃

1
2(1−( p−2

2p
+ε))wt (t)

∥∥∥2

L2(R)
+ C (µ)

∥∥∥Λ̃−
1
2( p−2

2p
+ε)wt (t)

∥∥∥2

L2(R)

)
, ∀t ∈ [0, T ]

sağlandığından, Hölder ve Young eşitsizliği, (4.3), (4.29), H1−( p−2
2p

+ε) (R) ↪→ L∞ (R) ve

H1 (R) ↪→ L∞ (R) sürekli gömülmelerine göre

−
〈
awt (t) , Λ̃−( p−2

2p
+ε)wt (t)

〉
≤ ‖a‖L1(R) ‖wt (t)‖L∞(R)

∥∥∥Λ̃−( p−2
2p

+ε)wt (t)
∥∥∥
L∞(R)

≤ C10 ‖wt (t)‖
H

1−( p−2
2p +ε)(R)

∥∥∥Λ̃−( p−2
2p

+ε)wt (t)
∥∥∥
H1(R)

≤ C10

(
β ‖wt (t)‖2

H
1−( p−2

2p +ε)(R)
+ C (β) ‖wt (t)‖2

H
1−2( p−2

2p +ε)(R)

)
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≤ C11

(
β
∥∥∥Λ̃

1
2(1−( p−2

2p
+ε))wt (t)

∥∥∥2

L2(R)
+ µC (β)

∥∥∥Λ̃
1
2(1−( p−2

2p
+ε))wt (t)

∥∥∥2

L2(R)

+Ĉ (µ, β)
∥∥∥Λ̃−

1
2( p−2

2p
+ε)wt (t)

∥∥∥2

L2(R)

)
, ∀t ∈ [0, T ] (4.45)

alırız. (4.42)’nin sağındaki son terimi ele alalım. Hölder ve Young eşitsizlikleri ile or-

talama değer teoremi, (4.5), (4.29), W 1,p (R) ∩H1 (R) ↪→ L∞ (R) sürekli gömülmesini

kullanarak

−
〈
f (u (t))− f (v (t)) , Λ̃−( p−2

2p
+ε)wt (t)

〉
≤ ‖f (u (t))− f (v (t))‖L2(R)

∥∥∥Λ̃−( p−2
2p

+ε)wt (t)
∥∥∥
L2(R)

≤

∥∥∥∥∥∥
 1∫

0

|f ′ (v (t) + τ (u (t)− v (t)))| dτ

w (t)

∥∥∥∥∥∥
L2(R)

∥∥∥Λ̃−( p−2
2p

+ε)wt (t)
∥∥∥
L2(R)

≤ C12 ‖w (t)‖L2(R)

∥∥∥Λ̃−( p−2
2p

+ε)wt (t)
∥∥∥
L2(R)

≤ C13

(
‖w (t)‖2

L2(R) +
∥∥∥Λ̃−

1
2( p−2

2p
+ε)wt (t)

∥∥∥2

L2(R)

)
, ∀t ∈ [0, T ] (4.46)

elde ederiz. (4.42)’de (4.43)-(4.46)’yı kullanırsak

d

dt

(
1

2

∥∥∥Λ̃−
1
2( p−2

2p
+ε)wt (t)

∥∥∥2

L2(R)
+

1

2

∥∥∥Λ̃
1
2(1−( p−2

2p
+ε))w (t)

∥∥∥2

L2(R)

)

+
∥∥∥Λ̃

1
2(1−( p−2

2p
+ε))wt (t)

∥∥∥2

L2(R)

≤ C14

β ∫
R

(
|ux (t, x)|p−2 + |vx (t, x)|p−2) |wx (t, x)|2 dx

+ (µC (β) + β)
∥∥∥Λ̃

1
2(1−( p−2

2p
+ε))wt (t)

∥∥∥2

L2(R)

+ ‖w (t)‖2
L2(R) +

̂̂
C (µ, β)

∥∥∥Λ̃−
1
2( p−2

2p
+ε)wt (t)

∥∥∥2

L2(R)

)
, ∀t ∈ [0, T ] (4.47)

sağlanır. (4.41) ile (4.47)’yi toplayıp β, µ ve δ’yı yeterince küçük seçersek

dΦ (t)

dt
≤ C15

(
‖w (t)‖2

L2(R) +
∥∥∥Λ̃−

1
2( p−2

2p
+ε)wt (t)

∥∥∥2

L2(R)

)
, ∀t ∈ [0, T ] (4.48)

alırız. Burada

Φ (t) := δ

∫
R

wt (t, x)w (t, x) dx+
δ

2
‖wx (t)‖2

L2(R) +
δ

2

∫
R

a (x) |w (t, x)|2 dx

+
1

2

∥∥∥Λ̃−
1
2( p−2

2p
+ε)wt (t)

∥∥∥2

L2(R)
+

1

2

∥∥∥Λ̃
1
2(1−( p−2

2p
+ε))w (t)

∥∥∥2

L2(R)
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şeklindedir. Hölder ve Young eşitsizliklerine göre

δ

∫
R

wt (t, x)w (t, x) dx ≤ δ ‖wt (t)‖L2(R) ‖w (t)‖L2(R)

≤ C16

(
‖wt (t)‖2

L2(R) + ‖w (t)‖2
L2(R)

)
, ∀t ∈ [0, T ]

ve (4.3), Hölder eşitsizliği ve H1 (R) ↪→ L∞ (R) sürekli gömülmesinden

δ

2

∫
R

a (x) |w (t, x)|2 dx ≤ δ

2
‖a‖L1(R) ‖w (t)‖2

L∞(R)

≤ C17 ‖w (t)‖2
H1(R) , ∀t ∈ [0, T ]

olduğundan

Φ (t) ≤ C18

(
‖w (t)‖2

H1(R) + ‖wt (t)‖2
L2(R)

)
, ∀t ∈ [0, T ] (4.49)

alırız. Diğer taraftan, Λ̃’nın özeşlenikliği, Hölder ve Young eşitsizliğinden

δ

∫
R

wt (t, x)w (t, x) dx = δ
〈

Λ̃−
1
2( p−2

2p
+ε)wt (t) , Λ̃

1
2( p−2

2p
+ε)w (t)

〉

≥ −δ
(

1

4δ

∥∥∥Λ̃−
1
2( p−2

2p
+ε)wt (t)

∥∥∥2

L2(R)
+ δ

∥∥∥Λ̃
1
2( p−2

2p
+ε)w (t)

∥∥∥2

L2(R)

)
≥ −1

4

∥∥∥Λ̃−
1
2( p−2

2p
+ε)wt (t)

∥∥∥2

L2(R)
− C19δ

2
∥∥∥Λ̃

1
2(1−( p−2

2p
+ε))w (t)

∥∥∥2

L2(R)
, ∀t ∈ [0, T ]

olup δ yeterince küçük olduğundan, (4.3) ile birlikte

Φ (t) ≥ C20

(
‖w (t)‖2

H1(R) +
∥∥∥Λ̃−

1
2( p−2

2p
+ε)wt (t)

∥∥∥2

L2(R)

)
, ∀t ∈ [0, T ] (4.50)

elde ederiz. (4.50)’yi (4.48)’de göz önüne alırsak

dΦ (t)

dt
≤ C21Φ (t) , ∀t ∈ [0, T ]

alırız. Bu eşitsizliği e−C21t ile çarpıp 0’dan t’ye integre edersek

Φ (t) ≤ eC21t Φ (0) , ∀t ∈ [0, T ]

olup (4.48)-(4.49)’u dikkate alırsak

‖w (t)‖2
H1(R) + ‖wt (t)‖2

H−1(R)

≤ C22e
C21T

(
‖w (0)‖2

H1(R) + ‖wt (0)‖2
L2(R)

)
, ∀t ∈ [0, T ]
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elde ederiz. Burada Ci > 0 (i = 1, 22) sabitleri ‖(u0, u1)‖(W 1,p(R)∩H1(R))×L2(R) ve

‖(v0, v1)‖(W 1,p(R)∩H1(R))×L2(R) normlarına bağlıdır. Böylece, çözüm başlangıç verilere

sürekli bağımlı olup özel olarak tektir.

Şimdi, (4.26) ve (4.28)’den, Lemma 4.1.4 ile belirli zayıf çözümün, s = 0 için, (4.6)

eşitsizliğini sağladığını söyleriz. Lemma 4.1.5’e göre çözümün tek olduğunu da dikkate

alırsak, her t ≥ s ≥ 0 için (4.6) eşitsizliğinin sağlandığını elde ederiz. Böylece, Lemma

4.1.4 ve Lemma 4.1.5’ten Teorem 4.1.2’yi alırız.

Böylece, u fonksiyonu (4.1) probleminin zayıf çözümü olmak üzere, (4.1) problemi

(W 1,p(R) ∩H1 (R))×L2 (R) uzayında S (t) (u0, u1) = (u (t) , ut (t)) formülü ile tanımlı

zayıf sürekli {S (t)}t≥0 yarıgrubunu üretir. Burada zayıf süreklilikle, (W 1,p(R) ∩H1 (R))

×L2 (R) uzayında ϕn →
n→∞

ϕ ise bu uzayda S (t)ϕn
w−→

n→∞
S (t)ϕ olduğu kastedilmekte-

dir.

4.2 Zayıf Yerel Çekicilerin Varlığı

Bu bölümde, {S (t)}t≥0 yarı grubunun zayıf yerel çekicilerinin varlığını ispatlayacağız.

İspatlayacağımız ana teoremi verelim:

Teorem 4.2.1 (4.2)-(4.5) koşullarına ek olarak p < 4 olduğunu kabul edelim. Bu du-

rumda, her sınırlı B ⊂ (W 1,p (R) ∩H1 (R)) × L2 (R) kümesi için, (4.1) probleminin

ürettiği {S (t)}t≥0 yarıgrubu (W 1,p (R) ∩H1 (R))× L2 (R)’de AB zayıf yerel çekicisine

sahiptir. Dahası, AB zayıf yerel çekicisi, B kümesinin görüntüsünü H1 (R)×L2 (R)’nin

kuvvetli topolojisinde çeker.

Bu teoremi ispatlamadan önce bazı yardımcı lemmaları verelim. Öncelikle, aşağıdaki

düzgün kuyruk değerlenmesini ifade eden lemmayı ispatlayalım.

Lemma 4.2.2 (4.2)-(4.5) koşulları sağlansın ve B ⊂ (W 1,p (R) ∩H1 (R)) × L2 (R)

sınırlı küme olsun. Bu durumda, her ε > 0 için

‖S (t)ϕ‖H1(R\(−r,r))×L2(R\(−r,r)) < ε, ∀t ≥ T,∀r ≥ R, ∀ϕ ∈ B

olacak şekilde T = T (B, ε) > 0 ve R = R (B, ε) > 0 vardır.

İspat. Öncelikle, (4.2)-(4.6)’ya göre, B’nin sınırlı olduğunu kullanırsak

‖S (t)ϕ‖(W 1,p(R)∩H1(R))×L2(R) ≤ CB <∞, ∀t ≥ 0,∀ϕ ∈ B (4.51)
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olacak şekilde CB > 0 sabiti vardır. Şimdi, ϕ ∈ B için (u (t) , ut (t)) = S (t)ϕ ile

işaretleyelim. (4.1)1 denklemini, η ∈ C∞ (R), 0 ≤ η (·) ≤ 1, η (x) =

 0, |x| ≤ 1 için,

1, |x| ≥ 2 için
,

ηr (x) = η
(
x
r

)
olmak üzere, δη2

ru ile çarpıp R’de integre edersek, kısmi integrasyonla

d

dt

δ ∫
R

η2
r (x)ut (t, x)u (t, x) dx+

δ

2
‖ηrux (t)‖2

L2(R) +
δ

2

∫
R

a (x) η2
r (x) |u (t, x)|2 dx


+δ ‖ηrux (t)‖2

L2(R) + δ
∥∥∥ p
√
η2
rux (t)

∥∥∥p
Lp(R)

− δ
∥∥√ηrut (t)

∥∥2

L2(R)

+δ

∫
R

η2
r (x) f (u (t, x))u (t, x) dx

= δ

∫
R

η2
r (x) g (x)u (t, x) dx− 2δ

r

∫
R

ηr (x) η′
(x
r

)
utx(t, x)u (t, x) dx

−2δ

r

∫
R

ηr (x) η′
(x
r

)
ux(t, x)u (t, x) dx

−2δ

r

∫
R

ηr (x) η′
(x
r

)
|ux(t, x)|p−2 ux(t, x)u (t, x) dx, ∀t ≥ 0

olup (4.5) ve (4.51)’den, Hölder eşitsizliği ile

d

dt

δ ∫
R

η2
r (x)ut (t, x)u (t, x) dx+

δ

2
‖ηrux (t)‖2

L2(R) +
δ

2

∫
R

a (x) η2
r (x) |u (t, x)|2 dx


+δ ‖ηrux (t)‖2

L2(R) + δ
∥∥∥ p
√
η2
rux (t)

∥∥∥p
Lp(R)

+ δλ ‖ηru (t)‖2
L2(R) − δ ‖ηrut (t)‖2

L2(R)

≤ C1 ‖g‖L2(R\(−r,r)) ‖u (t)‖L2(R)

+
C2

r

(
‖utx (t)‖L2(R) ‖u (t)‖L2(R) + ‖ux (t)‖L2(R) ‖u (t)‖L2(R)

+ ‖ux (t)‖p−1
Lp(R) ‖u (t)‖Lp(R)

)
≤ C3

(
1

r
+

1

r
‖utx (t)‖L2(R) + ‖g‖L2(R\(−r,r))

)
, ∀t ≥ 0 (4.52)

elde ederiz. Diğer yandan, (4.1)1 denklemini η2
rut ile çarpıp R’de integre edersek, kısmi

integrasyonla

d

dt

(
1

2
‖ηrut (t)‖2

L2(R) +
1

2
‖ηrux (t)‖2

L2(R) +
1

p

∥∥∥ p
√
η2
rux (t)

∥∥∥p
Lp(R)

+

∫
R

η2
r (x)F (u (t, x)) dx

+ ‖ηrutx (t)‖2
L2(R) +

∫
R

a (x) η2
r (x) |ut (t, x)|2 dx
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=

∫
R

η2
r (x) g (x)ut (t, x) dx− 2

r

∫
R

ηr (x) η′
(x
r

)
utx(t, x)ut (t, x) dx

−2

r

∫
R

ηr (x) η′
(x
r

)
ux(t, x)ut (t, x) dx

−2

r

∫
R

ηr (x) η′
(x
r

)
|ux(t, x)|p−2 ux(t, x)ut (t, x) dx, ∀t ≥ 0

olup Hölder eşitsizliği, (4.4), (4.51) ve H1 (R) ↪→ Lp (R) sürekli gömülmesinden

d

dt

(
1

2
‖ηrut (t)‖2

L2(R) +
1

2
‖ηrux (t)‖2

L2(R) +
1

p

∥∥∥ p
√
η2
rux (t)

∥∥∥p
Lp(R)

+

∫
R

η2
r (x)F (u (t, x)) dx

+ a0 ‖ηrut (t)‖2
L2(R)

≤ ‖g‖L2(R\(−r,r)) ‖ut (t)‖L2(R)

+
C4

r

(
‖utx (t)‖L2(R) ‖ut (t)‖L2(R) + ‖ux (t)‖L2(R) ‖ut (t)‖L2(R)

+ ‖ux (t)‖p−1
Lp(R) ‖ut (t)‖Lp(R)

)
≤ C5

(
1

r
+

1

r
‖utx (t)‖L2(R) +

1

r
‖ut (t)‖H1(R) + ‖g‖L2(R\(−r,r))

)
≤ C6

(
1

r
+

1

r
‖utx (t)‖L2(R) + ‖g‖L2(R\(−r,r))

)
, ∀r ≥ r0,∀t ≥ 0 (4.53)

alırız. (4.52)-(4.53) eşitsizliklerini toplarsak, yeterince küçük δ için

dΦ (t)

dt
+ C7

(
‖ηrux (t)‖2

L2(R) +
∥∥∥ p
√
η2
rux (t)

∥∥∥p
Lp(R)

+ ‖ηru (t)‖2
L2(R) + ‖ηrut (t)‖2

L2(R)

)
≤ C8

(
1

r
+

1

r
‖utx (t)‖L2(R) + ‖g‖L2(R\(−r,r))

)
, ∀r ≥ r0,∀t ≥ 0 (4.54)

elde ederiz. Burada

Φ (t) := ‖ηrut (t)‖2
L2(R) + ‖ηrux (t)‖2

L2(R) +
∥∥∥ p
√
η2
rux (t)

∥∥∥p
Lp(R)

+

∫
R

η2
r (x)F (u (t, x)) dx

+δ

∫
R

η2
r (x)ut (t, x)u (t, x) dx+

δ

2
‖ηrux (t)‖2

L2(R) +
δ

2

∫
R

a (x) ηr (x) |u (t, x)|2 dx

şeklindedir. F (0) = 0 olduğundan, ortalama değer teoremi, (4.5), (4.51) ve W 1,p (R)∩

H1 (R) ↪→ L∞ (R) sürekli gömülmesinden∫
R

η2
r (x)F (u (t, x)) dx =

∫
R

η2
r (x)

 1∫
0

f (τu (t, x)) dτ

u (t, x) dx
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≤
∫
R

η2
r (x)

 1∫
0

 1∫
0

|f ′ (sτu (t, x))| ds

 |τu (t, x)| dτ

 |u (t, x)| dx

≤ C9 ‖ηru (t)‖2
L2(R) , ∀t ≥ 0

eşitsizliği ile Hölder ve Young eşitsizliklerine göre

δ

∫
R

η2
r (x)ut (t, x)u (t, x) dx ≤ δ ‖ηrut (t)‖L2(R) ‖ηru (t)‖L2(R)

≤ δ
(
‖ηrut (t)‖2

L2(R) + ‖ηru (t)‖2
L2(R)

)
, ∀t ≥ 0

sağlanır. Böylece, Hölder eşitsizliği, (4.3), (4.51) ve H1 (R) ↪→ L∞ (R) sürekli gömülme-

sinden ∫
R

a (x) ηr (x) |u (t, x)|2 dx ≤ ‖a‖L1(R) ‖ηru (t)‖2
L∞(R)

≤ C10 ‖ηru (t)‖2
H1(R)

≤ C10

(
‖ηru (t)‖2

L2(R) + ‖ηrux (t)‖2
L2(R) + ‖η′ru (t)‖2

L2(R)

)
≤ C11

(
‖ηru (t)‖2

L2(R) + ‖ηrux (t)‖2
L2(R) +

1

r

)
, ∀t ≥ 0

olduğunu da göz önüne alarak,

Φ (t) ≤ C12

(
‖ηrut (t)‖2

L2(R) + ‖ηrux (t)‖2
L2(R)

+
∥∥∥ p
√
η2
rux (t)

∥∥∥p
Lp(R)

+ ‖ηru (t)‖2
L2(R) +

1

r

)
, ∀t ≥ 0 (4.55)

sağlanır. Diğer yandan, (4.5)’ten∫
R

η2
r (x)F (u (t, x)) dx ≥ λ

2

∫
R

η2
r (x) |u (t, x)|2 dx =

λ

2
‖ηru (t)‖2

L2(R) , ∀t ≥ 0

eşitsizliği ile Hölder ve Young eşitsizliklerine göre

δ

∫
R

η2
r (x)ut (t, x)u (t, x) dx

≥ −δ
(

1

4δ
‖ηrut (t)‖2

L2(R) + δ ‖ηru (t)‖2
L2(R)

)
, ∀t ≥ 0

sağlandığından, δ’nın yeterince küçük olduğunu kullanarak, (4.3)’e göre

Φ (t) ≥ C13

(∥∥√ηrut (t)
∥∥2

L2(R)
+
∥∥√ηrux (t)

∥∥2

L2(R)
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+
∥∥∥ p
√
η2
rux (t)

∥∥∥p
Lp(R)

+
∥∥√ηru (t)

∥∥2

L2(R)

)
, ∀t ≥ 0 (4.56)

alırız. (4.55)’i (4.54)’te kullanırsak

dΦ (t)

dt
+ C14Φ (t)

≤ C15

(
1

r
+

1

r
‖utx (t)‖L2(R) + ‖g‖L2(R\(−r,r))

)
, ∀r ≥ r0,∀t ≥ 0

alırız. Bu eşitsizliği eC14t ile çarpıp 0’dan t’ye integre edersek, (4.51), (4.55) ve Hölder

eşitsizliğiyle

Φ (t) ≤ e−C14tΦ (0)

+C15

t∫
0

e−C14(t−τ)

(
1

r
+

1

r
‖utx (t)‖L2(R) + ‖g‖L2(R\(−r,r))

)
dτ

≤ C16

[
e−C14t

(
‖ϕ‖(W 1,p(R)∩H1(R))×L2(R) +

1

r

)

+

(
1

r
+ ‖g‖L2(R\(−r,r))

) t∫
0

e−C14(t−τ)dτ



+
1

r

 t∫
0

e−2C14(t−τ)dτ


1
2
 t∫

0

‖utx (t)‖2
L2(R) dτ


1
2


≤ C17

(
e−C14t +

1

r
+ ‖g‖L2(R\(−r,r))

)
, ∀r ≥ r0,∀t ≥ 0

elde ederiz. Burada C17 > 0 sabiti önceki Ci(i = 1, 16) sabitleri gibi B kümesine bağlı

olup t ve r’den bağımsızdır. Son eşitsizliğin sağ tarafını göz önüne alırsak, (4.56) ile

birlikte istenen sonucu elde ederiz.

Lemma 4.2.3 (4.2)-(4.5) koşulları sağlansın ve B ⊂ (W 1,p(R) ∩H1 (R)) × L2 (R)

sınırlı küme olsun. Bu durumda, {ϕk}
∞
k=1 ⊂ B, tk →∞ olmak üzere, {PS (tk)ϕk}

∞
k=1

şeklindeki her dizi, H1(R)’de yakınsak alt diziye sahiptir. Burada P : (W 1,p(R)∩H1(R))

×L2 (R)→ W 1,p(R) ∩H1 (R), P (φ, ψ) = φ şeklinde tanımlı izdüşüm operatörüdür.

İspat. Öncelikle, (4.51)’den, her t ≥ 0 ve ϕ ∈ B için S (t)ϕ ∈ B0 olacak şekilde sınırlı

B0 ⊂ (W 1,p(R) ∩H1 (R)) × L2 (R) kümesi vardır. O halde, tk → ∞ olduğundan, her

T0 ≥ 1 için, her k ≥ K için tk ≥ T0 ve S(tk − T0)ϕk ∈ B0 olacak şekilde K ∈ N vardır.

Bu durumda, Banach-Alaoğlu teoreminden, tkm ≥ T0 ve
{
S(tkm − T0)ϕkm

}∞
m=1
⊂ B0
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dizisi (W 1,p(R) ∩H1 (R))×L2 (R) uzayında zayıf yakınsak olacak şekilde {km}∞m=1 alt

dizisi vardır. Buradan, (4.2)-(4.6), (4.25) ve (4.51)’e göre,

S (tkm − T0)ϕkm
w→

m→∞
ϕ0 (W 1,p(R) ∩H1 (R))× L2 (R) ’de,

um
w∗→

m→∞
u L∞ (0,∞;W 1,p(R) ∩H1 (R)) ’de,

umt
w∗→

m→∞
ut L∞ (0,∞;L2 (R)) ’de,

umt
w→

m→∞
ut L2 (0,∞;H1 (R)) ’de,

umtt
w→

m→∞
utt L2 (0,∞;H−2 (−r, r)) ’de, ∀r > 0,

um (t)
w→

m→∞
u (t) W 1,p(R) ∩H1 (R) ’de, ∀t ≥ 0,

umt (t)
w→

m→∞
ut (t) L2 (R) ’de, ∀t ≥ 0

(4.57)

olacak şekilde ϕ0 ∈ (W 1,p(R) ∩H1 (R))×L2 (R) ve u ∈ L∞ (0,∞;W 1,p(R) ∩H1 (R))∩

W 1,∞ (0,∞;L2 (R))∩W 1,2 (0,∞;H1 (R))∩W 2,2 (0,∞;H−2 (−r, r)) fonksiyonları vardır.

Burada (um(t), umt(t)) = S(t+ tkm − T0)ϕkm ile tanımlıdır.

Şimdi (4.1)1 denkleminde u’yu um ve un ile değiştirip elde edilen denklemleri birbi-

rinden çıkararak

umtt(t, x)− untt(t, x)− (umtxx(t, x)− untxx(t, x))− (umxx(t, x)− unxx(t, x))

− ∂

∂x
(|umx(t, x)|p−2 umx(t, x)− |unx(t, x)|p−2 unx(t, x))

+a (x) (umt(t, x)− unt(t, x)) + f (um(t, x))− f (un(t, x)) = 0

denklemini alalım. Bu denklemi, ηr bir önceki lemmada tanımlanan fonksiyon olmak

üzere, 2 (1− ηr) t (um − un) ile (0, T )× R’de test edersek

2T

∫
R

(1− ηr (x)) (umt (T, x)− unt (T, x)) (um (T, x)− un (T, x)) dx

−2

T∫
0

∫
R

(1− ηr (x)) (umt (t, x)− unt (t, x)) (um (t, x)− un (t, x)) dxdt

−2

T∫
0

t
∥∥∥√1− ηr (umt (t)− unt (t))

∥∥∥2

L2(R)
dt

−2

r

T∫
0

∫
R

tη′
(x
r

)
(umtx (t, x)− untx (t, x)) (um (t, x)− un (t, x)) dxdt

+T
∥∥∥√1− ηr (umx (T )− unx (T ))

∥∥∥2

L2(R)
−

T∫
0

∥∥∥√1− ηr (umx (t)− unx (t))
∥∥∥2

L2(R)
dt
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−2

r

T∫
0

∫
R

tη′
(x
r

)
(umx (t, x)− unx (t, x)) (um (t, x)− un (t, x)) dxdt

+2

T∫
0

t
∥∥∥√1− ηr (umx (t)− unx (t))

∥∥∥2

L2(R)
dt

−2

r

T∫
0

∫
R

tη′
(x
r

) (
|umx(t, x)|p−2 umx(t, x)− |unx(t, x)|p−2 unx(t, x)

)
× (um (t, x)− un (t, x)) dxdt

+2

T∫
0

∫
R

t (1− ηr (x))
(
|umx(t, x)|p−2 umx(t, x)− |unx(t, x)|p−2 unx(t, x)

)
× (umx (t, x)− unx (t, x)) dxdt

+T

∫
R

a (x) (1− ηr (x)) |(um (T, x)− un (T, x))|2 dx

−2

T∫
0

∫
R

a (x) (1− ηr (x)) |(um (t, x)− un (t, x))|2 dxdt

+2

T∫
0

∫
R

t (1− ηr (x)) (f (um(t, x))− f (un(t, x)))

× (um (t, x)− un (t, x)) dxdt = 0, ∀T ≥ 0 (4.58)

alırız. Burada, eşitliğin sol tarafındaki altıncı terim için

T∫
0

∥∥∥√1− ηr (umx (t)− unx (t))
∥∥∥2

L2(R)
dt

=

1∫
0

∥∥∥√1− ηr (umx (t)− unx (t))
∥∥∥2

L2(R)
dt+

T∫
1

∥∥∥√1− ηr (umx (t)− unx (t))
∥∥∥2

L2(R)
dt

≤ c1 + 2

T∫
1

t
∥∥∥√1− ηr (umx (t)− unx (t))

∥∥∥
L2(R)

dt

≤ c1 + 2

T∫
0

t
∥∥∥√1− ηr (umx (t)− unx (t))

∥∥∥
L2(R)

dt, ∀T ≥ 1

eşitsizliğini ve onuncu terim için (3.7) eşitsizliğini göz önüne alırsak,∥∥∥√1− ηr (umx (T )− unx (T ))
∥∥∥2

L2(R)
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≤ c1

T
+

2

T

T∫
0

∥∥∥√1− ηr (umt (t)− unt (t))
∥∥∥2

L2(R)
dt

−2

∫
R

(1− ηr (x)) (umt (T, x)− unt (T, x)) (um (T, x)− un (T, x)) dx

+
2

T

T∫
0

∫
R

(1− ηr (x)) (umt (t, x)− unt (t, x)) (um (t, x)− un (t, x)) dxdt

+
1

T

2

r

T∫
0

∫
R

η′
(x
r

)
(umtx (t, x)− untx (t, x)) t (um (t, x)− un (t, x)) dxdt

+
1

T

2

r

T∫
0

∫
R

η′
(x
r

)
(umx (t, x)− unx (t, x)) t (um (t, x)− un (t, x)) dxdt

+
1

T

2

r

T∫
0

∫
R

η′
(x
r

) (
|umx(t, x)|p−2 umx(t, x)− |unx(t, x)|p−2 unx(t, x)

)
×t (um (t, x)− un (t, x)) dxdt

+2

T∫
0

∫
R

a (x) (1− ηr (x)) |(um (t, x)− un (t, x))|2 dxdt

+
2

T

T∫
0

∫
R

(1− ηr (x)) (f (um(t, x))− f (un(t, x)))

×t (um (t, x)− un (t, x)) dxdt, ∀T ≥ 1 (4.59)

elde ederiz. Bu eşitsizliğin sağ tarafındaki yedinci terim için, ortalama değer teoremi,

(4.51) ve Hölder eşitsizliği ile

1

T

2

r

T∫
0

∫
R

η′
(x
r

) (
|umx(t, x)|p−2 umx(t, x)− |unx(t, x)|p−2 unx(t, x)

)
×t (um (t, x)− un (t, x)) dxdt

≤ 1

T

c2

r

T∫
0

∫
(−2r,2r)\(−r,r)

(
|umx(t, x)|p−2 + |unx(t, x)|p−2)

× (umx (t, x)− unx (t, x)) t (um (t, x)− un (t, x)) dxdt

≤ c3

r

T∫
0

‖umx (t)− unx (t)‖Lp((−2r,2r)\(−r,r))

×‖um (t)− un (t)‖Lp((−2r,2r)\(−r,r)) dt, ∀T ≥ 1
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ve sekizinci terim için, (4.3), Hölder eşitsizliğinden

2

T∫
0

∫
R

a (x) (1− ηr (x)) |(um (t, x)− un (t, x))|2 dxdt

≤ 2

T∫
0

‖a‖L1(R) ‖um (t)− un (t)‖2
L∞(−r,r) dt

≤ c4 ‖um − un‖2
L2(0,T ;L∞(−r,r)) , ∀T ≥ 1

sağlanır. Böylece, (4.59)’da (4.30)-(4.31) ve (4.57)’yi göz önüne alıp Önerme 2.0.55’e

göre 

umt →
m→∞

ut L2 (0, T ;L2 (−r, r)) ’de,

um →
m→∞

u C ([0, T ] ;L2 (R)) ’de,

um −→
m→∞

u L2 ((0, T )× ((−2r, 2r) \ (−r, r))) ’de,

um →
m→∞

u L2 (0, T ;Lp ((−2r, 2r) \ (−r, r))) ’de,

um →
m→∞

u L2 (0, T ;L∞ (−r, r)) ’de

yakınsamalarının da sağlandığını kullanırsak

lim sup
m→∞

lim sup
n→∞

‖umx (T )− unx (T )‖2
L2(−r,r) ≤

c1

T
, ∀T ≥ 1

elde ederiz. Buradan, Lemma 4.2.2 ile birlikte, T = T0 alarak, keyfi ε > 0 için

lim inf
k→∞

lim inf
n→∞

‖PS (tk)ϕk − PS (tn)ϕn‖H1(R) <
c6√
T0

+ ε, ∀T0 ≥ 1

elde ederiz. Burada T0 →∞ iken limite geçersek, ε keyfi olduğundan

lim inf
k→∞

lim inf
n→∞

‖PS (tk)ϕk − PS (tn)ϕn‖H1(R) = 0

alırız. Ayrıca yukarıda yaptığımız işlemleri tekrar ederek keyfi {km}∞m=1 dizisi için

lim inf
m→∞

lim inf
n→∞

∥∥PS (tkm)ϕkm − PS (tkn)ϕkn
∥∥
H1(R)

= 0

elde ederiz. Böylece, Lemma 3.2.3’ün ispatının sonunda yapılan işlemleri tekrarlayarak

{PS (tk)ϕk}
∞
k=1 dizisinin H1 (R)’de yakınsak alt diziye sahip olduğunu elde ederiz.

Lemma 4.2.4 (4.2)-(4.5) koşullarına ek olarak p < 4 olduğunu kabul edelim. Eğer u

fonksiyonu (4.1) probleminin zayıf çözümü ise

sup
t≥1
‖ut (t)‖H1−α(R) ≤ c, α ∈

[
p− 2

p
,
1

2

)
olacak şekilde c > 0 sabiti vardır.
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İspat. İlk olarak, (4.1)1 denkleminin t’ye göre türevini alarak, v := ut ve Λ̃ ope-

ratörü Lemma 4.1.5’te tanımlanan özeşlenik operatör olmak üzere,

vtt +
(

Λ̃vt − vt
)

+
(

Λ̃v − v
)
− (p− 1)

∂

∂x

(
|ux|p−2 utx

)
+ a (x) vt + f ′ (u)ut = 0 (4.60)

denklemini elde ederiz. Bu denklemi, α ∈
[
p−2
p
, 1

2

)
olmak üzere, t2Λ̃−αvt ile R’de test

edersek, Λ̃ operatörünün özeşlenik olduğunu göz önüne alarak

d

dt

(
t2

2

∥∥∥Λ̃−
α
2 vt (t)

∥∥∥2

L2(R)
+
t2

2

∥∥∥Λ̃
1−α

2 v (t)
∥∥∥2

L2(R)

)
+ t2

∥∥∥Λ̃
1−α

2 vt (t)
∥∥∥2

L2(R)

= t
∥∥∥Λ̃−

α
2 vt (t)

∥∥∥2

L2(R)
+ t2

∥∥∥Λ̃−
α
2 vt (t)

∥∥∥2

L2(R)
+ t
∥∥∥Λ̃

1−α
2 v (t)

∥∥∥2

L2(R)

+t2
〈

Λ̃−
α
2 v (t) , Λ̃−

α
2 vt (t)

〉
− (p− 1) t2

〈
|ux (t)|p−2 utx (t) ,

∂

∂x

(
Λ̃−αvt (t)

)〉
−t2

〈
avt (t) , Λ̃−αvt (t)

〉
− t2

〈
f ′ (u (t))ut (t) , Λ̃−αvt (t)

〉
, ∀t ≥ 0 (4.61)

alırız. Öncelikle, interpolasyonla∥∥∥Λ̃−
α
2 vt (t)

∥∥∥
L2(R)

≤ C1

∥∥∥Λ̃
1−α

2 vt (t)
∥∥∥ 1

2

L2(R)

∥∥∥Λ̃−
1+α

2 vt (t)
∥∥∥ 1

2

L2(R)
, ∀t ≥ 0

olduğundan, (4.61)’in sağ tarafındaki ilk terim için, Young eşitsizliği ile keyfi ε > 0 için

t
∥∥Λ−

α
2 vt (t)

∥∥2

L2(R)
≤ εt2

∥∥∥Λ̃
1−α

2 vt (t)
∥∥∥2

L2(R)
+ C (ε)

∥∥∥Λ̃−
1+α

2 vt (t)
∥∥∥2

L2(R)
,∀t ≥ 0 (4.62)

sağlanır. Bu eşitsizliğin sağ tarafındaki ikinci terimi değerlendirmek için, (4.1)1 denk-

lemini kullanarak, keyfi ϕ ∈ H1+α (R) için, kısmi integrasyon, ortalama değer te-

oremi, Hölder ve Young eşitsizlikleri, (4.2)-(4.3), (4.51), W 1,p (R) ∩H1 (R) ↪→ L∞ (R),

H1+α (R) ↪→ L∞ (R) ve Hα (R) ↪→ Lp (R) sürekli gömülmelerinden

|〈utt (t) , ϕ〉| ≤ |〈utx (t) , ϕ′〉|+ |〈ux (t) , ϕ′〉|+
∣∣〈|ux (t)|p−2 ux (t) , ϕ′

〉∣∣
+ |〈aut (t) , ϕ〉|+ |〈f (u (t)) , ϕ〉|+ |〈g, ϕ〉|

≤ ‖utx (t)‖L2(R) ‖ϕ
′‖L2(R) + ‖ux (t)‖L2(R) ‖ϕ

′‖L2(R) + ‖ux (t)‖p−1
Lp(R) ‖ϕ

′‖Lp(R)

+ ‖a‖
1
2

L1(R)

∫
R

a (x) |ut (t, x)|2 dx

 1
2

‖ϕ‖L∞(R)

+C2 ‖u (t)‖L2(R) ‖ϕ‖L2(R) + ‖g‖L2(R) ‖ϕ‖L2(R)

≤ C3

1 + ‖utx (t)‖L2(R) +

∫
R

a (x) |ut (t, x)|2 dx

 1
2

 ‖ϕ‖H1+α(R) , ∀t ≥ 0
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olup burada ‖ϕ‖H1+α(R) ≤ 1, ϕ 6= 0 üzerine supremuma geçersek

∥∥∥Λ̃−
1+α

2 vt (t)
∥∥∥2

L2(R)
≤ C3

1 + ‖utx (t)‖2
L2(R) +

∫
R

a (x) |ut (t, x)|2 dx

 , ∀t ≥ 0

elde ederiz. Böylece, (4.62)’den

t
∥∥∥Λ̃−

α
2 vt (t)

∥∥∥2

L2(R)
≤ C4

(
εt2
∥∥∥Λ̃

1−α
2 vt (t)

∥∥∥2

L2(R)

+C (ε)

1 + ‖utx (t)‖2
L2(R) +

∫
R

a (x) |ut (t, x)|2 dx

 , ∀t ≥ 0 (4.63)

sağlanır. Benzer şekilde

t2
∥∥∥Λ̃−

α
2 vt (t)

∥∥∥2

L2(R)
≤ C4

(
εt2
∥∥∥Λ̃

1−α
2 vt (t)

∥∥∥2

L2(R)

+C (ε) t2

1 + ‖utx (t)‖2
L2(R) +

∫
R

a (x) |ut (t, x)|2 dx

 , ∀t ≥ 0 (4.64)

alırız. (4.61)’in sağ tarafındaki dördüncü terim için, Hölder ve Young eşitsizlikleriyle,

(4.51)’den

t2
〈

Λ̃−
α
2 v (t) , Λ̃−

α
2 vt (t)

〉
≤ t2

∥∥∥Λ̃−
α
2 v (t)

∥∥∥
L2(R)

∥∥∥Λ̃−
α
2 vt (t)

∥∥∥
L2(R)

≤ C5

(
C (ε) t2 + εt2

∥∥∥Λ̃
1−α

2 vt (t)
∥∥∥2

L2(R)

)
, ∀t ≥ 0 (4.65)

elde ederiz. (4.61)’in sağ tarafındaki beşinci terim için, Hölder ve Young eşitsizlikleri,

(4.51) ve H
p−2
p (R) ↪→ L

2p
4−p (R) sürekli gömülmesinden

− (p− 1) t2
〈
|ux (t)|p−2 utx (t) ,

∂

∂x

(
Λ̃−αvt (t)

)〉
≤ (p− 1) t2 ‖ux (t)‖p−2

Lp(R) ‖utx (t)‖L2(R)

∥∥∥∥ ∂∂x (Λ̃−αvt (t)
)∥∥∥∥

L
2p

4−p (R)

≤ C6t
2 ‖utx (t)‖L2(R)

∥∥∥∥ ∂∂x (Λ̃−αvt (t)
)∥∥∥∥

H
p−2
p (R)

≤ C7t
2 ‖utx (t)‖L2(R) ‖vt (t)‖

H
1−2α+

p−2
p (R)

≤ C8

(
C (ε) t2 ‖utx (t)‖2

L2(R) + εt2
∥∥∥Λ̃

1−α
2 vt (t)

∥∥∥2

L2(R)

)
, ∀t ≥ 0 (4.66)

sağlanır. (4.61)’in sağ tarafındaki altıncı terimi göz önüne alırsak, interpolasyon ve

Young eşitsizliğinden, keyfi µ > 0 için

‖vt (t)‖2
H1−2α(R) ≤ C9 ‖vt (t)‖2α

H−α(R) ‖vt (t)‖2(1−α)

H1−α(R)
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≤ C9

(
C (µ)

∥∥∥Λ̃−
α
2 vt (t)

∥∥∥2

L2(R)
+ µ

∥∥∥Λ̃
1−α

2 vt (t)
∥∥∥2

L2(R)

)
, ∀t ≥ 0

sağlandığından, Hölder ve Young eşitsizliğiyle, (4.3), (4.64),H1−α (R) ↪→ L∞ (R) sürekli

gömülmesine göre

−t2
〈
avt (t) , Λ̃−αvt (t)

〉
≤ t2 ‖a‖L1(R) ‖vt (t)‖L∞(R)

∥∥∥Λ̃−αvt (t)
∥∥∥
L∞(R)

≤ C10t
2 ‖vt (t)‖H1−α(R)

∥∥∥Λ̃−αvt (t)
∥∥∥
H1(R)

= C10t
2 ‖vt (t)‖H1−α(R) ‖vt (t)‖H1−2α(R)

≤ C10

(
βt2
∥∥∥Λ̃

1−α
2 vt (t)

∥∥∥2

L2(R)
+ Ĉ (µ, β) t2

∥∥∥Λ̃−
α
2 vt (t)

∥∥∥2

L2(R)

+µC (β) t2
∥∥∥Λ̃

1−α
2 vt (t)

∥∥∥2

L2(R)

)
≤ C11

[(
β + µC (β) + εĈ (µ, β)

)
t2
∥∥∥Λ̃

1−α
2 vt (t)

∥∥∥2

L2(R)

+
̂̂
C (µ, β, ε) t2

1 + ‖utx (t)‖2
L2(R) +

∫
R

a (x) |ut (t, x)|2 dx

 , ∀t ≥ 0 (4.67)

elde ederiz. (4.61)’in sağ tarafındaki son terim için, Hölder ve Young eşitsizliğiyle, (4.5),

(4.51) ve W 1,p (R) ∩H1 (R) ↪→ L∞ (R) sürekli gömülmesinden

−t2
〈
f ′ (u (t))ut (t) , Λ̃−αvt (t)

〉
≤ C12t

2 ‖ut (t)‖L2(R)

∥∥∥Λ̃−αvt (t)
∥∥∥
L2(R)

≤ C13

(
C (ε) t2 + εt2

∥∥∥Λ̃
1−α

2 vt (t)
∥∥∥2

L2(R)

)
, ∀t ≥ 0 (4.68)

alırız. (4.63)-(4.68)’i (4.61)’de göz önüne alırsak

d

dt

(
t2

2

∥∥∥Λ̃−
α
2 vt (t)

∥∥∥2

L2(R)
+
t2

2

∥∥∥Λ̃
1−α

2 v (t)
∥∥∥2

L2(R)

)
+ t2

∥∥∥Λ̃
1−α

2 vt (t)
∥∥∥2

L2(R)

≤ C14

[(
β + ε+ µC (β) + εĈ (µ, β)

)
t2
∥∥∥Λ̃

1−α
2 vt (t)

∥∥∥2

L2(R)

+C̃ (µ, β, ε)
((

1 + t+ t2
) (

1 + ‖utx (t)‖2
L2(R)

)
+
(
1 + t2

) ∫
R

a (x) |ut (t, x)|2 dx

 , ∀t ≥ 0 (4.69)

sağlanır.

Şimdi, (4.60) denklemini δt2Λ̃−αv ile R’de test edersek, kısmi integrasyonla, Λ̃ ope-

ratörü özeşlenik olduğundan

d

dt

(
δt2
〈

Λ̃−
α
2 vt (t) , Λ̃−

α
2 v (t)

〉
+
δ

2
t2
∥∥∥Λ̃

1−α
2 v (t)

∥∥∥2

L2(R)

)
+ δt2

∥∥∥Λ̃
1−α

2 v (t)
∥∥∥2

L2(R)
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= δt2
∥∥∥Λ̃−

α
2 vt (t)

∥∥∥2

L2(R)
+ δt

∥∥∥Λ̃
1−α

2 v (t)
∥∥∥2

L2(R)
+ δt2

∥∥∥Λ̃−
α
2 v (t)

∥∥∥2

L2(R)

+δ
(
t2 + 2t

) 〈
Λ̃−

α
2 vt (t) , Λ̃−

α
2 v (t)

〉
−δ (p− 1) t2

〈
|ux (t)|p−2 utx (t) ,

∂

∂x

(
Λ̃−αv (t)

)〉
−δt2

〈
avt (t) , Λ̃−αv (t)

〉
− δt2

〈
f ′ (u (t))ut (t) , Λ̃−αv (t)

〉
, ∀t ≥ 0 (4.70)

elde ederiz. Bu eşitsizliğin sağ tarafındaki dördüncü terim için, Hölder,Young eşitsizliği

ve (4.51)’den

δ
(
t2 + 2t

) 〈
Λ̃−

α
2 vt (t) , Λ̃−

α
2 v (t)

〉
≤ δt (t+ 2)

∥∥∥Λ̃−
α
2 vt (t)

∥∥∥
L2(R)

∥∥∥Λ̃−
α
2 v (t)

∥∥∥
L2(R)

≤ δt2
∥∥∥Λ̃

1−α
2 vt (t)

∥∥∥2

L2(R)
+ C15 (t+ 2)2 , ∀t ≥ 0 (4.71)

alırız. (4.70)’in sağ tarafındaki beşinci terim için, Hölder ve Young eşitsizlikleri, (4.51)

ve H
p−2
p (R) ↪→ L

2p
4−p (R) sürekli gömülmesinden

−δ (p− 1) t2
〈
|ux (t)|p−2 utx (t) ,

∂

∂x

(
Λ̃−αv (t)

)〉

≤ δ (p− 1) t2 ‖ux (t)‖p−2
Lp(R) ‖utx (t)‖L2(R)

∥∥∥∥ ∂∂x (Λ̃−αv (t)
)∥∥∥∥

L
2p

4−p (R)

≤ C16t
2 ‖utx (t)‖L2(R)

∥∥∥∥ ∂∂x (Λ̃−αv (t)
)∥∥∥∥

H
p−2
p (R)

≤ C16t
2 ‖utx (t)‖L2(R) ‖v (t)‖

H
1−2α+

p−2
p (R)

≤ C17

(
t2 ‖utx (t)‖2

L2(R) + t2 ‖ut (t)‖2
H1(R)

)
≤ C18

(
t2 ‖utx (t)‖2

L2(R) + t2 ‖ut (t)‖2
L2(R)

)
≤ C19

(
t2 ‖utx (t)‖2

L2(R) + t2
)

, ∀t ≥ 0 (4.72)

sağlanır. (4.70)’in sağ tarafındaki altıncı terim için, Hölder ve Young eşitsizliğiyle, (4.3),

(4.51), H1−α (R) ↪→ L∞ (R) ve H1+α (R) ↪→ L∞ (R) sürekli gömülmelerinden

−δt2
〈
avt (t) , Λ̃−αv (t)

〉
≤ δt2 ‖a‖L1(R) ‖vt (t)‖L∞(R)

∥∥∥Λ̃−αv (t)
∥∥∥
L∞(R)

≤ δC20t
2
∥∥∥Λ̃

1−α
2 vt (t)

∥∥∥
L2(R)

∥∥∥Λ̃
1−α

2 v (t)
∥∥∥
L2(R)

≤ δt2
∥∥∥Λ̃

1−α
2 vt (t)

∥∥∥2

L2(R)
+ C21

(
t2 ‖utx (t)‖2

L2(R) + t2
)
, ∀t ≥ 0 (4.73)
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elde ederiz. (4.70)’in sağ tarafındaki son terimi için, Hölder ve Young eşitsizliğiyle,

(4.5), (4.51) ve W 1,p (R) ∩H1 (R) ↪→ L∞ (R) sürekli gömülmesinden

−δt2
〈
f ′ (u (t))ut (t) , Λ̃−αv (t)

〉
≤ C22t

2 ‖ut (t)‖L2(R)

∥∥∥Λ̃−αv (t)
∥∥∥
L2(R)

≤ C23t
2, ∀t ≥ 0 (4.74)

alırız. Böylece, (4.71)-(4.74)’ü (4.70)’te göz önüne alırsak

d

dt

(
δt2
〈

Λ̃−
α
2 vt (t) , Λ̃−

α
2 v (t)

〉
+
δ

2
t2
∥∥∥Λ̃

1−α
2 v (t)

∥∥∥2

L2(R)

)
+ δt2

∥∥∥Λ̃
1−α

2 v (t)
∥∥∥2

L2(R)

≤ δC24t
2
∥∥∥Λ̃

1−α
2 vt (t)

∥∥∥2

L2(R)
+ C25

(
t+ t2

)
‖utx (t)‖2

L2(R) + C26

(
1 + t+ t2

)
,∀t ≥ 0

olup bu eşitsizliği (4.69) ile toplarsak, yeterince küçük ε, µ, β ve δ için

dΦ (t)

dt
+ C27

(
t2
∥∥∥Λ̃

1−α
2 vt (t)

∥∥∥2

L2(R)
+ t2

∥∥∥Λ̃
1−α

2 v (t)
∥∥∥2

L2(R)

)
≤ C28

(
1 + t+ t2

) (
1 + ‖utx (t)‖2

L2(R)

)
+C29

(
1 + t2

) ∫
R

a (x) |ut (t, x)|2 dx, ∀t ≥ 0 (4.75)

alırız. Burada

Φ (t) := δt2
〈

Λ̃−
α
2 vt (t) , Λ̃−

α
2 v (t)

〉
+
δ

2
t2
∥∥∥Λ̃

1−α
2 v (t)

∥∥∥2

L2(R)

+
t2

2

∥∥∥Λ̃−
α
2 vt (t)

∥∥∥2

L2(R)
+
t2

2

∥∥∥Λ̃
1−α

2 v (t)
∥∥∥2

L2(R)

ile tanımlıdır. δ yeterince küçük olduğundan, Hölder ve Young eşitsizliklerine göre

C30

(
t2
∥∥∥Λ̃−

α
2 vt (t)

∥∥∥2

L2(R)
+ t2

∥∥∥Λ̃
1−α

2 v (t)
∥∥∥2

L2(R)

)

≤ Φ (t) ≤ C31

(
t2
∥∥∥Λ̃−

α
2 vt (t)

∥∥∥2

L2(R)
+ t2

∥∥∥Λ̃
1−α

2 v (t)
∥∥∥2

L2(R)

)
, ∀t ≥ 0 (4.76)

olacak şekilde C30, C31 > 0 sabitleri vardır. (4.76)’yı (4.75)’te göz önüne alırsak

dΦ (t)

dt
+ C32Φ (t)

≤ C33

(
1 + t+ t2

) (
1 + ‖utx (t)‖2

L2(R)

)
+ C34

(
1 + t2

) ∫
R

a (x) |ut (t, x)|2 dx,∀t ≥ 0

olup bu eşitsizliği eC32t ile çarpıp 0’dan t’ye integre edersek, (4.2)-(4.6)’dan

Φ (t) ≤ e−C32tΦ (0) + C33

t∫
0

(
1 + s+ s2

)
e−C32(t−s)

(
1 + ‖utx (s)‖2

L2(R)

)
ds
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+C34

t∫
0

(
1 + s2

)
e−C32(t−s)

∫
R

a (x) |ut (s, x)|2 dx

 ds

≤ C35

(
1 + t+ t2

)
+ C33

(
1 + t+ t2

) t∫
0

‖utx (s)‖2
L2(R) ds

+C34

(
1 + t2

) t∫
0

∫
R

a (x) |ut (s, x)|2 dxds ≤ C36

(
1 + t+ t2

)
, ∀t ≥ 0

alırız. Böylece, (4.76)’ya göre∥∥∥Λ̃
1−α

2 v (t)
∥∥∥2

L2(R)
≤ C37

(
1 +

1

t
+

1

t2

)
≤ C38, ∀t ≥ 1

olup istenen sonuç elde edilir.

Şimdi, bir B ⊂ (W 1,p (R) ∩H1 (R)) × L2 (R) kümesinden çıkan yörüngelerin zayıf

ω-limit kümesini şu şekilde tanımlayalım:

ωw (B) :=
⋂
τ≥0

⋃
t≥τ

S (t)B
w

.

Burada küme üzerindeki çizgi (W 1,p (R) ∩H1 (R)) × L2 (R) uzayındaki zayıf kapanışı

ifade etmektedir. Öyleyse,

ϕ ∈ ωw (B)⇐⇒ (W 1,p(R) ∩H1(R))× L2(R) uzayında S (tk)ϕk
w→

k→∞
ϕ

olacak şekilde {tk}∞k=1 , tk →∞ ve {ϕk}k=1 ⊂ B

dizileri vardır.

(4.77)

ifadesinin sağlandığı kolayca gösterilebilir.

Şimdi, ωw (B) kümesinin değişmezlik özelliğini sağladığını gösterelim.

Lemma 4.2.5 Her sınırlı B ⊂ W 1,p(R)∩H1(R) kümesi için, ωw(B) kümesi değişmez-

dir.

İspat. Kabul edelim ki ψ ∈ ωw (B) ve t ≥ 0 için z = S (t)ψ olsun. Bu durumda,

(4.77)’den W 1,p (R) ∩ H1 (R)’de S (tk)ψk
w−→

k→∞
ψ olacak şekilde {tk}∞k=1, tk → ∞ ve

{ψk}
∞
k=1 ⊂ B dizileri vardır. Ayrıca, Lemma 4.2.2, Lemma 4.2.3 ve Lemma 4.2.4’ü kul-

lanırsak, H1 (R)×H−1 (R)’de S (tkm)ψkm −→m→∞ ψ olacak şekilde {km}∞m=1 alt dizisinin

varlığını elde ederiz. Bu durumda, τ km := t+ tkm ile işaretlersek, (4.7)’den

S (τ km)ψkm = S (t)S (tkm)ψkm
w−→

m→∞
S (t)ψ = z

(
W 1,p (R) ∩H1 (R)

)
× L2 (R) ’de
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olup z ∈ ωw (B) olduğunu elde ederiz. Böylece, S (t)ωw (B) ⊂ ωw (B) sağlanır.

Diğer yandan, ψ ∈ ωw (B) ise, yine (4.77)’den, W 1,p (R)∩H1 (R)’de S (tk)ψk
w−→

k→∞
ψ

olacak şekilde {tk}∞k=1, tk → ∞ ve {ψk}
∞
k=1 ⊂ B dizileri vardır. tk ≥ t ≥ 0 için

ϕk := S (tk − t)ψk şeklinde tanımlarsak, (4.51)’den, bir ϕ ∈ W 1,p (R) ∩ H1 (R) için

W 1,p (R) ∩ H1 (R)’de ϕkm
w−→

m→∞
ϕ olacak şekilde {km}∞m=1 alt dizisi vardır. Buradan,

ϕ ∈ ωw (B) olduğunu elde ederiz. Dahası, Lemma 4.2.2, Lemma 4.2.3 ve Lemma 4.2.4’e

göre, alt diziye geçerek, H1 (R)×H−1 (R)’de ϕkmn −→n→∞ ϕ alırız.

S
(
tkmn

)
ψkmn = S (t)S

(
tkmn − t

)
ψkmn = S (t)ϕkmn

olduğundan, (4.7)’den, (W 1,p (R) ∩H1 (R))×L2 (R)’de S
(
tkmn

)
ψkmn

w−→
n→∞

S (t)ϕ elde

ederiz. Böylece, ψ = S (t)ϕ olup ωw (B) ⊂ S (t)ωw (B) alırız.

Sonuç olarak, Lemma 4.2.2, Lemma 4.2.3, Lemma 4.2.4 ve Lemma 4.2.5’e göre,

AB := ωw (B) kümesi Teorem 4.2.1’in ifadesindeki özellikleri sağlayan yerel çekicidir.
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1- Khanmamedov, AK., Şen, Z., Attractors for the Strongly Damped Wave Equation

with p-Laplacian, Mathematical Methods in the Applied Sciences, 40, 4436–4447, 2017.
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