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OZET

KUASILINEER DALGA DENKLEMININ UZUN
ZAMAN DAVRANISI

Zehra SEN
Doktora, Matematik Boliumii
Tez Danigsmani: Prof. Dr. Azer HANMEHMETLI
Mayis 2018, 106 sayfa

Bu tezde, simirh bolgede, bir boyutlu kuvvetli soniimlii dogrusal olmayan

0

Ut — Utza — oz (|Ux’p_2 Uac) + f(u) =g(x) (1)

dalga denklemi ile siirli olmayan bolgede, yerel soniim terimine sahip, bir boyutlu
kuvvetli sontimlii dogrusal olmayan

Upp — Uppy — Ugy — (% (JueP ) +a (2) u + f (u) = g () (2)

dalga denkleminin uzun zaman davranigi ele alinmigtir. Bu calisma dort boliimden
olugsmaktadir. Birinci boliimde, kuvvetli sontimlii dalga denklemlerinin uzun zaman
dinamikleri ile ilgili yapilmig calismalara ve tezin amacima yer verilmistir. Ikinci boliim
ise, tezde kullanilacak temel teoremlere ve tammlara ayrilmistir. Uciineii boliimde, (1)
denklemi icin ele aldigimiz baglangi¢ sinir deger probleminin iyi konulmusg bir problem
oldugu gosterilmis ve bu problemin iirettigi yarigrubun Wy (0,1) x L? (0, 1)’de diizgiin
kuvvetli yerel olmayan gekiciye sahip oldugu ispatlanmigtir. Dérdiincii béliimde ise, (2)
denklemi i¢in incelenen basglangic deger probleminin iyi konulmus bir problem oldugu
elde edilmis ve bu problemin iirettigi yarigrubun (W (R) N H' (R)) x L? (R)’de zayf

yerel cekicilere sahip oldugu gosterilmigtir.

Anahtar Kelimeler : Dalga Denklemi, p-Laplasyan, Cekiciler
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ABSTRACT

LONG-TIME BEHAVIOUR OF A QUASILINEAR
WAVE EQUATION

Zehra SEN
Doctor of Philosophy, Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Azer HANMEHMETLI
May 2018, 106 pages

In this thesis, we concern the long time behaviours of the one dimensional strongly

damped nonlinear wave equation

O uap ) + £ ) =g (a) )

Utt — Utgx —
in bounded domain and the one dimensional strongly damped nonlinear wave equation

with localized damping term

(el ) 0 )t f () = g () ©)

Ut — Upgr — Uz —
in unbounded domain. The thesis consists of four sections. In the first section, the
previous studies about the long time dynamics of the strongly damped wave equations
and the main purpose of the thesis are mentioned. Second section is devoted to the
main theorems and definitions. In the third section, we prove the well-posedness of the
initial boundary value problem for equation (1) and the existence of regular strong
global attractor in VVO1 ?(0,1) x L*(0,1) for the semigroup generated by the problem.
In the fourth section, we obtain the well-posedness of the initial value problem for

equation (2) and the existence of weak local attractors in (W7 (R) N H* (R)) x L? (R)

for the semigroup generated by the problem.

Keywords: Wave Equation, p-Laplacian, Attractors
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1 GIRIS

Bu tezde amacimiz, sinirli bolgede, p-Laplasyan terimine sahip, bir boyutlu kuvvetli
soniimlii (strongly damped) dogrusal olmayan

O () + £ () = 9 (2) (1)

Uyt — Utgx —

dalga denklemi ile sinirl olmayan bolgede, yerel soniim (locally damping) ve p-Laplasyan

terimlerine sahip, bir boyutlu kuvvetli soniimli dogrusal olmayan

e =t — e — o () ()t f ) =g @) (12)
dalga denkleminin zayif ¢oziimlerinin uzun zaman davranmgini ¢ekiciler vasitasiyla in-
celemektir.

Kuvvetli sontimlii dalga denklemleri, 1960’11 yillardan bu yana incelenmektedir. Is1
iletimi, kati cisim mekanigi gibi fiziksel alanlarda onemli rol oynayan bu denklem-
ler cogu matematikeinin ilgisini ¢ekmistir. Ornegin, bir ve iki boyutta, sirasiyla, ho-
mojen bir telin enine titresiminin ve homojen bir ¢ubugun boyuna titresiminin mo-
dellenmesinde kargimiza ¢ikan (1.1) denkleminin farkh tipleri ile ilgili birgok makale
bulunmaktadir. Son yillarda, ozellikle kuvvetli sontimli dalga denklemlerinin uzun
zaman davramsi dikkat cekmektedir. Evrimsel denklemlerin uzun zaman davranisi
gekiciler vasitasiyla ifade edilebildiginden dolayi, cekicilerin varligi ve ozellikleri {ize-
rine ¢aligmalar yapilmaktadir (Bkz. [1-17]).

Sinirh bolgede, (1.1) denkleminin p = 2 durumu igin gekiciler, ¢cok boyutlu uzayda,
farkh kosullar altinda, bircok yazar tarafindan ele alimmsgtir. Ozel olarak, [1-11] caligma-
larmda dogrusal kuvvetli séniim terimine sahip dalga denklemi incelenmistir. Ornegin,

Dell’Oro ve Pata [8] ¢aligmasinda, diizgiin simira sahip, simirh Q C R? bolgesinde

(e (@) — Ay (2,) — Au(2,8) + f (ue (2,1)
+g(u(z,t)=h(zx), (x,t)€QxR",

u(x,t) =0, (z,t) €00 xRT,

u(x,0)=a(x) , w(z,0)=0b(x), xe€

(1.3)

(
baglangic sinir deger probleminin, A € L? () ve A\; > 0 ile —A Laplace operatoriiniin

birinci 6zdegeri belirtilmek tizere, ¢ > 0 ve ¢; > 0 sabitleri i¢in, f fonksiyonu iizerine



konulan

FeEC ), f(0)=0, |f ()] <ec(l+]s]"), Vs € Rve liminf f'(s) > —\

|s|—o00

kritik kogulu ile g fonksiyonu tizerine konulan
geCLR), g(0)=0, |¢(s)| <c(1+]sP"),pe[L5), VsER ve

(s) sg(s)—eifgly)dy
lim inf 22 > —\; , liminf 0 2
|s|wo0 S |s|—o0 s? 2

kritik alt1 kogulu altinda, H} () x L?(Q2)’de yerel olmayan gekiciye sahip oldugu ve
p < 4 ek kogulu altinda bu cekicinin optimal diizgiinliigii ispatlanmigtir.

Daha sonra, [9] makalesinde ayni yazarlar, (1.3) problemi igin, [8]'de elde edilen
sonucu, f ve g fonksiyonlarinin her ikisinin de kritik oldugu ve alnlélIg f'(x) > =\ oldugu
durumu igin geligtirerek, H} () x L? (€2)’de problemin sonlu boyutlu, diizgiin iistel
cekiciye sahip oldugunu géstermiglerdir. Ayrica, Khanmamedov [11], aym problemin,
diizgiin smira sahip, siirh Q C R? bolgesinde, f ve g fonksiyonlarmin iistel biiyiiyen
fonksiyon oldugu durum igin, (Hj (Q) N L>(Q)) x L?(2)’'de yerel olmayan c¢ekiciye
sahip oldugunu ispatlamisgtir.

Diger yandan, (1.1) denkleminin p = 2 durumu igin bahsedilen bu ¢ahgmalardan
farklh olarak, [12-13] galismalarinda dogrusal olmayan kuvvetli soniim terimine sahip
dalga denklemi incelenmigtir. Khanmamedov [12] galigmasinda, diizgiin simira sahip,

sinirh 2 C R? bolgesinde,

.

wy (t,x) — Aw (t,x) — é a%zﬂi (Wi, (t, )
+g(we (t,2) + f(w(t,z) =0, (t,z) € (0,00) x €,
w(t,z) =0, (t,x) € (0,00) x 09,

w(0,2) =wo (z) , w (0,2) =wy (z), x € Q

\

probleminin,
B; € C(R), B; (0) =0, B; kesin artan ve |3; (s) — B; (1) S c(1+[s—t[), Vst €R,
g€ CH(R), g(0) =0, liminf ¢ (s) >0, |¢'(s)] <c+ecls|’ ™", 1<p<5 Vs eR,

|s| =00
fect®), If'( it
: s)|<c+e|s|’,1<¢g<3,Vse€R ve liminf

|s|]—o0 S

> —)\1

kosullar altinda, H} (2) x L? (€2)’de yerel olmayan gekicisinin varligini elde etmistir.

2



Yukarida bahsedilen caligmalarda, dogrusal Laplasyan terimini iceren kuvvetli soniim-
li dalga denklemlerinin cekicileriyle ilgilenilmistir. Dogrusal olmayan Laplasyan teri-
mini igeren kuvvetli séntimlii dalga denklemi ile ilgili yapilan ¢aligmalara [14] ve [15]

caligmalarimi érnek verebiliriz. [14]te Chen, Guo ve Wang,

¢

Upt (7,1) = Qygy (2,1) + Lo (u, (2,1))

F () + 9 (@), (@) € (0,1) x [0,00),
u(x,0) =uo (), u (x,0) =uy (z), z € (0,1),
| w(0,1) =u(1,t)=0,1€0,00)

baglangi¢ sinir deger problemini, a, rg > 0 sabit olmak tizere, o fonksiyonu i¢in konulan
o€ C'R) ve o'(s) > 1, Vs €R

kosulu ile diizgiin dogrusal olmayan f fonksiyonu i¢in konulan, F' (s) = [ f (7) d7 olmak
0

izere,
i int £ 20
ve
lim inf sf(5) — wk (s) > 0 olacak sekilde w > 0 sabiti vardir

|s|—o00 52
kosullar1 altinda, diizgiin H?2-coziimlerinin uzun zaman davramsimi ele almistir. o fonksi-
yonu tzerindeki kosullar altinda, %U(uz) dogrusal olmayan Laplasyan terimi H?2-
¢ozumleri i¢in u,, gibi davrandigindan, ¢oziimler i¢in asimptotik kompakthigin ispatinda
ayirma metodu basgariyla uygulanabilmig ve problemin kompakt, yerel olmayan, sonlu
boyutlu g¢ekiciye sahip oldugu ispatlanmigtir.

Diger taraftan, Kalantarov ve Zelik [15] caligmasinda, simirh , diizgiin Q C R3 bolge-

sinde )

g (6, ) — YAuy (6, 2) — Au (t,z) + f (u (¢, 1))
=V ¢ (Vu(t,z))+g(x), (t,2) €0,00) x Q,
u(t,x) =0, (t,z) € [0,00) x 0L,
| $u(0,2) = (u(0,2),u (0,2)) = & (2), € Q
probleminin, v > 0, g € L? () olmak iizere, ¢ € C*(R®* — R) ve f € C*(R — R)

fonksiyonlari, a; pozitif sabitler, p € [1,5) igin

ag "t <" () <ai (L+ '), vneR?



ve C'>0,a>0,q>0icin
—C+als|/"<f(s)<C(1+]s]"),VseR

kosullar1 altinda, sonlu boyutlu tistel ve yerel olmayan ¢ekicilerinin varligi ve diizgiinligii
gosterilmigtir. Bu calismada, daha genel dogrusal olmayan Laplasyan terimine sahip
kuvvetli sontimlii dalga denkleminin zayif ¢oziimleri i¢in (zayif topolojide) gekiciler
incelenmigse de, ele alman denklem, (1.1) denklemi ile kargilagtinldiginda, ek olarak
—Auw terimini igermektedir. Bu terim, dogrusal olmayan dejenere Laplasyan terimi ile
birlikte, non-dejenere Laplasyan terimini olusturdugundan, ¢calismada zayif ve kuvvetli
¢oziimler icin bazi ek degerlenmeler elde edilebilmistir.

Caligmamizda inceledigimiz (1.1) denklemi, [14] ve [15] calismalarindan farkh ola-
rak, dejenere Laplasyan terimini icerdiginden, 6zellikle kuvvetli yerel olmayan ¢ekicinin
varligini incelerken, bu ¢aligmalarin yaklasimlar: uygulanamamaktadir. Diger taraftan,
[18-19]’daki asimptotik kompaktlik metotlarinin uygulanmasinda da bazi zorluklar or-
taya gikmaktadir. Bunlar, (1.1) denkleminin bir zayif ¢6ziimii i¢in enerji esitliginin ve
iki zay1if ¢oztimiintin fark: i¢in uygun enerji esitsizliginin olmamasindan kaynaklanmak-
tadir. Tezimizde bu zorluklar: ortadan kaldirmak i¢in, p tizerine p < 4 ek kogulu getirilip
bir boyutlu durumun o6zelligi kullanilarak, her p > 2 i¢in varlhig1 ispatlanan zayif yerel
cekicilerin W1H°(0, 1) x W1°(0, 1) uzayinin sinirli bir alt kiimesi oldugu gosterilmistir.
Boylece, zayif yerel cekicilere ait yoriingeler igin enerji esitliginin saglandigi sonucuna
ulagilmig ve [18-19]'da kullanilan metotlar uygulanarak zayif ¢oztimlerin asimptotik
kompakthig: elde edilebilmistir. Buradan, kesin Lyapunov fonksiyonunun varligi ile bir-
likte, W,*(0,1) x L?(0,1)'de diizgiin kuvvetli yerel olmayan cekicinin varhig ispat-
lanmigtar.

Siirh olmayan bolgede, Sobolev kompakt gémiilme teoremlerinin var olmamasi,
sinirh bolgede kuvvetli soniimlii dalga denkleminin ¢oziimiiniin uzun zaman davraniginin
incelenmesinde kullanilan yontemlerin uygulanmasini zorlagtirmaktadir. Calismamizda,
bu durumun etkisi, (1.2) denklemi igin garpma teknikleriyle elde edilen diizgiin kuyruk
degerlenmeleri sayesinde azaltilarak, 2 < p < 4 kosulu altinda zayif yerel gekicilerin
varligi elde edilmigtir.

(aligmamiz dort boliimden olugmaktadir. Birinci boliim olan girig boliimiinde, kuvvet-
li sontimli dalga denklemlerinin cekiciler vasitasiyla belirlenen uzun zaman davranisi

ile ilgili yapilmig olan caligmalar ve tezin amaci hakkinda kisaca bilgi verilmistir.
4



Ikinci boliimde tez icerisinde kullanilacak temel teoremler ve tammlar sunulmustur.
Uciineii boliimde, (1.1) denklemi i¢in incelenen baglangig sinir deger problemi ve kogullar
tanimlanarak, bu problemin iyi konulmuslugu Galerkin yontemiyle elde edilmis olup
problemin tirettigi yarigrubun VVO1 P(0,1) x L?(0,1)’de diizgiin kuvvetli yerel olmayan
gekiciye sahip oldugu ispatlanmigtir. Dérdiincii boliimde ise, (1.2) denklemi igin konulan
baglangi¢ deger problemi ve kogullar verilerek, bu problemin iyi konulmuglugu Galerkin
yontemiyle ispatlanmig ve problemin tirettigi yarigrubun (W'?(R)NH'(R)) x L*(R)’de

zayif yerel cekicilerinin varligi gosterilmistir.



2 ON BILGILER VE TEMEL TEOREMLER

Bu boliimde tez igerisinde kullanilacak baz uzaylar, tanimlar, teoremler, gosterimler

ve egitsizlikler verilecektir.

Teorem 2.0.1 (Peano Varlik Teoremi) (/21]) ty ve yo verilen reel saylar olmak

tuzere, a ve b pozitif reel saylary i¢in
Qy = {(t,:p) ER*: |t —t,| <a, |[v—y,| < b}
olsun. Kabul edelim ki f: Qp — R fonksiyonu strekli olup bir K > 0 sabiti i¢in
|f(tz)| S K, V(t,z) €Qy
saglansin. Bu durumda, ¢ = min {a, % olmak tzere,
o' (t) = f(t, = (1)),
z (to) = Yo

baslangic deger problemi [ty — ¢, to + | araliginda tanamly sirekli tirevlenebilir ¢ozime

sahiptir.

Teorem 2.0.2 (Riesz Gosterim Teoremi) (/22]) X Hilbert uzay: olsun. X dizerinde

tanimily x* lineer fonksiyonelinin X* dual uzayina ait olmast i¢in gerekli ve yeterli kosul

:L'* (y) = (y7x)X7 \V/y E X

olacak sekilde bir x € X elemamnin var olmasidir ve bu durumda ||z*| . = ||z|
olur. Dahasi, x elemany x* € X* tarafindan teklikle belirlidir. Burada, (-,-)y ile X

uzaymdaki i¢ carpim; ||| ile X uzaymdaki norm isaret edilmektedir.
Tanmim 2.0.3 (/23]) X lineer normlu uzay, {x,},.; C X ve zg € X olsun. Eger
Tim [z, — @ol[x = 0
ise {xn}ff:l dizisi xo elemanina kuvvetli yakinsar denir ve x,, — 1wy seklinde gosterilir.
n—oo

Tamm 2.0.4 (/253]) X lineer normlu uzay, {x,} ~, C X ve o € X olsun. X* uzay

X uzayrmn dual uzayr olmak tzere, her f € X* icin

lim (f, x,) = (f, o)

n—oo

. e e . . w . . 7.
ise {x, },~, dizisi xo elemanina zayif yakinsar denir ve x, %o seklinde gosterilir.

Burada, (-,-) uygun dual formdur.



Onerme 2.0.5 (/23]) X lineer normiu uzay, {x,}>", C X olsun. Eder z, —— x ise
n—oo
{an}o2, dizisi sumarl olup

el < timmin |,

saglanar.

Tamm 2.0.6 (/23]) X lineer normlu uzay, {fn},—, C X* ve fo € X* olsun. Eger her
x e X i¢in

Tim () = (for)
ise X* wzayinda {f,},—, dizisi fo elemanina zayf—* (zapf yildiz) yakinsar denir ve

fn vy fo seklinde gésterilir. Burada, (-,-) uygun dual formdur.
n—oo

Onerme 2.0.7 (/23]) X lineer normlu uzay, {f,}°°, C X* olsun. Eger f, s f ise
n—oo

{fu}or, dizisi sumrly olup

/]

xS limioglf 1l x-

saglanar.

Teorem 2.0.8 (Lebesgue Yakinsaklik Teoremi) (/24]) E C R™ olgiilebilir kiime,
g fonksiyonu E tzerinde integrallenebilir fonksiyon ve {f,} dizisi E dzerinde taniml
olgilebilir fonksiyonlardan olugan, E dzerinde |f,| < g ve hemen hemen her x € E

icin f () = Jilgofn (x) olacak sekilde fonksiyon dizisi olsun. Bu durumda

n—00
E

/f(:c) de = lim [ f,(z)dx
saglanar.

Tanim 2.0.9 (/24]) X metrik uzay olsun. Eger keyfi e > 0 i¢in X uzayinin € yaricapl

yuvarlardan olusan sonlu ortiusi varsa X uzayna tamamen sinirlidir denir.

Teorem 2.0.10 (/24]) Bir X metrik uzayinin kompakt olmasu icin gerek ve yeter kosul

bu uzayn tam ve tamamen sinarl olmasidar.

Tanmim 2.0.11 (/25]) X, Y Banach uzaylar: ve T : X — Y bir operatér olsun. Eger
S kimesinin X uzayinda swnarl olmasy T (S) gorinti kimesinin Y uzayinda sinarl

olmasini gerektiriyorsa T' operatorine simirlidir denir.



Onerme 2.0.12 ([25]) X,Y Banach uzaylar olsun. Eger T : X — Y sinarl ope-
ratori lineer ise

[Tzlly < Klzlx, VoeX
saglanacak sekilde bir K > 0 sabiti vardar.

Onerme 2.0.13 (/25]) X,Y Banach uzaylar ve £ (X,Y) ile X uzayndan Y uzayina

lineer synarly operatirlerin uzayine gostermek dzere, her T € L(X,Y) i¢in
[T := sup {|[Tz[|y : € X, ||zl x <1} = sup{[|Txy : lz] x =1}

= inf {K : |[Telly < K |e]y, = € X}

ile tanumly fonksiyon £(X,Y) uzay izerinde bir norm tammlar. Bu normu |||z x y)

ile gosterecegiz.

Tanim 2.0.14 (/26]) X,Y Banach uzaylar, T : X — Y lineer operatér olsun.

{T (¢) : ¢ € X} uzayr sonlu boyutlu ise T' operatéri sonlu ranka sahiptir denir.

Tanim 2.0.15 (/26/) H Hilbert uzay, ve K € L(H, H) olmak tzere, || K, — K| — 0
n—oo
olacak sekilde sonlu ranka sahip operatorlerden olusan {K,} -, C L(H, H) dizisi varsa

K operatorine kompakt operator denir.

Tanim 2.0.16 (/26/) H Hilbert uzay: ve T € L (H, H) olmak ‘zere

(T"(¢2) ;1) = (02, TP1), Vo1, ¢ € H

esitligini saglayan T : H — H operatorine T' operatorunin eslenigi denir ve

T(9)=T"(¢), VoeH

ise T operatorine ozeglenik operatér denir. Burada, (-,-) ile H wzaywndaki i¢ ¢arpim

ifade edilmektedir.

Teorem 2.0.17 (Spectral Teorem) (/26]) H Hilbert uzay, K € L (H, H) dzeslenik,
kompakt operator olsun. Bu durumda, her x € H i¢in K (z) = i)\n (x,2,) z, ola-
cak sekilde, K operatorinin 0 dan farkh ozdegerlerinden olugsa;;:l{)\n}zo:l dizisi ve
bu Gzdegerlere uygun dzvektorlerden olusan ortonormal {x,} ~ | dizisi vardwr. Ayrica
Ky (x) = g:)\n (x, )z, olarak tamimlarsek {z,} dizisi sonlu oldugunda K = Ky,
sonsuz oldqjgf@lmda | K — Kn|| e 0 olur.
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Sonug 2.0.18 (/23]) H Hilbert uzayr, K : H — H ozeslenik, kompakt operatér ve
ker(K) = 0 ise H uzayinda, K operatérinin ézvektorlerinden olusan tam ortonormal

sistem mevcuttur.

Tamim 2.0.19 (/27]) V' yansimale Banach uzayr ve V* ise bu uzayin duali olsun. Bu
durumda A : D (A) CV — V* operatori

<AU1 — AUQ,'Ul — U2> Z 0, V’Ul, Vg € D (A)

ifadesini saghyorsa bu operatore monoton operatér denir. Burada, (-,-) uygun dual

formdur.

Tanim 2.0.20 (/27]) V yansimale Banach uzayr ve V* bu wzayin duali olsun. Bu
durumda, her u,v € V igin t — (A(u+tv),v) reel degerli fonksiyonu sirekli ise
AV — V* operatirine hemisiirekli operator denir. Burada, (-,-) uygun dual form-

dur.

Tanim 2.0.21 (/22/) a) oy € N olacak sekilde o = (a,, ..., v,) elemanlarina ¢oklu

indis (multi-index) denir. |o| = a1 + ... + «a,, ise « ¢oklu indisinin derecesini ifade
etmektedir.
b) o= (v, ..., a,) goklu indis ve x = (x4, ...,x,) € R" olsun. D; = 52~ olmak iizere,
J

a [e%1 o
D* = D" ..Dy»
operatirine |a|. mertebeden kismi tirev operatori denir.

Tanim 2.0.22 (/22]) Q C R™ bir bélge, m > 0 tamsayr olsun.

a) |a] < m igin, |a]. mertebeden tim D¢ kismi tirevleri Q bolgesinde strekli olan ¢
fonksiyonlarimin olusturdugu vektor uzayr C™(Q) ile gosterilir. C° (Q) = C (Q) seklinde
kisaltilacaktir. Ayrica C®(§2) = ﬁ C™(Q) ile tansmlidor.

b) C*(Q) uzayina ait, kompﬂs?odestekli (supportlu) fonksiyonlarin olugturdugu test
fonksiyonlar: uzayr C§°(Q?) (veya D (2)) ile gosterilir.

c) 0 < |la| < m i¢in D*¢ tim kismi tirevleri Q bélgesinde sinarle olacak sekilde
¢ € C™(Q) fonksiyonlar uzayina CJ* () uzayr denir ve bu uzay

[l oy = max_sup | D% ()|

0<[a|<m zeq
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normuyla Banach uzayidar.
d) 0 < |a| < m igin tim D*¢ kismi tirevleri Q bolgesinde sinirly ve dizgin strekli

olan ¢ € C™(Q) fonksiyonlarimn olusturdugu vektor uzayr C™(QY) ile gdsterilir. Bu

uzay

[9llco(ay =, max_sup| D% (z)]

0<]al<m zeq

normu ile Banach uzayidr.
Tanim 2.0.23 (/253]) p > 1 gercel sayr olmak tizere, Q C R™ bélgesinde

/]u(x)|pd93<oo, z €
Q

kosulunu saglayan, dl¢iilebilir u fonksiyonlar uzayina, LP(S) uzayr denir. Bu uzay lineer

normlu uzay olmakla birlikte tizerindeki norm,

il = | [ TuC@) d
Q
seklinde tanimlanwr. LP(Q) uzayr Banach uzayidir ve p = 2 durumunda

(1, v) 1= /u(x) v (z) dz

ile tamaml i¢ carpwm ile Hilbert uzayidir. Ayrica 1 < p < oo durumunda ayrilabilir;

1 < p < oo durumunda yansimali uzaydar.

Tamm 2.0.24 (/25]) p = oo olmak dizere, 2 C R™ bolgesinde hemen hemen her yerde

simarly dlgulebilir fonksiyonlar uzayina L™ () uzayr denir ve tzerindeki norm,

[ull ooy = esssup |u(z)|
e
seklinde tanimlanir. Bu uzay bir Banach uzayidar.

Tanim 2.0.25 (/23]) Q C R™ bir bélge olsun. Her K C Q kompakt kimesi i¢in LP (K)

p
loc

uzayina ait olan fonksiyonlarn olusturdugu uzay L . (S2) ile gdsterilir.

Tamm 2.0.26 (/23]) Q C R™ bostan farkl agik bir kiime ve u,w € L}, (Q) olsun. Eger
her ¢ € C3°(R2) igin

/u(az)DO‘gp(x)dx = (—1)“|/w(x)<p(x)dx

Q Q
esitligi saglanmyorsa, w fonksiyonuna, u fonksiyonunun 2 bélgesinde |a|. mertebeden
genellesmis (zayif) tirevi denir ve w = D%u ile gosterilir.
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Tanim 2.0.27 (/23]) Q@ C R", m > 0 tam sayr ve 1 < p < oo olmak tzere, m.
mertebeye kadar tim genellesmis tirevleri LP (2) sinifina ait olan fonksiyonlar uzayina
Sobolev uzayr denir ve bu uzay W™P (Q) ile gosterilir. Bu uzay tzerindeki norm, 1 <

p < 00 ¢

B =

lllgon = [ 32 I D%l

0<]al<m

Ve P = 00 1¢iN

HUHWmm(Q) = Z I Dau“LOO(Q)

0<|ar|<m
seklindedir. Bu uzaylar Banach uzaylardir ve m = 0 igin WO (Q) = L? (Q) alnar.
p=21ise W™ (Q) uzayr H™ (Q) ile gosterilir ve tizerindeki
(s V) () = Z /D“u () D% (x)dz
0<]al<m "
ile tamamly i¢ carpam ile Hilbert uzaydir. Ayrica 1 < p < oo durumunda ayrilabilir olup

1 <p<oo yansimaly uzaydur.

Teorem 2.0.28 (/23]) C$°(R™) test fonksiyonlar uzays W™P(R™) uzayinda her yerde

yogundur.

Tamm 2.0.29 (/25]) C5°(Q) uzayinin W™P (Q) uzaywnin normuyla kapanigs Wi (Q)
ile gosterilir ve bu uzay ||-||Wm,p(9) normuyla Banach uzayidir. p = 2 ise Wén’z (Q) uzay

H{" () ile gasterilir ve bu uzay (-, ')H"‘(Q) i¢ carpimuyla Hilbert uzayadar.
Teorem 2.0.30 (Genisletme) (/28]) u € Wi*" (Q) olmak iizere,
u(x), x € Q,

0 ,zeRNQ

fonksiyonu W™P (R™) uzayina aittir.

Tanmim 2.0.31 (/22/) m > 0 tamsay, 1 < p < oo ve %—k}% = 1 olmak tzere, W™P(R™)
wzaywmn duali W= (R") ile gosterilir ve dizerindeki norm
[l -mp ny 7= sup [(u,v)
||U||Wm7p(mn)§1
v#0
seklinde tanwmlanir. Burada (-,-) simgesi W™P(R") ile W™ (R") uzaylar arasimdaki

dual formu ifade etmektedir. Benzer sekilde, Q C R™ olmak tzere, Wy () uzayinin
11



duali W=7 (Q) ile gosterilir ve tizerindeki norm, (-,-) simgesi W~="%(Q) ile WJ"P()
uzaylar, arasindaki dual formu belirtmek tzere,
[ully )= sup  [{u,v)]
”U”WOmvP(Q)Sl
v#£0

seklinde tanimlanar.

Teorem 2.0.32 (/28]) m > 1 tam sayr ve 1 < p < 0o olmak dizere asagidaki siirekli
gomulmeler gecerlidir:

i) }D -2 >0 ise é = }D — T ggin. WP(R") — LY(R"),

i) % — M =0 idse herq€ [p, 0o) igin W™P(R") — LI(R"),

iii)  — " <0 dise W™P(R") — L®(R").

)~k

Son durumda,

l{::{m—E
p

ve

0= (m— L
b
olmak tzere

|Dau|L°°(]R") <C ||u||WmvP(]R") , Ve[ <k

ve ayrica |o| =k igin,
|D*u(z) — D*u(y)| < Cle =y’ lullympge,  hhx, y €RT,

olur. Ozel olarak, [ull orgny < Ctllullymogny saglaner.
Yukaridaki sonuglar keyfi Q@ C R™ agik kimesi icin Wi (Q) uzayinda; Q = R
veya simrh ve sinarn C1 sinafindan olan Q bolgesi icin W™P(Q) uzaymnda gegerlidir.

Bu durumlarda, HuHCk(g) < Oy [|ullyymaq) saglanar.

Teorem 2.0.33 (Rellich-Kondrasov) (/28]) @ C R" béolgesi simrl ve smmar C*
sinafindan olmak tzere, asagqidaki kompakt gomilmeler gecerlidir.
i)p<n ise WP(Q)— LY(Q), 1<qg<p*, p'= e
i) p=n ise W (Q)— LI1(Q), 1<¢q< oo,
i) p>n ise WH(Q) — C(Q).
Yukaridaki sonuglar keyfi €2 C R™ sinarly bolgesi i¢in, Wol’p(Q) uzayinda saglanar.
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Tamm 2.0.34 (/29]) u € L* (R") i¢cin

u(y) =Fuly) =

= [ eV (x)dr, y € R™
(2@2/ ey

R"
ile tanimlanan dontsiume u fonksiyonunun Fourier donisimi denir. Burada x -y :=
> xjy; seklindedir. F dondgimi L* (R™) uzayimmdan L* (R™) uzayina lineer izomorfiz-
j=1

madir ve F ile bu doniisiimiin tersi ifade edilmek tizere

0|3

_ 1 .
u(x) = Fu(x) = /e”'yﬂ(y) dy, y € R"
(2m)
R’I’L
ile tanimlanar.

Onerme 2.0.35 (/29]) Her u € S igin

F (DY) = (iy)® Fu, Va ¢oklu indis

saglamir. Burada S = {u € C* (R") :Her «, B ¢oklu indisi i¢in, *DPu € L? (R™)} ile
tanamh Schwartz uzayr ve v& = x*..x0", (iy)® = iy yon seklindedir.

Teorem 2.0.36 (/29]) m > 0 tamsay: olmak tizere, H™ (R™) Sobolev uzay,

H™(R") :={ue ¥ (R"): (1+y*)%uec L*(R")}

seklinde de tanimlanabilir ve tizerinde

Ml gy == 1+ 11230 1

ile tanmumlanan norm || - || gmm@ny normuna denktir. Burada, 3’ (R™) wzay: S = I (R™)
Schwartz uzayimin duali olup |y| = v + ... + y2 seklindedir.

Tanim 2.0.37 (/29]) s € R i¢in, H*(R™) Sobolev uzay:

HAR™) = {ue S (R") : (1+ |y[>)20 € L? (R™)}

ile tanymlanir. Bu uzay

[l

Hs(Rn) ‘= ||(1 + ‘912)%E||L2(R")

normuyla Hilbert uzayw belirtir.
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Not 2.0.38 1) Her o < s i¢in H* (R") — H? (R") sirekli gomilmesi gecerlidir.

2) H° (R™) = L? (R") ve dolayiswyla s > 0 igin H® (R™) — L* (R™) sirekli gomiilmesi
saglanar.

3) A Laplacian operatori icin, A := —A+1id operatiri I’ (R™) uzayr tizerinde Au =
F((1+|y»a) esitligini saglayan ézeslenik, pozitif operatér olmak tizere, yukardaki

tanima denk olarak
HR") ={u € ¥ (R™) : Azy e L2 (R™)}

olup tizerindeki i¢c carpim ve norm

s s

(U, V) oy = (A2u, Azv)

L2(R")’ ||u| Hs(R™) = HA%UHLQ(R”)

ifadesini saglar. Ayrica (AST1 = A% ve her s, t reel saylar: igin AAY = A5t saglanar.

Teorem 2.0.39 (/29]) H® (R") uzayr duali ile ozdeslestirilmek izere, her s > 0 reel
saysy icin, (H® (R™)) = H~* (R™) “dir.

Not 2.0.40 D(R") test fonksiyonlar uzay, her s € R i¢in, H*(R™) uzayinda her yerde

yogundur.

Teorem 2.0.41 (/30]) Kabul edelim ki s € R ve s > % olsun. Bu durumda, keyfi

u € H* (R™) fonksiyonu, gerektiginde sifur ol¢imli kimede dizeltilmek dzere, dizgin

surekli ve sinarl olup

sup |u ()] < Cy [|ul

Hs(R™)
reR”

esitsizliging saglar. Burada, Cy > 0 sabiti u fonksiyonuna bagl degildir. Dahasi, 0 <

v < 8§ — %, v > 1 i¢in, u fonksiyonu v.mertebeden dizgun Holder stireklidir ve
lu(z) —u(y)l
sup————— < Oy ||u| s gn
zFy |z —y He (R?)

saglaniwr. Burada Cy > 0 sabiti u fonksiyonuna bagl degildir.

Teorem 2.0.42 ([30]) Eger 0 < s <% wes > 5 —2, 2 <p<ooise H(R") —

;;

LP(R™) siirekli gomilmesi gecerlidir.

Tanmim 2.0.43 ([29]) s > 0 reel sayr ve Q ise R"’de sumrl ve sinary C™ sinafindan

olan bir bélge olmak tizere, Q) bélgesi simariman bir tarafinda bulunsun. H®(Q)) uzays,
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H*(R"™) uzayimn elemanlarinin Q0 béolgesine kisitlanmaswyla elde edilen fonksiyonlarin

olusturdugu uzay olarak tanimlanir ve bu uzay tzerinde norm

||| sy = inf ||U||gs@ny, U = u h.h.y. Q’da

ile tanimbidar.

Not 2.0.44 1) s = m tamsay ise H* (Q) = W2 (Q) saglanar.
2) Her o < s i¢in H® (Q) — H (Q) siirekli gémilmesi gegerlidir.
3) H(Q2) = L*(Q) ve dolayswyla s > 0 igin H® (Q) — L* () sirekli gomilmesi

saglanar.

Tanim 2.0.45 (/29]) s > 0 reel sayist i¢in, C3°(Q) uzayimn H*® () wzayinin normuyla
kapanise HE () ile gosterilir.

Teorem 2.0.46 ([29]) Her s > 0 reel saysi igin, (Hi () = H=*(Q) 'dir.

Teorem 2.0.47 (/29]) Kabul edelim ki s > 2 olsun. Bu durumda, H* (2) — C (%)

surekli gomailmest saglanar.

Teorem 2.0.48 (/30]) Eger s < § wves >3 —% 2<p<ooise H(Q) = LP(Q)

strekli gomilmest gegerlidir. Burada, s > § — % 1se bu gomilme kompakttr.

Teorem 2.0.49 (Interpolasyon) (/29))

a) s1,52 € R wve € (0,1) olmak dizere, s = (1 — 0) s1 + sy i¢in

([P ] e

HSQ R")

olacak sekilde c¢; = ¢y (0, s1, s9) > 0 sabiti vardor.
b) Q, R"’de sinirly ve sinairs C° sinafindan olan bir bélge olmak tizere, Q0 bélgesi
syriman bir tarafinda bulunsun. Bu durumda, s1,s2 > 0, s3 < s; ve 6 € (0,1) olmak

tizere, s = (1 — 0) s1 + 0sy i¢in

0
el zro(y < €2 lullz1 gy el 7o

olacak sekilde co = c5 (0, $1, 59) > 0 sabiti vardor.
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Tanim 2.0.50 (/23]/) X Banach uzay, 0 < T < oo ve m > 0 tamsay olsun. u®

fonksiyonu, u fonksiyonunun i. mertebeden tirevi olmak tzere
™ ([0,7); X) :={u:[0,T] — X | i =1,...,m olmak tizere ul’ sureklzdzr}

seklinde tanimlaner. Bu wzay ||ull om o 7y.x) = Z max ||u® ( normu ile Banach

0 0<t<T HX
uzaydur. u®) ile fonksiyonun kendisi anla&lacak ve C°([0,T]; X) yerine C ([0,T]; X)

yazilacaktor.

Tanim 2.0.51 ([253]) X Banach uzayr olmak tizere, 1 < p < oo ve 0 <T < oo olacak
sekilde, f lu(®)]|% dt < oo kosulunu saglayan él¢ilebilir w : (0,T) — X fonksiyon-
lariman OZU§turdugu uzay LP(0,T; X) ile gdsterilir ve tzerindeki norm

1
P

T
oy = | [ ol
0

seklinde tanimlanir. p = oo oldugunda L>(0,T; X) uzay: hemen hemen her yerde sinirl

olgilebilir u = (0,T) — X fonksiyonlarimn olusturdugu uzayidar. Uzerindeki norm ise

[l po 0, = €55 sup [|u(t)]|
te(0,T)

seklinde tamimlanir. Bu uzaylar belirtilen normlarla Banach uzayidir. p = 2 icin, X

Hilbert uzay oldugunda, L*(0,T; X) uzay

() = [ (wle) v (e) e

0

i¢ carprma ile Hilbert uzayidvr. Burada (-, -)y ile X uzayindaki i¢c carpvm kastedilmek-
tedir. Ayrica, 1 < p < oo igin X wuzayr ayridabilir ise LP (0,T; X) uzayr da ayrilabilir;

1 <p < oo igin X uzayr yansimals ise LP (0,T; X) uzayr da yansimal uzaydur.

Onerme 2.0.52 (/23]) X Banach uzay, 1 < p < oo, + + % = 1 olsun. X* uzayr X

Tp
uzayrmin dual uzayr olmak tzere, LP(a,b; X) uzaywmn dual uzayr L(a, by X*) dur.
Tanim 2.0.53 (/23]) Y, Z Banach uzaylar: olmak tizere, w € L' (0,T;Y) ve w €
LY (0,T; Z) olsun. Bu durumda

T

/90(”) () u (t) dt = (—1)"/90(t)w(t)dt, Vi € C5° (0,T)

0 0

esitligini saglayan w fonksiyonuna u fonksiyonunun (0,T) aralginda n. mertebeden
genellesmis tiirevi denir ve w = u™ seklinde gésterilir.
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Tanim 2.0.54 (/23]) X Banach uzayi, m > 0 bir tam says ve 1 < p < oo olmak tizere,
WP (0,T;X) = {u:(0,T) — X |ul € LP(0,T;X), 0<n<m }

biciminde tamimlanan uzaya Banach degerli Sobolev uzayr denir. Bu lineer uzay tze-

rindeki norm, 1 < p < oo i¢in

1
p
||UHWWP(0,T;X) = ( E : ” u(n)Hizﬂ(o,T;X)>

0<n<m
ve P = 00 I¢IN
||“||Wmoo(0TX) = 012?2; H ul ||L°° (0,T:X)
seklinde tanvmlanar. Bu uzaylar Banach uzaylaridur. v ile fonksiyonun kendisi anlasi-
lacaktyr ve m = 0 i¢in WO (0,T; X) = L (0, T; X) alimar. p =2 ve X Hilbert uzay: ise
WP (0,T; X) uzaye Hilbert uzaydur ve H™ (0,T; X) ile gosterilir. Bu uzay tzerindeki
¢ carpim
(o)=Y (@ (), 0™ () dt
0<n<m 0

seklinde tanymlanir. Burada (-, ) ile X uzayindaki i¢c ¢arpim kastedilmektedir.

Onerme 2.0.55 (/23], [29]) X, Y, Z reel Banach uzaylar, ve u : [0,7] — X bir

fonksiyon olmak tzere,
W:={ue L0, T;X):u € L0,T;7)}

olsun. Burada v’ ile u = u (t) fonksiyonunun (0,T) de genellesmis tirevi ifade edilmek-
tedir. Bu durumda, asagidaki ifadeler gecerlidir:

a) 0 <T <o00,1<pqg<ooveX — Z sirekli gomilmesi saglanwyorsa W —
C([0,T]; Z) gomiilmesi stireklidir.

b)p=2,q=2, X veZ Hilbert uzaylar: olmak tzere, X — Z siirekli gomiilmesi
saglanwyorsa, W — C ([O,T] [ X Z]%) gomiilmesi streklidir. Burada [X, Z]% ile X wve
7 uzaylarman ara uzayine ifade ediyoruz.

c) 0 < T <o0,1<p,q< oo, X veZ yanssmaly Banach uzaylar olmak izere,
X =Y — 7 sirekli gomiilmeleri ve X — Y kompakt gomiilmesi saglaniyorsa W —
LP (0, T;Y) gémilmesi kompakttir.

Burada W uzay

HUHW HU’HLP o,7:x) T [/ ||Lq (0,T:2)
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normu ile Banach uzayidr.

Lemma 2.0.56 (/29/) X, Y Banach uzaylari, X yansimali uzay olmak izere, X — 'Y
strekli gomilmesi saglansin. Cs(0,T;Y) uzay, L (0,T;Y) uzayina ait olan skaler

surekli f : [0,T] =Y fonksiyonlarimn uzay ise
L0, T; X)NCs (0,T;Y) =Cs (0, T; X)

saglanir. Burada skaler sireklilik ifadesi, Y* ile Y wzayiman dualini; (-,-) simgesi ile
Y ile Y* uzaylar arasindaki dual formu isaret etmek tzere, her y* € Y* icin t —

(f (t),y*) fonksiyonunun [0,T] araliginda sirekli olmasy anlamina gelmektedir.

Tanim 2.0.57 (/27]) X uzayr p metrigi ile tansmle tam metrik uzay olsun ve X fize-
rinde tanuml, sirekli {S (t)},s, operatorler ailesi asagidaki kosullar: saglasin:

(i) S (0) = I (birim operator),

(i) S(t+7)=95(t)S(r), Vt, 7 >0,

(i1i) Her x € X ig¢in limy o+ p (S (t) z, ) = 0.

Bu durumda, {S (t)},, ailesine X tizerinde tanwml yarigrup; (X, S (t)) ikilisine ise

dinamik sistem denir.

Tamm 2.0.58 (/27]) (X, S (t)) dinamik sistem ve B C X kapale kiime olsun.

o FEger keyfi sinirly D kumesi i¢in
S({t)D C B, Vt>ty(D)

olacak sekilde to (D) zamani varsa B kiimesine yutan kiime denir.
o Lger (X, S (t)) dinamik sistemi simrl, yutan kimeye sahipse (X, S (t)) dinamik sis-
temine dissipatif denair.
e (X,S(t)) dinamik sistemi ¢eken kompakt K kiimesine sahipse yani, her D sinarl
kimesi i¢cin

tlgglo dx{S (t) D|K} =0 (2.1)
olacak sekilde K kompakt kiimesi varsa (X, S (t)) dinamik sistemine asimptotik kompakt
denir. Burada dx{A|B} = distx(z,B) = ilelg);ggd (x,y).
e Her t > 0 igin S(t)D C D ézelligini saglayan her D sinurly kiimesi i¢in (2.1)
saglanacak sekilde, D kumesinin kapanisimin i¢inde kalan bir K kompakt kumest varsa
(X, S (t)) dinamik sistemine asimptotik dizgin denir.

18



Tanim 2.0.59 (/27]) (X, S (t)) dinamik sistem olsun.
(i) Her t > 0 i¢in, S (t) D C D ise D kiimesine ileri degismez denir.
(i) Her t > 0 i¢in, S (t) D 2 D ise D kiimesine geri degismez denir.
(ii) Her t > 0 igin, S (t) D = D ise D kiimesine degigmez denir.

Tamim 2.0.60 (/31]) (X,S(t)) dinamik sistem olsun. Her 7 € R wve t > 0 igin
S(t)u(r) = u(t + 7) olacak sekilde u(T) € X, 7 € R, egrisine degismez yoringe

denir.

Onerme 2.0.61 (/31]) (X, S (t)) dinamik sistem ve D C X kiimesi degismez olsun.
Bu durumda, her ug € D elemamindan u (0) = ug olacak sekilde bir {u (1) : 7 € R} C D

degismez yoringesi gecer.

Onerme 2.0.62 (/27]) X Banach uzay ve (X, S (t)) dissipatif dinamik sistem olsun.
Bu durumda asaqidakiler denktir.
o(X,S(t)) asimptotik kompakttur.
e (X,S(t)) asimptotik diizgiindir.
e 51 (t) operatéri biiyik t’ler icin dizgin kompakttur yani; keyfi, sinarle D kiimesi i¢in
1 (D;to) := Ur4, 51 (1) D kiimesi X uzayinda prekompakt olacak sekilde birty = to (D)

vardir ve Sy (t) operatori ise her sinarle D kiimesi igin,
tli)r})lorp(t) = tliglo sup{||S2 (t) x|y :x € D} =0

ozelligini saglayan, X uzayinda sturekli operator olmak tuzere; S (t) = Sy (t) + So (t)
seklinde ayrisim vardar.
e Ladyzhenskaya kosulu saglanir: Her sinurle {x,} >, C X dizisi ve t, — oo dizisi i¢in

{S (tn)xy)},2, dizisi X uzaynda prekompakttor.

Onerme 2.0.63 (/27]) X Banach uzayi ve (X, S (t)) dinamik sistem olsun. Kabul ede-
lim ki Ladyzhenskaya kosulu saglansin. Bu durumda, (X, S (t)) asimptotik dizgindir.

Tanmim 2.0.64 (/27]) X bir lineer normlu uzay, (X,S (t)) dinamik sistem ve B ise
X wzayiman swnarl bir alt kumest olsun. Bu durumda, asaqidaki kosullar saglaniyorsa,
Ap C X kiimesine B kiimesi ve {S (t)},5o yargrubu igin kuvvetli (zayf) yerel gekici
denir.

- Ap kiimesi X uzayinda kuvvetli (zayif) kompakttur;
19



- Ap kiimesi degismezdir; yani, S (t) Ag = Apg, Vt > 0;

- Ap kiimesi B kimesinin gorintisint kuvvetli (zayf) topolojide ¢eker; yani Ag
kiimesinin X wuzayinin kuovetli (zayif) topolojisindeki keyfi O komsulugu i¢in, oyle bir
T =T (0) > 0 vardwr ki her t > T i¢in S (t) B C O saglanar.

Tanim 2.0.65 (/27]) X bir lineer normlu uzay, (X, S (t)) dinamik sistem olsun. Bu
durumda, asagidaki kosullar saglanwyorsa, A C X kimesine {S (t)}tzo yarigrubu i¢cin
kuvvetli (zayf ) yerel olmayan ¢ekici denir.

- A kiimesi X uzayinda kuvvetli (zayf) kompakttor;

- A kimesi degismezdir; yani, S (t) A=A, Yt > 0;

- A kiimesi X uzayiman her sinarl alt kimesinin gorintisini kuvvetli (zayif) to-
polojide ceker; yani her swmrlh B C X kimesi ve A kiimesinin X uzayimn kuvvetli
(zayaf) topolojisindeki keyfi O komsulugu igin, oyle bir T =T (B,O) > 0 vardir ki her
t > T i¢in S (t) B C O saglanar.

Tanim 2.0.66 (/27]) N kiimesi (X, S (t)) dinamik sisteminin sabit noktalar kimesi
olsun; yani

N={veX: hert>0i¢inS(t)v=u0v}.
N sabit noktala kimesinden dogan kararsiz (unstable) M™ (N) manifoldu,
uw(0) =y ve limy, o distx (u(t),N) =0 olacak sekilde
v=Au(t): t € R} tam ydringesi varder,

ozelligine sahip tum y € X elemanlarinin olusturdugu kimedir.

Tamim 2.0.67 (/27]) Kabul edelim ki Y C X kiimesi (X, S (t)) dinamik sisteminde
ileri degismez olsun.

o O (y) fonksiyoneli Y kiimesi tizerinde tanimly ve siirekli olmak izere, eger t —
O (S (t)y) fonksiyonu keyfi y € Y i¢in artmayan fonksiyon ise ® (y) fonksiyoneline Y
tzerinde, (X, S (t)) dinamik sistemi icin Lyapunov fonksiyonu denir.

e Fger, y € Y olmak tizere,

hert > 0i¢in ®(S(t)y) =P (y) = hert>0i¢in S(t)y =y, yani y elemans

(X, S (t)) dinamik sisteminin sabit noktas

ise ® (y) Lyapunov fonksiyonu Y kimesinde kesindir denir.
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e Tim X wzayinda (X, S (t)) dinamik sistemi i¢in kesin Lyapunov fonksiyonu varsa

(X, S (t)) dinamik sistemi gradyenttir denir.

Teorem 2.0.68 (/27]) Kabul edelim ki (X,S (t)) dinamik sistemi kompakt, yerel ol-
mayan A ¢ekicisine sahip olsun ve A tzerinde kesin Lyapunov fonksiyonu var olsun.

Bu durumda A = M" (N). Ayrica, yerel olmayan A ¢ekicisi

lim distx (u(t),N) =0 ve lim dist x (u(t),N)=0

t——00

ozelligini saglayan v = {u (t) : t € R} tam ydringelerinden olusur.

Sonug 2.0.69 (/27]) (X, S (t)) gradyent, asimptotik dizgin dinamik sistem olsun. Ka-
bul edelim ki bu sistemin ® (z) Lyapunov fonksiyonu, X uzayinin keyfi sinarly alt kimesi
tizerinde tstten sinwrhdir ve her R igin @ = {z: ® (z) < R} kimesi simarlidir. Eger
(X, S (t)) dinamik sisteminin, sabit noktalar kimesi N° sinarly ise (X, S (t)) dinamik

sistemi kuwvvetli yerel olmayan A ¢ekicisine sahiptir ve A = M™ (N) 'dar.

Teorem 2.0.70 (Banach-Alaoglu) (/23]) X ayrilabilir lineer normlu uzay, {fn,}o2,
C X* olmak iizere, her n icin || full x. < M ise fo, ~= fo olacak sekilde {fn,} C {f}

alt dizisi ve fo € X* vardr.

Lemma 2.0.71 (Young Esitsizligi) (/35/) 1 < p,q < oo, %%—% = 1 olsun. Bu
durumda
a? bl
ab< —+— (a,b>0)
p q

saglanir ve her € > 0 i¢in

ab < ea? + C(e)b?

olacak sekilde C(g) > 0 sabiti vardwr. Burada C (g) = (ep) "7 ¢V dir.

Teorem 2.0.72 (Genel Holder Esitsizligi) (/35]) 1 < p1,...,pm < 00 ve pil + .+

i =1 olsun. uy, € LP* (Q) ve k =1,...,m ise

m
/|u1...um| dr < H ||uk||LPk(Q)
A k=1

saglanar.
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3 SINIRLI BOLGEDE DOGRUSAL OLMAYAN
DALGA DENKLEMININ CEKICISI

Bu boliimde, sinirhi bolgede kuvvetli sontimlii dogrusal olmayan dalga denklemi igin

(e (1,2) — oo (1, 2) — 2 (Jug (£, )P g (£, 2))
< FI0D) =g, ()€ 000X 01,
u(t,0)=u(t,1)=0, te(0,00),

uw(0,2) =up(x) , u(0,2) =uy(x), z€(0,1)

0
ox
(u

\

ile verilen baslangic sinir deger problemini

p>2, geL*0,1) (3.2)
ve A= inf l‘l‘w]"‘“’(o’” olmak {izere,
<p6W01’p(0,1) PliLp(o,1)
p#0
feC"(R) , liminf f(i) > —\P (3.3)
lslsoe |s[P77 s

kosullar1 altinda ele alarak, bu problemin zayif ¢ozlimiiniin uzun zaman davranigini

cekiciler vasitasiyla inceleyecegiz.

3.1 Zayif Coziimiin Varligi, Tekligi ve Baglangi¢ Verilere Siirekli
Bagimlilig:

Bu kisimda, (3.1) probleminin iyi konulmus bir problem oldugunu, yani problemin zayif
¢Ooziiminiin varhigini, tekligini ve baslangi¢ verilere stirekli bagimli oldugunu ispatla-

yacagiz. (")ncelikle, (3.1) probleminin zayif ¢dziimiiniin tanimini verelim.

D
1

Tanim 3.1.1 u € L'(0,T; W?(0,1)), u, € L0, T; W, 7 (0, 1))nC([0, T); W77 (0, 1))
ile u(0, ) = ug(x), us(0, ) = uy(z) baslangig kosullarin ve her v € W, *(0,1)
icin distribiisyon anlaminda (0,7T) de

1 1 1

p ut(t,w)v(w)dx—l—/um(t,m)v’(x)dqu/|u$(t,x)|p_2 Uy (t, x)0' (z)dx

1

+ /1 Flu(t, z)yv(z)de = / g(w)o(z)dz

0
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esitligini saglayan u (t, ) fonksiyonuna (3.1) probleminin [0,T] x [0, 1] 'de zayif ¢ozimai

denir.
Bu kisimda ispatlayacagimiz ana teorem su sekildedir:

Teorem 3.1.2 (2.2)-(3.8) kosullar altinda, her T > 0 ve uy € Wy7(0,1), uy €
L2(0,1) igin, (3.1) problemi, w € L= (0,T;Wy?(0,1)), u, € L®(0,T;L?(0,1)) N
L2 (OaTa Hﬂl (05 1))? Uy € L2 (07T7 W_Lp%l (07 1)) ve

B(w®)+ [l () dr < E(u(s), ¥t 2 520 (3.4)

enerji esitsizligini saglayacak sekilde, teku (t,z) zayf Qozumune sathtzr Burada E(u(t))
= 3w @220 + 5 llue Ol +fF (t,z) dl‘—fg u(t,z)dz ve F(u) =

ff ) dz ile tansmbdir. Dahasi, ederv € L0, T; Wy (0,1))NWh°(0,T; L? (0,1))N

W1’2 (0,7T; H} (0,1))nWw22 (0, T W57 (0, 1)) fonksiyonu (3.1) probleminin (vg,v1) €
Wol’p (0,1) x L*(0,1) baslangi¢ kosuluna uygun zayif ¢ozimai ise, bu durumda

Ju(t) —v (75)”1{5(0,1) + [l () — v (t)HH*l(O,l)

<C <T7 H(u07 ul)HWOl’p(O,l)XLQ(O,l) ) H(U07Ul)HWOl’p(O,l)XLQ(O,l))
X (HUO - UOHH&(O,l) + Jur — UlHHfl(O,l)) , Vvt € [0,T] (3.5)

esitsizligi saglanir. Burada C : RTx Rt x Rt — R* her bir degiskene gore azalmayan

fonksiyondur.

Bu teoremin ispatina ge¢gmeden 6nce, p-Laplasyan operatorii olarak da bilinen A :
Wy?(0,1) — Wb (0, 1), Ap = —%(h@’\pd ¢') operatériinii tammlayalim. Once-
likle,

M%Mz/@%ﬁ”¢@W@MnWEWV@D

olup her u € C* ([0,T]; W, " (0,1)) icin
1

(Au (t) ,ue (1)) = / g (£, ) [P ug (£, @) Uy (£, ) da

1
1 [d ) 1d
—ﬁjaﬂ%ﬁwﬂﬁw—dezUan (30
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saglanir. Burada ve bundan sonra, (-, -) simgesi ile uygun uzaylar arasindaki dual formu
isaret edecegiz. Ayrica, A operatorii Wy (0,1)’den Wbt (0, 1)’e smirh, monoton ve
hemisiireklidir. Gercekten, keyfi ¢, € W, (0, 1) icin, Holder esitsizligini kullanarak

1
mww|</w W @) de < 10ty 19 o
aliriz. Buradan, ¢ # 0, HiﬁHW(},p(o ;) < 1 lizerine supremuma gegerek

4@y oy < 12ty

7T (0,1

olup A’nin sinirliligim elde ederiz. Diger yandan,
(lal”"*a—|p["*b) (a—b) >0, a,be R (3.7)
esitsizligini kullanarak, keyfi ¢, € VVO1 ?(0,1) igin

(Ap = AP, 0 — ) = (Ap, p) — (Ap, V) — (A, @) + (AP, 1)

=/W@W”¢@memj/W@W”¢MW@Mw

—/Mwuw2¢%@¢%w¢w+/nwww2w%mwwwdx

/Q¢ P2 (@) — [0 @ () (¢ () = ' (@) do 2 0

0

aliriz ve boylece monotonluk 6zelligi ispatlanmis olur. Son olarak, o, € VVO1 ?(0,1) ve
{tn} _,ise bir o € Rigin ¢,, — %, olacak sekilde reel bir dizi olsun. Bu durumda, her
n—oo

n > Ny igin |t,| < |to| + 1 olacak sekilde Ny € N vardir. Oncelikle

1

(Al +tay),¢) = / ¢ (@) + 1t (@) (¢ (2) + ot (2)) ¢ () dv (3.8)

0

saglanir. Bu egitligin sag tarafindaki integralin i¢indeki fonksiyon i¢in,
la+ b’ <max{1,2°7"} (la]” +[b|"), a,b €R,p>0
esitsizligini kullanirsak, her n > Ny i¢in

1
= ¢+t Y]

&'+t P72 (¢ + tad)
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<27 (P (ol + 0 W) ) by 01)de (39)

alirz. Ayrica, Holder esitsizliginden

1

J (& @F 4 ol + 07 W @F ) o @) da

0
<ll¢'ll%s LP(O 1) HWHLP(Ol + ([tol + 1) ' Ik ||Lp 0,1) (3.10)

elde ederiz. Dahasi, ortalama deger teoremine gore

‘W ) P (0 ) — |t PR+ o)

1
<(p-1) /wme+rw—mW?2w 1t — to] [
0

< (p— Dmax {1,277} (I¢/ + ot/ + [ta — 1P [¢/1")
X [t —tol [¢'], hhy (0,1) de

esitsizligini ve dolayisiyla
lim |’ + '[P (@ + tat) ¥ = | + 10" (¢ +toy) &/, Bihy (0,1) e

aliriz. Boylece, Lebesgue yakisaklik teoremine gore, (3.8)-(3.10)’dan, (A (¢ + t,1) , 1)
= (A(p+toh), ) yakinsamasimi ve dolayisiyla A'nin hemisiirekli oldugunu elde
ederiz.

Simdi, Teorem 3.1.2’nin ispatna gecelim. Ispati iki lemma seklinde verecegiz. Ilk

olarak, (3.1) probleminin zayif ¢dziimiiniin varhig ile ilgili lemmay1 ispatlayalim.

Lemma 3.1.3 (3.2)-(3.3) kosullari altinda, her T > 0 ve ug € Wy (0,1), uy €
L*(0,1) igin, (3.1) problemi, v € L™ (0 T; W, " (0,1)), us € L>=(0,T;L*(0,1)) N
L*(0,T; H} (0,1)), uy € L2 (0 T: W7 (0, 1)) olacak sekilde en az bir u (t,z) zayf

cozumune sahiptir.

Ispat. Ispat1 Galerkin yontemini kullanarak yapacagiz. Kabul edelim ki {wy, wo, ...}
kiimesi H? (0,1) N Hy (0,1) uzaymn, A : H?(0,1) N H} (0,1) € L*(0,1) — L*(0,1),

A= a = ozeglemk ve tersi kompakt operator olmak iizere,



ile verilen Dirichlet probleminin 6zfonksiyonlarindan olusan ortonormal bir tabani ol-
sun. Buradan, (ug,uy) € Wy? (0,1)x L? (0, 1) oldugundan, H? (0, 1)NH} (0,1) uzaymn
W,y (0,1)’de yogun oldugunu kullanarak,

Uon = Z AnpWg Urp = Z Bnkwka
k=1 k=1
Ugn — Up Wol’p (0,1) ’de, (3.11)
n—oo

Uin = U L?(0,1) de

kogullarimi saglayan wugy,, w1, € span{ws,...,w,} bulabiliriz. Simdi, (3.1) probleminin

yaklagim ¢oziimunii
wn (£) = co (£) wi
k=1

seklinde olugturalim. Burada ¢, (t) fonksiyonlar:

n

D i) (wiyws) + Y (B) (Mg, wy) + <A (Z Cuk (F) wk) >wj>

k=1 k=1

+ <f (chk (1) wk) ,wj> =(g,wj), j=1,...n (3.12)

ikinci mertebeden adi diferansiyel denklem sistemi ve

i (0) = , € (0)=8,; j=1..,n (3.13)

baslangig kogullar1 ile belirlidir. det ((wy,w;)) # 0, f € C(R) ve A operatérii he-
mistirekli oldugundan, Peano varlik teoremine gore, her n igin, (3.12)-(3.13) problemi,
0 < t, < T olmak tizere, bir [0,t,) araliginda taniml en az bir yerel ¢éziime sahiptir.
Boylece, [0,t,) araliklarinda w, (t) fonksiyonlarimi tammlayabiliriz.

Simdi, (3.12); denklemini ¢ ; (t) fonksiyonu ile carpip j = 1’den j = n’e toplarsak,

kismi integrasyon ve (3.6)’dan

1 1

d [1 1

G 5 T Oy + 3 e (o) + [ F ) = [ g0 t,) d
0 0

+ [[tnte (t)||i2(0,1) =0, Vt €[0,1,)

elde ederiz. Bu denklemi (0, ¢)’de integre ederek

E (un (t) + / [tnta (7—)”332(0,1) dr < E (u, (0)), Vt € [0,,) (3.14)
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alirz. Simdi bu esitsizlikten bir én degerlenme elde edelim. Oncelikle, (3.3)’1 goz 6niine

alarak, yeterince biiyiik 0 > 0 i¢in

f(s)

s

_,upa ‘S| >0

olacak sekilde 0 < p < A sayisinin varhigini elde ederiz. Bu esitsizligin her iki tarafim
|s|” ile carparsak

sf(s) = —u"ls|”, |s| >0

saglanir. Buradan, f’in siirekliligini goz 6niine alarak, s > ¢ durumunda

F(s):jf(z)dz+/sf(z)dz
0 1)

P P
> —c1 — up/,zp_ldz > —c — %sp + %5”
1

esitsizligi; s < —0 durumunda ise

0 -5
F(s) = —/f(z)dz—/f(z)dz
= s
7 p P
> —cy — P / (—2)P tdz > —co + iy (—s)?
p p
esitsizligi saglanacak sekilde c¢;,co > 0 sabitleri vardir. Boylece, ¢z := max {cy,co}
olmak iizere
1P
F(s)>——]Is[" —c3, |s|>9 (3.15)
p

saglanir. Diger yandan, yine f’in siirekliliginden, bir ¢, > 0 sabiti i¢in

F(s)z—/|f<z>\dzz—/\f<z>rdzz—c4, 5| <6

olup (3.15) ile birlikte, Cy := max {c3, ¢4} olmak tizere
1
F(s)>——|s/"—=Cy, VseR
p

oldugunu elde ederiz. Buradan,

1

1
P
/F(un (t,x))dx > —%/|un (t,z)|" dz — Cy
0

0
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1 p
> 5 s (000 = o ¥ € [0,82) (3.16)

esitsizligini buluruz. Ayrica, F' (0) = 0 oldugundan, ortalama deger teoremini kullana-
rak, W,” (0,1) < L* (0,1) siirekli gomiilmesi ve (3.3)’ten

1 1 1

/F un (0,)) dx:/ /F’(Tun(O,a:))dT up (0, ) da

0 0 0

1

< / / |F (7 (0,2))] dr | [un (0, )| da

0
< Gyt (O 3oy < Co Nt (0o (3.17)

aliriz. Diger taraftan, Holder ve Young esitsizliklerini kullanarak, keyfi ¢ > 0 igin,

(3.2)’ye gore
1

[ 9@ .5) d < il 1 g Ntn @l

0
<Cf(e )IlgllLa(m + e llun Oz,
<Cf(e )!I9!|L201>+ 7 lwne D170, V2 € [0, 8) (3.18)

elde ederiz. Dahasi, yine Holder esitsizliginden, (3.2)’ye gore

1

[ @) de < gl o Ol

0
< Cs H9HL2(0,1) [un (0)HW01”’(0,1)

saglanir. Son esitsizlikle birlikte (3.16)-(3.18)1, (3.14)’te goz Ontine alirsak
1 1 1 /
woooe
3 1o O+ (5= 355 = 55 ) s Oy + [ T (Dl
0

1
2
[ttt (O>HL2(O,1) + 5 [thng (0)HI£P(OJ) + Ca [lun <O)||W01’p(0,1)

_p_
C (&) 9l z20,1) + Cs 191l 20,0y 1 (Ol .0y + Co, VE € [0, 2)

olur ve ¢ < %p (1- ’;—Z) segersek, (3.11); ve (3.13)’ten

2
e (O30 + s O / et (P 7
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<C (”(u(]muln)HWOl’p(O,l)XLQ(O,l) ) H9HL2(0,1)> , Vte[0,t,)

alirniz. Burada C' : RT x R™ — R™ her bir degiskene gore azalmayan bir fonksiyondur.
Son esitsizlikte, (3.11)5-(3.11)5%e gore {(uon, u1n)}o, dizisinin Wy (0,1) x L?(0,1)’de

(uo, up)’e yakinsak oldugunu dikkate alirsak

o O30+ s Ol /mm Mz

< C (110wl 2o - 19l ) » v € [0, )

elde ederiz. Boylece, u, () fonksiyonunun [0, 7] araligina genisletilebildigini aliriz. Bu

durumda,

E (up (t))+/Hum (D220, 7 < B (ua (0)), ¥t € 0,7] (3.19)

ve

2
it )20ty + time By /wm o) dr

<C (H(UmUl)“wgvf’(o,l)xm(og) ) H9HL2(0,1)) , vt € [0, 7] (3.20)

saglanir. Diger taraftan, (3.12); denklemini, ?c - (t) fonksiyonu ile ¢arpip j = 1’den

j = n’e toplarsak
(et () A% nge () + (Mg (8) s A e () + (A (8) , A2t ()
+ (f (un (8)) s A% ungy (1)) = (g, A 2w () ), VE € [0,T]
elde ederiz. Burada A operatériiniin zeslenik oldugunu géz éniine alirsak
A e )01y < 9 APt ()] + [ Catne (6), A e (2))]

+ [( Ay (£) , A g (0| 4 [(F (un (8)) , A2t ()], VE € [0, T) (3.21)

esitsizligini aliriz. Simdi, bu esitsizligin sag tarafim degerlendirelim. Ik terim icin,

Holder esitsizligi ve (3.2)'den

\(g, A_Quntt (t)>| < ||g||L2(0,1) HA_Quntt (t)HLQ(O,l)

< Cy || A e (1) vt € [0,T] (3.22)

HLQ(OJ) ’
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elde ederiz. (3.21) egitsizliginin sag tarafindaki ikinci terimi dikkate alirsak, Holder

esitsizligi ve (3.20)'den
}<Um (), A ey (t)>| < |t (t>HL2(O,1) ”Ailuntt (t)Hm(o,l)

< Cs ||A e (t)HLZ(m) Yt €[0,T] (3.23)

alirz. (3.21) esitsizliginin sag tarafindaki tiglincii terim i¢in Holder esitsizligi uygulayip

(3.20) ve H' (0,1) < LP (0,1) siirekli gomiilmesini goz oniine alirsak

_ - d ,,_
‘<Aun (t) 7A 2untt (t)>‘ S Hun:t? (t)‘ ip(lo,l) ’% (A 2untt (t))

Lr(0,1)

0
< Cs e (At (1))

H(0,1)

S C? HAiluntt (t)HLQ(O,l) 7Vt § [07 T] (324>

buluruz. (3.20) esitsizliginin sag tarafindaki son terimi dikkate alalim. Hélder esitsizligini

kullanarak, (3.3) ve (3.20)'den

|(f (un () s A2 (1))] < Cs || A2ty (t)HLz(o,l)

< Cy ||A ey (t)HLQ(M) Vit € [0,T) (3.25)

aliriz. Boylece, (3.22)-(3.25)’1 (3.21)’de goz Oniine alirsak

1A e @)1y < Cro 1A it (] ooy 8 € 10,7

ve buradan

[tnee (D)l 11201y < Cro, VT € [0, T] (3.26)

elde ederiz. (3.20), (3.26) ve A'min simirhligindan, Banach-Alaoglu teoremine gore,
{undo? s {uneborys {tnu boo, dizilerinin zayif ve zayif—x* yakinsak alt dizilerine gegebiliriz.
Genelligi bozmadan, bu alt dizileri yine {w,}— |, {wn oo {wn}, o ile gosterirsek,

( w* o0 . 17p Y
up = u L (0,7 Wy (0,1)) de,
Upy — ug L= (0,T; L%(0,1)) de,
n—oo
Uy — vy L2 (0,T; HE (0,1)) de, (3.27)
n—oo

Uit w—*> uy L™ (07 T H? (07 1)) 'de,
n—oo

Au, 5 L (O,T; Wbt (0,1)) 'de

\ n—oo
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yakinsamalar saglanacak sekilde u € L (0,75 W, (0,1)) N W= (0,T; L (0,1)) N
Wh2(0,T; Hy (0,1)) N W2 (0, T; H2(0,1)) ve x € L™ (O, T: W51 (0, 1)) fonksi-
yonlar1 vardir. Dahasi, (3.27);-(3.27)4’e gore

§
HUHLOO(O,T;WOLP(OJ)) < h,{gg}f HunHLOO(O,T;WOl’p(O,l)) ;
HUtHLoo(o,T;L2(0,1)) < li}gicgf HuntHLoo(o,T;L2(o,1)) g

HutHL2(0,T;H3(O,1)) < liggiogf ||untHL2(0,T;H3(0,1)) )

{ HuttHLOO(O,T;H*?(O,l)) < h}lgglf HunttHLOO(O,T;H*Z(O,l))

oldugundan, (3.20) ve (3.26)’y1 toplayip n — oo iken limite gegerek

||utt||L°°(0,T;H*2(O,1)) + ||ut||L°°(O,T;L2(O,1)) + ||ut||L2(o,T;H3(o,1)) + ||U||Loo(o,T;W011P(o,1))

< C (Iuto, un)llygr oy 2oy N9 0 (3.28)
elde ederiz.

Simdi, u fonksiyonunun (3.1) probleminin zayif ¢6ztimii oldugunu gorelim. (3.27);-

(3.27)9’den, H' ((0,T) x (0,1)) uzaymda

w
Uy — U

n—oo

yakinsamasim ve buradan, H* ((0,7) x (0,1)) < L*((0,T) x (0,1)) kompakt gomiilme-
sine gore, L2 ((0,T) x (0,1)) uzaymnda

Up — U (3.29)

n—oo

alirz. Boylece, ortalama deger teoremi ve W, 7” (0,1) < L* (0, 1) siirekli gémiilmesin-

den, (3.3), (3.20) ve (3.28)’den

2

/T/1|f(“” (t,x)) = f (u(t, )| dedt

=

1 1 2

< O/O/ O/|f’(U(t,x)+T(un(t,x)—u(t,x)))| dr | Ju, (¢, 2) — u (t, )] dadt

< Cut lun = ullp20.1)%0.1))

olup (3.29)a gore, L*((0,7T) x (0, 1)) uzaymnda

fun) — f (u) (3.30)

n—oo
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yakinsamasi saglanir. (3.12); denkleminde n — oo iken limite gegersek, (3.27) ve

(3.30)’u kullanarak

(uge (t) ,wy) + (Aug (), wz) + (x (), wz) + (f (u(t)), wy)

= (g,w;), h.hy. (0,7)’de, j =1,2,... (3.31)

elde ederiz. Burada span {w;,ws, ...} kiimesinin H? (0,1) N H} (0,1) uzaymmda yogun
oldugunu goz oniine alirsak, her v € H? (0,1) N H} (0,1) igin v, € span {wy, ws, ..., w, }
ve H?(0,1) N H} (0, 1) uzaynda

Up —> U

n—oo

olacak sekilde {v,} 7 dizisi vardir. Boylece, (3.31)’e gore

(e (£) ;on) + (Aug (8) , vn) + (O (8) o) + (F (u (), 0n) = (g, 0n) , By (0,7T) de

oldugundan, burada n — oo iken limite gecerek, her v € H? (0,1) N H} (0,1) igin

(g (1), 0) + (A (t) ,0) + (X (8) ,0) + (f (w(#)),v) = (g,v), by (0,T) de

alirz. Buradan, uy; € L2 (O T W71 (0, 1)) oldugunu ve L? <0 T; W57 (0, 1)>

uzayinda
Ut (1) = o (1) + X (8) + [ (u(t)) =g (3.32)

esitliginin saglandigim elde ederiz. Bu durumda, v'nun (3.1); denklemini ¢6zdiigiint gos-
termek icin, ¥ = Au oldugunu gostermek yeterlidir. Ilk olarak, Onerme 2.0.55% gére,
u € L®(0,T;W,7(0,1)), uy € L*0,T; H}(0,1)) oldugundan v € C([0,T); H}(0,1))
oldugunu ve u; € L*(0,7;L*(0,1)), uy € L>®(0,T; H2(0,1)) oldugundan u; €
C ([0,T]; H*(0,1)) oldugunu goz oniine alahm. Bu durumda, Lemma 2.0.56’y1 uy-
gularsak, u € C, (O,T; Wol’p (0, 1)) ve uy € Cs (0,75 L?(0,1)) oldugunu aliriz. Burada

Y* uzay1 Y uzaymin duali olmak tizere
CS (0>T7Y) = {u tu € L (OaT;Y)> <u730> € C[0>T] 7v90 € Y*}

seklindedir. Boylece, (3.12); denklemini ¢,; (t) fonksiyonuyla carpip, j = 1'den j = n’e
toplayip elde edilen denklemi (0,7")’de integre edersek, kismi integrasyondan

/ (At (£) 1 (£)) dt = (ttng (0) , 1 (0)) — (t (), 0 (T))
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1

2 2

/ e (a0t = 5t (D) + 5 e O) 20
T

T

—/UWmeMmﬁ+/@mMmﬁ

0
olur ve bu esitlikte (3.27)1-(3.27)4 ve Onerme 2.0.55’e gore

un = u C([0,T]; Hy (0,1)) de,

n—oo

e — g C([0,T]; H1(0,1)) de, (3.33)

n—o0

U — up L2 (0,75 L%(0,1)) de

n—0o0

oldugunu goz oniine alirsak, (3.29) ve (3.30)’dan

imsup. [ (At () (6)) dt < {un 0),0(0)) — (s () ()
/wtnmm 2 e (D)) + 5 s (O) 20
—/<f(U( dt+/ (3.34)

aliriz. Diger yandan, (3.32) denklemini w ile (0,77) x (0, 1)’de test ederek

/<X (), u(t)) dt = (u; (0),u(0)) = (u (T),u(T))

T
1 2 1 2
[ O 00yt = 5 o Doy + 5tz OV
0

T T
- [ umas [
0 0
buluruz. Buradan, (3.34) ile birlikte
T T
lim sup / (Auy, (t) ,uy, (1)) dt < /
n—o0 s

olur. Buradan, A operatorii monoton oldugundan

lim Sup/ (Av (t) — Auy, () v (8) — uy, () dt >0, Vo € LP (0, T Wy (0, 1))

n—00
0
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olup (3.27); ve (3.27)5’e gore

T

/Oww—xﬂhﬂﬂ—uwﬂhi/MMﬂw@»d /uwu u (1)) dt

0

—/uuwmmﬁ+/uﬁmwmﬁ

> lim sup

n—o0

Ot — 5

(A () v (1)) dt — / (Av () up (1) dt

/ (Au, (t),v (t)) dt + / (Auy, (1), up (t))dt}
~ limsup / (Av () — Aup (£), 0 (£) — un (£)) dt > 0

aliriz. Simdi, son esitsizlikte, keyfi w € L? (O, T: Wol’p (0, 1)) ve 7 > 0ic¢in, v =u — 7w

alirsak
/kA«u@)—rw(@)—x«w,—wuu»dtzo
olup
/YAwuwwwa»—x@»w@»ﬁso

saglanir ve burada 7 — 0 iken limite gecersek, A’nin hemistirekliligini géz 6niine alarak
T
[ = x 0 w0 <ovw e 2 (0.7037 0.1)
0

elde ederiz. Yukaridaki prosediirii w yerine —w alarak tekrar edersek elde ettigimiz son
esitsizligin tersini aliriz. Boylece

T

/ (Au(t) — x (), w () dt =0, Yw € L (0, T; W, " (0,1))

0
ve dolayisiyla x = Au olur.

Dahas1, (3.27)1-(3.27),’ten, Onerme 2.0.55% gére, C ([0, T]; L? (0,1) x H~' (0, 1))

uzayinda

(Uns ne) —> () (3.35)

n—oo
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saglanir. Bu durumda, (3.11); ve (3.13)’ten, 6zel olarak L? (0,1) x H~'(0,1) uzayinda

(Uon, u1n) — (u(0),u (0))

n—o0

yakimsamasimi elde ederiz. Buradan, (3.11),-(3.11)5’e gore, Wy?(0,1) x L?*(0,1) —
L%(0,1) x H71(0,1) siirekli gomiilmesinden, (u (0),u; (0)) = (ug, u;) alinz. Boylece, u
fonksiyonu (3.1)3 baglangi¢ kogulunu saglar ve dolayisiyla (3.1) probleminin (ug, u;) €
Wy?(0,1) x L?(0,1) baslangi¢ koguluna uygun zayif ¢oziimiidiir. m

Simdi, zayif ¢oziimiin baglangig verilere siirekli bagiml ve tek oldugunu gosterelim.

Lemma 3.1.4 (3.2)-(3.3) kosullar: altinda, (3.1) probleminin zayif ¢ézimi baslangig

verilere strekli bagimlidir ve tektir.

Ispat. Oncelikle, u, v € L>(0,T; W, (0,1))NW (0, T; L2(0,1))NW12(0,T; H1(0,1))
AW2(0, T; W51 (0, 1)) fonksiyonlar1, (3.1) probleminin, sirastyla (uo, u1), (vo, v1) €
Wol’p (0,1) x L*(0, 1) baglangi¢ kosullarina uygun zayif ¢oziimleri olmak tizere, w (t) :=
u (t) — v (t) olsun. Bu durumda,

( Wyt (£, ) — Wiy (6, 1) — a% (Jus (¢, )PP uy (t2) — |ve (6 2) [P vy (¢, z))

+f(ult,x)) = fo(t,2) =0, (t)€(0,T)x(0,1),
w(t,0)=w(t,1)=0, t € (0,7T),
| w(0,7) =uo(x) —vo(x), w(0,2) =wus(x) —vi(2), z€(0,1)

(3.36)

problemini aliriz. (3.36); denklemini dw ile ¢arpip (0,1)’de integre edersek, kismi in-

tegrasyonla
1

d 5 )
1o [wtow e de s S @1,
0

+5/ (e (8, 2) P2 ug () — [vg (6, 2) P20, (7)) w, (¢, 7) da

1

= 8 lwe (D) 72(0,1) — 5/(f (u(t,2)) = f(v(t,2))w(t,x)de, VE€[0,T]  (3.37)

0

elde ederiz. Ik olarak, bu denklemin sol tarafindaki ikinci terim i¢in

(JafP2a—b"2b) (a—b) > = (Ja]" >+ [p") |a — b, abeR (3.38)

DN | —
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esitsizligini kullanarak

1
5 / g (8, 2) P2 g () — [vg (1, 0P 20y (,2)) ws (¢, 2) do
0

1

= g / (lue (8, 2) P72 + |0y (8, 2) [P |w, (¢, 2)* dz, Vit € [0,T] (3.39)

aliriz. Diger taraftan, (3.37) nin sag tarafindaki ikinci terimi goz 6niine alirsak, ortalama

deger teoremine gore, (3.3), (3.28) ve W, * (0,1) < L (0, 1) siirekli gémiilmesinden

- / (f (u (b)) — (0 (. 2))) w (t,2) de

1 1

§5/ /\f’(v(t,x)+7(u(t,a:)—v(t,x)))|d¢ \w (t,z)|” dx

0 \o
<Cflw (t)Hi?(O,l) , vt €10, T]

saglanir. Bu esitsizlikle birlikte (3.39)'u (3.37)’de gbz 6niine alirsak

1
d )
45 / w (t2)w () da + 5 s (8220
dt 2
0

1

+§ / (lua (£, 2) P72 + |, (8, 2)P7%) Jw, (¢, 7) ] do

0
2 2
< 6 fJwy (t)HL?(O,l) + C1 [|w (t)”L?(O,I) , Vte[0,T] (3.40)
elde ederiz. Diger yandan, A operatorii Lemma 3.1.3’te tamimlanan 6zeslenik operator
olmak iizere, (3.36); denklemini A~'wy, ile garpip (0, 1)’de integre edersek, kismi integ-

rasyon ve A'nin 6zeslenik oldugunu kullanarak

d (1], 1 2
@ (5 [t )

2
) £ Ol

12(0,1)
= = (e (O 0 0= o (O 00 ) 5 (A~ (1))
()~ £ () A (1), e [0.7] (3.41)

aliriz. Bu esitsizligin sag tarafindaki ilk terimi degerlendirelim. Holder ve Young esitsiz-
ligine gore, keyfi p > 0 igin

2

P "

oz

(A w (¢, 2))

- / | a7t e9)
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o[ 2t 0.0) 2 (0 )

(A wy (1))

[ (t)HL2(O,1)

<2 ' 9
Ox L2(0,1)

<2 (C (| At )]

bl Ol Vo€ (0.1), Ve € 0.7]

L2(0,1)
saglandigindan
0 2 1 2 2
A <2(c HA" ¢ / Yteo,T
) <2(cw|atnl,,, <l Oo) wen

olup ortalama deger teoremini kullanarak, Holder, Young esitsizligi ve (3.28)’den, keyfi

€ > 0 igin
= (e O 00 = o OF 0, (0) 5 (™" 0))
< |||ux Ol 2 Uy (t) — |vg (t)|P*2 HLl v, aax (A L, (t )) .
<(p-1) ( [l 4 7 (0 ) — 0P dT) e ()
0 L'(0,1)
0
AL,

o ( < )) L°°(0,1)

< Cy || (Juw (B2 + [ ()]P2) 10 ( HLl(Ol aax (A (1))
L>(0,1)

- (/ (I (1, 2) P+ o (1,)2) 2

0

e
g(/\ Wy (t))

< (3 (/ (s (8, 2) [P + |vg (8, 2)[P77) dx)

0

(e (0P 4 o (0P o 1.0) )|

L20(0,1)

NI

L>(0,1)

) ( [ Qe )P+ o (0002 s (1.0 d"”) Ha% (37w (1))

0

1

< Cy (6/ (lua (. 2) 7+ o (8, 2)"77) w, (8, 2) | da
0

2

+uC (g) ||w; (t)Hi?(O,l) +C (u,2) HA_%wt (t)H
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elde ederiz. (3.41) esitsizliginin sagindaki ikinci terimi ele alalim. Ortalama deger
teoremi, W,* (0,1) < L>(0,1) siirekli gomiilmesi, (3.3), (3.28), Holder ve Young
esitsizligine gore
—(fu(®) = f (1) A w (1))
<17 (u (@) = £ @O oy 1A 00 O] o,

1

< / (v () + 7 (u(t) — v (t)]dr | w(t) [A™ e ()] 2.0

0 L2(0,1)

< Cs llw )l 20y || A e (t)HLz(o,n

2

< Cs (Hw o HA_%wt (t)‘

olur. Bu esitsizlikle birlikte (3.42)’yi (3.41)’de kullanirsak

4 (4l

), vt € [0,T]

L2(0,1)

2
o) 1 @

1

< Cg 5/ (ue (t,2)[P7% + |vg (t,x)|p_2) lw, (t, )| da

0
2 = _1 2
10 (&) e ()09 + € (o) [ A ),
2 1 2
e O3y + [AHewe 1) LQ(OJ)) Vie[0,7] (3.43)

elde ederiz. (3.40) ile (3.43) esitsizliklerini toplayip &, i1 ve §’y1 yeterince kiiglik segersek

dq) (t) 2 _1
Sl <o (Hw(t)HLg(O’l) + HA F, (t)‘ Lz<o,1>)’ vt € [0,T] (3.44)
1 2
alinz. Burada @ (t) == ¢ [w; (t,2) w (¢, z)dz + 2 |lw, (t)||iQ(0 y + : HA‘%wt (t)‘ 20
0 ’ £2(0,1

seklindedir. Holder ve Young esitsizliklerine gore, A’nin 6zeslenikliginden

1

6/wt (t,0) w (1, ) do| = 6| (A~¥w, (1), Adw (1))

0
< 5HA—% t ( (A% i ’
- wt( ) L2(0,1) w( ) L2(0,1)
<1 - (15)]2 + 62 [a3 (t)H2 vt € [0,T]
— 2 2
— 4 ! L2(0,1) v £2(0,1) ’

olup ¢ yeterince kii¢iik oldugundan

Cs (Il () g0y + Il ()10 ) < @ (8)
38



< Cy (o )g0n) + e Ol ) » ¥ € 10,7 (3.45)
elde ederiz. (3.45)’1 (3.44)’te goz Oniine alirsak

®
dd—t(t) < Cuo® (1), Wt € [0,T]

Chot

saglanir. Bu esitsizligi e~ ile carpip 0’dan t’ye integre edersek

® (t) < T ®(0), Vt € [0,T]
olup (3.45)1 dikkate alirsak

2 2
| w (t)”Hg(o,l) + [lw (t)“H—l(O,l)

< Cue” (Jlw )30 + e O) -1 ) » Ve € 0,7)

elde ederiz. Burada C; (i = 1, 11) sabitleri || (uo, u1)||W01,p(071)XL2(071), I (v, v1) ||W01’p(0,1)><L2(0,1)
normlarina baghdir. Boylece, ¢coziim baslangic verilere siirekli bagimli olup 6zel olarak
tektir. m

Simdi, (3.19) ve (3.27)’den, Lemma 3.1.3 ile belirli zayif ¢6ztimiin, s = 0 igin, (3.4)
esitsizligini sagladigini soyleriz. Lemma 3.1.4’e gore ¢oziimiin tek oldugunu da dikkate
alirsak, her t > s > 0 i¢in (3.4) esitsizliginin saglandigini elde ederiz. Béylece, Lemma
3.1.3 ve Lemma 3.1.4’ten Teorem 3.1.2°yi aliriz.

Sonug olarak, u fonksiyonu (3.1) probleminin zayif ¢éziimii olmak tizere, (3.1) prob-
lemi W," (0,1) x L?(0,1)’de S (t) (ug,uy) = (u(t),u; (t)) formiilii ile tammh zay:if
sirekli {S (t)},5, yarigrubunu iiretir. Burada zayif siireklilikle, Wy (0,1) x L?(0,1)
uzayinda ¢, I ise bu uzayda S (t) ¢, n_%m S (t) ¢ oldugu kastedilmektedir.

3.2 Yerel Olmayan Cekicinin Varhg

Bu boliimde, {S (t)}tZO yar1 grubunun diizgiin kuvvetli yerel olmayan gekicisinin varhigini

ispatlayacagiz. Burada ispatlayacagimiz ana teoremleri verelim:

Teorem 3.2.1 (3.2)-(3.3) kosullar: saglansin. Bu durumda, her sunarl B € W, P(0,1)x
L*(0,1) ktimesi igin, (3.1) probleminin trettigi {S (t)},s, yarigrubu Wy* (0,1)xL?(0,1)
uzayinda Apg zayf yerel cekicisine sahiptir. Dahas, Ag zayf yerel cekicisi, B kimesi-

nin gorintisini H} (0,1) x L*(0,1) in kuvvetli topolojisinde ¢eker.
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Teorem 3.2.2 (3.2)-(3.3) kosullarina ek olarak, p < 4 oldugunu kabul edelim. Bu
durumda, {S (t)},5, yargrubu Wy (0,1) x L?(0,1) uzaynda A kuwvvetli yerel olma-
yan ¢ekicisine sahiptir ve A = M"(N) saglanir. Dahasi, A yerel olmayan ¢ekicisi
Whee(0,1) x W (0,1) 'de stmarlidar. Burada MY (N) kiimesi N sabit noktalar kiime-

sinden baglayan kararsiz (unstable) manifoldtur.

3.2.1 Zayif Yerel Cekicilerin Varlig:

Burada Teorem 3.2.1'1 ispatlayacagiz. Bunun i¢in bazi yardimci lemmalar1 verelim.

Oncelikle, agagidaki lemmay ispatlayalim.

Lemma 3.2.3 (3.2)-(3.3) kosullar, saglansin ve B kiimesi Wy (0,1) x L?(0,1)in
sirly alt kimesi olsun. Bu durumda, {¢;},e; C B, ty — 0o olmak tzere, {S(tx)p} ooy

seklindeki her dizi Hg (0,1) x L?(0,1) de yakinsak alt diziye sahiptir.
Ispat. Oncelikle, B'nin smirh oldugunu kullamrsak, (3.2)-(3.4)’e gore,

olacak gekilde Cp := C'(B) > 0 sabiti vardir. Simdi (ug,u1) € B ve (u(t),u: (1)) =
S (t) (ug, up) olsun. v := u, seklinde isaretlersek, (3.1)’den

Ut+AU:h,
v(0) = uy

(3.47)

problemini elde ederiz. Burada, A operatorii Lemma 3.1.3’te tanimlanan 6zeglenik ope-
rator ve h := a% (Juel” -2 uy) — f (u)+g’dir. Boylece, parametrelerin degisimi formiiliine

gore, (3.47)’den

t

v(t) = e Puy + /e_(t_T)Ah (1)dr (3.48)

0
p—2

saglanir. Oncelikle, keyfi ¢ € HSJF% (0,1) igin, kismi integrasyonla

[(h(2), )]

< [(lua (O e (1), )| 4 [ (w(B),9)] + g, )], VE =0 (3.49)

aliriz. Bu esitsizligin sag tarafin1 degerlendirelim. Ik terimi ele alalim. Holder esitsizligi

ve (3.46)’dan, HOﬁ (0,1) < LP (0, 1) strekli gomilmesine gore

Mux |p u ¢ >’ < lug ( |Lp(o1 ‘|¢/||LP(O,1)
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SO a2 <O s W20 (3.50)
H,?P (0,1) Hy 77 (0,1)

elde ederiz. (3.49)un sag tarafindaki ikinci terim icin, Wy (0,1) < L> (0, 1) siirekli
p2

;2
gomiilmesi, (3.3) ve (3.46)’dan, Holder esitsizligi ve HS+ ? (0,1) < L*(0,1) stirekli

gomiilmesine gore

[{(F @), ) < Coll¥llzory < Cs YNl ripz -, V620 (3.51)
% (0,1)
p—2
saglanir. (3.49)’un sag tarafindaki son terim igin, Holder esitsizligi, (3.2) ve H3+ (0,1)
< L?(0,1) siirekli gomiilmesinden
{9, D) < N9l 20y [Pl 20y < Call¥ll syn2 o V220 (3.52)
Hy 2P (0,1)
olur. (3.50)-(3.52)yi (3.49)’da kullanip ¢ # 0, ||| |, p=2 < 1 {izerine supremuma
H, *P (0,1)
gecersek )
ps < > .
Ih @ -renz2 ) <G5 VE20 (3.53)

elde ederiz. (3.48)’e gore, § € (O, 1— 132;2] olmak {izere,
P

t
G F T I O/ IR ungzs g, dr (359)

225 0.1 no2

saglanir. Simdi, bu esitsizligin sag tarafini degerlendirelim. Oncelikle, [[32], syf.116] daki

yontemi kullanarak

H et HE(D(AS),D(A”))

< Me ™t M>1,w>0,t>0s<0 (3.55)
v v .. . H2T(071)7 TE(_%a}l]a
soniim degerlenmesini elde ederiz. Burada, D (A7) = - sek-
HgT 0,1), 7€ (Z’ Z)
lindedir. Simdi, (3.54)’iin sag tarafindaki ilk terimi degerlendirelim. (3.55)ten, § €
9| . .
(O, 1— ’;—p} icin
—tA —tA
||e ulHHl‘%“s(o,n < ||e ||L(D(AO)7D(A5_%2_3)) HU1HD(A0)
< Met7 2075 |y oy » VE> 0 (3.56)

aliriz. Ote yandan, (3.54){in sag tarafindaki ikinci terim icin, (3.55)’ten, 6 € <0, 1— pz;pﬂ

icin
t
/ e RO g, A7
0
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t
< 0/ He<tT>A||L<D(A_%_%>7D(A%_%_%)) ||h<7)\|D(A_%_%2) dr
t

H

< —w(t—7) (4 _ \—1+3 - .
< M/e =1, dr V>0 (3.57)
0

elde ederiz. (3.53) ve (3.56)-(3.57)’yi (3.54)’te kullamirsak

t

HU(t)HHl—%—%o < Cy | eett2 (=57 9) +/e“(”> (t—r) " "odr |, V>0

0

saglanir. Burada, § € (0, 1— 7’2;;} icin,
ety s(171 ) < 1 > 1

oldugunu ve kismi integrasyonla

3 a

/e”(tT) (t — 7_)—1+§ dr = lim [ e «®7) (t— 7—)—1+§ dr
a—t—
0 0
2 s 2 s 2w [ ;
— i 2 —w(t—a) t— 5 “ fwtti et —w(t—7) t— 2
alﬁl’?* 56 (t—a)” + (56 + 5 € (t—7)2dr
0
<cs, VE>0

oldugunu kullanirsak

elde ederiz. Sonug olarak

~ p—2
sup o (o <%0 < € (22201] (3.5%)

alirz.

Diger taraftan, (3.46)’dan, her ¢ > 0 ve ¢ € B igin S (t)p € By olacak sekilde
sirh By € W,P (0,1) x L?(0,1) kiimesi vardir. O halde, ¢, — oo oldugundan, her
To > 1igin, k > K iken t, > Ty ve S(t, — To)p, € By olacak gekilde K € N vardir. Bu
durumda, Banach-Alaoglu teoreminden, t;, > Ty ve {S (tr,, — TO)SOkm}:Zl C B, dizisi
W7 (0,1) x L?(0, 1) uzaymnda zayif yakinsak olacak sekilde {k,,}°°_, alt dizisi vardir.

42



Boylece, (3.1), (3.2)-(3.4) ve (3.46)’dan,

(

S (th, — To) Pr,. nﬁé% Wy?(0,1) x L2(0,1) de,

Un, mL_m)o u L (0, 00; Wy (0, 1)) 'de,

Ut mw:; u; L™ (0,00; L%(0,1)) de,

umtnﬁout L?(0,00; H} (0,1)) de, (3.59)
Ut nﬁo ug L (0,00; H72(0,1)) de,

Uy () = w(t) Wy (0,1) de, V¢ >0,

m—00

Upny (1) % ug (t)  L?(0,1),Vt >0

yakinsamalar1 saglanacak sekilde o, € W, * (0,1)x L2 (0, 1) ve u € L= (0, 00; Wy (0, 1))
AW (0, 00; L2 (0,1)) N W2 (0, 00; H (0,1)) N W?2(0,00; H2(0,1)) fonksiyonlar
vardir. Burada (t, (), tm:(t)) = S(t + tx,, — To)¢y,, ile tammhdir. Simdi, (3.1); denk-

lemindeki v’yu w,, ve u, ile degistirip, elde edilen denklemleri birbirinden ¢ikararak

umtt<t7 ZE) r untt(ta l‘) - (umtxx(ta I’) e untacx(t7 IL‘))

_g(wmx(ta x)|p72 U (T, T) — |tng (2, x)|p72 Ung (T, 7))

ox
+f (um(t, ) — f (un(t,x)) = 0

denklemini alahm. Bu denklemi (0,7) x (0,1)’de 2t (u,, — u,) ile test edersek

1

o / (g (T, %) — 1ty (T, 7)) (1 (T, ) — wn (T, 7)) d

1

T
2// Ut (6, 2) — Upg (8, 7)) (U, (8, ) — wy (¢, 2)) dadt
00
T
=2 [ e 6) = o ()
0
+T [tz (T') — tna (T)Hi?(o,l) - / [tz (8) = tng (ﬂ”i?(o,l) dt

T o1
+2// |t (£, 2) P2 U (, ) — [t (, 2) P72 e (£, 7))
0 0

Xt (Upmg (8, ) — Upg (,2)) dadt
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1

T
42 [ [ (F tan(t,2)) = 1 n(t )t (8:2) =, () ddt = 0.9T 2 0
0 0
elde ederiz. Bu egitligin sol tarafindaki altinci terim icin

(lal”%a—[p["b) (a —b) > cla — b, a,beR (3.60)

esitsizligini kullanirsak

T

T it (T) =t (D)l + Cr [ e (6=t (Ol
0

T
2 2
< / b (8) =t (][220 0l + 2 / e (8) — 1 (8o,
0

—2T/ (g (T, 2) — Uy (T, ) (g (T, ) — wy, (T, ) dx

1

+2// Ut (8, ) — Upe (8, 7)) (U (t, ) — wy (t, ) dadt

20/0/ (o (7)) — f (tn (6, 2))) £ (i (£, ) — up (£ 2)) dadt, YT >0 (3.61)

aliriz. Simdi, (3.61)’in sag tarafindaki ilk terimi géz oniine alirsak, @ := {t € (0,7 :

Ntz (£) — Uz (¢ )||L2 01) = C%t} olmak tizere,

T
2
/ et () = e (8)]|22,
0

1 T
_ / it (8) — th (1) 220, + / b (8) — thns (1) 220
0 1
<Cot / it (8) =t () 2581 e (8) — e (8) 2

2
+ / it (8) = e (6o,
1, T\Q

T 2

1\ 72
g08+07/t||um (1) = tne ()20 dt+/ <0_7t) dt

Q 1
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< Cr [ e () = s (Ol oy e+ Co (T4 4107, v 21
Q
elde ederiz. (3.62)yi (3.61)’de kullanirsak, Holder esitsizligi ile

||umx (T) — Ung (T)HiQ(O,l)

(Tmax{O,Z%g} + ln T) ,
<c, . 42 [ N (6) = s O

=2 (Ut (T, 2) — Uy (T, ) (U (T, ) — w0y, (T, ) dx

1

+ / (U (8, ) — g (8, 7)) (U, (8, ) — up (¢, 2)) dudt

2
T

C’\q O\H

1

’ﬂlw

alinz. Burada, (3.29)-(3.30) ve (3.59)u goz oniine alip Onerme 2.0.55%e gore

Upme — uy L*(0,T5L%(0,1)) de

m—r0o0
Uy — u C([0,T];L?(0,1)) de

m—o0

yakinsamalarinin saglandigini da dikkate alirsak

Co (T3} 4 )

lim sup lim sup ||tme (T') — Ups (T) H;(o,l) < T
m—o00 n—00

alirz. Burada T' = Ty secersek, P : Wy* (0,1) x L?(0,1) — Wy* (0,1), P (¢, )

= ¢ ile taniml izdiiglim operatorii olmak tizere,

hmsuplimsupHPS(tkm) Pry — PS () ‘PanHl 0,1

m—0o0 n—oo

)

max{O

010 (TO + In To)

S aVT()Zl

T
ve boylece

hm inf liminf | PSS (t) ¢, — PS (tn) SOnHHg(O,l)

— 00 n—oo

max{O 2

Cll (TO + In T )

S 7\V/T021

N|=

TO
45

// (um(t, ) — f (un(t, ) t (um (t, ) — uy, (¢, x)) dedt, VT > 1

(3.62)
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elde ederiz. Son esitsizlikte Ty — co iken limite gegersek

hm inf lim inf | PSS (tx) ¢, — PS (tn) S%”Hg(o =0
oo )

— 00 n

buluruz. Ayrica, yukarida yaptigimz islemleri tekrar ederek, keyfi {k,,} ~_, dizisi i¢in

hmmfhmmePS k) O, — PS (te,) Or, =0 (3.63)

m—oo  n—00 ||H1 (0,1)

elde ederiz. Simdi, {PS () ¢x } ooy dizisinin Hj (0, 1)’de yakimsak alt diziye sahip oldugu-
nu gorelim. Tersini varsayalim. Bu durumda, H} (0, 1) uzay1 tam oldugundan, s6z ko-

nusu dizi tamamen siirli olamaz ve dolayisiyla
HPS (tk'm) Phr, — PS (tkn> (JOanHol(Oyl) > g, m#N

saglanacak sekilde gy > 0 ve {k,,}-_, alt dizisi vardir ve bu ise (3.63) ile geligir. Sonug
olarak, (3.58) ile birlikte istenen elde edilir. =
Simdi, bir B € W,? (0,1) x L?(0,1) kiimesinden ¢ikan yoriingelerin zayif w-limit

kiimesini su gekilde tanimlayalim:

T7>0t>T1
Burada kiime iizerindeki ¢izgi VVO1 P(0,1) x L?(0,1) uzaymdaki zayif kapams: ifade
etmektedir. Oyleyse,

© € Wy (B) <= Wy(0,1) x L*(0,1) uzaymda S(t;)¢, — ¢ olacak
k=00 (3.64)

sekilde {tx}y,,tx — 00 ve {¢,}re, C B dizileri vardir.

Gergekten, ¢ € wy, (B) olsun. Bu durumda, her k& € ZT i¢cin ¢ € (J S (t)B" olur.

t>k
Yani, [|S (t) or — @ll201)xm-1001) < = olacak sekilde t;, > k ve ¢, € B vardur.

Buradan, L?(0,1) x H~1(0,1) uzaymmda S (tx) ¢y B yakinsamasini elde ederiz.
Diger taraftan, {S (tx) @5 }re, dizisi, (3.46)’ya gore, yansimali W, (0,1) x L?(0,1)
uzaymda smirh oldugundan, s6z konusu uzayda S (tx) @) k%oo ¢ saglanir. Tersine,
WyP (0,1)x L2 (0,1)de S (t) @4 k%oo ¢ olacak sekilde {t;},—,, ty = cove{p,};o, C B
dizilerinin var oldugunu kabul edelim. O halde, her 7 > 0 ve yeterince biyiik %k i¢in

ty, > 7 olur. Bu durumda, yeterince biiytik & i¢in, S (tx) ¢, € | S (t) B olur. Boylece,
t>T1
her 7> 0icin o € J S(£) B" olup ¢ € w, (B) alnz.
t>T1
Simdi, w,, (B) kiimesinin degismezlik 6zelligini sagladigini gosterelim.
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Lemma 3.2.4 Her simurly B € WP (0,1) x L?(0,1) kiimesi igin, wy, (B) kiimesi

degismezdir.

Ispat. Kabul edelim ki ¢ € w, (B) ve t > 0 icin z = S (t)¢ olsun. Bu durumda,
(3.64)’ten, W,* (0,1) x L?(0,1)'de S (t) ¥ k_%o ¢ olacak sekilde {t}yo,, tx —
oo ve {¢,}re, C B dizileri vardir. Ayrica, Lemma 3.2.3'0 kullamirsak, Hj (0,1)'de
PS (t,.) Vs, — P olacak sekilde {k,,} °_, alt dizisinin varhgim elde ederiz. Bu

durumda, 7y,, :=t + t,, ile igaretlersek, (3.5) ten
S (Th) Vi, = S () S () U, — S(t)e =2 Wy”(0,1) x L*(0,1) de
m—0o0

olup z € w,, (B) oldugunu elde ederiz. Boylece, S (t) w, (B) C w,, (B) saglanir.

Diger yandan, 1) € w,, (B) ise, yine (3.64)’ten, W,” (0,1) x L (0, 1)’de S (t3) ¥, kﬁo
¥ olacak sekilde {tx},—, tx — o0 ve {¢,},—, C B dizileri vardir. t; > ¢ > 0 icin
0 := S (tx — t) ¥, seklinde tanimlarsak, (3.46)’dan, bir ¢ € W, (0,1) x L2 (0,1) icin
W, (0,1) x L2 (0,1)'de ¢, m—igo ¢ olacak sekilde {k,,} ~_, alt dizisi vardir. Buradan,
© € wy (B) oldugunu elde ederiz. Dahasi, Lemma 3.2.3’e gore, alt diziye gegerek,
Hy (0,1)'de Py, — Py alinz.

S (tk,,, ) Uy, =S () S (thy, —t) Vi =S ) 0y,

oldugundan, (3.5)'ten, Wy (0,1) x L?(0,1)'de S (t4,,.
Boylece, 1 = S (t) ¢ olup wy, (B) C S (t) wy, (B) alirz. =

) (P 5 S (t) ¢ elde ederiz.
. n—oo

Sonug olarak, Lemma 3.2.3 ve Lemma 3.2.4%e gore, Ap := w,, (B) kiimeleri Teorem

3.2.1'in ifadesindeki ozellikleri saglayan yerel cekicidir.

3.2.2 Diizgiin Kuvvetli Yerel Olmayan Cekicinin Varligi

Bu kisimda, Teorem 3.2.2’yi ispatlayacagiz. Oncelikle, ispatta kullanacagimiz baz yar-

dimer lemmalar: verelim.
Lemma 3.2.5 Eger f € H=(0,1) ve f' € H=(0,1) ise f € C'[0,1] olup
||f||c[0,1] <c (“fHH*E(O,l) + ”f,“Hfa(o,n) (3.65)

egitsizligi saglanar. Burada, € € [0, %) “dir.
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Ispat. Oncelikle, D [0, 1] uzaymin,

[ fllx = HfHH—E(o,l) + Hf/HH—E(O,l)

normu ile lineer normlu uzay olan X :={f: f € H<(0,1), f € H=(0,1)} uzayinda
yogun oldugunu gosterelim. Riesz gosterim teoremine gore X iizerinde, keyfi ¢ lineer

stirekli fonksiyoneli, ug, u; € H¢ (0, 1) olmak tizere,

¢ (v) = (uo, v) + (ur, v')

seklinde gosterilebilir. Burada (-,-) simgesi H¢ (0, 1) ile H (0, 1) uzaylar arasindaki
dual formu ifade etmektedir. Her ¢ € D0, 1] igin

¢(p)=0 (3.66)
oldugunu kabul edelim. D [0, 1]X = X oldugunu gostermek icin, her v € X icin
6 ) =0 (3.67)

oldugunu gostermek yeterlidir. Simdi, (3.67)’nin saglandigimi gésterelim. Bunun igin,

oncelikle, ¢ = 0, 1 igin,

fonksiyonlarimi ve ¢ € D |0, 1] olmak {izere,

p(z), z€l0,1],
pla):=9 o), z>1,
¢(0), z<0

fonksiyonunu tanimlayalim. Ayrica, p € D (R) ve z € [0, 1] igin p (x) = 1 olmak {izere,

@ () := p(x) P (x) seklinde igaretleyelim. Bu durumda, » € H' (R) olur. Gergekten,

[B@ra=100F [lp@Pde+ [lp@Fd+le@F [1p@) d

ve keyfi ¢ € D (R) igin

0

/¢<m>w’<x>dx= /p(x)so(owx)dm/mxw(x)dm+/p<x>so<1>w/<x>dm

R —00
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:—/p'<x>so<o>w<:c>dx—/¢'<x>¢<x>dx—/p'<x>so<1>w<x>dx

—00

olup, @' ile @’nin R’de distribiisyon anlaminda tiirevini igsaret etmek iizere,
0 1 o0
/|s~0' (2)|" dz = | (O / 0 ()" dw + / ¢ ()| dz + Iw(l)lz/lﬂ' ()] da
R “o0 0 1
saglandigindan p, 9" € L? (R) alirz. Béylece, (3.66)’dan

/ao ()3 (z) dz + /al (z) d%@ (z) dz

R R

ve dolayisiyla

d . ~
el (x) = up (x)

saglanir. Son esitlikten 2, € H'** (R) ve buradan u; € Hy" (0,1) olur. Béylece, ¢'nin

tanimindan, kismi integrasyonla, her v € X igin
gb(”) = <u0,1)> + <u17vl> = <u0,’U> - <UI1,U> = <u0 - ui,v} =0

olup (3.67)’yi elde ederiz.

Ispat1 tamamlamak icin, her f € D0,1] igin (3.65) esitsizliginin saglandigini is-
patlamak yeterlidir. Gergekten, eger her f € D [0, 1] igin (3.65) esitsizligi saglaniyorsa,
keyfi g € X ic¢in, {f,} —, C D[0,1] dizisi X uzaymda f, =9 olacak sekilde dizi
olmak fizere,

Wallorosy = € (Ifalli—-y + 1Fllr--o))

olacagindan {f,} - dizisi C'[0, 1]’de Cauchy dizisi olur. Buradan, g € C'[0, 1] olup son

esitsizlikte limite gecerek

9oy < e (Nla-e o + 19 o)

egitsizligini ve dolaysiyla tiim X tizerinde (3.65)’in saglandigini elde etmis oluruz.

Simdi, f € D[0,1] olsun ve a € D[0,1) fonksiyonu z € [0, 3] i¢in a(z) = 1 esitligini
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saglasin. f(:p) = fonksiyon-

0 ,z>1 f(=z), <0
larim tammlayalim. Bu durumda, ® € H' (R) olur. Gergekten,

/|<I>(x)|2dx:7‘f(x)‘2dx+/o‘f(— d:x—2/|a )2 de

ve keyfi ¢ € D (R) i¢in,

@)@, wel0n), oo :{ Flz), >0,

T / (& (~2) f (=) + & (=2) [ (~2)) ¥ () da

olup, @' ile ®’nin R’de distribiisyon anlaminda tiirevini isaret etmek iizere,

/|<1>' |dx—/|a (@) da

0

" / (@ (=) f (—2) + a(—2) ' (—2)| da

SLC

0
saglandigindan ®, @' € L? (R) alinz. Ayrica, keyfi v € H® (R) igin

o (2 f (@) de

(@)= | [a@) @0t [a(-2)f(-a)vis)ds

< [lo@f@oi@lde+ [la@ f@o(-o)ds

< o [[f | =2 0,1) 101l =y
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oldugundan, v # 0, [|v]| -y < 1 iizerine supremuma gegersek

H(I)HH—E(R) < ¢ HfHH—E(O,l)

ve

< / (! (2) f (@) + o (2) £ (2)) v (2)] da

+ [l @1 @) +a) s @) (-o)ds

< er (I l-etoy + 1 Nr-ci01)) Nl arey
oldugundan, yine v # 0, [[v[| o) < 1 lizerine supremuma gecerek

190y < e (I llar-ci0) + 17 lir-<(o))

elde ederiz ve boylece

1807y + 19wy < €2 (1 =0 + 17 =0

aliriz. Diger taraftan, Fourier doniigtimii ile

1—¢
810 = [ (1) 1FR W dy
R

= [awP) iFe@Par+ [ (1) Wk PR w)R dy

R R

(R)
R

2 2
= Py + 1M )
oldugundan

12 1=y < € (191 5@y + 1]l )
) (R)

ol

(3.68)



olup H'™¢ (R) < C} (R) siirekli gomiilmesini dikkate alarak, (3.68) ile birlikte
lofllen < e (Il + 17 -om)

(1—a(x) f(z), z€[0,1),

elde ederiz. Yukanidaki prosediirii, f (z) = olarak
0 ,r>1

tanimlayip tekrar edersek

1= ) Flleg < e (1Ale + 17 1<)
saglanir. Boylece, son iki egitsizlikle birlikte (3.65) esitsizligini elde ederiz. m
Lemma 3.2.6 Kabul edelim ki f € L (0,1) ve p > 2 olsun. Bu durumda,

| (t) + |u P2 u )] < f(t), hhy (0,1) de (3.69)

olacak sekilde her v € W1 (0,1) igin

1

ol < (25 + llimon) (3.70)
ve I,
imea < (525 + o)+ Wlimion (371)
()71

"dar.

esitsizlikleri saglanyr. Burada s =1 — —

(pfg ) FZ""”fHLOO(O,l)

Ispat. Oncelikle, (3.69)-(3.70)’e gore
[ (O] < [ (&) + [u () w (@] + [Ju @) u ()]

< f@)+lu@P!

p—1

p—2

<l + (525 + o) ¥ € G0
olup (3.71) esitsizligi elde edileceginden, ispat igin (3.70) esitsizliginin saglandigim
gostermek yeterlidir. Bunun i¢in, iki durumu inceleyecegiz:
1.Durum. |u (1)] % 1 oldugunu kabul edelim. Bu durumda, E := {t € [0,1) : s € [t, ]

i¢in |u(s)| < (ﬁ) 7% 1 kiimesi bogtan farkhdir. o := inf E olsun. Eger @ = 0 ise,

1 1

p \P? _ p \P?
p—1

2
() + 1oy (G5)°
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oldugundan, ty < sq olacak sekilde bir ¢y € E vardir. Boylece, E'nin tanimindan, so < 1

oldugunu da goz ontine alirsak

u(s)l < (Z%)

saglanir ve (3.70)'i elde ederiz. Ote yandan, eger o € (0,1) ise, E'nin tammundan ve

1

p P2
< p—2 + 1l o) , Vs € [s0,1]

u'nun strekliliginden
1

vl = (525)" (3.72)

1

u ()] < (%) Vt € (a, 1] (3.73)

p J—
saglanir. Boylece, (3.69) ve (3.73)’ten
[ (&) < f (O) + lu ()

p—1

D p—2
<Nl oo,y + (m) , hh.t € (a,1)

elde ederiz. Bu esitsizligi, (3.72) ile birlikte g6z 6niine alirsak

1

<%)H = Ju(a)] = |u(1) —/1u’(t)dt

<u(1)] +/|u’ (t)| dt

<14 ((]ﬁ) T ufnm,n> (1-a)

olup a < sy aliriz. Béoylece, (3.73)’ten

1

i< (25)"

1

p P2
< (525 Wlhmon) Ve b
ve dolayisiyla (3.70)’i elde ederiz.
2. Durum. Kabul edelim ki |u (1)| > 1 olsun. Bu durumda, E := {t € [0,1) : s € (¢, 1]

icin |u(s)| > 1} kiimesi bogtan farkhdir. 8 := inf E olsun. (3.69)’un her iki tarafim

_3 (=2) [lu(n)[P~dr
(p—2)|lu@®) e T ile garparak

d (p-2) [lu(r)P~2dr
i <!u<t>\p‘%p °f )
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u (t)
Ju (1)]

(p-2) [lu(r)P~dr
e 0

=(@—anu@V* w@w+@—mhum%%)

~ o % (W © -+l P-2u ) e
<= lu@P < T @ )

§<@‘2Huwwﬁé“”#“”“)f@

alirz. Bu esitsizligi (s,T)’de integre edersek

T
~(p=2) [lu(®)[P~*dt

(D)2 < e fu (s) 2
I —o-2) flutryP-2a
—(p=2) [|u(r)|P~dr _
+@—mwmmm/e ! WP B<s<T <1  (3.74)

s

elde ederiz. Simdi, bu esitsizligin sag tarafindaki ikinci terimi degerlendirelim. Once-
likle, 8'nin tanimindan, her ¢ € (8, 1] icin |u (¢)| > 1 olup her s € [5,T] i¢in

T T
—(p—2) [|u(r)[P~2dr =
(p—z)/e = u (t)|P~° at

T T
~(p=2) [lu(n)|"*dr -
<p-2) [ uppa

Td T )

—(p—2) [|u(r)|P~dr

:/—6 p tf|()\ g
dt

T
~(p-2) [lu(r)"dr

olur. Bu egitsizligi (3.74)’te goz oniine alirsak

T
_ —(p=2) [lu(t)[P~*dt _
(@) <e s [w ()P + 1 fllpwoy B<s<T <1 (3.75)
alirz. Ote yandan, 3 € (0,1) ise, w'nun siirekliligi ve E’nin tammindan, u (B) =1 elde
ederiz. Eger 5 € (0, s¢] ise, (3.75)’te s = (3 segip u () = 1 oldugunu kullanirsak,

T
~(p-2) [lu(®l"~2dt
-2
u (M~ <e 7 + 11l oo 0.1

<14 1 fllpeegony
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p
< P 1/l 20,1y VT € [B,1]

olup buradan (3.70)’i elde ederiz. Eger 5 € (sg,1) ise, yine (3.75)te s = [ secip

u(B) = 1 oldugunu goz ontine alarak

w2 <14 fllgmoy - VT € [8,1]

aliriz. 1.durumdaki prosediirii ¢ = 1 yerine t = 8 alip uygularsak, u () = 1 oldugundan,

her ¢ € [sg, f] i¢in
— p
HPF < ——
< 2
elde ederiz. Boylece, son iki esitsizlikten yine (3.70)’i aliriz. Eger § = 0 ise, (3.75)’i
[0,T]de s’e gore integre edersek

T i
_ —(p—2) [lu@®)|P~2dt _
CNMHVQS/G s 0 ()2 ds + T 1o

T
—(p=2) [lu(®)P~dt

I
3
|\H
)
\%
&l
/N
Q)

) ds +T ||f||Lo<>(0,1)

T
1 —(p—2) [lu(t)[P~>dt
0 + T fll oo 0,0)

1
< b2 + T fll oo 0,1)

ve buradan her T" € [sg, 1] igin, sg > 1% oldugunu goz oniine alarak

1 1
u(T)[P? < + o S ———
’ ( )| ”fHL (0,1) 80<p—2)

< —+ + [ fll 70
oD 11z o

P
<5y Tl <
2(p—2) oD

elde ederiz. Son esitsizlikten (3.70)’1 aliriz. m

p

b2 + [ o 0,1

Simdi, asagidaki diizgiinliik ile ilgili sonucu verelim:

Lemma 3.2.7 (3.2)-(3.3) kosullarina ek olarak, p < 4 ve B C Wy (0,1) x L?(0,1)

simarly kime olsun. Bu durumda, w,, (B) kimesi W1 (0,1) x W (0,1) de sinarhdar.

Ispat. Kabul edelim ki (ug, u1) € w,, (B) olsun. w,, (B) kiimesinin degismezlik ézelligin-

den, Onerme 2.0.61%e gore,

(u(0),ut (0)) = (uo,u1) (3.76)
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saglanacak sekilde {(u(t),u; (t)) : t € R} C w(B) degismez yoriingesi vardir. u fonk-
siyonu (3.1); denkleminin ¢6ztimii oldugundan, (3.2)-(3.4)’ten

t
(e (8) s e Ol oz + [ Nt (T2 dr < Cr, VE 2 s (3.77)
0" (0,1)x L?(0,1)

olur ve C sabiti w,, (B) kiimesine bagh olup {(u (t),u; (t)) : t € R} yoriingesine bagh
degildir.
Simdi, Lemma 3.2.3’lin ispatindaki gibi v (¢) := u; () ile isaretlersek, (3.1);’e gore,

h=2 (]ux\p_2 uz) — f (u) + g olmak iizere
v+ Av=nh (3.78)
denklemi saglanir. (3.58)’1 elde ederken yaptigimiz gibi, § € <0, 1-— 172;1)2} olmak iizere,

o sz, <Co ((t _ )2 (- 0) 1) V> s

25

ve burada s — —oo iken limite gegersek
[t (t)HHfs(og) <y, VEER (3.79)

elde ederiz. Burada ¢ € (”2;192, 1} "dir.
Benzer sekilde, v (t) := v; (¢) ile isaretlersek, (3.78)’den

/'1715"—/\@\: h/

olup
t

o(t) = e M5 (s) + /eA(tT)h’ (r)dr, VYt > s (3.80)

buluruz. Diger yandan,

OEVERY (% (Jaa (O e (1)) = f (w () e (2)

p—2

oldugundan, keyfi ¢ € Hy  * (0,1) icin
(R (t), )]
< (p—1) [(Jue (O ug (8) 0] + [(f (w () ue (£) ,¥)],Vt € R (3.81)

aliriz. Bu esitsizligin sagindaki ilk terim icin, p < 4 oldugundan, Holder esitsizligi,
—2

(3.77) ve Hy” (0,1) — L% (0,1) siirekli gdmiilmesinden

(p—1) Mum (t>|p_2 Uy () 7w,>}
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< (= 1) s Ol e ()0 101, 2
< Co e (o 191 o2

< Cslluge (Ol 2y 1Yl 1oz VEER (3.82)
H, 7 (0,1)

L7775 (0,1)

aliriz. (3.81)’in sag tarafindaki ikinci terim igin de, Wolp (0 1) < L*>(0,1) siirekli

gomiilmesi, (3.3) ve (3.77)’den, Holder esitsizligi ve H 0 (0,1) < L*(0,1) siirekli

gomiilmesine gore

[ (u (8)) e (), )] < Caflue ()] 20,0y 1911 20,1

< s [luta (D] 20,0y 19 2 o) VteR (3.83)

elde ederiz. (3.82)-(3.83)11 (3.81)’de gbz ontine alip ¢ # 0, ||| L 2 < 1 lizerine
(071)
supremuma gegersek

IO 12 < G llue (D] 201y » VEER

(0,1)

alirz. Boylece, (3.55)’1 (3.80)’e uygulayip (3.28), (3.77) ve D (A™') € H~2(0, 1) oldugu-

nu goz ontine alirsak, Holder esitsizligi ile,

¢
||5(t)||H7%75(071) < He_A(t_S)ﬁ(s)HH*Z)TTQ"S(OJ) +/H6—A(t—r)h/ (7-)HHJT?275(071) dr

LR P
t
“f N R L () LIS R

< Cr (1 — o)) 5 ()| o

t
_1-5
+C- / ew(t=7) (t—7) 7 ||ug (T)HL?(OJ) dr

< Cr (t— )" E T g () pacsy

1
t 2

t
/ |tz (7—)"%2(071) dr /e—%(t—f) (t — T)*(lfé) dr

S

o=

SIS

t
p—2

<[z ( forin i

s
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aliriz. Bu esitsizligin sag tarafinda

t a

/e—Zw(t—T) (t — 7)7(1*5) dr — lim [ e~ 27 (t — 7)7(175) dr

a—t—

a—t—

1 1 2
= lim —ge’zw(t’“) (t—a) + 5672“’“’5) (t—s)° + / %672‘”(“7) (t—7)°dr

oldugunu dikkate alirsak

[N e < Co (=) T 1) v > 5

(0,1)

elde ederiz. Burada § € (0, 1] ve Cy sabiti, 6nceki C; (i = 1, 8) sabitleri gibi, {(u(t), us(t))
:t € R} yoriingesinden bagimsizdir. Son esitsizlikte s — —oo iken limite gegersek,

€€ (";2, 7%2 + 1] olmak fizere,
[wet (B)]] < (0,0) < Co, VE € R (3.84)

buluruz.
Simdi, w (t,z) := u, (t — 1, z) ile isaretlersek, (3.1);’den, k (t,x) = uy (t — 1,z) —
f(u(t—1,2)) — g (z) olmak {izere,

% (wy (t, ) + |w (¢, )P w(t, z)) =k (t,x) (3.85)

denklemi saglanir. € € (’%,%) segersek, (3.79)’a gore wy € L™ (R; H¢(0,1)) olur.
Ayrica, keyfi ¢ € H®(0,1) icin, Holder esitsizligi, H¢(0,1) < L% (0,1) siirekli

gomiilmesi ve (3.77)’den

[l (802w (t2) 0 ()] < (DT,

L1+

o 1P o

1
< Cho |Jug (t — 1)”%(071) 1€l 0,1y < Cua llpllgeory, VE € R

olup bu esitsizlikte ¢ # 0, [[¢[| ey < 1 fizerine supremuma gegerek, |w|” w e
L>® (R; H—(0,1)) alriz. Diger yandan, (3.2)-(3.3), (3.77), (3.84) ve W,* (0,1) —

L> (0, 1) siirekli gdmiilmesine gore

I3 (t)HH—E(O,l) < Ch (Hutt (t— 1)”}1—&(0,1) + 1 f (u(t - 1))HL2(0,1) + HQHL2(0,1)>

< 013, Vte R
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olup k € L™ (R; H~¢ (0, 1)) elde ederiz. Boylece, Lemma 3.2.5 i uygulayarak, (3.85)ten,
(we + [w]P*w) € L= (R; C'[0,1]) ve

we (,2) + |w (¢, 2)[P 2w (t,z)| <R (), V(L) € Rx[0,1] (3.86)
aliriz. Burada & (t) == ||w; (t) + |w ) w (t)HH—E(O yt 15 ()| - (0,1) dir Yukarida
bahsedildigi gibi,

k(t) <Cu, VEER

saglanir. O halde, Lemma 3.2.6’y1 (3.86)’ya uygularsak, sy € (%, 1) olmak tizere, her
t € [so,1] i¢in
lwg (£, )] + |w (t,+)] < Cis, h.hy [0,1] de

olur. Son esitsizlikte t = 1 segersek, (3.76) ve w (¢, z)’in tammindan

|U0x”Loo(o,1) + ||u1w||L°°(0,1) <O

aliriz. Cy5 sabiti (ug, u1 )’den bagimsiz oldugundan, son esitsizlikle birlikte ispati bitirmis
oluruz. m

Simdi, asimptotik kompaktlik ile ilgili sonucu verelim:

Lemma 3.2.8 Lemma 3.2.7'nin kosullar: saglansin. Bu durumda, {¢,}re; C B, t;, —
0o olmak fizere, {S (ty) ¢x Yooy seklindeki her dizi Wy (0,1) x L?(0,1) de yakinsak alt
diziye sahiptir.

Ispat. Lemma 3.2.3% gore {S (tx) ¢y }re, dizisi HE (0,1) x L?(0,1)’de yakmsak alt
diziye sahip oldugundan, {PS (t;) ¢y }oo, dizisinin W,? (0,1)’de yakinsak alt diziye
sahip oldugunu gostermek yeterlidir. Simdi, w,, (¢,2) ve u (t,x) fonksiyonlar1 Lemma

3.2.3’te ele alinan fonksiyonlar olsun. O halde, Lemma 3.2.3’ten, (3.59)'un yanisira,

H;j (0,1) x L*(0,1) uzaymnda

S (th, — T0) 0r,, — ©o € ww (B)

olup (3.5)’ten
(u(t),us(t)) =5S(t)py ve up (t) ou (t) Hy(0,1)’de, Vt >0 (3.87)

aliriz. (3.1) probleminde u yerine u,, yazarak, (3.2)-(3.4)’ten

¢
2
[t (t)HWOl’p(O,l) + [t (t)“L?(o,l) + / [thmta (7)||L2(0,1) dr < Cy, V620 (3.88)
0
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elde ederiz. Ayrica, (3.1); denkleminde u yerine u,, yazip elde edilen denklemi w,, ile
(0,%) x (0,1)’de test edersek

t t 1
[ Vo Doy + [ [ £ (7:2)) e (r.2)
0 0 0

t

// ) Uum (T, dxdT—/H“mt )||L2 0,1)

1

_ / oy (£ 7) i, (£, 7) s + / g (0, 2) i, (0, )

0 0

1 2 1 2
D) [tz (t)HL?(O,l) + B [tma (O)HL?(O,I) , V620

aliriz. Buradan, (3.88) ile birlikte, Holder esitsizliginden

t t
1 ) 1
3 [ Mt () -+ = f W ()
0 0

//fume um(Txd:EdT——// o), (7.2) drdr
( )/”“mt ||L201) /umt(t T) Uy, (t, ) do
0

1 2 1 2
0/ )t (0,2) d = 5 e () + 55 s O

’BIP—‘

t
1
2
Cs / | Umie (T)Hm(o,l) dr + 5 (|t (t)HLQ(O,l) |t (t)HLQ(O,l)

1
5y (e Ol a01) + e ()20

< Cy, Vt>0 (3.89)

2 ltme Ol 20,1y lltm (ON] 20, +

buluruz. Benzer sekilde, u (¢, z) igin

/ e (P + / itz ()1
1
+—//f (1,2) TZEdCL’dT——// u(r,x)dedr| < Cy, VE>0
p
0 0



olup (3.89) ile birlikte

/ Nttt (7) 220y 7 + = / b (P o @

t 1 t 1
//f x)) U, (T, ) dedT + //g ) Uy (T, ) dadT
0 0 0
t

t
1
<Gy itk / [ A TR
0

// v ) — g (2)u(r,)

—f (U (7, 2)) U (T, 2) + g (@) Uy, (7, 2)] dadT

| /\

’BIP—‘
e~

ve buradan

/E (tp (7)) dr < Cs + Cy + /E (w(r))dr +An(t), ¥>0  (3.90)

[e=]

aliriz. Burada

A (f) = %//[f (w (r2)) (7, 2) — f (o (7)) i (7, 2)] dadr

_|_p;1//g(:(:) (u (7, 2) =t (7, 7)) dadr

~

+/ / [F (tn (7, %)) = F (u (7, )] dudr

0 O

saglanir. Bu esitligin sag tarafindaki son terim icin, ortalama deger teoremi, VVO1 P(0,1)

— L*>(0,1) siirekli gdmiilmesi, (3.3)-(3.4), (3.88) ve Holder esitsizligi ile

/t/l(F(um (7,2)) = F (u(7,2))) dedr

(/ |f (w(T,2) + 7 (U, (1, 2) —u(7,2)))]| dT) [t (T,2) — u (1, 2)| dx

0

1
</
0

< 05/||um —u () A7
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oldugunu da goz éniine alirsak, (3.2), (3.29) ve (3.30)’dan

lim A, (t) =0, Vt >0

m—0o0

elde ederiz. (3.90)’da limite gegersek

t t

mmw/E%mwmg@+/EmWanzo (3.91)

m—0o0

aliriz. ¢, € w, (B) oldugundan, w,, (B) kiimesinin degismezlik 6zelliginden ve Lemma
3.2.7den, (u(t),u;(t)) € wy,(B) € WhH*(0,1) x W (0,1) olur. Boylece, (3.1);
denklemini w; ile (0,¢) x (0,1)’de test edersek

T / e () oy ds = B (u (7)), 0<7 <t (3.92)

enerji esitligini aliriz. Simdi, w,, igin (3.4) enerji esitsizligini (3.91)’in sol tarafina uy-

gulayip (3.59)’u kullanirsak

¢ ¢ t ot
lim sup/E (tm (1)) dT > lim sup /E (um (t)) dT + // || Wmta (s)||%2(071) dsdr
> limsup tFE (u,, (t // ||z (s ||L2 (0.1) dsdT
m—00

ve (3.92) enerji esitligini (3.91)’in sag tarafina uygularsak

t

C’6+/E( ())dT—C’6+/ dT—I—//Hum 72 (0.0) dsdr

0

= 06 =+ tE // ||ut;v ||L2(0 1 deT

elde ederiz. Boylece, (3.91)’e gore

lmsuptE (um (t) < Cs +tE (u (1))

m— 00

esitsizligini ve buradan (3.59)’a gore

. . p 2
i 1 (6], = 1 sup (. (t (1)) =5 Nt ()30,

m—00
1 1

[ Flun(ta))detp [ 9w (b0 ds

0 0
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1 1
pC p
STG+pE(U(t))—§‘|Ut “L201) p/F dx—l—p/g dx
0 0
pCG
T e O,y V>0 (3.93)

elde ederiz. (3.59)g ve (3.87)'den

1

inasup [ (o (00) e (0,2) = e (1,02 (1)

m—0o0

X (Umz (t,2) — uy (¢, 2)) de = lim sup/ ([t (,2) [ = [t (, 2) [P U (8, @) 0 (¢, @)

m—00
0

— |u, (¢, SL’)|p_2 Uy (t, ) Uz (£, ) + |ug (2, x)|p) dz

= 1im 5 ([t ()350,1) = 211t (30,1 + et (30,1

m—r0o0

= lim sup ||t (t )HLPOl |uz (t )HLPOl
m—0o00

buluruz. Bu esitlikle birlikte, (3.60) ve (3.93)’ten

lim Sup [t (£) =t ()| ogo.1) < Colim sup ([t ()2 0.1y = e ()]0 )”

m—00 m—0o0

C
<2 ¥t>0

tr
ve buradan

lim sup lim sup [tz (¢) — ke (0] 1o (0.1
k—o0 m—00

< limsup [[ume (¢) — ug (2) ||LP(0,1) + lim sup [Jugg (t) — us (t)HLP(O,l)

m—00 k—o0

2C!
<8 wt>0
tr
elde ederiz. Son esitsizlikte ¢t = Ty alip Ty — oo iken limite gegersek

hm inf liminf | PS (t,,) ¢,, — PS (tx) SOkHW(}’P(o,U =0

k—o0 m—r0o0
aliriz. Buradan, Lemma 3.2.3%iin ispatinin sonunda yapilan iglemleri tekrarlayarak,
{PS (t) vy}, dizisinin Wy? (0,1)’de yakinsak alt diziye sahip oldugunu elde ede-
riz. m

Diger taraftan, (3.4)’e gore, (3.1) problemi W, (0,1) x L?(0,1)’de

1 1

1 1
L(w0) = 5 ol + 3 Nelln + [ Plule)de = [o@ s
0 0

kesin Lyapunov fonksiyonuna sahiptir. Boylece, Lemma 3.2.7, Lemma 3.2.8 ve Sonug

2.0.69’e gore Teorem 3.2.2’yi elde ederiz.
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4 SINIRLI OLMAYAN BOLGEDE YEREL SONUM
TERIMINE SAHIP DOGRUSAL OLMAYAN
DALGA DENKLEMININ CEKICISI

Bu boliimde, sinirli olmayan bélgede, yerel soniim terimine sahip, kuvvetli soniimlii dogrusal

olmayan dalga denklemi icin

U (8, 7) = Ugaw (6, 7) — U (8, 7) — 2 (Jug (,2) [P (¢, 7))
+a(x)u (t,z)+ f(u(t,z)) =g(z), (t,z)€ (0,00) xR, (4.1)
u(0,2) =ug (), u (0,2) =uy (z), v€R

baglangi¢ deger problemini,

p>2, g€ L*R) (4.2)
ve belli bir 7o, A > 0 icin,
a€L'(R),a()>0 h hy Ride, (4.3)
a()>ay>0h h.y {ze€R:|z|]>ry} de, (4.4)
feCHR) , sf(s)>As?, Vs € Ricin (4.5)

kogullar1 altinda ele alip bu problemin zayif ¢oziimiiniin uzun zaman davranigini ¢ekiciler

vasitasiyla inceleyecegiz.

4.1 Zayif Coziimiin Varligi, Tekligi ve Baglangic Verilere Suirekli
Bagimlilig:

Bu kisimda, (4.1) probleminin iyi konulmus bir problem oldugunu, yani zayif ¢oziimiinitin
varhgim, tekligini ve baglangic verilere siirekli bagimh oldugunu ispatlayacagiz. Once-

likle, (4.1) probleminin zayif ¢6ziimiiniin tanimini verelim.

Tamm 4.1.1 w € L}(0,T; W'?(R)NH" (R)), u, € L'(0, T; HX(R))NC(]0, T]; W51 (R)
+ H ' (R)) ile u(0,x) = ug(z), u(0,2) = uy(z) baslangic kosullariny ve her v €
WhP(R) N H' (R) igin distribisyon anlaminda (0,T) de

% ut(t,x)v(x)dx—i-/um(t,x)v'(a:)dij/um(t,x)v’(:c)d:c
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+/|ux(t,x)\p_2 ux(t,a:)v/(x)dx—l—%/a(m)u(t,x)v(x) dx

/f (7)) dx—/g(x)v(x)dx

R

esitligini saglayan u (t, x) fonksiyonuna (4.1) probleminin [0, T] x R ’de zayif ¢ézimii de-

nir.
Bu kisimda ispatlayacagimiz ana teoremi verelim.

Teorem 4.1.2 (4.2)-(4.5) kosullar altinda, her T > 0 ve ug € WP(R)NH' (R), u; €
L3(R) igin, (4.1) problemi, v € L>* (0,T; W'?(R) N H' (R)), u, € L*> (0,T; L* (R))
NL2 (0, T; H' (R)), uy € L? <0,T; Wb (R) + H (R)) ve

/||um ||LQ(]R dT+// ) lue (7, @) dedr < E (u(s)), Vt > s (4.6)

enerji esitsizligini saglayacak sekilde, teku (t, x) zayf ¢ozimine sahiptir. Burada E(u(t))
= 5 llue )22y +3 lue Oz +5 e Qg+ [ F (u(t,2)) do— fg u (t, x)dx ve
R
= [ f(z)dz seklinde tansmhidvr. Dahasy, eger v € L (0,T; WH(R) N H' (R)) N
0

Whee (0,7; L2 (R)) N W2 (0, H' (R)) N W22 (0, T, W5 (R) + H (R)) fonksi-
yonu da (4.1) probleminin (vo,v;) € (W' (R)N H' (R)) x L*(R) baslangi¢c kosuluna

uygun zayf ¢ozimi ise, bu durumda
[u(t) = v ()l g gy + e (8) = 00 (O] 1w

<C <T7 H(an ul)H(WLP(]R)mHl(]R))xLQ(]R) ) ||(U07Ul)||(W1»P(R)OH1(R))><L2(R)>
x (Jluo = voll ey + s = v1ll 2wy ) » ¥t € [0,7) (4.7)

esitsizligi saglanir. Burada C' : RTx Rt x Rt — R* her bir degiskene gore azalmayan

fonksiyondur.

Simdi, Teorem 4.1.2’nin ispatini iki lemma seklinde verecegiz. Ik olarak, (4.1) prob-
leminin zayif ¢oztimiiniin varhg ile ilgili lemmay ispatlayacagiz. Bu ispatta diizgiin

degerlenmeler elde etmek icin, once su yardimei lemmay1 ispatlayalim.
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Lemma 4.1.3 u € H?(—n,n) i¢in

ttllyrioo (—my < Clltell g2y
olacak sekilde n’e baglh olmayan bir C' > 0 sabiti vardr.

ispat. Oncelikle, Holder esitsizligine gore

u@F = [u O = [ @) ds

¢
:2/u(x)u$(x)d:v
0
< 2ull pocnmy el p2npy - VE € (—12,m)

ve dolayisiyla

1 1
[ (®)] < Ju O] + V2 [[ull 22y el 22

—n,n)

1 1
< ||u||L°°(—1,1) +v2 ||U||z2(fn,n) ||ur||22( vt € (—n,n)

fn,n)’
aliriz. Buradan, u € H%(—n,n) oldugundan u € H*(—1,1) olup H*(—1,1) — L>*(-1,1)

siirekli gomiilmesine gore
1 1
||u”L°°(fn,n) S c HUHHl(fl,l) + \/i HuH[Q/?(fn,n) HuﬂvH[Q/?(fn,n)

1 1
< cllull g ngy + V2Nl Fa el 22

—n,n)

< ||u||H1

(_77’7”)

elde ederiz. Benzer sekilde u, fonksiyonu icin de
1 1
et | ooy < € Mttall a0y + V2l Fa oy 2t

1 1
<c HU:cHHl(—n,n) +v2 IIlelia(_n,n) ||U:m:||i2(_n,n)

< G Jull o

—n,n)
esitsizligini aliriz. Boylece, istenen sonug elde edilir. m

Simdi, zayif ¢oztimiiniin varhgi ile ilgili sonucu verelim.

Lemma 4.1.4 (4.2)-(4.5) kosullar: altinda, her T > 0 ve ug € WP(R)NH' (R), u; €
L? (R) igin, (4.1) problemi, u € L™ (0,T; W'P(R) N H (R)), u; € L> (0,T; L? (R)) N
L?(0,T; H' (R)), uy € L? (O, T; W™ 151 (R) + H (R)) olacak sekilde en az biru (t, x)
zayif cozimaine sahiptir.
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Ispat. Ilk olarak, kesme (cut-off ) fonksiyonlar kullanarak, (W'?(R) N H' (R)) x L%(R)
uzaymda (ug, u;)’e yakinsak olan {(ugn, u1,) o2, € Wy* (=2n,2n) x L? (—2n, 2n) fonk-

siyon dizisini olugturahm. Simdi, ¢ € C*° (R),0 < ((-) <1 ve

1, 0<|z| <1 igin,
¢(x) =

0, |z|>2igin

olacak gekilde ¢ (-) kesme fonksiyonu alip

T
Cal@)=¢ (%) vneN
olarak tanimlayalim. Boylece, 0 < (,, (-) <1 ve

1, 0<|z| <n igin,
(o (@) = .
0, |z|>2n igin
saglanir ve

uon (%) = uo () € (), wan () = ua (2) ¢, (2)

olarak tanimlarsak (ugn, u1,) € Wy ? (—2n,2n) x L? (—2n, 2n) olur. Simdi

Uy, — ug WHP(R) N H' (R) ’de, uy, — uy L* (R) de (4.8)
n—oo

n—oo

oldugunu gosterelim.

ot — 1 2oy = / jun (2) €, (&) — s ()2 d

R

_ / s (2) €, (2) — s ()P de + / fun (2) €y () — wn () da

R\ (—n,n)

olur. Diger yandan,



<9 / (Juo () C, (2) + o (2)[) d
R\ (—n,n)
<4 / o () dw — 0

R\(_nvn)
ve

Jon = wlloey = [ T (2) G, (@) = o (o) di

alirz. Ayrica

dug ()
[ @ @) - 2 g,
R\ (=n,n)
B d 1 d¢ sz dug (z)|?
- [ |G @ @ (5) -2
R\ (—n,n)
d 21 d¢ /x dug (z)|?
<4 - — — (=
[ (ol oL @] [
R\ (=n,n)
dug () | 4 ¢ sy |
< - R J—
=8 / dx de+ n? / o () dx (n) de
R\ (—n,n) R\ (—n,n)
dug (z)|? 4 d¢ (z)|? 2
< R _
=8 / dz de+ n? ek | dx / [uo (z)[" da — 0
RN\ (—n,n) RN\ (—n,n)
ve
dugn _ dug|”
dx dx LP(R)
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B rld dug (z) [
~ [ |5 )¢ @) - o) o
dug (z) |
— - d
v (o (), () — 220
AN
B d 1 d¢ dug (z)|"
B / dz (10 () G () + nuo( ) I dx (n) dx da
R\ (—n,n)
| ¢ raxN\|"  |dug (x)|”
nn)
_ dug (z)|" 222 d¢ ra\|°
< 92p—1 0 = (=
=2 / dx dr + np / o () dx (n) du
R\ (—n,n) R\ (—n,n)
_ dug (z) | 222 d¢ (z)|”
2p—1 0 D
=% / dx nP ook | dx / [uo (2)[" dx — 0
RN\ (—n,n) R\ (—n,n)

olur. Bu yakinsamalardan (4.8)’in saglandigini elde ederiz.

Simdi, siirh bolgede

(
Untt (t> .’ﬂ) — Untzx (t> .’ﬂ) — Unaz (t, l’) - % (‘unx (ta x)’p*Q Ung (tv .27))

+a(z)uy (t,x)+ f (u, (t,2)) =g (x), (t,x) € (0,T) x (—2n,2n),
up (t,—2n) = u, (t,2n) =0, t € (0,7T),
Up (0,2) = upp (), Un (0,2) = ugy (), © € (—2n,2n)

(4.9)

problemini ele alalim. Lemma 3.1.3’te yapildig1 gibi Galerkin yontemiyle, (4.2)-(4.5)’e
gore, (4.9) probleminin u,, € L™ (O,T; Wol’p (—2n, 2n)), Upt € L (0,T; L? (—2n,2n)) N
L?(0,T; H) (—2n,2n)), upy € L? <0,T; WhET (—2n, 2n)> olacak sekilde,

t 2n
/Huntm HL2( 9m,2n) dT+// ) [ty (7, @) |* dadr
0 —2n
< E (uy (0)), Vt€[0,7] (4.10)
esitsizligini saglayan wu,, zayif ¢Oziimiiniin varlhigi elde edilebili2r. Burada E (u(t)) =
8 O oy 31 Oy + 3 e Oy + [ P (1(t2))
f g (z)u(t,x)dz’dir. Simdi, (4.10)’dan diizgiin 6n degerlenme elde edelim. (4.5)%e

—2n

gore, s > 0 ise,
S

:/sf(T)dTZA/TdT:%SZ
0

0
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esitsizligi; s < 0 ise
0

P~ [ 100z [rir =2

S

esitsizligi saglanir. Boylece, F' (0) = 0 oldugunu da g6z Oniine alarak
A
F(s)zgs , Vs eR

olup
2n

A
[P o) do 2 5w Ol o V€ 0.7) (4.11)

—2n

esitsizligini buluruz. Ayrica, yine F'(0) = 0 ve f(0) = 0 oldugundan, ortalama deger

teoremi, Wy (—2n, 2n) < L (—2n,2n) siirekli gomiilmesi ve (4.5)e gore

7F(un (0,z))dx = 7 /IF’ (T, (0,2))dT | u, (0, 2) d
= 7 /lf (T, (0,2))dr | uy, (0, ) dz
< 7 /1 /1 |f (sTun (0,2))]ds | |Tu, (0,2)|d7 | |u, (0,2)| dx
< C1 [|un (072 (4.12)

aliriz. Diger yandan, Holder ve Young esitsizliklerini kullanarak, keyfi ¢ > 0 icin

2n
/ 9(2) tn (1,2) dx < |19l 12 _amamy 11 ()l 2 _amam)
—2n
2 2
< C ) lg1agm +  ltn B2 amam» VE € [0,7] (4.13)

elde ederiz. Dahasi, yine Holder egitsizliginden

2n

[ 9@ 0.2) 2 < gl eyl (O) e

—2n

saglanir. Bu esitsizligi, (4.11)-(4.13) ile birlikte, (4.10)’da gbz Oniine alirsak

1 2 1 2
5 Humf (t)HL2(72n,2n) + 5 Hunﬂ? (t)HL2(72n,2n)
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1 A 9
- nx a n t —
2 W Oy + (5 = ) T 001 o

/mm ma%%M+// ) ltme () dadlr

0 —2n
< = et (0) gy + 5 e 222y + ~ ltns Oy + € 1 (O)]2
9 nt L2(R) 9 n L2(R) D n LP(R) 1 n L2(R)
2
C(e) ||9||L2(JR) + ||g||L2(R) [tn (0>||L2(R) , Vt €10, 7]

olur. € < 4 secerek, (4.9)4-(4.9)5ten

2 2 2
[tne (D)1 72(—2m,2m) F tne (D2 —an,2m) + tne OL(—2n20) + [tn Ol L2(~2n,20)

/H“nta: HL?( 2n,2n) d7+// ) |tng (T IE)\ dxdr

0 —2n
<C (”(UOnvuln)||(WLP(]R)OH1(R))><L2(]R) ) ||g||L2(]R)> , vVt € [0,T] (4.14)
elde ederiz. Burada C' : RT x R™ — R™ her bir degiskene gore azalmayan fonksiyondur.
Diger taraftan, A : H?(—2n,2n) N HE (=2n,2n) — L*(—2n,2n), Ap = 812 + ¢
ozeslenik operatoriinii tanimlayalim. (4.9); denklemini, A operatérii bir 6nceki béliimde

tanimlanan p-Laplasyan operatorii olmak tizere,
Unitt + (Kunt - unt) + (Kun - un) - Aun +a (l‘) Unt + f (un) =g (‘T)

scklinde yazarak bu denklemi A2, ile (0,%) x (—2n, 2n)’de test edip A operatériiniin
ozeslenik oldugunu kullanirsak

/ 2
/ H/N\_luntt (1)
0

L2 aman) dr < / ‘<g, /~\_2untt (7’)>’ dr + / ‘<um (1) ,/N\_luntt (T)>’ dr

0 0

t t

t

+/‘<unt (), A2t ( dT—i—/‘ U (T), A Mgy (7')>‘d7'

0
t

+/‘<un (), A2ty (7)>‘dr+/‘<,4un (1), A2 (T)>‘d7'

<

0

<aum (1) ,K_Zumt (T)>‘ dr

t

_|_/ ‘<f (tn (7)), A2t (T)>‘ dr, vt € (0,T) (4.15)

0
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esitsizligini aliriz. Simdi, bu esitsizligin sag tarafimi degerlendirelim. Ik terim igin,

Holder esitsizligi ve (4.2)'den

t t
N —2 N -2
oA 20 ) dr < llrcany [ (520, o
0 0
t ) 2
< VT /HKlumt(T) potamay 47| VEEOT) (4.16)
2(—2n,2n
0

olur. (4.15) esitsizliginin sag tarafindaki ikinci terim i¢in, Holder esitsizligi ve (4.14)’ten

t t
1 @) Kt 0 r < [ Ve 0o [ A0 0,
0 0 7
1
t ) 2
< CVT /“K_luntt (T))LQ( oy 07| 2 QD) (4.17)
0 ,4M

elde ederiz. (4.15) egitsizliginin sag tarafindaki {iglincti terimi dikkate alirsak, Holder

esitsizligi ve (4.14)’ten

t t
S @) K2t (0 ar < [ Ve (o [ K20 0,
0 0 7
t ) 2
< OWT /H/~\_1untt O oy @] - VEEOD) (4.18)
. ,41

aliriz. (4.15) esitsizliginin sag tarafindaki dérdiincii terim igin, Holder esitsizligi ve

(4.14)’ten

t t
1) B 07 < [t O [K 0, e
0 0
i , 3
< CVT /H[N\_lumt (T))LQ( ooy 07|+ VEEOLT) (4.19)
) , 4T

elde ederiz. (4.15) esitsizliginin sag tarafindaki besinci terimi dikkate alirsak, Holder
esitsizligi ve (4.14)’ten

dr

L2(—2n,2n)

‘/N\_2umt (T)‘

t t
/ ‘<un (7), A 2w (T)>’d7 < / ltn (P2 m 2m
0 0
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2

dr | , Vte(0,T) (4.20)

L2(—2n,2n)

< CeVT /tHK_lumt (1) ’
0

saglanir. (4.15) esitsizliginin sag tarafindaki altinci terimi gbz Ontine alalim. A ope-

ratoriiniin tanimindan asagidaki esgitsizligin saglandigini kolayca kontrol edebiliriz:

ny» VU € H?(—n,n)N Hy (—n,n) (4.21)

< s [lull 2

el oy < ||,

(=n,

Burada pozitif ¢, ¢y sabitleri n’e bagh degildir. Holder egitsizligi, (4.14) ve (4.21)’den,

Lemma 4.1.3’e gore

t t 2n
/ ’<Aun <T>,K*2umt< ) d7< / / i (7, )P <A U (T, x)) drdr
0 0 —2n
||unx H n, n A untt( ) dT
/ o < > LP(—2n,2n)
/ 0 219 2 )7
< C7/ k 5 <A Unge (T, x)) p (A_2umt (T,:U)) de | dr
0 2n
rl o ; ) w
< 07/’ — K‘Qumt (1) ’ — (A (1) ’ dr
] 83:( ) L2(—2n,2n) 833( > Lo°(—2n,2n)
t 2 p—2
< A2 v A2 B
B CS\/H Hntt (7—) H2(—2n,2n) Hntt (7—) H2(—2n,2n) dr
0
t
_ A2
.
0
t ) 2
< VT /HT\lum O] IR IR (% (4.22)
2(—2n,2n
0

buluruz. (4.15) esitsizliginin sag tarafindaki yedinci terim icin, Holder esitsizligi ve
Lemma 4.1.3"1 kullanarak, (4.3), (4.14) ve (4.21)'den

t

/ )<aunt (1) A2, (7')>‘ dr < / lawne (T) || £1(—2m 20

0

A2 (1) H dr

L>(—2n,2n)

dr

H2(—2n,2n)

§C1o1/ /nmmlum (1, 2)|dz HT\*ZUmﬁt (T)‘
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1
t 2n 2

1 -
<Cn Ha”zl(—%gn)/ / a () [un (1, )| dz HA—luntt (7-)‘ L2 amam) dr
0 2n ,
1 1
2 t 2
< Oy // x) [t (T 3:)] dxdr /“K‘luntt (T dr
L2(—2n,2n)
0 —2n 0
¢ 3
~ 2
<cC HA*l ., dr| , vte(,T 423
<Cu| [[& 0], ., dr (0.7) (4.23)
0

aliriz. (4.15) esitsizliginin sag tarafindaki son terim igin, (4.5)’e gore, f (0) = 0 oldugundan,
ortalama deger teoremi, Holder esitsizligi ve Wy (—2n,2n) < L* (—2n,2n) siirekli

gomiilmesini kullanarak, (4.14)’ten

I
—

< /f' (sun (7)) ds | uy, (1) ,/N\_Quntt (7')> dr

0
t
N —2
< Cus [l ()[R 200 ),
0
t 2
~ 2
< CVT /HA‘lumt O gy @7 | - VEEOT) (4.24)
L?(—2n,2n
0

aliriz. Boylece, (4.16)-(4.20) ve (4.22)-(4.24)’1 (4.15)’te gbz Oniine alirsak

/ 2
/ H/~\_1untt (1)
0

dr

L2(—2n,2n)

t 2
~ 2
< Gy (14 VT) /HAlumt (| oy @ | - ¥ EOT)
L2(—2n,2n
0
ve buradan
et 0,731 2m300) < Crs (1+VT) (4.25)

elde ederiz. Burada (¢ sabiti n’e bagh degildir.

Ote yandan, u,, € L>®(0,T; Wy (—2n,2n)) ve u,, € L*(0,T; H} (—2n,2n)) oldugun-
dan, Onerme 2.0.55’e gore u, € C ([0,T]; H} (—2n,2n)) olur ve béylece u,, fonksiyo-
nunu (0,7") x (—2n, 2n) kiimesi diginda sifir ile genigletebiliriz. Bu geniglemeyi de yine
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uy, ile gosterirsek, (4.10)’dan

t
2
o NG
0

—i—//a ) e (¢, 2)[* dedr < E (u, (0)), ¥t € 0,T] (4.26)
0 R
enerji esitsizligini ve (4.3), (4.9)3-(4.9)4, (4.14) ve (4.25)’ten
[tnetll r20m;m-2(—rry) + 1tntll oo o722 m))

Hlunell p2o i @y T 1l Loorwrr@ynm @)
N T
S C (H(u0n7uln)H(WLP(R)QHI(R))XLQ(R) I HgHLQ(R) 7T) ) Vn > 5

saglanir. Buradan, (4.8)%e gore {(uon,u1n)}oe, dizisi (WHP(R)N H! (R)) x L*(R)’de

(uo, up)’e yakinsak oldugundan

lwntell r20m.m-2(—rry) T Nntll Lo o 2 m))

+ [wntll g2 1wy + 1nll poorwio@nm &)
< € (o, u)llwrsnin @ymrz I9llog ), ¥n> 5 (4.27)
aliriz. O halde, n > % igin {up }ooy, {tni foe 1y {tnu oy dizileri sirasiyla L> (0,75 WP (R)
NH' (R)), L= (0,T; L*(R)) N L*(0,T; H' (R)) ve L? (0,T; H 2 (—r,r))’de stmrhdir ve
A’nin smirliligindan, Banach-Alaoglu teoremine gore zayif ve zayif* yakinsak alt di-
zileri vardir. Genelligi bozmadan bu alt dizileri de {u,}, -, {wn}re s {tnu}, ., ile

gosterirsek,

up 5w L®(0,T; Wi (R) N H! (R)) 'de,

n—oo

Ut 5w, L (0,T; L2 (R)) de,
n—oo

U — u;  L2(0,T; H' (R)) 'de, (4.28)
n—oo

Upyy — uy L2 (0,T; H-2 (=7, 7)) de, Vr > 0,
n—oo

Aupg 5y L (O,T; W—L%(R)) 'de
\ n—oo

yakinsamalar saglanacak sekilde v € L> (0, T; WHP(R) N H' (R))NW> (0, T; L*(R))
AW2 (0,T; HY(R)) N W22 (0,T; H-*(—r,7)) ve x € L® (o,T; W‘Lﬁ(R)) fonksi-

yonlar1 vardir. Boylece, (4.27)'de 6énce n — oo iken, daha sonra r — oo iken limite

gecersek

weell r2(07.m-2)) + el Loo o L2y
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Hllwell rerammy 11wl Loorwio@nmm))
< C (o, ) gy s ez 191 2y 7) (4.29)
elde ederiz.
Simdi, u fonksiyonunun (4.1) probleminin zayif ¢oziimi oldugunu gorelim. (3.29)-

(3.30)"u elde ederken yaptigimiz islemleri tekrarlayarak, (4.5), (4.27), (4.28),-(4.28)y ve
(4.29)’dan, L? ((0,T) x (—r,7)) uzaymnda

Un — U (4.30)
ve L? ((0,T) x (—r,r)) uzaymnda
Flw) — (431

alinz. Keyfi v € Wy? (—r,7) icin

d
E <unt (t) :v> - <untm (t) 7U> = <unmf (t) 7v> + <Aun (t) 7v>
(1), )+ {7 (1)), ) = (9,0)

denkleminde (4.28) ve (4.31) yakimsamalarini kullanarak, n — oo iken limite gegersek

(1)) — s (1)) = e (1), )+ (x (), 0)
PO G (6) ) + 47 (e (0)) ) = {o.0) (4:32)

elde ederiz. Ispatin baginda tammladigimiz ¢ kesme fonksiyonu yardimiyla

oo (2) = ¢ (f—i)

fonksiyonlarini tammlayalim. Keyfiv € W' (R)NH' (R) i¢in v, (x) = v (x)(, (x)sek-

Tm

linde tammlarsak, ispatin baginda gosterdigimiz gibi, W' (R) N H! (R) uzayinda

Uy, — U

Tm—>00
m — oo iken limite gegersek, her v € WP (R) N H' (R) igin

d

% <Ut (t) 7U> - <utmx (t) 7U> - <U:mc (t) 7U> + <X (t> 7U>

+£ (au (t),v) + (f (u(t)),v) = (g,v)
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aliriz. Boylece, uy; € L? (0, T:W '51 (R) + H! (R)) oldugunu ve L? (0, T: W~ b5 1(R)
+H 1 (R)) uzayinda

esitliginin saglandigini elde ederiz. Buradan, u fonksiyonunun (4.1); denklemini ¢ozdii-
giinit gostermek icin, y = Au oldugunu gostermek yeterlidir. Ik olarak, Onerme
2.0.55%e gore, u € L™ (0,T;W'P(R)N H'(R)), u; € L*(0,T; H'(R)) oldugundan u €
C([0,T]; H'(R)) oldugunu ve u; € L>(0,T; L*(R)), uy € L*(0,T; H*(R)) oldugundan
uy € C([0,T); H'(R)) oldugunu goz oniine alahm. Bu durumda, Lemma 2.0.56’ya gore,
u € Cy(0, T; WHP(R) N HY(R)) ve uy € Cs(0,T; L*(R)) oldugunu elde ederiz. Boylece,
¢ ile ispata baglarken tanmimladigimiz kesme fonksiyonunu almak tizere, ¢, (x) = ¢ (%)
i¢in, (4.9); denklemini ¢, u,, () fonksiyonuyla (0,7") x R’de test edersek, (4.3)’i de goz

onune alarak
T

/ﬂ%ﬂwiwﬂmﬁ

0

= <unt (O) 7Crun (O)> - <unt ( C un / H \/ unt dt
L2(—2r2r)
T
ntx n dt__ ’\/ nx H\/ nx
/ Hnt C “ U —2r,2r) 2 U L2(—2727)
0
T
= [ s ) G /w
0
2r 2r

—%/a@MA@mMﬂ@FM+%/@@MWMMAO@FW

—2r —

—/T<f( (1), Crun (t dt+/T9<un

olur ve bu esitligin sag tarafindaki dokuzuncu terim igin, ortalama deger teoremi, (4.3),
(4.27), (4.29), Wt (R)NH' (R) < L™ (R) ve H' (R) — L*> (R) siirekli gomiilmelerine
gore

2r

_% / a (ZE) Cr <=T> (|un (T7 x)‘Q - |u (T7 CC>|2) dx

—2r
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< /a(x)gr (z) (/u(T,x)—l—T(un(T,x)u(T,x))dT) lup (T, ) — u (T, 2)| da

—2r 0

< Cis lall gy lun (T) = w (1) || oo my
< Cg |lun (T) —u (T)HHl(R)

oldugundan, (3.33), (4.30), (4.31)’i elde ederken yaptigimiz iglemleri de dikkate alirsak,
(4.28)’den

T

imsup. [ (Au, (2), G (6) d
< {ue (0), ¢ (0)) — (uy (7). / |Vewa), ,,
[t aoa-3 Vel ool .,
/u Cut dt—/H\/_ux B
%/ 0 ()¢, (@) |u (T2 do + / 0 (@), (@) u 0, 2) da
- / (Flu (D). ¢ <t>>dt+/T (9. Gy (1)) d (.31

aliriz. Diger yandan, (4.33) denklemini ¢, u ile (0,7") x R’de test ederek

/ (e () o (1)) dit

= (00 (0), G, (0)) — {u (T). / | V& o

dt

—2r,2r)

R Y N S A

L2(—272r)

L2(—2r2r)

7
0/% Clu(t dt—/H\/_ux

O\’ﬂ

dt

L2(—2r2r)
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-5 [ a@¢@@afde s [a@ @] d
- / (Pl (8), o (1)) dt + / (9. C,u (8) dt (4:35)
buluruz. (4.34)_(4.35)%;1 0
fim sup /T (Auy, (1), Cuy (1)) dt < /T (x (t),Cu(t))dt
olur. Boylece, (4.28)% g(:re 0
i sup / (Aug (8) — A (8) €, (n () — 1 (£)) d

0

n—oo

= lim sup (/ (Auy, (t), Couy () dt — / (Auy, (t),Cu(t)) dt

0

) / (Au(t), Coun (t)) dt + / (Au(t), ¢ u (t))dt)

T

< / O (8) G (£)) dt — / (e ()G (1)) dt

_ / (Au(t),Cou () dt + / (Au(t), Cou (1)) dt = 0 (4.36)
aliriz. Diger yandan,
i sup / (Au (1) — Au(8) ¢, (un (£) — u (1)) dt

0

=t sap [ (Jans (O (0) = s (0 2 (6) G (1 (6) = (1)

n—oo

n—oo

+lim sup / (tne (12t (8) = Ttz (OF 2100 (1) 1€, (e () — s (£))) dt (4:37)

olur. Bu esitligin sag tarafindaki ilk terim igin, ortalama deger teoremi ve Holder

esitsizligi ile (4.27) ve (4.29)’dan
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-/ < [ 12 ®) 7 1 1) = 0 P |t () = 02 () (e (0) = <t>>> a
< 8 (e (OF 2+ i (OF ) 1 1) = (0] (2 o (0 = w 0]

T
19
< [ Yot (6 = e Ol
0

X ”Um (t) — Un (t) HLP((_QT,QT)\(—T,T)) dt

T
20
< / [t (£) — un (t)||Lp((_2r,2r)\(_r,T)) dt, VI' > 1
0

oldugundan, (4.28);-(4.28), ve Onerme 2.0.55% gore, L2 (0,T; LP((—2r,2r)\ (=7, 7))
uzayinda

Uy — U
m—00

yakinsamasinin saglandigini goz oniine alarak,

s [ (s (O e () = s (O 2 (1), € (1 (8) — () e = 0

aliriz. Boylece, (3.60) esitsizligini de (4.37)’de goz Ontine alarak

im sup / (A (8) — Au ()G, (tn (£) — u (1)) dt
= timsup / (it ()7t () — ut ()72 1t (£) . G (ot (6) — s (8)))
chiglsogp/llum — U (o

elde ederiz. Buradan, (4.36)’ya gore, LP (0,T;LP (—r,r)) uzayinda

Upe — Uy
n—00

ve dolayistyla L7-1 (0 T; W het ( T, 7”)) uzaymda

Au, — Au

n—oo
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saglanir. Béylece, L7 T <O,T; Wb (R)) uzaymda y = Auw olur. Sonug olarak, u
fonksiyonu (4.1); denklemini ¢ozer.

Simdi, u fonksiyonunun baglangi¢ kogullarini sagladigini gorelim. (4.28);-(4.28),’ten,
C (0,775 L2 (R) x (W55 (R) + H™! (R)) ) uzaymda

(U, Ung) — (u, uy)

n—oo

olur ve ozel olarak L? (R) x <W71’P%1 (R)+ H! (R)) uzaymda

(Uon, u1n) — (u(0),u (0))

n—oo

yakinsamasim alirz. Buradan, (4.8)'i dikkate alirsak, (W'?(R) N H' (R)) x L? (R) <
L?(R) x (I/V*l’ppf1 (R)+ H! (R)) stirekli gomiilmesinden, (u (0),u; (0)) = (ug, u)
aliriz. Boylece, u fonksiyonu (4.1)3 baglangig kogulunu saglar. Yani u fonksiyonu (4.1)
probleminin zayif ¢oziimiidiir. m

Simdi, zayif ¢oziimiin baglangi¢ verilere siirekli bagimli oldugunu gosterelim.

Lemma 4.1.5 (4.2)-(4.5) kosullar: altinda, (4.1) probleminin zayif ¢ozimi baslangig

verilere surekli bagimlidir ve tektir.

Ispat. Oncelikle, u, v € L®(0, T; W'?(R)NH(R))NW (0, T; L*(R))NW2(0, T; H'(R))
NW?22(0,T; Wﬁl’P%l(]R) + H'(R)) fonksiyonlar1, (4.1) probleminin, sirasiyla (ug, u1),
(vo,v1) € (WIP(R) N H! (R)) x L? (R) baglangic kogullarina uygun zayif ¢oziimleri ol-
mak tlizere, w (t) = u (t) — v (t) ile gosterelim. Bu durumda,

.
Wyt (t, I‘) — Wiz (t, .I) — Wy <t7 $)

— & (Jua (4 2) PP g () = Jog (. 2) P 0, (8, 2))
ta(z)w () + f(ult,2) = fu(t,z) =0, (t2) € (0,T) xR,
w(0,2) =up(x) —v(z), we(0,2) =uy(x)—vi(z), z€R

(4.38)

problemini alirz. (4.38); denklemini, dw ile ¢arpip R’de integre edersek, kismi integ-

rasyonla
d 5 p o 9 o 2
o [wtaywtayde+ S O+ 5 [ at) o o) d
R R

+0 || wy (t)H;(R) + 5/ (e (¢, )PP ug (£ ) — |vg (t,2) [P v, (8, ) wy (t, ) do
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= 5 ey ()22 gy — 6 / (f (u(t.2) = f (w(t,0) w(t,a) de, Ve [0,T]  (4.30)

elde ederiz. Ik olarak, bu denklemin sol tarafindaki iiciincii terim icin (3.38)’i kul-

lanirsak

(5/ (Jue (¢, )PP uy (t2) — |vg (6 2) [P vg (¢, ) wy (¢, z) do

> g/ (Jug (¢, 2) [P + v, (8, 2)|P7%) Jw, (¢, 2)|* do, Wt € [0,T) (4.40)
R

saglanir. Ote yandan, (4.39)’un sag tarafindaki ikinci terimi géz oniine alirsak, ortalama

deger teoremine gore, (4.5), (4.29) ve WP (R) N H! (R) — L*> (R) siirekli gomiilme-

sinden

- / (f (u (b)) — (0 (¢, 2))) w (t.2) de

1

§6/ /|f’(v(t,a:)+7'(u(t,a:)—v(t,x)))|d7' |w(t,:n)|2d:r

R 0

< Ol ”w (t)Hi?(R) ) Vit € [O’T]

olur. Bu esitsizlikle birlikte (4.40)1 (4.39)’da gbz 6niine alirsak

d

5 2 5 2
pr 5/wt (t,x)w(t,x) dx+§||wm (t)HLg(R)+§/a(x)|w(t,m)| dx

R R

) _ _
+5 ||'LU$ (t>||i2(R) + 5 / (|u.1; (t, {L‘)|p 2 + |Uar; (t, l‘)|p 2) |wx (t, l’)|2 dI
R

< 8 [lwr (D72 + Cr lw (D72 » ¥ € [0,T] (4.41)

elde ederiz. Simdi, (4.38); denklemini, A operatori Lemma 4.1.4’te tanimlanan ozeslenik

operator olmak tizere,
~ ~ o B B
wy + <Awt — wt> + <Aw — w) = B (e ue = valP 2 vs)

+a(x)w+ f(u)— f(v) =0

seklinde yazalim. Bu denklemi, ¢ € (O 1 }’;2> olmak tizere, /N\_(pT;Z+E)wt ile R’de

9 2p
test edersek, A operatoriiniin ozeslenikliginden
2
LQ(R)>

(B, + 2R

I2(R) 2
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—(f@®) = £ @), A @), v e 0,7] (4.42)
saglanir. Bu egitsizligin sag tarafindaki ikinci terimi degerlendirelim. Holder ve Young

esitsizliklerinden

L3(R)
2

L2 (R)

elde ederiz. (4.42)'nin sag tarafindaki tiglincii terimi degerlendirelim. Interpolasyon ve

< G (0 Ol + [KHF w0

> LVt e [0,7] (4.43)

Young esitsizliginden, keyfi u > 0 igin

2 15) 2e
t p— <! t -
Jue >||H1_Tp2_QS(R) < Ol Oy IO ey

<D, o

oldugundan, A’nin ozeslenikligi, Holder, Young esitsizligi ve ortalama deger teoremini

kullanarak, (4.29) ve Lv'T (R) < H o (R) siirekli gémiilmesinden, keyfi 5 > 0 i¢in

1) HK*%(”TEQ+E)wt (t)H;(R)> LVt € (0,7

(o OF 00 ()~ o OF 02 ) 5 (X 05D 0) )

_ <~—P (Jua (s (1) = [z ()P0 (1), A" (aﬁ (B (5, <f>))>

T

< A5 (e OF 7 e (8) = o (O (1))
o (2 (E )

T

L2(R)

L*(R)

= |llua (O iz (8) = Joa B w0 (D] g2 Ml (B)]] 2

H™ % (R) T (R)
2 —2
< s e (OF 2t () = o OF 2 0 O] g g Mo oo
1
=Cs(p—1) /va(t)+7(ux(t)—vx(t))\p‘2df wy (t) e (O 1-n52 e
0 L%(R)
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< G [ (jus (OF 7 + o (OF ) s O] g et (O]t

e / (e (8, 2)2 + [og (8, 2)[P~2) T

R
p—1
% (s (1) o (1 2) P2 g (0, 2) 757 )l O]z o
p—2
2p

<C / (Jtw (OF + [0, (1)]7) da

R

D=

o A e P s N 1 R T

<Cs | B[ (lue (&) + [op ()77 Jwg (¢, 2) " da + C (B) [Jwy (t)"i{lfﬂfk

()

B

< |8 / (e (1 2)P2 + [0 (8, 2)P2) g (£, 2)

R

s 2

+uC (B) HK%<1—<”27+5)>wt (t)

L2(R)
2
+C (u HA )y, (t)H > , Ve[0T (4.44)
L*(R)
elde ederiz. (4.42) egitsizliginin sagindaki dordiincii terim igin, interpolasyon ve Young
esitsizliginden

Hwt (t)”ifl_z(%ﬂ)(ﬂ{) < (Y “wt (t)Hjl—(pzpz-i-e)) Hwt< )H ( ( )

1= (B +e) (R) 2 2+E)L2(R)

2

< Cy (M‘K%(l_@f%))wt (*) w ()],

saglandigindan, Holder ve Young esitsizligi, (4.3), (4.29), U e) (R) < L* (R) ve

) , YVt € 10,7
(R)

I

H' (R) < L> (R) stirekli gomiilmelerine gore
—{aw, (1), A5 4w (1))

~ (=2
< HaHLl(R) Hwt (t)HLOO(R) HA ( 2p +€)wt <t)HL°°(R)

< Cig [lw; (1)) HA &2 )wt(t)‘

() )

2
o OO )
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Ai(1- % € 2 Ai(1- % € 2
<Ch (5 HA ( ( * >>wt (t) L2(R) +NC (5) HA ( ( - ))wt <t> L2(R)
2 . 2
+C (u HA 5wy (£) LQ(R)> Ve [0, 7] (4.45)

aliriz. (4.42)’nin sagindaki son terimi ele alalim. Holder ve Young esitsizlikleri ile or-
talama deger teoremi, (4.5), (4.29), W? (R) N H (R) — L* (R) stirekli gomiilmesini

kullanarak
() £ ) 5O )
< IS (w(®) = £ @O [0 w1

( / (0 (8) + 7 (u(t) — v (1)) df) w (1)

L2(R)

< | A5, 1

L2(R)
0 LQ(R)
< o 0 ()l 2qey [ K5 D 0],
~ 1(p-2 2
<G (Hw (O + A4 D, (t)HLQ(R) Vit €0, (4.46)
elde ederiz. (4.42)’de (4.43)-(4.46)’y1 kullanirsak
2 3 2
3 (5 +e) H 3 (1-(%52+))
dt <2 HA we (£) L2(R) Az w(t) L2(R)
_1 p—2 2
+ HAE(l‘(W“))wt (1)
L2(R)
sa4ﬁ/ﬂ%@wwﬁ+mﬁwW”w%@@Pw
R
_1 p—2 2
C HAﬁ(l—(ﬁ%)) t
+(nC (B) + B) W ®)]| g
= ~_1(p=2,, 2
1o Ol + € ) [AHE D], Yomepn @
saglanir. (4.41) ile (4.47)’yi toplayip (8, u ve §’y1 yeterince kiigiik segersek
d(I)( ) + ) 2
< 5 .
< G (o Ol + [FHF ), ) owenn s

aliriz. Burada

8 ()= 5 [wi(ta)w ) do+ 3 s O + 3 [ 0@ ot 0)P ds
+_H~_§(%+ u ®) ® 2 ’AQ(l_(%ﬁ)) ®) L2(R)




seklindedir. Holder ve Young esitsizliklerine gore

5 / we (6, 2) w (1) do < 6 [w, () gy [0 () o

< Cug (Jlwe Ol + 1o Ol 2wy ) » V2 € [0,7]

ve (4.3), Holder esitsizligi ve H' (R) — L> (R) siirekli gémiilmesinden
J J
5 [ @) de < 5 llallsge o @) e

R

< Cre lw ()2 gey ¥t € 0,7
oldugundan

2 (1) < Cus (I Oy + e () 2agy) - Vo € [0,7] (4.49)
aliriz. Diger taraftan, A'nin ozeslenikligi, Holder ve Young esitsizliginden

p—2

(5/wt (t,2)w (t,2) dx = 5<A 2 ("5 +9) gy, (t),K%(W+E>w(t)>

R
> - (g [, R, )
> 1 HA” (%5249, (t)H;(R) — Cho? HKé(l(’Ei+€>>w<t)H2L2(R), vt € [0, 7]

olup ¢ yeterince kiigiik oldugundan, (4.3) ile birlikte

2

0() 2 Can (Ol + K27 0)

) , Vt € 10,7 (4.50)

L3(R)

elde ederiz. (4.50)’yi (4.48)’de gbz Oniine alirsak

dq;—t(t) < (Cnd (t) , Vt € [O,T]

G2t jle carpip 0’dan t’ye integre edersek

aliriz. Bu egitsizligi e”
P (t) < e (0), Vt €10,T]
olup (4.48)-(4.49)’u dikkate alirsak

2 2
lw Ol @y + llwe Ol gy

< Cone® ™ ([0 ()3 gy + 1w (0) ey )+ V2 € 0,71
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elde ederiz. Burada C; > 0 (i = 1,22) sabitleri ||(uo, ) | wro o ry) <22 (®) Ve
(o, v0)ll wiw (gyn () x £2(ry ROrmlarima baghdir. Boylece, ¢oziim baslangic verilere
siirekli bagiml olup 0zel olarak tektir. m

Simdi, (4.26) ve (4.28)’den, Lemma 4.1.4 ile belirli zayif ¢6ziimiin, s = 0 i¢in, (4.6)
esitsizligini sagladigini soyleriz. Lemma 4.1.5’e gore ¢oziimiin tek oldugunu da dikkate
alirsak, her t > s > 0 i¢in (4.6) esitsizliginin saglandigini elde ederiz. Béylece, Lemma
4.1.4 ve Lemma 4.1.5’ten Teorem 4.1.2’yi aliriz.

Béylece, u fonksiyonu (4.1) probleminin zayif ¢6ziimii olmak iizere, (4.1) problemi
(WIP(R) N H' (R)) x L? (R) uzaymda S (¢) (ug,u1) = (u (t),us (t)) formiilii ile tanimh
zayif siirekli {5 (t)},5, yarigrubunu iiretir. Burada zayif siiveklilikle, (W'?(R) N H' (R))
x L* (R) uzaymnda ¢, P ise bu uzayda S (t) ¢, ﬁo S (t) ¢ oldugu kastedilmekte-
dir.

4.2 Zayif Yerel Cekicilerin Varhgi

Bu boliimde, {5 (¢)},5, yar1 grubunun zayif yerel gekicilerinin varhgim ispatlayacagz.

Ispatlayacagimiz ana teoremi verelim:

Teorem 4.2.1 (4.2)-(4.5) kosullarina ek olarak p < 4 oldugunu kabul edelim. Bu du-
rumda, her stmarl B C (WP (R) N H' (R)) x L*(R) kimesi i¢in, (4.1) probleminin
drettigi {5 () }yso yargrubu (W (R) N H' (R)) x L* (R) ’de Ap zayf yerel ¢ekicisine
sahiptir. Dahasi, Ap zayif yerel ¢ekicisi, B kiimesinin gorintisini H' (R) x L? (R) 'nin

kuvvetli topolojisinde ¢eker.

Bu teoremi ispatlamadan 6nce bazi yardimer lemmalari verelim. Oncelikle, agagidaki

diizgiin kuyruk degerlenmesini ifade eden lemmay: ispatlayalim.

Lemma 4.2.2 (4.2)-(4.5) kosullar saglansin ve B C (W' (R) N H' (R)) x L? (R)

stnarh kume olsun. Bu durumda, her € > 0 i¢in

1S () ll g @\ (= xL2®\(2rpy) < E VEZTVr = R Vp € B
olacak sekilde T =T (B,e) >0 ve R = R(B,¢) > 0 vardur.
Ispat. Oncelikle, (4.2)-(4.6)’ya gore, B'nin simirli oldugunu kullanirsak

||S (t) @||(W11P(R)OH1(R))XL2(R) S CB < oo, Vt 2 O,VQO c B (451)
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olacak sekilde Cp > 0 sabiti vardir. Simdi, ¢ € B icin (u(t),u: (t)) = S(t) ¢ ile
: : - 0, || < 1igin,
isaretleyelim. (4.1); denklemini,n € C* (R),0<n(-) < 1,n(x) =

1, |z| > 2igin

n,(x)=n (%) olmak tizere, 0n?u ile carpip R’de integre edersek, kismi integrasyonla

4] )
18 [ @)t ot S I (e + 5 [ o) @ o) da
R

R

4 e Oy + || e ()] =8 v ()

—1—5/772 () f(u(t,z))u(t,z)de

5 [ o@utode -2 [@0 (2) it ds

R

| (x)n <§> ug(t, x)u (t, z) dx

_25 n, (x)n (;) |ux(t,x)\p72 Uz (t, x)u (t, z) dx, ¥t >0

r
R

olup (4.5) ve (4.51)’den, Holder esitsizligi ile
d 5 J 2 J ) 5
o |0 ) m @) u(te)ultz)de + 5 llnus (Olaw + 5 [ al@)m; (@) [ult2)]" de

R R
46t (1) T + 6 | &/ (O 0N e O ey = 8 e (1) e
< Cullgll 2y iy e Bl 2@y
22 (e ()l 2y e () agey + e () e () e

e () ey e ()] o

1 1
< Ca (54 7 s Ol + 19l ) ¥ 20 (4.52)
elde ederiz. Diger yandan, (4.1); denklemini n?u, ile carpip R’de integre edersek, kismi
integrasyonla
d (1 9 1
i (31 O, + 5 s O + 3 | 0,

+ [ @ Pt do | + e O + [ ooy @) fu o) do
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r
R

— [#@o@utayde =2 [o@ () wlt.o)u b0 ds

_2 /m (z)n (%) Uy (t, x)uy (¢, ) dx

r

2 &S p—2
_Z —_ >
T/%A@v(gh%mw| wa(t, @)y (8, ) do, Wt > 0

R
olup Holder esitsizligi, (4.4), (4.51) ve H' (R) — L? (R) siirekli gomiilmesinden
d (1 ) 1
(3 e O + 3 e Ol + 3 [/ 0,

+/ﬁ@mewa%wﬂwmm@®
R

< Nlgll oy (rymy lue @)l L2

Cy
+_ (”uta: (t )HLQ(R) e (t)Hm(lR) + |lue (t)“L2(R) I (t)”LQ(R)

ke () e (8) o)
1 1 1
< Cs el l[wte () 2y + - e O] g1y + 191 22 ()
1 1
< Cs ™ ltie O r2@) + 190 2@y ) 5 V7270, VE 20 (4.53)

alirz. (4.52)-(4.53) esitsizliklerini toplarsak, yeterince kiigiik ¢ igin

dd (t
TN . (I Ole + [/ 0

LP(R)
2 2
e )2y + It (O 2y )

1 1
< G (24 1 s Ol + Mooy ) P2 0020 (459)
elde ederiz. Burada

p

+/772 () F(u(t,z))dx

R

J J
48 [ @) wct o uta)do + 5 s Ol + 5 [ a (o), @) fult,) do
R R
seklindedir. F'(0) = 0 oldugundan, ortalama deger teoremi, (4.5), (4.51) ve W7 (R) N

H' (R) — L* (R) siirekli gémiilmesinden

2 2
@ (1) = e (1) 322y + s () + || /0 0,

/n3<x>F(u(t,x))dx:/nz(x) /1f(7-u(t,:c))dr u(t,2) da

R R
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1 1

< [i@ | [{ [1rrutanias ) ruolir | o)

R 0
< Gy [|n,u <t>Hi2(R) , VE>0

esitsizligi ile Holder ve Young esitsizliklerine gore

5 [ 0 ) (60w 6. ) do < 8 B2 0 (Ol
R

< 6 (lIn,ue )2y + I, () [Fogey ) » 22 0
saglanir. Boylece, Holder esitsizligi, (4.3), (4.51) ve H* (R) — L* (R) stirekli gomiilme-
sinden

/a(x) 0, (@) Ju (t, )| dr < ||al| g gy 17w (O] e )
R

< Cuo llmu ()3 gy
2 2 2
< Cro (1, 0) ey + 1t () ey + s () gy
1
2 2
< Cu (10 e + s Ol + ) e 2 0
oldugunu da goz ontine alarak,

@ () < Crz (JInue Ol + Imet Ol

p
| s )

2
"t IOl + 1) 20 (4.55)

saglanir. Diger yandan, (4.5)’ten

A A
[ @ P @)= [ @) =5 @)l V=0
R R

esitsizligi ile Holder ve Young esitsizliklerine gore

5/772 () ug (t,x) u (t, x) de

R

1
> 5 (45 Ol + 10 Ol ) V2 0

saglandigindan, §'nin yeterince kiigiik oldugunu kullanarak, (4.3)’e gore

O (t) = Chs (H\/n_r“t <t)Hi,2(R) + H\/n_r“x (t)HiQ(R)
90



p
| e )

LP(R) * H Myt (t)”i?(u@)) , V>0 (4.56)

aliriz. (4.55)1 (4.54)’te kullanirsak

do (¢)
— =+ Cud ()

1 1
< Cun (5 + 7 e Oy + Il oy ) o ¥ 2 ¥t 2 0

aliriz. Bu esitsizligi e“11! ile carpip 0’dan t'ye integre edersek, (4.51), (4.55) ve Holder
esitsizligiyle
D (t) < e 9P (0)
t

e (11
+C'15/6 Grale=7) <; += [wte ()| p2ry + ”g||L2(R\(—r,r))) dr
0

1

< Cis |:6_Cl4t (H‘pn(Wl»P(R)mHl(]R))XLZ(]R) + ;)

t
1 — —T
+ <;+ ||g||L2(R\(—r,T))> /6 ut=") gz
0

t

) 3o/t
+; / e 2C1a(t=7) 1~ / |t (1) ”iQ(R) dr
0

0

2

1
S 017 (6_014t —+ ; + ||g||L2(R\(_T7T))> s Vr Z TQ,Vt Z 0

elde ederiz. Burada C}; > 0 sabiti 6nceki C;(i = 1, 16) sabitleri gibi B kiimesine bagh
olup t ve r’den bagimsizdir. Son egitsizligin sag tarafim goz oniine alirsak, (4.56) ile

birlikte istenen sonucu elde ederiz. m

Lemma 4.2.3 (4.2)-(4.5) kosullar: saglansin ve B C (W'P(R) N H' (R)) x L*(R)
sirly kiime olsun. Bu durumda, {¢,}re, C B, ty, — 00 olmak tzere, {PS (tx) 03} ooy
seklindeki her dizi, H*(R) 'de yakinsak alt diziye sahiptir. Burada P : (W' (R)NH!(R))
xL? (R) — WIP(R) N H' (R), P (¢,v) = ¢ seklinde tanamis izdisim operatéridiir.

Ispat. Oncelikle, (4.51)’den, her t > 0 ve ¢ € B i¢in S (t) ¢ € By olacak sekilde sinirh
By C (W'?(R)Nn H' (R)) x L?*(R) kiimesi vardir. O halde, ¢, — oo oldugundan, her
To > 1i¢in, her k > K i¢in t, > Ty ve S(tx — Tp)¢, € Bo olacak sekilde K € N vardir.

Bu durumda, Banach-Alaoglu teoreminden, ¢y, > Ty ve {S(ty, — T o)gokm}:zl C By
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dizisi (WHP(R) N H* (R)) x L* (R) uzaymda zayif yakinsak olacak sekilde {k,,} ~_ alt
dizisi vardir. Buradan, (4.2)-(4.6), (4.25) ve (4.51)’e gore,

(

S (tr, = To) o, = 0o (WHP(R) N H' (R)) x L? (R) de,
Um S w L% (0,00 WIP(R) N H (R)) "de,

m—00

Ut w—; u L™ (0700;[/2 (R))’de,

m—0o0

Ut — uy L2 (0,00; H' (R)) de, (4.57)

m—o0

Umie — uy L*(0,00; H=2(—r,7)) de, Vr > 0,
m—0o0
U () = u(t) WHWR)NH' (R) de, Vt >0,

m—o0

Umg (1) = w (1) L*(R)’de, Vt >0

\ m—r00
olacak gekilde ¢, € (WHP(R) N H! (R)) x L? (R) ve u € L (0, 00; WHP(R) N H! (R)) N
Whoe (0, 00; L2 (R))NWH2 (0, 00; H (R))NW22 (0, 00; H2 (—r, 7)) fonksiyonlar: vardir.
Burada (ty, (t), ume(t)) = S(t + tr,, — 1)@y, ile tanimhdir.

Simdi (4.1); denkleminde uw’yu w,, ve u, ile degistirip elde edilen denklemleri birbi-

rinden ¢ikararak

Uit (6, ) — Unge (8, ) — (Unngarr () — Ungan (8, 7)) — (Unaa (£, ) — Upaa (T, 7))

_%(‘umm(ta x)|p_2 Uz (t, T) — |Una(t, x)|p_2 Ung(t, 7))

+a (l‘) (Umt(t7x) - unt(t7x)) + f (um(t’x)) - f (un(tv ‘r)) =0
denklemini alalim. Bu denklemi, 7, bir onceki lemmada tanimlanan fonksiyon olmak

tizere, 2 (1 —n,) t (U, — uy) ile (0,7) x R’de test edersek

2T/ (1=, (2)) (e (T, 2) = tng (T, 2)) (i (T, ) = u, (T', 7)) de

QO/R/ 1 (2)) (g () — 1t (£, 2)) (s (2, 7) — 1 (£, 2)) et

2
dt

L2 ()

9 /t H \/1—77]7, (U (1) — Uy (1))

%//“7, f (Umte (B, ) — Unge (6, 2)) (U, (6, 2) — uy, (¢, 2)) dedt
+TH\/1—?7T (s (T) = e (T))||” —/H\/l—nr (tm (£) — ttns (£)) ;(R) dt
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_g 0/ R/ by (;) (e (£, ) — 1ty (£,2)) (i (£, ) — 1y (£, ) didlt

2

—|—2/t H\/ﬁ(um (t) — tUne (t))H dt

L2(R)

—g / / 0 () (s ) e 1,2) — b, )7 0 (1,2))
X (U, (8, ) — uy (£, x)) dedt
22 [ [ 000, @) (a2 ts1,2) — B 42072 ,2)

X (U (6, @) — Uy (t,x)) dadt

T / (@) (1= 11, () |t (T, 2) — 1 (T, 2))

2//a |(um, (¢, ) — up (t,:v))|2dxdt
- / / o (tn(t,)) — f (un(t,2))
X (ty (t, ) — up, (t,2)) dzdt = 0, VT >0 (4.58)

aliriz. Burada, egitligin sol tarafindaki altinci terim igin

SV e ) = e 0]
- / | V=0 e @) = e )]t + / V=0 G () = ),

L2(R)

<ot 2/t HM(um (1) = ting (t))H dt

L2(R)

gc1+2/TtHﬂ(um(t)—um(t))H dt, VT > 1

esitsizligini ve onuncu terim igin (3.7) esitsizligini gz ontine ahrsak,

|VT= 0 (e (0) = (1)
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2

dt
L2(R)

<8 2 T e 0) = e )

(1=, (%)) (e (T 2) = e (T, 2)) (i (T, ) = un (T’ ) dee

s [ [ (5) e (6:) = e (,2)) i (8,2) = e (8,2 d
+%§ / / 1 () Gt (62) = e (6,2)) 1t (1,7) = i (0, 2)) vl

+%§ //77/ (%) (lumx(t7x)|p_2 Uma (E, T) — ‘unw(tvx)lp_Q Una(t, x>)

Xt (U (, ) — uy, (t, x)) dedt

2 / / 0 (@) (1= 1y (@)) |t (£, 2) — 10 (8, 2)) | decdt

L2 / [ =) Gt~ f (aaft.)

Xt (U (t, ) — uy, (t,x)) dedt, VT > 1 (4.59)

elde ederiz. Bu esitsizligin sag tarafindaki yedinci terim igin, ortalama deger teoremi,

(4.51) ve Holder esitsizligi ile

N
<

// ]umx(t x)[P” umx(t, x) — \um(t,x)|p_2 unx(t,x))
Xt (U, (8, 2) — up (t,2)) dedt

T
1
< ?CT—Q/ / ([t (£, 2)[P72 4 [t (£, 2) P72
0 (=2r,2r)\(—mr)
X (Uma (£, ) = Ung (8, 2)) (U (t, 2) — uy (t, 2)) dadt

C3
<% [ o () = e (o
0

X [t () = wn ()| Lo ((—2r2mp oy @6 VT =1
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ve sekizinci terim igin, (4.3), Holder egitsizliginden

20//a (1= (2)) (s (£ 2) — u, (£, 2))[? dadt

T
2
<2 / lall 1 gy i () =t (8) 2
0

2
<G ”Um o U’””LQ(O,T;L‘X’(fr,r)) ) VI'>1

saglanir. Boylece, (4.59)’da (4.30)-(4.31) ve (4.57)’yi gbz oniine alip Onerme 2.0.55%
gore
Umt — U L? (07 T7 L? <_Ta T)) ’dea

U, ::):u C ([0,T]; L* (R)) *de,

um —> u Z((0,T) x ((=2,20)\ (=r,7))) e

Up — u  L2(0,T;LP ((=2r,2r)\ (=r,7))) 'de,
( (—

r,r)) de

Um — uw L2(0,T; L
\ m—00

yakinsamalarinin da saglandigini kullanirsak

lim sup lim sup ||tz (T) — Ung (T)||i2(_m) < %, VT >1

mM—00 n—o0

elde ederiz. Buradan, Lemma 4.2.2 ile birlikte, T' = T} alarak, keyfi € > 0 i¢in

Ce
1 — >
hmgfhgr_l)glf I1PS (te) ox — PS (tn) ul i) < T +e, VIp>1

elde ederiz. Burada Ty — oo iken limite gegersek, € keyfi oldugundan

hm inf liminf || PS (t) ¢, — PS (t,) SOn“Hl(R) =0

k—o00 n—0o0

alinz. Ayrica yukarida yaptigimiz islemleri tekrar ederek keyfi {k,,} ~_, dizisi icin

lim inf lim inf HPS tr, ) e — PS (tx,) gpanHl(R) =0

m—o0 n—oo

elde ederiz. Boylece, Lemma 3.2.37iin ispatinin sonunda yapilan iglemleri tekrarlayarak

{PS (t) @1}y dizisinin H' (R)’de yakinsak alt diziye sahip oldugunu elde ederiz. =

Lemma 4.2.4 (.2)-(4.5) kosullarina ek olarak p < 4 oldugunu kabul edelim. Eger u

fonksiyonu (4.1) probleminin zayif ¢ézimi ise
p—2 1
sup ||ug (0| gr-amy < ¢, ¥ € | —, =
()] oy S e [22,)

olacak sekilde ¢ > 0 sabiti vardr.
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Ispat. Ik olarak, (4.1); denkleminin t’ye gore tiirevini alarak, v := u; ve A ope-

ratorii Lemma 4.1.5’te tanimlanan ozeglenik operator olmak iizere,

Ve + (Kvt - vt) + (KU - v) (-1 % (ol ta) +a (x) v+ f () u, = 0 (4.60)

denklemini elde ederiz. Bu denklemi, o € [’%2, %) olmak tizere, tQK_%t ile R’de test

edersek, A operatoriiniin 6zeslenik oldugunu goz ontine alarak

d(C)5-s o) e O] I el
dt \ 2 vt L2(R) 2 Y L2(R) vt L2(R)
- 2 -~ . 2 1w 2
:tHA*avt ol +e 35w —|—tHATv(z€)
L2 (R) L(R) L3 (R)

12 <K*%v (1), A5 v, (t)> C(p—1)¢ <|uz OF 2w (1), % (K*%t (t))>

2 <cwt (t), A, (t)> _ < £ (w(®) u (t), A0, (t)> L V>0 (4.61)

aliriz. Oncelikle, interpolasyonla

l bl «
2 HA—%% OlIE

(R Y0 )sanKL?vmw

VE>0

HLQ(R L2(R) L2(R)

oldugundan, (4.61)’in sag tarafindaki ilk terim i¢in, Young esitsizligi ile keyfi € > 0 igin

2 2

LA™ (t)”i?(R) <et?

ATy, (t)’

~ 14a ‘

+C(e) HA B ()

VE>0  (4.62)

L2(R) L2(R)

saglanir. Bu egitsizligin sag tarafindaki ikinci terimi degerlendirmek igin, (4.1); denk-
lemini kullanarak, keyfi ¢ € H!'™(R) icin, kismi integrasyon, ortalama deger te-
oremi, Holder ve Young esitsizlikleri, (4.2)-(4.3), (4.51), Wh? (R) N H* (R) < L™ (R),
HF (R) — L (R) ve H*(R) < LP (R) siirekli gomiilmelerinden

[{une (8), )] < [ (8) @)+ e (8) )+ [(Jua (OF ™ ue (2), )]

+{au (8), )| + [(f (w (@), 0) + (g, )]

—1
< Nt O] L2y 19112y + e Ol 2y 1911 2@y + 1ta (O 191 o)

N

1
3 2
Hlallhe | [at@ o)l de ) lellmg
R

+Cs |lu (t)HL?(R) ||90||L2(R) + ||g||L2(R) ||‘P||L2(R)

1

2

< Ca |14 s Oll ey + | [ @@ s @) d | | olronge) ¥ 20
R
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olup burada ||| ;1+am) < 1, ¢ # 0 lizerine supremuma gegersek

~ e 2
[F |, < 14l O + [a@luords), ve=o
R
elde ederiz. Boylece, (4.62)'den
~ . 2 i 2
tHA’fvt (t) < Cy (5t2 A7z v (t)
L2(R) L*(R)
+C (e) | 1+ ||wse (t)”iz(R) + /a (z) |ug (t, )| dz , VE>0 (4.63)
R
saglanir. Benzer gekilde
~ 2 SO 2
2 |A" 20, (2) < Cy (5152 Az v, (t)
L2(R) L2(R)
+C (&) | 1+ |luge (t)”iz(R) + /a (2) |ug (¢, )| da L, VE>0 (4.64)

R
aliriz. (4.61)’in sag tarafindaki dordiincii terim igin, Holder ve Young esitsizlikleriyle,

(4.51)’den

£ <7\*%u (t),A %y, (t)> < 2

A-%0 (t)‘

2 Hﬁf%vt (t)‘
L2(R) L2(R)

2

A (8)

< Cs <C (e)t* + et? > , VE>0 (4.65)

L2(R)
elde ederiz. (4.61)’in sag tarafindaki beginci terim igin, Hélder ve Young esitsizlikleri,

(4.51) ve H = (R) — L% (R) siirekli gomiilmesinden

_(p—1)P <|ux O s (1), (K*avt (t))>

) 9 (~ .
< (0= D2 us ey s Dl ey | 5 (Ao @),
LT-5 (R)
2 a A —o
< Cot? luee (Bl ey [ 5 (A0 ®)]]
H 7 (R)
< Crt? s (O 101 (a2 g
~l—a 2
< Gy (C (&) 2 [|ute ()2 + &t HATW (t)HLQ(R)) V>0 (4.66)

saglanir. (4.61)'in sag tarafindaki altinci terimi gbz 6niine alirsak, interpolasyon ve

Young esitsizliginden, keyfi u > 0 igin

9 200 2(1—
Hvt (t)||H172a(R) < CQ Hvt (t)”H*a(R) ||Ut <t)||1}1*§()R)
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2

<G (C (1) HK*% (1)

i 2
A2, (t Vi >0
L2(R) T H v (t) L2(]R)> T

saglandigindan, Holder ve Young esitsizligiyle, (4.3), (4.64), H'~* (R) < L> (R) siirekli
gomiilmesine gore

=0 (o (1), K0 () < sy o Oy [ A 0

L=(R)
< Cuof® o () lpoqey [A 0 ),
= Cot? lve () g1y 16 (8] pra-2a )
~1l-a 2 ) ~ 2
< 2 ||} 5 2 || x -2
< Cho (ﬂt HA v () L2(R)+C(M»B)t HA v () ®
SO 2
e il )
~ i 2
<cu| (3410 @) +<C ) 2[R o],
w8, B,2) 1+||utz(t)\|ig(R)+/a(:c) g (L2)Pde | | ve> 0 (4.67)
R

elde ederiz. (4.61)’in sag tarafindaki son terim igin, Holder ve Young esitsizligiyle, (4.5),
(4.51) ve W2 (R) N H! (R) < L* (R) siirekli gomiilmesinden

2 (f (W) un (1), A0 (1)) < Caat? e (Bl ey R0 0

L2(R)
SO 2
< 013 <C (8) t2 + €t2 AlTUt (t) LQ(R)) , Yt >0 (468)
aliriz. (4.63)-(4.68)1 (4.61)’de goz éniine alirsak
d 2 T _«a 2 t2 ~l-a 2 ~l-a 2
R-5u, (¢ K50 (1) 2[R (¢
dt(2 sun (f) LZ(R)+2 > v (t) L2(R))+ > u(t) L2(R)
~ 2 KI,D‘ 2
< i-a
<cu|(+etnc @+ Cmp) e B0l
+C (. 8.2) (L £+ 8) (14 uae (92
+(1+¢%) /a () Jug (t,2))Pdz | |, ¥t >0 (4.69)
R
saglanir.

Simdi, (4.60) denklemini 5t2Ap ile R’de test edersek, kismi integrasyonla, A ope-
ratorii 6zeslenik oldugundan

d

_ (&2 <K_%vt (t),A v (t)> + gtz HT\“T% (t)
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2

= ot HK—%vt (t)

‘ 2

o HT\I‘T“U@)

L2 L2(R)

+6 (£ + 2t) <7\—%vt (t),A v (t)>

5t <avt (t), A (t)> e < £ (u () ue (), A (t)> L VE> 0 (4.70)

elde ederiz. Bu egitsizligin sag tarafindaki dordiincii terim i¢in, Holder, Young esitsizligi

ve (4.51)'den

5 (£ + 2t) <7\*%vt (t),A"%v (t)>

vt (t)

HK—%v(t)

L2®) L2(®)
i 2
< ot? HAT% (t)HLz(R) O (t+2)%, V>0 (4.71)

aliriz. (4.70)’in sag tarafindaki besinci terim i¢in, Hélder ve Young esitsizlikleri, (4.51)

ve H7 (R) — L5 (R) stirekli gomiilmesinden

-2
<5 (p =1t llue O luew Ol 2w

LT=5 (R)

5z (A0 )
0

— (A0 ) o

< Ciof? luee () 10 O] 1 o2

< Ciot” [|uee ()] p2gy

R)
< Crr (£ lluee Ol ) + 1 e Ol x))
< Cs (£ luee ()3 ae) + £ e Dll32e))

< Cho (t2 e ()1 22z + t2) VE>0 (4.72)

saglanir. (4.70)’in sag tarafindaki altinci terim i¢in, Holder ve Young esitsizligiyle, (4.3),

(4.51), H'"*(R) — L* (R) ve H'** (R) < L* (R) stirekli gomiilmelerinden

08 (o (), K00 0)) < 08 ol I O gy [ R0 )

L (R)

< 5Ct? HKI_Tavt (1)

At
ey |20 0

L2(R)

< ot?

— 2
Ay, (t)HLQ(R) + Cor (£l () oy +£2) , ¥t 20 (4.73)
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elde ederiz. (4.70)’in sag tarafindaki son terimi i¢in, Holder ve Young esitsizligiyle,

(4.5), (4.51) ve WP (R) N H! (R) — L> (R) siirekli gémiilmesinden

=0t (' (u (1)) e () B (1)) < Cont® s (1) ey [ A7 (1)

L2(R)
< Cost?, ¥Vt >0 (4.74)
aliriz. Boylece, (4.71)-(4.74)’1i (4.70)’te gz Oniine alirsak
d 9 /7 _«a T_a 4] 2 || 7 iz 2 2 2
p (525 <A 20, (1), A 2v(t)>+§t A2 w(t) L2(R)> +ot? | A" “o () .

‘ 2

< §Chyt? HT\I*T“% o),

. Cas (t + ) lugs ()] 72y + Cas (14t +17) ¥t > 0

olup bu esitsizligi (4.69) ile toplarsak, yeterince kiigiik €, u, § ve ¢ igin

a0 (1) ;@)

dt
+Ca (1+¢%) /a (z) |ug (t,2)|* dz, Wt >0 (4.75)

2

+ 2 ||A =0 (8)

+027 <t HA 2 Ut )
L2(R)

< Chs (1+t+1t7) (1 + [l (t>||i2(R)>

aliriz. Burada

O (t) = Ot <K—%Ut (1), A 50 (t)> L op HT\I‘T&U (t)‘ ]
’ 2 L2(R)
2 |~_a 2 £2 [~ 10 2
+§ Ao (t)’ L2(R) 2 v <t)‘ L2(R)

ile tanimhidir. ¢ yeterince kiigiik oldugundan, Hélder ve Young esitsizliklerine gore

~ 2 e w 2
t2 HA—% t ‘ t2 HAT t ’
30( OO prey ¥ 2 O] gy
~ . 2 S 2
< ® (1) < O (t2 ”A*m (1) 2[R ) ) L VE>0 (4.76)
L2(R) L2(R)

olacak gekilde C39, C'3; > 0 sabitleri vardir. (4.76)’y1 (4.75)te goz oniine alirsak

do (1)
o+ Ca® (1)

< Cy(1+1t+1) (1 + ot (t)y|§2(R)) + sy (1+£2) /a () |ug (t, )2 da, V¢ > 0
R

olup bu esitsizligi e“?2!

ile garpip 0’dan t’ye integre edersek, (4.2)-(4.6)’dan
D (1) < e ' (0) + 033/ (14 5+ 5%) el (1 + [luts (S)”i?(R)) ds

0
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t

+C’34/ (1 + %) e 2lt=2) /a(az) |ug (s,2)|* do | ds

0 R

<Oy (L+t+17) + O (L+t+17) / oz (S)Hi?(ﬂe) ds

+C’34 1+t // ) Juy 3x| d:pds<036(1+t+t) Vvt >0

aliriz. Boylece, (4.76)'ya gore

T loa
HA Z v

olup istenen sonug elde edilir. =

Simdi, bir B € (W' (R) N H' (R)) x L? (R) kiimesinden gikan yoriingelerin zayif

2 1 1
t) <Oy (1+>+ =) <Cyg VE>1
L2(R) t 2

w-limit kiimesini su sekilde tanimlayalim:

Burada kiime tizerindeki ¢izgi (W (R) N H! (R)) x L? (R) uzaymndaki zayif kapanist

ifade etmektedir. Oyleyse,

Y €Ewy (B) <= (W'?(R)N H'(R)) x L*(R) uzaymda S (t) ¢, kﬂ> ®
—00
olacak sekilde {t},-,,tx — oo ve {p,},_, C B (4.77)

dizileri vardir.

ifadesinin saglandigi kolayca gosterilebilir.

Simdi, w,, (B) kiimesinin degismezlik 6zelligini sagladigini gésterelim.

Lemma 4.2.5 Her sinurlh B C W'?(R)NH(R) kiimesi i¢in, w,,(B) kiimesi dejfismez-
dar.

Ispat. Kabul edelim ki ¢ € w, (B) ve t > 0 icin z = S (¢)¢ olsun. Bu durumda,
(4.77)den WP (R) N H' (R)’de S (t3) 1, k_%o ¢ olacak sekilde {t;},—,, tx — oo ve
{¢}r—, C B dizileri vardir. Ayrica, Lemma 4.2.2, Lemma 4.2.3 ve Lemma 4.2.4’1i kul-
lanirsak, H' (R) x H~' (R)'de S (tx,,) ¥y, . — ¢ olacak sekilde {kmn}>_, alt dizisinin

varligini elde ederiz. Bu durumda, 74,, :=t + t,, ile igaretlersek, (4.7)'den

S (i) Yy, = S (1S (ti,) t, 2 SHw =2 (W' (R)NH (R)) x L? (R) de
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olup z € w,, (B) oldugunu elde ederiz. Boylece, S (t) w, (B) C w,, (B) saglanir.

Diger yandan, 1 € w,, (B) ise, yine (4.77)’den, W? (R)NH"' (R)’de S () ¥y, ’Higo P
olacak sekilde {ty},—,, tx — oo ve {¢,},; C B dizileri vardir. ¢, > t > 0 i¢in
©0p = S (tp —t) 1, seklinde tammlarsak, (4.51)’den, bir ¢ € W (R) N H' (R) igin
WP (R) N H' (R)'de ¢, nﬁ; ¢ olacak sekilde {k,,}~_, alt dizisi vardir. Buradan,
¢ € wy, (B) oldugunu elde ederiz. Dahasi, Lemma 4.2.2, Lemma 4.2.3 ve Lemma 4.2.4’¢
gore, alt diziye gegerek, H' (R) x H~" (R)'de ¢, ¢ aliriz.

S (tk,,, ) Uy, =S (t)S (th, — 1) Vi =S ) 0y,

oldugundan, (4.7)den, (W'? (R) N H' (R)) x L? (R)’de S (tk,., ) ¥, — S(t)¢ elde
™ n—o0
ederiz. Boylece, 1 = S (t) ¢ olup w,, (B) C S (t) wy, (B) alirz. =
Sonug¢ olarak, Lemma 4.2.2, Lemma 4.2.3, Lemma 4.2.4 ve Lemma 4.2.5’e gore,

Ap := w,, (B) kiimesi Teorem 4.2.1’in ifadesindeki 6zellikleri saglayan yerel gekicidir.
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