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SIMGELER DiZiNi

R Reel sayilar kiimesi

C Kompleks sayilar kiimesi

Rz z kompleks sayisinin reel kismi

Sz z kompleks sayisinin imajiner (sanal) kism

L maksimal operator

Ly minimal operator

L? Mutlak degerlerinin karesi Lebesque integrallenebilen fonksiyonlarin
kiimesi

Ny, Ny simetrik operatoriin eksiklik uzaylar



1. GIRIS

Ikinci mertebeden diferensiyel denklemler teorisi énemli bir gecmise sahiptir. Iyi
bilinmektedir ki diferensiyel ifadenin katsayilari tanimli oldugu araligin her bir nok-
tasinda regiilerse uygun simir kosgullari, ¢oziimlerin u¢ noktalarda aldiklar1 degerler
ile verilebilir. Ayrica regiiler diferensiyel operatorler ile kurulan diferensiyel denk-
lemlerin tiim coziimleri karesel integrallenebilirdir. Fakat singiiler operatorler icin
bu durum genel olarak dogru degildir. Ilk defa 1910 yilinda Weyl gostermistir ki
ikinci mertebeden singiiler simetrik bir operator ile kurulan diferensiyel denklemin
mutlaka bir ¢oziimii karesel integrallenebilirdir. Bu 6nemli sonug neticesinde dife-
rensiyel operatorler ikiye ayrilabilir: limit ¢cemberi durumunda olanlar ve limit nok-
tast durumunda olanlar. Limit ¢emberi durumundaki diferensiyel operatorler ile
ele alinan diferensiyel denklemlerin tiim c¢oziimleri karesel integrallenebilirken, limit
noktasi durumundakiler i¢in lineer bagimsiz ¢oziimlerden sadece biri karesel integral-
lenebilirdir. Weyl’in bu analizi yaklagik 35 yil kadar sonra Titchmarsh tarafindan
tekrar ele alinmustir. Ozel olarak Titchmarsh, Titchmarsh-Weyl fonksiyonu olarak bi-
linen m-fonksiyonlarinin baz 6zelliklerini incelemigtir. Literatiirde Titchmarsh-Weyl
fonksiyonu yardimiyla spektral fonksiyon, sinir deger operatorleri, sacilma fonksi-
yonu, karakteristik fonksiyon kurulabilmektedir. Bu teoriler hakkinda detayl bilgi
Coddington ve Levinson (1955), Gorbachuk (1991), Kuzhel’in (1995) kitaplarinda
ve Malamud’un (2006, 2008) makalelerinde bulunabilir. Ayrica m- fonksiyonlarinin

teorisini destekleyen pek cok bagka calisma da literatiire kazandirilmigtar.

Diger yandan 1957 yilinda Sims, Weyl’in ortaya koydugu bu analiz metodunu komp-
leks katsayili diferensiyel operatorlere uygulamigtir. Sims bu analizinde ¢ok énemli
bir sonug elde etmigtir. Klasik durumda olmayan ancak kompleks katsayili durumda
goriilen sonug sudur: limit noktast durumunda lineer bagimsiz iki ¢oziim karesel in-
tegrallenebilirdir (DurumlI). Ayrica Sims, Titchamarsh-Weyl fonksiyonlarinin zel-

liklerini de incelemistir ve baz1 sonuglar elde etmistir.

Bu tezde ikinci mertebeden simetrik ve simetrik olmayan singiiler diferensiyel opera-
torler igin Weyl teorisi incelenmistir. Bu tez hazirlanirken temel olarak Coddington

ve Levinson’un kitabindan (1955) ve Sims’in makalesinden (1957) faydalanilmigtir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde spektral analiz i¢in gerekli baz1 tanim ve teoremler verilecektir.

Tanim 2.1 H reel veya kompleks vektor uzayr olsun. H iizerinde bir i¢ carpim
H uzayindaki vektorlerin her siral ¢iftini bir skalere egleyen ve asagidaki ozellikleri

gergekleyen (,) fonksiyonudur:
L (21 + 22, y) = (21, ) + (22, ¥) ;

2. (/\x,y) = )\(13,3/),

3. (y,2) = (z,y);

4. (z,x) > 0;(z,2) =0 <z = 0.

Boyle bir i¢ carpimla belirtilen H uzayma bir i¢ garpim uzay1 denir (Hoffman 1962).
Tanim 2.2 H reel veya kompleks vektor uzayi olsun. H {izerinde bir norm H iize-
rinde asagidaki 6zellikleri gergekleyen, negatif olmayan, reel degerli ||.|| fonksiyondur:
L |[z]] =2 0; [[z]] = 0 <= 2 = 0;

2.z +yll < llzll + llyll

3. Azl = [Al ]

H {izerinde bu sekilde tanimlanan bir norm ile birlikte H vektor uzayina normlu
lineer uzay denir. ||z| = (x,x)% formiilii H iizerinde bir norm belirtir. Eger H bu

norma gore tam ise H uzayma Hilbert uzayi denir (Hoffman 1962).

Tanim 2.3 Bir L fonksiyonunun tanim ve goriintii kiimesi ayni cisim tizerinde lineer

uzaylarsa ve cisimdeki her o ve L nin tanmim uzayindaki her x,y vektor ¢ifti igin
L(z+vy) = Lx+ Ly;

L(az) = alzx

kosullar1 gergekleniyorsa L fonksiyonuna lineer operator denir (Naimark 1968).
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Tanim 2.4 Tiim H uzay: iizerinde tanmimli L operatoriine

Lzl < Ol Ve e H

kosulunu gerceklemesi durumunda sinirhi operator denir. En kiiciik C' sayisina L

operatoriiniin normu denir ve || L|| ile gosterilir (Naimark 1968).

Tanim 2.5 H Hilbert uzay1 ve L bu uzayda lineer operator olmak tizere L nin tanim

kiimesi D (L), H Hilbert uzayinda yogun olsun. f € D (L) igin

(Lf,g)=(f,L"g)

esitligini saglayan L* operatoriine L nin adjoint operatorii denir. Bu esitligi saglayan
g € H vektorler kiimesine L*in tanim kiimesi denir ve D (L*) ile gosterilir (Naimark
1968).

Tanim 2.6 Eger L = L* ise L ye self adjoint operator adi verilir (Naimark 1968).

Tanim 2.7 L operatoriiniin tanim kiimesi olan D(L) kiimesi H Hilbert uzaymnda

yogun bir alt kiime olsun. Eger her f,g € D(L) i¢in

(Lf,g)=(f Lg)

gergekleniyorsa L lineer operatoriine simetrik operator denir (Naimark 1968).

Tanim 2.8 Her sinirh kiimeyi kompakt kiimeye doniistiiren operatore kompakt ope-
rator denir (Naimark 1968).

Teorem 2.9 (Vitali Yakinsaklik Teoremi) f, (z), bir D bolgesinde her biri
regiiler olan fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Her n dogal sayis1 ve her z € D i¢in

fn(2),
| fo () < M

esitsizligini gerceklesin ve n — oo icin D bolgesinde bir limit noktasina sahip olsun.
Bu durumda f, (2), D bélgesinin i¢indeki herhangi bir simirli bslgede diizgiin yakin-
saktir ve diizgiin yakinsadigi limit fonksiyonu 2z nin analitik fonksiyonudur
(Titchmarsh 1939).



Tamim 2.10 L bir simetrik operator ve A keyfi bir kompleks say1 olsun. Ry ve R, ile
sirasiyla (L — A\ ) ve (L — A\I) operatorlerinin deger kiimeleri gosterilsin. Ry ve R)
kiimeleri H Hilbert uzayimmin alt kiimesidir. Bunlarin ortogonal tiimleyenleri sirasi

ile (H © Rx) ve (H © R,) ile gosterilsin.

Ny = HoR),
Ny = HOR;

uzaylarma L operatoriiniin eksiklik uzaylar1 denir (Naimark 1968).

Lemma 2.11 N, ve N7 eksiklik uzaylar sirasi ile L* operatoriiniin A ve A dzdeger-

lerine karsilik gelen 6zvektorlerinden olugur (Naimark 1968).

Tanim 2.12

sayllarina L opeatoriiniin eksiklik (indis) sayilar1 denir. L operatorii simetrik ise

m = n gergeklenir (Naimark 1968).

Tanim 2.13 ikinci mertebeden bir diferensiyel operator icin (1,1) eksiklik sayisi,
limit noktasi durumu; (2,2) eksiklik sayis1 durumu ise limit ¢gemberi durumu olarak
bilinir (Naimark 1968).

Teorem 2.14 Ust yar diizlemden olan her A kompleks say1s1 icin

dim Ny = dimN_;
dim N, = dimN;

saglanir (Naimark 1968).



3. SIMETRIK DIFERENSIYEL OPERATORLER iCiN WEYL TEORISi

Bu boliimde ikinci mertebeden reel katsayili simetrik bir diferensiyel operator icin
limit cemberi ve limit noktasi durumlar1 incelenecektir. Bu boliim Coddington ve

Levinson’un kitab1 (1955) kaynak almarak hazirlanmigtir.

Simdi

() == (p@)y) +a@)y, v€0,) (3.1)
diferensiyel ifadesi ele alinsin. Burada, p, ¢; [0, 00) araliginda reel degerli, Lebesque

olgiilebilir fonksiyonlar ve p~', ¢ € L} [0, 00) dur.

loc

Bu boliimde L ;

I

Ly =— (p(x)y'> +q(z)y

seklinde tanimli self-adjoint diferensiyel operatoriinii gostersin. Burada zy keyfi ol-
mak tizere herhangi bir [0, 2] aralig: iizerinde p, p’, q fonksiyonlar reel, siirekli ve
p(z) > 0 kabul edilecektir.

f ve g, L nin tanim kiimesinden segilen iki fonksiyon ve [x1, x5] C [0, 00) keyfi aralig

icin incelemelerde biiyiik 6nemi olan Green formiilii agagidaki gekilde ifade edilir:

T2

[ s = 5Tg) e = 1101 02) = [relo)

1

Burada
f9l(@) = p(@) (f@)F (&) = f (@)g())
seklindedir.

Ayrica A € C igin f ve g aym Ly = Ay denkleminin ¢oziimleri ise [fg] (z) in sabit

olup x den bagimsiz olacag1 aciktir.

Tanmim 3.1 Eger bir A kompleks sayis1 icin
Ly =Xy

diferensiyel denkleminin her ¢oziimii L? (a,b) (—oo < a < b < oo) uzaymndansa, L
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operatoriine limit cemberi durumundadir denir. Aksi takdirde L ye limit noktasi

durumundadir denir (Coddington ve Levinson 1955).

Regiiler diferensiyel operatorlerin limit gemberi durumunda olduklar: agik oldugun-

dan bu tezde singiler diferensiyel operatorler incelenecektir.

Weyl’in analizinin anlamli olmasi i¢in A spektral parametresinin keyfi segilmesi 6nem

arz eder. Agagidaki teorem bu durumu agiklar.

Teorem 3.2 Eger bir \y kompleks sayisi icin Ly = A\gy denkleminin her ¢6ziimii
L?(0,00) smifindan ise keyfi A kompleks sayis1 i¢in de Ly = Ay denkleminin her

goziimii L?(0, 0o) smifindandir (Coddington ve Levinson 1955).

Ispat Ly = Aoy denkleminin L2 (0, 00) smifindan olan iki lineer bagimsiz ¢dziimii
© ve 1 olarak verilsin. x ise Ly = Ay denkleminin keyfi bir ¢oziimii olsun. Ly = Ay
denklemi

Ly — Xy =(A—Xo)y (3.2)

seklinde yazilabilir. Bu durumda ¢ ve ¢, Ly — Aoy = 0 homogen denkleminin iki
lineer bagimsiz ¢oziimii olur. O halde homogen olmayan denklemin ¢zel ¢oziimiinii
bulmak i¢in paramatrelerin degisimi yontemi uygulanirsa (3.2) denkleminin bir 6zel

¢ozimi
X

y(r) = /(A— Ao) 5 (T) (0 (2) ¥ () — @ () ¢ (x)) d7

C

olarak bulunur. « (z), (3.2) denkleminin genel ¢oziimii oldugundan

xT

ff(x)—0190(56)+021/J(13)+(>\—Ao)/(90(56)¢(7)—<P(T)¢($))H(T)d7 (3.3)

c

yazilir. Burada c, ¢1, co sabitlerdir.

8
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notasyonu kullanilsin.



Vo > cigin |||, < M, ||¢]|, < M oldugu ve Schwarz esitsizligi kullanilirsa

T

/(90 (@)Y (1) =@ (1) ¥ (2)) k(1) dr| < M (| (2)] + |9 (2)]) |5, (3.4)

c

bulunur. (3.4) esitsizligi (3.3) ifadesinde dikkate alimir ve Minkowski egitsizligi kul-
lanihirsa
5]l < lew] + leal) M+ 2 X = Xo| M? ||, (3.5)

elde edilir.

Eger ¢, | — Xo| M? < 7 esitsizligi saglanacak sekilde yeterince biiyiik segilirse (3.5)

ifadesinden
5]l < 2(ex] + [ea]) M

elde edilir. Esitsizligin sag tarafi x den bagimsiz oldugundan

T—00

1
T 2
lim /|ﬂ-|2dx <2 (|ea] + |ea]) M
gergeklenir. Buradan x € L? (0, 00) bulunur. Béylece teoremin ispati tamamlanir.

Limit noktast durumunda Ly = Ay denkleminin en ¢ok bir lineer bagimsiz ¢oziimii
L*(0,00) smifindandir. Gosterilecektir ki bu durumda S\ # 0 olacak bigimdeki

herhangi bir ) i¢in Ly = Ay denkleminin sadece bir ¢oziimii L*(0, co) sinfindandur.

w ve ¢ ; Ly = Ay denkleminin 0 < o < 7 olmak {izere

¢ (0,\) =sina Y (0,\) = cosa
(3.6)
p(0) (0, ) = — cos p(O)zﬁl(O, A) =sina

kogullarini saglayan iki ¢oziimii olsun. Aciktir ki ¢ ve 9 lineer bagimsiz ¢oziimlerdir.
0,0, wl; A nin tam fonksiyonlar1 ve z ve A degigkenlerine gore siirekli fonksiyon-
lardir. Ek olarak (3.6) dan

olup [pt [(x) , = den bagimsiz oldugundan her  icin [pv |(z) = 1 gerceklenir. Bu



¢oziimler reel A lar i¢in reeldir ve 0 noktasinda agsagidaki sinir kogulu saglar.

cos ap (0, ) +sinap(0)¢’ (0,A) =0

sin o (0, \) — cos ap(0)1) (0, A) = 0
Ly = Ay denkleminin lineer bagimsiz iki ¢oziimii ¢ ve ¥ oldugundan genel ¢oziim A
ya bagli olan her m i¢in

K= @+ my (3.7)

seklinde diisiiniilebilir. Simdi 0 < b < oo olacak sekildeki b noktasinda asagidaki reel

sinir kogul gozoniine alinsin.
cos Bz (b) + sin Bp(b)z’ (b) = 0 (0<pB<m) (3.8)

K ¢Oziimiiniin (3.8) ifadesini saglamasi igin:

oot B (b, A) +p(b)e (b, A) (3.9)

cot B (b, A) + p(b))' (b, )

formunda olmalidir. Bu durumda m = m (\, b, 3) seklinde A, b, 5 degiskenlerinin bir
fonksiyonu olur. ¢, ¢, 1, wl; A nin tam fonksiyonlar1 oldugundan m ; A nin meromorf

fonksiyonudur ve reel A lar igin reeldir.

Eger z = cot B almir ve ), b degiskenleri sabitlenirse, A := ¢ (b, \), B := p(b)¢ (b, \),
C =1 (b,\), D :=p(b)y (b, \) fonksiyonlar: sabitlenir ve (3.9) esitligi
Az+ B

m=-51D (3.10)

seklinde yazlabilir. (5 ; 0 ile 7 arasinda degistikce z, reel eksen iizerinde degerler
alir. (3.10) daki kesirli lineer doniigiim z diizlemindeki reel ekseni m diizlemindeki

Cp gemberine doniigtiiriir.

Boylece k nin (3.8) denklemini saglamas igin gerek ve yeter kogul m nin Cj, cemberi

tizerinde olmasidir. (3.10) denkleminden

B4+ Dm
A+ Cm

z =

z—Z

=0

elde edilir. Reel eksenin goriintiisiiniin denklemi igin &z = 0 oldugundan



esitligi yardimiyla

—(A+Cm) (B+Dm)+(A+Cm)(B+Dm)\ 1 0
|A]> + |C|? |m|* + 2R(ACm) 2i

saglanip

(A+Cm) (B+ Dm) — (A+Cm) (B+ Dm) =0 (3.11)
elde edilir. Bu C} cemberi ic¢in bir denklemdir.
Kompleks diizlemde yaricapr r, merkezi ¢ olan bir ¢ember denklemi |z —¢| = r
seklindedir. Bu durumda

z—cf = = (z-0F=c =1
= zZ—ze—cZ+cc—1r*=0 (3.12)

olup ayrica (3.11) esitligi agilirsa

oy wAD-CB BT AD AB-AB

A S ml . bo_ 3.13
mED_cD  MeD_CD TD_CD (3.13)

Im

elde edilir. (3.12) ve (3.13) kargilagtirildiginda C}, gemberinin merkezi,

AD — BC
mpy = —————
CD—-CD
ve yarigapi,
|AD — BC|
D = —————
"~ |Cb-cD|

seklinde bulunur.

(3.11) denklemi agilirsa

0 = (A4+mC)(B+mD) — (B+mD) (A+mQC)
— p(0) (A +mC) (F () + 70 (1)) = (B +mD) (7(b) + 7 (1)

= p(b) (2 () + e () R () = p(b) (& (b) +me' (1)) (D)
= p(b)k (B)F (b) — p(B) ()R (D)
)

!

(K )7 (b) — & (b)E(b))
b



bulunur. Boylece C, ¢emberinin denklemi
[kK](b) =0 (3.14)
seklinde elde edilir. Ayrica

ley](b) = AD - BC
—[vyl(b) = CD-CD
[ey](b) = AD—-BC=1

(3.15)

seklinde yeniden ifade edilebilir.

(3.14) ifadesinde mm teriminin katsayisi [¢01)](b) oldugundan m diizleminde Cj nin

ici

<0 (3.16)

ile verilir.

Green formiiliinde f =g =1 ve x1 =0, x5 = b alinirsa

/ DLy — T ) dx = [)(b) — [](0)

butunur.— [](0) = p(0) (¥ (0)% (0) = ¢ (0)%(0)) = 0 ve Ly = A oldugu

dikkate alinirsa
b b
= / 19)* (A = X) do = [Yy](b) = zzm/ |op|* da
0 0

elde edilir.
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Benzer sekilde yine Green formiiliinde f = g = k ve 21 = 0, x5 = b alinirsa

[kK](b) = 22’%)\/ k> da + k] (0)

bulunur. Diger taraftan [kk](0) = —2iSm olup bunlar (3.16) ifadesinde yerine
yazilirsa
b
) Sm o
0

elde edilir.

(3.17) ifadesi C}, cemberinin i¢ini tanimlar. Yani m noktalarinin Cj, nin i¢inde olmasi

icin gerek ve yeter kosuldur.

Ek olarak m noktalarinin (), nin {izerinde olmasi icin gerek ve yeter kogsul

b
e
/ k|2 da = % (SA % 0) (3.18)
0

olmasidir.

(3.15) de ifade edilen r, yaricapi,

b
[ (0)]

Ty =
ve )
[001(6) = 2092 [ [of* da
0
oldugundan S\ > 0 icin

ry = 2%/ oh|? da (3.19)

ile verilir.

Simdi 0 < a < b < oo olsun. Bu durumda eger m noktasi (', cemberinin i¢inde veya

a b
2 2 %m
k| dx < k| de < —
[ < [1nfar < 55
0 0

11

tizerinde ise



oldugundan m noktasi €, cemberinin i¢inde olur. O halde a < b i¢in C,, ¢cemberi C}
cemberini kapsayacaktir. Boylece verilen bir A (S\ > 0) i¢in b — oo durumunda C},

gemberleri ya bir C', ¢cemberine ya da bir m., noktasina yakinsar.

Eger Cy, bir gembere yakinsarsa onun yarigapi 7., = limr, pozitiftir ve (3.19) ifadesin-
den v € L?(0,00) bulunur. Eger M, , Cs limit gemberi iizerinde herhangi bir nokta

ise b > 0 i¢in My, , Cp gemberinin i¢indedir. Bu nedenle

b
-2 SMeo
+ Meo¥|" dr < ———
[ 1o+ Pl o < =5
0

olup b — oo igin (¢ + Metp) € L*(0,00) bulunur. Aymi ispat M., nin me, a
kisitlanmasi durumunda da gegerlidir. Bu nedenle S\ # 0 igin Ly = Ay denkleminin

L? (0, 00) smufindan olan daima bir ¢6ziimii vardir.

Cy, — Co olmasi durumunda S\ # 0 igin tiim ¢oziimler L?(0,00) smifindandr.
Ciinkii ¢ ve (¢ + Moo) nin L?(0, 00) smifindan oldugu gosterildi. Boylece C, gem-
berinin varligi ile limit ¢emberi durumu m., noktasinin varligi ile de limit noktasi

durumu tanimlanir.

Cy — My olmast durumu limr, = 0 anlamina gelir. Boylece (3.19) ifadesinden
Y ¢ L?(0,00) elde edilir. Bu durumda S\ # 0 igin lineer bagimsiz ¢oziimlerden

sadece bir tanesi L?(0, 00) simfindandir.

Limit cemberi durumunda m nin Cj, ¢gemberi iizerinde olmasi icin gerek ve yeter kogul
(3.18) in saglanmasidir.
k= (2, \) + mi (, \)

oldugundan buradan elde edilir ki m nin Cy, ¢cemberi iizerinde olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul

%A/ k> dz = Sm
0
olmasidir. [kk](0) = —2iQm oldugundan m nin Cy, limit ¢cemberi iizerinde olmasi

i¢in gerek ve yeter kosul [kk] (c0) = 0 olmasidir.

Limit noktasi durumunda eger m , C}, iizerinde herhangi bir nokta ise m — mg, limit

noktasi olur ve bu (3.8) sinir kogulundaki § nin se¢iminden bagimsiz olarak saglanir.
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O halde 8 = 0 igin de saglanir ve bu durumda limit noktasi

Moo (A) = — lim z Ez ;; (3.20)

ile verilir.

Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.3 Eger S\ # 0 ve pile ¢ ; Ly = Ay denkleminin (3.6) kogulunu saglayan
lineer bagimsiz ¢oziimleri ise k = ¢ +ma ¢dziimiiniin (3.8) reel sinir kogulunu sagla-
masi icin gerek ve yeter kosul m nin kompleks diizlemde bir C, gemberi iizerinde
olmasidir. Burada C, ¢cemberi

ki) (b) =0

ile verilir. b — oo igin C} ; ya bir C limit ¢emberine ya da bir my, limit nok-
tasma yakmsar. Birinci durumda Ly = M\y denkleminin tiim g¢oziimleri L?(0, c0)
smifindandir. Ikinci durumda ise lineer bagimsiz ¢oziimlerden sadece biri L?(0, c0)
smifindandir. Ayrica limit ¢emberi durumunda bir noktanin Cy, (A) limit ¢cemberi
tizerinde olmasi igin gerek ve yeter sart [kr](c0) = 0 olmasidir (Coddington ve
Levinson 1955).

3.1 Limit Cemberi ve Limit Noktas1 Durumlar: I¢in Kriterler

Bu kisimda L operatoriiniin limit cemberi veya limit noktasi durumunda oldugunu

karakterize eden baz kosgullar verilecektir.

Teorem 3.1.1 M, pozitif diferensiyellenebilir bir fonksiyon ve kq, ko pozitif sabitler

olsun. Yeterince biiyiik = ler icin

o0

q(x) > -k M (z) , /(pM)_é dr = 00

T

’ 3

() M (z) M~3 (g;)] < ko (3.21)

N|=

p

kogullar1 saglansin. Bu durumda L operatorii singiiler noktada (sonsuzlukta) limit

noktasi durumundadir (Coddington ve Levinson 1955).
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Ispat Ispat icin Ly = 0 denkleminin L2 (0, 00) uzaymdan olan iki lineer bagim-
siz ¢oziime sahip olamayacag1 gosterilecektir. Burada Teorem 3.2 geregince A = 0
alimmasinin bir sakincast yoktur. Kabul edelimki #, Ly = 0 denkleminin L? (0, 0o)
smifindan reel bir ¢oziimii olsun. (px’)’ = gx oldugundan ¢ > 0 i¢in (3.21) kogulun-

dan
X X xT

(pr') K qr* 2
Tdﬂf = ﬁdl’ Z —kl Kkdx

saglanir. Sol taraftaki integrale kismi integrasyon uygulanirsa

T

_ 2, PR (¢)k(c)
k‘g—k’l//ﬁd$— M(C)

c

olmak iizere . .
pr'K (p/<;’)2 pr' kM’
_ de —
Mo T M2

dz < ks (3.22)

elde edilir.

olarak tamimlansin. (3.21) dikkate alinir ve Schwarz egitsizligi kullanilirsa

x 2 T

pr' kM’
/ Ve dr| < kiH () /m2dx

Cc Cc

bulunur. Buradan her iki taraftan karekok alinirsa

ka = ko / K2dx
olmak iizere .
K kM’ 1
o dr < kyH?

Cc

bulunur. Bu son egitsizlik (3.22) de goz oniine alinirsa

pK'K

H—kyH? <k 3.23
M+ 1112 < KRg ()

bulunur. Eger z — oo igin H (z) — oo saglanirsa (3.23) esitsizliginden ’%/” > H

14



gerceklenir. H fonksiyonu pozitif oldugundan p’% > (0 saglanir. p ve M pozitif
fonksiyonlar oldugundan 'k > 0 dir. Bu ise x € L?(0,00) olmasi ie geligir. Bu
durumda H fonksiyonu sonlu olmalidir. Yani ;

(p')”

/Tdaz < o0 (3.24)

[

olmahidir.Simdi kabul edelim ki ¢ ve 1, Ly = 0 denkleminin L? (0, oo) simifndan olan
iki lineer bagimsiz ¢oziimii olsunlar. Yani L operatorii limit ¢emberi durumunda

olsun. Bu coziimlerin reel ve

[y | =plpd —yy) =1 (3.25)
oldugu kabul edilebilir.

(3.25) ifadesinin her iki yam (pM )% ye boliiniirse

l ! l /

3 2 1

DY R (3.26)
M2 M2 (pM)

N

bulunur. (3.24) ve Schwarz esitsizligi dikkate alinirsa

oo

/

Cc

1.y 1
p2Y P2y
2 % —1/f

dr < oo (3.27)

elde edilir. (3.26) ifadesinin sag tarafindaki ifade (3.21) den dolay1 (0.00) araliginda
integrallenebilir degildir. Bu ise (3.27) ifadesiyle ¢elisir. O halde L operatorii limit

noktasit durumundadar.

0 <z <ooigin M (z) =1 durumunda Teorem 3.1.1 den agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.1.2 Eger k pozitif bir sabit olmak iizere

o

q(z) > —k ve /p_%dm =00

ise bu durumda L operatorii sonsuzlukta limit noktasi durumundadir (Coddington

ve Levinson 1955).
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Bir ¢ok ikinci basamaktan diferensiyel denklemde p (¢) = 1 dir. Bu durumda Teorem

3.1.1 den agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.1.3 Eger 0 < x < oo igin p (z) = 1 ve k pozitif sabiti igin ¢ (x) > —ka?
ise bu durumda L operatorii sonsuzlukta limit noktasi durumundadir (Coddington

ve Levinson 1955).

Teorem 3.1.4 L operatorii L? [0, c0) da (3.1) diferensiyel ifadesi tarafindan tiretilen

minimal simetrik operator olsun. Eger ag # 0 ve a; sabitleri igin

1 1
—— —, 44—
p Qo

fonksiyonlari [0, 0c0) da integrallenebilir ise L operatoriiniin eksiklik sayilar: (1, 1) dir
(Naimark 1968).

Teorem 3.1.5 L operatorii L? [0, c0) da (3.1) diferensiyel ifadesi tarafindan iiretilen
minimal simetrik operator olsun. Eger ¢ (z) € L?(0,00) ise Ly operatoriiniin eksiklik
sayilar: (1,1) dir (Naimark 1968).

Teorem 3.1.6 Ly operatorii L?[0,00) da (3.1) diferensiyel ifadesi tarafindan
iiretilen minimal simetrik operatér olsun. Kabul edelim ki p,q,¢ € AC.[0, 00),
ppt e L'0,00), ve ¢ ile ¢ yeterince biiyiik xq icin aym isaretli olsun. z — oo icin

q— +ooveq = O(|q|/B ), 0< 8 < % gerceklensin. Bu durumda Lg operatorii

7 ()| 2 da

integralinin yakimsamasi durumunda (2,2), wraksamasi durumunda (1,1) eksiklik

sayilarina sahiptir (Naimark 1968).

Teorem 3.1.7 L operatorii, pozitif yar1 eksen iizerinde

ly =—y" —q(x)y

diferensiyel ifadesi ile iiretilen operator olarak diisiiniilsiin. Burada ¢(z) siirekli
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tiirevlenebilir bir fonksiyondur.
z+d
¢ () =inf{dt:d ! > /q(t)dt

d>0
T

fonksiyonu ele alinsin. Eger agagidaki kogullar

1) lim ¢*(x) = o0,

T—00

2) ¢*(z) >0,z >R,

3) ¢*(x)q" (z) = O(¢*(x))**,x > Ricin 0 < a < 3/2,

o0

4) q*(:v)/ ((q(z) — ¢’ (x))/q* (z)dz, yeterince bityiik R icin [R, o0) iizerinde integ-

rallenebilfr,

gercekleniyorsa bu durumda Ly operatorii,

/Ooq*_l(x)dt

integralinin yakinsamasi durumunda limit ¢gemberi, iraksamasi durumunda limit nok-

tast durumundadir ( Sultanaev 1984).

17



4. SIMETRIK OLMAYAN DIiFERENSIiYEL OPERATORLER ICIN
WEYL TEORISI

Bu boliimde ikinci mertebeden kompleks katsalyili simetrik olmayan bir diferensiyel
operator icin limit noktasi ve limit cemberi durumlar1 anlatilacak ve cesitli kriterler

verilecektir. Bu boliim Sims’in makalesi (1957) kaynak alinarak hazirlanmigtir.

r sonlu b keyfi singiiler nokta olmak iizere ikinci mertebeden kompleks katsayili dife-

rensiyel egitlik [r, b) iizerinde
—y +la(x) =Ny =0 (4.1)
seklinde ele alinacaktir. (4.1) denkleminin

o(r,\) =sina  0(r,\) =cosa
(4.2)
¢ (r,\)=—cosa 0 (r,\) =sina

baglangic kogullarina sahip ¢ (z, A) ve 6 (x, \) ¢dziimleri mevcuttur. (4.1) denklemi-
nin genel ¢oziimii 7 = 6 + l¢ formunda diisiiniilebilir. © < b < b olacak gekilde b

noktasinda ( bir kompleks say1 olmak {iizere
cosPy (bl) + sin By’ (b/> =0

siur kogulu verilsin. (4.1) denkleminin y = 6+1¢ formundaki ¢dziimlerinin yukaridaki

sinir kogulu saglamasi icin [, z = cot § alinmak {izere

: 0 (b, \) 240 (b))
L0\ 2) = — ; 4.3
(¥:2.2) . (43

seklinde elde edilir. ¢ (b,\) # 0 ve ¢ (b',\) # 0 kabul edilsin. Sabitlenmis A
ve b secimi icin (4.3) ifadesi z diizleminden [ diizlemine bir kesirli lineer déniistim

tanimlar. (4.3) denkleminde z gekilirse

, (N0 (VLN
z (b’M) IICNEYACES (44)

bulunur. A =u+1v , ¢ = ¢ +iq2 ve @ = ay + iy olsun.

f ve g, (4.1) diferensiyel denkleminin lineer bagimsiz ¢oziimleri olmak iizere

18



! !

W f,g]=f(x)g (x) — f (x) g (x) seklinde tanimlansin.
f (7); (4.1) denkleminin g(z) de —y" + [G(:c) - )\/] y = 0 denkleminin ¢oziimii ise

! !

(¥ =2) [r@saids = <2 [ f@g()ds + W59~ Wy lfal (49

elde edilir. Ek olarak f(z); (4.1) denkleminin g(z) de —y" + [q(:v) — )\'} y =0

denkleminin ¢oziimii ise (4.5) ifadesi

(¥ =) [ F@gta)de =W, 1£.6)~ Wy [f.9 (16)

sekline dontisecektir. A\ = u + v olmak fizere (4.5) esitliginde \' = X = u — iv ve

g = f aliirsa

’

b

2 / (v — @) |f (@) de = W, [£.F ] — Wy [£.F] (4.7)

T

gerceklenir. (4.3) ifadesinin kritik noktasinin imajiner kismi

o [_M] 1 <_¢’ (', \)

oW N | 2\ o\

) IR

o v,
+ —
5N 2" g

seklinde elde edilir. (4.7) ifadesinde W, [gzﬁ, I } = —isinh 2a oldugu yerine yazildiginda

/

b

Wy ¢, 6] = 22’/ (v — @) |f(2)|* dz — i sinh 2a, (4.9)

T

bulunur. (4.9) ifadesi (4.8) esitliginde dikkate alindiginda

R [—¢ ( ’A)] _ ! /(v — @) ¢ dx — %Sinh 209 (4.10)

T

elde edilir. g5 < 0, as < 0 ve v > 0 durumunda kritik nokta {ist-yar1 z diizlemindedir

ve alt-yar1 z diizlemi, [ diizleminde bir Cjy (\) ¢cemberine doniigiir. Yani, bir [ nok-
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tasmim Cp (A) cemberinin i¢inde olmasi icin gerek ve yeter sart [ (b A l)}

olmasidir ve iizerinde olmasi i¢in gerek ve yeter sart ise & [z (b/, A, l)] = 0 olmasidir.

(4.4) esitligi son ifadede kullamldiginda I, Cy/ (A) gemberinin iginde veya iizerindeyse

- & [Z (b',)\,lﬂ <0

o Pl+e
= S e | =0
T ¢1+0 i+
T w0 =0
N2 (60 —63) +1(00 —00) +1(¢0 —¢8) + (08 — 60
[0 1 09) 1 (7))
_ \as! 1+ 16]” + 2R (0l)
= i {|[IPWy [¢. 6]+ [ Sl +Wy (6,0 ] +Wy [0,6]}>0
= Wy [pl+6,01+ 5} (4.11)

saglanmalidir. ¢l + 6, (4.1) diferensiyel denkleminin ¢oziimii olup (4.7) ifadesinden

!

b
2/(v—q2)\¢l+912d:c:z‘WT (Ol +6,01+6 ] —iWy [l +0,61+0]

esitligi elde edilir. Bu egitlikte (4.11) ifadesi gz niine alindiginda

i

b

2/ (v—q2) |9l + 0> dz < iW, [pl + 60,6 1+0 | (4.12)
gerceklenir.
W, [qﬁ,a} = —isinh2ay [ 5} = — cosh 2ap
W, [qﬁ,@} = cosh 2y Wy [9 @} = —isinh 2qy

olup [, Cy (\) cemberinin iginde veya tizerindeyse (4.12) esitsizliginden

2/ (v —go) |l + 0> dz < (1 +|I|*) sinh 2a; — 231 cosh 2 (4.13)

r

bulunur.
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Cy (M) gemberinin merkezi p, (A) =1 [b’, A, —g (b', )\) /5 (b’, )\)} veya

Wy [Z; 0]
L I CRP
ile verilir. Ayrica z = 0 1n [ diizlemindeki goriintiisii — 7N olup bu nokta Cy ()
¢emberinin iizerinde oldugundan ¢cemberin yaricapi 7
0.0] 0 (b, A
oy = |LmelEe ge
Wy [ ¢, } ¢ (b, )
_ 2] e
o' || Wy [ 6, ¢]
1
= — (4.15)
‘Wb’ K2 ¢”

seklinde elde edilir. ¢, (4.1) denkleminin bir ¢6ziimii olup (4.7) ifadesinden

!

b

Wy [ o,0] = —2@'/ (v — @) |§|* dzz + 7 sinh 2,

esitligi gerceklenir. Bu esitlik (4.15) de dikkate alimirsa Cyy (A) ¢emberinin yarigap:

b !

ry (A) = | —sinh2ay + 2/ (v — @) || dz: (4.16)

seklinde yeniden ifade edilebilir.

(4.4) dontisiimii Cyy (A) ¢emberini z diizlemindeki reel eksen iizerine gotiiriir. Bu
nedenle (4.4) déntisiimiiniin kritik noktast —6 (b',\) /¢ (b', A) da Cyy () cemberinin
tizerinde olmalidir.

0 (b',\) 0 (b))

- ve — noktalar: elde edildi. Bu
¢ (b, A) ¢ (b, A)

Simdi Cyy (\) gemberinin tizerinde —
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durumda

0 (b, N 6(b, A\
- ‘_d v Fewn| =2
= . Ibe/ [97 ¢]] ‘ S QTb’ ()\)
¢ (b5 2) 0 (0, A)

o O =2 ()] o (40)

= —sinh2a2+2/(v—q2)|¢]2dx§2‘¢/ (b',A)Hqﬁ(b',)\)‘ (4.17)

T

gerceklenir. Su ana kadar ¢ (b/, )\) # 0 ve gbl (b', /\) # 0 kisitlamas1 altinda ilerlendi.
Simdi bu kisitlama kaldirilacak fakat g < 0, s < 0 ve v > 0 durumlar1 hala gegerli

olacaktir.

Eger r < b < b olacak sekildeki keyfi b icin ¢ (b/, )\0) = 0 olacak bicimde bir A\
varsa bu durumda A¢ 1 bir N (\g) komsulugu mevcuttur syle ki A # Ag ve

A € N (\g) oldugu siirece ¢ (b', A) # 0 gergeklenir. A — g igin (4.17) esitsizliginin
sag tarafi sifira gider. Bu durum ¢, @ ve A nin imajiner kismi iizerindeki kisitlamalar-
dan esitsizligin sol tarafinin kesinlikle pozitif olmasi ile celisir. Yani ¢ (b/, )\) sifira

esit olamaz.
Benzer sekilde ¢ (b',\) # 0 oldugu da gosterilebilir.

r < b < bolacak sekildeki her b i¢in bir Cy () gemberi mevcut olup (4.13) esitsizligi
gergeklendiginden C)» (A) C Cy ()) olmast icin gerek ve yeter sart b > b olmasidir.
Yani b — b igin Cy (A\) gemberileri ya bir limit cemberine ya da bir limit noktasma
yakinsar. Her iki durumda da tiim Cj; (\) ¢emberlerinin icinde bir nokta vardir. Bu
nokta M (\) olsun. b — b icin (4.13) esitsizligi [ ile M ()\) yerdegistirdiginde de

saglanacaktir yani
b
/\¢M+9\2(v—q2)dx < o0

gerceklenir. Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.1 r sonlu b keyfi singiiler nokta olmak iizere [r,b] kapal bir aralik ve

r < x < bigin ¢ (x) siirekli olsun. ¢ <0, ay <0 ve v > 0 olsun. Ayrica M (A) tiim
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Cy (M) gemberlerinin i¢inde herhangi bir nokta olsun. Bu durumda
Uz, A) = ¢ (x,A) M (A) +0 (x, )

(4.1) denkleminin bir ¢oziimiidiir ve

b

J10@NE - @) ds < oo

T

saglanir (Sims 1957).

[ diizleminin geometrisi agisindan goriildii ki b noktasinda ya limit cemberi durumu
ya da limit noktasi durumu vardir. Eger b noktasinda limit cemberi durumu gercek-

lenirse b — b icin r, (\) pozitif limite sahip olmalidir. Béylece (4.16) ifadesinden

b
J1o@NP @)t <o

elde edilir. Sonug olarak limit cemberi durumunda (4.1) denkleminin (v — ¢2) agirhik
fonksiyonuna gore [r, b] araliginda kare integrallenebilen iki lineer bagimsiz ¢oziimii
mevcuttur (¢ ve ¢ ¢oziimleri). Eger b noktasinda limit noktasi durumu gergekleni-
yorsa tiim Cy (A) gemberlerinin iginde sadece bir M () noktasi vardir. Boylece
(4.16) egitliginden ¢ ¢oziimii (v — g2) agirhik fonksiyonuna gore [r, b] araliginda kare
integrallenemez. Yani bu durumda (4.1) denkleminin sadece bir ¢oziimii (v — go)

agirlik fonksiyonuna gore [r, b] araliginda kare integrallenebilirdir (¢ ¢6ziimii).

b b
/|¢|2dx < oo fakat /|ng|2 (v —@o)dz = o0
oldugunda limit noktasi durumunun 6zel bir alt durumu ortaya cikar. O halde b

singiiler noktasinda 3 farkli durum vardir.

Durum I. Limit noktasi durumu, sadece bir ¥ (z, \) ¢ziimii (v — ¢o) agirhik fonksiy-

onuna gore [r, b] araliginda kare integrallenebilirdir.

Durum II. Limit noktasi durumu, [r,b] arahginda kare integrallenebilen iki lineer
bagimsiz ¢dziim mevcuttur ancak sadece ¥ (z, \) ¢oziimii (v — ¢2) agirhk fonksi-

yonuna gore [r, b] araliginda kare integrallenebilirdir.
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Durum III. Limit ¢gemberi durumu, (v — ¢) agirlik fonksiyonuna gore [r,b] ara-

liginda kare integrallenebilen iki lineer bagimsiz ¢oziim mevcuttur.

Durum IT nin klasik Weyl (g2 = 0) teorisinde benzeri yoktur. Bu durumun varligina

iliskin agsagidaki ornek verilebilir.

Ornek 4.2 (Sims 1957) ¢ (z) = 1—56x_2 — iz~! olmak tizere

—y"—i—q(x)y:(), z € (0,1)

diferensiyel denklemi i¢in xy = 0 denklemin diizgiin aykir1 noktasi olup ¢dziim

(0.0
E an (x — o)™

n=0

Frobenius Serisi seklinde aranacaktir.

0o
y = E ananrr
n=0

y o= Y (et

n=0

(n+r)(n+r—1)a,2"" 2

s
[
NE

I
o

ifadeleri denklemde yerine yazildiginda
(4r + 1) (4r — 5) apz” + Z [(4n + 47 + 5) (4n + 4r — 1) apsq + 16ia,] 2" =0
n=0

elde edilir. Burada
(4r +1)(4r —5)ap =0, ayg#0

ifadesi indisel denklem ve

163
(4n +4r +5) (4n +4r — 1)

Qpy1 = — a, ; (n=0,1,2,...)

ifadesi de genel indirgeme bagintisidir.

Z A"t ve yo = Z a, """ olmak iizere denklemin genel ¢oziimii
n=0
Yy = Clyl ( ) + coys () tipindedir.

24



r = ~1 icin
162 >0
Qp, = - Qp , N =2
i (4n 4 4) (4n — 2)
(=2)"n
an Qo
n!(—1)1.3.5... (2n — 3)

olup

L (—2)" " n—1/4
Y =ao ;; n!(=1)1.3.5...(2n — S)I
bulunur. r9 = 1 igin

162

n = - n Z 0
(i1 An+10)(dn+ o™ "
I G N
G = 57 (2n+3)"

olup

_ - (_2)" " n+5/4
Y2 = o nz:; 5.7 (2n +3)"

elde edilir. Ozel olarak ay = 1 almirsa 2 — 0 icin

Y1 ~ V4 e Yo ~ £5/4

lineer bagimsiz iki ¢o6ziimii bulunur.

Buradan agiktir ki ¢oziimlerin ikisi de (0, 1) araliginda kare integrallenebilirdir. An-
cak sadece y, ¢ozlimii (v — go) agirhik fonksiyonuna gore (0, 1) araliginda kare integ-

rallenebilirdir.

Teorem 4.3 Durumlar sadece ¢ (z) katsay1 fonksiyonuna baghdir. Eger

b b
/|¢(x,)\0)|2dm<oove/|9(a:,)\0)|2da:<oo

saglanirsa ayni sonu¢ A nin tiim diger degerleri icin de gegerlidir. Eger
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b b
/|¢(m,/\0)|2 (vo — g2) dx < 00 ve / 16 (2, Xo)|? (vo — g2) dz < o0

ise ayn1 sonug A nin tiim diger degerleri i¢in de gegerlidir (Sims 1957).

Ispat Ly = Aoy denkleminin L? [r,b] smifindan olan iki lineer bagimsiz ¢oziimii
¢ (x,No) ve 8 (x,\g) olsun. ¢ (z,A) da Ly = Ay denkleminin keyfi bir ¢6ziimii olsun.
Ly = \y denklemi

Ly — 2oy = (A=) y

seklinde yazilabilir. Bu durumda ¢ (x, \g) ve 0 (z, o), Ly — Aoy = 0 homogen den-
kleminin iki lineer bagimsiz ¢oziimii olur. Homogen olmayan denklemin ¢oziimiinii

bulmak icin parametrelerin degisimi yontemi uygulanirsa

6@ A) = 6@ ha) + o= N8 00) [0(820) 6 (63) -

(4.18)

x

(o= N6 (@A) / (£, 00) & (1, \) di

T

elde edilir. (4.18) ifadesinde gerekli diizenlemeler yapilip Schwarz esitsizliginden
6 (2, M) < o (x, A0) 4 [Xo = A[]0 (2, Ao)| / |0 (£, Xo) & (¢, A)| di

0= ALl )l [ 162 2a) 6 (8 d
) | L y
< (oGl + o= M@l | [loternfae] | [lo P
) o

b 2
o= Aol | [1oanrar | | [lownar

bulunur. Son esitsizlikte her iki tarafin karesi alindiginda r < # < b < b olmak tizere
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6 (2, )P < 3o (z, \o)|* +

!

b

b
1310 = Al 16 (2, M) / 16 (6 Ao)|2 dt / 6t NP d+ (4.19)

T

b

]
1310 — dof2 16 (2 Ao) / 6.t 20 dt / 6 (6 ) dt

r

seklinde elde edilir. b” < b’ olmak tizere (4.19) ifadesinde b” den b’ ye integral alimirsa

!

b

b
/\aﬁ(t,wdt < 3/\¢<t,xo>!2dt+

b//

b b v
+3\)\—Ao]2/]9(t,)\0)\2dt/\¢(t,>\0)]2dt/]¢(t,>\)]2dt
b r r

b b b
+3\)\—Ao]2/]d)(t,)\o)\th/\H(t,)\O)Ith/]gb(t,A)]th
b// r r
b
gergeklenir. Burada Ky =3 / 6 (t, Xo)|” dt ve

b b b b
K (') = 3]\ — Al / 0.t 2)[ dt / 16 (8, ho) 2 dt + / 16 (8, 2o) / 0.t 2 dt
1 r b// r

denirse
!

b

/|¢>(t,)\)|2dt§ K0+K(b")/|¢(t,)\)|2dt (4.20)

b/l

" " 1
esitsizligi elde edilir. b, K (b ) < 5 olacak sekilde yeterince biiyiik segilirse (4.20)

ifadesinden
b b
1
[1oanra <o+ [lo62Fa
b// r

bulunur. Son esitsizlikte sag taraftaki integral sola atilip gerekli diizenlemeler yapildik-
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tan sonra

1

b b

/|¢(t, N dt < 2K0+/|¢(t, A)|? dt (4.21)

bl/ r
elde edilir. (4.21) ifadesinin sag tarafi b den bagimsiz oldugundan b sabitlenirse
b — bicin

b
16N do < oc

bulunur.

Benzer bir ispat 6 (x, \) i¢in de gegerlidir.

Teoremin ikinci kisminin ispati i¢in birinei kismin sonucu (4.19) ifadesinde goz 6niine
alinarak esitsizlikte b yerine b yazilabilir. Ayrica (4.19) ifadesinin her iki yani

(v — q2) ile carpihp b’ den b ye integral alinirsa

b b

/|¢(ta)\)’2(UO—Q2)dt§3/\¢(t,>\0)|2(vo—q2)dt+

b r

b b b
13— A / 16.(t, o) (v — g2) dt / 16 (£, Ao) ? / 16 (8, VP di+
v r r

b b b
13— Al / 16 (8 20)|? (v — q2) dt / 6.t 20) / 16 (8,02 dt
y T T

gerceklenir. b’ sabitlenirse esitsizligin sag tarafi teoremin ikinci kisminin hipotezinden

ve birinci kisminin hitkmiinden sonlu bir deger olup

b

16 @2 w0 @) dr < o0

r

bulunur.
b
Benzer sekilde / 10 (2, \)|” (vo — ¢2) dz < 0o oldugu da gosterilebilir.

T
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4.1 Durum I, Durum II ve Durum III icin Kriterler

"

ty(z) = -y (2) +q@)y(z), 0<w<oo

kompleks katsayili diferensiyel ifadesi diisiiniilsiin.

Bu kissmda L? kompleks Hilbert uzay1 L? (0, 00) u gostersin. D*, f € L? fonksiyon-

lariin kiimesi olmak iizere agagidaki kosullar1 saglasin:

1. Her X > 0icin f', [0, X] iizerinde mutlak stirekli,

2. (f € L2

D* kiimesi iizerinde Lf = (f seklinde tanimlanan L operatorii igin bilinen bazi

kriterler agagida verilmigtir.

Lemma 4.1.1 M kesinlikle pozitif diferensiyellenebilir bir fonksiyon ve x > ¢ > 0

icin
!

M (x) =0 (M?’/2 (z))
olsun. Eger bir k porzitif sabiti i¢cin x > ¢ oldukca
¢ (v) = —kM (z)

saglamyorsa her f € D* icin M~2f € L2 (c, ) gerceklenir (Evans 1970).

ispat
(07 T alf?
/de:/ <_W+7> dz

egitliginde sol tarafta kismi integrasyon uygulanirsa

X

X _ _ X 2 —
l 2 ’ ’ ’ M/
/(—%+ q]‘é’ )dx: {f—]\ﬂ /('J;\) - f]\fp )d:c (4.22)

Cc c
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bulunur. (4.22) ifadesinde her iki tarafin reel kisimlar: egitlenirse

je ) - ]

[

(f'f)

7( T = MI)dx (4.23)
M M?2

C

elde edilir.

olsun. f € D* ve z > cicin M (z) = O (M?*?(z)) olup Schwarz esitsizliginden

k1, ko, k3 pozitif sabitleri mevcuttur oyle ki

X 2

/qu\? dz > —k;/ fI?dz > —k, (4.24)
IR v
/— (J\Jj[f) dx| < /%dw < ko (4.25)

dr < ksH? (X) (4.26)

< o

esitsizlikleri gergeklenir. (4.24), (4.25) ve (4.26) ifadeleri (4.23) de goz 6niine alinirsa

H(X) - kyHz (X) — [%7)] < ky + ky (4.27)

bulunur. Eger M~z f ¢ L2(c,00) yani X — oo i¢in H (X) — +oo ise (4.27)

esitsizliginden X — oo igin

R (S (X) ] (X))
M (X)

— +00

= 1 '
gerceklenir. Ancak R (f'f) = 5 (If |2) esitliginden | f|? pozitif fonksiyonu tiim biiyiik

x ler i¢in pozitif limite sahiptir. Bu nedenle |f|* artan olup bu da f € L? olmasi ile
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geligir. O halde H (X) sonlu olmalidir yani
M 2f € L*(¢,0) (4.28)

olmaldair.

Teorem 4.1.2 M kesinlikle pozitif diferensiyellenebilir bir fonksiyon ve z > ¢ > 0

icin
!

M (z)=0 (M3/2 (2))

olsun. Ayrica bir k pozitif sabiti ve x > ¢ igin ¢; (z) > —kM (x) olsun. Eger

/Méd:c = 0

ise L operatorii Durum I (limit noktasi durumu) tipindedir (Evans 1970).

ispat Eger L operatorii Durum I tipinde degilse S\ > 0 i¢in Lf = ¢f denkleminin L?
sinifindan olan iki lineer bagimsiz ¢ ve 1 ¢oziimleri mevcuttur. Coziimlerin Wrons-
kiyenlerinin
(60 ] =0 — ¢ =1 (4.29)
oldugu kabul edilebilir. (4.29) ifadesinin her iki yam M2 ile béliiniirse
o (M) = (M3 ) p = M3 (4.30)

bulunur. (4.30) ifadesinde (4.28) ve Schwarz esitsizligi dikkate alinirsa
/¢ (M*%v) _ <M*%¢') | de < oo (4.31)

elde edilir. (4.30) ifadesinin sag tarafindaki ifade teoremin hipotezinden dolay1 (c.c0)
araliginda integrallenebilir degildir. Bu ise (4.31) ifadesiyle geligir. O halde L opera-

torit Durum I tipindedir.

Teorem 4.1.3 M kesinlikle pozitif diferensiyellenebilir bir fonksiyon ve kabul edelim

ki x > ¢ ve en az bir § > 0 i¢in agagidaki kogullar gerceklensin:
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M (z) =0 (M% (ac)) M (z)=0 ((_qQ)% M%(lﬂi))

/Mé—édx — 00 / ( 1Q2)
M§(1+5

Bu durumda eger x > ¢ icin ¢; () > —kM (x) ise L operatorii Durum I tipindedir
(Evans 1970).

(4.32)

N|=

Ispat (4.22) esitliginin elde edilmesindeki yontemde M yerine M? alimp bulunan

ifadenin imajiner kisimlar1 egitlendiginde her f € D* i¢in

J () 2]

C

+6 / Mm (4.33)

gerceklenir.
X
(=) |7 |
TOME

olsun. Lemma 4.1.1 den M2 € L2 (¢, 00) olup (4.32) ve Schwarz esitsizliginden

k1, ko sabitleri mevcuttur oyle ki

[3(15)
3
X(\ ar M/ X M/ l
2
/deg/ U' VU g < kort (x) (4.35)
M5+1 ( ) M2 (14-6) M2 ]\4§
esitsizlikleri saglanir. (4.33) ifadesinde (4.34) ve (4.35) esitsizlikleri dikkate alindiginda
x(f£r X
F(X) = koF3 (X) + d](\gdf)] <k (4.36)

bulunur. Kabul edelim ki (—q2)% M=32f ¢ I2(c,00) yani X — oo igin
F (X) — 400 olsun. Bu durumda (4.36) esitsizliginden

. S(AX)FX)|
JE&{_ MC (X) }+°°
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olmalidir. Yani yeterince biiyiik Xg ve z > X igin
=S (f @) T @) > M (2)

olur. Boylece X — oo igin (4.32) den

X — X
/- ”](Vflf o > [ b — (4.37)

[_SUD, _ (U e,
)
X/ Rl X/ el eV (439

gergeklenir. Lemma 4.1.1 den (4.38) ifadesinin sag tarafi sonlu bir deger olup bu ise

(4.37) esitsizligi ile geligir. Bu nedenle F'(X) sonlu olmalidir. Yani
(~)* M7 € 17 (¢, 00) (4.39)

saglanmalidir. Eger L operatorii Durum I tipinde degilse S\ > 0 i¢in Lf = (f

denkleminin L? smmifindan olan iki lineer bagimsiz ¢ ve v ¢oziimleri mevecuttur.
v — o =1 (4.40)
(—g2)?

M%(1+5)

{(_QQ)f Cb} { 'QD,I } . { ¢/1 } {(_Q2)f ¢} _ (_1(]2>; (441)
M2 M2 M?2 M= M3z(1+9)

elde edilir. (4.39) ve Schwarz esitsizliginden (4.41) ifadesinin sol tarafi (¢,00) da

oldugu kabul edilebilir. (4.40) esitliginin her iki tarafi ile carpilirsa

integrallenebilirdir. Ancak sag taraf (4.32) geregi (c,00) da integrallenemez. Bu

nedenle L operatorii Durum I tipindedir.

Sonug 4.1.4 Eger baz1 pozitif k sabitleri i¢in

¢ () > kx”
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ve

ise L operatorii Durum I tipindedir. Burada 5 = max (2, %a + 2) dir (Evans 1970).

Ispat Eger § = 2 ise Teorem 4.1.2 den acikca goriiliir ki L operatérii Durum I
tipindedir.

B > 2 ve dolayisiyla a > 0 durumunda ise M (z) = 2° ve § = secimiyle

N | —
™|

Teorem 4.1.3 iin hipotezlerinin saglandig1 kolaylikla goriilebilir.

Teorem 4.1.5 M kesinlikle pozitif diferensiyellenebilir bir fonksiyon ve kabul edelim

ki x > c icin agsagidaki kogullar saglansin:

/M_é (—QQ)% dr = 0.

Eger x > c icin
@ (v) = kM (z) g2 (2)

ise L operatorii Durum III tipinde degildir (Evans 1970).

Teorem 4.1.6
¢ (z) = =%’

ve

¢ () = —a*2®  (a>0)
olsun. Eger 8 < 2a + 2 ise L operatorii Durum 1 tipindedir.

B = 2a + 2 oldugunda a?/b > « ise L operatorii Durum I tipindedir, a?/b < « ise L
operatorii Durum II tipindedir (Evans 1970).
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5. M (\) FONKSIYONLARININ OZELLIKLERI

Bu boliimde 4. Boliimde bahsedilen M (\) fonksiyonlarinin 6zellikleri anlatilacaktir.

20, $2p < 0 olacak sekilde herhangi bir kompleks say1 ve r < by < b olmak iizere
bo keyfi bir nokta olsun. by < b < b icin (4.3) doniistimii ile verilen l(b/,)\, zo)
fonksiyonlar: goz oniine alinsin. zp < 0 oldugundan I\ > 0 icin [ (b/, A, Z(]) anali-
tiktir. SA > 0igin (4.14) ve (4.16) ifadeleri ile verilen py, (A) ve 74, (A), A min siirekli
fonksiyonlaridir. Bu nedenle py, (A\) ve 74, (M) tist yar1 A diizleminin her kompakt alt

kiimesinde diizgiin siirhdir. by < b < b icin

‘z (b’, A ZO)‘ <7 (A) + [poe (V)]

oldugundan [ (b/, A, zo) fonksiyonlarinin kiimesi iist yar1 A diizleminin her kompakt alt
kiimesinde b’ ye gore diizgiin simirhidir. Sonug olarak iist yar1 A diizleminin herhangi
bir kompakt G kiimesi i¢in b; — b olacak sekilde bir dizi mevcuttur 6yle ki [ (b;, A, 2) ,
M (X) limitine yakinsar. Vitali Teoremi'nden M (), G de analitiktir ve G kiimesinin

keyfi olmasindan dolay1 M (\) tiim iist yar1 A diizlemi boyunca analitiktir.

Eger Szp = 0 ise [ (b', A, 20) noktast her bir A i¢in Cy (A) ¢emberinin tizerindedir.
Bu yiizden M (\) noktasi da Cj, (\) ¢emberinin iizerindedir. Ek olarak S\ > 0 igin
her bir f (b/, )\) analitik ve her b icin & [f (b/, )\)] < 0 olmas: sartiyla zy, f (b/, )\)

fonksiyonu ile yerdegistirebilir.

Durum III te M (M) tek gekilde tamimh degildir. Aksine f (b', )\) fonksiyonlarinin
farkl secimlerine uygun olan analitik A/ fonksyonlarinin bir sinifi meveuttur. Ornegin;

eger My, Cy (o) limit gemberi iginde veya iizerinde bir nokta ise
7 (8 A) == (0 20, 15)

segimi M (A\g) = My ozelligine sahip bir analitik M fonksiyonu iiretir. Boylece en az
M ()) analitik fonksiyonlarimin farkli se¢imleri kadar keyfi bir limit cemberi iizerinde

nokta vardir.

SAo > 0 olacak sekildeki keyfi \g icin Cy (A\g) limit ¢emberi tizerinde bir M, noktasi

secilsin. Her bir Cy (\) gemberi tizerinde b — b icin M — M, ve

M+ -6 (b’, )\0> /6 (b’, /\0)
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olacak gekilde bir M’ noktas: alinsm. Simdi f (b/,)\) = z(bl,)\O,M /) olsun. M’
tizerindeki kisitlama f fonksiyonunun analitikligini garanti eder. Ayrica M nok-
tast Cp (A\o) cemberi iizerinde oldugundan & [ f (b’, A)} = 0 dir. Bunun sonucunda
[ (b', M (b/, A)) fonksiyonlar: degerlerini C/ (\) ¢emberi tizerinde alir ve S > 0 igin
analitiktirler. Daha oncede s6ylendigi gibi [ (b/, A f (b/, )\)) fonksiyonlar1 kiimesinin
bir analitik M fonksiyonuna yakinsayan bir alt dizisi mevcuttur ve limit dizisinin
elemanlarinin ozelliginden M (\) limit fonksiyonu degerlerini Cj, (A) limit ¢emberi

iizerinde alir. Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 5.1 Her durumda $A > 0 igin analitik olan bir M fonksiyonu mevcuttur.
Durum III te My, keyfi bir C} (Ag) limit ¢cemberinin keyfi bir noktasi olmak iizere
M (X) = M, olacak sekilde bir analitik M fonksiyonu bulunabilir. Ek olarak S\ > 0
icin M (\) daima Cj, () limit ¢emberinin iizerinde olacak gekilde bir M fonksiyonu
bulunabilir (Sims 1957).

Teorem 5.2 Durum II de M (\) meromorftur. Durum III te herhangi bir analitik A/
fonksiyonu meromorftur. Her iki durumda da A; noktasimin M (A) nin kutup noktasi

olmasi i¢in gerek ve yeter sart S\ > 0 olacak gekildeki her A igin

b
+<A1—A)/wx,A)cb(w,Al)dx:o

olmasidir. Eger \; ve Ay noktalarinin ikisi de M () nin kutup noktasi ise

b

[o@rn)oG ) dr=o

r

gergeklenir (Sims 1957).

Teorem 5.2 nin ispat1 i¢in 6ncelikle asagidaki lemmalar verilmelidir.

Lemma 5.3 Tiim durumlarda S\ > 0 ve S\ > 0 olmast sartiyla her analitik M

fonksiyonu igin
W, [w (2, A) , (x A)} ~0 (5.1)

saglanir (Sims 1957).
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Ispat 6 (z,\) +1(\)é(x,)), = = b noktasinda A dan bagimsiz bir smir kosul

sagladigindan

W, [9 (@, A) 1 (\) 6 (2, 1), 0 (;M) + </\> & (:;; A)] —0

gerceklenir. Bu durumda

W, [w @A) {0 = MO (2, N), 0 (x X) n {z (A) M (A) } é (:c /\ﬂ —0

bulunur. Boylece

W [ (2 0) 0 (20) | #4000 = M 0} Wy [ () 0 (X))
+ {z (A) M (A) } Wy [w (2,0, 6 (x A)} (5.2)
(N = M) {l ()\) M ()\) } W, [gzﬁ (2, 0), 0 (x A)} ~0

elde edilir. (5.2) ifadesinin ikinci terimi, (4.6) esitliginden

W, [gb (2, \) %) (m A)] — (A - X) /¢ (2, \) ) (g; X) dz
g (5.3)

W, [qs (2, \) 2 <q; A)}

seklinde bulunur. Schwarz esitsizligi yardimiyla

< ‘)\—/\" (/¢(I,A)2d$) (/w (IA) de>

/
b

()\ _ X) /¢ (2, ) ) (g; X) dx

olup

()\ _ X) /¢ (, ) ) (:c X) dz

(7¢<x,A>|2dx) 5
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elde edilir. Son esitsizlik ve
W, [gb (2,0), 0 (:p A)] —1
oldugu (5.3) ifadesinde dikkate almirsa A ve A’ sabitlenip b — b i¢in
1

W, [¢(x,A),¢(x,A’)] —~0 /|q§(m,)\)|2dx +O(1)

bulunur. Limit noktasi1 durumunda

v -t

1(A) = M (M)] < 2ry =2 | —sinh2a; + 2/ (v — ) " da

r

olup b — b icin

{L) = M)} Wy |6 (2, 2) v (2.X) | =0

b
gergeklenir. Bu esitlik limit ¢gemberi durumunda [ (A\) — M (\) ise / ¢ (2, \)|? da
sinirh oldugundan saglanir. '

Benzer iddialar (5.2) nin iig ve dordiincii terimlerine de uygulanarak (5.1) elde edilir.

Lemma 5.4 Her durumda SA > 0 ve S\ >0 igin

b

M) =M ()\) + (X - A) /¢ (2, \) (x A’) dz (5.4)
gergeklenir (Sims 1957).

Ispat 1 (z,)\) ve 1 <a:, X) sirasiyla

—y +lg(@) =My =0 ve —y" + [q (z) — Xy] =
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diferensiyel denklemlerinin ¢oziimii olmak iizere (4.6) ifadesinden

(V=) [ (o) de = wlo@. o (w0)]
Wy |6 @A) v (2 X)) 69)
elde edilir. (5.5) esitliginde
W, [0 (20, v (X)) = M () = M (N)
oldugu ve Lemma 5.3 ten & — b icin
5 ote .o e)] -

gergeklendigi dikkate alindiginda (5.4) elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Lemma 5.5 Durum IT ve Durum III te / | (2, )| d: ve / 10 (2, \)|? da fonksiyon-

lar1 A diizleminin her kompakt alt kumesmde A ya gore smlrhdlr (Sims 1957).

Ispat G, )\ diizleminde keyfi kompakt bir kiime olsun. Durum II ve Durum IIT iin
her ikisinde de (4.19) esitsizliginde b ile b degistirilebilir. Elde edilen yeni ifadenin

her iki tarafinin keyfi A ve N igin r den b ye integrali alinirsa

b

b
/|q§(m,)\)|2dx < 3/‘¢(x,x)(2dx
' ' b b b
+3))\—X‘2/‘9 @A) ’ /‘¢<x,A/>‘2dx/|¢(x,)\)|2dx
Tb Tb Tb
+3}A—X’2/(¢ (:v,X)Fd:v/‘@ <x,X)(2dx/\¢(x,A)\2dx

bulunur. Buradan




olmak tizere
/b]gb(x,)\)|2dx < 3/b ‘qb (g; X) )de T K ()\) ‘)\ . )\"2/b|¢(x,)\)|2dx (5.6)

elde edilir. G kiimesindeki her bir A" bir N ()\') komgulugu olusturur 6yle ki
AeEN (X) icin K (X) ’)\ - )\/‘ < 3 saglamir. G kompakt oldugundan bir N (X)),
N (A2), ..., N (\,) sonlu altortiisii G kiimesini kapsar. Boylece

b b

/ch(a:, N[ do < 6/]¢(:¢,x)

T T

2

dx (5.7)

b
bulunur. K, 6/\¢(:f;, )\j)|2 dx, 7 = 1,2,...,n sayilarinin maksimumu olsun. Bu

r

b
durumda (5.7) esitsizliginden / ¢ (2, \)|? dz < K elde edilir.

b
Benzer gekilde / 10 (2, \)|* da fonksiyonunun simrhilig: da gosterilebilir.

T

b b
Lemma 5.6 Durum II ve Durum IIT te /gz52 (z,\)dz, /ng (x,\) 0 (z,\) dx ve

b
/ 0? (x, \) dz fonksiyonlar1 A nin tam fonksiyonlaridir. Ayrica ¢ (z,\) ve 0 (2, \); A

diizleminden L? [r.b] smifina (kuvvetli anlamda) tam fonksiyonlardir (Sims 1957).

Ispat Lemma 5.6 nin ispat1 Lemma 5.5 ten elde edilir.

Lemma 5.5 , (4.19) esitsizliginin sag tarafina uygulanirsa keyfi kompakt G kiimesin-

deki A ve (r,b) araligmdaki her x icin |¢ (x, )| diizgiin smirh olur. Boylece integ-
b/

ralin tanmim geregi G kiimesinde / ¢* (z, \) dz fonksiyonuna noktasal yakimsayan

F,, (M) tam fonksiyonlarimin bir diizgiin siirli dizisi mevcuttur.bu durumda Vitali
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b/
Teoremi’ nden / ¢* (z,\) dz, G kiimesinde analitiktir. Ek olarak

/ !

b b b

/ ¢* (z,\) do — / ¢* (x, \) dx saglanir. / ¢* (x, \) dz analitik fonksiyonlarmin kiimesi
T T T b

Lemma 5.5 ten G kiimesinde diizgiin sinirh oldugundan / ¢* (x,\) dz, G de analitik-

b b
tir. Benzer iglemler / o (x,\) 0 (z,\) dx ve / 0% (z,\) dr fonksiyonlaria da uygu-
lanabilir. ' '
Simdi Teorem 5.2 nin ispatina gegilebilir.

(5.4) denklemi M () i¢in ¢oziiliirse

M) = M(N)+ (X =2

M\ = r (5.8)

elde edilir. (5.8) esitligi SA > 0 ve I\ > 0 olacak sekildeki tiim A\, A\ ¢iftleri
icin gegerlidir. Lemma 5.6 dan (5.8) ifadesinin sag tarafi SN >0 ve ), paydanin

sifirt olmadig siirece her A i¢in tanimhdir ve analitiktir. (5.8) ifadesi 3\ > 0 ola-
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cak bicimdeki keyfi sabitlenmis N igin M (\) fonksiyonunun genellegtirilmig tanimi
b
olarak almabilir. M (A), 1+ ()\ — X) /qﬁ (x,\) (:L", X) dz = 0 tam fonksiyonunun

sifirlarinda olusan kutup noktalar1 haricinde analitiktir. Boylece SA > 0 igin M ()

meromorftur.

(5.8) esitliginde )\/, iist yar1 A diizleminden keyfi kompleks bir sayiydi. O halde eger
A1, M () mn kutup noktas ise A" > 0 olacak sekildeki her A’ icin (5.8) ifadesinin
paydast sifir olmalidir. Yani eger Ay, M (A) min kutup noktasi ise S\ > 0 olacak
sekildeki her Y igin

b
+ ()\1 . X) /¢ (2, M) (.m) dz = 0

olur. Diger yandan baz1 A\; ve SN\ > 0 olacak sekildeki her Y icin

b

1+ (Al_x) /¢(x,A1)¢(x,X) dr =0

r

ise 1+ ()\1 — X) /b¢ (2, \1) [9 (g; X) + M ()\) & (m /\ﬂ dz = 0 bulunur. Bu esit-

likten M ()\,> cekilirse

+ <)\1 — )\/) /¢ (x, )0 <a:, )\/> dx
M (A) _ - (5.9)
(A=) /¢ (2, M) ¢ (z,\) da

elde edilir. Boylece M <)\/) fonksiyonu da A; de kutup noktasina sahiptir. Buradan
goriiliir ki A; noktasinmm M (A\) nin kutup noktasi olmasi i¢in gerek ve yeter gart
S > 0 olacak sekildeki her A icin

b

1—1—()\1—)\)/w(l’,)\)¢(x,)\1)dx20

r
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olmasidir.

A — Ap igin M (A) min kutup noktasinin mertebesi birden biiyiikse (5.9) ifadesinden

b

/¢2(a:,)\1)dx20

T

elde edilir.

Eger A\; ve Ay noktalarinin ikisi de M (A) nin kutup noktalar ise (5.9) esitliginden

b
/¢($>A1)¢(x, Ao)dx =0

bulunur. Boylece teoremin ispat1 tamamlanir.
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