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OZET
iki b6limden olusan bu c¢alismanin II.bGTlUmiinde esas olarak, n boyut-

Tu R" 8k1id uzayinin o orijin noktasini bir i¢c nokta olarak kapsayan H
konveks cismine ait uzaklik fonksiyonu/2/

f(p)= tnf{A: A>0, p€ AH} (p€ RM).
olmak {izere, a,b, € R" ab icin
E(a,b)= {p : p € R", f(p-a)= £(p-b)}

seklinde tanimlanan Equidistant ciimlesinin/5/ hangi sartlar altinda ba-
lans1l1 bir climle oldufunu inceledik ve bununla 11gili olarak bir teorem
vererek diger 5zelliklerini elde ettik.

Gercektende S= {o: |a]<1l, o€ R} ise SBCB sartin1 gercekleyen
B climlesinin balansli bir climle ve balansli bir climlenin de o-simetrik
oldugu bilinmektedir. Ayrica "konveks bir climlenin balansli olmas1 i¢in
gerek ve yeter sart simetrik olmasidir." Sonucu g&z oniine alindiginda,
oncelikle o orijin noktasinin hangi sartlar altinda E(a,b) climlesinin
bir i¢c noktasi olacagin1 tesbit ettik. Daha sonra E(a,b)'nin tanim ifa-
desindeki f(p) uzaklik fonksiyonuna gdre o-simetrik (sonugta balansit)
olmasini saglayacak sonucumuzu elde ettik.

Bu amacimiza ulasmak i¢cin I.bollimde konveks climleler ile bir H cis-
mine ait f(p) uzaklik fonksiyonu ve f(p) fonksiyonu ile tanimlanan Min-
kowski metriginin ozelliklerini ele aldik. Ayrica I.bGllmde, biitiin kapa-
11, sinirlt, konveks. cimlelerin ailesi Uzerinde H,,H, € G olmak tizere ta-
nimlanan (K, | x | £ 1 birim kiiresini gostermektedir.)

0 (Hl’H2)= inf {e: e>0,H1CH2-lteK,H2CH1+sK }

metrigi i1eSnin bir alt ailesi olan ve kapali, sinirl1 konveks cisimle-

rin g{ai]esinde tanimlanan

s (Hl,H2)= V(Hf\Hz) * V(Hé\Hl)
metrigdi lizerinde ayn1 topolojiyi Urettiklerini gUsterdik. Balansli clim-

leleri ise II.b61Umiin I.kesiminde ele aldik.



1.BOLUM

I-I. GENEL KAVRAMLAR

Bu kesimde nokta ve climlelere ait bazi kavramlarla, kullanilacak no-
tasyonlar lzerinde duracagiz.

R" ile gdsterilen n boyutlu Oklid uzayinin noktalari vektdr olarak
degderlendirilip n2 2 kabul edilecek ve R" nin noktalar i¢cin genellikle
kiciik harfler kullanilacaktir. Herhangi x,y € R" vektdrierinin toplam
ve farklar1 xzy, bir x vektdriniin herhangi bir skaler kat1 (ax ) ile

gosterilecektir. Bir x vektdriiniin
2 2, 1/2
{X1+. .o XN }
uzunludu her zamanki gibi |x|V11e belirtilecek, gdzdniine alinan biitiin
cimlelerin R" nin alt climlesi oldugu kabul edilecektir. Bundan baska

M’MI’MZ herhangi climleler x_'sabit bir vektdr ve a herhangi bir gercek

0
say1 olmak lizere

M1+M2= { X Xy xle Ml’ xze Mz}‘

M1+xo= {x X, 1 X EM?}

aM= {oax : x € M}

notasyonlarida kullanilacaktir. Burada hemen M+M ve 2M climlelerinin ge-
nel olarak birbirlerinin ayn1 olmadi§r belirtmeliyiz. Ayrica Lebesque
anlaminda 61¢lilebilir bir M ciimlesinin V (M) ile gdsterilen hacmi onun

Lebesque olc¢iimii olacaktir. .

Cimielere ait n,u,c sembolleri sirasiyla arakesit, birlesim ve kap-
sama bagintilarini belirtmede Kullanilacaktir, bir M climlesinin fark clim-
lesi ise

o W. €
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(1) BM=M-M %
seklinde belirtilecektir. Orijini kiclk o harfi ile gﬁsf’ﬁ
1inli gerektirmeleri ifade ederken kullanacagiz.

$imdi f (p) uzaklik fonksiyonunun &zeliklerini kurarken yararlanaca-
gimmiz bir ka¢ topolojik kavrami ele alalim.

TANIM : Bir M ciimlesine ait bir p noktasinin tamamen M de kapsanan uy-

gun bir komsulugu varsa p noktasina M climlesinin i¢ noktas1, bltiin nokta-
lar1 i¢ noktalar olan bir ciimleye de a¢ik climle denir. H' tiimleyeni acik

olan H cilimlesi de kapali climledir.

TANIM : Bir M climlesinin kapanisi, M ciimlesini kapsayan biitlin kapali
cimlelerin kesisimidir.

Bir M climiesinin M kapanisinin kapali bir clmle ve MC M oldugu ag¢ik-
tir. Bundan baska M=M_o]mas1 icin gerék ve yeter sartin M climlesinin ka-
pall olmas1 gerektigi kolayca gosterilebilir.

TANIM : Bir M climlesinin blitin acik alt clmlelerinin birlesimine M ciim-
lesinin ic¢i denir ve int(M) ile gbsterilir.

int(M) climlesinin ac¢ik bir ciimle ve int(M)CM oldugu aciktir.
Simdi Sayilar Geometrisinin temel kavramlarindan biri olan cisim ta-
niminda kullanacagimiz tanimi asadiya aliyoruz.

TANIM : M gibi bir cimlenin herhangi iki noktas1 blitlinliyle M ciimlesi
icinde bulunan bir kirik c¢izgi ile birlestirilebiliyorsa, yani bu iki
noktay1 birlestiren ve tamamen M tarafindan kapsanan en az bir kirik ciz-
gi varsa M climlesine R de baglantilidir denir.

Baglantilt bir M clilesi ayn1 zamanda ac¢ik ise bdlgedir.
TANIM : Int(M)#¢ olan bir M climlesi igin MCint(M) bagintis1 da ger-
ceklesiyorsa M ye cisim denir.
I+2. KONVEKS CUMLELER

Bu kesimde calismamizda bliylik Snemi bulunan konveks cimle tanimi1 ile
konveks1likle ilgili baz1 gercekleri hatirlatacagiz.

TANIM : H gibi bir cilimlenin herhangi iki x,y noktalarini birlestiren
dogru parcgas1 biitiinliyle H da kapsanirsa H climlesine konveks bir ciimle

denir.



Bu tanim x,y € H ve OSa< 1 i¢in ox +(1-0) y €EH $JJ%1nQéf1f§§
edilen diger konvekslik tanimina denktir. Burada o +(a¥. ‘j&“
nin x,y € H noktalarini b1r1e$t1ren dogru parcgasi o]dugu} i
Tidir. ‘

H konveks ve x,y € H ise 6zel olarak a= % alinarak ——%—(x+y)6H

olur. Karsit olarak her X € H noktasi % (x+y) olarak yazilabilecegdin-

den H+H=2H badintist elde edilir. Bununla i1gili olarak asagidaki teo-
rem genel bir formiil verir.

TEOREM 1 : H, R" de konveks ve a,B> 0 ise
(2) aH+BH= (o +8) H

dir.

iSPAT : Konveks1igi g0z &niine almaksizin

(3) (o +8 )Hc o+ BH
o1du§u aciktir. H nin konveksliginden x,y € H ve a+ B8 =1 olmak lizere
ax+tBy €EH
ve
a ., B _ 1

at+tB8  otB
oldugundan

, -1 _ [0} o )
(‘(y"l'B) y = a+B X+ O(.+B‘)6H

elde edilir. Buna gire
y € (a+B ) H

ve ‘
(4) aH+B He (o + B) H

olup, (3) ve (4) ifadelerinden teoremin iddias1 elde edilir.

Konveks1igin tanimindan H konveks bir ciimle olmak lizere int(H) ve H
ciimlelerinin de konveks o]dugu, ayrica konveks11g1n tteleme ve orijin
etrafinda biylitme ile degismeyecedi aciktir. /1/

Calismamizda ihtiyac duyacagimiz simetrik konveks climle tanimini ve-
relim. '

TANIM : Orijine gbre simetrik K konveks cismine o-simetrik denir.

Bu tanima gdre K nin o-simetrik olmast X & K igin =X € K olmasina
gerektirecektir. Su halde K nin o-simetrik olmas1 i¢in gerek ve yeter
sart K= -K olmasidir, diyebiliriz.

K o-simetrik ve x, K nin bir i¢ noktas1 ise x ve -X noktalarini
birlestiren dogru parcasinin her noktasi da K nin bir i¢ noktas1 ola-



caktir. Sonuc olarak o noktas1 her o-simetrik konveks cfsmihfbiriiﬁdﬁp?—
tasidir. e
SONUC | : H herhangi bir konveks olmak iizere $H climlesi de konveks ve
o-simetriktir.
iSPAT : Gergekten Pl,pz,ql,q2 € H olmak lzere p=p;~P, Ve qfql-q2 nok-
talar1SH nin herhangi iki noktasi ise
~P=Po=Py € OH
ve 0<oa<] d¢in
op+(l-a)g= {ap1+(l-d)p2}—{<xq1+(1- a)q2 } EDH
olur.
o-simetrik konveks bir K cismine ait K fark climlesi (I) ve K=-K
bagintis1 nedeniyle
DB K=K-K=2K
ile karakterize edilebilir.

I-3. UZAKLIK FONKSIYONU

Bu kesimde E(a,b) Equidistant ciimlesinin taniminda kullanilacak o-
lan ve bu calismada merkezi bir rol oynayan uzaklik fonksiyonunun ozel-
1iklerini ele alacagiz.

TANIM : H sinirlr ve o €int(H) olan konveks bir cisim olmak lizere her
x e R" icin

- f(x)=Inf {A: x>0, x € AH}
ile tanimlanan f: R"™>R fonksiyonuna H nin uzaklik fonksiyonu denilir.
/2/

Bu tanimdan 0 £ f(x) <~ oldugu derhal goriillir. Ayrica A> f(x) ise x,
AH ya ait oldufu halde 0 <A< f(x) oldugunda x, H da de§ildir. Uzaklik
fonksiyonunun diger 6zelliklerini asajida teoremle veriyoruz.

TEOREM 2 :H{ sinirli,konveks ve o noktasini kapsayan bir cisim olmak

{izere
(5) x# 0 icin f(x) > 0, f(0)=0
(6) a>0 -icin flax)=a f(x)
(7) fx+y) < f(x)+f(Y)

dir.



Karsit olarak f fonksiyonu (5), (6), (7) yi gercek]éhekiﬁieré“i .
<1 sartini sajlayan x noktalarinin H climlesi o'yu bir ic¢ nokta-olarak
kapsayan sinirli konveks bir cisimdir, f fonksiyonu da bu cismin uzak-
11k fonksiyonudur. Ayrica f fonksiyonu slirekli olup, H nin o-simetrik
olmas1 ic¢in gerek ve yeter sart (6) nin yerine daha kuvvetli olan

(6') her a ER icin f. (ax)= |o|f(x)
sartinin saglanmasidir.
ISPAT : H sinirli, konveks ve o noktasini i¢ nokta olarak kapsayan

bir konveks cisim ve f fonksiyonu da H nin uzaklik fonksiyonu olsun.
Bu takdirde f uzaklik fonksiyonunun tanim ifadesinden (5) hemen elde e-

dilir. $imdi o> 0 ve x g R" varsayalim. © zaman
flax)= tnf{X : A> 0, X6 AH}
= Inf{aX:xEA H}
=0, f(x) 0
olur ki bu sonug¢ (6) y1 verir. Simdi x,yZo ve f(x)=o ,f(y)=8 olsun.

Bu durumda ac¢tk olarak <i1x€H ve B‘lyEH olup H nin konveksliginden

1
o+ B
yazilir. BOylece

4 1 B 1
(x+y) StE o Xt 538 B y €H

f(x+y) sa + 8= f(x)+f(y)
bulunur. Bu sonuc keza x=0 veya y=0 durumunda da gecerlidir.

Karsit olarak, f nun (5), (6) ve (7) yi gercekleyen herhangi bir
fonksiyon ve H nin da f(x) £1 sartin1 gercekleyen x noktalarinin ciim-
lesi oldugunu varsayalim. Ayrica W ile ]xi <1 (i=1,...,n) kiibiinii gBs-
terelim. Bu durumda x€ W icin uygun isaret secimi ile (7) ve (6) y1 kul-

lanarak
f{x)= f(xlen+...+ xlén)

)

= Fl x|l et 2x | e

n
é‘i§1 | X; | f(*—'ei)

in
i M=

f(+e.)
s . Loi=1 R
yazilabilir. Simdi



koyarak

| Y = n.max (Bl, Yiseees B s o)
yazalim. Bdylece f (x) in yukaridaki ifadesinden
(8) Xx€E W i¢in f(x) Sy

elde edilir. $imdi x_, R" nin keyfi bir noktasi ve e keyfi pozitif

bir say1 olmak tzere x€ R" dicin (7) esitsizliginden
f [(x-xo)-Fx0 1< fx-x ) +f(x,),
f [(xo—x)+x 1= f(x -x)+f(x)
olup, bunlardan da sirasiyla-
f(x)< f(x—xo)+f(xo),
f(xo)é f(xo-x)+f(x)
elde edilir. Buna gbre
If(x)—f(xo)lé max {f(x-xo), f(xo-x)}
olur. Bbylece (8) e gore
x-x Eey Ly ise | f(x)-f (X0)|§€

......

Bundan baska, H nin f(x)é 1 sartinin gercekleyen noktalar ciimlesi
oldugunu da g6z Online alarak (8) esit1i§fnden H nin W kiblinii kapsadigi-
n1 sdyleyebiliriz. O6te yandan &,W nin sinirinda f nun minimum degeri
olmak lzere H nin s'lw i¢inde kapsadidini sOyleyebiliriz. Buna gdre H

nin-o-simetrik oldugu agiktir.
H nin sinirli ve konveks oldufuna ge]ince, X,y € H.O<e< 1 ise !
f [ox+(1-0)y [ = f( 0 x)+f((1-6 )y)
8 f(x)+(1 -0)f(y)

i

i

6 +(1-6 )
:]_'
olup buradan 6x+(1-8) y € H oldufu sonucuna varilir. Biitiin bunlar H

nin sinirli, konveks bir ciimle olmas1 gerektigini ifade eder.

Son olarak H o-simetrik ve konveks ise (6') niin gerceklendigini g¢go-



relim. Bunun icin of 0 ve x € R" olmak Uzere

(+) X E{XA>0: x EAH }

varsayalim. Bunu gére ( a/|a| A) x € H olup bu da
ox € la|AH =3
flax)s|la|r =
(9) flax)sfal f(x)
demektir. Ote yandan (+ ) varsayimindan,
| (ad) € {|a|r>0: x € |o|AH}
elde edilir. Bu son ifadeden
f(ax) 2z |alr 3
(10) f{ax) 2 |a|f (x)
sonucu (9) ve (10) esitsizliklerinden
| flax) = |alf (x)

elde edilir.

Karsit olarak, f (ax) = |a] f(x) oldugunu varsayalim. Bu esitlik-
ten o =-1 i¢in f(-x) = f(x) bulunur ki o-simetrik ciimle tanimindan
H nin o-simetrik olmasi gerektigi anlasilir.

SONUC 2 : Buna gdre H nin o-simetrik olmasi ic¢in gerek ve yeter
sart f(x)=f(-x) olmasidir.

Simdi biraz sonra ele alacagimiz problemin céziimlinde kullanilacak
olan bir metrik uzay ile ilgili baz1 kavramlari hatirlamak yararii
olacaktir.

Bilindigi gibi, bos olmayan bir X climlesi ile metrik aksiyonlart
denilen Gnermeleri gercekleyen ve bu ciimle lizerinde tanimTi1 bir d:Xx}>x
funksiyonu bir metrik uzay belirtir.ve bu uzay ( X,d.) seklinde gbste-
rilir.

Ornek olarak Minkowski tarafindan verilen, f(x) uzaklik fonksiyo-
nu ile kurulan metrigi /3/ g0z Oniine alalim.

Minkowski R™" izerindeki s6z konusu bu metrigini

N o (x,y) = f(x-y)
koymakla vermistir.



o nun metrik aks1yon1ar1n1 gercek1ed1§1m gosterehm. 6nce11k1e
o {x,y) = 0 olmas1 ancak ve ancak x=y olmas1 durumunda sz konusu o]up,
bunun disinda p(x,y) >0 dir. pmetriginin, (5) ve (7) nedeniyle

p (x,z) sp (x,y)+ ply,z)

tcgen esitsiz1igini gercekledigini hemen ifade edebiliriz. p (x,y) nin
simetrik 0zelligi icin asagidaki lemmayr verebiliriz.

LEMMA I : p(x,y) nin simetrik olmas1 icin gerek ve yeter sart H nin
o-simetrik olmasidir.

ISPAT : p (x,y) nu simetrik ise p (x,y)= p(y:x) = f(x-y)=f(y-x)=
[-(x-y) ] olur. yani p nun simetrik olmasi durumunda f(p)=f(-p) olur ki
2. teoreme gdre H,o-simetrik olur.

H,o-simetrik ise f(-p)=f(-p) olup bu f(x-y)=f(y~x) olmasini, bu da
p (x,¥)= p(y,x) olmasini gerektirir.

TANIM - (X’dl) ve (Y,dz) jki metrik uzay olsun. EJer her >0 sayisina
karsi1lik

dl(x,a) <$
oldukca

dy(F(x),(a)) <e

olacak sekilde bir &> 0 sayist varsa f:X-Y fonksiyonuna a€ X noktasin-
da siireklidir denir.

TANIM : Acik ciimleleri agik clinlelere donilistliren bir fonksiyona acgik

doniislim denir.

B,X in bos olmayan bir alt climlesi ve x€ X ise d(x,B) ile g&steri-
len x ve B arasindaki uzaklik

d(x,B)= inf {d (x,y) : y € B}
seklinde tanimlanir.

Bir (X,d) metrik uzayindaki herhangi bir x noktasi ve pozitif r
gercek sayisi icin

B(xsr)= { y: d(x,y) <r}

climlesi x merkezli r yaricapli bir ag¢ik klireyi belirtir.



Bu tanima gore siirekliligin yukaridaki tanimi; efer hérf;éépiiciﬁﬁ”fg
f(B(a; 8) )< B(f(a); €) olacak sekilde bir 6> 0 say1s1 varsa fiX»¥ '
fonksiyonu a € X noktasinda slireklidir, seklinde verilen tanima denktir.

TEOREM 2 : f:X~Y fonksiyonunu gtz Online alalim. Ancak ve ancak G,Y
metrik uzayinda acik oldugunda £l (G),X metrik uzayinda acik oluyorsa
f stireklidir. ‘

iISPAT : i1k olarak f fonksiyonunun silirekli oldugunu varsayalim. G,Y
metrik uzayinda acik olsun. iki durum s6z konusudur. Ya f—l (G)=9% veya
£l (G) # & dur. £l (G) = & ise iddianin dogruludu bos climlenin ac¢ik
bir climle olmasindan hemen goriiliir. = (G) # ¢ olduguna gelince; bir
x € f1 (G) alalim. f siirekli oldugundan f(x) € G dir. G a¢1k oldugun-
dan B(f(x);e )C G olacak sekilde bir B (f(x)s;e ) agc1k komsuludu vardir.
x noktasinda f in siirekliligi ’

f (B (x36) ) B(f(x)s¢ )
olmasini gerektirir. Yani
B (x; 8)c 71 (B(f (x); ¢ ) )c £ (G)

olacak sekilde B(x; &) acik komsulugu buTunur. 0 halde B(x; 8 ) acik kom-
sulugunu buldugumuzdan £ (6) agiktir.

Simdi G, Y de ac1k oldugunda £l (G) nin de x de acik oldugunu var-
sayalim. Herhangi x € X noktasini alalim. B (f (x) ;&) kiiresi Y de bir
1 (B (f(x)se ) ), X de bir acik olacaktir. Buna gbre

B (x, 8)Cf L (B (f (x);€))

acik sonucta f

olacak sekilde bir B {x; 8) acik kiiresi yard1r. Bu sonu¢ da f fonksiyo-
nunun slirekliligini gosterir.

TANIM : X,Y metrik uzaylar olmak lizere f:X »Y fonksiyonu bire bir, si-
rekli ve ac¢iksa homeomorfizmdir Bu durumda X ve Y uzaylarina homeomor-
fik uzaylar denir.

Bu tanima gdre, bir f homeomorfizmi bire bir oldufundan tersi vardir.
Bu sartlar altinda f fonksiyonunun ac¢ik oldugu durum f'l in slirekli ol-
dudu duruma denktir.

Metrik uzaylarda izometrinin bir homeomorfizm olmasina karsilik bir
homeomorfizmin .bir izometri olmasi1 gerekmedidini biliyoruz.
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f ve f'l in her ikisinin silirekli oldugu f: XY fonks1y‘nu b1contf

nuous fonksiyondur. f~ -1 in siirekli olmas1 f in agik o1mas1n+‘ e
tirir. Buna gére acik ve slirekli olan bir f fonksiyonu b1cont1nuous%01ur
Buradan da bir f homeomorfizminin bire bir bicontinuous bir fonksiyon
oldugunu s8yleyebiliriz. |

TANIM : f:(X,dl)-+'(X,d2) bzdesTik donlisimi bir homeomorfizm ise dys
d2 metriklerine X de topolojik olarak denktirler denir. Bdyle bir durum-
da bu iki metrik X de ayni1 topolejiyi Uretirler.

Bu tanima gdre iki metrigin denk olduju; sec¢ilen her € sayisina

karsilik
d1 (x,a) <5i,
oldukca
d2 (xsa) <el
olacak sekilde bir 61 ve de verilen her €. icin
d2 (x,a)<62
oldukca
(x,a) <g,

olacak sekilde bir 62 bulunarak gdsterilmis olur.

$imdi bu kavramlari kapali, sinirli konveks cilimlelerin ajlesinde
tanimlayacagimiz metriklerde kullanalim.

Eﬁ,butun kapalt, sinirl1 konveks ciimlelerin bir ailesi, f;? de ka-
pali, sinirl1 konveks cisimlerden olusan Sz nin bir alt ailesi o]sun
K 1ile |x|. £ 1 birim kiiresini gdsteriyoruz. H1 s H2 € gi ve I-I kesi-
minde verilen notasyonlara gdre Hi +ekK (1=i,2),Hi ye olan uzakli§1 e
nu gecmeyen noktalardan olusan koveks cisim olmak lizere

*

(11) (Hl’HZ) = inf {e: >0, HiE Hyte Ky HC Hi+eK }

(12) S (H 1° ) =V (Hl\ Hz) + (HZ\ Hl)
koyalim ve bunlarin s1ras1y]a Sﬁ 55 uzerinde metrik olduklarini go-
1
relim.

oncelikle her Hl’ H € Sﬁ i¢in p(Hl’ H2)> 0 oldudu (11) tanim i-
fadesinden aciktir. p(H 1° 2) =0 ise H2 kapal1 oldugundan H1C-'H2 ve ben-
zer bicgimde HZCZH1 olacaktir. Boylece
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o (Hy, Hy))=0 *=> H.=H

1° 2) 1 2
Ayrica p(Hl, H2) nin simetri 6zelligini gercekledigi (11)-
sinden hemen gdriiliir. Ucgen esitsizligine gelince:

p (H13H2)= €1 ve p (st H3)= €3
koyarak

H3C H2+92KCH1+ €

1K + €2K= H1+(€ 1+€2)K

ve benzer bicimde de

H1C H3+( € 1+€2)K

elde edilir ki bu son ki kapsama bajintisindan
olur ki biitlin bunlar p nun S& lzerinde metrik oldugunu gdsterir.

6(H1, H2) ifadesinin de §k1ﬁzerinde metrik aksiyomlarini gercekledi-
gi yukaridaki tanim ifadesinden derhal gdriillir. Oncelikle 61¢limiin pozi-
tif oldugu g6z Oniine alinirsa Hy, H, € 551 j¢in G(Hl, H2)> 0 ve ayrica
(12) den 6(H1, H2)= 0 &= H1= Hé olacad1 aciktir. Yine & ifadesinin ta-
nimindan sirasiyla :

) (Hl’ H2)= § (HZ’ Hl)
ve H36 Eﬁ1 olmak Uzere
8 (Hl, H2) 568 (Hl’ H3) + 8 (H3, H2)

oldufu ve bdylece & nin simetri 0zelligi ile licgen esitsiz1igini gercek-
1edi§ini sOylteyebiliriz.

Artik p ve § metriklerinin 551 lizerinde ayn1 topolojiyi Urettikleri-
ni gosterebiliriz.

95 ailesinde sirasiyla sabit ve dedisken olarak kabul edilecek Hl’
H konveks cisimlerini gz Oniine alalim. Konvekslikten H1 in ic¢c noktala-
r1. bulunacaktir, ayrica p ile & Oteleme ile invariant kaldiklarindan
o € int(H;) olup H; icinde bir | x|y (y> 0) kiiresi vardir. Hl's1n1r]1
oldugundan keza |x [so (o>0) gibi bir kiirenin ic¢indedir.

Simdi e<-—%—y esitsiz1ﬁgini gerceklyen € pozitif sayisi icin

o (H 1° H) <e oldugunu varsayalim. Bu secime gore pk = g<

; v olacak
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bicimde bir klzl say1st bulunabilir. Burada k1 sabit alinirsa e> 0 i-
cin p~ 0 veya tersine olarak p=>0i¢in e- 0 olacaktir. Bu durumda (11)
goz online alinarak

e>p= inf{e: €>0, H_CH1+'6 K, H1C H+eK }
oldugundan

(13) HC H1+€K

ve
(14) ch H+ek

elde edilir. Ayricay>0 yaricapli kiire Hle dahil oldugundan yaricapiy
olan v K birim kiiresi de H1 in i¢inde bulunacaktir. Buna gbre

€
\(KCH1 + ey KC € H1 > eKC-—Y»H1

olup, (13) den HCH+ f}Hl ve teorem 1 e gbre

€
(15) HC (1+ —Y—-) H1
elde edilir. Bunun gibi (14) den

H,C H+eK =#+ y KCH,+eK

1 1
bulunur ki bu ise asagidaki sekilden de gdriilecegi gibi ancak
( vy-e ) K kiiresinin H nin i¢inde olmas1 ile miimklndir. Buradan,

H'nin s1niry

“Y K
HteK'nin sinir

(y-e)KCH 2ekcEl - _E

Y-€ Y-€
ve bu sonucu teorem 1 g&z Oniinde alinarak.(14) de kullanirsak
H.CH+ ek + H. CH+—S- H= H(1+ & )= YL H
1 1 Y-€ Y~-€ Y-€

veya buradan da

(16) Y-€ £ '
Y HICH * (1- Y )HICH
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bulunur. Bdylece (15) ve (16) dan
£ £
(17) (1- ~ ) H1CI HC(I*——Y— )H1
elde edilir.
Ote yandan (1+‘—$+)H1 cisminin (1+-—$— ) nV(Hl) olan hacmi Hl\ H

ve H\ H1 ayrik cisimlerinin hacimleri toplamindan biiyiiktiir. Gergekten

teorem 1 e gOre

£ - £
(1+ —=)Hy= Hy + ——H,

esitliginden
€
ch H1+ ~ Hl,
ayrica (17) bagintisindan
€
olup

(1+ %) nV(H1)> V(H{\ H) + V(H\H,)

yazilabilir.
Bunun gibi

£
(1- -~ )H1C Hq

ve (17) bagintisindan

€
(1- —-)HEH

dir. Baska bir deyisle (1- —%F )H1 cismi H ve H1 cisimlerinin arakesi-
tinde kapsanmaktadir. BSylece asagidaki sekilden de gbriilecedi gibi

V(H,\ H) + V(H\ Hl) in degeri.(1+ —%})Hl ve (1- %%—)Hl cisimlerinin ha-

1
cimleri arasindaki fark dan kiicliktir.
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Buna gore
8 (H,, H)= V(Hl\ H) + V(H\.Hl)

§~V‘[ (1+ "“%‘)Hl] -V '[(1’ “i“ )Hl]

13

= (1+ —%f ) "V(Hl)-(l' —5—) nV(Hl)

= [+ =" (1= )" JV(Hy)

olacaktir. Buradan da Ml’ MZ""’ Mj ler pozitif tam sabitler ve h; n
cift oldugundan n-2, n tek oldujunda n-1 e esit olan bir sayiyi gbster-
mek lzere

2 n 2
§ (H,, H) s[1+ Me ny € Me _q.(M_E _(Me_ _. _1\n
(H> H) s (l)Y*+(2)“;? +o..t (n);ﬁ 1+(1)= (2);5 ..+(-1)
n
n € _ £ 2 4 h !
(n) _;_] \/(Hl)_ —-—Y [2n+M1 €+M2€+"'+Mj € ] V(Hl)

veya €= k1 p olduju gbz Online alinarak

S (H

1P 22 h h
H) s T[2n+M1k1pl+...+Mjk1 p V(H) =

19

k
8 1 2 2 h h
5 S Y—[ 2ntMy k] 7. HMsky o ]V(Hl)

olur. Burada 2 9 " h h
Mlkl p +...+Mjk1 o =f(p )
konulursa p~0 icin
ky
—-F ( )V(H

p
k .
oldugundan 7}—f ( p)V(H1)= o( p) dir. 0 halde p>0 igin

)
1 L)

k
$ 1
b £2n Y V(H1)+0( Q)

olur. Buna gére p-0 icin o(p ) ~0 oldugundan p yukacUk secerek, t
verilen sabit bir sayr olmak lizre o( p)< t yapabilecegimizden
Ky
2n T V(H1)+t— T
denilirse p-o0 igin i§—< T= sabit olur. Buna gore p(Hl, H)> o icin
(18) G(Hla H)= 0(9 (Hl’ H))
elde edilir.

Simdi de p (H1,~H)>s: varsayalim. Yani alinan bir p (Hl,H)ﬁdan ve
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ayni zamanda —%— den kiiclik bir € secelim. Bu secise gﬁre.k2<1,hefhan-

gi bir sabit olmak lzere p k2= £< é%—Y olur (k2<1). Buréda simdiTik

p da sabittir, ancak p degistiginde e da p ya badli olarak defise-
cektir. Buna gbdre p nun tanimindan H1 in H+eK ic¢inde veya H nin H1+eK
icinde bulunmamasi seklinde iki durum ayirdedebiliriz.

Birinci durumda H1 cisminin tamam1 H+ €K cisminin i¢ine diismedigin-
den | x-a|<e kiiresi H cismini kesmeyecek bicimde bir a €H; var demek-
tir. Bu kiire ile H1 cisminin arakesiti ise

& v > _EY

(vy+lal) Y+o
yaricapli bir kiire kapsayacaktir. Gercekten asagidaki sekilden de gori-
Tecedi gibi; (sekilde a € H1 noktas1 L 11e belirtilmistir.)

“H+ €K'nin sinim

S
]
1 1
! .
"y L €

oé;A f )

'Y\ y a// a
\ |x-a| se
Ir kiires i

H'nin sinir:

H, cismi konveks oldugundan ancak LS ve LT dogrulari ile 0S ve OP nin
olusturdugu seklin H1 icinde kalmasini garanti edebiliriz. Boylece mer-
kezi M ve yaricapi x olan kiire yukarida s6zi edilen kiiredir. Sekilden
bu kiirenin x yaricapi icin

X o E=X
Y | a |
bagintisindan .
x= —YE
la |+

dederi elde edilir. H1 cisminin o yaricapli kiire i¢inde bulundugu goz
niine alinirsa | a |<o olacagindan

€Y, _EY
lal+y Yo
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elde edilir. Boylece [x-a|se kiiresi ile Hy in ortak k1sm1hd§ (yénj Hl\szj
cisminde)1?£§5‘yar1cap11 kiire bulunmaktadir. ”. B

ikinci durumda p>e olmakla birlikte birinci durumda incé]enenihx“p
aksine, H1 cisminin tamaminin H+eK i¢ine dlstuglinli fakat H cisminin ta-
maminin H1+ €K icinde kapsanmadigdir kabul edilerek, benzer bi¢imde yari-
cap1 sadece H1 ve € na badli bir kiirenin H\ H1 cismi i¢inde bulunacag:
gosterilebilir.

Boylece s8z gelimi birinci durumda; n boyutlu birim kiirenin hacmi
/N
T (D 4+
(= + 1)

olmak izere
g 4" A
§ (Hys H)= V(H\ H)+#V(H\ H)> LY [ _Ir

y +o)" r (- +1)

yazilabilece§i aciktir. Buradan gerek birinci ve gerekse ikinci durum-
da sadece H1 cismine bagli1 olan B> 0 sabiti i¢in

5 (Hy> H) 28¢" > "V5(H, H) > VB «
bulunur. p= k2€ dan bulunan € yukarida kullanilirsa
k
<ok
VS Ve

veya ayn1 sey demek olan ¢ (Hl’ H} -0 ig¢in
(19)  p(Hy, H)= 0( 8(H}, H) )
elde edilir. (18) ve (19) dan
f: (9, o) > (5‘7'1—1 ,8 )

_doniislimiinlin bir homeomorfizm oldugu buradan da p ve 6 nin fﬁa izerin-
de ayn1 topolojiyi lirettikleri sonucuna varilir,
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11.BOLUM

IT-1. BALANSLI CUMLELER

Balans1li climleleri bu kesimde kisaca ele aldiktan sonra, birinci. bo-
limde bltlin zellikleri ile véri]en f(x) uzaklik fonksiyonu ile tanimla-
nan E(a,b) equidistant ciimlesinin hangi sartlar altinda balansli bir ciim-
le oldugunu gelecek kesimde gﬁéterecegiz.

TANIM: S ={ a: |a [£1, a € R} olmak lizere bir B climlesi icin SB B
bagintis1 gerceklesiyorsa B cilimlesine balanslidir * denir. /4/

Bu tanimdan balansl1 bir climlenin 8zelliklerini s6ylece siralayabi-
riz.
Balans11 bir clmle simetrik olup o yu bir ic nokta olarak kapsar.

Bundan baska balansli clmlelerin kesisimi balanslidir

Simdi daha sonraki kesimde kullanacagimiz Onemli bir Temmayr ispat-
layalim.

LEMMA 2: R" de konveks bir climlenin balans11 olmasi icin gerek ve ye-
ter sart simetrik olmasidir.

ISPAT: Her balansli ciimle simetrik oldujundan konveks ve simetrik olan
‘ bir B climlesinin balansli oldugunu g&stermek yeterlidir. Herhangi bir
x € B alalim, simetri nedeniyle -x € B olur. Bdylece, B konveks oldugun-
dan, 0 £ag 1 igin
(1-a) (-x) + ax= (2 a-1) x € B

elde edilir. Su halde -1<B< 1 jse Bx € B, sonucta B balansl1 olur.

* Bourbaki'nin kitaplarinda equilibre olarak gecen bu kelime ingilizce
kitaplarda balanced, $eklinde kullanilmaktadir.
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I1-2. EQUIDISTANT CUMLESININ BALANSLIGI VE BAZI GZELLiKLERf{E;KaiigZi-

Bu kesimde biraz sonra tanimini verecegimiz E(a,b) equidiﬁ;&ﬁp‘@ﬁm{_”
lesinin baz1 dzelliklerini elde ettikten sonra, Lemma 2 den yararlanac
rak onun balansl1 olusu ile ilgili olarak bir gerek ve yeter sart olus-

turacagiz.

TANIM:a,b € R" (a#£b) olmak lizere Minkowski metrigdi yardimiyle

(20) E(a,b)={p : p € R" f(p-a)= f(p-b)}

seklinde tanimlanan cilimleye a,b noktalarinin Equidistant climlesi denir.
/5/

E(a,b) climlesinin a ve b noktalarina uzakliklari ayni olan R" nin
noktalarinin cimlesi olduguna ilgi cekilebilecektir.

Asagida E(a,b) climlesinin Gzelliklerini ele alacagiz.

1- E(a,b) ciimlesinin (20) tanim ifadesinde konveks bir ciimle oldugunu
sGyleyebiliriz. Gercekten Teorem 2 nedeniyle f konveks bir fonksiyon
olup, bu fonksiyonla elde edilen noktalarin ciimlesi ag¢ik olarak kon-

veks olacaktir.

2- E(a,b) climlesi, siirekli f(x) fonksiyonunun sifirlarinin ciimlesi oldu-

gundan kapali bir clmledir.

Simdi E(a,b) climlesinin o noktasini hangi sartlar altinda bir ic
nokta olarak kapsayacadil sonucumuzu verelim.

LEMMA 2: a,b noktalari o noktasina gdre simetrik iseler o €E(a,b).

iSPAT: a ve b noktalari o ya gore simetrik iki nokta ise bunlarin o
noktasina olan uzakliklari esit yani

f(o-a)= f(o-b)
olur ki E(a,b) climlesinin tanimindan o € E(a,b) dir.

Asagidaki teorem ile E(a,b) ciimlesinin o-simetrik olmas1 (Lemma 2
nedeniyle balans11) icin bir gerek ve yeter sart olusturacagiz.

TEOREM 3:a ve b o ya gdre simetrik iki nokta olmak lizere E(a,b) ciim-
lesinin balans11 olmast i¢cin gerek ve yeter sart

(21) f(pt+a)= f(p+b)
olmasidir.
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iISPAT: E(a,b) climlesi o-simetrik ise p € E(a,b) ic¢in
caktir. Yani

f(p-a)= f(p-b) R T
ile beraber

f(-p-a)= f(-p-b)

f [-(p+a)]= f [-(p+b)]
gerceklenecektir. Buradan sonu¢ 2 ye gore

f(p+a)

n

f(p+b)
elde edilir.
Karsit olarak
f(p+a)= f(p+b)

“ise (20) tanim ifadesinden -p € E(a,b) dir. Ote yandan hipotez geregi
a,b noktalari o noktasina gore simetrik olduklarindan ’

a= -b ve b= -a
olup bunlari (21) de kullanmakla
f(p-b)= f(p-a)

elde edilir ki bu p € E(a,b) olmasini1 gerektirir. Bdylece E(a,b) cimle-
si (21) sart1 altinda o-simetrik, lemma 2 nedeniylede balanslidir.

V. &,
Ylksek6gretim Kurulu
Dokiimantasyon Merkems



SUMMARY .

Let H be a convex body in @uclidean n-dimensional space Rn'havinp the
origin o as an interior point.Then the distance function £:RTSR 6f H is de-
fined by / 2/

£(p)=inf{A: A>0,p-€ AH} (p & R").

The equidistant set of a,b(with respect to distance function)is defined
by '

E(a,b)={p : p & R",f(p-a)=F(p-b)}
where a,b € R" and a#b./5/

In the second chapter of this thesis we have discussed that under which
conditions,the equidistant set E(a,b) is a balanced set and we have produced
a theorem concerning this set E(a,b) and obtained other properties of E(a,b).

Actually,it is a well known fact that a set B satisfying the relation
SBCB is a balanced set,ihere S is of the form S={a:|a]<1,06R }and that a
balanced set is a g-symmetric set.Further,assumina~the fact that "a convex
set is a balanced set if and only if it is symmetric.",firstly we have deter-
mined that under which conditions the origin point o is a interior point of
E(a,b).Then we have obtained ‘our result which will satisfy that E(a,b) is o-
symmetric(and consequently balanced) accordina to the distancefunction f(p)
defined above.

With this aim incchapter I,we have considered the propeties of the Min-
kowski metric defined by the function f(p) and the distance function f(p)
belong:to a convex body H and convex sets.Now 1et§ibe the collection of all
closed bounded convex sets and 1et$’be the subcollection cons1st1nﬂ of the
closed bounded convex bodies.The un1t sphere |x|<1 is denotéd by K.If we
put :
p(H1;H2) inf{e: >0, Pch +eK’H2cH1yeK}

G(H ,H E (H\H2)+V(H2\H )

where H 121 Gsa_and H, teK is the (convex) body consisting of the points x
whose dwstance to H, does not exceed € (i=1,2),we will show that pis a met-
ric on S{and § is a metr1c on the subcol]ect1on§i1 and then will show that
o0 .6 are . equivalent metric onﬁ.1 '
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