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| ONSOZ

Bu ¢aligmada Sturm-Liouville problemlerinin Qa;ﬁmle—
rinin sifirlarinin sayisi _ ve Ozdegerlerinin asimpto-
tik durumlari ig¢in bir yaklagim verilmigtir.Galigma iig
b6liimden olusgmaktadir.Birinci bélﬁmde‘konuyla ilgili te-
mel kavramlar verilmigtir.lkinci bdlimde Sturﬁ—Liouville
denklemi ve sinir sartlarindan olugan Sturm-Liouville
probleminin ¢dziimleriyle,bu qazﬁmlerin’fiziksel'anlamla-
r1i,Sturm-Liouville probleminin Ozdegerlerinin durumla-
riyla bu 6zdegerlere kargilik gelen 6zfonksiyonlar ince-
lenmigtir.Yine bu bdliimde Priifer ddniligimleri kullanilarak
ikinci mertebeden Sturm-Liouville denklemine denk birinci
. mertebeden iki diferensiyel denklemden olusan bir sistem
bulundu ve bu déniigimlerden faydalanarak 6zfonksiyonlarin
sifirlari karsilagtirailda,

Galigmanin esasi ise iliglinci bdolumde verilmistif;Bu b5~
limde Sturm-Liouville probleminin qazﬁmlérinin sifirlari-
nin sayisi ile dzdegerlerin bulunmasi ig¢in bir yaklasim
verilmis ve bu Ozdegerlerin bir polinom big¢iminde olmasa
durumunda da benzer yaklagimlarin gegerli oldupu gdsteril-
di. ‘

Bu qgllsmamda~danlsmanllglm1 iistlenen degerli hocam
Sayin Dog.Dr.Ahmet Hilmi BERKSOY'aj;¢aligmalarim esnasinda
yardimlarini esirgemeyen kiymetli hocam sayin Prof.Dr.Ali
SINAN'a,sayin YrdiDoq.Dr,Ahmet Zemei OZCELIK'e tesekkiir e~

der saygilar sunarim,

Ahmet CIHANGIR



NOTASYONLAR

’ ) i
sup : Supremum,en kiigiik iist sinir

inf ' : Infumum,en biylik alt sinar
”x“ : x -in normu

x| : X -in mutlak degeri

o~ : denk,eg

D : %E operatdri

z : Toplam operatdri

Q
B

n -inci tiireve haiz siirekli fonksiyon-

lar uzayx



I.BOLUM
N BILGILER

1.1. Temel Eavramlar

Bu bSliim ikinei ve figlincli boliimde kullanilacak olan
temel tanim ve teoremlerden olugmaktadir.Yani bu bdéliimde
diferensiyel denklemlerin ¢dziimlerinin varligi,teklifi ve
Lipschitz garta ile,sﬁreklilik,kargxlastlrmé ve‘aylrma ﬁe-
oremleri verilmigtir. |

Tapim 1.1,Bir D bdlgesinde F(x,y) fonksiyonu verilsin.
Bu bdlgede apsisleri ayni olan (x,y) ve (x,2) nokta ¢ift-
leri ig¢in,

| F(x,5) — F(x,z)‘gg L‘yuz\ | (1.1)

egitsizligi saglanacak big¢imde bir L sabiti bulunabiliyor-
sa,F(x,y) fonksiyonuna D bdlgesinde Lipschitz gartini sag-
liyor denir ve L ye de Lipschitz sabiti denir.

Teorem 1.1.F(x,y) fonksiyonu konveks-kapali bir D bél-

gesinde siirekli ve tiirevlenebilir olsun.0 zaman,

= supy, , ggw
ile F(x,y) fonksiyenu Lipschitz gartini saglar.
Ispat:Verilen D bdlgesi konveks oldugundan (x,y) ile
(x,2z)-in sinirladiga dikddrtgen bélgeyi kapsar.Bu bélgede
y ile z arasindaki bazi 7 -ler ic¢in /2 -niin bir fonksiyonu
olarak dﬁsﬁnﬁlen‘F(x,Q) fonksiybnuna ortalama deger teo-~

remi uygulanirsa,
| PCxy7) = P(x,2) | = [7-a| | EEDY

elde edilir.(l.l) egitsizliginden dolayi, supn'€%§¥:g

dersek o zaman,



}F(x,y) - F(x,z)l |y-3|L
olur ki bu ise Lipschitz sart:.nm y-ye gdre saglanmasi de~
mektir,
Teorem 1,2.K bir sabit ve ¢ tiirevlemebilen bir fonksi-

yon olmak iizere,
' (x) < KG(x) , a4x<h ' (1.2)

egitsizlifi saglansin.0 zaman a<x<b igin ¢°(x) fonksiyo-

nu,

@(x) ¢ ™(a)eX(*- a) | (1.3)
egitsizligini saglar.

~-Kx

Lspat:(1.2) ifadesinin her iki yamainmi e ile garpar

ve gerekli diizenlemeyi yaparsak,
0™ e (x) = K ¢(x)]= %‘i{ w(x)e~F*]
olur ki pozitif olmayan bu ifade ¢ (}x)_e"Kx fonksiyonunun

tliirevidir ve a< x<b araliginda artmaz.Bundan dolayx,

T(x)e ™ (a)eE8, ¢(x)< 0 a) oK X2)
olur ve ispat biter. | |

Sopu¢ 1.2.1.Egter yukar:.dakl teoremde v’(a) 0 ve G(x)30
ise o zaman ¢(x)=0 olur. |

Ispat:Teorem 1.2, nin ispatindan dolayi agiktair.

Teorem 1.3 (Teklik teoremi-l):Birinci mertebe y'=F(x,y)

diferensiyel denkleminin diizlemsel bir bélgenin bir nokta-
sindan gegen ve (_1.1). Lipschitz gartini saglayan bir ve |
yalniz bir ¢dzimi vérd:.r.

Ispat:y=1£(x) ve y=g(x) fonksiyonlari f£(a)=g(a) bag-
langig sértln:. saglayan,y'= F(x,y) difer_ensiyei denklemi~

nin iki ¢oziimi olsun.0 zaman ayni Lipschitz sabiti igin

.



f(x)myev g(x)-in temsiié_ettigi efrilerin ayni oldugunu gds-

termeliyiz.Bunun ig¢in,

(=) =[2(x) - g(x)] 2
bi¢iminde negatif olmayan bir ‘G'(x), fonksiyonu segelim.Bu

fonksiyonun tiirevini alirsak,

@ (@) =2[#(x) —a(x)] [£'(x) — g'(x)]
=2(2(x) — g(x)] [F(x,£(x)) = F(x,&(x))]
olur.Burada (1.1) Lipschitz garti kullanilirsa,

FH(x) £ 2[8(x) — g(x)|f'(x) ="' (x)|< 2L ¢(x)
egitsizligi elde edilir.Hipotezden dolayi G'(a) =0 olur ve
(1.3) es:Lts:Lzl:.glnden G’(x) negatif olamaz.Buradan x>a i-
¢in M(x)=0 bulunur.Benzer diglinceyle x<a ic;:.n X yerine

t =2a = x yazar ve t-ye gbre tiirev alirsak,

buluruz.Buradan da o’(x)ao bulunur ki bu ise £(x)=g(x)

olmasy d.emektir.Aranan sonu¢ da budur. |
Teorem 1.4 (Stireklilik Teoremi):Verilen bir a noktasi

ve ¢ degigkeni igin,y'= F(gt,y) diferensiyel denkleminin
f(a)= ¢ baglangi¢ gartini saglayan ¢Oziimi r(x,y) olsun.Sa-
bit bir x noktasinda f(x,c) belirli bir deger almak iizere
£(x,¢),teoren 1.3.den dolay:. c-ye bagli olarak siireklidir.
| ggl_ew:ieorem 1.3, in ispatmdand"(}x)é_ 2L ¢(x) ve teo-
rem l.2.den dolayl ®™(x)< G’(a)eal“x'a‘dlr. ¢(x)=-in tanimin-

dan dolayi ifadenin her iki yaninin karekdkii alinirsa,

[2(x) - 8(x)|& ez"_x;'a'lr( ay - g(a)] (1.4)

bulunur ki bu £f(x,¢c)-nin siirekli olmasi demektir.Ayrica
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(1.4) ifadesi N

lf’(x,c) - £(x,¢y) |‘éexp(le—al) lc-cll
bigiminde de yazilabilir,

Teorem I,E,F;foﬁksiyonu x>a igin Lipschitz gartin:
saglasin.Eger £ fonksiyonu x a igin f'(x) & F(x,£(x)) egit-
sizligini sagllyor ve g fonksiyonu da £( g): g(a) ’ba»slang:.q
gartinil saglayacak bigimde y'= F(x,y)__ diferensiyel denkie-
minin bir ¢Ozimi oluyorsa,o zaman x»a ig¢in f(x)< g(x) olur,

Ispat:Farzedelim ki verilen aralikdaki bir Xy igin
f(xl)>g(xl) olsun ve f(x)< g(x) olacak bigimde aéxé_xl
aralig:.ndaki en biiyik x X olarak tanimlansin.Buradan
f(xo):: g(xo)_ olur. ¢(x) fonksiyonu ¢(x)= £(x) - g(x) olarak
tanimlanirsa X < x<& Xy i¢in C(x)20 olur ve yine icoé xé;xl
i¢gin, |

G (x)=£'(x) = g'(x)< B(x,£(x)) - F(x,8(x))

L(£(x) = g(x))= Le(x) | |
bulunur.Burada L,f fonksiyonu igin ILipschitz sabi’cidir.Y_ani
xoé,xé.xl araliginda K=L iqin ¢’ fonksiyonu teorem 2-nin
hipotezini saglar.Buradan G“(x)é@'(xo)el‘(x'xo)::o olur. &
negatif olamayacagindan dzdeg olarak sifirdir.Fakat bu
f(xl);ggxl) kabuliimiizle ¢elisir.O halde verilen aralikdaki
her x ig¢in £(x)<£ g(x) olur. |
| Teorem 1.6 (Kargilagtirma Teoremi):Sirasiyla f ve g
fonksiyonlari f(a):: g(a) baglangi¢ sartini saglayacak bigim-
de, |

y=Fzx,y) , 2z2'=G(x,2z) : ‘ , (1;6)

‘diferensiyel denklemlerinin ¢dziimleri olarak verilsin.
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Ayrica F jada G Lipschitz‘ gartinl saglasin ve verilen bdl-
- gedeki her x,& i¢in F(x,y) £G(x,y) olsun.0 zaman x>a ig¢in
f(x)L g(x) olur. ‘

Ispat:G Lipschitz gartini saglasin.y'= F(x,y)£G(x,y)
oldugundan F yerine G alindiginda da f ve g fonksiyonlara
’teoreml 1.5.deki .sartlarl saglar.0 zaman x> a ic;in £f(x) < g(x)
egitsizligi gergeklenir, |

Eger F Lipschitz gartini sagliyorsa,o zaman u=-£(x)
ve v= -g(x) fonksiyonlari u'=-F(x,-u) ve v'=-G(x,-v)X-F(x,-u)
diferensiyel denklemlerini saglar.Simdi u,v ve
H(u,v)==~F(x,~v) fonksiyonlarina x2>a igin v(x)<& u(x) veya
8(x) > £(x) egitsizlikleri gegerli olmak {izere teorem 1l.3.i
uygularsak ispat biter. |

Sonu¢ 1.2.Teorem l.3.de ya X,>a ig¢in f(xl)<.g(xl) olur,
yada aéxéxl igin f(x)=g(x) dir.

Ispat:Kargilagtirme teoremindeki f£(x)« g(x) egitsizli-
_gi gogu kez tam bir ‘esitsizlik,le degigtirilebilir.

fve g agx€x, i¢in ya Ozdeg olarak egittir,yada (a,xl)
araligindaki diger bir x, degeri igin f’(xo) ég(xo) olur.
Kargilagtirma teoreminden dolayx ?{(x):g(x) - £(x) ifadesi
a< x< X igin negatif olamaz ve 0‘]'_~(xo)>0 dlr.‘l‘eorem' l.6. ‘
nin ispatinda, :

G (R)=6(x,8(x)) = F(x,£(%))

Z6(x,8(x)) - G(x,£(x)) 3 =L F7(x)
oldugung gésterdik.Burada verilen ol X ¢(x) fonksiyonu

asxsxl araliginda azalmayan oldugundan

[ o] =e™ [0 + 16| 30
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olur. Sonu¢ olarak,

Fi(x) > ¢ xo)e‘I{( 0
égitsizligi elde edilir.

Tanim k.2.Verilenr bir I araliginda Pi(x)“fonksiyonlarl
(1=0,1,2,3) reel deferli ve siirekli olmak iizere,

2
P (X) + Pl(x) -+ P2(X)u P5(X) ' (1.7)

diferensiyel denklemine,ikinci mertebe lineer diferensiyel

denklem denir. ukarldakl (1.7) diferensiyel denkleminde,

P P
1
. — =—. r=
PO ’ PO ’ ?E
yazarsak
a2
--g+p(X) <+ q(x)u-r(x) (1.8)

bigimine doniigir.

Tanim 1,3. (1.8) diferensiyel denkleminin p,q,r katsa-
y1 fonksiyonlari x-ekseni iizerindeki bir I araliginda sli-
rekli ise,o0 zaman (1.8) diferensiyel denklemine I,arallgln;
da REGULER'dir deniﬁ.Ayrlca (1.8) diferensiyel denkleminin
u::f(x)Agibi her héngi bir ¢dziimii,iki kere tiirevlenebilir
bir fonksiyondur.Yani u=f(x) fonksiyonu,(l.8) diferensiyel
denklemini I aralifinin her noktasinda saglar. |

Teorem 1.7 (teklik Teoremi-2):Eger (1.8) diferensiyel

denkleminin p(x) ve q(x) katsayl—fonksiyonlafl siirekli ise
0 zaman f(g)==co ve«f'(a);=cl baglangi¢ gartlarini éaglaya—»
cak biqimde'(i.s) diferensiyel denkleminin bir tek ¢Oziimil
vardir. v |

Ispat:(1.8) diferensiyel denkleminin her hangi iki ¢G-

B



zimii v ve w olsun, v — w=u farki da r(x) =0 oldugunda
(1.8) diferensiyel denkleminin x=a i¢in u=u'=0 baglan-_
g€1¢ sartini saglayan bir ¢dzimi olsun.simdide’ negatif ol-

2

mayan G(x)=u -4 u"?' fonksiyonunu diigiinelim. ¢(0)=0 ola-

rak tanimlansin. T(x)=0 oldugunden tirevini alirsak,

¢'(x)=2u'(u4u")=2u'(u - P(x)t}' -— q(x)u)
= —2p(x)u'? 4 2(1 — o(x))uu’

buluruz.Mademki (u+ u')zgo , |2au'| < u2+ u'?

dir.0O-
zaman burada, 2(1 — q(x))uu'< (1 +]q(x)i )(u2 + u'a) olaca-
gindan, ¢ (x) < [1 + {q(x:)‘]uah-y- 1+ lq(x)t-\-lzp(x)nu'z_ olur.
‘Burada [a‘,b] soﬁlu kapali araliginda,

K=1+ max( |a(x)|+]|2 p(x)|) degeri maksimum deger o-
larak alinir ve ¢Y(x)<L K ¢(x) , K&+oco olur.Teorem l.2.den
dolay:i a-y1 kapsayan herhangi bir aralik tizerindeki biitin
x-ler igin ¢(x)=0 olur.Béjlece w=v-w ifadesi (1.8) di-
ferensiyel denkleminin u=0 bigiminde bir ¢dziimdiir.Buradan
da v=w bulunur. |

Teorem 1.8, f ve g fonksiyonlari,

'u'f + p(x)u' 4+ q(x)u=0 , p,qeC (_1.9) :
i:kinci-mertebe homojen lineer diferensiyel denkleminin iki
¢oziimii olsun.Ayrica bazi x= X, lar ig¢in (‘:(xo),r'(xo)) ve.
(g(xc) ,g'(xo)_) lineer bagimsiz vekt-érleri; verilsin.0 zaman
(1.9) dii‘erensijel denkleminin her g¢dzimi,h(x)=-cf(x) a—d.g(x)
bigiminde £(x) ve g(x)-in Lineer bir kombinasyonudur,Bura-
da verilen ¢ ve 4 katsayilari keyfi sabitlerdir.

Ispat:h(x) fonksiyonu (1.9) diferensiyel denkleminin

bir ¢Oziimii olsun.0 zaman verilen x, noktasinda,
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cf(x,) + ‘dg(xolr‘\-h(xo) » cr.'(xe) “+ d’s‘r(xo)::h'(xo)
egitsizlikleri saglanacak bigimde c,d”sabitleri bulunabi-

lir.Cramer Kuralindan dolayi ¢ ve d sabitleri,

c=(h 8, —=8,0,)/(£ 8, =, Ty) » &=(£ hi~h £1)/(f gl-g L!)
big¢iminde verilir.Yukaridaki ifadelerde f6=f(ko),r&;£'(xo)
bigiminde kisaltmalar kullanildi.Bundan dolayl ¢ ve 4 sa-
bitlerine bagli olarak tanimlanan u(x)=h(x)-cf(x)=dg(x)
fonksiyonu u(xo)==u}(xo)=:0 baslanglg gartlari altinda
(1.9) homojen lineer diferensiyel denklemini saglar.Teklik
teoreminden dolayi,u(x) fonksiyonu,homojen lineer (1.9)
diferehsiyel denklemini ancak u(x)=0 olmasi durumunda sag-
lar ki bu ise h(x)::cf(x)j+-dg(x) olmasi demektir.Béylece
homojen lineer (1.9) diferensiyel demkleminin herbir ¢dzii-
miniin £ ve g gibi iki fonksiyonun lineer kombinasyonu bi-
¢iminde verildigi gdsterilmig olur. .

Teorem 1.9 (Sturm Ayirma Teoremi):Eger f£(x) ve g(x)
fonksiyonlari (1.9) diferensiyel denkleminin lineer bagim-
81z iki ¢dzimi ise,o0 zaman f(x)-in bir sifiri,g(x)-in ardi-
g1k iki sifiri arasindadir,ayni gekilde g(x)-in bir sifiri-
da f£(x)-in ardlslk iki sifiri arasindadair.Yani r(x)’ve g(x)
in saifirlari ardigiktar. |
 ispat:Eger x=x; noktasinda g(x) sifir oluyorsa o zaman

W(E 8%y )= £(x; )8 (x;)F 0
olur.Ginkii £ ve g lineer bagimsizdir.Buradan g(xi)=:0 igin
f(xi)#=o ve~g'(xi)#=0 olﬁr.Eger X, ve X, g(x)-in ardigik
sifirlari ise,o0 zaman g'(xl),g'(xa),f(xl) ve'f(xa) sifirdan

farkli olur.Ayrica sifirdan farkli olan g'(xl)xve-g'{x2)‘

-



ayni igaretli olamaz.Eger g¢x) fonksiyonu X=X, '_nok’basmdav
art1yorsa,x=x2 noktasinda azalmalidir ve terside dogrudur.
Yine W(f ,g;x) ifadesi daima bir tek igaret aldigindan f»(xl)‘
ve f(xz)—de zit igaretli olmalidir.Bdylece %, ile x, nokta-
lari arasindaki bir noktada f£(x) sifira egit olmalidir.

Ornegin,u" 4 x2u=0 trigonometrik diferensiyel denklemi-
ne yukaridaki teorem uygulanirsa,bu denklemin ¢dzimleri olanm
sinkx ve coskx'in sifirlarinin sirali oldugu gdriiliir.Glinki
yalnizca bu fonks‘iyonlar aynl homojen lineer diferensiyel
denklemin lineer bagimsiz iki ¢dziimidiir,

Teorem 1,10 (Sturm Kargilagtirma Teoremi):Sn.raS:.yl;a
f(x) ve g(x) fonksiyonlari u" 4 p(x)u=0, v'eq(x)v=0 di-
ferensiyel denklemlerinin trivial olmayan g¢dziimleri ve ,
p(x) > q(x) olsun.0 zaman p(x)=q(x) ve £(x),g(x)-in bir ka-
t1 olmadikga f(x)~in en az bir sifiri g(x)-in ardigik iki
sifiri arasindadir.

Ispat:g(x)-in ardisik iki sifiri X Ve X, olarak veril-
gsin.0yle ki g(xl)zg(xa)-—' 0 olsun.f(x) xl< x<£ X, araliginda
sifir olmasin.Efer f ve g yerine,onlarin negatifi alinmasi
p_ozitif olarak bulunur,.,Bdylece,

W(E,gx)=1(x;)8' (%) 0
ve |

W(t,g5x%,) = £(x,)8’ (x2)4 ¢
olarak bulunacaktlr.bteyandan eger f> 0,850 ve x14x4x2

araliginda p> q ise,0 zaman x, < x<L X, araligl iizerinde,

%;[W,(f’&x)]: fg" — gf"=(p —)fg30
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olur.Burada W.azalmadigindan,

P - asW(L,g;x)=0
durumu hériq olmak fizere,bu bir geligkidir.Bu durumda bir
k sabi{:i i¢gin £=kg olur ki ispat biter.

Sonug 1l.3.Efer q(x)<0 ise, o zaman u?-k a(x)u=0 di-
ferensiyel denkleminin nontrivial olmayanfq6zﬁmﬁnﬁn birden
fazla sifira bulunsabilir,

Ispat:Aksine ispat ySatemini kullanacapiz.Sturm kargi-
lagtirma teoreminden dolayi v"= O diferensiyel denklemininv
v=1 Qézﬁmﬁnﬁn en az bir sifiri u" <4 ‘q‘(x)u::o diferensiyel
denkleminin trivial olmayan herhangi bir ¢dziimiiniin iki 81
firi arasinda bulunmalidir.Bundan evvelki sonuglarda
t“fp a(x)u=0 diferensiyel denkleminin ¢dziimlerinin sali-
nimlarini g(x)-in biliylikliigi ve igaretine bagli olarak be-
lirledik.q(x)< O iken salinim imkansizdar.Giinkii ¢dziim ol-
madigindan q(x) degigik igaretler alabilir.Diger taraftan
,q(x);;k2>v0 ise,o zaman T[/2 uzunlugundaki bir aralikta
u” 4 q(x)u=0 diferensiyel denkleminin bir \c;éiziimii,u",}-kzu:()
trigonometrik diferensiyel denkleminin bir Acosk(x-xl)_
¢oziimiiniin iki ardigik sifiri arasinda sifir olmalidir.

Bu sonug,
1 n2
u" <4 3 u' 4 (l-" -—2)11"-"-0 ; (1.10)
X . :

bigiminde verilen Bessel diferensiyel denkleminin\c6zﬁmle-

rine uygulanabilir.(1.10) denkleminde u::%i“ donliglimii ya-

pilirsa, v
4n2- 1
4x
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denk diferensiyel denklemi elde edilir ki omun ¢Sziimleri
u-nun veriliginden dolayy sifirdir (x#0 igin).u" + u=0
ve (1.11) diferensiyel denklemle‘q:f'i;'ze kargilagtirma teoré—
minip ,‘uygulanma_s:.yla agagirdaki sonueg ispa:t;lanm;__s olur,
Sonug 1.4.Pozitif x-ekseninin Tf uzunlugundaki herhangi
bir araligi sifirinci mertebeden Bessel diferensiyel denk-
leminin bir qﬁzﬁmﬁnﬁn enaz bir sifirini igerir.Ayrica egZer
n>1/2 ise,ayni aralik n-inci mertebeden Bessel diferensi-
yel denkleminin trivial olmayan her bir ¢dziimiiniin en fazla

% SEAve N
bir q.qznmn.nu kapsar.

Teorem l.11.Katsaysr fonksiyonlari p o*P1 Ve Py surekll
olmak izere,u(x) ve v(x) fonksiyonlari sirasiyla,

pu" + pyul 4+ pyu =r(x) , Pou" + pu’ 4 pou =s(x)
diferensiyel denklemlerinin ¢dziimleri ise,o zaman

p,u"+ piu' + pou=cr(x) + ds(x)

diferensiyel denkleminin (;.ozumude w—cu(x)+ dv(x) olur.

Ispat:Teorem 1.8.den dolayr agiktir.Bu ise lineer ope-
ratorlerin temel Ozelligidir. |

Tanim l.ﬂ-,.Ikinci-mertebe homojen lineer

L{ul= py(x)u"+ py(x)u'+ pou=0 - (1.12)
diferensiyel denklemi ancak ve ancak, |

Po(x)u" + pl(x)»u' + pz(x)ut%{A(x)u' 4+ B(x)u] (1.13) |
big¢iminde yazilabilirse TAM'dir denir.Burada ue 62 ve.
CA(x) ,B(x)e @l olarak verilir.(1l.12) diferensiyel denklemi~-
‘nin integral garpani v(x) gibi bir fonksiyondur.Uyleki

vL[u]=0 ise, o zaman (1.12) diferensiyel denklemine TAM'dir

denir,



Tanim 1.5'.'(1.12) diferensiyel denkleminin bir integral

2

garpani olan v€C fonksiyonu ayni zamanda ikinci-mertebe

" homojen lineer,
M(vl= [Po(x)v] " — [pl‘(x)_v_].,'],"r. po(x)v=0 (1 .}.4)
diferensiyel denkleminin bir ¢dzlimidir.
Tanim 1.6.(1.14) diferensiyel denklemindeki M opera-
torine L operatdriiniin ADJOINT'i denir.(l.l4) diferensiyel

denklemi yeniden dﬁzenlénirse,

Pov" 4+ (2p4p1)v' + (py -P] +P,)v=0 (1.15)
diferensiyel denklemine varilir.(l.l5) diferensiyel denk-
lemine,(1.12) diferensiyel denkleminin ADJOINT DENKLEML
denir.

Tanim 1.7.Yukaridaki (1.12) ve (1.13) diferensiyel
denklemlerinden, |

vL[u] = uM(v] = (vp )u" — u(p V)" 4 (vpy)u' + u(pyv)'

0zdegligi elde edilir.Yeniden diizenlersek,

7 vLiju]—uMv]= %—x-[povu'—- (po_v)'u+ pluv] (1.16)
olur.lntegralini alirsak, |
) : , x=b )
[ {vL[u] - uM [v]}dx:[povu' -—(pov) 'u +pluv] " (1.15)
a ; } x=a

5zdegligt elde edilir.Bu Jzdeslife LAGRANGE 0ZDEGLIGL
demir. o ' ,

Tanim l,B.Adjyointleri ile birlikte homojen lineer di-
ferensiyel denklemlere SEL'F-ADJOIN’,D‘de:nklemler denif.
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, II.BOLUM
STU'RM-jLI QUVILLE SISTEMLERL
2.1.Sturm-Liouville Sistemleri

Ikinci-mertebeden homojen lineer,

%}-c[p(x)%}-b— [%r(x) - a(x)]u=0 ' (2.1)
diferensiyel denklemine STURM-LIOUVILLE DENKLEML denir.
Burada A bir parametre,p,q ve r-ler x-in reel degerli
fonksiyonlari ve p,r-ler pozitiftirler.L::D‘[p(x)'D] - q(x)
operatdri kullanilarak (2.1) diferensiyel denklemi yeni-

den yazilirsa,
L{u] + Arx(x)u=0 (2.1')

olur.Bdylece reel A igin (2.1) diferensiyel denklemine
SELF-ADJOINT'tir denir.(2.1) denkleminin ¢dzimlerinin bu-
lunmasi q,r katsayi-fonksiyonlarinin siirekli ve p-nin de
stirekli diferensiyellenebilir olmasina baglidir (C‘l de).
Verilen X\ degeri igin (2.1) denklemi,ue 02 fonksiyolnunu
L(u]+>\ru ya d’am'istiiren bir lineer operatdrdiir.Sonlu
a<x<b araliginda p(x) ve r(x) fonksiyonlari sifirdan
farkly degerler almak iizere ,‘(2.1‘) Sturm-TLiouville denkle—
mine REGULER'dir denir,p,q,r slirekli fonksiyonlari bu a-
ralik lizerinde sinarlidir. '
Varlik teoreminden dolayi,her Nigin a4x<hb araligin-

2 sinifinda iki

da regiiler Sturm-Liouville denkleminin C
lineer bagimsiz ¢ozimi vardir.
Bir Sturm-Liouville denklemi ile sinir (u¢ nokta)

gartlarindan olugan sisteme STURM-~LIOUVILLE SISTEMI (veya

13-



S~-L sistemi) denir wve sinir gsartlarida gdyle tanimlanair,

Tapim 2.1.Sonlu ag<x<b araligl lizerinde regililer Sturm

Liouville denklemi ile,
xu(a) + «'u'(a)=0 , pu(d) + g'u(b)=0 (2.2)

bigimindeki iki ayrik sinir gartindan olugan sisteme REGU-
LER S-L SISTEMI denir.Burada Xx='=0 , 8 =g' =0 durum
hari¢ olmak lizere « , !, B p‘ verilen reel sayilardir.

' 8-L sisteminin bir \ Szdegerine kargilik gelen trivial
olmayan her ¢dziimii bir OZFONKSIYON'dur.Yani her Szfonksiyon
bir Szdegere baglidir. )

Regililer S-L sisteminin bilitiin Szdegerlerinin kiimesine
gistemin SPECTRUM'u denir.

Ornek 2,1, OXK W araliginda w4+ Au=0 diferensiyel
denklemi ile u(0)=u(NM)=0 sinir sartlarindan olugan sSis-
tem, }\n-: n° dzdegerlerine ve un'(x).-: sinnx Szfonksiyonla-
rina sahiptir (n=1,2,...).

Qrnek 2,2,5Sabit n ig¢in,

2

%—E[x %—%-Q— [kzx —_-i—--lu:o , 8&x<Dd ‘ (2.3)
’ 2
formunda verilen Bessel denklemi,p -.-:r:x,)\:kz ve'q:%—

olmek iizere bir S~L denklemidir.,0<&<b ig¢in bu S~L denk-
- lemine u(a)-_-: u(b) =0 sinir sartlarinin veya (2.2) formun-
daki ayrik sinir gartlarinin eklenmesiyle bir regiiler S-L
sistemi elde edilir,

Ancgk a=0 igin (2.3) diferensiyel denklemi bir regii-
ler S-L sistemi olamaz.(iinkii p(x) katsayisi x=0 ig¢in si-
f1rdir.0 zaman bir singular S-L sistemi elde edilir ki bu

dérdiincit konuda incelenmigtir.

-14-



Ayrica sabit k ve degigken n i¢in,(2.3) Bessel dife- |
rensiyel denklemi farkli bir S-L denklemini ifade eder.
Glinlkii pax.'ametreler farklidir.

Tanim 2.2,S-L denkleminin katsayi-fonksiyonlari x-in
b-a periyodlu periyodik fonksiyonlarl olan S-L denklemiﬁe

w(a)zu(b) , u'(a)=u'(b) ' (2.4)
periyodik sinir gartlarida eklenirse S5-L sisteminin diger
bir modeli elde edilir ki buna PERIODIK S-L SISTEML denir.

Ornek 2,3,m<x<T araligi ig¢in u" 4+ Au=0 diferensiyel
denklemi ile u(_—-“)‘.—_-u(ﬂ') ve u'(-M) =u'(M) periyodik sinir
gartlarindan olusan sistem,n pozitif bir tamsay:i olmak i-
zere l,cosnx,sinnx ozfonksiyonlarina sahiptir.n70 olmak
lizere,tamsayilarin karesi olan vn2 'b'zdegerine iki lineer
bagimsiz o6zfonksiyon kargilik gelir.

Ornek 2.4.Regiiler S-L sisteminin diger bir modeli,
u' 4+ (N + lédcos2x)u=0 , a<x<b (2.5)

Mathieu denklemine ayrik sinir gartlarinin eklenmesiyle el-
de edilir,Burada p=r=1 ve q(x)= —l6dcost'dir.u(O)::-u(TD
u'(0)=-u'(T) ile,veya u(0)=u(m),u'(0) = u"(M) periyodik |
sinir gartlari ile,periyodik olan fakat regililer olmayan
S-L sistemi elde edilir.,

2.2, Sturm-Liouville Serileri |

Ornek 2.1 ve 6rnek 2.3.deki u" 4 A\u=0 S-L denklemine
farkli sinir gartlarinin eklenmesi&le iki farkli S-L sis-
temi tanimlandi.Ornek 2.3.{n ¢bziimleri olan 6zfonksiyonlar
kFourier éeril’eri teorisinde kullanilan fonksiyonlardir.l-

leri analizde de gdsterildigi gibi bu fonksiyonlar
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- x LT arallgn.nda ortogonald:x.r.Bu ise mzn igin,
A

/sn.n mx sin nx dx_/cos nx cos nx dx =0

-

bagz.ntlsn.nln saglanmasi demekbn.r.o zaman m,n&€Z ig¢in,

T .
/sin mxX ¢os nx dx = ©O
=

dir.

Ornek 2.l.deki sin nx Gzfonksiyonlarida 0Lx<Tl ara-
liginda ortogonaldir.S-L sisteminde ortogonallik baginti-
sl,eger m#n ise,

a1
/sin mx sin nx dx= 0

=T
olacak big¢imde tanimlanir.

Simdi ayni ortogonallik bagintisinin genéllikle regii-
ler S-L sisteminin ‘ve periyodik S-L sisteminin Szfonksi-
yonlari iginde gegerli oldugunu gosterecegfiz.

Tapim 2,3,T araligi ilizerinde reel degerli ve integral-
lenebilir f ve g fonksiyonlarlnln r agirlik fonksiyonu ile

ortlogonal olmasi i¢in gerek ve yeter sgart,
[ r(x)f(x)g({x)dx=0 , (2.6)
I :

olmasidir.Burada I araligi sonlu veya sonsuz,ag¢ik veya ka-

pali olabilir.

Teorem 2.1, Farkll &zdegerlere sahip (2.1)-(2.2) re-
giler S-L sisteminin &zfonksiyonlari,r agirlik fonksiyonu
ile ortogonaldir.Efer farkli >\ ve M dzdegerlerine karsilik

gelen 6zfonksiyonlar u ve v ise,c zaman,
i)
/ r(x)u(x)v(x)dx =0 (2.7)
a . ;

olur.
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Ispat: L{uj= ‘[p(x)u'}'j — q(x)u operatdriinii kullanalim.
Burada sirasiyla (2.1l)-in A ve M Gzdegerlerine kargilik
gelen Szfonksiyonlarin u ve v olmasi ig¢in gerek ve yeter

gart,
L{u] +=Ar(x)u= L{¥] +/v~r(x)v =0

olmasidir.Bunun ig¢in birinci béliimde verilen Lagrange 0z-

degligi kullanilarak,
uLf{v]=vLu]l= %}-{-{p(x) {u(x)v' (x) = v(x)u'(x) }}

ifadesi elde edilir.Bu egitlikte L{v] yerine -m r(x)v,Lu)
yerine -Ar(x)u ifadeleri kullanilarak bu Szdegligin x=a

~ile x=b sinirlari arasinda integrali alinir ve dilizenle-

nirse, "
v X=b
A=) é r(x)u(x)v(x)dx=p(x) [u(x)v'(x) -V(X)u'(X)]l (2.8)
=a
olur.

(2.8) 6zdegligi verilirken sinir sartlari hakkinda

herhangi bir gey sdylenmedi.Buradan su sonuca varilir,

Sonu¢ 2.1.1. Egger A ve M parametreleri ig¢in u ve v
ag&x<b kapali araliginda (2.1) S-L denklemini saglarsa,
(2.8) bzdegligi gergeklenir.

(2.8) Ozdesliginin saf tarafina,dzdegligin SINIR TE-
RIMI denir.

Gergekten teorem 2.l.in ispati ig¢in ayrik sinir gart-
lary: altinda,sinir teriminin sifira egit oldugunu goster-
mek yeterlidir.Efer «£'s£0 ise,(2.2) deki sinir sgartlarin-

dan ilki geregi,

p(a) [u(a)v' (a)-v(a)u' (a)]=[o<.p(a)/o<'j[u‘(a)*r( a)-v(a)u(a)j=0

-17-



olur.Eger «+0Q ise,(2.8) Szdegliginin sag tarafi x=a igin

dliizenlenirse,

[<'p(a)/x][u'(a)v'(a) = v'(a)u'(a)]=0
bulunur.Burada oc=o<'=0 durumu hari¢ olmak iizere,

p(a) [u(a)v'(a) —v(a)u'(a)[=0
egitligi saglanir.

Ayni1 sekilde x=b sinir terimi i¢inde bu denklemler
gegerlidir,Béylece X =X'= 0 ve gé.p'z-.o durumlari harig¢ ol-
mak lizere(2.8) Gzdegliginin sag tarafinin sifira egit ol-
dugu gdsterilmis olur.Simdi de (2.8)-in her iki tarafina
'sifirdan farkli (\~m) ifadesi ile bdlersek,(2.7) formuld
elde edilir. |

Sonuc 2.1.2, Teorem 2.1. ile verilen ortogonallik ba-
gintisi,periyodik S-L sistemleri i¢inde gegerlidir.

Bdylece (2.8) Gzdegliginin sag tarafina x=a ve x=D
sinirlari uygulanirsa,sifir bulunur. |

Ortogonallik bagintisi,regiiler S-I sisteminin &zfonk-
siyonlarinin sonsuz lineer bilegimine ve periyodik S-L
sisteminin Szfonksiyonlarinin sonsuz lineer bilegimine
uygulanarak genigleme teoremi ispatlanir.Bunun sonucunda
elde edilen sonsuz serilere STURM-LIOUVILLE SERILERI de-
nir.Herhangi bir fonksiyonum,regiiler S-L sisteminin Gz~
~ fonksiyonlarinin sonsuz lineer birlegimine genisleti'le—
‘bilmesi Sturm-Liouville serilerinin en Onemli Gzellifi-
dir.Fourier serileri boyle bir geniglemenin en bilinen
modelidir.Bdylece de~bir.regﬁler S-L sisteminin dzfonksi-
yonlari ile ayni sinar sartlari igin u" 4 Au= 0-;.:1 ozfonk-

siyonlarinin benzer oldugu gosterildi.
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2.5, Fiziksel Anlamlary

S-I sistemleri genel olarak klasik mekanikdeki titre-
sim problemlerinden ortaya ¢ikmigtir.Fiziksel anlamda S-IL
sistemi,basit harmonik dalgalara kargilik gelen~sin1r—de—
ger problemleri olarak ortaya G¢ikar.Pizikte genellikle bir
dalga hareketi,kendilerine dzgli bir frekansla titresen-du-
ran dalgalarla g¢dzilebilir.

Fizikgilerin deneysel ve sezgisel olarak elde ettikle-
ri bu sonuglar,agagida da goriilecegi lizere,dalga hareketi-
nin matematiksel teorisi olan diferensiyel denklemlerle ve'
sinir-deger problemleriyle tam olarak anlagilabilir.

S-L sistemlerinin Ozfonksiyonlarinin fiziksel anlamla-

r1 genellikle li¢ klasik Ornek verilerek ag¢iklanir.

2.5.1. Bir Telin Titresimi
Titresen bir telin kism® diferensiyel denklemi,

A '
Tsp = © Tgx 2=='r/j-'° (2.9)

ile verilir.Bu denklemde y yatay olarak dengeden uzaklagan
tarafi,T telin gerilimini ve r-de telin yogunlugunu gdste-
rir (r ve T sabittir).Basit harmonik duran dalgalar ayri-
labilir degigkenlere bagl:i olarak,

y(x,t)=u(x). cos k(t-to) ) (2.10)
bigiminde tanimlanir,Titregen tel denklemi olan (2.9)-u
y(x,t)-nin saglamasi igin, A= 1:2/(:2 olmak iizere ti" 4+ Au=0
denklemi big¢imine getirilebilmesi gerek ve yeterdir.Fizik-

te dogal olarak titregen bir telin ug¢ noktalari sabittir.

Yani y(a,t) = y(b,t) = O olur.Buradan da u" 4+Au =0
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denklemine u{a)=0,u(b)=0 sinir gartlarinin eklenmesiy-
le Ornek 2.l.deki S-L;simtemine varilir.Herbir 5zfonksi-
yona ait'olan d6zdeger k2/4ﬂ2 frekans karesi ile orantili-
dir.Bu baginti mekanik ve elektromagnetikfdalgalar arasin-
daki benzerlikten bulunur.Matematikg¢iler Szdegerlerin kii-
mesini bir S-L sisteminin spektrumu -olarak isimlendirir-

ler.

2.3.2. Elastik Bir Qubufun Boyuna Titregimi-

S~L sisteminin bagka bir fiziksel yorumu,yerel sertli-
21 p(x),yogunlugu r(x)”plan elastik bir gubugun boyuna
titregimi ile kendini gdsterir.Bdyle bir gubugun herhangi
bir par¢asinin denge durumundan,boyunafortalama yer degig-
tirmesi v(x,t) ile ifade edilir.x denge pozisyonunda ikén

v(x,t) ifadesi,
2. '
r(x)—a-—% — a—[p(x) av] (2.11)
3t

dalga denklemini saglar.Basit harmonik titregim denklemi-
nin ¢dziimi ayrilabilir defigkenler ile,

v(x,t) = u(x)cos k-(t—to) - (2.12)
bigiminde verildiginden bu ifade,

%—i{p(x)%] + kzr(x)u =0 o (2.13)
biqimindeki S-L denklemlerinin ¢dziimleridir.Bu son denklem

(2.1) S-L denklemininA=k° ve q=0 i¢in Szel durumudur.

Sonlu bir tel igin (a< x<b aralifinda)verilen farkli
sinir gartlarindan farkli fiziksel problemler elde edilir.

Bu sinir gartlarinin baglicalari,

- =20~



u(a) ::"'u(b)::o (degigmeyen sabit uglar)
u (a)-'u (b)= 0 B (serbest uglar)
u'(a)+xul(a)=u' (b)-&-pu(b) (ve&snek tutulan uglar)
u(a) = u(vb) , u'(a)=u! (b) (periyodik sinirlar)
u(x) {izerinde verilen bu sinmir gartlari v(x,t) fonksi-
yonu iginde gegerlidir.Burada u ic¢in verilen adl tiirevler
v i¢in kisml tiirevler olarak alinmalidir.Bir telin boyuna
titregiminin dogal frekanslari uygun sartlar altinda (2.1)

ile verilen S-L sistemlerinin ¢oéziimleridir.

2.3.3. Bir Zarin Titregimi
Son olarak bir zarin titregiminin (r,9)-kutupsal koor-
dinatlarindaki kisml diferensiyel denklemi,

Wep = cz( Wor +wyy) =3 c"a( W +r"lwr +§2

wee) (2.14)
bigiminde verilir.Duran dalgalarin ¢oziimlerinin bulunmasi

w(r,9,t) ifadesinin

w(r,@,t)::u(r){:gi}ne cos,k(t—t ) ;(2.15)

bigiminde degigkenlerine ayirmekla miimkiin olur.w-nin zar
denklemini saglamasi igin,u-nun (2.3) Bessel denkleminin
bir ¢oziimii olmasi gerek ve yeterdir, |

- Bessel denkleminin r =0-daki SLngularllgl ile kntu@sal
koordinatlarin orjindeki singularlifa benzerdlr.Eger zar a
yarigapli bir disk ise(davul derisinin tltreslml),o zaman
fiziksel olarak u(a)=0 ve singular olmayan u(0) dogal si-
nir gartlaridir.lkinci gart sabit’bir normalizasyon fakto-
rine bagli olarak karakteristik Bessel denkleminin ¢dzim-

leri olan Bessel fonksiyonlaridir.,
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2.4, Ozel Sistemler

(2.1) S-L denklemi sonlu,yari-sonlu veya sonsuz bir I
araligi lizerinde verilebilir.Sonsuzluk qurumunda I,sinir-
lardan ya birini,yada ikisini de kapsamaz.Burada eger

lim p(x)=0 , lim r(x)=0 veya p,q ve r fonksiyonlarindan
X-> & Xx—>a '

herhangi biri a-da singular ise,o zaman & noktasi hariq tu-
fulur. |

Sadece I araligi kapali iken a£ x<b sonlu araliginda
verilen S-L denklemi,bir regililer S-L denklemine benzerdir.
I aralifi sonsuz,yari-sonsuz veya I sonlu ve p veya r bi-
rinci yada ikinci sinirda 31f1ra~esitlyada I araliginda g
siireksiz ise,(2.1) S-L denkleminden bir regliler S-L sistemi
elde edilemez.Bu durumlarin herhangi birinde verilen S-L
denklemine SINGULAR'dir denir. |

Singular S-L denklemleri ile uygun homojen sinir gart-
larindan SINGULAR S-L SISTEMLERI elde edilir.Bu sinir gart-
lari her zaman (2.2) bigiminde verilmeyebilir.Ornegin sin-
gﬁlar nokta yakininda u sinirli ise,ayni sinir gartlari ile
singular S-I sistemleri tanimlanir.

Ornek 2.5.Legendre diferensiyel denklemi,

((1 - xH)u') 4+ Nu=0 , -1<x<&l (2.16)
bi¢iminde tanimlanir.(2.16) diferensiyel denkleminin u ¢&-
zimliniin verilen aralikta sinirli olmasi garti,Singular S-L
sistemine bir Brnektir.Bﬁ singular'S—L sisteminin ¢dzilimleri
olan~Pn(x) Legendre polinomlari, ‘=:n(n+l) 0zdegerine kar-

gi1lik gelen reei ozionksiyonlardir,

Ornek 2.6, Sabit n igin 6rmek 2.2.deki Bessel denklemi
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. | 2
%z[x,%%].+.ﬂkzx.- %—1u::0 , 0&r<£a

_biqimind.edir.p =r=x ,>\=k2 ve qzna/i olmak izere birv
singular S~L denklemidir.Buradan bir‘sinsular‘S-L gistemi
ancak a>0 olmak {izere,sinir gartlari u(a)=0 .ve r- 0 ic¢in
u(r)=-nin sinirli olmasi durumunda elde edilir,

Yukarida verilen singular S-L sisteminin dzfonksiyon-
lari Jn(kjr) Beasel fbnksiyonlarldlr.Burada kja,n—inci de-
receden Bessel fonksiyonunun j-inei sifiridir.Béliim l.deki
gonu¢ 4.den Jn(x)-in birgok sifira sahip oldugu bilinmek-
tedir.Dolayisiyla singular S-L gisteminin sayilabilir son-
suzlukta dzdegerleri vardir.

Singular S-L sistemlerinin 6zfonksiyonlari brtogonal-
dir.Dolayisiyla karelerinin integrallenebilir oldugunu a-
gagidaki gibi tanimlariz, .

Tapim 2.4, T araligl lizerinde verilen reel degerli bir
f fonksiyonu,r(x) agirlik fonksiyonuna bagli olarak(r(x)> O
olmak lizere) karesi-integrallenebilirdir denir ve

[ e < + o o (2.17)
I |

bi¢iminde gdsterilir.Bger r(x) agirlik fonksiyonu Jzdes o-
larak 1 ise,f fonksiyonu I aré}lglnda karesi-integrallene~
bilirdir deﬁir. ;
KareBi—integrallenebilir'fonksiyonlarki¢in Schwarz e—
gitsizligi, 2 S
[ £ f(x)s(x)—r(X)dx}éI _fz(x):(x)dx 4 ; gzcx)'r(x)gx,r(a.la)

bigiminde verilir.Bundan dolayy iki karesi-integrallemebilir
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fonksiyonun garpimida r(x) .agirlik fonmksiyonuna bagli ola-
rak integrallenebilen bir fonksiyondur.Yani (2.18)-in so-
lundaki integral sonludur.(2.8)—in sagindaki sinir terimi

alt ve Uist limitlerde sifira egittir.Sinir gartlar:r ig¢gin,

lim  p(x) [u(x)v' (x) — v(x)u'(x)]| =0 (2.19)

olur.p(a)=0,p(b) = 0 ve u'(x)-in sonlu bir aralikta sinir-
11 olmasindan (2.19) sifir olur.Bdylece (2.19) saglanaca~
gindan,(2.8)~den dolayi %.ve/w 6zdegerlerine kargilik ge-

len karesi-integrallenebilir u ve v‘azfonksiyonlarl igin
()\—/m )[ r(x)u(x)v(x)dx =0

esitligi saglanir.Bu son integral genellegtirilmisg (im-
proper) integral olabilir.Eger)quise,sonuq 2.1l. den u ve
v ortogonaldir.Bdylece de agagidaki teofem ispat edilmig

olur.

Teorem 2,2, Bir singular S-L sisteminin farkli dzde-
gerlerine karsilik gelen karesi-integrallenebilir u ve v
6zfonksiyonlari,r agirlik fonksiyonuna gare'ortogonaldir
ve (2.19) -dan dolayl sinir teriminde sifirdar.

Bu teorem drnek 2.5.e uygulanirsa Legendre polinomla-
r1 i¢in ortogonallik bagintisi, |

[ Pm(x)Pn(x)dxz o, m;':n’ , ~ ’(2.20)

bi¢iminde sinir teriminde sifir olarak bulunur.Ayrica yi-
ne yukaridaki teoremin Bessel denklemine uygulanmasiyla

Bessel fonksiyonlari igin ortogomallik bagintisi,
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a
é >'g ;n( kix:) Jn(ij)‘dx =0, ki:# ki (2.21)
bigiminde verilir.Burada J n(kia)= J. ﬁ( k ja_)== 0 dir.
Ornek 2.7, Hermit diferensiyel denklemi,

W = 2xu' 4+ Au=0 , —-coLx<L O (2.22)
bigiminde verilir.Bu denklemin serilerle ¢dziimii sonucunda

bulunan,
&, o= (2k-N ey /(ke1)(ke2) , k=0,1,2,... (2.23)

rekiirans bagintisi kullanilirsa ,A=2n ig¢in n-inci derece-
den bir polinom bulunur.Bu polinomlar & = 2% ve a,_ l‘ ‘0
olmasi garti ile normallegtirilirler.Bdylece Hermit poli-
nomlari Hn(x) ile ifade edilerek yukarldaki gibi verilmis
olur.0rnegin Ho(x)-': 1,8;,(x)= 2x,32(x)= 4x°.2 yeoo bigi~-
mindedir.Burada H n(x)v,n ¢ift ise ¢ift fonksiyon ve n tek
ise tek fonksiyon oldugu agiktir.Hermit diferensiyel denk-
lemi Bir S-L denklemi degildir.Ginkii bu denklem self-ad-
joint deglldlr.(a 22) diferensiyel denkleminde u yerine

x/2

y=e u(x) ifadesi yazilirsa,y(x) Hermit fonksiyonu i-

¢in self-adjoint S-L denklemi,

7"+ (/\-—,(xz-l))yzo y —00LX LD (2.24)
olur, )\‘:: 2n ig¢in,denklemin qb’zﬁmieri e'xa/ 2Hn(x) fonksi-
yonlarldlr ki ‘bu ¢Ozilim fénksiyonlarl karesi-integrallene-
bilir ve x->+oo :Lc;ln sifira egit olurlar. Yan:., | E
ﬂn(x)= —X / 2H (x) fonksiyonlari (2.24) denklemi ve sinir
gartlarindan olusan singular S-L sisteminin bir ﬁzfoﬁksi—
yondur ve x>Foo oldukga y(x) ¢oziimii sifira gider.Bdylece

Hermit polinomlari ig¢in ortogonallik bagintisi,
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> 2 V
[Hm(x)Hn'(x)e'x dx = O s £ o (2.25)
o , | ,

olarak yazilir.(2.25)-e (2.8) Szdegliginin uygulanmasiyla

& 2 X= 38
y -X
2(m-n) ZI B (2HE (x)e™™ dx = [ﬁmCX)%'(X) -2, (%28, ( X)ﬂ
- 4 X=-a

| 2 - - |
ifadesi bulunur.Sinir terimleri e™> -yi igerir ki bun =

ile g¢arpip limitini alirsak,
2
lim x2 X = 0 (2.26)

X=p4= 00

olur.(2.19)~-dan dolayi sinir teriminin limiti sifar olur.

2.5. Priifer Doniligimi

Tkinci-mertebeden,self-adjoint bir lineer diferensiyel

denklem,
%&[P(x)%]—t- Ux)u=0 , a<x<b (2.27)

big¢iminde verilsin.(2.27) diferensiyel denkleminin ¢&zilimle-
rinin bulunabilmesi igin kullanilan yontemlerden birisi de
gimdi verecegimiz Priifer doniiglimiidiir.Bu denklemde verilen
katsayl fonksiyonlarindan Q(x) siirekli,P(x)> 0 ve P(x),cl
sinifindandir.a< x<b aralifinda verilen (2.27) denklemi-
nin ¢dziimlerinin salinimlarini bulmak yerine,ayni aralikta-
ki sifirlarinin sayisini bulmak yeterlidir.(2.27) ifadesin-
de P(x)= 1 alinarak,teorem 1.9 ile verilen Sturm-Kargilag-
tirma teoremi uygulanacaktir.Yani teorem 1.9,(2.27) bigi-
mindeki daha genel denklemlere genigletilecektir.
Priifer'in amaci,u ve Pu' bilinmeyen fonksiyonlar olmak
izere,(Pu',u) diizlemini kutupsal koordinatlara ddniigtlire—

cek olan,birinci-mertebeden iki tane diferensiyel denklemden

-26-



olugan bu sistemi,(2.27) denklemine Ozdesg tutmaktir,Pri-

fer bu diigiinceyle Pu' ve u bilinmeyenlerini,

P(xu'(x)=r(x).-co8 8(x) , u(x)=r(x).sin o(x) (2.28)
bigiminde tanimlandi.Bu ifadelerden yeni r ve © bagli de-
giskenléri gekilerek diizenlenirse,

r2_..u2+ 1’2u'2 s ©O=arctan (u/Pu') ' (2.28')

olur.Burada r UZUNLUK ve 6-da FAZ DEGISKENI olarak isim-
lendirilir.r#0 iken,(2.28) ile tanimlanan (Pu',u)::(r,e)_
doénliglimii Jacobian'in sifirdan férkll olmasi ile analitik- .
tir.

Trivial olmayan ¢Oziimler igin r daime pozitiftir.Giin-
kii verilen bir x degeri igin,eger w(x)=u'(x)=0 ise,o0 za-
man birinei bolimde verilen teklik teoremlerinden dolay:
w(x)=0 trivial ¢dzim olacaktir.(2.27)-ye denk olan dife-
rensiyel denklem sistemi,r(x) ve ©(x) igin asapidaki gibi
verilir.

Bunun ic¢in cot ©=Pu'/u nun diferensiyeli alinirsa
(eger ©=0(modT ) ise o zaman tan ©=u/Pu’ ifadesinin di-
ferensiyeli alinarak iglem yaplllr),

-cosecze de L—'-L - g_u_"z_ ==Q(x) — %- cotae
olur.Bu egitligin her iki tarafini —sinze ile‘garparsak,
ng(x) sin26+ 'P-%ET 00829"-‘ »(x,9) | (2.29)
diferensiyel denklemini elde ederiz.Simdide (2.28') ile
verilen ifadelerden ilkinin diferensiyelini &lir ve gerek-

1i sadelegtirme ve diizenlemeleri yaparsak,

-27-



%.;[_P%H __;'Q(x)]r.sine.cose=%-§%§)— —_Q(x)]r.sigEe, €2.30)

diferensiyel denklemi elde edilir.

(2.29)~(2.30) sistemi,(2.27) diferensiyel denklemine
denktir.Bu yeni sistemin trivial olmayan her ¢dzimi,(2.28)
ile verilen Priifer déqﬁgﬁmﬁnden,(2.27) difereﬁsiyel denk-
leminin bir tek ¢oziimiinii tanimlar ve terside dogrudur.Pri-
fer sistemi olarak isimlendirilen (2.29)-(2.30) diferensi-
yel denklem sistemi,(2.27) self-adjoint diferensiyel denk-
lemi ile ilgili Priifer sistemidir,

Priifer sisteminin (2.29) ile verilen diferensiyel denk-
lemi yalnizca 8-ya ve x-e bagli birinci mertebeden bir di-
ferensiyel denklemdir.Difer r bagli degigkenini igermez wve
bu denklenm,

t=gw [S8l< e ol + s e
bigimindeki Lipschitz sabiti ile Lipschitz gartini saglar.
L sabiti,kapali bir aralikta P ve Q fonksiyoniarl sirekli
iken«soﬁludur.Adl gecen P ve Q fonksiyonlari (2.27) dife~
- rensiyel denklemlerinin katsayir-fonksiyonlari oldugundan
a~-da siireklidir.Ayrica 8(a)=¥ baglangi¢ degeri i¢in,(2.29)
diferensiyel denkleminin bir tek ¢bzimii ©(x) olur.

r(x)-in @(x)-e bagli olarak bulunabilmesi iqin,(2.30)'

diferensiyel denkleminin integrali alinirsa, ,
> 4 -}
\ r 1 ; { :
r(x)-:;K{exp ; / [ ——Q(x)l sin 26 4t (2.30%)
2 )y LP(X | ‘
olarak bulunur.Burada K=r(a) dir.

(2.29)-(2.30) Prifer sisteminin her-bir ¢Omiimil iki’ sa-
bite baglidar,
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Bu sabitler K=r(a) ilk uzunluk,ve¥=0(a) ilk fazdir.K sa-
biti,u ¢Oziminiin bir sabitle garplmlyia d.«egigir.Bb’ylebe”
(2.27) deﬁkleminin bir u(x) | ¢oziimiiniin sifirlari yalnizca
(2.29) diferensiyel denklemi iizérinde ¢aligilarak buluna- -
bilir. |

2.6, Sturm Kargilagtirma Teoremi

(2.27) diferendiyel denkleminin her hangi bir u(x) ¢o-
zimiiniin sifirlari,(2.28) ile verilen Priifer déiniisiimﬁnd‘eki‘
8(x) faz fonksiyonunun 0,FW ,F2W F3N, .., degerleri icin
bulunur ve biitiin bu x noktalarinda sin €(x)= O-dir.Bu nok-
talarin her birinde c‘osze=_l oldugundan,(2.29) diferensiyel
denkleminde % pozitif olur (P(x)>0 oldugundan). Geometrik
olarak bunun anlami,(Pu',u) diizleminde diferensiyel déhkle-
min bir u ¢Oziimiine karsilik gelen (P(x)ﬁ'(vx),u(x))-egrisi |
Pu' eksenini yalnizca ©=nT noktalarinda keser demektir (@
pozitif yodnde alinmak iizere). |

‘Simdi Q (x)2Q(x) ve P,(x)< P(x) olmak tizere,

%e:- = Q(x) sin®e -+ F;.%—ET cos’e = F1(x,0)

biqimﬁ.ndeki diferensiyel denklem ile (2.29) diferensiyel
denklemini vkarmlastlrallm.Eger verilen bir I araliginda
Ql(x) >QUx) ve Pl(x)éP(x) ise,o0 zaman Fl(x,9)>F-(x,e) '
olur.Birinei bdliimde teorem 1.6 ‘ile verilen karsliastlrma
teoreminden hareketle,eger e(a)z> el(a) baslangn.c; sartina
saglayacak gekilde yukarldaki diferensiyel denklemin ¢ozi-
mii Gi(x) ise,o zaman a<x<b igin el(x)ze(‘x) olur.Yine
birinci bdlimdeki sonu¢ l.2.den dolayi yalnizca P{x)= Plf(x)

ve Q(x)_é'Ql(x) olmas:i durumunda G(x):# Gl(x) olur.
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Burada sin 8(a)=0 alinirsa a<x<b ig¢in sin Gl(x)-in 81—~
rirlarinin say1si,sin 8(x)-in sifirlarinin sayisindan da-
ha ¢ok olur (P.=.Pl ve Q=@ durumu hari¢ olmak iizere) .BOy- _
lece agagirda ifade edecegimiz teoremi ispat etmis oluruz.

Teorem 2.5 (”Sturm Karsilagtirma Teoremi):.

d_[ofydu d duy

E[P(X)EE]+ Qx)u=0, a'x‘[Pﬁ")E?i } + Q) (x)u;=0, (2.31)
diferensiyel denklemlerinde P(x)> l(x)> 0 ve Ql(x) Q(x)
olarak verilsin.O zaman u(x)= eul(x) yP(x)= l(x) ve

Ux)= Ql(x) olmasi durumu hari¢ olmak iizere,(2.31)-deki
ilk diferensiyel denklemin trivial olmayan bir u(x) q~3zﬁ-
‘miinlin iki sifiri arasinda,ikinci diferensiyel denklemin |
trival olmayan her bir ¢oziimiiniin en} az bir sifiri bulunur.

Birinci bdliimde teorem 1.9 ile verilen Sturm-ayirma
teoremi de (2.27) diferensiyel denklemine benzer olan d4di-
ferensiyel denklemin iki linéer bagimsiz ¢Oziliminin karsi-
lagtirilmasi sonucunda elde edilmigtir.

Kesin olmamakla beraber,burada efer P azalirken Q ar-
tlydrsa,diferensiyel denklemin herbir ¢Ozlimindeki sifirla-
rinin sayisinin arttigi sdylenebilir.

Tanim 2.4,(maksimum ve minimum):Self-adjoint (2.27) di-~-
ferenszyel denkleminde Q(x)>>0 olmasi,o=(n+ z)‘n‘ lan

%—Q>O olmasi demektlr.Eger (2. 29) diferensiyel denkleminde

ez(n—\—z)“ ise,o0 zaman cos =0 ve sin ©=1 olur.Burada

~cos =0 oldugunda;n,(f2.29)-un o(x) ¢oziimi pozitif olmak -
zere ancak (2,27)-de u'=0 ise,trivial olmayan. herhangi bir
¢ozumiiniin ardigik sifirlari arasinda mutlaka bir maksimumu

veya bir minimumu vardir.
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2.7. Salinim Teoremi

Simdi (2.1)-(2.2) regiiler S-L sisteminin Szfonksi-
yonlarinin sifirlarinin sayisinin A-ya bagli degisgimini
ele alalim.(2.1) S-L denkleminde P(x)=7p(x) ve
Ux)=Ar(x) — §(x) yazarsak (2.27) denklemini.elde ederiz.
Mademki (2.28)-de u%—-o olmasi ig¢in gerek ve yeter gart
sin ©=0 olmasidir.0 halde (2.1)-in bir ¢dziimiiniin sifirla-

r1 0=0,FNN 2N &30 ,... noktalari olmak iizere ©(x),

%}%z{)\r(x) — q(x)l sinze + 5%35- cosze , aE€x<LhH (2.32)

yardimc1l Priifer denkleminin bir ¢6ziimi olur.Burada aéxsb
araliginda p(x)>> 0 ve r(x)> O-dir. |
Simdi de ¥ -y1, x#0 ve 0<£¥<Wigin,

tan¥ = u(a)/p(a)u'(a) = = <'/p(a)=< (2.32")
gartini gergekleyecek big¢imde segelim.(2.32) diferensiyel
denkleminin bir 8(x,\) ¢dziimii,her A igin o(a,N)=Y bvaglan-
g1¢ sartini saglasin (¥=1/2 iginx=0 olur).<, o(' sabit-
leri xu(a) + «<'u'(a)=0 ilk sinir sartindan bulunur.9(x,N)
fonksiyonu ¥ sabiti igin adx<Db ile—oo<}\<°db?51gesind«ev ta=-
nimlidir.Birinci bSliimde teorem 1.6 ile verilen kargilag-
tirma teoreminin (2.32) diferensiyel deﬁklémine uygulanma-
siyla agagidaki 'lemma elde edilir. |
 Lemma 2,7,1, x>a sabiti igin ®(x,\) fonksiyonu A de-

gigkeninin tam artan bir fonksiyonudur.

Lemma 2,7.2. Kabul edelim ki n3»0 bir tamsayl olmak i-

zere x > & igin G(xﬁ,)\)-.-. nl olsun.0 zaman Vgg) xn igin

v e(x’h)> nv  olur,
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Lspat: Eger x_ herhangi bir nokta ve &(x_ ,X)=nT ise
o zaman (2.32) denkleminde,

d8(x, +N) _ L oo

ax, T p{x,)
olur.Bdylece 6= e(xn W) »¥ -in bir fonksiyonu olur.Yine
e(x n,)\) fonksiyonu,8= nT dogrusunu kestigi néktalar-d.a ar-
tandir.Burada 9(x,\), X>X, i¢in ayni dogru ilizerinde olma—
lidir ki ispat biter. ,

Lemma 2.7.2.ye 0<% =6(a, )XW gart1 eklenirse a&x<b
agik araliginda u(x)-in ilk sifiri =T olarak bulunur ve
n-inci sifaira da © ,é-.mr olur.Bizim asil gdstermek istedigi-
miz gsey sabit x i¢in A-»eo oldugunda 6(x,A\)»ec oldugudur.

Lemma 2.7.2.yi tekrar ele alirsak,her n>» O tamsayisi
ve yeteri derecede biiyik A -lar icgin 'S(Xn,%)-:- oW olacak
gekilde bir xnéx sayisinin bulunabilecegini gdsterirsek
her x igin }l\ingo 8(x,N)=co0ldugu gdsterilmis olur.

Farkli terimler ele alindiginda e(x,>\)=nﬂ olacak ge-
kildeki en kiigiik x,xn()\) olsun.0 zaman biiyiik A-lar ig¢in
xn(%)-nln varliginin gdsterilmesine ihtiyag vardir ve

lim x_(N)= a -dir.Bu durum su lemma ile ifade edilir.
A»oo I § -

Lemma 2,7.3, n pozitif bir tamsayi olmak iizere an\)
fonksiyonu,yeteri derecede biiylik >\—lark i¢in tanimli ve sii-
reklidir.Ayrica xn()\),k-nln azalan bir fonksiyonu ve
%-:;n:o x (N=a dir. -

Ispat:Birinci bdliimde 'teorem 1.1 ile verilen Lipschitz
sartini a<x<b ve —&47\400 i¢in 6(x,\) fonksiyonu saglar.

BSyecede O(x,\),x ve A-nin siirekli bir fonksiyonudur.
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Bufada ilk ispatlayacagimiz gey,eger xh<>o fonksiyonu iyi
tanimli ise (yani bazi x-ler igin ©(x,\)= nTl ise),o0 zaman
xn(A),.K-nln monoton azalan/bir fonksiyonu oldugudur.Bunu
ispatlamak igin e(x,%)-nln,>\-n1n artan bir fonksiyonu ol-
dugunu gostermek yeterlidir.Bu ise lémma 2.7.1. ile veril-
migtir. |

Simdi n sabit olmak izere,yeteri derecede biiylik A\-lar
,iqin,xnCK)—nln iyi tanimli oldugunu gdsterelim.Burada ye- .
teri derecede biyiik A-lar igin 8(x,A\)=nT olacak gekilde
agx€b araliginda bir x vardir.(2.28) -deki ddniiglimler
kullanilarak bu ifade,(2.1) diferensiyel denkleminin ¢&zii-
mi igin egit bir ifadeye ddniigtirilir.

Eger O(x,A),x-in siirekli bir fonksiyonu ve ©(a ,N)=¥<T
ile ol arasindaki bitiin degerleri aliyorsa,(2.1l) S-L denk-
leminin trivialolmayan herbir ¢oziimli a<Lx<b aralifinda en-
az n tane sifira sahiptir.

aé_xé’b araligi lizerinde verilen p(x),q(x) ve r(x) kat-
sayi-fonksiyonlarindan p(x)-in maksimumu pM,q(x)-in‘maksi—

mumu gy Ve r(x)-in minimumu da T olsun.0 zaman
" 4+ Oy = qu =0, A>q, /7, o (2.33)

diferensiyel denkleminin ¢8zim fonksiyonu ul‘(x)'_- sin kx

dir ki burada ka:: ()\rm—.qm)/pM olur.Bu ul(x) ¢Ozlim fonksi-

yonunun ardigik sifirlari ara31ndakl uzaklik “\/I;M / (N"m"'qM)
dir. ;

Yukarida teorem 2.3 ile verilen Sturm-kargilagtirma
teoreminden dolay:,(2.1) S~L denkleminin trivial olmayan

bir u(x) ¢dziiminiin enaz bir sifiri,(2.33) denkleminin bir
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ul(x) ¢Ozlimiiniin herhangi iki sifiri arasinda olmalidir.
Clinkii A yeteri derecede biiylik iken ul(x) fonksiyonu (a,b)
araliginda n tane sifira séhiptir ve 6(x,\) fonksiyonu,ye-
teri derecede biiylik her A igin nW degerini alir ki ispat-
lanmasl istenen de budur. |

xn(}\) say1si,u;(x)-in (n-1) ve n-inci sifirlari ara-
sinda alinacak olursa A»co i¢in bu sifirlarin her ikisi de
a ~ya gider.Bundan dolayi h-<c oldugunda xn(%)-» a olur ki

béylece asagidaki teoreme varilir.

Teorem 2.4 (Salinim Teoremi): Her A icin &(a \)=¥< T
baglangi¢ sartini saglayan (2.32) diferensiyel denkleminin
o(x,\) ¢ozlimii,adx<b araligz.nda sabit x ig¢in A -nin tam

artan bir fonksiyonudur ve siireklidir.Ayrica a<x<b

araliginda,
lim o(x,N)=> , lim ©(x,N=0 (2.34)
> o0 A>—0o

olur.

Ispat: Bu teoremin ilk iddiasi lemma 2.7.1 ve lemma 2,
7.3, ile ispatlandi.(2.34) ifadelerinden ilki yukarida
isp‘atlandl.Simdiwde (2.34) ifadelerinden ikincisini ispat-
layalim,.Bunun igin-¥< % <M ve £> 0 olsun.(x,8) diizleminde-
ki (a,\(l)‘ ve (xl »£) noktalarinin birlegtirilmesiyle elde
edilen dogrunun egimi (€ - Xl)/(xl-a) ya esit olur (aLxgb
ig¢in).Dogru t‘iz‘erinde’ki bir (x,8) noktas:.‘ igin (2.32) ile
verilen O(x,A\)-nin egimi, A negatif ydnde arttikca dogru-
nun egiminden daha az olacaktir.Bundan dolayir yeteri derece-
de bliylik negatif A-lar igin a<x<b arallélndaki dogru par-

gasi ©(x,\) fonksiyonunun agagisinda kalir,
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Buradan yeteri derecede biiylik negatif A-lar iginm
8(x, \A)<E olarak bulunur.(inki Lemma 2.7.2.den dolayy

G(xl,_){)>0 oldugundan ‘e(x ,)\)'(2 olur.Burada £ ve x, key-

1
£ olarak segildifinden ispat biter. |

Simdi a<x<b araliginda Pp Ve 9 sirasiyla p(x) ve
q(x)=in minimumu ve rM—de r(x)-in maksimumu olarak veril-

8in. O zaman

pyu" + (/\1:'M — g Ju=0 (2.35)
diferensiyel denklemi ile (_2.32) diferensiyel denkleminin
karsilagtirilmasindan (2.1) regiiler S-IL denkleminin qééﬁm—
lerinin sifirlarinin durumlari hakkinda bir yaklagim veri-
lir.

Simdi de tan¥=u(a)/p(a)u'(a) igin (2.33) ve (2.35)
diferensiyel denklemlerinin ¢Oziimlerini diigiinelim.Bu ¢d-

ziimlerin sifirlari sirasiyla ,

(a7l —Y%) ve (ol %)
VO —ay) /oy ; Vv Aoy —ay) /Py

olur.Sturum kargilagtirma teoreminin dbu ifadelere uygulan-

mas:.yla su sonu¢ elde edilir.

Sonu¢ 2.4,1. (2 1) s-L denklemlnln trivial olmayan her-—

hangi bir qozumunun n-inci sifaira x olsun.0 zaman,

: / ' . €2.36)
n‘ﬂ-—-\& )\l' “"'qM i -

olur.,

Bundan evvelki ispatlar (2.2) ile verilen sinir s;artl,;a-'v

rinda <3 0 kabul edilerek gapildi.
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Efer «<=0,B# O ise,bu durum iginde benzer bir ispat
t=za <4+ b —x bagimsiz degigken doniislimi altinda yapailir.
Yine eger «=p=0 ise,o0 zaman ¥=T/2 olacagindan yukaridaki

ispatlara benzei‘ olarak ispat yapilir.

2.8, Uzfonksiyonlarin Dizisi _
Simdi (2.1) S-L denklemi ile (2.2) ayrik sinir sartla-

rindan yada
Alu)=«u(a) + x'u'(a)=0 , Blu=gu(b) 4 g'u'(v)=0, (2.37)

ayrik sinir sartlarindan olugan regiiler S-L sisteminin dz-
fonksiyonlarinin sonsuz bir dizisinin varligini ispatlaya-
cagiz. |

Oncelikle (2.37) sinir sartlarini,(2.l) S-L denklemine
kargilik gelen (2.29)-(2.30) Priifer sistemindeki e(x,}\) faz
fonksiyonunun sinir gartlarina ozdegleyecegiz.Efer «<#+(Q ise
o zaman 8(x,\) fonksiyonu, 8(a,N\)=% baglangi¢ sartini sag-
lamalidir.Burada ¥ , O0< ¥< T araliginda,p(a)tand=- o' /s
olacak gekildeki en kiiglik pozitif sayidir.Bdylecede o<=0 i-
ken ¥=1/2 olur.Benzer sekilde § -y1» 0< T <£W olarak seger-
sek tanS=—g'/ep(b) olur.a<x&b araliginda (2.1) dife-
rensiyel denklemi ile (2.37) sinir sartlarindan olusan re-
giiler S-L sisteminin bir u(x) ¢ozlimlinin dzfonksiyon olmasi
i¢in gerek ve yeter sart,(2.28') ile verilen O(x,\) faz

' fonksiyonunun,
a(a,N=% , 8(b,N=T 4 nW ,n=0,1,2,...,069<T,0<54% ,(2.38)

sartlarinl saglamasidir.Burada (2.38) gartini saglayan A
degerinin,verilen regﬁlef S-L sisteminin bir Jdzdegeri ol-

dugu agiktir ve terside doérudur.
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(%, N) ,(2.,32)dii‘erensiyel‘ denkleminin o(a,\)=¥%¥ Dbaslangig
gartini sa@la};an bir ¢dziimi olsun.Farkli A parametrik de-
- gerleri ig¢in,farkli Szfonksiyonlar elde edilir.

Yukarida verilen lemma 2.7.2.den dolayyi 8(b,A)>0 olur.
e(b,N\), A-nin artan bir fonksiyonu ve A-nin -oa dan art-
masiyla (2.38)-deki ikinci garti saglayan bir')\o ilk de-
geri vardir.Bu /\O Szdegeri igin e(b,.Ao)=$‘ olur. A\ arttik-
éa,ikinci sinir gartinl saglayacak bigimde }\n in sonsuz
bir dizisi vardir.Yani negatif olmayan bazi n tamsayilari
iqin,e(b,}\n)z S 4 nfl olur.Bu degerlerin her biri S-L sis-

teminin,

u (x)=r(x) sin 8(x,)\,) (2.39)

bi¢imindeki bir 6zfonksiyonunu verir.Ayrica teorem 2.4.den
>\n -e kargilik gelen Jzfonksiyon a<x<b araliginda tam n-
tane sifira sahiptir.Bu ise agagidaki teoremin ispatlanma-

s1 demektir.

Teorem 2.5, Herhangi bir regliler S-L sistemi 1iz‘:’1°)\n;-_oo
olacak sekilde reel )\O<)\l<>\2< ess 5zdegerlerinig»sonsuz
bir dizisine sahiptir.Bir a< x<b araliginda >‘n zdegeri~
ne kargilik gelen u n(x) dzfonksiyonunun tam n-tane sifiri
bir ¢arpana bagli olarak tek gekilde verilir.

| Igpat: Burada sadece qézﬁmﬁn'birv garpana bagli dlarak
tek sekilde verildigini gdstermek yeterlidir.Bunun igin
xu(a) 4+ odu'(a)=0 ilk gartini saglayan (2.1) diferensiyel
denkleminin herhangi iki ¢dzlimii,birinci boliimde wverilen

teklik teoremlerinden dolayi lineer bagimlidar.
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2.9, Lioaville Normal Form
(2.1) S-L denklemi,

=y(x)w , t::[h(x)d.x y >0 , >0 (2.40)

bigiminde verilen bagimli ve bagimsiz defisken ddniiglimle-
ri yapilarak oldukg¢a kolay hale indirgenebilif.Eger ¥y ve
h fonksiyonlari verilen aralikta poiitif ve silirekli iseler
birinci danﬁsﬁm,31f1r1ar1n1n yerini degistirmez.tkinci d4d-
niigim ise siralanigi koruyarak,bagimsiz degigkenin arali-
gini deggistirir ve kargilik gelen araliklarda,¢Oziimin si-
firlarinin sayisini sabit birakir.(2.1) S-L denklemine denk
olan w ve t-ye bagli diferensiyél denklemi,(2.40) -1in ikin-
ci denklemini veya %§==h(x)%§ egitligini kullanarak bulu—
ruz. '

Yukaraida (2,40)-da verilen doniiglimler altinda (2.1) S-L
denklemi,

0= n(hp(gw) )y + O — a)yw

= h{PYh Weo [(hp)ty -+ 2hpyt} w, + (hpytggq}-r(/\r -q)yw
bi¢imine doniiglir.

~ Bu son denklemin her iki tarafini w.. -nin pyh? katsa~

y181 ile bolersek,yukaridaki diferensiyel denklem ‘(h,yvaca

igin)

wy (pyh) [(hp)ty+2hpyt]wt+{(pyh) l(hpyt)t-‘-h P l«(}\r—q)]wr-O
olur. >\(r/ph2)w -nin Aw - ye indirgenebilmesi ig¢in ge-

rek ve yeter gart h2= /P oiinasn.dn.r ve ?‘wt-nin katsayisi-

nin 81fir olabilmesi igin gerek ve yeter sart,

(hp)t /hp = ‘25’1: /y olmasidir.Buda ancak y2= (‘hp)'l
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olarak segilmesiyle miimkiin olur.Bdylece w ve t -nin denk

diferensiyel denklemi, |

u= vm ’ t-{ %9% dx (2.41)
olarak bulunur ki bu ddniliglimlere INDIRGENMIS LIOUVILLE NOR-
MAL FORM denir.Burada p ve r tanim aralifinin her yerinde
pozitif oldugundan bu degigken donfigiimii sonucunda buiunan
h(x) ve y(x) pozitif ve 02 sinifindadir. Béylece de p ve r-

2

de C~ sinifinda olur.

Teorem _2.6, (2.1) S-L c_lenkleminin p,re‘-_G2 ve q€C kat-

sayl fonksiyonlarina (2,41) Liouville d0niigiimi uygulanirsa,

5 | | o
9—§+[‘>\-q~(t)]w =0 (2.42)
at '

normal formu elde edilir.Burada ace),

'<”1=%‘+'(pr) -1/4 &2 [(pr) 1/4 (2.43)
d’t '

bigimindedir.

1/2

(2.,43) egitliginin ikinci tiirevi alinar ve %E:(%) ?E

ozdeslz.gl kull am.l:.rsa ,q ifadesinin,

=3+ EE+ &+ icP-) + 3 &) - E(;f;l?] (2.43")
rasyonel formu bulunur. | |

(2.1) diferensiyel denklemi a& x< b araliginda tanimli

ve degiskeni t= / \/;(—;)-_/p(—s- ds big¢iminde belirli bir
integral ise,0 zaman (2.42) denk dlferensn.yel denklemi [O,c)
- araliginda tanimlidir.Burada c= é \W dx olur.
(2.43) ifadesinin paydasi sifirla sinirli oldugundan p,r& (J2
ve q&€C katsayy fonksiyonlﬁ bir S-L denklemi,Liouville do-
niigiimiiyle 3&€C olur ve (2.42) diferensiyel denklemi bir S-L

denklemine doniigir.
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Sonug 2.9.1. (2.41) Liouville doniigimii,regililer S~L sis~
temlerini regililer S-L sistemlerine, farkli ve periyodik si-
nir sartlarini farkli ve periyodik sinir gartlarina doniig-
tiiriir.Donligtiiriilen sistem ile orjinal sistemin dzdegerleri
aynidair.,

Simdi de (2.41) Liouville ddniisimi u(x) ve v(x) fonksi-

yonlarini f(t) ve g(t) fonksiyonlarina ddniigtlirsiin.0 zaman,
b ,

[ £(8)g(t)ds :Z w(x)v(x)Vp(x)r(x), ; = dx

=Z u(x)v(x)r(x)dx (2.{&4-)

olur.

Sonug 2,9,2, (2.41) Liouville ddniigiimii,r agirlikli orto-
gonal fonksiyonlari birim agirlikli ortogonal fonksiyonlara
donistiiriir,. |

Yukarida 6rnek 2.2.de
2
(xu')' <4 (}kax- ;—)u =0

bigiminde verilen Bessel denklemi,(2.,1) S~L denkleminin
P=r=x Ve q= na/x dzel durumudur.Burada (2.41) Liouville

doniligsiimiinde u=w/\/ X ve t=x alinirsa,Bessel diferensiyel

denklemi, ,
% . [.2 nP- 1 o ‘
x o

bigimine doniigir.

Eger n=1/2 ise,(2.45) Bessel denklemi w" <4 kzw =0 tri-
gonometrik diferensiyel denklemine doniisir ve coskx ve sinkx
(k=1,2,3,...) 1 igeren ¢Oziimlerin bir bazina sahiptir.

Jl/2(0)=:0 oldugundan Jl/z(x) ifadesi,(sin x)/JUX in bir

=4 Qe



sabitle Qarﬁlmlna egittir.

2,10, Modified Priifer Donigiimii

Bir S-L denkleminin Liouville normal formuna Priifer
donligliminiin geligtirilmigi uygulanirsa,biyik n-ler ig¢in ge-
gerli n-inci 6zfonksiyon un(x)-in asim@totik formiili bulu-
nabilir.Bundan Oncekikonuda verilen Liouville dOniigiimleri

kullanilarak bir regililer S-L sistemi,
a"+ (A —a(x))u=u"+ QR =0 , )= —q(x) (2.46)
diferensiyel denklemi ile
su(a) + o'u' (a)=0 , pu(b) +g'u'(b) =0 (2.47)

ayrik sinir sartlarindan olugan bir regililer S-L sistemine
ddniigtirildi.Burada %4+ e'?£0 ve p24 #1220 dir.Tuka-
rida verilen sonug¢ 2.9.l.den bu yeni sistemin Ozdegerleriyle
orjinal sistemin Gzdegerleri aynidir ve Gzfonksiyonlari da
Liouville doniiglimiiyle elde edilen Liouville normal formundan
bulunur.Ozdegerlerin dagiliminin incelenmesi ve Szfonksiyon-
larin Sneminin anlasilmasi iqin’(2.46)-(2,47) sisteminin in-
incelenmesi yeterli olur.

Burada a<x<£b igcin Q(x)> 0 olarak kabul edecegiz.Bdy-
lece de A> a(x) ve QECT olur.gimdi (2.46) diferensiyel
denkleminin bir u(x,A\) qézﬁmﬁnﬁ,R(x,ﬁ) ve @(x,\) fonksiyon-

larina bagli olarak,

u:t\—i‘_—a cosg u'=R 4\/-5 sin@ (2.48)

bi¢imindeki ifadeler ile tanimlayallm.Burada sirasiyla
R(x,\) ve @#(x,\) ifadelerine MODIFLED UZUNLUK VE MODIFLED
FAZ dersek,(2.46) diferensiyel denklemi igin MODIFIED PRU-

FER SISTEMI elde edilir.
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Buradan hareketle (2.46) diferensiyel denklemine denk olan
R ve & -nain diferensiyel denklem ¢iftini olusturacagiz.Bu-

nun i¢in (2.48)-deki denklemlerden,

tan Q:-—\/I-‘-.-é %-'- , Re— JQ u2+ %—au'z (2.49)

ifadelerini yazariz.(2.49) daki ifadeler u#0 i¢in gegerli-
dir.Eger u=0 ise, cot @=Q %1- alinarak benzer iglemler

yapilir.(2.49)-deki ilk ifadenin diferensiyelini alirsak,
' 2 2

' . s 1
(sec == BT - 5 T
olur (u"=- Qu segilirse).Son ifadede (2.49)-daki ikinci
ifadeyi kullanmir ve gerekli diizenlemeyi yaparsak,
2
(se~c2¢‘)¢'=— B? - %- % tang
u
olur.Egitligin her iki yanini c092¢ ile garpar ve gerekli
sadelegtirmeyi yaparsak,
or= -2~  Fsin 29 (2.50)
diferensiyel denklemi elde edilir.
R-nin sagladigir diferensiyel denklemi bulmak ig¢in de.

(2.49)-daki ikinci ifadenin diferensiyeli alinirsa,

2rR' = 2072 (quut 4 wu)+ (G (@A - 2 wr?
esitligi elde edilir.u"—- Qu oldugundan egitligin saginda-

ilk terim sifira egit olur.Buradan

%' = % (cosafa -- sin2Q)= % cos 2¢ (2.51)

bigiminde bir diferensiyel denklem elde edilir, )\ve q te-
terimlerine bagli MODIFLED PRUFER SISTEML, |
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@'= -V A=q +ET§'.1.—T sin 2¢ | (2.52a)

B W%-'?ﬂ cos 20 (2.52b)

bigiminde olugturulur.

(2.,46)-nin trivial olmayan her bir ¢dziimine modified
Priifer sisteminin bir ¢dziimiiniin kargilik gelecegi agiktir
ve terside dogrudui'.Ayrlca R sifirdan farkli oldugunda R>0
dir.(2.52a) ve (2.52b) diferensiyel denklemleri, A-ce ol-
dugunda (2.46) diferensiyel denkleminin asimptotik durumu
olarak bulunur. @#(x,A) ve R(x,\) ifadeleri agagidaki teo-
remler ile verilir. .

Teorem 2.7. ¢(x,>\) ve R(x,\) ifadeleri (2.52a) ve (2.52b)
modified Priifer sisteminin ¢Gziimleri olarak verilsin.Bura-
da g(x)e Cl ve sinirlidir.0 zaman yeteri derecede biyiik

her A i¢in,

B(x, N = B(a,N) =V (x = a) + O(LA/X (2.53)
ve |

R(x,\) = R(a,\) + 0(1)/A | (2.54)
olur.

~ Burada yeteri derecede biiylik A-lar igin (2.53)-(2,54)
ifadelerinden @ ile gdsterilen modified faz,yaklagik ola-
rak VA -nin lineer bir fonksiyonu ve R ile ifade edilen
modified uzunluk da yaklagik olarak sabit bir fonksiyon-

dur.

4 Tapim 2.10.1.(0(1) sembolil): Yeteri derecede biiyiik her ‘
‘N igin,x ve A-nin fonksiyonu olan f£(x,\) adx4&b arali-
ginda daima sinirlidir ve A-sooldugunda O(1l) sembolii ile gds-

terilir.



o(1)/ }\8 iradesi, )\Sf(x,}\) ile daiina sinirli bir f(x,>\)
fonksiyonudur.Gogu kez 0(1)/ )\8 sembolii,O( )\"8) olarak i-
fade edilir.

Burada f(x,A\) bir fomksiyon olarak verildiginden
f(:x,>\) =0(1l) formiili basit bir denklem degildir.Bdylece
0(1) bir fonksiyon olmadigindan O(1l)= £(x,N) yaz:.imasn. an-
lamlidir.Bu formilin ath].am:l.,)wm° iken, bitin x-ler ig¢in
f(x,\) daima sinirli kalacaktir vehigbir Szelligi olmayan
f(x,%) fonksiyonu amacimiza uygun oldugu i¢in gereklidir.
Bu tanimin kullanilmasiyla 0(1l) semboli agagidaki onemli
6zellikleri saglar. ‘

0(1) 4+ 0(1)=0(1) , 0(1).0(1)=o0(1)
ve sonlu a,b igin, Z 0(1)dax=0(1) dir.Ayrica Xve §

reel sayilari igin @ olmek iizere 0@-) 0(4;1 O(ll
olur.
Sonu¢ olarak q(x),x-in sinirli bir fonksiyonu ise o

zaman Taylor formiliinden Ascoiken

A ot KR V - ot
(A=a)= X (1~ ﬂfl) =N aa() XL 4 o(nX¢-2
olur.Bundan sonraki ispatlarimizda yukaridaki formiiller
kullanilacaktir.

Ispat; Her A igin [O,b] araliginda qu(x)}*;o olacagindan

rerab e R A

olur.Bu ifadede q'-ler Sadelesir ve yeniden diizenlersek,

\/7\'-‘<i=>\[1+/\] =Vx- —% —27%

ifadesine wvarilar.
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.....

teoremleri kullan11arak,,(2.52a) ve (2.52b) diferensiyel
denklemlerinin qﬁzﬁmlériyle, |

gl(‘x,)k\)agb‘(a,%) --x/'}f(:t—&) ve Rl(x,%)ERl(a) ¢6ziimleri kar-
kargilagtirilirsa, @= -/x ve (log R)'= 0 bulunﬁr.Bu
kargsilagtirmada sirasiyla x ve y yerine @(x,N) ve ¢l(x,>\)
fonksiyonlari konulursa € =0(1) A/% bulunur.Eger
¢l(a=,>\)=¢(a,)\) ise,0 zaman (2.53%) ifadesinden elde edilen,

@1 (xN)=@(a,A) —=yX(x —a) egitligi kullanilarak,
lﬁ(xs%) - ¢1’<x’)‘>lé o(1) /U™

egitsizligi elde edilir.

Ayni gekilde Taylor Formiili kullanmilarak elde edilen

3,0(1)/)\=l <+ 0(1)/N ©Ozdegliginden hareketle R(x,>\) ile
Rl(x)\)-nln karsilagtirilmasaindan (2.54) ifadesi elde edi-

lir.

2.11.0zdegerlerin Dagilimi

Bir regller S-L sisteminin Jzdegerlerinin asimptotik da-
g1limi sinir sartlariyla belirlenir.Burada u"+ Au= 0 tri-
gonometrik diferensiyel denkleminin durumu ilgingtir.
u(a)=u(b)=0 sinir gartlari altinda trlgonometrlk diferen-

siyel denklemin n-inci Jzdegeri, (—3—-—2 ve karsilik ge-
be

len dzfonksiyon u (x)= sin %) dir (n=1,2,3,...).Ben~
zer gekilde u(a)=u'(b)=0 sinir sartlari i-c;in diferensiyel
(n— 1/2)%[2

(b —a)*
gelen dzfonksiyon ise u (x)‘- sin \/X'(x-a) olur.Ayrica

denklemin n-inci dzdegeri )\n:: ve kargilik

u'(a)=u'(b)= 0 sinir sartlari igin n-inci Gzdeger ise
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}\nz % n%‘ % olur.Xarsilik gelen n-inci Gzfonksiyon ise
b - a

un(x) = cos\/xn(x-a) dir (n=0,1,2,¢..)
(2.2) ayrik sinir sartlar:.m.n durumu =<'=%£0 , ;3'72:0
iken ayrintili olarak incelenecektir.Bu durumda,
‘/_’\;1 = (bn-TE =7+ Ong oldugunu gosterecegiz (n=0,1,2,...).
Burada (2.2) ayrik sinir sartlarinda oA'=O0 , P':O

durumlari hari¢ olmak iizere,regiler S-L denkleminin ozde-~
gerlerinin' ve Ozfonksiyonlarinin asimptotik gosterimi ile,
u" +Au=0 S-L denklemi veo(_-.p:() sinir sartlarinin olusg-
turdugu S-L probleminin Szdegerlerinin ve Gzfonksiyonlari-
nin asimptotik godsterimi benzerdir.

Teorem 2.8. (2.46)~-(2.47) regiiler S-L sistemi igin
«'#0 ve B'#0 olsun.0 zaman Ay Gzdegerleri n-»eo oldu-

gunda,

- ol 1 - . ;
Vo= o + og 2, m=0yLs2, e (2:55)
formili ile verilir.

Burada x ve n -in bir fonksiyonu olarak tanimlanan
0(1),her n> 0 tamsayisi ve a<£x<b aralifi i¢in daima si-
nirlidir.

I ol ——— Er . . .

spat: A=- = ve B= = B olsun.A ve B seg¢iliginden
dolayi sonludur.Segilen bir Qi(x,)\) ¢Oozlimil yeferi derecede

piiyiik A-lar igin,

tang(a )= - —i , =T/248(a, N2 (2.56)
V- a(@) |

baglangi¢ gartini saglar.lkinci sinir sarti (2.48)-e gore

diizenlenirse,@(x A)-ya karsilik gelen u(x,N) ¢dziimiiniin bir

0zfonksiyon olmasi ig¢in gerek ve yeter sart,
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tang(b N = — h (2.57)
- =

olur.(2.56) ifadesi arctan[— v ]ifadesine donigtiz-

riilerek,birinci dereceden Q%T ifadesine yaklagtirilabilir.

Buradan da A=eco oldugunda ilk simir sarti igin,

ga)) = -2 + 9%%-:9%1 o (2.58)

ifadesi elde edilir.
(2.57) ifadesinden nW ile degigen modified faz fonksiyo-
nunun (n+l)-inci Szdegeri igin benzer bir yaklasim elde e-

dilir.Buradan,

ol @1
F(b )= — w4 AL
Ny .
olur.
Elde edilen bu son iki ifadeyi birbirinden ¢ikarir ve

(2.5%) Czdesgligi ile kargilastirirsak,

B(o, \,) — B(a, X)) = — an+ 2L = U5 (v-a) + LI (2,59)

VAn VAo
olur,.Burada )ﬁ?°° oldugunda 1lim ———172 =—(b=a) veya
n»eoo

\/An-— K n olur ki K oy bigimindeki sayilarin bir di-

zisidir.(2.59) ifadesinden,

= o+ I = ey + A

ifadesi bulunur ki ispat biter. |
Sonuc 2,11,1, Bir regiler S-L sisteminin sifirdan farkla
dzdegerlerinin bir dizisi An olsun. O zaman
; oo -2
olur.
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2.12. Ozfonksiyonlarin Normallegtirilmesi
a<x<b araliginda verilen karesi-integrallenebilir

bir u(x) fonksiyonu,r(x) agirlik fonksiyonuna bagli olarak,

/b w?(x)r(x)dx = 1

a,
bigiminde normallegtirilir.

(2.46) S-L denkleminin ¢dziimleri olan dzfonksiyonlar i-
gin r(x)=1 dir.Burada (2.46)=(2.47) regiiler S-L sisteminin
gOoziimleri olan Ozfonksiyonlarin normallegtirilmesini kosi-
niis fonksiyonlarinin normallegtirilmesine benzer gekilde
gosterecegiz. ‘ o

Teorem 2.9, «'#0 ve g'#£0 olmak iizere (2.46)=(2.47)
regliler S-L sisteminin normallegtirilmig Szfonksiyonlarinin

bir dizisi u (x) olsun (n=0,1,2,...).0 zaman,

.‘un(X)z\/;z-: 9°s‘[n“bf;‘a |+ g (2.60)

a n

olur.
Ispat:Bu teoremin ispatini {i¢ asamada yapacagiz.Regiiler

S-L denkleminin '%n dzdegerine kargilik gelen u (x) Szfonk-

siyonu, (2.48) déniigiimlerinden, |

R(X,A )

e

bigiminde olur.

u (x)= cos@(x,)\ ) asx<d (2.61)

(2.60)'formﬁlﬁndeki szraya'gére,(2.6l) ile verilen ifa-
dedeki iig qarpénln her biri i¢in n-inci terimlerinde farkla
agimptotik formiiller elde ederiz.

Yine bu teoremin ispatini agagida sira ile verecegimiz

ii¢ lemma v331t381yla yapacagiz,
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Lemma 2,12,1, ®#(x,\) teorem 2.8.in ispatindaki gibi

verilsin.0 zaman A-»ee oldugunda,

Nax = 2=
ZT cos2@(x N)dx 4--§7%' | (2.62)

OluI.‘.
lspat:(2.62)-de integral deglskem. olarak @(x,A\) kul- -
lanilir ve (2.53)-den dolayy,
-1 -1/2 ~3/2
Z=[3] = X A

= Tx = +0(1)
oldugu hatirlanairsa, -
/b ) b,
dx = ag
A cos ¢(x,>\) e cos ¢ '7

b,

= [-N1Pr o) X372 /‘t %

olur.Son integralin degeri kolayca hesaplanabilir.Bunun i-

cosZQ ag

¢in teorem 2.7.deki (2.53) ifadesi kullanilirsa,

(0,N) | ' :
/(:a’)\) cos®g ~d¢=[%+—rﬂf‘i“ = ]ZEZ::; = ____}_“/2 2=2) 4+ o(1)
bulunur.Bu son ifade bir Oncekinde yerine yazilir ve gerek—v
1i sédelestirmeler yapilirsa,(2.62) ifadesi elde edilir ki
ispat biter. | |

Ikxinci olarak aradigimiz sonu¢ ise, su lemma ile veri-
lir. | |

Lemma 2.12.2.Regiiler (2.45) S-L‘denklemini‘saglayan bir

 ¢Bziimil u(x,A) ‘ol’sun. 0 zaman X-sooiqin, , ‘
‘ - q1l/2
: 2 - -1/4 [bea o(1 Oo(l , :
(x) M] = R(a,\)A : [l-l- J+ . (2.63)
{[u x a N -%7%% | —&72;)\ |

olur.
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;Isgat:teorem2.7 ve (2.48)-deki ifadelerden dolayl u,

R-nin terimleri cinsinden yazilirsa,
2
/bu (x)dx:[R(a,x)‘i- —%\-l] /bﬁk —q(x)] l/Zc:c:s g dx
a

olur.
(A= q)']'/‘:2 x1/2 + 0(1)X3/2 olarak yazilabilecegin-
den,bunu yukaridaki 1ntegralda yerlne yazar ve (2.62) ifa-

desini de kullanarak gerekli sadelegtirmeler yapilirsa,

[uéi(xmx:-_[a(a,}\) + 91%)_]2 x-l/a4_,0(1))\-3/2”12?_*_0(1))(,1/2]
= e+ U7 [3e8y ¢ 5

!

olur.Bulunan bu son ifadenin her iki tarafinin karekdki a-

linirsa,

Mb “2<?‘>de = [RGa)) + Om][ S+ o(L) J

- Rﬁa,/,)x) fo-a [1 o(1 ] Oélg
= = |+ + +
N NG
ifadesi elde edilir ki ispat biter.

b
Sonug 2,12.2.1.Efér lemma 2.12.2.de /'u2(x,%)dx::1 ise
' a

1/2

© zaman,

R(a M= /b = X1+ o<1>);'1/2] L (2.6

olur, ,
Ispat: (2.62)formiilii,nomallegtirilmig bir ¢Ozimiin uzun-
luk fonksiyonu lle,

N

esitligini saglayacak bigimde verilir.
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Burada R ic¢in ¢dziim yapilir ve kesrin asimptotik durumu
dikkate alinirsa,(2.64) ifadesi elde edilir.

Lemma 2.12,3., (2.46)=(2.47) regiiler S-L sisteminin
n-inci Gzdegeri )\, olsun ()\OSXISAZS eee)s0 zaman o« '=0

ve p' =0 durumu harig olmak izere n-»oc ig¢in,

cosg(x,\ ) = cos %‘%&::g% -+ 0(1) A;l/z (2.65)

olur.
Ispat: Teorem 2.7 ve |[cos a— cos b|<|a— b egitsiz-

liginden,
cos|- VR, (x-a)] — cosp(x, X)) = 0L [VX (x-a) + #(x,\,)]
| = 0(1)(a,),) + O(LIA;H2
bulunur. (2.58)-de @(a,\ )= O(1A;}/2 olarak bulunmugtu.
Buradan hareketle,
cosP(x,\,) = cos VS, (x-2)]+ 0(1) e (2.66)

elde edilir.Bu son ifadeye teorem 2.8.i uyguluyalim.(2.55)

formiilii ve ortalama deger teoreminden,

éos[\/rn(x-a)] —~ cos [%l]z o(L)a™t = C)"(I!.))\;ll/2
olur.(2.66)=-nin s‘ag tarafinda bu son ifade yerine yazli:{.r-
sa,(2.65) formiilii elde edilir ki ispat biter.

Simdi bu ispatlardan sonra teorem 2.9.un ispatina de-
vam edelim.(2.61)~-deki ii¢ ¢arpandan ilkini,birinci derece-
den Q\-q)"l/ 4—_—_— X'l/ 4+0(l) ){'5/ % yaklagimi ile sadelegtire-
biliriz.R(x,\) carpani sonug 2.12.2.l.den ve cos@( x.)\n) ise
lemma 2.,12.3.den hesaplandi.Biitiin bu g¢arpanlar (2.61)-de

yerine yazilir ve dizenlenirse,
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| %(x)z\/,;z‘—:-a cos[%-%%:a'%z] -+ 0,(1)}\;}'/2

olur.Son ifadede )‘;]‘/ 2=O(l)n’l oldugundan yerine yazilar-

sa teorem 2.9.un ispati tamam olur.
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| III.BOLUM
GENEL AGIRLIKLI STURM~-LIOUVILLE PROBLEMLERININ
OZDEGERLERININ VE SIFIRLARININ SAYISININ ASIMPTOTLARI

3010 G’iri$

[0,b]araligy lizerinde,
(p(K)y" ) '+ (Ar(x) — a(x))y =0 (3.1)

bigiminde verilen genel agirlikli Sturm-Liouville denkle-
minin trivial olmayan bir ¢ogziimiinin sifirlarinin sayisini
N(A) ile gdsterelim., 0<b< oo olmak iizere,(3.1) diferen-
siyel denklemindeki p,q,r katsayi-fonksiyonlari [p,b]—&R
ye tanimli ve %, q,r&€L(0,b) dir.

Gohberg ve Krein (O0,b) araligi ilizerinde hemen hemen

heryerde (h.h.h.) p(x):>0,r(x);>0 olmak iizere A—>coigin

N(A) ~T VR / \ /2% dx (3.2)

bigimindeki N(\) ifadesini (3.1) denkleminin asimptotik
hesabl olarak belirttiler {4].Ancak bu durum daha Snce dioy
ger matematik¢iler tarafindan da tespit edilmigtir,
Gohberg ve Krein sézkonusu’bu galigmalarinda (3.1l) denkle-
minin katsayi-fonksiyonlarini yine L(O,b) lizerinde almig-
lar ve bu fonksiyonlarin saglamasi gereken sabtlarl en a-
za indirerek (3.2)-nin gegerli oldugunu gdstermiglerdir.

| Burada r(x) her iki igareti de almék izere,modified
priifer ddniiglimii kullanilarak (3.2)-nin direkt bir ispati
verilecektir. o | |

£_ ile f-in pozitif kism belirtilmek ilizere,Jdrgens

(3.1) diferensiyel denklemi i¢in N(A) ifadesini, A—»4o0
ig¢in,
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No\)rvrr‘lﬁ[; ) ax | (3.3)
\ \/(E A

ve A\->-o00 ig¢in

H(A) n’l\/.'X[ /(BE) ax (3.4)

olarak belirtmigtir [3].

Eger (0,b) araliginda h.h.h.de p(x) bir tek isaret a-
liyor ise (bu igaret pozitif olarak alinir),(3.3) ve (3.4)
integralleri sifiirdan farklidir.Genel olarak p(x)-in isa-
ret degisiminin sinirli olmadigi (veya sinirli oldugu) du-
rumlarda da (3.3) ve (3.4) integralleri gegerlidir.

Sonlu A ic¢in N(A\)= <400 olabileceginden,eger p(x)-in
sonsuz sayida igareti degigtirilirse (3.3) veya (3.4) ge-
¢erli olmayabilir.Bunu gdrmek ig¢in p(x)-i, p(x)::ax 5%57

olarak segersek (0,b) araliginda p(x)-in isareti sonsusz
defa degisgir,

(3.1) diferensiyel denkleminde g(x) = O,A =0 ise,0
zaman y(x) = p(x) ¢Jdziimdiir. | |

Burada r(x)-in igaret degisimine herhangi bir sinirlama
getirilmemek {izere,p(x)-in igaret degisimi sonlu da olsa,
Drichlet problemine benzer gekilde olugturulan (3‘1)-in‘
‘spektrumu tim kompleks diizlemi doldurur.

. Ornegin,q(x) = O olmak lizere 0<x<1 araliginda p(x)=1
ve r(x)=1, -1<x<0 araliginda da p(x)=-1 ve r(x)=-1 ola~
rak verilsin.O zaman Py' -niin her durumu i¢in,(3.l) diferen-
gsiyel denkleminin ¢Oziimii olan Szfonksiyonlar (0,b) araligin-
da mutlak siireklidir.Bundan dolayiNAEC ve -1<x<1 igin
y(-1 A)=0=y(1,\) olmak iizere y(x,\) = sin {(l - x| )Jﬂ fonk-

siyonu (3.1) diferensiyel denklemini saglar,
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Burada A % O igin y(Z N b:.r ozfonks:\.yondur.

Oteyandan,eger (0,b) araliginda h.h.h. p(x)> 0 ve r(x)
'her iki igareti de aliyorsa (3.1) diferensiyel denklemi ta-
nimsizdir.Homojen ayrik x=a ve x=4b sinir gartlari igin
(3.1) diferensiyel denkleminin X; zdegerlerinin asimpto-
tik gosterimi n-»+ee oldugunda,

2 g

Mb @%L dx}a

olur ve )\; negatif &Szdegerlerinin asimptotik gosterimi ise

n-> =-co oldugunda,
b n2W2

{6

Sonug olarak y(x,\), (3.1) diferensiyel denkleminin bir

(3.6)

olur [g] .

¢dzimii olmak {izere,(3.5) ve (3.6) ifadelerinden dolayi sa-
bit x ig¢in }\-nln tam Pir fonksiyonudur ve derecesi de 1/2
~dir. |

3.2, (3.1) i¢in N(A) -nin Asimptotlari |
Asagidaki lemma ve teoremlerde %,»q,reb(o,b) ve %,(‘0,b)

araliginda her iki igareti de almak i’izere,k
o ;
dx >0 (3.
£ S x>0 BN 22

oldugu kabul edilecektir,

Lemma 3,2.1.a) (O,b) araliginda h,h.h. p(x)>0 ve r(x)>0
olsun.0 zaman (3,1) diferensiyel denklemi ig¢in As+co oldufunda
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NOA) A ﬁ’l\/x/: \ /@%g) ax (3.8)

b) (0.b) araliginda h.h.h. p(x)>0 ve r(x)>>0 olsun.

olur.

0 A ve BLT i¢in,sinir gartlara
y(0)cosx — (py*)(0)sint =0 (3.9)
y(b)cosg + (py")(B)sing =0 (3.10)

bigiminde verilmek lzere,(3.1)-(3.9)-(3.10) sz.nlr—degef
problemini gdzdniine alallm.Ayrn.cé (3.1) diferensiyel denk-
leminde >\::>\ konularak (O,b) araligindaki her bir n sifi-
r1ina bJ.r 6zfonksiyon karsilik gelecek bigimdeki )\n ozde-

gerlerinin dlZlSl {}\ } ile gosterilsin.0 zaman n-» =0 igin,

AN “"‘2“2 | (3.11)

Ispat: a) Burada p(x)= 1l durumunda ispat yapilmasi ye-

olur.

terlidir.(3.1l) diferensiyel denkleminde x serbest degisgkeni
% ‘
igin x— T(x) = é 5%27 degigken doniligimii yapilirsa,

7'+ (Arp — pQ)y =0 , ( '=§7 )
olur.Bu son ifade ig¢in p = 1 kabuli altinda (3.8)~in ispati
yapilacaktir.Buradan hareketle (3.1) denkleminde de p(x)=E1
olarak kabul edilebilir. |
Simdi he Cl( (o,v] ,&9 oiarak verilsin (yani x& [0,b] i-
¢in h(x)> 0 olsun).Ayrica y(0,>\)== 1,7'(0 )= O olsun.
 Priifer agisi 8= O(x,\) ise,
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yl
yh\/—x

bigiminde tanimlansin.0 zaman & = &(0,N) = O ve

tand = — L, A>0 (3.12)

8= h\lf-«&—\f)'\.(-i- - h)cos»ze -— % %-'-sin2e - E;\%zcosze (3.13)

olur. y-nin sifirlarinin @ artmasi aldifina dikkat edelim.

Béylece

N =1"te(b, ) + 0(1) , A>0 (3.14)
olur.(3.8) ve (3.14) gdzdniine alinirsa,(3.14) ifadesinin h-
den bagimsiz oldugu gdorilir (he Cl ve h(x)>0 oldugundan).

Her £ >0 igin, b

o ‘
/ b =vTlds<LE / ]-1111 - hl ds< & (3.15)
o} -0

egitsizligini gergekleyecek bigimde bir h -nin segilebile-
cegini gdstermek yeterlidir.h -yi bir I >>0 sayisina bagli

olarak tekrar belirleyelim.Once

fl\/‘f -wlPas<vs®, w3 0 (3.16)

olacak sekilde bir w fonksiyonu segelim.Bu w fonksiyonunu
(C,1)-de VT -nin Fourier ag¢iliminin kisml toplamlari olarak
kabul edébiliriz.Bu kabulde w, VT -ye bagli oldugundan ne-

gatif olamaz.

wecl ve w >0 leak izere,
egitligini sabit bir w -ye bagli olarak se¢elim.0 zaman
/b | ‘
/ |h =vT|ds £ 2bT (3.18)
o ;
olur,.Ayrica
E-n|¢EVF—n|+F-n] (3.19)
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olarak yazabiliriz.Bu ifadenin sagindaki ikinci terimin
integrali (3.18) ile hesaplandi.$imdi de (3.19) egitsiz-
liginin sagindaki ilk terimin integralini hesaplayalim.

Bunun ig¢in Il ve 12 kiimelerini
I, = {xe[oib] : w(;c) 2\/—5}
L, ::{xe[o,b] . w(x) <\/3"}

" bigiminde tanimlayalim. Il de h(x)>Js dair.Schwarz e-

sitsizliginin uygulanmas::iy%a,
I 13" 1/2

{l }%l\/—f - h’ds < —S—m [0 ’\/"E—- W‘Slzds}

elde edilir ki burada Hr“l, (O,b) araliginda r -nin !

normudur.Yukaridaki ifadeye gimdi de Minkowski egitsizli-
gini uygularsak,

|

| EIF - nlas < 25 )2 (3.20)

1

Fal

bulunur. 12 lizerinde h(x)2 S dir.Bu kezde (3.19)-un sagin-
daki ilk terimin integrali 12 izerinde alinirsa (Minkowski

egitsizliginden faydalanarak),

| /2~
@\\/’f — hlds & 1‘-—-/ rds | (S\E) (3.21)
h ~ T g
2 2
olur. (3.21) egitsizliginin sagindaki inte'g‘rali
' j r dsée[ VT —w)zds-\- 2 w2ds
12 Ia‘ 2[2 , ,
bi¢iminde yazilabileceginden,
i r ds & 2052 4 2bS | (3.22)
) .

elde edilir.
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En son elde ettigimiz (3.22)-yi (3.21)-de yerine ya-
zarak (3.20) ve (3.18) ifadeleriyle toplarsak,(3.19) -un
integrali,' |

b
L [ - n|as £ 255 + 2(Slr)y )2 & VB2 Fa5) 2 (3.25)

olur.Béylece € > 0 ig¢in,
L@}

.

max{2p3 , 205+ 2(5 o)y ) Y 2+ vB(205° + 2o /2 2es< &

egitsizligi saglanacak bigimde bir F>0 gegeriz.Bdylece
h -yi3>0 i¢in yukaridaki gibi tanimlariz.
(3.13) ve (3.15) ifadelerinden,

}'b 8. N\)| 1 blh'tds.;- IIEJ ds (3..24)
A VT ds - f&;?ﬁl <L§~+-;;7z L 12h X' h | ;

olarak bulunur.Burada yeteri derecede biiylik her A ig¢in,

(3.24) egitsizliginin sagindaki son iki terimin toplaml%-
den kiigiktiir., Bu ise (3.,14) ifadesinin hesaplanmasi demek-
tir. |

Ispat: b) Yukarida ispatini yaptigimiz lemma 3.2.1l.a)
da N(}\n):n yazarak (3.8) -den )\n gekilirse (3.1l) elde e~
dilir ki ispat biter. ; |

Teorem %,2.2 (J8rgens Teoremi):Her hangi bir (ai,ai+1)
araliginda i= 0,1,2,...,n i¢in,a,=0 ve a,,1= b ve p(x)

hemen hemen heryerde tek igaret almak lizere,

i=0
leminin asimiﬁtotik hesabi (3.3) ve (3.4) ile verilir.

n ,
(0,b) = U (ai,ai*l) olsun.0 zaman (3,1) diferensiyel denk-

" LIspat: Sturm-Liouville problemlerinde ilk dikkate ala-
cagimiz husus,sonlu )\-la:c i¢in N(N\) -nin sonlu oldugudur.

Burada (0O,b) araligi iizerinde h.h.h. p(x)>> 0 olmasi durumunda
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(3.3) ve (3.4) ifadelerinin gegerli oldugunu ispatlayaca-
g1z (Ikineci durum olan (0O,b) araliginda h.h.,h. p(x)<L0
olmasi halinde de birinei durumda yapilan ispat geg¢erlidir).

Uteyandan (-A)(-r(x))=Ar(x) bi¢iminde yazilabilecegin-
den (3.3) ve (3.4) ifadelerindea bir tanesinin ispatinin
yapilmasi yeterlidir.

Simdi (O,b) araliginda h.h.h. p(x)>0 oimas:. halinde
(3.3) =-lin gegerli oldugunu gdsterecegimizden p(x)=1 ola~

rak alabiliriz.Bu kabuller altinda (3.1) denklemi yerine,

7" 4+ (Ar(x) — q(x))y =0 (3.25),

denkleminin ispatinin yapilmasi yeterlidir.lemma 3.2.l.a

nin ispatindan A—> oo igin N(A) ifadesi,

b
NON) rr'lx/j\'[) JE,(x) dx (3.26)

olarak elde edilir (p(x) = 1 olarak alindigindan).Yine lem-
ma 3.2.1l.2) nin ispatinda h -yi tanimladik ve © -y1 (3.12)
ve (3.13) ifadelerinden elde ettik., Bu ifadeler (3.14) i-

fadesinde yerine yazilirsa, A=+eoo ic¢in

b
8(b,\)~ \/X[O \ /‘r+(x) dx

oldugunu gostermemiz gerekir.Ancak lemma 3.2.1l.a) ve
Sturm-Karsilagtirma teoreminden,
lim sup X'l/‘?e(b,k) $£ Vo, (x) dax (3.27)
A=>+so -+

- olur.Bdylece £>0 igin, o
lim inf )\"1/26(‘0,)\)}}; \/r_'_(xs ax -€ (3.28)

A+
jifadesini saglayacak sekilde bir h -nin segilebilecegini

gdstermeliyiz.
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S >0 olmak ilizere :+ y T_Ve w - w_ fonksiyonlarini
segelim.0yle ki,
w (x)2 0, w_(x) 20 - (3.29)
olarak verilsin.0 zaman
b .
2
/Ol\/'i‘:_— w | dsé_bsz . (3.30)
ve
b
A VE_— w_|“ds £ b3 (3.31)

olur.Burada h = w++§' olmak iizere Jl, see ,J4 kiimelerini

gdéyle tanimlayalaim.

J, = {xe[o,b] : w+(x)éﬁ}
Iy = {xe[o,b} : w+(x)>\f,§:, w_(x)>J5 , r(x)zo}*
J3= {xé[O,b}: w+(x)7\/—, w_(x)>V5, r(x)< O}

Iy= {xe[o,b] : w+(x)>\/§, w_(x)é-_\/?}'

we(x) polinofnlar olarak segilebileceginden Jy ve J,
araliklarin sonlu toplamindan olusur. J4 dizerine (3,13%)-ii
uygularsak (J q_-ii olugturan araliklarin herbiri digerinin
tiimleyeni olmasi sartiyla),cos@=0 iken 8(x,\) arttigindan
8(x,\) en fazla 2T kadar azalir.BSylece

%}[bds—!}
4

X

olur.Burada uygun h ve verilen £>0 ig¢in,

b
i h ds - [)\/—5_._ ds| L % ~ (3.33)

4

£ - nlas — o2 (3.32)
4
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ve
[J !%-—hlds(% (3.34)
4

oldugunu gdstermeliyiz.(3.18) ifadesindeki diligiince tarzi

(3.30) -a uygulanirsa,

b,
/ I\/?; - h’ds.( 2bT ' (3.35)
0
egitsizligi elde edilir.Burada (3.33) -iin sol tarafi,
2b S -+ 1%1[ h ds (%.36)
Iy
ifadesi ile sinirli oldugundan bu ifade
505 + = L w, ds (3.37)
i
ile biyutilirse buradan
L v, ds LBVS (3.38)
1 .

olur.
J, lizerinde l\/?:': - w_]>\/§'oldugundan,/vt(.) Lebesque

5lgiimiinii gdstermek iizere,(3.31) -in degeri,

FACHYEE S | - (3.39)
olur.Benzer gekilde |
/A(JB) £y (3.40)
olur.Bdylece |
: v 1/2
j L ds £ \/bS'([ wf_ ds) /
Jd J
4 2 ‘
> 1/2
é‘ m([Tz lw-‘i- =T, +JT,| ds)
1/2
& VB (205° 4 2l ;) / o (3.41)
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olur.Ayni gekilde bu iglemler J3 araligi i¢inde yapilirsa

/2

J3w+ ds < VBS (205 4+ 2|lz));) (3.42)

olarak bulunur,
(3.35) ve (3.37) ifadeleri dikkate alinarak,(3.38),
(5.41) ve (3.42) ifadeleri birlestirilirse,

|

Iy

b .
h ds — é\/’i‘_‘_ ds| 555 + Vb3 + 4\/'B’§(b52+||rnl),l/2 (3.43)

egiteizligi elde edilir.
Simdi (3.34) ifadesinin sol tarafini hesaplayallm.éunun
ig¢in,
-1 ~ -1
|th™" = hig [,k

-1
— hj+ |r_b™7|

egitsizligi yazilir ve integral alinirsa,
‘é

olur.Bu egitsizligin sagindaki ilk integralde r_ yerine

lrh'l— h‘dsé 3"1/2 [ r_ds + [ [r+h"l- h|ds (3.44)
4 J4 J4

=T - w_+ w_’a yazarak bu ifadeye Minkowsky esitsizli-
#i uygulanirsa, | |
!r r_ds £ 2b5° 4 25 M(3y) o (3.45)

o h , _
olarak bulunur.Bu ise (3.44) egitsizliginin sagindaki ilk

‘terimin, ~
257/ 4 2pgt/?
ile_31n1r11 olmasa demektir. ’
(3.19) ifadesinde r yerine T, koyup,Ja izerinde h>VS
oldugu dikkate alinirsa,(3.44) ifadesinin sagindaki ikinci

integral,
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L;:;_ nionlas< 2(b5"r+"1)1/2+£_ VT, —h|ds (3.46)
4 4 :

olarak bulunur.(3.18) egitsizliginden dolayi,(3.46) -nin

sagindaki integral,

£ l\/f; —h[ds( 2pS (3.47)

olarak hesaplanir.
"Burada (3.44) esitsizliginin sagindaki integrallerin

degerleri yerlerine yazalirsa,

/Jfé - nlas< VS (T + 1)+ 415 4 2063|012 (3.48)

ifadesi elde edilir,

Bdylece verilen bir $3>0 ig¢in uygun bir € > 0 buluruz.
OUyleki (3.43) ve (3.48) egitsizliklerinin sagindaki sayi-
laran en biliyligu % den kiiciik olur.0 halde (%.33) ve (3.34)
esitsizlikleri saglanir. BPuradan (%.28) ifadesine varilar

ki ispat tamam olur.

Teorem %.2,%, Verilen bir (0O,b) araliginda h.h.h.
p(x)> O olsun.0 zaman (3.1) denklemi ile (5.9)~(3.10) Si-
nir sartlaraindan olugan sinir-deger probleminin lemma 3%.2.
1.b) ile verilen <{X§} reel Szdegerlerinin dizisi iki ydn-
1t somnsuzluga sahiptir.0yleki bu dzdegerlerin asimptotik

gosterimi n-oe igin,

b ‘nanz 2
.

big¢imindedir.,

SOk




Ispat: (3.1) diferen’sa:.yel‘denkleminin (3.9) sinir sar-
tin1 saglayan bir ¢Ozilimii y olmak lizere,p = 1 ig¢in Priifer

agisi tano= %" bi¢iminde tanimlansin.Bu durumda O ag¢isi,
. 2 .2
' = c08"8 4 (Ar — q)sin“0
denklemini saglasin ve y -nin bir sifirainda arts:.ny.BGyle-ce

NOA) = T™Ye(o,N) + 0(1)

olur.Fakat A=s+oo igin N(A)=+eoe oldugfunu biliyoruz.Bu se-
beple n € N ve 8(b,N\)= P <+ oW olmak Uzere,yeteri derece-
de biiyiik her n ve AD0 igin enaz bir ¢sziime sahiptir; 0
halde (3.1l) denkleminin Abir Ozdegeri olmak lizere,bu .0z-
| degere karsilik gelen 6zfonksiyon enaz n -tane sifira sa-
- hip olmaladar.

(0,b) araliginda ny; > 0 olmak iizere,n Dy igin bir
6zfonksiyon n -tane sifira sahip ise tamdir denir.

Benzer bir yorumda A-> - oe igin getirilir. Bundan do-
laya )\n 0zdegerleri yonlii bir gekilde siralanabilir ki
0 zaman y(x,}\;) dzfonksiyonu (0,b) araliginda tam n
-~ tane s1fira sahip olur.Bdylece p(x) = 1 igin teoremin bi-
rinci iddiasi ispatlanmig olur.lkinci iddia ise lemma 3.

2.,1.b) den dolayi agiktir.

Uyara 3,2.,4.a) (3.,1) diferensiyel denkleminin bir

¢oziimii olan y(x,A),(3.8) ve (3.48) ifadelerinden de anla-
silacagi izere,sabit x igin ‘A-nin bir fonksiyonudur ve
~derecesi de 1/2 olur. ‘

b) n bir tam sayl ve n>> 1 olmak {izere, teorem 3.2.2;

nin ispatinda kullanilan yontemler,

(p(x)7")" + [a,(WNPra,_; (ONLe. L cray (x)wag(x)]7=0,(3.50)
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big¢iminde verilen diferensiyel denklem ile sinir gartlarin-

- dan olugan 51nir—deger problemleri i¢in de uygulanabilir,

3¢5, (3}50) I¢in N(A) -nin Asimptotlari
Ozel bir sart verilmedikge bu konuda %,aiéiL(O,b) .
a
i=0,1,2,...,n olmak iizere, 59- -nin her iki isareti de

almasi durumunda o . ‘ /
(P 8, (x) -
0 (P(X) )T- dx >0 ' (3.51)

oldugu kabul edilecektir.

Lemma 3.5.1.8) Verilen bir (0,b) aralagar ilizerinde
p(x) > O ve an(x);; 0 olsun.u zaman (3.50) diferensiyelt
denklemi igin N(N\) -nin asimptotik gosterimi,

oldugunda,

2- [0 f
N(A) ~ -4\?-‘;— £ (-;—%—)(5-(-)) dx - (3.52)

elde edilir. | _ .

b) P,a; € C[0,b) ve [0,Y) ‘arall‘g:mda an(x)> 0 Qldugunda
p(x)> 0 olarak verilsin;o zaman (3.50) diferensiyel denkle-
mi ve (3.9)-(3.10) sinir sartlarlndan,olusan 81n1r-deger
prbblemi‘sadece-fcé da sonsuz sayida pozitif ozdegerlere
- sahiptir.Buxﬁzdegerler‘.Xf:,xm diye 51n1f1and1r11abilecegin—’
| den (0,b) araligindaki her m 31fir1na tam olarak bir tane
6zfonksiyon’karsllik gelir.gzyet,m'yéteri'deredede‘bﬁyﬁtﬁ—‘
lﬁrse,yani m—-+ oo icin . S

p2/n - 2/n
b’ a (X) 12/n
e
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5Isgét a) Bundan dnceki teoremlerin ispatlarinda olduL
gﬁ gibi,burada’da genelligi bozmaksizin p(x)= 1 olarak ka-
bul edecegiz.Bu ispat lemma %.2.1l.a) nin ispatinin bir ge-
neliemesidir.Bu durumda (5;50) diferensiyel denkleminin bir
y(x,A) szﬁmﬁ,sabit x ig¢in A -nin tam bir fonksiyonudur ve
de:ecesi de 1/2 olur. |

| Lemma 5.2.1;a) nin ispatini yaparken he&Cl(O,b) i¢in

h > 0 oldugunu gosterdik ve Priifer agisaina,

ta‘ne: %-r:: - ;1?}\?‘72 ’ >\>0 (3.54)

bigiminde ténlmladlk.
(3.50) diferensiyel denklemi i¢in y -nin katsayisi o-

lan a(x,\) -y1 yazalim.O zaman

1 /2 g 27,2, h'sin2e
©'=h)\ +[]-n—)\—ﬁ7§+h)\n/.Jcos 6—-—-—5%9—-  (3.55)

olur.(3.55) ifadesi diizenlenerek yeniden yazilarsa,

o' _ % 2. h'sin2e
‘ }\n ~h+[h—h]COSQ—T

o+ cos® [ay gh TN 4wy n TN L 4 agnTINT)
bulunur. Burada y -nin bir sifirinda © artar.Béylecek(5.14)
ifadesini‘tekrar yazabiliriz.Buradan da lemma 3.2.1.a8) nin

~ispatinda oldugu gibi her £3> 0 191n, o
[)[h-\/‘!dsé / {ahl-hlds<5 . 56)

~e$1t51zllk1er1n1 gergekleyen enaz bir heC (O b) vardlr ve
~h > 0 dar. Bunu gostermek ig¢in,yine lemma 3.2.l1l.a) nin 1spa-
‘tlnda oldugu glbl SP>» Oigin n -yl h=w +§‘ bi¢iminde tanim-

layalim.Burada w(x) 0 ve
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(b f .
| / Ve, — w|2ds< bs°e
0

esitsizligini gerqekleyen bir polinomdur.Buradan itibaren
yapilacak iglemler lemma 3.2.l.a) nin ispatinda yapilan-
laran bir,ﬁekrarl olacagindan ispat tamam olur.

; b) Yukarida lemmé 3.2.1.b) nin ispatinda yaptigimiz
gibi,leﬁmaYB.B.l.a) ile verilen (3.52) ifadesinde NCAm)=$m
koyar've‘buradan 'Amk’i ¢gekersek (3.53) ifadesini elde eﬁe—

riz ki ispatlanmasi istenen de budur.

Teorem 3.3.2. (3.50) diferensiyel denklemindeki p(x)
katsayir fonksiyonu Jorgens teoremindeki gartlari saglasin,

0 zaman \-» 4o0 iqi% i
2n/2 /’ /(an(xi). 5

ve A\-»-—oo igin,

N2 [° [ |
NI~ A /\/ x}; ax  (3.58)

- olur.

Simdi de'[O;b] érallgl izerinde verilen
-y" + a(x)y =>\{i(g'(X)y)',+, ig(x)y' + W(x)y} (3,59)
big¢imindeki adi‘simetrik diferensiyel denklemini g0z Oniine
aiallm.Buradé,(3.59) denklemi ile verilen qy8,W Teel deger- .
li katsaya ,fonk'siyonlarl g€ Ac [0,b) ve q,8,weL(0,b) ol’are‘,ak
vérilir.(5.59) diferensiyel denklemi ﬁierinde umumiyetle
,‘Everittyqallsmlstir[9] .Yine bu denklem lizerine 1lk deglgpf
ken doniisiimiini Mlngare111 uygulamigtar [7] .
Ispat: [0,D] arallgl izerinde h.h.h, p(x)> O oldugunu
“kabﬁl edelim, |
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Gergekten p(i)éﬁ 1 olmak iizere,® lemma 5.3,1.&) nin ispa-
tindaki gibi tanimlanir ve gerekli diizenleme ve degigik-

likler yapilirsa,teorem 3.2.2.nin ispatina benzer bigim=-

'de &aplllr.

(3.50) diferensiyel denkleminin y(x,N) ¢oziimii

X : ,
y(x,\) = z(x)\)exp (—i)\é g(s)ds) (3.60)
bigiminde segilirse,o zaman (3.59) diferensiyel denklemi
‘ : | | | 2
2" + [82(::))\ + WA - a(x)]z = 0 (3.61)
diferensiyel denklemine doniisiir.
Eger (3.61) diferensiyel denkleminin z(x,\) ¢3dziimiiniin

sifirlarinin sayisi N()\) ile gﬁsterilirse,lemma 3.5.1.&5

dan dolayi A»+oo icin N(N) ifadesi
, ; .
;N()\)N T /O IS(S)IdS |

olur Burada (3.61) diferensiyel\denkleminin z(x )O'gézﬁmﬁ—
niin 51f1rlar1 191n geqerll olan N(N) 1fade51,(3 60) ile
verllen deglsken donusumu altinda (3.59) diferensiyel denk-
" leminin y(x.k) Qozumunun sifirlarinin sayisi 191nde geqer-
11d1r.‘,

Teorem 3e3e%¢ (3.59) dlferen51yel denkleminin q,g,w
katsayl fonk81yonlar1 teorem 3¢%42. ile verilen sartlari

‘sag1a31n.Ayrlca
/}g(s)lds>0 L S (3.62)

‘oldugunu kabul edelim.0 zaman (3 61) ‘diferensiyel denkleml

1an A—a+<x3 olduéunda N(A) ifadesi,

69—



: b o
RO~ B / leCs)l as | (3.63)
o ,

bigiminde blur.

Ispat: Yukarida verilen lemma 3.2.1.a ve teorem 3.4.2.
i¢in yapilan ispatlar alt1nda,(3-59)~diferensiyel denkle~
minin ¢dziimlerinin sifirlarinin sayisininda (3.63) ilé

_gosterilecegi agiktir,

Uyari 3.3.3.1le. Reel bir A 62degerine karsilik gelen

y(x,\) 6zfonksiyonu kompleks degerlidir.Bundan dolayi y(i,A)

6zfonksiyonu
y(x,\) = z(x,}\)exp{-i)\[ g(s)ds}
; iy
"bic¢imindedir ki burada verilen z(x,A) fonksiyonu reel-de-
gerlidir.Boylece z(x,X) fonksiyonunun sifirlarinin sayisi-
~da N(N) ile verilir.Ayrlca y(xJ\) fonksiyonu z(xAX) -ya

bagla oldugundan,y(x N) -nin sifirlarinin say1sl da N(\)

~ile saylllr. | 3 ,

Teorem 5,5; 4, (3, 50) diferensiyei denkleminin'[O‘b] a-
rallgl uzerlnde verilen katsayl ionk31yonlax~1 q,8,WEC (0, b]
ve g(x)?> 0 olarak verllsln.Bu taktirde,

[O) (O)cos« y”(o) smo( 0 et ST (3.64)
[O](b)cosp~+-y[1](b) slnﬁ._ 0 ‘~~ e T (3.65)
‘sinir sartlarlo(, pe[ gg} 5 y{ ] ¢ (x)=y(x) ve ‘

(I](x) -y (x)-+ lkg(x)y(x) olmak uzere verilsin, (3 59)
diferensiyel denklemi ile (3.64)-(3.65) sainir gartlarindan
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olugan sinir-degfer problemleminin }‘n ozdegeri n-»+eo icin

Ay~ S ‘ (3.66)
' / g(s)ds
b ,
bigiminde verilir ki bu M\, Szdegerinin asimptotik goste-
rimidir. \/ | |
\ Gergekten bu A n dzdegerlerine kargsilik gelen y(x,)\n)
0zfonksiyonlari (O,b) araliginda tam n -tane siiara sahip

S olur.

Ispat: Yukarida teorem 3,3.%.iin ispati yapilirken kul-
lanilan degisken doniiglimii gdz Oniline alinarsa, x,pe [- ‘B‘ig} :

olmak iizere,(3.64)-(3.65) sinir gartlara,

z(0)cos X — z'(0)8inet = 0

z(b)cosp + z'(b)sinp = 0

big¢iminde biryqift ayrik homojen 31n1r sartlarina ddniigiir.
Bu kabuller’altlnda (3.61) diferensijel;denklemindeki .Ag
,nin‘katsay131 pozitif olur.BSylece z(x,\) Szfonksiyonlari
igin (3.53) ile ifade edilen dzdegerlerin asimptotik hesa-
'blha Sallnim teoremi uygulanirsa (3.66) ifadesi elde

edilir ki ispat biter, - DR TR

g



OZET ‘
Bu ¢aligmada,modified Priifer ddniigiimleri kullanllarak
Sturm - Liouville problemlerinin Gzdegferlerinin ve 31f1r-

larainin say1s1n1n asimptotik yaklagimi verllmlstlr.

SUMMARY

~In thls study,using the modified Prufer transformatlon
the asymptotic estlmate is glven for the number of zeros

and the eigenvalues of Sturm - L10uv111e problems.

-72-



2

- G.C.ROTA :

(3]

(4]

(5]

A.B.MINGARELLL

A.B.MINGARELLI

KAYNAKLAR

Mehmet AYDIN :

G.BIRKHOFF And

1]

K.JORGENS

Diferensiyel Denklemler ve Uygulama-

lari,Ege U.Miih.Fak.Yay.,lzmir-1987

Ordinary Differential Equations,Ginn

And Company,Boston-1962

Spectral Theory of Second Order Ordi-

nary Differential Equations,Aarhus-

1964

I.7s.GOHBERG And
MG +KREIN :

F.V.ATKINSON And

N T

+

Theory And Applications of Volterra

Operators in Hilbert Space,Transi;

Math.Mon.é#,Providence 1970

Asymptotics of The Number of Zeros

And of The Eigenvalues of General

Weighted Sturm-Liouville Problems,

Journal Fiir Mathematik,Band 575/576,

380-393 , | L
'Asymptotic'DistributionAof The Eigen-

‘valuéSjof'an—befinite Sturm—LiOuvil—\

le Problems,Lecture Notes in Math.‘

| ,1Q32,Berlin—New Ydrk 1983,375—385;'y

A.B.MINGARELLL

Some Remarks On The Order of An Entire

Function Associated With a Second Or-

 der Differential Equation,Lecture No

tes In Math, 1032 Berlin-New York 1983
384389 ’ , |
Yitksekogretim Kurula
Dokiimantasyon



[8] A.B.MINGARELLI : Indefinite Sturm-Liouville Problems,
| | Lecture Notes In Math.964 Berlin-
New York 1978,519-528 (
[9] W.N.EVERITT | : On Certain Regular Ordinary Differen-
| | | tial Expressions And Related Diffe-
rentiai Operators,Spectral Theory Of
Differential Operators,I.W.Knowles
And R.T.Levis eds.,New York 1981,115~-
| 167 ' |
(10] W.N.EVERITT,M.
K.KWONG And A.

ZETTL Oscillation of migenfunctions of We-

.

ighted reguler Sturm-Iiouville Prob-
lems,J.London Math. 27 (1983%),106-120

oo

[11] P.HARTMAN Uniqueness of Principal Values,Comp-
lete Monotonicity of Logaritmic Deri-
"kvativés of Prencipal Solution And Os- -
cillation Theorems, Hath.Ann.241

(1979) ,257-281



