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Bu calisma iki bélimden olusmustur. Birinci bslimde, ca-
lismamiz igin gerekli sireklilik gesitlerinin kisa bir dzeti
ile bilinmesi gereken baz: tanim ve gosterimler verilmistir.
Ayrica, T.Noiri'ninf{ll ve C.V.Baker’inl2] yaptif: g¢alismalar
bir biutinlik i¢erisinde ele alinip, yalnizca ifadeleri wverilen
baz: teoremler ispatlanmigtair.

ikinci boliimde, hemen hemen kuvvetli O-siireklilik ince-
lendi. Bu sureklilik ¢egsitinin sagladif: baz:i ©ozellikler
ispatland:. Hemen hemen kuvvetli 6-siirekliligin, hem siiper
stireklilikten hem de sureklilikten bagimsiz oldugu gisterildi.
Ayrica, hemen hemen kuvvetli 6-sireklilik ile birlikte siirek-
l1iligin diger cesitleri arasinda kars:ilastirilmalar yapilda.
Bir +topolojik uzaya gére, B8-baglantil: 2alt kiimelerin hemen
hemen kuvvetli B-sirekli gorintilerinin, goriinti uzay:ina gore,

§-baglantil: oldugu gésterildi.



ABSTRACT

This study consists of two sections.In the first section,
a short summary of varieties of continuity which is necessary
for our study are given together with some definations and
notations. Also, articles and studies by T.Noirifill and
C.V.Baker{2] are examined and some theorems are proved.

In the second section, almost strongly 6-continuity is
examined. Some‘special features which are provided by this
variety of continuity are proved. it is shown that almost
strongly 8-continuity is independent both continuity and super
continuity. Again, the almost strongly B8-continuity compared
with the other varieties of continuity.And finally, it is also
proved that almost strongly 8-continuous images of subsets
8-connected relative to a topological space are §-connected

relative to the range.
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GiRi$

1982 y:linda; B.M.Munshi ve D.S.Bassan[6], siiper strekli-
l1igi tanimlay:ip inceledi. 1985 yilinda; C.V.Bakeri2l, siiper
sirekliligin diger Dbiutin ©o6zelliklerini ortaya koydu. Ayn:
zamanda C.V.Baker[2zl, siiper sireklilik ile diger kuvvetli sii-
reklilik qesitieri arasindaki karsilastirilmalar: ve siiper
sireklilik igin baz: yeterli sartlar: inceledi. T.Noirifll, 6-
sireklilik ve kuvvetli 8-siireklilik kavramlarin: tanimlay:ip
inceledi. C.W.Bakeri2l, siper sirekliligin, kuvvetli 6-sirek-
1lilik ve §-siireklilik kavramlariyla ilgisi oldufunu gisterdi.

Bu c¢alismada, T.Noiri’ninfll tanimladig: kuvvetli 6-
stireklilik ile §-sureklilik arasinda bulunan, hemen hemeh kuv-
vetli B-siirekliligin bir karekteristigini elde ederek baz:
tzellikleri sagladig: goésterildi. Hemen hemen kuvvetli ©6-
sireklilik ile sirekliligin diger kuvvetli ve zayif cesitleri
arasindaki karsilastirilmalar ve hemen hemen kuvvetli B-sirek-
lilik i¢in yeterli sartlar incelendi.Bir topolojik uzaya gére,
B-baglantili alt kimenin hemen hemen kuvvetli 6-siirekli fonk-
siyonla gorintisinidn, gorinti uzayina gére, §—-baglantili: ol-
dugu gosterilerek, ©-baglant:lilifgin hemen hemen kuvvetli

O-siirekli fonksiyonlarla korundufu sonu¢ olarak verildi.



Bu ¢alismada; (X,r> topolojik uzay: yerine genellikle, X

uzay: alinmistir, Bir X uzayinin A alt kimesi ig¢in,

A A kiimesinin kapanisi,

A : A kimesinin i¢i,

ATY A kimesinin kapanisinin ici,
A®"7 : A kiimesinin ig¢inin kapanisi

gosterimleri kullanilmistar.

Asagidaki tanimlar, literatirde verilmistir:

TANIM Bir X uzayinin A alt kimesi verilsin. A™° = A ise,
A kimesine diizenli agik ve A“" = A ise, A kimesine dizenli
kapal: deniriBl].

TANIM <(X,7> topolojik uzay ve bir A C X alt kimesi ve-
rilsin.Eger x ¢ X noktasini: kapsayan her U dizenli a¢ik kimesi
i¢gin, AN U 2 @B ise, X noktasina A kimesinin é-kapanis
(§-cluster) noktas: denirl141].

Benzer sekilde, x ¢ X noktasin: kapsayan her U agik kiime-
si icin, AN U # @ ise, x noktasina A kiimesinin ©-kapanis
noktas: denirl14].

A kimesinin biitin é-kepanis ( ©-kapanis ) noktalarinin
kiimesine, A kiimesinin &S-kapanis:i ( 8-kapanisi, G-closure )
denir ve kisaca [A}S < £A19 ) ile gésterilirll4].

Eger IA}S = A ise, A kimesine §-kapali (§—closed) denir.
Benzer sekilde, {A}e = A ise, A kimesine 8-kapali denir{141].

TANIM A, bdPir X uzayinin alt kimesi ve x € A noktas:
olsun. x € U C A olacak sekilde bir U dizenli acik kimesi
varsa, A kimesine é&-agik denirl{14]. Esdefer olarak, bir é-

kapali: kimenin timleyenine, §-a¢ik kime denir{ll.



TANIM Bir X uzayinin A alt kimesi ve x € X noktas:
verilsin. x € U C A olacak sekilde x noktasini kapsayan bir‘U
acik kimesi wvarsa, A kimesine 8-agik denirf{l4l. Egdeger
olarak, bir 6©6-kapal: kimenin tiimleyenine, ©-a¢i:k kime denir.

Bu ¢alismada, ad: gecen siireklilik gegitleri genellikle

asafidaki gosterimlerle kullanilmistir:

str.8-c. ¢ kuvvetli B-siireklilik

siiper c. : siper siireklilik

c. : slireklilik

§-c. : f-siireklilik

8-c. : B-siireklilik

wW. C. : zayif sireklilik

w.8-cC. : zayif f-sureklilik

a.c.S. : M.K.Singal ve A.R.Singal anlaminda hemen

hemen sureklilik

a.str.8-c. : hemen hemen kuvvetli 8-sureklilik



1. BAZI SUREKLiLiK CESiTLERi
1.1. §-SUREEKLiLiK

Bu kisimda, 1980.y111nda T.Noiri'’ninll1l] tanimlayip ince-
ledigi 6&-sireklilik kavrami ele alindi. T.Noiri’ninfll], &-
siirekli fonksiyon tanimi asagidadair. |

1.1.1.TANIX X, Y topeolojik uzaylar ve f : X 2 Y bir
fonksiyon olsun. Her x € X ve f(x)'in her V C Y a¢ik komsulugu
icin, £(U™°) € V™° olacak sekilde, x'in bir U C X a¢i1k komsu-
lugu varsa, f fonksiyonuna 6-siirekli (§-~continuous) denirl1].

Asagidaki teorem, T.Noirifll tarafindan elde edilmistir.

1.1.1.TEORE¥f 11 Bir f : X » Y fonksiyonu ig¢in, asafida-
kiler esdegerdir:

a) f fonksiyonu S-sireklidir.

b> Her x e X ve f(x)'1i kapsayan her V C Y dizenli agik
kimesi ic¢imn, f£(U) C V olacak sekilde, x’i kapsayan bir U C X
dizenll agik kiimesi vardair.

c) Her A C X kimesi ig¢in, f£(LA1I_ > C [£CA>] .

8 8
d> Her B C Y kimesi i¢in, [f“‘(B)]G c fW’([BJS).
e) Her F C Y diizenli kapal: kimesi igin, £ '(E> C X
S—kapalz kiimedir.
f) Her F C Y é-kapal: kimesi i¢in, £ '(F) C X &-kapal:

kimedir.

g) Her VC Y é&-agik kimesi i¢in, £ '«(V) C X 6S-agik



kiimedir.

h) Her V C Y dizenli agik kimesi ig¢in, £ (V) C X 6-
agik kimedir.

Simdi, (1] de yalnizca ifadeleri verilen asagidaki teo-
remleri ispatlayalim.

1.1.2. TEORE¥[ 1] Eger f : X » Y bir 8§-surekli fonksiyon
ve A C X bir acik kime ise, f/A: A > Y fonksiyonu §-sirek-
lidir. |

igspat: Her x € A ve f(x)'i kapsayan bir acik kime V C Y
olsun. f 6-siirekli oldugundan, f£CPP C KVPF olacak
sekilde, x'i kapsayan bir U C X agik kimesi vardir. Alt uzay

topolojisi geregince, A N U e 7 dir. Ayrica, ANUCU ve

A
(A N U)K = A NWLAAON U); dir. Bu takdirde, A C X a¢ik kinmesi
igin,
£((A N U)X)Z) = £C(A N AN KA U>§>;>
= £¢A N (A); N <A O U)i)%)
= f(A N (KA N U>§>§> c f<c<u>§);> o <<v>§>§.
Boylece, f/A: A Y fonksiyonu §-sureklidir.

1.1.3. TEOREX[ 1] X ve Y +topolojik uzaylar olmak izere,
g ¢ X - Xx¥, gx)=(x,f(x)) ile tanimli olacak sekilde, f:X - Y
fonksiyonunun grafik fonksiyonu olsun.Bu takdirde, g fonksiyo-
nunun dé-siirekli olmasi icin, gerek ve yeter sart, f fonksiyo-
nunun d&-siirekli olmasidar,

ispat: Gerek sart. g fonksiyonu &-sirekli olsun.Her x € X
ve f{x)’'in bir VC Y acik komsulugunu alalim. Bu takdirde,
gxd=(x,£(x>) € XxV C ¥XxY bir a¢ik kimedir. g &§-sirekli oldu-

-

gundan, g(U™) C XxV)7™® = Xx(V)™° olacak sekilde, x'in bir



U C X agik komsulugu vardar. g, f fonksiyonunun grafik fonk-
siyonu oldugundan, f£(U™Y) C V7Y dir. Bsylece, f fonksiyonu
f-sureklidir.

Yeter sart. f fonksiyonu é&-siirekli olsun. Her x ¢ X ve
g<(x>’in Dbir ¥ C XxY¥Y a¢i:k komsulugu verilsin. Bu takdirde,
gxd=Ax,f(x)) € RxV C W olacek sekilde, x’in bir RC X ag¢ik
komsulugu ve f£(x)’'in bir’ VCY agik komsulugu vardir, f &-
sirekli oldugundan, f(U™®) C V7° olacak sekilde, x'i kapsayan
bir U C R a¢ik kiimesi vardir. Bsylece, g(U ™) C (R "x)™° =
= (RxV)7° ¢ ¥V ° olur. Dolayisiyla, g§ grafik fonksiyonu &-
sireklidir,

1.1.4. TEOREM[ 1] Eger f : X > Y wve g : Y » Z §&-surekli
fonksiyonlar ise, gof : X 2o Z fonksiyonu da §&-siireklidir.

ispat: Her x € X ve gof(x)'in bbir WC Z ac¢ik komsuluju
olsun. g &-siirekli oldugundan, g(V"") C V¥ olacak sekilde,
f(x)'in bir V C Y ag:k komsulugu vardir. f &-surekli oldugun-
gu vardir. Bsylece, g(f«U ™M C V® olur. Dolayisiyla, gof
bilegske fonksiyonu §-sireklidir.

1.1.2. TANIX X ©bir topolojik uzay olsun. Herbangi iki
farkl: x,y € ¥ noktalar: i¢in, x e U, ye Vve U NV =0
olacak sekilde, U ve V agik kimeleri varsa, X uzayina Uryshon
uzay: denirf31.

1.1.2. Tanindan yararlanarak, é-sireklilik icin asagidaki

6zelligi wverebiliriz.



1.1.5. TEOREX Eger f,g : X » Y fonksiyonlar: é-sirekli
ve Y Uryshon uzay: ise, {x e X : f(x> = g(x) } C X kiimesi,
S-kapalidair.

ispat: A= {xe X: £f(x) = g(x> ) CX kiimesinin &-
kapali o0ldugunu géstermek i¢in, A kimesinin timleyeninin
§-a¢1k odugunu géstermek yeterlidir. x € X\A, keyfi bir nokta
olsun., Bu takdirde, f(x) # g(x> dir. Y Uryshon uzay: oldugun-
dan, V, NV, =8 olacak sekilde, f(x)'i kapsayan bir V, agik
kiimesi ve g(x)'i kapsayan bir V_ a¢i1k kiimesi vardir. Buradan,
V'Y N V," =@ dair. f ve g fonksiyonlar: 6-siirekli oldugundan,
£CU7) C V79 ve g C V.7 olacak sekilde, x'in bir U C X
acik komsulugu vardar. Dolay:isiyla, U C £ T ve
UTYC g7t (VL®) dir.Buradan, UT° C £71 (V) N g (v dir.Aym—
ca, £TVTON gV N A = B dar. £V N gT V) N AxD
oldugunu kabul edelim.Buradan, bir z ¢ £7 (V7> 0 g7 «V;") N A
eleman: vard:ir, Boylece, f(z) € V79, g(z) € V.” ve z ¢ A olur.
z € A oldugundan, £(z) = g(z) dir. O halde, f(z> e V 7 O V.°
ve VN V.%28 olur ki V]° (\ V;9=0 olmasiyla gelisir. Bsyle-
ce, £NVTH N gV NA =0 ve £V N\ gTVY) C X\A
olur. U™ C £ V7 A g7 (V") sonucundan, U7 C X\A elde edi-
lir ki X\A kiimesi 6-a¢iktir.Dolayisiyla, A kimesi S-kapalidar.

Simdi, T.Noiri’'ninll] tanimladigi: kuvvetli B-sireklilik,
S.Fomin’inl 4] tanimladif: ©-sireklilik ile M.K.Singal ve A.R.
Singal’inf{5] tanimladig: hemen bemen sireklilik kavramlarini
verelim.

1.1.3.TANIK f : X > Y bir fonksiyon olsun. Her x € X ve

f(x)'in her V C Y a¢:k komsulugu i¢in, f£f(U ) C V olacak se-



kilde, x’in bir U C X ag¢ik komsulugu varsa, f fonksiyonuna
kuvvetli 8-siirekli (strongly 8-continuous) denirll].

1.1.4.TANIK f: X-> Y bir fonksiyon olmak i{zere, her
x € X ve f(x)'in bher VCY ag¢:k komsulugu i¢in, £<CU° ) C V™
olacak sekilde, x’in bir U C X a¢ik komsulugu varsa, f fonksi-
yonuna 8-siirekli (8-continucus) deniri4l,.

1.1.5.TAFINX f: X> Y bir fonksiyon olsun. Her x € X
ve f(x>'in her VC Y ac¢:ik komsulugu ig¢in, £<U> C V'° glacak
gekilde, x’'in bir U C X a¢ik komsulugu varsa, f fonksiyonuna
Singal ve Singal anlaminda hemen hemen siirekli (almost conti-
nuous) denirl51].

Ayrica, M.K.S8ingal ve A.R.S8ingal’'iniB5] tanimladif: hemen
hemen a¢irk fonksiyon kavram as%g1dad1r.

1.1.6. TANIM f : X 2 Y bir fonkeiyon olsun. X uzayinin
ber diizenli a¢ik alt kiimesinin gériuntisié, Y uzayinin ag:ik alt
kiimesi ise, f fonksiyonuna hemen hemen a¢ik (almost open)
denir{5].

{11 de; T.Foiri, §-siirekliligin kuvvetli B-siireklilik ile
Singal ve Singal anlaminda hemen hemen sireklilik arasindaki
ilgisini asagi:daki teoremle vermistir.

1.1.6.TEOREML 1]

a) f : X » Y fonksiyonu kuvvetli B-surekli ve g : Y - Z
fonksiyonu Singal ve Singal anlaminda hemen hemen siurekli ise,
gof : X » Y fonksiyonu d&-sireklidir,

b) Asafidaki gerektirmeler elde edilir:

Kuvvetli 8-siireklilik =3 6-siireklilik = Singal ve Singal

anlaminda hemen hemen sireklilik.



T.Noirifl1ll, 1.1.6.Teoremin D) sikkindaki gerektirmelerin
terslerinin olmadiginy ve §&-sireklilik ile sitrekliligin bir-
birinden bagimsiz oldufunu 1iki 8rnekle giésterdi. Bu Srnekler
asagidadir.

1.1.1.0RNEKL 1] X alisilms topolojiyle reel sayilar
kimesi ve Y say:ilabilir timleyen topolojisi ile reel sayi-
lar kimesi olmak idzere, f : X 2 Y birim fonksiyonu olsun.
Bu takdirde, f fonksiyonu é6-silirekli fakat, strekli degildir.

1.1.2.6RNEKI 11 X=Y={a,b,c}, Tx={X,®,{a),{c},{a,b),{a,c))
ve Ty = {Y,a, {a}, {c), {a,c}}? olmak izere, f : (X,TX) -3 (Y,TY)
birim fonksiyonu olsun. Bu takdirde, f fonksiyonu siirekli fa-
kat, &~siirekli degildir.

{61 da verilen yar: dizenli uzay tanim: asagidadar.

1.1.7.TANIN X bir topolojik uzay olsun:Her x ¢ X ve x'in
her V C X ag:k komsulugu ig¢in, x € U C U™ C V olacak sekilde,
x'in bir U C X ag¢i1k komsulugu vars&,‘X uzayina yar: dizenli
(semi regular) uzay deniri6l.

T.Noiri, {11 de asafidaki teorem ve sonucu elde etmistir.

1.1.7.TEOREM{ 1] Bir f : X » Y fonksiyonu i¢in, asagida-
kiler dogrudur: |

a)> Eger f fonksiyonu 6§-siirekli ve Y uzay: yara dizenli
ise, f fonksiyonu stureklidir.

b) Eger f fonksiyonu Singal ve Singal anlaminda hemen
hemen siirekli wve X uzay: yar: dizenli ise, f fonksiyonu
§—sireklidir.

1.1.1.80F0GL 11 Eger X ve Y yar:i dizenli uzaylar ise, bir

f: X ->Y fonksiyonu iizerindeki 6-streklilik, siireklilik ve
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Singal ve Singal anlaminda bhemen hemen sireklilik kavramlar:
esdegerdir.

M.K.Singal ve S.P.Arya'nini 7] verdigi hemen hemen diizenli
uzay tanim: asafidadar.

1.1.8.TANI¥ X bir topolojik uzay olsun. Her F C X dii-
zenli kapali: kiimesi ve her x é F noktasi i¢in, x ¢ U, F C V ve
UNV =02 olacak sekilde, U ve V agik kimeleri varsa, X
uzayina hemen hemen diizenli (almost regular) uzay deniri7].

1.1.9.TA¥NIM Bir X topolojik uzay: verilsin.Her F C X ka-
pal: kimesi ve her x f F noktas: i¢in, x e U, F C V ve U N V=0
olacak sekilde U ve V a¢ik kimeleri varsa, X uzayina dizenli
(regular) uzay denir{8].

M.K.Singal ve S.FP.Arya, [7] de, diuzenlilikten daha zay:if
plan hemen hemen duzenliligin, yar: dizenlilikten Dbagimsiz
oldugunu ve ayrica, her hemen hemen duzenli, yari dizenli uza-
yin dizenli oldugunu vermistir.

T.Noirif1l, " her Singal ve Singal anlaminda hemen hemen
siirekli fonksiyonun 8-sirekli oldugunul@l * belirterek asagi-
daki teorem ve sonucu elde etmigtir.

1.1.8. TEOREM{ 1l Bir f : X 2 Y fonksiyonu i¢in, asagida-
kiler dogrudur:

a) Eger Y wuzay: hemen hemen dizenli ve f fonksiyonu
6-sirekli ise, f fonksiyonu 6-sireklidir.

b) Eger X uzay: hemen hemen dizenli, Y uzay: yar: diizenli
ve f fonksiyonu §&-siirekli ise, f fonksiyonu kuvvetli 8-

stureklidir.
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1.1.2.508UCL 11 X ve Y uzaylar: dizenli ise, £ : X > Y
fonksiyonu ilizerindeki 6-sireklilik, Singal ve Singal anlaminda
hemen hemen siureklilik, §-sureklilik, sireklilik ve kuvvetli
6-siireklilik kavramlar: esdegerdir.

Ayrica asafidaki teorem, (1] de verilmistir.

1.1.9. TEORE¥I 1] Eger £ : X - Y fonksiyonu ©-sirekli ve
hemen hemen agik ise, f fonksiyonu §-sireklidir.

ispat: x € X ve f(x)'in bir V a¢ik komsuluBunu alalim.
f ©-sirekli Dldugundan, f(U7) C V7' olacak sekilde, x'in bir
U C X a¢i1k komsulugu vardir. Dolayisiyla, £<(U™") C V7 olur. f
hemen hemen agik oldugundan, £fC(U™") C V'° elde edilir. Boyle-

ce, f fonksiyonu §-sireklidir.
1.2.SUPER SUREKLiLiK

Bu kisimda, B.M.Munshli ve D.S.Bassan’inl6]l] tanimlayip,
C.V.Baker’inl 2]l inceledifi siiper sireklilik kavram ele alin-
di. [6] da verilen siiper sireklilik tanimi asafidadair.

1.2.1.TANI® f : X » Y Dbir fonksiyon olsun. Her x € X ve
f(x)'in her V C Y agik komsulugu ig¢in, f(U™) C ¥V olacak
sekilde, x'in bir U C X a¢:1k komsulugu varsa, f fonksiyonuna
siper siirekli denirf6l. |

Bir fonksiyon sirekli ise kisitlanmas: da sireklidir.
Fakat [2] de, siiper siirekli bir fonksiyonun keyfi bir kimeye
kis:tlanmasinin siper sirekli olmadigini gosteren asafidaki

ornek verilmistir.
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1.2.1.06RNEKI 2] X = {a,b,c} we v = {X,0, {8}, {c), {a,c??
olmak dzere, £ X% » X, birim fonksiyonu olsun. Bu
takdirde, f fonksiyonu sﬁpgr surekli fakat, {b,c) kinesine
kisitlanisi siper surekli degildir,

{21 de; C.V.Baker, siuper siurekli fonksiyonun a¢ik alt ki-
meye Kistlanmasinin siiper sirekli olduiunu ispatlamistar. Bu
teoremi kisaca ele alalim.

1.2.1. TEOREM[ 2] Eger f : X » Y fonksiyonu siiper sirekli

ve ACYX bir a¢ik kime ise, f A » Y fonksiyonu siiper

/A
sireklidir.

ispat: Her x ¢ A ve f(x)'in bir ag¢ik komsulugu V olsun.
f siiper siirekli oldugundan, f<<<U)§>§> C V olacak sekilde, x'i
kapsayan bir U C X a¢ik kimesi vardir. Bu +takdirde, A C X

agik kiimesi ig¢in,

i

— Y
fA N NAnNn U)X)X)

fCA f\(A)§ NCA Aqb

R % 2
fa N U)A)A)

)

X°x
— €T -
= £C(A NV (CA (\U)X)X) C f(((U)X)X) c V.
0 halde, f/A: A » Y fonksiyonu super sireklidir.

Simdi de, [2] de yalnizca ifadeleri verilen asag:idaki
teoremleri ispatlayalim.

1.2.2.TEOREMI2] X ve Y keyfi topolojik uzaylar olmak
tizere, g : X » XxY fonksiyonu, g(x)=(x,f(x)) ile tanimlanacak
gsekilde, £ : X » Y fonksiyonunun grafik fonksiyonu olsun. Bu
takdirde, g fonksiyonunun silper sirekli olmas: ig¢in, gerek ve
yeter sart, f fonksiyonunun siiper siirekli ve X uzayinin yar:

dizenli olmasidar.
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ispat: Gerek gsart. g fonksiyonu siiper siirekli olsun. Her
x e X ve f(x>'in bir a¢ik komsulugu V C Y olsun. Biylece,
g¢x) € XxV C XxY bir a¢i:k kiimedir. g siiper sirekli oldufun-
dan, g(UWo) C XxV olacak sekilde, x'in bir U C X acik komsu-
lvgu vardir., g, f fonksiyonunun grafik fonksiyonu oldugundan,
£¢U™®) C V dir. Dolayisiyla, f fonksiyonu siiper sireklidir.

Benzer sekilde, g siiper sirekli fonksiyon olsun.Her x ¢ X
noktasini alalim. Bu takdirde, x’1i kapsayan U ag¢i1gi igin, UxY
kimesi, XxY de agik ve g(x)=(x,f(x)) noktasini kapsar. g siiper
siurekli oldugundan, g(Ugo) C UxY olacak sekilde, x'i kapsayan
bir U, agik kimesi vardir. Buradan, =x e U, C U;” C U_ olur
ki bu ise, X uzayinin yar:i diizenli olmasidir.

Yeter sart. f fonksiyonu siiper sirekli olsun. Her x ¢ X
ve g(x)'in bir ¥V C XxY ag¢i1k komsulugu verilsin. Bu takdirde,
g(x)=(x,f{x)> € RxV C ¥V olacak sekilde, x’in Dbir R C X agik
komsulugu ve £(x>'in bir VC Y a¢ik komsulugu vardir. ¥ yar:
diizenli uzay oldugundan, U™ C R olacak sekilde, x'in bir U
acik komsulugu vardir. f siper siirekli oldugundan, f(U™°) C V
dir. Béylece, g<U"”) C RxV C V olur. Dolayisiyla, g fonksiyonu
siper sureklidir.

1.2.3. TEORE¥I 2] Eger f : X » Y fonksiyonu §&-sirekli ve
g :+ Y -» Z fonksiyonu siiper sirekli ise, gof : X » Y fonksiyonu
siper sureklidir.

ispat: Her x € X ve gof(x) € V¥, bir ag¢ik komsuluk olsun.
g soiper sirekli oldugundan, gV C W olacak sekilde,
f(x)?'in bir V C Y a¢i1k komsulugu vardir. f §&-sirekli oldugun-—

dan, f£W™ C V™™ olacak sekilde, x'in bir U C X a¢i1k komsu-
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lugu vardir. Dolayisiyla, g(f<U"“>) C ¥ olur. Béylece, gof
bileske fonksiyonu siper sireklidir.

1.2.1.85080CL2] Efer f : X 3 Yve g : Y » Z, siper siirek-
1i fonksiyonlar ise, gof : X 2 Z fonksiyonu da super siirekli-
dir.

1.2.4. TEOREML 2] Eger f,g : X » Y siliper siirekli fonksi-
yonlar ve Y Hausdorff uzay: ise, A = { xeX : f(xi=g(x) )} C X
kiimesi S-kapalidir.

ispat: A= {xeX : f)=g(x> )} C X kimesinin d&-kapala
oldugunu goésterebilmek igin, X\A kimesinin 6é-agik oldugunu
gostermek yeterlidir. x € X\A, keyfi bir nokta olsun. Bu tak-
dirde, f{(x)#g(x) dir.Y Hausdorff uzay: oldugundan, V, 0 V, = @
olacak gsekilde, £(x)’'in bir V, a¢i:k komsulugu ve g(x)’'in bir
V. a¢ik komsulugu vardir. f ve g siiper sirekli fonksiyonlar
oldugundan, f<U™°) C V, ve g(U “) C V., olacak sekilde, x'in
bir U C X agik komsulugu vardir. Ayni zamanda, U ° C £77<V)D
ve U™ C g '(V,> olur. Dolayisiyla, U™ C £7'(V,0Dq g 'V
elde edilir. Ayrica, £ (VO N g '¢V_>N A =@ dir. Varsa-
yalim ki £ W) AN g '(W,) N A # @ olsun. Bu takdirde, bir
ze £7'V,) 1 g "W )N A elemani: vardir. Buradan, f(z) € V,,
g€¢z> e V, ve z € A dair. z € A oldugundan, f(z) = g(z) olur.
Bsylece, f(z)> € V, N V_, olur ki V, N V, = @8 olmesiyla gelis-
kidir. Dolayisiyla, f“‘(V,)lﬁ g”’(Vm) N A =9 ve buradan,

Y

C £, >N g (V> oldu-

=&

£ N gV, C X\NA olur., U
gundan, U™ C X\A olur ki X\A kimesi §-a¢iktir. Bsylece, A C X
kiimesi 6-kapalidar.

{21 de verilen =zayif S-sirekliligi, Gf’nin, X'e gore,
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§-kapalilig:r ve sinir kompakt uzay tanimlarini ele alalim.
1.2.2.TANIX £ : X » Y Dbir fonksiyon olsun. Her x ¢ X ve
f(x)'in her V C Y a¢:k komsulugu ig¢in, £CU™") C V™ olacak
gsekilde, x’in bir U C X a¢:k komsulugu varsa, f fonksiyonuna
zayif S-sirekli (weakly §-continuous) denirf?2].
1.2.3.TAN¥IX Gf = {x,f&x=))) + xe XY CXx¥, £ : XY

fonksiyonunun grafigi olsun. Her x € X ve f(x) = y € Y nokta-

lar: igin, xe UCX, ye VCY ve fU™Y N\ V=@ olacak

gsekilde, U ve V acik kimeleri varsa, Gf kimesine, X'e gire,
S§-kapali deniri2l.

1.2.4.TANIM Bir Y uzayinin her y noktas: ve y nokitasinin
her V acik komsulufu igin, Ve kompakt ve y e W C V olacak
gsekilde, bir V¥ agik kimesi varsa, Y wuzayina sinir kompakt
(rim compact) denirf{10].

Siper sirekli bir fonksiyonun zay:f §-sirekli oldugu
acikt:ir. Fakat, tersi genellikle doru degildir. [2] de, siper
sireklilik icin, yeterli sartlar eklenmistir. Bu ©&zellikler
asagidadar,

1.2.5. TEOREMI 2] Eger f : X » Y zayif &§-siirekli fonksi-
yon, Y sinir kompakt uzay ve Gf kimesi, X'e gore, S-kapal:
ige, £ fonksiyonu siiper siireklidir. |

ispat: x ¢ X ve V, f(x)'in bir agi1k komsuluiu olsun. Y
sinir kompakt uzay oldugundan, f(x> ¢ V_, C V ve Vi kompakt
olacak gekilde, bir V., a¢:1k kimesi wvardair. f zayif §-siirekli
oldugundan, £(U™®) C V,, olacak sekilde, x'in bir U C X ag:k
komsulugu vardir. y € Vi noktasin: alalim. £(x> € V_, Vi kiime—

sinden ayrik oldugundan, (x,y) § G, dir. G, kimesi, X’'e gére,

f
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§-kapal: oldugundan, X € Ay’ y € By ve f(A;D) F\By = @ olacak

sekilde, Ay ve By aci1k kiimeleri vardar. {By 2 Vi } ailesi,

o

B

kompakt olan, V. nin bir agik srtiudir. Bsylece, Vo C iU By
1

0

olacak sekilde, bir {B_, B ,..., B )} sonlu ailesi vardair.
¥, Vi Ya
n

U, = U N« igl Ay > olarak alalim. Bu takdirde,
i

n n n
£CUS™ ¢ £ 0 A 1T cfC D, LA 1T ¢ Q) ch;°>,

i=1 Yy i=1 ¥y 5

den ayrik oldugundan, VS dan da ayriktir. Biylece,

Lo

P

i=1 Byi

s

FCUZY N VE = @ olur. Ayrica, £(ULY) C £<UT9) C V) dir. Do-
layisiyla, £<U.) C Vv, - Vi C V, olur. O halde, f fonksiyonu
super siireklidir.

1.2.2.80R0CL21] Eger f : X =» Y fonksiyonu §-siirekli, Y

sinir kompakt uzay ve Gf kimesi, X'e gore, 6-kapal: ise, f

fonksiyonu siiper siireklidir,
1.2.6. TEOREML 2] Efer £ : X - Y zay:f é-siirekli fonksiyon

ve Y Hausdorff uzay: ise, Gf kiimesi, X'e gbre, &-kapalidir.

ispat: (x,y) € XxY \ G, alalim. Bu takdirde, f{(x)#y dir.

£
Y Hausdorff oldugundan, f(x) ¢ V, ye W ve VN W =@ olacak
gekilde, V ve W a¢irk kiimeleri vardar. f zay:if &§-surekli oldu-
gundan, £<U"°) C V7 olacak sekilde, x'in bir U C X a¢ik komsu-
lugu vardir. Buradan, (x,y> € (N7°x¥ ve £ ") C V', V den

ayriktir. Dolayisiyla, (U"°xW () G_. = 8 dir. Béylece, G_., X'e

f £’
gére, S-kapalidar.
Simdi, N.Levine'ninf{ll] +tanimlay:p inceledigi, zayarf

sureklilik kavramini: ele alalim.

1.2.5.TA¥NIM f : X » Y bir fonksiyon olsun. Her x € ¥ ve
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f<(x)'1i kepsayan her V C Y ac¢i1k kiimesi ic¢in, f(U> C V  olacak
sekilde, x'i kapsayan bir U C X a¢ik kiimesi varsa, f fonksiyo-
nuna zay:f sirekli (weakly continuous) denirf{111].

[2] de, siper siireklilik ile siireklilifin diger kuvvetli
cesitleri arasindaki karsilastirilmalar verilmigtir. 1.1.Ke-
simden de yararlan&rak; asagidaki ¢izelge elde edilebilir:

c.
VAR
str.8-c. - siper c. a.c.8. 2 B-c. 2 w.6-C. 2 w. cC, (%)
§-c.

C.W.Bakerizl, 1.1.1.06rnekle &-siirekli fonksiyonun siiper
siurekli olmadigini ve ayrica, 1.1.2.06rnekle de sirekli fonk-
siyonun siiper sirekli olmadigini ifade etmigtir. Ayn: zamanda
C.VW.Bakeri2], 1.2.1.6rnekle siper sirekli fonksiyonun x=a da
kuvvetli O-sirekli olmadigini géstermistir.

[2] de verilen asagidaki teoremleri ele alalim.

1.2.7. TEOREML 21 Eger £ : X » Y fonksiyonu é-siirekli ve Y
yar: diizenli uzay ise, f fonksiyonu siiper siireklidir,

ispat: x e X ve £f(x)’in bir V C Y a¢:1k komsulugu olsun.
Y yari dizenli uzay oldugundan, f£(x) ¢ V, C V:° C V olacak
sekilde, f(x)’'in bir V, a¢ik komsulugu vardair. f §&-sirekli
oldugundan, £(U™“) C V;° C V olacak sekilde, x'in bir U C X
acik komsulugu vardar. Boylece, f fonksiyonu siper sireklidir.

{6 da, f : X » Y siirekli fonksiyonu ve X vyar: dizenli
uzay ise, f fonksiyonunun silper sirekli oldugu verilmistir.
1.1.7.Teoremden yararlanarak; C.V.Bakeri2]l, X ve Y yari dizen-

li uzaylar ise, £ : ¥ » Y fonksiyonu Uzerindeki siireklilik,
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siiper siireklilik ve §-siirekliligin esdefer oldugunu elde et-
mistir. C.V.Baker{2], asafidaki teorem ve sonucu da vermisgtir.

1.2.8. TEOREML 2] Efer f : X - Y siper sﬁrekli fonksiyon
ve X bhemen hemen diizenli uzay ise, f fonksiyonu kuvvetli
8-sireklidir.

ispat: x e X wve f(x)'in bir V C Y ag¢ik komsulugunu
alalim. f siiper surekli oldugundan, f(U™") C V olacak sekilde,
x'in bir U C X a¢ik komsulugu vardir. U™ diizenli a¢ik kime ve
X hemen hemen diizenli uzay oldugundan, x € W C W C U™® olacak
sekilde, bir W dizenli agik kimesi vardirl¥1. Bu takdirde,
fCW) C £CU™Y) C V  oldugu acgiktir. Bsylece, f fonksiyonu
kuvvetli 8-siureklidir.

1.2.3.5080¢CL2]1 X bhemen hemen diizenli uzay ve Y yar:i dii-
zenli uzay olmak lzere, f : X 2 Y fonksiyonu igin, kuvvetli
O-sureklilik, siper sireklilik ve 6-siureklilik esdegerdir.

(#) dan goérilecegi gibi; B-siireklilik zay:f §-siirekliligi
gerektirir. Zay:f S-sireklilik de =zayif sirekliligi gerek-
tirir. Fakat bu gerektirmelerin ters ydnliileri genellikle dog-
ru degildir. Bu sireklilik g¢esitleriyle ilgili ©zellikleri
elde ettik:

1.2.9. TEOREM Eger f : X » Y zay:f é-siirekli fonksiyon
ve X hemen hemen diizenli uzay iée, f fonksiyonu 8-siureklidir.

ispat: x e X ve f(x)'in bir V C Y a¢:1k komsulugu olsun.
f zayif &§-siirekli fonksiyon oldugundan, f(U™®) C V™ olacak se-
kilde, x'in bir U C X a¢:k komsulugu vardir. U™ ° dizenli ag:k
ve X hemen hemen diizenli uzay oldugundan, x e U, C U] C U™°

olacak sekilde, bir U, diizenli a¢ik kimesi vardiri7]. Buradan,
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£CU7Y C £¢<U™) € V™ olur. Bsylece, f fonksiyonu O-sireklidir.

1.2.10.TEOREX Eger f : X » Y zay:f sirekli fonksiyon ve
X yar: dizenli uzay ise, f fonksiyonu zay:f §-sireklidir.

igpat: x ¢ X ve f(x)’in bir V C Y agik komsulugu veril-
sin. f zay:f sirekli oldugundan, f(U) C V  olacak sekilde,
x'in bir U C X ag:k komsulugu vardir. X yari dizenli uzay ol-
dugundan, x € U, C U;° C U olacak sekilde, x'in bir U, acik
komsulugu vardir. Dolayisiyla, £(U7“) C £<U) C V™ olur. Bsyle-
ce, f fonksiyonu zay:f &-sireklidir.

1.2.4.5080¢ X dizenli uzay olmak iizere, £ : X » Y fonk-
siyonu ldzerindeki 8-siireklilik, zay:f f-siireklilik ve zay:f
sireklilik esdegerdir,

Asagidaki tanimlar, [12] ve [13] de verilmistir.

1.2.6.TANIM U ve V, bir X uzay:inin bos olmayan alt kime-

leri olsun. Eger [(UJ_N V = U N [V]6= 8 1ise, (U,V) ikilisine,

s
X'e gore, &-parcalanis {(f-separation) denir{1i2].
1.2.7.TARNIX U ve V, bir X uzay:inin bos olmayan alt kime-
leri olsun. Eger [Ul, Nv=0UNn [Vlg = @ ise, (U,V) ikilisine,
X'e gére, B-pargalanis deniri12].
| 1.2.8.TANIN Bir X wuzayinin A4 alt kimesi verilsin.
A=T0VT0UYV olacak ancak, (U,V) ikilisi, X'e gidre, é6-par¢alanis
(6-parcalanis) olmayacak sekilde, X uzayinin bos olmayan U ve
V¥V alt kimeleri varsa, A kimesine, X'e gore, 6*baglant111[121

(6-baglanti1110131) denir.

[12]1 de verilen asagidaki teoremi ele alalaim.
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1.2.11.TEOREML 12] E§er £ : X » Y §&-sirekli fonksiyon ve
K kiimesi, X'e gére, §-baglantil: ise, (K> kimesi de, Y’'e
gore, é-baglantilidar.

ispat: Varsayalim ki f(X) kimesi, Y'ye gore, &-baglan—
ti1l: o©lmasin., Bu takdirde, f(K) =PUQ, P=x©B, Q=g ve
(P,Q> ikilisi, Y'ye gére, S-parcalanistir. A = KN £7'(P) ve
B=KN£"'(Q) diyelim. Buradan, K = A U B olur ve K kinesi,
X'e gore, d-baglantil: olmaz, ¢eliski. O halde, f(A) kiimesi,
Y'ye gore, Sd-baglantilidar.

Baglantililik ¢egitleri arasindaki iliski T.NoirillZ2l
tarafindan aszafidaki teorem ile verilmistir.

1.2.12. TEOREML 121 Bir X uzayinin A& alt kimesi i¢in, A
kiimesi baglantil: ise, X'e gére, §-baglantilidir. A kimesi,
X'e gére, O&-baglantil: ise, X'e gore, ©B-baglant:ilidair. Eger
A CX kimesi agik ise, baglantililik, 6&-baglant:lilik ve

6-baglantililik eadegerdir.



21

2.HEMEN HEMEN KUVVETLi 6-SUREKLiLiK
2.1. HEMEN HEMEF KUVVETLi O-SUREKLiLiGCiN TEMEL OZELLiKLERi

T.Noirilll tarafindan tanimlanan kuvvetli B-siireklilik ve
§-siireklilik kavramlariyla ilgisi olan hemen hemen kuvvetli
8-silireklilik kavramxﬁzn bir karekteristigi ile sagladifi baz:
ézellikleri gasterelim. Hemen hemen kuvvetli 8-stureklilik ta-—
nimi asafidadir,

2.1.1.TAFNIX f : X » Y bir fonksiyon olsun. Her x ¢ X ve

““ oplacak se-

fdx)'in her V C Y agik komsulugu igin, £(U™) C V
kilde, x'in bir U C X agik komsulugu varsa, f fonksiyonuna
hemen hemen kuvvetli 6-sirekli denir.

1.1.1.Teoremden yararlanarak, hemen hemen kuvvetli &-
stirekliligin agsagidaki karekteristigi elde edilir.

2.1.1. TEOREM Bir f : X » Y fonksiyonu i¢in, asagidakiler
esdegerdir:

a)> f hemen hemen kuvvetli 8-sireklidir.

b Her x e X ve £f(x)'i kapsayan her V C Y diuzenli a¢ik
kimesi igin, f£(U7) C V oplacak sekilde, x'i kapsayan bir U C X
agik kimesi vardair.

¢) Her A C X kimesi ic¢in, f£C[Al1_.> C [f<CAYT .

-/ §

d> Her B C Y kiimesi igin, tf“‘(B)]e c f”‘<[536>.

e Her F C Y é&-kapal: kimesi i¢in, £ '(F) C X ©-kapal:

kimedir.



f> Her V C Y é-agi1k kimesi icin, £ (V) C X ©-acik
kimedir.
g) Her V C Y dizenli acik kimesi icin, £ (V) C X e-
ac¢i1k |kimedir.
ispat: a) =2 b). 2.1.1.Tanimin direk sonucudur.
b) 2 ¢). Bir X wuzayinin A alt kumesini ve bir
x € X noktasin: alalim f(x) € f([A]e) iken f(x) € [f(A)]S
oldugunu géstermeliyiz. Olmayana ergi yéntemini kullanalaim,.
Varsayalim ki f{x ¢ £f<A)36 olsun. Bu takdirde, V N\ £CA) = @
olacak sekilde, f(x)'i kapsayan bir V C Y dizenli a¢:1k kime
vardir. b) den, f(U7) C V olacak sekilde, x'i kapsayan bir
U C X agi1k kimesl vardir. Bsylece, £<U ) N\ £C(AY C V N £CA) = O
olmasindan, £(U") \ £(A) = @ olur. Her iki tarafin £ ye gﬁre
ters garﬁntﬁgﬁnu alrsak,
U"NACEF ' (U™ N A CEUWU DN £4A) = 8.
O halde, U" (\ A =@ dar. Bsylece, x ¢ [Al  dar. Her iki tara-
fin, f ye gére, goriuntisini alirsak, f£(x) § £CLAl,) olur ki
bir c¢eliskidir. Dolayisiyla, f(x) e [f(A)]S olur. Bdylece,
f([Aie) C £f<A>]6 dar,
c)> 3 d), Her B C Y kilmesi ig¢in, <) den,
AL (B CLECET (B, C Bl
olur. BHer iki tarafain, f ye gore, ters gérintusini alirsak,
f"‘(f([f”‘<B>18>) C f”‘<c536> olur. Dolayisiyla,
[f_ch)]e C f“1<{B]6> elde edilir.
d) 2 e), Her F C Y ¢§é-kapal: kimesi ig¢in, 4> den,
(£7'CM1, C £7'UFI Y = £7'(F dar. Ayrica, £ ' (F) C cf*‘<F>18

= &
olur. Buradan, £ '(F> C X kiimesi ©-kapalidir.
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e) 3 f). Her VC Y 6-agrk kimesi verilsin. Bura-—

dan, Y\V é-kapal: kiimedir. e) den, £7'(Y\V) C X kimesi
8-kapalidir. Buradan, X\f '(V) kiimsi 6-kapalidir. Dolayisiyla,
£f7'(V) C X ©-agik kiimedir.

f> = g). Herbangi bir V C Y dizenli aci1k kimesi
verilsin. é-agik kime tanimindan, V dizenli ag¢:ik kimesini
§-agik kiime olarak alabiliriz. £> den, £ '(V) C X @©-acik
kiimedir.

g 3 a), Her x € X ve £(x)'in bir V C Y a¢1k kom
sulugu verilsin. Buradan, f(x) € V C V' yazariz. V™ ° dizenli
agik kime oldugundan, £ '(V'°) C X bir 8-acik kiimedir.Dolayi-
siyla, x e UCU™ C £ <V oplacak sekilde, x'in bir U C X
a¢ik komsulugu vardir. Bsylece, f(U™) C V'° olur ki f fonksi-
yonu, hemen hemen kuvvetli 8-siireklidir.

Birinci bdlimden yararlanarak, hemen hemen kuvvetli 8-
sureklilik icin, asagidaki Gzellikleri ispatlayalim.

2.1.2. TEOREX Eger £ : X » Y hemen hemen kuvvetli 8-
sirekli fonksiyon ve A C X keyfi bir kiime ise, f/A : A Y
fonksiyonu, hemen hemen kuvvetli B-siureklidir.

ispat: Her x e A ve f(x)'in Dbir VC Y a¢ik komsulugu
verilsin. f hemen hemen kuvvetli 8-sirekli olduundan,
f((U)%) C ((V);)? olacak sekilde, x’'i kapsayan bir U C X a¢:k

kiimesi vardir. Alt uzay topolojisine gére, U N A ¢ T diar. Ay-

A= AN AN, dir. Bu takdirde,

rica, AN UCUvwve (AN U X

A C X kimesi ic¢in,

..... _ - _— £
fCAAN ) = £CA N AN U)X) C f((U)X) C ((V)Y)Y.

Béylece, f/A : A Y fonksiyonu bhemen hemen kuvvetli o~
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sireklidir.

2.1.3.TEOREM X we Y +topolojik uzaylar olmak ilizere,
g : X -» XxY fonksiyonu, gx)=(x,f&x)) ile tanimli olacak se-—
kilde, f : X » Y fonksiyonun grafik fonksiyonu olsun. g fonk-
siyonunun hemen hemen kuvvetli B-siirekli olmas:i icin, gerek ve
yeter sart, f fonksiyonunun hemen hemen kuvvetli 8-siirekli ve
X uzayinin hemen hemen diizenli olmasidir.

ispat: Gerek sart. g fonksiyonu hemen hemen kuvvetli ©-
siirekli olsun. Her x € X ve £f(x)'in bir V C Y ag¢ik komsulugu
verilsin. Bu durumda, g(x) e XxV C XxY bir ag¢:i1k kimedir.
| g hemen hemen kuvvetli B-siirekli oldugundan, g(U™) C (Xx¥™% =
= Xx(V>7° olacak sekilde, x'in bir U a¢:1k komsulugu vardar.
g, f fonksiyonunun grafik fonksiyonu oldugundan, £(U") C v
dir. Biylece, f fonksiyonu hemen hemen kuvvetli 6-sireklidir.

Benzer sekilde, g hemen hemen kuvvetli 8-siirekli
ve x ¢ X noktas: olsun. Bu takdirde, x'i kapsayan U diizenli
aci1k kimesi igin, UxY kimesi, XxY de dizenll agik ve
g(x)=(x,£f{(x)) noktasini kapsar. g hemen hemen kuvvetli 6-
siirekli oldugundan, g(U_.> C UxY olacak sekilde, x'i kapsayan
bir U, a¢ik kiimesi vardir. Sonu¢ olarak, x ¢ U, C U, C U olur
ki bu da, X uzayinin hemen bemen dizenli olmasidir.

Yeter gsart. f fonksiyonu hemen hemen kuvvetli ©6-
siirekli olsun. Her x € X ve g(x)=(x,f(x>>’in bir RxV C XxY
aci1k komsulugu verilsin. Burada R, x'in bir agik Eomsulugu ve
V de, f(x)'in bir a¢:k komsulugudur. R C R™“, R™® diizenli
agik kime ve X hemen hemen diizenli uzay oldugundan, U™ C R™¢

olacak gekilde, x'i kapsayan bir U a¢i:k kimesi vardir. f hemen
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hemen kuvvetli 8-siirekli oldugundan, £<(U™> C V % dir. Béylece,

o]

gUTY C (RY7°x(7® = (RxV>™° olur. Dolayisiyla, g§ fonksiyonu

hemen hemen kuvvetli @-siireklidir.

{141 de verilen asag1dakiﬁtan1m1 ele alalim.

2.1.2. TANIK Gf = {{x,f{x)) : x e X} C XxY , f: XY
fonksiyonunun grafifi olsun. Her x ¢ X ve f(x) # y e Y igin,
f<U™) NV = @ olacak sekilde, x'in bir U C X a¢:1k komsulugu
ve y'nin bir V C Y agik komsulugu varsa, Gf kiimesine, X'e
gore, B-kapal: denirl 141.

2.1.2. Tanimdan yararlanarak, asafidaki 6zellikleri ispat-
layalim.

Z2.1.4. TEOREM Eger f : X » Y hemen bhemen kuvvetli ©-
sirekli fonksiyon ve Y Hausdorff uzay: ise, Gf kiimesi, X'e
gore, B-kapalidar.

ispat: Her x e ¥ ve f&X) # y € Y olsun. Y Hausdorff
oldugundan, V, () V, = @ olacak sekilde, f(x)'in bir V, C Y
agik komsulugu ve y'nin bir V_ C Y a¢:ik komsulugu vardir. Bu-—
radan, V,°()\ V, = @ dir. f hemen hemen kuvvetli B-sirekli
oldugundan, £(U7) C V,° olacak sekilde, x'in bir U C X agik
komsulugu vardar. Bsylece, f£(U)> N V_, =@ dar. Dolayisiyla,
Gf kiimesi, X'e gére, 6-kapalidar.

2.1.5. TEOREM Eger f,g : X > Y, hemen hemen kuvvetli
8-sirekli fonksiyonlar ve Y Uryshon uzay: ise,

A= 4{xe X : f(x) = gx) » CX kimesi 6-kapalidair.

ispat: A= A{xe X: fx) =gx ) CX kumesinin, ©O-

kapal: oldugunu gostermek igin, X\A kimesinin, 6-ag¢:ik oldugunu

gostermek yeterlidir. x € X\A, keyfi bir nokta olsun. Buradan,
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f(x) # g(x> dir. Y Uryshon uzay: oldugundan, V, NV, = @ ola-
cak sekilde, f(x)'i kapsayan bir V, C Y ag¢ik kimesi ve g(x>'1i
kapsayan bir V_, C Y a¢ik kimesi vardir.Buradan, VTO,q V. = @

dir. f ve g hemen hemen kuvvetli 6-siirekli fonksiyonlar ol-

duklarindan, £<U7> C V;° ve g(U™) C V.”olacak sekilde, x’in

bir U C X a¢i1k komsulugu vardir. Ayn: zamanda, U~ C £7'(V;D

T

ve U7 C g7 ' (V.®> dir. Buradan, U™ C £7' (V") A g~ ' (VI® dir.

4

Ayrica, £V N g7 'Y N A =@ dair. Kabul edelim ki

£V A g7 VLYY N A # B olsun. Varsayimdan dolayi, bir

P

z e £V N g7 (V") A eleman: vardir.Bsylece, f(z) e V.

L J

g(z)y € V_,” ve z € A oldugundan, f(z) g(z) e V" N Vv ve

e

vV, V.¥ # @ bulunur.Bu ise, V;° O\ V.7

pread

@ olmasiyla celisir.

O halde, WD N g A =B bulunur. Buradan,

I

e

£ N g7 L) ¢ XNA olur. Dolayisayla, UT C X\A olur
ki X\NA kimesi, B8-agi1k Dbir kimedir. Boylece, A kimesi 8-
kapalidar.

2.1.6. TEOREM Efer f : X > Y hemen hemen kuvvetli 8-
sirekli ve g : Y » Z é-sirekli fonksiyonlar ise, gof : X » Z
fonksiyonu hemen hemen kuvvetli 6-sireklidir.

ispat: Her x € X ve g(f(x))'in bir a¢i1k komsuluju ¥V C Z
olsun. g 6-siirekli oldugundan, gV C ¥ ° olacak sekilde,
f(x)’in bir V C Y acik komsulugu vardir. f hemen hemen kuv-
vetli 6-sirekli oldugundan, fWU™) C V™Y placak sekilde, x'in
bir U C X a¢:ik komsulugu vardir. Bsylece, g(f<U™)) C ¥V “ dir.
0 bhalde, gof bileske fonksiyonu hemen hemen kuvvetli ©-

streklidir.
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2.1.1.8080¢ Eger £ : X » Y ve g : Y 5 Z fonksiyonlar:,
hemen hemen kuvvetli 8-siirekli ise, gof : X » Z fonksiyonu da
hemen hemen kuvvetli B8-sireklidir.

Asafidaki teoremlerin ispatlar:, 2.1.6.Teoremin ispatinin
benzeridir.

2.1.7.TEORE¥ Eger f : X -» Y fonksiyonu bemen hemen kuv-
vetli B-siirekli ve g : Y 2o Z fonksiyonu siiper sirekli ise,
gof : X - Y fonksiyonu kuvvetli B-siireklidir.

2.1.8.TEOREK Eger £ : X » Y fonksiyonu kuvvetli ©-
surekli ve g : Y » Z fonksiyonu Singal ve Singal anlaminda
hemen bemen siirekli ise, gof : X - Z fonksiyonu hemen hemen
kuvvetli 6-sireklidir.

2.1.2.5089¢ Eger £ : X - Y fonksiyonu kuvvetli 8-sirekli
ve g : Y 2 Z fonksiyonu §-siirekli ise, gof : X - Z fonksiyonu
hemen hemen kuvvetli B-siireklidir.

2.1.9. TEOREX Eger £ : X » Y fonksiyonu 8-siirekli ve
g : Y= Z fonksiyonu hemen hemen kuvvetli 8-siirekli ise,
gof : ¥ - Z fonksiyonu hemen hemen kuvvetli é~sﬁreklidir.

2.1.10. TEOREX Eger f : X » Y fonksiyonu hemen hemen kuv-
vetli B-siirekli ve g : Y » Z fonksiyonu zay:f §-siirekli ise,
gof : X » Z fonksiyonu 6-stureklidir,.

2.1.11.TEOREM Eer f : X > Y fonksiyonu zay:if siirekli ve
g : Y- Z fonksiyonu hemen hemen kuvvetli 8B-sirekli ise,
gof : X » Z fonksiyonu Singal ve Singal anlaminda hemen hemen

sureklidir.
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2.1.12. TEOREX Eger f : X » Y fonksiyonu =zay:if §-sirekli
ve g : Y » Z fonksiyonu hemen bhemen kuvvetli B8-sirekli ise,
gof : X » Z fonksiyonu &-sireklidir.

2.1.13.TEOREM f: X2 Y hemen hemen agi1k fonksiyon,
g ¢+ Y- Z keyfi bir fonksiyon ve gof : X 2 Z §&-siurekli fonk-
siyon olsun. Y diizenli uzay ise, g§ fonksiyonu hemen hemen
kuvvetli 8-sireklidir.

ispat: x € X noktasinin bherhangi bir U C X dizenli ac:ik
komsulugunu alalim.f bemen hemen agik oldugundan, £(U> C Y ki-
mesi aciktir. Y dizenli uzay oldugundan, f(x> ¢ V C V7 C £(
olacak sekilde, bir V C Y ac¢i1k kimesi vardir. gof &-sirekli
fonksiyon oldugundan, g(f(x)) noktasinin bir W C Z a¢ik komsu-
lugu igin, g¢f(M> C W ° olur.Dolayisiyla, g(V ) C ¥V ° olur ki
g§ fonksiyonu hemen hemen kuvvetli O-siureklidir.

2.1.3.8000¢ f : X 2 Y hemen hemen a¢ik bir fonksiyon,
g : Y » Z bir fonksiyon ve gof : X 2 Z hemen hemen kuvvetli 8-
surekli fonksiyon olsun. Y diizenli uzay ise, g fonksiyonu he-

men hemen kuvvetli @-sireklidir.
2.2.KARSILASTIRMALAR

1.2.1.6rnekteki fonksiyon siiper sireklidir. Ayn: zamanda,
hem siirekli hem de §-siureklidir. Fakat, hemen hemen kuvvetli
6-gsiirekli degildir.Birinci bdlimdeki bilgilerden yararlanarak,

asafidaki ¢izelgeyi elde ederiz:
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siper c¢. 3 cC.
str.8-c. \ a.c.8. 2 B-c. 3 w.8~c., 3 WwW.C.

a.gtr.8-c. 2 &§-c.

2.2.1. 6RNEKIL 5] R reel say:ilar kimesi {lzerinde

{R, &, B CR: B = R\A, A sayilabilir } +topolojisi ve

-~
]

~
0

{a,b) kimesi ilzerinde +* = { Y, @, {a) } topolojisi olmak

iizere, f fonksiyonu,

f : R,7v) » (Y,rv*)

X » f(x) = i 2 i % € R\Q
! 13

seklinde fanimlansin. Buktakdirde, f fonksiyonu hemen hemen
kuvvetll 8-sireklidir. Fakat, Xx € Q@ da ne kuvvetli B8-siirekli
ne siiper siirekli ne de sireklidir.

Gozim: X € Q ise, f(x)=a noktasinin her {a) a¢ik komsu-
lugu igin, %X € Q noktasinin bir R ag¢ik komsulugu vardair, dyle
ki £(R7) C {a}™” =3 f((R> CY =2 A{a,b) CY olur.

X € R\Q ise, f(x)=b noktasinin her Y ag:ik komsu-
lugu igin, x £ R\Q noktasinin bir R\Q a¢ik komsulugu vardar,
syle ki £C(R\Q ™ C Y™ =2 f(R)CY =» {a,b> CY olur. Do-
layisiyla, f fonksiyonu hemen hemen kuvvetli @E-sireklidir.

Fekat, x € Q ise, f(R™> C {a) = <{a,b) ¢ {a} oldugundan,
f fonksiyonu kuvvetll O-siurekli degildir.

x e Q ise, f(R™ C {a) = £ C {a) = {a,b) ¢ {a)
oldugundan, f fonksiyonu siper siirekli degildir.

X € Q ise, f(RY C {a} = {a,b) ¢ {a} oldugundan, f fonk-

siyonu siirekli degildir.
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Sonu¢ olarak, hemen hemen kuvvetli 8-siirekli fonksiyon
kavram:, hem siper sureklilik ve hem de streklilik kavramla-
rindan bagimsizdair. Birinci bélimden yararlanarak, asagaidaki
teoremler elde edilir.

2.2.1.TEOREK Eger f : X » Y bemen hemen kuvvetli ©-
stirekli fonksiyon ve Y yar:i dizenli uzay ise, f fonksiyonu
kuvvetli B-sireklidir.

ispat: x e X ve f(x)'in bir V C Y a¢gik komsulugu veril-
sin. Y yar: dizenli uzay oldugundan, x ¢ V, C V;° C V olacak

gsekilde, x’in bir V, C Y agik komsulugu vardir. f hemen hemen

kuvvvetli O-siirekli oldugundan, £<U7) C V. C V olacak bigim-
de, x'in bir U C X ag¢:k komsulugu vardir. Dolayisiyla, f fonk-
siyonu kuvvetll O-sireklidir.

2.2.2. TEOREX Eger f : X - Y fonksiyonu §-sirekli ve X
hemen hemen diuzenli uzay ise, f fonksiyonu hemen hemen kuvvet-
1i B-siireklidir.

ispat: x € X ve f(x)'in bir V C Y agik komsulugu olsun.

0

f &-siirekli oldugundan, f£<U ") C Vv™” oplacak sekilde, x'in

€

bir U C X ac¢ik komsulugu vardar. U dizenli ag:ik kime ve
X hemen hemen diizenli uzay oldugundan, x € WC W C U™ “ ola-
cak sekilde, bir VCX agik komsulugu vardar. Buradén,

L

£<V)Y C £CU7%) ¢ v bulupur. Béylece, f fonksiyonu hemen he-

men kuvvetli 8-silireklidir.
2.2.1.8000¢ X hemen hemen dizenli ve Y yar: diizenli
uzaylar olmak izere, f : X 2 Y fonksiyonu igin, kuvvetli 8-

sireklilik, hemen hemen kuvvetli 8-siireklilik ve S-sireklilik
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kavramlar: esdegerdir.

2.2.3.TEORENM Eger £ : X » Y fonksiyonu B-siirekli ve Y he-
men hemen dizenli uzay ise, f fonksiyonu hemen hemen kuvvetli
f-sireklidir.

ispat: 2.1.1.Tanimden ve Y uzayi:nin hemen hemen diizenli
olmasindan ¢ikar.

2.2.4.TEOREXM X ve Y hemen hemen dizenli uzaylar olmak
izere, £ : X - Y fonksiyonu zay:if §-sirekli ise, f fonksiyonu
hemen hemen kuvvetli 8-siireklidir.

ispat: x e ¥ ve f(x)'i kapsayan bir V C Y diizenli a-
¢i1k kimesi olsun., Y bhemen hemen diizenli wuzay oldugundan,
""" C V olacak sekilde, f<(x>'in bir V, a¢ik kom-
sulugu vardir. £ zayif §-siirekli oldugundan, £(U™> C V] C ¥
olacak sekilde, x'in bir U C X a¢:k komgsulugu vardar.
2.2.2.Teorem geregince, f fonksiyonu bhemen hemen kuvvetli 8-
siireklidir.

2.2.2.8080¢ X ve Y hemen hemen dizenli uzaylar olmak
izere, £ : X » Y fonksiyonu 1i¢in, bemen hemen kuvvetli 8-
stireklilik, ©-siireklilik ve zayif &-sureklilik kavramlara
egsdegerdir,

2.2.5.TEOREX Eger f : X > Y fonksiyonu Singal ve Singal
anlaminda hemen hemen sirekli ve X dizenli uzay ise, f fonksi-
yonu hemen hemen kuvvetli B-sireklidir.

ispat: x e X ve £f(x)'in bir V C Y a¢i1k komsulugu olsun.
f fonksiyonu Singal ve Singal anlaminda hemen hemen sirekli
oldugundan, £ C V™° olacak sekilde, x'i kapsayan bir U C X

acik kiimesi vardir. X dizenli uzay oldugundan, U] C U olacak
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gsekilde, x’in bir U, agik komsulugu vardir. Boylece,
£C¢UTY C £¢U)» C V°° dir. Dolayisiyla, £(U7> C V77 olur ki f
fonksiyonu hemen hemen kuvvetli ©-siireklidir.

2.2.3.8000¢ Eger X dizenli uzay ve f : X » Y fonksiyonu
siirekli ime, f fonksiyonu hemen hemen kuvvetli 8-streklidir.

2.2.6. TEOREX X dizenli uzay ve Y hemen hemen diizenli
uzay olmak iizere, f : X 3 Y zayif sirekli fonksiyon ise, £
fonksiyonu hemen hemen kuvvetli B-siireklidir.

ispat: x e X ve f(x)'i kapsayan bir V C Y diizenli a-
¢ik kiimesi olsun. Y hemen hemen diizenli uzay oldugundan,
f(x)> € ¥V, C V, C V olacak sekilde, f(x)'i kapsayan bir V,
acik komsulugu vardir. f =zay:f silirekli oldugundan,
fU) C V, C V olacak sekilde, x'i kapsayan bir U C X agik
kiimesi vardir. 2.2.5.Teorem geregince, f fonksiyonu bhemen he-
men kuvvetli B-siireklidir.

2.2.4.85000¢ X ve Y diizenli uzaylar olmak izere, f: X - Y
fonksiyonu i¢in, asagidakiler esdeferdir:

a) f kuvvetli B-sireklidir.

b> f hemen bhemen kuvvetli O-siireklidir.

¢) f siper siureklidir,

d> £ sireklidir.

e) f Singal ve Singal anlaminda hemen bemen sireklidir.

£ £ @-siireklidir.

g> £ zayif 6-siireklidir.

hy £ zayif sireklidir.

1) f S-sireklidir.
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Birinci bslimdeki, 1.2.6.Tanim, 1.2.7.Tanim, 1.2.8. Tanim
ve 1.2.11.Teoremden yararlanarak, asafidaki teorem ve sonucu
elde ederiz.

2.2.7.TEOREK Eger f : X » Y fonksiyonu hemen hemen kuv-
vetli B-sirekli ve A kimesi, X'e gére, 8-baglantil: ise, f (A
kimesi de, Y'ye gére, S—baglantilidar.

ispat: Varsayalim ki £(A) C Y kiimesi, é-baglantil: olma-
S1h. Bﬁ takdirde, fCAY = U UV, U200, V£ @ve (U,V) ikilisi,
Y'ye gére, 6-parcalamistir.Dolayisiyla, [UI ., N V = U O LVl =0,

A= M U TN A ve A= LE£7TW AT U LETTOD (LAY

]

elde edilir. S = A (\ £7'CU» ve T = A (\f7'(V) diyelim. Bu-
radan, A = S U T olur.Ayrica, f hemen hemen kuvvetli B-sirekli

oldugundan, 2.1.1.Teoremin d) sikk: geregince,
tf“‘(U)ls G ETTn C f”‘<[016>(w £V = @ ve

£FUa N tf“‘(V)]e C £ W f;f“‘ccv16>

£ L LET T (N

i

? bulunur. Buradan,

#  olur. Her iki ta-

R | ,\ —
[f (U)]G“ £f (V) 8

rafin A kimesiyle kesisimini alirsak,

LE£7 ¢ N Aaef\f”‘<v>(1 A = £ N ANLET AN Al, = B
elde edilir. Buradan, £S]8 NANT=8nN [T]e =@ olur ki (8,T
ikilisi, X’e giére, @€-parcalanistir. Bu ise, A kimesinin, X'e
gére, 8-baglant:il: olmasiyla ¢elisir. O bhalde, f(A) kimesi,
Y'ye gére, &—-baglantilidar.

2.2.5.8000¢ Eger f : X - Y fonksiyonu hemen hemen kuv-
vetli B-siirekli ve A kimesi, X'e gére, 8-baglantil: ise, f(A)

kimesi de, Y'ye gére, B8-baglantilaidar.
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