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Juri:

Bu ¢aligmada, singiler olmayan A n-kare matrisinin

y B elemanlarinin hepsi sifirdan farkl:

#22' %33 - n-1,n-1
olmak Uzere inversinin I[2(n-p)-1l-bant olmasi i¢in bangi
sartlar: sajlamasi: gerektigi aragtirilmistir.Burada p, 1¢p¢n-2

gsartini saglayan tam sayilardir. galisma sonucunda A mat-

risinin, i=1l,...,p (1l¢p¢n-2); k=i+1l wve J=i+2, ... ,n olmak
lizere A.(i'g)ve A(: :) ¢eklindeki 2Z2-mindrlerinin sifir olmasa
igin gerek ve yeter gartin riJ=rji=° olacak sekilde R=A—1'in

{2(n-p)-ll-bant olmas: gerektigi gosterilmigtir.Ayrica Vayne ¥
Barrett, Philip J.Feinsilver {1] ve Vayne V.Barrett [2]'in ¢a-

ligmalarindaki "1i<k<j ve i’k>j olmak iizere A matrisinin ig¢gen

-1

6zelligini saglamas: igin gerek ve yeter sart R=A ‘in igld

bant matris olmasidir.” geklindeki teoremlerinde, sifir olmas:

g) adettir. Halbuki bizim ¢alismamiz-

da n?4 ig¢in sifir olmas: gereken 2-mindér sayis: 2(;)’den daha
n-2

kiicik olan £{(m, nX=2 otm s'dir.

ANAHTAR KELiMELER: matris, bant matris, 2-minsdr, invers, si1-

firlayan miandér, bant inversli matris.

gereken 2-mindr sayisa 2(

iii



ABSTRACT

The Doctorate Thesis
THE CONDITIONS OF BEING BAXD
MATRIX OF THE INVERSES OF MATRICES

Durmus BOZKURT
Selguk University
Graduate School of ¥atural and
Applied Sciences Department of Mathematics

Supervisor: Prof.Dr. Ali A, SiNAN
1991, Page: 43 ‘

Jury:

In this study, we search for conditions under which
the inverse of & matrix A is [2(n-p)-1]l-band. The elements 599;
Bga ""’an—l,n—l of the nonsingular, nxn square matrix A a;;
taken to be nopzero. Here p is an integer such that 1¢p¢n-2.
As a result of this study, it has been proven that 2-minors of
A matrix, A(é §) and AG i) are zero if and only if R=A—1 is
{2{n-p>-11-band and rijzrji=0 where 1=1,2,...,p (1¢p¢n-27;
k=i+1; jJ=i+2,...,n.

Moreover, the number of 2-minors which must be zero
in the theorems of Vayne V. Barrett and Vayne V. Barrett and

Philip J. Feinsilver's paper are 2(;). However in our study,

the number of 2-minors which must be zero is less than 2(;)

if n24.

KEY WORDS: matrix, band, band matrix, 2-minor, invers, van-
ishing minor, banded invers matrix.
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Doktora tezi olarak yapilan bu galigmada bant matris-—
ler ve inversleri iizerinde durulmustur. Galisma ii¢ bdliimden
meydana gelmektedir. Birinci bélimde galismaya temel teskil e-
den genel bilgiler verildi. ikinci béliimde bant matris tanima,
bant matrislerin mindrleri, determinantlarinin bazi 6zellik-
leri, inversleri ve inverslerinin gesitli szellikleri Gzerinde
duruldu. Qalismamizin esas kismini Ugiincii b6lim olusturmak-
tadir. Bu bdliimde matrislerin inverslerinin bant olma sartlar:
arastirilarak bazi sartlar ortgya kondu. Bu gartiar sayesinde
matrislerin inverslerinin yapls; hakkinda, ipvers matrisi he-—
saplamadan bazi yorumlarda bulunmak mimkiin olacaktir. Ayrica
bu gartlara Dbagl: ¢esitli sonuglar da elde edilmigtir.

Galigsmalarim esna51ﬁda kiymetli yardimlarini esir-
gemeyen deferli hocam Prof.Dr. Ali A. SiNAN'a tegekkir eder,

en derin hiirmetlerimi sunarim.

Durmus BOZKURT
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1.GiRi§

Guniimiizde matrisler fen bilimlerinin ve mﬁhendisligiﬁ
her dalinda ¢ok kullanildif: gibi artik sosyal bilimlerde de
kullanilmaktadir. Cagimiz bilgisayar ¢ag: oldugundan, bilgisa-
yarin bulundugu her yerde matris ve matris igslemleri de kulla-
nilmaktadir. Bundan dolay: matris ve matris igslemleri daha da
onem kazanmaktadir.

Biz bu ¢aligmamizda bant matrisler uzerinde durduk.
Bant matrislerde sifirdan farkl: eleman sayisinin az olmasa
matrislerle yapilan islemlerde ¢ok biyik kolayliklar saglamak-
tadir. Bilhassa bilgisayarsiz yapilan islemlerde iglem sa-
yis: oldukga azalmaktadir. Bilgisayarla yapilan galismalarda
da yine sifair eleman sayi1s:1 fazla oldugundan iglemler ¢abuk-
lésmaktadxr. .

¥ayne V. Barrett ve J. Philip Feinsilver [11, Vayne
¥. Barrett [2] - ¢alismalarinda matrislerin inverslerinin iglu
bant matrisz olmas: igin bir gerek ve yeter sart; Vayne V.
Barrett £3] bant inversli Toeplitz matrislerinin ozellikleri-
ni; Barrett, Johnson, Olesky ve Driessche [ 41 invers matris-
lerin prensibal alt matrislerinin bulunmasini; Barrett ve
Johnson {51 spars inversli matrisler igin bir determinant for-
miili; Demko, Moss ve Smith [6] bant matrislerin inversleri i-
¢in zayif oranlari; Dym ve Gohberg [7] bant inversli bant mat-
rislerin geniglemelerini; Frangesco Romani [10] bant matris-
lerin inverslerinin toplamsal yapilarini; Tetsuro Yamamoto ile
Yasuhiko Ikebe [31] bant matrislerin inverslerini bulma metod-
larini; Greville ve Trench [13] Toeplitz inversli bant matris-
lerin baz: 6zelliklerini; Hoskins ve McMaster (18] bant mat-
rislerin bir cimlesinin baz: 6zelliklerini; Huang wve Cline
(12] Toeplitz inversli persimetrik matrislerin inverslerinin
hesaplanmasini; Ikebe [20] Hessenberg matrislerinin inversleri
igin bir formiil ve Rozsa [27]1 bant matrislerin inverslerini



bulma formillerini vermiglerdir., Biz de bu ¢aligmamizda mat-
rislerin inverslerinin her hangi bant olmas:i i¢in gerek ve
yeter sartlar ile bunlara bagl: sonuglari verdik.

Ayrica bu sonuglarda, bizim c¢aligmamizda verdigimiz
teoremde sifir olmas: gereken 2-minsér sayisi, Barrett ve Fein-
silver (1] ile Barrett [2] ¢aligmalarinda verdikleri teorem

lerindeki sifir olmas: gereken 2-mindr sayisindan az olacag:
gosterilmigtir.

~

1.1 . Hatrislerin Nintrleri ve Ozellikleri

Tanim 1.1.1. m,neZ* ve 1<¢i¢m, 1¢j¢n olmak iizere biitin

(i,3) ikililerinin cimlesi M olsun. F berhangi bir cisim,
f: ¥ -+ F '
i1,33-2£¢, jr=a

i3
olmak iizere aijEF degerleri ile
811 %12 in
a a .
a= | 21 722 2n (1.1
2m1 Pm2 %m

geklinde diizenlenen tabloya matris denir.

Tanim 1.1.2.A=(aij) n—kare matris olsun. A'nin i-inci
satir, j-inci siitun elemanlarimin atilmasiyla elde edilen mat-
risin determinant deéerine A matrisinin aiJ elemaninin minafﬁ
deair ve Aij ile gosterilir. i+j ¢ift say: oldugunda Aij po-

zitif, tek sayi: oldugunda Aij negatif alinirsa A ,'ye A matri-

i3
sinin aij elemanina ait igsaretli minorii denir.
Tanim 1.1.3. A=(aij) n-kare matris olsun. 1¢i,j¢n ve

1¢k¢n olmak {izere

A (1‘.12,¢14’1k)
j"ka,""jk
A'nin herhangi bir minéri olsun.

H i i O...’i
fcc=(j"32' j") (1.2)
19200y



dersek

a.=(ibﬂ'itﬂ’“"%)
 FIRTE FORRERIE A

olup A(a”) mindrine A(a) mindriinin cebirsel tamamlayicis:

denir.

Tanim 1.1.4. A=<aij) n—kare matris olsun. 1%k¢n olmak

i ’i ’...’jk
(i
i',iz,....&

mindriine A matrisinin esas {(Prensibal) mipnsrii denir.

iizere

Tanim 1.1.5. A=(aij) n-kare matris m<1,2,...,n-1 vwve
Jl>im—m+1 (veya 11>jm—m+15 olacak gsekildeki biitiin idm), j(m
indisleri i¢in

11’12"" ,i|
A(j 3 . )=0 1.3
" 2"“ ’Jg

olsun. Bu takdirde A matrisine sifirlayan ust (veya alt)-mi-
nérlere sahiptir denir.

Tanim 1.1.6. A=<aij) n—kare matris olsun. 1¢{m¢n oclmak
izere A'nin biiyiikliiklerine giore diizenlenmig 11’12""’im gibi
m satirini sSegelim. Pu m satirla n situn arasinda minkin olan

biitiin segimleri yaparak

= n! (1.4
P (n-m! 1.
i"izp LI ’ia
tane A minsrlerini elde " edelim. Bu mindrleri
Jypdgr e 03y,
ve bunlarin cebirsel tamamlay:ic:larini kullanarsak
i ’i » LI ,i i ’i ’Qto,i
deth= § -1)° A(j' 2 j‘)-a (j'” jm j“) (1.5
P prdge v 0y atl Y2 T "' a
elde edilen ifadeye Laplace agilim denir. Burada
s=1,+i+ ...+im+j1+32+...+jm
dir. .

Teorem 1.1.1. Bir kare matrisin herhangi bir satirin-
daki (veya siitunundaki) elemanlarin, bunlara kargilik gelen i-
garetli mindrleriyle garpimlarinin toplam: matrisin determi-

nantini verir. ;



Tanim 1.1.7. A=(a,.) n-kare matris olsun. &4 matri-

iJ ,
sinin determinant: matrisin mindrlerine bajl: olarsk
. (1, 2,... 1,2,...,n~1 (2,3,...,n
detA=A ( . ) [ (1,2....,n—1)' A 2,3....,n)
- 1,2,.«..!\"1) 2,\-”0.. ] .-,n-l
AMz2,5,....n A(1 2 a1 /%' ....n-1) 29

. geklinde ifade edilir.

Tanim 1.1.8. &=(a,,) n-kare matris olsun. l1¢i¢n-k-1

ij
i¢in A'nin
A(;ﬁ'gi'”'g:) geklindeki prensibal minérleri sifirdan farkl:
[y KRN

ise A'ya k-regiler matris denir.

Teorem 1.1.2. 4=(a,,) n-kare matrisi sifirlayan iist

i3
{veya alt)-mnindérlere sahlip ise
D, D, ... D
2 - ;
deta=—r—2 —oomtl (1.7
172" To-m
dir. Burada j
k,k+1, ... ,k+m-1 _ (k+1,k+2, cev G ktme1
Dy= - (k K+, ... ,k+m-1) ve Gy =A (k41 k+2, ... ,ktm-1
dir L1131,
ispat: Kabul ednl m ki k=1,2, ... ,n-m igin dy=0 olsun.
A(tﬁ:b ”"ﬁ:)minarlerine (1.6) ©dzdesliginli wuygulayalim. Bu
ol Bid t rtes P
durumda

A(k+1,....k+m—1 A (k,...,k+m - A( RS et \ WA TR =
k+1l,...,k+w1)" \k,...,k+m voos sy KA1/ \k+1, ..., kim

K, ..., k+m-1 K+1,...,k+m '
A (k+1,...,k+m )'A (k, '."k+m_1) (1.8)

Ed

P S
k*l, ...,k

et (5 6m) PP .9
elde ederiz. Béylece dk=° ise (1.7) dzdeslifl saglanar.

Simd{ de kabul edelim ki k=1,...,n-m igin dkto, yani
A matrisi (m-1)-regiler olsun. ispat: n Uzerinden indiksiyonla

olur. Ancak A( )=0 dir. O halde

yapalim. n=m+l alalim. Hipotezden

1,2,0;0,“"1 -
A (2,3,...,n =0

oldugundan (1.8) czde3ligi

)



2,...,nr1) aftye-oamy _ (1,...,n—1) . (2,...,n
A(z....,n-l A(1,...,11 A 1,...,n-1 A 2, .., 1.1
olur. Bundan dolay:

(detA).d1=D1.D2 (1.1
olacaktir. $imdi n>m+l kabul edelim. A'nin sifirlayan ist-m
minsrlerinden A(?g’”":) mindri ig¢in (indiksiyon hipotezinden)

A (2,3,...,n) D2 D3 - Py 112>

2,3,...,n d, 4, ... d )
2 8 n—m
yazariz. R, A(;i"”’:) mindrine karsilik gelen matris olsun.
F N B L )

A3zikAr olarak rankR<{m dir. O halde R'nin satirlar: lineer ba-
Zimlidair, 4

larin bir lineer kowbinasyonudur. Bsylece A matrisinde 1ilk

1#¢ oldugundan R'nin ilk satir: 2,3,...,m satir-

satirdan 2,3,...,m éat1r1arxn bir lineer kombinasyonunu ¢ika-—
biliriz. Bu takdirde birinci satirda bir eleman hari¢ diferle-

rinin hepsi sifirdir. -Sifir olmayan bu elemana a diyelim. De-
} terminant degeri satir operasyonlar: altinda invaryant kal-

2 ,
digindan deta=a.a(;g"”’§) ve Ei=ad1 dir. Buradan a ¢ekilip
Py ey

gnceki denklemde yerine yazilirss (1.12) denkleminden

B, D2 ..« D

919 - %p

deths= nomtl

(1.13

olur.

A, safirlayan ust-m— minérlere sahipse A'nin transpozu da
sifirlayan Ust-mmindrlere sahip olup detA=detA™ olduzundan
(1.7) ifadesi kesinlikle vardir.

Tanim 1.1.8. A, BoprBgar a8 9 nq
lar: si1fir olmayan n-kare matris olsun. Efer her i<{k<} ve her

ktsegen eleman-

13k¥3 i¢in (1=1,2,....0; §=1,2,...,0
a -
8= ik kj (1.14)
3 Byx

e3itligini sagliyorsa A metrisi liggen ©zellifine sahiptir
denir. .

(1.14) ifadesini dizenlersek

24 3%kKk 21x%Ky
veya

i k '
= - . b
A (] j ) a4, a]j aij 2y (1.15.
oldufu kolayca gdérilir.



Lemma 1.1.1. A, iiggen ©zelligine sahip ve 1l¢k¢n-1
igin d, . .,=0 ise A matrisi singilerdir. Burada

d”’—'aii agy7a5y B4y (1¢i,3¢m) (1.16>
dir (2]

ispat: Kabul edelim ki

Y, k1 2kk Pk 1, k172K, K1 k41, K
olsun. Bu takdirde iki durum ortaya ¢ikar:

¢

1. Durum:

By ak+1,k+1=° ise k=1 wveya k=n-1 dir. k=1 olsun.

O bhalde 8441 822 =0 olup a22# 0 oldugundan a11=0 dir.
allazz-a12a21=0 oldufundan a12=0 veya a21=0 dir. a12=0 ise k>2
igin
_ 2492 %2
alk-—————————-o
222
olur. Bsylece k=1,2,...,n igin a1k=0 olmas: A matrisinin sin-
giler olmasin: gerektirir. a21=0 ise k22 igin
__221 %x2 _
Bg1” a Y
22
olacaktir. Yine k=1,2,...,n igin ak1=0 olup A meitrisi singi-

lerdir. k=n-1 olmas: Lali de benzer sekilde ispatlanir.

2.Durum:
‘} .
akk ak+1,k+1#£ olsun. Bu takdirde ak,k+1 ak+1’k¢0
a a
o= kk ~ k kil (1.17>
k+1,k k+1,k+1
olsun. Bu durumda j2k+1 ve jtk igin
a a,
ay s oy (1.18)
k+1,k+1 ’
a i S50 < i < (1.19)
k+1,] By @
olur. j=1,2,...,n ig¢in &k1=aak+1,j olacaktir. k-inci: satir

(k+1)-inci satirin bir kati: oldugundan A matrisi singilerdir.

Teorem 1.1.3. A, inversi R olan singiiler olmayan bir
matris, p ve k, 0¢p¢n-2, 2¢2ki{n~p gsartlarim: saflayan tam sa-
yilar olsun. iri=p ve r?0 i¢in mw=k, r<0 ig¢in w=kip olmak izere
butin i(m),J(m) ve j1>im +r indisleri ig¢in



i ’i ’noo’i )
A(j‘ 5 3‘)=o (1.20
[ I SR |
ise bitin i(mtr), J(mtr) ve 31>im+r -r indisleri igin
i, ,i,,...,1
R(j' i j""")=o (1.21)
17220777 kep

dir [11.

ispat: Iri=p ve r20 i¢in wm=k, r<0 igin m=k+p olsun.
invers matrislerin mindrlerini esas matrisin mindrlerine bagl:
bulmak ig¢in verilen formiilden {29,s5.616]

va (1,-..\"11—1,31 +1,00~,J2—1’j2 +1’...’jn"r—l.’ja’r.*]‘.‘..’n)
1)00..11—1,1‘ +1,-..,12"1,12+1,...,iﬂ+"1,i.+r+1,...,n
olmak iizere
Qa0 WS o _
R(j’ ;’") =(detA) L ¢-1° . v (1.22)
| IR 1 :
oiur. Burada
mtr
s=t§1 (it+jt) L 1.23>

dir. Bsylece (1.22) ifadesinin sag yanindaki mindrin j1>im+r—r

igin si1fir oldugunu giéstermemiz gerekir. S, bu mindre karsilik
gelen matrisin ilk 1m+r_r satirindan meydana gelen alt matris
olsun. Biliyoruz ki, 8 alt matrisi de im+r—r$31—1 oldugundan

A matrisinin ilk im+r

ristir. T, S matrisinin -r)Yx{(i
mtr

matrisi olsun. S matrisinde A'nin i

-r satirindan meydana gelen bir alt mat-
~r) seklinde bir ailt
1""’im+r indisli siitun—-
- +1 den daha kiigiik indisli
im+r -m-r tane siituna sahiptir. Béylece T'nin son m siitununun

herbirinin siitun indisi im+r+1'e e3it veya bundan biyiktir.

Bundan dolay: T'nin son m siitunundan elde edilen her mxm mindr

mir

lar: bulunmadigindan T sadece i

hipotezden dolay: sifirdir. Dolayisiyla detT=0 olup
rankS<im+r—r

dir. O halde (1.22) ’'nin saf yanindaki mindér sifirdir.
tist-mindrler igin gegerli olan bu teorem transpoz al-

makla alt-mindrler igin de gegerlidir.

!



Sonug 1.1.1. p=0 igin A matrisinde esas kdsegen iis-

tindeki (veya altindaki) her (kxk) mindriin sifir olmas:i igin

gerek ve yeter sart A—1 de de esas kisegen iistiindeki {(veya al-

tindaki) her (kxk) mindriin sifir olmasidir [1].

Teorem 1.1.4. A, i=1,...,n-p ve m=p,p+l,...,n-1i igin
A (i’ i+1 $ o v e .1+p—2, i+p_1) =o
i+1,i+2,...,i+p-1,i+m

olacak sekilde (p~1)-regiiler n-kare matris olsun. Bu takdirde
A matrisi sifirlayan ist-p-minsrlere sahiptir (11.
ispat: once i=1,2,...,n-p ve i+1$11<32(...<jpSn igin

A (;,1;1;~...§+p—23i+p_1) =0 (1.24)
" 2)"'! p_' * p ~
olduzunu gisterelim. $imdi k=1,2,...,p icin
i, i+1 ,...,4+4p-2,i+p-1\ _
2 (i+1,i+2,...,i+p—1,j* ) = (1.2%

dir. Qiipki jk$i+p—1 igin iki siitun esittir ve jk?i+p i¢in hi-
-

potezden dolay: sifairdar. <&1v’ai+1,v"“’ai+p-2,v’ai+p-1,v)

situn vektdriine av diyelim. Burada v=i+1,...,n dir. A, (p~1>-

regiler olduviuandan (1.25) denklemi ai+1’ai+2”"’ai+p—1’ajk

Srlars
vektdrlerini 1lineer bagimli kilarken ai+1’ai+2”"’ai+p-1
Jie ! k=1,2,...,p i¢in

vektérlerinin lineer kbmbinasyonudur. Bu,

vaktérleri lineer bagimsizdir. Bdylece a
21+1°P4420 0 844p-1
determinantin ¢ok lineerligi ve determinantta iki siitunun esait
olmasi, determinant deferini sifir yapmakla birlikte (1.24)
deankleminin varligin: gerektirir.

$imdi de her iist-p-minérin sifir oldufunu gésterelim.
Yani

»

TS DRI |
Ay jp)=o (1.26)
, ’ 2’ ¢ & @ , p

oldugunu géstermeliyiz. Burada jl>ip-p+1 dir. jp—il Uzerinden
indiiksiyon kullanalim. Hipotezden jp—11=p igin (1.26) denklemi
var iken i=1,2,...,n-p i¢in

p (Lrit1l,. .., i4p-2,14p-1
141,142,...,1+p-1,1+p

dir.
Kabul edelim ki p&jp—11$m~1 olmak iizere her i(p),Jj(p’
indisi igin (1.26) denklemi saglansin ve 31>ip{p+1 ve jp—11=m



olmak iizere 1(p), j(p)> herhangi indisler olsun.

a11.1;+1 ves ai"11+p_1 ai1,ji ah.J2 EEIL S
84041, 4041 7" Baaat,da4p-1 P daa,30 2 4a41, 3270 24041,
B8y 4p-1,1441" " 2104p-1, 1h4p-1 2adp-1, 31 Platp-1,32"" 2hatp-1,dm
0 I ¢ a 1z, 3. a 2,4z ' aiz,jp
0 eee O a ip, 4 a ip.jz. ‘e aip,jp

determinantini g6z oniine alalim. (1.24) denkleminden her pxp
minérde ilk p satir sifirdir (veya ilk 1ki siitun egittir).
Bundan dolayi: M=0 dir. Laplace agilimyla M'yi ilk p satirdan
(p~1)x(p-1) ve son p siitundan pxp bloklar halinde agalim. Bu-
radan her terimden birisi sifirdir (giinki iki satir esittir).

i +1, ... ,i +p-1 i, i, ... ,1
M=A ( 1 H ).A ( 1772 p)=o

1,41, .. i +p-d PR P

olur. A matrisi (p-1)-regiiler oldujundan

A<ii'12”"’ip) 4
Jysdaseesd
} 2 p

Boylece

olup bu da ispat: tamamlar.
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2. BANT MATRiISLER

Matrislerin bant matris haline getirilmesi matris
iglemlerinde biyiik kolayliklar saglemaktadir. Bilbhassa biyik
boyutlu matrislerin bant matris haline getirilmesl Snem kazan-
maktadir. Ginimiiz bilgisayar ¢ag: oldugundan artik hemen hemen
biitin matematiksel izlemler bilgisayar yardimyla yapilabil-
mektedir. Dolayisiyle bant matrislerde, sifirdan farkl: eléman
az oldugundan iglemlerde gabukluk sagilamaktadir. Meseld mat-
risin; determinantinin, 6z deferlerinin, rankxnxn.'qesitli mi-—-
nérlerinin vb. hesaplanmas: bant olmas: halinde ¢ok daha kolay
olmaktadir. Ayrica bant matrisin temsil ettigi herbangi bir
yiizey denkleminin sadelestirilmesi daha kolay olacaktir. Ben-
zer gekilde temsil ettigi herhangi bir diferensiyel denklem
varsa denklemin (Odziminde de biyiik kolayl:klar saglanacaktir.

Ozel 'olarak simetrik bant matrisler iizerinde de du-
ralim. Simetrik matrisler Jacobi ve Givensi{24,s.3231 ve Hous-
holder (24,5.328]1 metodlarindan birisinin yardimiyla i¢li bant
matris formuna indirgenebilir. Kuadratik formlarin matrisleri
simetrik oldugundan bu metodlar yardimiyla formlarin daha sade
hale getirilmesi miimkindir. Bitin bunlarin i13i§: altinda bant

matrisleri ana hatlariyla inceleyelim.

2.1. Bant Matrislerin OGzellikleri

Tanim 2.1.1. A=(a,,) n-kare matris olsun. meZ+ olmak

ij _
lizere her ({(i-Ji>m igin a, =0 ise A matrisine (2mtl)-bant

i3
matris denir.
6zel olarak m=0 ise A késegen matris, m=1 ise A, 3~
bant matris olup buna da i{igli DbDant ( tridiagonal > matris
denir.

Tanim 2.1.2. A=(aij) n~kare matris vef her j-i?m
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(i-3:m) igip a,.,=0 ise A matrisine st (alt)-mbant matris

ij
denir. Burada 1¢{m¢{n-1 ve meZ*+ dir.
Tanim 2.1.3. A=(aij)

(j-i?1) ig¢in aij=° ise A matrisine iist (alt) iggen matris

n—~kare matrisz wve her i-j21

denir.

Teorem 2.1.1. A=(aij) reel n-kare bir matris olsun.
Ayrica L alt li¢gen matris ve U da iist i¢ggen matris olmek izere
A=LU geklinde yazilsin. Eger A, iist—q-bant ve alt-p-bant bir
matris ise U, ilUst-gq-bant ve L de alt-p-banttir. Burada p ve g,
ptq-1, A matrisinin ‘bant sayisini verecek sekilde tam sayi-
lardir [12].

ispat: ispat: n iizerinden indiiksiyonla yapalim.

[a w”} [ﬁ 0 '][1 0 ][a WY ]
A= = (2.1
v B v/a En—l o B-vw /x| | O En—l

yazalim. Agsiké&r olarak B-vwT /o ist-g-bant ve alt-p-bant bir
matristir. O balde yalnizca w'nin ilk g bileseﬁi ve v'nin ilk
P bileseni‘§xf1rdan farklidar. L1U1 bu matrisin iggen ma?ris—
lerin ¢arpim olarak yazilmis sekli olsun. indiksiyon hipote-

zinde w ve v'nin sparslifini da kvllanirsak

1 0 o WY
L= v/ L1 ve U= 0 v (2.23

olur. L ve U istenen bant &zelliklerini sajler ki, A=LU dur.
Tanim 2.1. 4, P={pij) n~kare matris olsun. 0 =1,

Py, 141 =1 ve diger durumlarda her p1j=° ize P matrisine per-

miitasyon matrisi denir. Burada i=1,...,n ve j=1,...,n dir.
Teorem 2.1.2. A=(aij

ve ist—-g~bant ve alt-p-bant matris olsun. Efer A matrisine ds&-

) n-kare, reel, singiiler olmayan

niisiimleri j=1,2,...,n-1 i¢in

Hj=E—a(j)e}' 2.3)

ve

/ = (2.
'Hn—l Pn___1 S H1P1A U 2.4}

olan Gauss eleminasyonu uygulanirsa U, ust-(ptq)-bant matris-
tir ve her i¢J] veya 1i’>j+p i¢in a;j)=0 dir. Burada (2.3) ifade-
siyle verilen matris ist liggen, E birim matris ve Pl""’Pn~1
permiitasyon matrisleridir {121,
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ispat: Gauss eleminasyonuyla PA=LU yazilsin,

P=Pn_1..‘P2P1
ve PT=[eST,eSN.....eS;] olsun. Burada {s1,...,sn). {1,2,...,n}
in bir permitasyonudur. si>i+p ise J=1,...,si—p-1 ve si—p—l?i

igin

(PA)ij=asij =0

oldugundan PA matrisinin (ixi) esas alt matrisi singiilerdir.

Bu ise U ve A'nin singiiler olmasini gerektirir. Halbuki bu ¢e-

ligkidir. Bdylece 1i=1,2,...,n i¢in si<i+P olup PA matrisi iist-
(p+q>-banttir. Teorem 2.1.1'den U, ust—(ptq)-bant idi. o3’
bakkindaki iddia, kismen indirgenmis olan Mj_le_l...HlPla
matrisinin sadece (j+1,j?,...,¢(j+p,J) elemanlarinin Hj ile si1-

firlanmasindan saglanaﬁilir. Bu da teoremin ispatini tamamlar.

2.2. Bant Matrislerin inversleri

Teorem 2.2.1. A, sifirlayan ust(alt)-p-minsorii (p-1>-
regiiler matris olsun. Bu takdirde

= k,ono’k+p—1) = (k+1,-nc,k"’p—1)
Dy =4 (k,...,k+p—1 ve 4 AN\ k41, ... k+p-1/) ¥
olmak iizere
D, D. ... D
deta=—-a—-—d?r d’-""“ 2.6)
1 2 IR n_p .

. airt2}.
ispat: Teoremin ispati: Teorem 1.1.2' den agikardar.
qurem 2.2.2. A={aij)’ a22,a33,....an_1.n_1
elemanlar: sifirdan farkl: olan n-kare matris olsun. A’nin,
"her 1i<k{j ve her i>k>j gart: altinda

a., a
2xx

6zelligini saglamas: i¢in gerek ve yeter sart A—1=R olmak u-

kégegen

Zere R'nin U¢lié bant matris olmasidir [21.
ispata gegmeden dnce her 1¢i,j¢n igin dij'yi

4 2.8

137231 B337%33 244



clarak tanimlayalim.
ispat:

Gerek Sart: A=(aij)’ a22 .aés ""’an~1,n—1 kégegen
elemanlar: sifirdan farkl: n-kare matrisi, her i<k{j wve her
i>k>3 i¢in (2.7) egitligini saglasin. Bu takdirde R iigli bant
matris olmas: gerekir.

A, €2.7) egitligini sagladigindan ve Lemma 1.1.1'den
R'nin elemanlar:

4
a .
- —311- , fi-§1=1
iJ
4
-1, 4+
a,, —g——tL. , 1=3#1,n
1-1,1 %1, 4+1
a
ry 4= d22 . 1=§=1 2.9)
12
a
g 1,n-1 , i = g
n—-1,n

seklinde yazilabilir. Bu ise R matrisinin lgli bant matris ol-
mas: demektir ki gerek sartin ispatidir.
Yeter sart: Kabul edelim ki R liglé bant ve regiler

. o1
matris olsun. 322""’an—1.n—1 farkli: sifir olmak iizere A=R

in (2.7) ©b6zellifini sagladifina gSstermek istiyoruz. A'nin

il,iz,...,ik satir ve 31‘32""'jk siitunundan clugsan minériinid
i!, ..ik
A i 3 ile gosterelim. R matrisi 1i¢in de benzer formi-
precerdy .
lié kullanabiliriz. L LR L S | farkl: sifir oldukla-
rindan (2.7) egitligini her i<k{j ig¢in
i ky _
a(y §)=o
ve her i>k>j igin
k 1Y\ _
a(y &) '

seklinde yazabiliriz. A '=R oldufundan iyi bilinen invers igin
determinant formiiliyle [22]

e v S
1 k__ +j g v o o g LT Ay + 9 6 v oy » + ..."n
A(k J)—( 1 36tk 2.1
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yazariz, O halde i<k<{j ig¢in

1,..o,k-l.k+1,~‘-,j"‘l,j"l,,..,n
1,-..,1-1.1"’1,‘.-,k-l,k“"l,-.‘,n

.oldufunu gostermeliyiz.

R =0 (2.11)

Biz, A iglu bant matris oldugundan (2.11) determinan-
tinin si1fir oldufunu iddia ediyoruz. Matrisin ilk (k-1) sati-
rini goéz oniine alalim. Bu satir vektorlerin her birinin son
{n~k) elemani sifirdir. Yani en gok (k-2) yerde sifirdan fark-
11 Dbilegenlere sabhip (k-1) vekitsr vardir. Biylece bu (k-1)
vektor lineer bagimlidir. O halde bu da (2.11) determinantinin
si1fir olmas: demektir. Dolayisiyla yeter sartin ispat: tamam-
lanmig olur,

Tanim 2.2.1. R=(r,,), n—kare matris olsun.

i
a, bj y 1€3
T13 2mindi, §) Cmaki,§d 2.12>
. aj bi , 123
olacak sekilde al,az,...,an,bl,bg,...,bnsayxlarx varsa R mat-

risine Green matrisi denir.

Teorem 2.2.3. A=(aij) matrisinin singiiler olmayan bir

Green matrisi olmas: icin gerek ve yeter sart R=A_1’in ist ko-
zegen {izerindeki elemanlar: sifirdan farkl: bir simetrik iglii
bant matris olmasidir {2].

ispat:

Gerek Sart: A=(aij) Green matrisi olsun. Bu takdirde

R=A_1’in igli bant matris oldufunu gdéstermeliyiz. Bunumn igin
de énce A'nin li¢gen $zellifini sagladigini gésterelim.

A Green matrisi olduiundan simetrik bir matristir. Bun-
dan dolay: liggen &6zelligini sadece her i<k<j i¢in sagladigina
géstermek yeterlidir. O halde iggen ézelligini

. 2y 2k _ a, bk a, bj
a,= = P (2.13
3 Sk x Pk
seklinde yazabiliriz. i<J oldugundan
aij=ai bJ 2.18)
olup (2.13) de yerinme yazilirsa
a, b a_ b
_ i "k "k 3

kK "k
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clur. Buradan devam edersek

i bj a, bk =a1 bk &y bj

olur ki i¢gen 6zelligi saglanir ve dolayisiyla R=A—1 igli bant

a

matris olur.

Yeter gart: R=A ~ iiglié bant matris olsun. O halde A
iggen ozellifini saglayacaktir. R simetrik olduiundan A da
simetriktir., O halde her i<k<j ic¢in A'nin Green matrisi ol-
dugvnu goéstermek yetecektir. A liggen 8zelligini sagladifindan

kk
olacaktir. Buradan N

213 %Kk 2ix Zkj
ryq Foproe Tyy Ty2 Tpz -+ Tyoq,j
olur. O halde a, == ve bj=
Fi2 T2z " Tioq,4 Ti1 T220 0 Ty-1,35-1

segersek

ai bj ak bk =ai bk ak bj

olur ki A Green mstrisidir.

Yardimc: Teorem 2.2. 4, A=(aij) n-kare matris ve j<i+p

igin A'nin a elemanini keyfi olarak segelim. d

i3 1'd2""'dn—p’

Dl’Dz""’Dn—p+1 hepsi si1firdan farkl: ise A'nin geriye kalan
elemanlar: tek yolla tayin edilir. &yleki A—l vardir ve ilst-p-
banttir. Buradaki d,6 ve D, ,i=1,2,...,n-p ve j=1,2,...,n-p+l

i J
igin (2.5) formiliyle verilmistir [11].

Teorem 2.2.5. A=(a

>

) n—kare matris olsun ve i—é<j+r

ij
i¢gin A'nin aij elemanlarini keyfi segelim. dl’dz"'°’dn—p’D1’
D2"“’Dn—p+1 (2.5) denkleminde verildigi gibi, hepsi sifirdan

farkl: ve p=min{(r,s) ise A’'nin geriye kalan elemanlari tek
yolla segilir. A—1 vardir ve iist—-r-bant ve alt-s-banttir [11].
ispat: Kabul edelim ki r¢s (r>s ig¢in de aymidir.)> ol-
sun. Y.Teorem 2.2.4'den, A'nin geriye kalan iist iiggen eleman-
larin: tayin etmenin tek yolu vard:ir. Syleki A, sifirlayan
ist-r-minérlere eahiptir. §$imdi r{q¢s olmak iizere (g herhangi

¥, ...kl

!‘." i3 -2 .o am -
k,n.ﬁ+¢4) mindrini géz oniine ala

bir tam say: 1¢{k{n—-q+1 i¢in A(
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lim. Bu minére ksrsilik gelen matris, A'nin sifirlayan iist-
r-mindrlerinin 8zelligini tasir. O halde Teorem 2.2.1 ve hi-

potezden sifir olmayan

a5 oka-1) _ D Piers vt Puagp 2. 169
K,...,k+#q-1] = "d_ d... ... 4 -1
’ k "k+1 k+q-p-1
. (s-1) _(5-1> (s~-1) _(s) _{(s> (3)
dir. dzellikle d1 ,dz ""’dn—s ,D1 ,D2 ”"'Dn—s+1 mi~

nérlerinin hepsi sifirdan farklidir. Buradaki iist indisler mi-
nérlerin mertebesini géstermektedir. Tekrar Y.Teorem 2.2.4 uy-
gulanirsa A'min geriye kalan alt iicgen elemsnlarinin tayini
tek yolladar. 6§leyse A sifirlayan alt-s—mindrlere sahiptir.

D .+ D ‘in hepsi birdean sifirdan farkl: olup Teo-

1 T2t
rem 2.1.1 'den A regﬁlérdir. 0O bhalde t»’&“1 vard:r ve [1,s.115]

dekl Teorem 2.1 'den ist~-r-bant ve alt-s-bant matristir.

n—-p+1

Sonug 2.2.1.,A=(aij) n-kare matrisinin (2p-1)-kisegen

-1

olmasi igin (1i-ji2p igin her a, =0) gerek ve yeter sart A in

i3
si1firlayan ist- ve alt-p-mindrlere sahip olmas:idir (11.

Sonug 2.2.2 A=(aij) n—kare matrisinin 4G¢lé bant mat-

ris olmas: i¢in gerek ve yeter sart Ahl in sifirlayan iist- ve
alt-Z2-mindrlere sahip olmasidar [1].

Tanim 2.2.2. T=(tij) n-kare matris olsun.Her i,] i¢in

tij=tj-i olacak sekilde t—n+1""’t0’t1""’tn~1 sayilar: var-
sa T'ye bir Toeplitz matrisi denir. Yani

T={t1_n ,...,t_1 ,to,tl,...,tn_ll
dir. .

Teorem 2.2.6. Kabul edelim ki

T=[t1_n ,...,t_1 ’to’tl""’tn—ll
s1firlayan ist-3-minérlere sahip bir Toeplitz matrisi ve

2 :

to. t__lt1 20
olsun (Yani T, 2-regiiler). Bu takdirde (t—1'to’t1'tz yeos ) di-
zisi '

[a, (ma+bdr, (mPatmbibIre, (moa+mebtmbibdiro, .. .1  (2.17)

olacsk sekilde a,b,m ve r kompleks sayilar: vardir [1].

ispat: Oncelikle a,b,m ve r ig¢in
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a=t_1
(ma+b)r=t0
(m?a+mb+b>r2=t1 2.18)

(m3a+m?b+mb+b)r3=t2

denklem sisteminin ¢ozimiinén wvarligin: goésterelim. Her Dbir
denklemi mr ile garpip bir sonraki denklemden gikarirsak
bréto—mrt_

2_, _
br -—t1 mrto
- 3

br =t2—mrt

1

1
elde ederiz. b'yi birinci denklemden ¢ekip 1kinci denklemde

yerine yazarsak

2 _ _ .
tor-mrot_ =t,-mrt,

elde ederiz. b'yi simdi de ikinci denklemden gekip iglinciide
yerine yazarsak 4
2 - —
tlr mr to—tg mrt1
buluruz. Elde edilen bu iki denklemden de m'yi yok edersek
2 2 2 s,
{to t—ltl)r +{t~1t2 totl)r+t1 totz—o

denklemini elde ederiz. Bu denklemi r’ ye gire gdzerek kikleri
r, va r_ seklinde tanimlayalim. O halde

+
Y, %
r,.r_ = -;2————;l- .12
0 1
A
olur. (2.18)'deki deferler {(2.19)' da yazilip sadelegtirilirse
r,.r_ =mr2

elde edilir. r+’ya karsilik gelen m deferine m
3111k gelen m degerine de m_

r, m, =r,_r_
r-—
m = - [}
+ r,

40 T 'ye kar-

diyelim. Bu takdirde

——  o——

.20



i3

oldugundan

Ty t
b, = T, -m a, b_= r_

olacaktir. Burada yine a=t_1dir. Simdi bulunan (a,r+,m+.b+) ve

- m a (2.21

f(a,r_,m_,b_)> gozimlerinin (2.18) denklemlerini sagladigim
gostereltl

oY %
to to t1 =0
1t %
olduzundan
2 2 _
(mi atm, bt +§;')r: —[mi (mt a+bt )rt +b: ry ]rt.
=(mt to +t0 “m, r, a)rt
=%, {r, #r )—t_1 r, r_
tl tz 'tl .2!
=t t—l t0 - % t0 tl
o to tl -1 tQ_‘. tl
1 % 1 0%
:1;1 ot
olur. Diger denklem igin de benzer sekilde saglama yapilabilir
Buradan (a,r,mb)=(a,r  ,m  ,b, ) alinirsa hipotezden
2 2
(m+ a+b+ )r+ (m+ atm, b+ +b+ )r+ to tl
= #0
a {m, a+b, dr, t_1 to

bulunur. Teorem 1.1.4'den elemanlar: (3.17) ile -1,0,1,2,...
olarak verilen bir Toeplitz matrisi sifirlayan iist-3-mindrlere
sahiptir. (t_l,to.tl,tz....) dizisi (2.17) ile ilk dért yerde
uyusur. Teorem 1.1.5'in teklik kism: dizinin her yerde uyusme-
sin: gerektirir. Bu da ispat: tamamlar.
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3. MATRiSLERiN iNVERSLERiNiN BANT OLMA SARTLARI

Teorem 3.1. A, herhangi bir singiiler olmayan n-kare
_a—1
matris, a22,a33,...,an_1.n_1 hepsi s;fxtdan farkl: ve R=A
olsun. 1=1,2,...,p; k=1i+1; J=1+2,1i+3,...,n iken

i k\_,(k 3
A(y J)?‘(x 3)=0
olmas: i¢in gerek ve yeter gart R’nin rij ve Tyy 1=1,...,p

ve j=1+2,...,n) elemanlar: sifir olacak gekilde ([2(n-p)-1]1-
bant olmasidir. Burada p, 1¢p¢n—-2 gsartinm1 saglayan tam sayi-
lardar,

ispat:

Gerek gart: i=1,2,...,p; k=i+l ve j=1+2,...,n i¢in

i K _ (k i)_' : _
'A(k j)'A ik =0 olsun. Bu takdirde R, rij ve rjielemanlar1 S1

fir olacak sekilde [(2(n-p)-ll-banttir. ispati indiiksiyonla ya-
palim.

p=1'ise i=1, k=2 ve j=3,...,n olsun. Bu takdirde
1 2y\_
az §)=o
olacaktir. Bu ise A matrisinde a,,ve azlelemanlarx bhari¢ ikin-

ci satirin birincl satirin lineer kombinasyonu olmas: demek-
tir. Yani v, € R olmak iizere

1
u N
241 212 213 *°* 234
a v.a v.a s V. O
a=l 721 Y1tz T1%as - ¥1%1n 3.1>
B
- -anl 1 J

olur. Burada 31 matrisi (n-2)x(n-1) tipinde bir matristir. Ani

minorini alirsak, bu minérde, ilk iki satirdan biri digerinin
lineer kombinasyonu olacagindan, agiklr olarak An1=0 olur. Ben-
zer gekilde A matrisinin ilk iki satirini ihtiva eden

AJ].:o <j=8,4,.qo,n) (302)

olacaktir. Ayni gekilde A(f §)=0 ise bu, A matrisinde all ve

2,, elemanlar: hari¢ son n-2 satirin ilk iki eleman:, 2. sati-
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L~

rin ilk iki elemaninin bir lineer kombinasyonu olmas: demektir
Yani v eR olmak iizere

1
211?12 P30 Pqq
221 822 B2z *° %2p
A=ivi8zy ¥i1%22 233 - 23,
1V1%21 V1222 %3 - g ,
olur. Bundan dolay: A'nin bu ilk iki siitununu ihtiva eden Alj
minérlerinin hepsi sifir olacaktir. Yani
A13=0 (§=3,4,...,m N (3.3
olacaktar.
p~1 __adja -
R=A == 3ath (3.4
oldujiu goz dniine alinirsa (3.2) ve (3.3) ifadelerinden
- -
sy Ti2 0 Y. KO
T21. T2z Tos T2n
R={0 r32 1:‘3:3 Tan (2.9
I_0 rn2 rnS L rnn‘ .
olur ki R, (2n-3)-bant matristir. O halde p=1 i¢in rij= rji=°

sart: saglanmis olur. Burada i=1 ve j=3,...,n dir.

p=2 ise i=1,2; k=i+1 ve J=i+2,...,n i¢in A(; 2) ve

A(g %)min&rleri sifirdir. A(

oclmasi: deme

k, A matrisinin

1
2

ilk

2

U satirinin,

i

.)ve A(2 3) mindrlerinin s:fir
i 3 i

bagtaki ikiser

eleman: hari¢ ikinci ve igiinci satirin birinci satirin lineer

kombinasyonu olmasi demektir. Yani AL €R olmﬁk iizere
%11 212 813 ®1n
821 V1212 V113 0 Y4B4a
A= 844 Ban V4Va84a AT (3.6
L] L] B
%n1 Zn2 2 i :
olmasidir. Burada B,, (n-3)x(n-2) tipinde bir matristir. Simdi
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A'nin ilk U¢ satirini ihtiva eden J=3,...,n ve j=4,...,n i¢in
Ajl ve Ajz minorleri sifir olacaktir. Yani
Aj1=0 (j=3,...,n) ve Aj2=0 j=4,...m) 3.7

dir. Benzer gekilde A(f ;) ve A(g ;)ndnﬁrleri sifir ise yine

A'nmin son (n—-3) satirinin ilk i¢ elemam: 3. satirin ilk i¢ e-

lemanxhxn bir lineer kombinasyonudur. Yani vi,véeR olmak iizere

844 212 213 814 '+ Byq
821 222 823 B24 °** B2q
v.a v.a a a . oa
A= 1721 1722 33 34 3n ¢3.8)
V1V¥2821 Y1V2222 V2833 Ba4 ' B4y
.Q . L] BS
L V1V2R21 V1V2222 V2233 i
olur. Burada B3 matrisi (n—-4)x(n—-3) geklinde bir matristir.
A'nin son (n~2) satirini ihtiva eden J=3,...,n ve j=4,...,n
igin Alj ve Azj mindrleri sifirdir. Yani
A1j=0, {j=3,...n) ve A2j=0, J=4,...n (3.9
dir. O halde (3.7) ve (3.9) ifadelerinden
riq ris 0 0 e 0
r21 r22 r23 0 “ e 0
0 r r r . o r
R= 32 33 34 3n 3.10)
0 0 Tas Tag *°° r4n
L0 0 rnS rn4 o rnn
olur ki R, (2n-5)-bant matristir. Burada p=2 dir. Dolayisiyla

r

i r
Yani i=1,...,n~-3; k=i+l ve j=i+2,...,n i¢in A(
sifair ise R,

31°°

sart: saglanmi3 olur,

S5-bant matris olsun.

ik
k i

p=n-3 i¢in iddia dogru olsun.

e a(: )

O halde p=n—-2 ig¢in R'nin 3-
bant oldugunu gosterelim. p=n-2 oldugundan i=1l,...,n-2; k=i+1

ve j=142,...,n olur. Simdi Aij ve Aji minérlerini yazalim. Aij

ve A

mindrlerindeki v

Ji

L 4

'Yy

€R ve 1=1,2,...,0~2 'dir. '



Ji

1=1,...,n-2;k=1+1, J=142,...,n i¢in A

1.

%1 212
221 %1%12
333 832
%41 842
341 842
3-1,1  23-1,2
341,11 3y41,2
n-2,1 2n-2,2
8-1,1 %p-1,2
251 %n2

satirdan sonraki ilk i satirinin son (n~i-1) elemani 1.

LR A Y

21,1-1

Y1%1,1-1

Viv2?1,1-1
3

© o81%621, 1-1

24,5-1

Y421, -1

¥1Y2%1, 3-1
3

s11%s21, §-1

22

21,141
V121,141
V1¥281 441
3
sglvsal,i+1"’
1-1
sglvsa1,1+1
aj—l,i+1 .
&a
§41,141
Bp-2,1+1
n-1,3i+1
&.n,i+1 C oo
214 24n
V1813 Y1%1n
Y1¥2%1,3 ¥1¥2%1,n
3 3
a21%s%1 s21%21n
i-1 1-1
sglvsalj sglvsaln
j-2 j-2 3.11)
119214 s¥1%e?1p
3
aj+1.3 ) sglvsaln
n-3
an-2,j sglvsaln
: n-2
21,5 ' &81%P1,n
anj ann

i
k

§)=0 oldugundan, A’'nin

sa~



tirin son (n~i-1) elemaninin lineer kombinasyonu olarak yazi-
labilecektir. Buradan her j-122 i¢in A minsri (3.11) ifade-—

B
siyle verilir. (3.11) determinantinda l.satirin v, katini 2.sa-
-, =2
tirdan, vi¥a katini 3. satirdan ve béylece davam ederek sglvs

katini (n-1). satirdan gikarirsak

%11 %12 P13 vt 21,1-1 21,141 ' %1,5-1 21 0 %1,n-1 21
by O 0 ... 0 0 ) 0 ...0 0
byy by, 0 ... 0 0 el 0 0  ...0 0
bt-l’l bi‘—l’z bi-l.s.. 0 0 ‘.§° ° LN ] 'o 0

A..=

3By By by .o by, 0 ) 0 ...0 0
bi41,1 Pis1,2 Pren,a Pusr,io1 O ... 0 0 ...0 0
Pa-1,1 Pn-1,2 Pn-1,3"" Pn-1,1-1 Pn-1,141° *Pp-1, y-2Pp-1,3° 0 0
%217 Za2  %p3 v %pi-1 %p,i41 '%,35-1 %ny 't%,n-1 %mn

elde ederiz.uAji determinantinda ilk (i+1) satiri g8z oniine a-
lalim. bi,i—l si1fir olacak gekilde (i+l1). satirin berhangi bir
katini i, satirda, sonra bi~1,i—2 si1fir oclacak gsekilde i.sati-
rin herhangi bir katini (i-1). satirda toplamak suretiyle bu
igleme Déylece devam ederek sonugta b32 elemany sifair olacak
sekilde 4. satirin herhangi bir katini 3. satirda toplarsak

2,4 a5 oo 24n
021 0 ‘o 0
- 31 o e e 0
Aji- c c 0
41 42 ¢
a 4 8. e a n
elde ederiz ki Aji=° dir. Yani i=1,2,...,n-3,n-2; k=i+l1 wve
j=i+2’ LR IR ,n i;inher
AJ1=0 . (3.12>

olur. Benzer gsekilde 1=1,2,...,n-2; k=1i+l1 ve j=i+2,...,n i¢in

a(% J)=0 1se A matrisinin ilk (§-1) satir: harig, som (n-J+1)



satirinin

lineer kombinasyonu seklinde yazilabilir.

ilk § eleman:,

(j-1), satirin

ilk j elemaninin bir
Buradan her i-j?2 i-

¢in Aij mindériinii yazarsak
241 242 - 23,1-1 - 't 21541
221 82 22,1-1 cee B354
v1821 Y1%22 33, 1-1 e 83 409
viV¥a85, ViValaa oo 8 41 e B sy
1-3 1-3
11%%21 MVl o 8i-1,4-1 ' B84 41
by y=l1-1 i-1 i-1
f1%e%21  sHi¥e%22 v &Mi-2%s %i-1,1-1 0 Pi41,4-1
i-1 J-1 j-1 j-1
fi¥e21  shiVeP2 vt Sli-2%%1-1,1-1 0 Sly2¥et141, -1
n-3 n—-3 n—-3 n-3
81%%21  oM1¥e?22 v gMi-2"eRi-1,i-1""" shj-2VsRi+1, §-1
n-2 n-2 y . n-2 n-2
817221 ol1%%22 v ehi-2eRi-1,i-1 ' ohj-2YsRi+1,3-1
23,341 2,n-1 %1n
a2,j+1 a2,n—1 82n
83,341 e 23,n-1 23n
84,541 e 2,01 %an
84-1,341 e 8-1,n-1 %i-1,n
3541, 341 8341,n-1 2i+1,n
8441, 541 e 84+1,n-1 2j+1,n
n-3
shy Vs By41,441 2,-1,-1 Zn-1,n
n-2 n-2 )
sgj vs aj+1,j+1 sgn—z vs an—l.n.-l ann

olur.

Bu determinantta son satirain —llv;_

o katima (n-1), sa-



tirda, -1/v: 5 v’ o katimi (n-2). satirda ve biylece devam e-

derek —1/vn_2 Va-3 Vo v, katimi 2. satirda toplarsak

2317 %12 3o 2451 % 1341 0 Pp2 21,01 21
0 0 Bpy e by Pagsr o Papa Byag by
6 o ... 0 -1,541 0 P5-1,0-2 Py-1,m-1 Py-1,n]
by 6 0 0 ... 0 L N N .
0 0 ... 0 . 0 P12 n-1 Pn-2.2
)] . 0 R + 0
n-1i,n
F Y .. @ * R | 3 Y
elde ederiz. Burada "#" isaretli yerler bundan &nceki Ajy de-
terminantinin son satir elemanleridir. Aij determinantinda son
(n—-3j+1) satiri gtz oniine alalim. bJ 341 eleman: sifir olacak

sekilde (j-1). satirin herhangi bir katini j. satxra,.bj+1’j+2

eleman: sifir olacak sekilde j. satirin berhangi bir katina
(j+1). satira eklemek suretiyle bu isleme bsylece devam ederek
sonugta bn—z,n-l elemany si1fir olacak sekilde (n-3). satirin
herbhangi bir katiny (n-2). satira eklersek

11 12 213 0 %14-1 %1341 1,n-1 in
A - * e v ¥ 8 8P Qe s 48 ¢ % R a e § % 4 6 4 T & T T TS 9NN e & 8 9 98 4 A 8 QAN O
i1, 0 0 ... 0 0 . 0 ¢
n"z,n
0 0 0 « 0 0 ®p-1,n
3 * L veo ¥ vee B L
olur ki A, =0 dir. O halde i=1,...,n-2; k=i+1 ve j=i+2,...,n
igir her
a,,=0 (3.13»

olur. (3.12) ve (3.13) ifadelerinden R matrisi 3-banttir ki
p=n-2 igin rij=rji=° dir. |
Yeter sart: Bger R=A Y, i=1,...,p ve j=i+2,1i+3,...,n

igin rij=rji=° olacak gsekilde (2(n-p)-ll-bant matris ise
i=1,...,p; k=i+1 ve j=142,...,n igin A(; §),A(§ :) 2-minérle-

ri sifirdir.Burada p, 1¢p¢n-2 sartini sag}ayaq tam sayilardar.
ispati indiksiyonla yapalim. p=1 olsun. Bu takdirde
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R, (Z2n-3)-bant ve r1j=rjl=0 alacakt:r. Burada j=3,...,n' dir.
Yani

1 2\ _ 2 3\_
a(3 1) =2 (3 )

oidufunu gostermeliyiz. invers determinantlar iginm iyi bili-

nen formilden [2,s.216]

R 1,2,4,...,3-1,3+1,...,n
1 2\ _,_.,1+] - 3,4,5, ...,3-1, 4 ,...,n
A (2 J) =(-1) detR 3.14

olur. (3.14) ifadesinin payindaki determinantin sifir oldufunu

gostermeliyiz. Bu determinant: agik olarak yazarsak

0 0 ... ©
R(1.3....,3—1,1+1....,n)= fa3  Tsa't Tan|_g
3‘4’.",3-1,j. LI ’n . LI I I B I L I B
rns rn4.0‘ rnn

olur ki, istenendir. p=p-3 ig¢in iddia dogru olsun. Yani invers

matries 5-bant matris olsun. R, 5-bant ise i=1,...,80-3; k=i+l
ve j=i+2,...n i¢in
i k _ X 3\ ._ .
A (k j) = A(i 1) =0 (3.15)

olsun. p=n-2 ise R, =0 olacak sekilde iglii bant matris-

rij=rji
tir. O halde A(: §)=A(: :\=0 oldufunu gésterelim. Yine invers
determinantlar ig¢in formiilden

R (1,....k—l,k+1,...,j-l,j+1....,n
A(i EY _(qy1Hd 1,...,3-1,4+3, ..., k-1 k+l,...,n
k 4 detR
olacaktir.
- 1,.».,k"l,k"’l..-.,3"1,3"‘1,...,&
o= (1'.....i—l,i-l-l,...,k—l,k-l-l,...,n) (3.16)
dersek
i k)__R
A(k j)-— Sla 3.17)

olur. R{x) determinantinda son (n-k-1) satir 1lineer bagiml:

oldugundan

R{ex)=0 (3.18)
olur. Benzer sekilde

- 1,...,1-1.i+1,...,k—l,k+1,..‘,n)

B= (1,....k-l,k+1,...,j—1,3+1,...,n 3.1

olarak alirsak
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kK 3\ __R(B)
A (} k) -azfﬁ‘ 3.20

elde ederiz. Yine R(8) determinantinda ilk (k-1 satir lineer
bagimli oldugundan

R{(8I=0 . (3.21)
olur. (3.18) ve (3.21) denklemlerinden

A (1 k) = A(k 3Y)=0 (3.22)

k 3 i k '

olur ki, istenendir.

Sonug¢ 3.1. i=1,...,p; k=141, j=i+2,...,n i¢in A(: :)
ve A(: :) geklinde sifir olan mindrlerin sayisa

. n-2 .
f(m, n)=2 sgm s (3.23)

formiiliilyle belirlidir. Burada 1l¢p¢n-2 ve m=n~p-1 sartini sag-
layan tam sayilardar.

ispat: ispat: p'nin degerlerine gére yapalim.

pP=1 ise m=n-2 dir. Bu takdirde matrisin bant sayis:
(2n-3) olup sadece A(; ?), A(f %) minérleri sifirdar. Bunlarin
sayis: ise j'nin alacaf: degerlerin sayisi kadar olup 2(n-2)
dir. (3.2%)_£ormﬁlﬁ g6z oniine alinacak olursa

. n-2

f{m, n)=£f(n-2,n)=2 sgn—z s= 2{(n—-27
olur ki dogrudur. Benzer gekilde p=2 ise m=n-3 olup bu durumda
R matrisi (2n-5)-bant olacafindan sadece A(; %), A(i ;)

A(g ?) ve A(gv g) minérleri sifirdir. Bir énceki hesaplama-
dan AG ?) ve A(? g) mindérlerinin sayisi 2(n~2)> 1idi. Benzer

sekilde A(g ?)‘ve A(g ;)minarlerinin sayis: da j'nin alaca-

g1 degerlerin toplam kadardir. O halde j'nin alacagi: deger-—

lerin toplami 2(n-3) olacaiindan sifir olan minér sayis:
2{(n-2+n-3)>=2(2n-5)

olacaktir. (3.23) formiiliine gére ise
. fim,n)=£f(n-3,n)=2 :gi_s s= 2{(n—-2+n—-3)
=2{(2n-5)
olur ki dogrudur. Biylece devam edersek
p=n-2 i¢in m=1 olacagindan R, iiglé bant matris olur. Bu tak-

dirde sifir olan A(: g) ve A(ﬁ i)ndnarlerinin sayi1si

v
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i1 k=2 j=3,4,...,n igin 2-2»
= k=3 ij=4,5,...,n igin Z2{(n-3»
i;n-2 k=£—1 j;n i¢in 2.i
olup i=1,...,n-2; k=i+l ve §=1i+42,...,n igin
2.142.2+....42(n=-32+2(n-2>=2(1+2+, .. +n-3+n-2)
n-2
=2 I, s (3.24)

olur. Formilden ise m=1 i¢in

n-2
£<(1,n)=2 9215 (3.25)

olur ki (3.24) ile (3.25) ifadeleri esittir. Dolayisiyla ispat
tamamlanmis olur.
Sonu¢ 3.2. i=1,2,..,p (1€¢p¢n-22; k=i+1l ve j=i+2,...,n

A (L )0 ve n (¥ I)=o

olmas: ig¢in gerek ve yeter sart A,  ,=A, =0 olmasidir.

iken

i3 "1
ispat:
Gerek sart: i=1,...,p (1¢p¢n-2); k=i+1l ve j=i+2,...,n
ig¢in .
i x\_ L A
A(k J)-OveA(i X =0
ise Teorem 3.1' den R=A-1 {2(n-p)-1ll-bant matristir. Dolayi-
siyla her lj—i!)lliqin rij=rji=° tdir.
R=A_1 -2djA
A deta
oldugu bhatirlanirsa Aij=Aji=° dar.
Yeter sart: i=1,...,p (1¢p¢n-2); k=1i+1 ve J=i+2,...,n
iken bher {1i-ji>1 idg¢in AiJ?AJi=0 olsun., Bu takdirde R=A—1

{2{n-p)-1l-bant mairis olacaktir. R [2(n-p)-1l-bant matris ise
yine Teorem 3.1'den i=1,...,p; k=i+1l ve j=i+2,...,n i¢in
i k\_ k j)=
e 52 (5 L)
dir. Burada 1l¢pt¢n-2 olacak gsekildeki tam say:ilard:r.
Sonug 3.3. Ezer A simetrik, singiiler olmayan,
1

&22, LY o’

a n-kare matris ise R=A ~'in (2(n-p)-1l-bant olmas: i-

n—1,n-1
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¢in gerex ve yete; sart 1¢p{n-2 olmek ilzere i=1,...,p; k=i+1
ve j=i+2,...,n ig¢in

Ay §)eo
olmasidar.

ispat:

tepat  igin A(: §)=o iken A(
nmiz yeterlidir. Yani

k

i :)=O oldugunu gosterme-

a a
A (f )=l 2 = (3.26)
i} jk :
oldufunu géstermemiz gerekir.

s (e §) =l WM 3.27
kk kJ
ye karsilik gelen matrise B deyip transpozunu alirsak
a a
BT =[a1k ak*1 (3.28)
ij kj T

olur. A’'nin simetrik "oldugu g6z Snine alinirsa (3.26) ile
(3.28)'deki matrisin detefmingﬁtxn1n ejit oldugu gorilir. O
balde Teorem 3.1' den ispat tamamlanmis olur.

Sonug 3.4. A, singiiler olmayan bir n-kare matris ol-
sun. R=A" ' olmak uzere R'nin, i=1,...,p (1¢p¢n-2), k=i+1 ve

J=i+2,1+3,...,n i¢in rij=° <rji=°) olacak gekilde iist (alt)-

{n-k+1)-bant olmas: igin gerek ve yeter gart A'nin A(: :
geklinde sifirlayan st (alt) -2-mindrlere sahip olmasidar.

ispat:
Gerek sart: R, rij=° <rji=0) olan iist (al®t)-{(n-k+1)-
bant olsun.
i=1 i¢in k=2 ve j=3,...,n olup R, iist-(n-1)-banttir. Ayn:
zamanda r1j=0’ dir. O halde invers determinant formiiliinden
- 144 R(;'Z’...’j—i’jjl.”"n) .
- + 22 .c--.j_-, ,-..,E
A (2 j) =(~-1) : prpry (3.29
olacagindan (3.29) formilinde
1,3,...,3-1,341,...,n
R ( SCRRRER g L ) =0 (3.30)
3,4.10"‘1-1’ J ,.-o,n

dir. Qinki (2.30) determinantinda ilk satir elemanlarinin hep-
si safardir.

! i=z1,...,0-2; k=i+1 ve j=142,...,n genel durumunda ise
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R (1,....k-1,k+1....,j—l,j+1,...,n)
A (1 B:)=(_1)i+j 1,...,4-1,4+1, ... k-1,k+1,...,n
k J detR

i k\_

Yeter sart: Teorem 3.1'in gerek sartindan agiktair.

Sonug 3.5. A=k63(&11,A22,...,Ann) blok késegen mat-—
ris, A'nin elemanlar: olan blok matrislerin hepsi kare matris,
en biyik boyutlusu pxp, her 1 (i=1,...,n) igin detd, 20 ve

ii
A matrisinin (A > ve (4 ) ninsrleri sifirdan farkl
PP PP 1p pp pl ° 1R :

olsun. Bu t#kdirde A—l vardir ve (2p-1)-banttir.

olur. Teorem 3.1'in gerek sartinin ispatindan A(

ispat: A matrisi blok késegen matris oldugundan de-
terminant: blok matrislerin determinantlar: (Laplace agili-

20
. - ii
oldugundan detA#0 oclup A 1 mevcuttur. A'nin kdsegeni iizerinde

mndan}? c¢arpimna esittir, Her i (i=1,...,n) i¢in deta

bulunan blok matrislerden en biiyiik boyutlusu p-kare oldujundan
A, (2p~l)-banttir. Blok kisegen matrislerin inversleri de

) A7t =kes AT, AL, ... ADD (3.3
sekiinde blok ktsegen oldugundan A_1 de (2p~1)—b$nttxr.

- +Sonug 3.6. O6zel olarak, A blok késegen matrisinde bii-
tiin bloklarin boyutlar: e3it ve p ise A ve A_l yine 2p-1)>-
banttir. p=2 durumunda A ve A-l iigli bant matristir.

Sonug 3.7. A, blok kisegen (2p—1)-bant matris olsun.
Bu takdirde A’'nin 6z deferleri blok matrislerin &8z degerleri-

nin cimlesinin bileskesine egittir.

ispat: :
det(&—lE)=det(A11-xE11).det(Azz-xEZZ)...det(Ann-XBnn)
oldugundan bloklarin &z deferlerinin ciimlelerinin bileskesi
A'nin 6z deferlerini verir. Burada i=1,...,n i¢in Eii’ Aii bo-
yutunda birim matrislerdir.
Teorem 3.2. A, i=1,...,n; J=1,...,n; 1i#j, J#n-i+1 i-

.¢in her aij=° ve a1n=an1=0 olacak gsekilde n—-kare meftris olsun.
Bu takdirde n?4 igin
i) n gift ise
n/2
detd=a,4120n 102 243%0-341, 0-1417%1, 0141 Zne141,1) 3032
ii)> n tek ise



31

= (n—-1)/2
deth=2112 n+1>/2, (n+1>/2 2an 1ﬁ2 B11 Bn-1+1,n-1+1

—ai,n-i+1 an—i+1,i) (3.33)
seklindedir.

iii) EgZer a,,veya a . elemanlarindan sadece birisi
si1firdan farkl: ise A'nin determinant degeri degismez.

ispat:

i) n?4 ¢ift say: olsun. Bu takdirde detA 'nin (ilk
satir ve siitunu harig¢) her satirinda {(veya siitununda) iki tane
sifirdan farkl: eleman vardir. O halde

844 0. e 0 0
0 8o o a2.n—1 o
detA=|. . .. :
0 an—l.z PN an—l,n—l 0
0 0 «oso O a
a s o con o 85 n-1
o aéé RN aS,n—z ¢
=211%nnf: : Y 4 : 3.34)
p 2p-2,3 ''°  2p-2,n-2
an—l,z ) I ¢ an—l,n-l

£3.34) determinantini 1. satir 1. siituna gére, elde ettigimiz

determinantlar: da son satir ve son siituna gére acgip

a%aj48:y @33 25 9. 0-1 ~ %2,n-1 %p-1,2
dersek
aés 0 .0 0 .0 | a3,n—2
0 By, .0 0 XL PR 0
deth=a|0 O a2z Bus2, (e2ys2 ree0 °
¢ O Az, a2 Bas2isz, ez 00 o
an—2{3 0 .0 0 .0 °n—2,n—z

olur. Bu determinanti da (3.34) de oldugu gibli agmaya devam e-

dersek sonugta

deth=a, a (858, 4 n-1

-a
2, n-

) (a

1 2p-1,2 33%p-2,n-2



%
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..

“83 n-2 2p-2,3 B n-23/2, (n-2>/2 P(n+2>/2, (0441 /2

"B n-2)/2, (n+4)/2 2(n+4)/2, (n-21/2 B
olacaktir. Burada

2nr2,n/2 Bn/2, (n42>/2

2(n+2)/2,n/2 2(n+2)72, (n42)/2
dir. O halde B determinanti agilirsa
detA=a, 1800 922%-1,0-1 “%2,n-1 %p-1,2” 33%r-2,0-2723,0-2 %n-2,3""""
@pr2,n/2 22272, (42372 “2n/2, (2372 2t2)/2,0/2
gekline gelir. Bu da
n/2

deth=a;;%mm 1l

@iy B, 441, n-1+1 24, n-i+41 2n-i+1,1’

demektir.
ii)> n?5 tek say: olsun. Bu takdirde

»

&11 0"' “« a8 o o e 0 0
o a22 e N 0 o LY 62’ n-l o
deta=|® ° "B a2, a2 0 0 0 0
0 “n—1.2 oo O 0 ... an—l.n—l 0
0 0 . 0 0 ... 0 a .
.,0lur. Buradan 2=8442 (111372, (n+1>72 2nn dersek
a22 o - ‘. 8 & 0 az’n-l
0 833 e aS,n—z 0
detA=al. I : : (3.35)
° 2p-2,3 "' %p-2,n-2 ©
an_l’z 0 LR} 0 .an_l’n_l

olur. Yine (3.35)' deki determinantta her satirda (veya siitun-
da) 1ki tane eleman sifirdan farkli: ve (n-3)x{(n-3) tipinde
(3.35)'deki determinant ile (3.34)' deki determinant aynidair.
O halde



datA=a (a a -a a Ya a -a a Y. ..
22 n-1,n-1 2,n-1 1n-1,2 33 n-2,n2 3,n-2 n-2,3

(a a -a a )
(n-1>/2, (n-1)/2 (n+3)/2, (a+3)/2 (n-1)/2, (a+3)/2 <(n+3)/2,(n-1372

clacaktir. Dolayisiyla

{(n-1>/2

bulunur. Bu da iddiayi dojrular.

ii1i) A matrisinde sadece a,,veya a_ ., farkl: sifir ise

determinant, n'in tek veya ¢ift olmasina gére (3.32) veya
€3.33) ifadelerinden birisi olacaktir. Mesela ain#O ve n?é4
¢ift say: olsun. Bu takdirde

&11 0 “ o 0 y aln
’ ° 222 1:° %21 O
detA=|: : : :

0 ’n-z,z w. . an—l,n—l e

0 0 o 0 & n

a22 0 vee @ a2.n—1 0

. |0O 855 . as’n_2 0 4]
detA=a11 N . : . v (3.36)

an—1.2 0 0 an-l,n—l 0

0 0 0 0 ann

olup (3.36) determinant: ' son satir ve son siituna giére agil:ip
(3.34) ifadesiyle karsilastirilirsa iki ifadenin ayn: oldugu
goérilir ki bu da iddiay: dogrular. anlto olmas: hali de benzer
sekilde gésterilir.

Simdi n25 tek sayir ve alnto olsun: Bu durumda



o ..

0

all 0 . 0

0 a22 . 0

deti={ b ;
T T+ /2, (nt1) /2

amq’z...o

0 0 «es O

0 ...
o e

0

0

22, n-1

0

in

2n-1,n-1
0

a
nn

olacagindan determinant $nce 1l.satir 1l.siituna gére agilip elde

edilen determinant da

agilirsa

detd=a,,a . .1y/2, (a+13/2

o s e

0

0

0

e 83 049 Y
ee Bg.n- 0
LN ° ann

(n+1)/2. satir ve (n+1)/2. siituna gore

elde edilir. Bu son ifadedeki determinant tekrar son satir ve

‘son siituna goére agilirsa

detA=a

11 241372, (@172 2mn

a22 0 4
0 . a33 .
0 an-ZAS

an~L2 0 .

P O

3,n-2

N o

n-2,0-2
0

82,n-1
0

o.oo

8h-1,n-1

olur. Bu ifade ile (3.35) ifadesi kargsilastirildiginda ikisi-

nin egit oldufu gérulir ki istemendir. anlto olmagg durumu da
benzer gekilde gosterilir.
Ornek 3.1. A matrisi
3 1 2 -3 -2 1°
2 1 2 -3 -2 1
-2 -1 52 -13 -2 21
A<l 3 -16 -3 -2 1 3.37
2 1 -12 -1 24 8
L 4 2 -14 -32 5 9
geklinde 6x6 matris olsun. A matrisinde, 3=3,4,5,6 i¢in
A(; ?):o ve A(2 %)=o ? (3.38)




dir. O balde &~}
~1 -1 4] 0 0 0 I
-2 3.141468 -0.056172 -0.045076 0.104022 -0.083218
-1 0 0.182385 -~0.006241 -0.060564 0.011558 -0.009246
A" = ¢ -0.104022 0.014615 0.060196 0.004486 -0.033219
0 0.187240 -0.022602 -0.084896 0.048715 -0.001935
L 0 -0.443828 0.067293 0.177000 -0.016250 -0.001815
geklinde olup 9-banttir. A matrisi
r3 1 2 -3 -2 1]
2 1 2 -3 (-2 1 ‘
a2 12 -3 -2 1 (3.39)
6 3 -6 B 7 2
2 1 -2 3 4 8
L 4 2 -4 1 5 9

geklinde ise A matrisinde

ayrica j=4,5,6 igin

(3.38) mindrleri yine sifirdir ve

2 3\_ 3 3\_
A(3 j)--o ve A(z 8)-o (3.40)
olup A™}
1 -1 0 0 0 0 T
-2 2.500000 -0.500000 ] 0 0
-1 0 0.250000 1.143617 0.648936 0.585100 -0.8191489
A= 0 0 -0.659574 -0.276596 0. 127660 0.021277
0 0 1.744681 0.957447 0.404255 -0.765957
L 0 0 -0, 276596 -0.212766 0.021277 0.170213.
seklindedir. O halde A_l 7-banttir. A matrisi
3 1 - 2 -3 -2 1
2 1 2 -3 -2 1
-2 -1 2 -3 -2 1
A= 6 3 -6 -3 -2 1 {3.41>
2 1 -2 -1 4 8
L 4 2 —'4 -2 5 9 -
seklinde ise A matrisinin, (3.38) ve (3.40) mindrleri sifir-
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dir. Bunlarin yani sira j=5,6 i¢in

3 4)_ (4 3)=
A(4 j)-o, A 3 2 0 (3.42)
olup A—l
1 -1 ' 0 0 0 0 7]
-2 2.500000 -0.500000 0 0 0
-1 0 0. 250000 -0.125000 -0,125000 1] 0
A= 4] 0 -0.250000 -0.112069 0.793104 -0.689655
o 0 0 -0.241379 -0.862069 0.793104
. 0 0 0 0.103448 0.555173 -0. 482759,
geklindedir. Agiklr olarak A—l 5-banttir. Son olarak da A,
- 3 1 2 -3 -2 1 7
2 2 -3 -2 1
=} "t 2 =3 -2 1 (3.43)
. ) 3 -6 -3 -2 1
2 1 -2 -1 3 1.5
L 4 2 -4 -2 6 e

geklindé ise A, (3.38), (3.40) ve (3.42) ifadelerini sagladig
gibi

4 5\ 5 6)_ |
“(5 6)-0, A(4 5)--o 3.44)
i1fadesini de saglar. O halde A %
F1 -1 0 0 0 0 -
-2 2.500000 -0.500000 © 0 0
| o o0.280000 -0.125000 -o0.125000 o 0
A7=1o o -0.250000 -0.022727 -0.181818 0
o 0 0 -0.090909  0.189324  0.041667
0 o 0 0 ~0.166667  0.833333,

olup A-l igli bant matristir.
Simdi de inversi (2(n-p)-1ll-bant olarak verilen mat-
riste

i x\_ k J)_
A(k J)-o ve A(i I)=o (3. 45)

oldugunu goésterelim. Burada i=1,...,p; k=i+1, j=i+2,i+3,...,n
ve l¢p¢n-2' dir.



=) 2 0 0 0]
3 4 5 6 2
A=l 0 2 -7 4 1
0 4 S 6
LO 7 1 3 2.
verilirse
" 0.188991 0. 018349 0. 007339 0.018349 -0.077064]
0.027523 -0.045872 - -0.018349 -0.045872 0.192661
Afl= -0.041073 0.068454 0.095695 -0.008469 -0.004799
-0.106704 0.177841 0.101905 -0.052929 -0.070007
. 0.084263 0.140438 -0.040790 0.244178 -0.071701
olur. Buradan 1i=1,k=2 ve j=3,4,5 i¢in A_1'in (3.45) denklem~
lerini sagladig: kolayca goriilir.
5 2 0 0 0]
3 4-'' 5 o 0
A=} 0 2 -7 ‘} i
0 0 2 5 6
X)) 0 1 3 2.
verilmizse
C 0.263822 -0.106370 -0.051082 0.033053 0. 003005
-0. 159555 0.265926 0.127704 -0.082632 -0.007512
A-1= -0.030649 0.051082 -0.071514 0.046274 0.004207
» 0.024339 -0.040565 0.056781 0.139724 -0.032752
L 0.007212  -0.012019 0.016827 -0.069712 0.175481
olur ki A_l'in i=1,2; k=i+l ve j=i+2,...,5 igin (3.45) denk-

lemini sagladigi, basit bir hesaplama ile gésterilir.

5 2 0 0 0]

3 4 5 0 0
a=lo0 2 -7 4 o
6 0o 5 6 1

0 0 o0 2 6

olarak verilmisse




elde edilir. Yine burada A

i¢in (3.45

geklinde 6x6 matris olsun.

detA=a11

=a;412g6 822 255 “235 853

p)

[ 0.246383
-0.115958
-0. 055064
0. 048586

-0, 016195

3 0
0 5
0 0
0 0
o -2
L O 0

3
a

~-0. 077305
0.193263
0.091773

-0. 080976
0. 026992

1

0 0
0 0
3 4
7 1
0 o
0 o

'in

-0. 036709
0.091773
-0. 051303
0. 045347
-0.015116

6o 0]
-2 o
0 0
0 0
1 o
0 9.

) (a

=3.9[5.1-(-2). (-271(3.1~-4.7)
=27 (5-4) (3-28>

=27.1. (-25)

=~675

olur.

ornek 3.3. A matrisi,

geklinde olsun.

deti=a

3 0
0 1
0 0
0 3
L0 0

2

0 0
0 1
4 .0
0 1
0 0

9

o O ©

9

n=5 tek say: oldugundan

i=1,2,3;

0.025912
-0.064781
0.036277
0.144461
-0.048154

-0.004319

0.010797
-0. 006046
-0.024077

0.174692)

W
)

k=i+1 ve j=i+2,...,5
denklemini sagladifi kolayca gésterilir.
ornek 3.2. A matrisi

66 102 1425 341, n-141721, n-1+1 Zn-1+1,1

33 244 %34 P43

n=6 ¢ift say: oldugiundan

p]

)

11255 192 @332 341, n-141 21i,n-1+1 Pn-1+1,1’

=a,1833855 805 84 By 2430

!



olur.

=3.4.92(1.1-1.3)>
=108. (-1
=-~216

39
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