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Zincirler genellikle degisken yiik altinda, titregimli ve darbeli olarak galigirlar.
Zincirlerin en zayif elemanlan baklalar ve rulolardir. Baklalarin, kesit degigim
bolgelerindeki kritik noktalarda gerilme yig1imalan ve bu yiizden bu bélgelerde plastik
deformasyonlar ve catlamalar olmaktadir. Boylece zincirlerin yorulma &miirleri
kisalmaktadir. Dolayisiyla baklalardaki gerilme dagilimi bulunmali ve kritik noktalar
tespit edilmelidir.

Bu ¢aligmada bifleks digli zincir baklalarinda gerilme analizi yapilarak kritik
bolgeler tespit edilmig ve gerilme dagilimlan incelenmigtir. Bir zincir sisteminin
omriiniin artirilabilmesi ve daha biiyiik yiikleri tagryabilmesi igin ¢aligma yiiklerine zit
yonde kalic1 gerilmeler olusturulmugtur. Bu amagla elasto-plastik gerilme analizi
yapilmugtir.

. Problemin ¢6ziimii igin sonlu elemanlar metodu kullamlarak bir bilgisayar
programu gelistirilmigtir. Bu program ile gerek elastik bolgedeki, gerekse plastik
bolgedeki gerilmeleri hesaplamak miimkiindiir. Plastik bolgedeki gerilmeleri bulurken
von Mises akma kriteri kullanilmigtir. Sonuglar tablo ve grafikler halinde verilmigtir.
Ayrica epoksi malzemeden zincir baklasi1 numunesi hazirlanarak, fotoelastik metotla
deneysel olarak gerilme dagilimi incelenerek, teorik sonuglarla kargilagtnlmugtar.

Anahtar Kelimeler : Bifleks digli zincir baklasr, elasto-plastik gerilme, gerilme
yigilmasi, yorulma dmrii, artik gerilme, sonlu elemanlar metodu, fotoelastik metot.
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Power chains usually work under variable loading and with vibration and
impact components. Because of these severe working conditions, chain life is limited
by the fatigue, and the chain plates are the weakest elements in many cases. The plates
fail because of high stress concentrations at the critical points of the pitch holes. Stress
distributions on the plates must be analysed and the critical points determined.

In this presented study, elasto-plastic stress analysis have been done on biflex
silent chain plates and the stress distributions examined. If the stresses at the critical
points can be reduce by reverse residual stresses, the chain life will be increased and
the load capacity will be improved.

To solve the problem a computer program was developed by using FEM. This
program is aplicable both elastic and elasto-plastic problems. The points in which
plastical deformations are occured, were determined by von Mises yield criterion. It
was found that, a considerable improvement of load capacity can be obtained. The
obtained results are given in tabulated and graphical form.

The stress distribution is also found from photoelastic method experimentally.
Thé results are compared with those obtained FEM. -

Key words : Biflex silent chain plate, elasto-plastic stress, stress concen-
tration, fatigue life. residual stress, finite element method, photoelastic method.
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1. GIRIS

Zincirler yiizyillardan beri kullaniimaktadir. Bu alanda binlerce gelisme olma-
sina ragmen c¢alisma sartlarimn siirekli degismesi zincir iiretiminde ve giivenilir
olmasinda ihtiyaglan artirmugtir. Bilinen en eski zincir tipi yuvarlak baklali zincirlerdir.
Gemi capalari, vingler ve benzeri yerlerde daha gok yuk tagimak amaciyla kullan:-
labilen bu tip zincirler hassas yerlerde pek kullamilmazlar. Makina imalinde genis ¢apta
mafsalli zincirler kullanilir. Mafsalli zincirlerin endiistride 6nemi XIX. yiizyil
baglarinda André GALLE tarafindan yapilan zincirle artrgtur.

ABD, Almanya, Japonya ve Tiirkiye gibi ¢cogu iilke, ulusal zincir standartlarim
yayinlamigtir. Mesela ANSI B. 93, DIN 8150, JIS B. 1801 ve TS 2755 bunlardan
bazilandir. S6zkonusu standartlar, ISO teknik komitesinin tavsiyesine gore hazirlan-
digindan birbirine benzerdir. Standartlarda transmisyon zincirlerinin ve diglilerinin
boyut, tolerans ve mekanik Ozellikleri, yaglama durumu ve diger kullanma sartlan
belirtilmigtir. | |

Zincirler tek ve gok sirali olabilirler. Tek sirali-bir zincir, birbirini izleyen ig ve
dis baklalardan olugur. Cok siral: zincirler de sayilan 12°ye kadar ulagabilen tek sirali
zincirlerin birlegtirilmesiyle olugturulur. Genellikle degisken yiik altinda, titresimli ve
darbeli olarak ¢ahsan zincirlerin ¢ok iyi yaglanmalan gerekir. Caligma sartlarinin bdyle
olmasindan dolay: zincir 6mrii yorulma ile simirhdir. Cok sirali zincirlerde yiik
dagiliminin iiniform olarak saglanamamasi da yorulma émriinii kisaltan faktorlerden
biridir.

Kin ve Dubrovsky (1986), zincir baklalarinin yorulma mukavemetini artira-
bilmek ve bu sayede aym giicii daha az sirali ve daha hafif zincirle aktarabilmek



maksadiyla yaptiklan deneysel galigmalardan oldukca olumlu neticeler elde etmiglerdir
[41]. Bu iki bilim adamu, iizerinde ¢aligtiklan yeni tip zincir baklalannin, konvan-
siyonel baklalara kiyasla daha hafif ve daha mukavemétli oldugu sonucuna varmus-
lardir. Fakat ¢caligmalarini sadece rulolu zincirler iizerinde yogunlagtirmuglardir.

Peeken ve Coenen (1986), yag viskozitesinin ve gesitli katki maddelerinin
rulolu zincirlerin aginmas: {izerine etkilerini aragtirmuglar ve zincir mekanizmalari igin
optimal yaglama sartlarini tespit etmeye ¢aligmiglardir [68,69]. Tomashuns (1985),
rulolu zincir mekanizmalarinin geometrik hesabiyla ilgili yeni bir metot geligtirmigtir
[87). Hollingworth ve Hills (1986), gelik pernolu zincir mekanizmalarinin teorik
verimleri ve montaj esnasinda ortaya ¢ikan kuvvetler tizerinde ¢aligma yapmiglardir
[35,36]. Naji ve Marshek (1984), rulolu zincir diglilerinin basing agilarinin analizini
yapmuslardir [57,58). Fawcett ve Nicol (1980), sabit hiz ve yiikte galisan rulolu zincir
mekanizmalarinin titfe@nlerini incelemisler, bu titre§inﬂcrin ve sesin dnlenebilmesi
icin aragtirmalarda bulunmuglardir. Ayrica rulolu zincir mekanizmalarinda digrulo
carpigmasina yaglamamn etkisini incelemiglerdir [25,26].

Chew (1985), rulolu zincirlerin ¢arpisma siddetine ataletin etkilerini aragtir-
mugtir [17]. Antonescu ve Dix (1975), rulolu zincir baklalarinda gerilme dagilimini,
liggen eleman kullanarak sonlu elemanlar metodu ile bulmug ve fotoelastik sonuglarla

-uyum igerisinde oldugunu gdstermiglerdir [3,4,5,6]. Eldiwany ve Marshek (1984),
zincir ve digli iizerindeki yiik dagilimlarini ve yaglamanin etkisini deneysel ve analitik
olarak incelemiglerdir [24]. Mamed-Zade (1979), zincir baklalarinin ortasina ilave
kiigiik delikler agarak gerilme dagilimindaki degisimi deneysel olarak aragtir-
mustir [50].

Chen ve Freudenstein (1988), rulolu zincir mekanizmalarimn tam bir kinematik
¢Oziimiinii elde etmeye caligmuglardir [16]. Wang ve ark. (1989), rulolu zincir meka-
nizmalarinda zincir atmas: olay: iizerinde galigma yapmuglardir [97]. Sueoka ve ark.
(1989), yatay olarak gerilmis bir rulolu zincirin lineer olmayan harmonik ve parametrik
rezonanslarim aragtirmiglardir [80]. Naji ve Marshek (1989), rulolu zincir baklalarinda
hatve boglugunun kuvvet dagilimina etkilerini aragtirmiglardir [59]. Bucknor ve
Freudenstein (1992), evolvent dislilerle es caligan salincak pimli digli zincirlerin kine-
matik ve statik kuvvet analizini yapmuglardir [14]. El-Shakery (1992), rulolu zincirler

ve diizlemsel mekanizmalardan olugan kombine sistemnlerin kinematik analizini



yapmugtir [23]. Wang ve ark. (1992), rulolu zincirlerin eksenel hareketleri esnasindaki
titregimleri ile ortayei cikan darbelerin giddeti ilé ilgili bir makale yayinlamagtir [96].
Veikos ve Freudenstein (1992) tarafindan yayinlanan bir makalede ise rulolu zincir
mekanizmalarimn dinamik analizi yapilmugtir [91]. Furleigh ve Claar (1991), fleksibil
elemanl yilankavi mekanizmalann analizi ile ilgili bir CAD y6ntemi vermiglerdir {30].
Conwell ve ark. (1992), rulolu zincir mekanizmalarindaki yiikleri belirlemekte
kullanilan bir makinanin tasarimini ve iiretimini yapmuglardir. Ayni1 makina ile, rulolu
zincir mekanizmalarinda rulonun digliye oturmasi esnasinda olugan darbe kuvvetini
aragtirmuglardir [18,19]. Baranyi (1992), rulolu zincir kuvvetlerinin hesabu ile ilgili bir
makale yaymlamgtir [8].

Sonlu elemanlar metodu fizik ve miihendislikteki diferansiyel denklemlerin
¢oziimiinde kullanilan bir niimerik prosediirdiir. Metot, 1950°li yillarin ilk yarisinda
uzay ve havacilik endiistrisinde dogmus ve ilk 6nce Turner ve ark. (1956) tarafindan
yayin olarak sunulmugtur [89]. Bu yaynlar difer aragtirmacilar: tegvik etmig ve
metodun yap1 ve kat1 mekanifine uygulanmasinin gesitli makalelerde tartigiimasi
sonucunu dogurmustur. 1963"te Melosh, sonlu elemanlar metodunun, iyi taninan
Raleigh-Ritz prosediiriiniin gergek bir varyasyonu oldugunu gsteren Snemli bir teorik
makale yayinlamigtir [53]. Sonlu elemanlar metodu ile Ritz metodu esas olarak
denktirler. Her iki metot da yaklagik bir ¢oziim bulabilmek igin baglangig noktas:
olarak bir yaklagik fonksiyon seti kullanirlar. Yaklagik fonksiyonlarin lineer kombi-
nasyonlarim alirlar ve bunlarla verilen bir fonksiyonel kararlilig: saglamaga galisirlar.
Metotlar arasindaki temel farklilik, sonlu elemanlar metodundaki kabul edilen yaklagik
fonksiyonlarin biitiin ¢oziim bolgesi lizerinde tanimli olmasinin ve sinir sartlarini
saglamasinin gerekmemesidir. Fakat yalmizca baz: siireklilik sartlarini saglamasi
gerekir. Ote yandan Ritz metodu ise biitiin bolge iizerinde tamimli fonksiyonlar
kullanir. Sadece basit geometrik gekle sahip bolgeleri inceleyebilir. Sonlu elemaniar
metodunda da benzer geometrik sinirlandirmalar vardir. Fakat sadece elemanlar igindir.
Basit sekiﬂi elemanlar birlestirilerek ¢ok karmagik geometriler elde edilebileceginden
sonlu elemanlar metodu, Ritz metodundan gok daha kullamghdur.

Yap1 problemlerinde sonlu elemanlar metodu, sistemin potansiyel enerjisinin
minimizasyonu ile elde edilen bir lineer denge denklem sistemi olugturur. Sonlu

elemanlar metoduyla minimizasyon prosediiriiniin birlegtirilmesi, onun diger miihen-
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disl.ik alanlarinda kullanilmasim saglar. Metot, Laplace ve Poisson denklemleri ile ifade
edilen problemlere uygulanmugtir. Ciinkii bu denklemler minimizasyon ile fonksiyonel
olarak yakindan 11g1hd1r Zienkiewicz ile Chéung (1965), Visser (1965) ve Wilson ile
Nickell (1966), yaylﬁladlklan eserlerde sonlu elemanlar metodunun kondiiksiyon 1s1
transferine uygulanmasin1 gostermislerdir [102,92,99]. Bunun hemen ardindan
akigkanlar mekanigine uygulanmas: gelmistir. Szabo ile Leé (1969) ve Zienkiewicz
(1971) gibi aragtirmacilann, yapt mekanigi, 1s1 transferi ve akigkanlar mekanigi ile ilgili
eleman denklemlerinin Galerkin metodu veya en kiigiik kareler yaklagimi gibi bir
prosediirle de elde edilebilecegini gostermesi ile sonlu elemanlar metodunun uygulama
alani daha da geniglemigtir [82,103]. Bu sayede sonlu elemanlar metodunun herhangi
bir diferansiyel denkleme uygulanabilmesi miimkiin olmustur. Sonlu elemanlar
metodu, yap1 problemlerini ¢dzen bir niimerik prosediirii, bir diferansiyel denklemi
veya denklem sistemini ¢zen genel bir prosediire.dtinii§tﬁriir. Bu geligme yiiksek hizl
dijital bilgisayarlarin destegiyle 15 yillik bir zaman dilimi igerisinde olmusgtur. Sonlu
elemanlar metodunun ana fikri su sekilde ifade edilebilir:

"Sicaklik, basing veya deplasman gibi herhangi siirekli bir nicelik, sonlu sayida
pargaiardan olugan ve bu pargalar iizerinde tamml pargals siirekli fonksiyonlar ailesinin
olusturdugu bir model olarak kabul edilebilir."

1960 tan beri hizhi bir gelisme gostererek uygulamada kendine hakl bir yer
edinen sonlu elemanlar metoduyla yapilan ¢aligmalar giin gegtikge artmig, bu metotla
ilgili binlerce makale ve ¢ok sayida kitap yayinlanmug, gesitli konferanslar diizen-
lenmigtir. 1970°li yillarin ortalanindan bu yana, konuyla ilgili bilgisayar programlar da
hizla geligtirilmis ve bilgisayar destekli tasarmun (CAD) fevkalade gelismesinde Snemli

rol oynamusgtir.

1:1. Amag ve Kapsam

- Zincirlerin en zayif elemanlan baklalar ve rulolardwr. Baklalar, deliklerin ve
kesit degisim bolgelerinin kritik noktalarindaki gerilme yigimalanndan dolay: hasara
ugrarlar. Bu ylizden gerilme dagilimu ve kritik noktalar saghikli bir gekilde belirlenmeli
ve gereken onlemler ona gére almmaldir. o



Transmisyon zinciri baklalarinda olugan gerilmeleri bulmak igin genellikle iki
yol izlenir. Birinci yolda zincir baklasi, kalin egrisel konsol kirig olarak ele alinir [5].
Bu sekilde bir yaklagim ancak belirli kritik kesitlerin incelenmesine imkan verir. Ikinci
yolda ise Lamé'nin diizlem gerilme modeli kullanilir. Bu yolla biitiin bakla tizerindeki
gerilme aagilimum clde stmek miimkiin olur.

Yapilan yayin taramasinda bifleks digli zincirlerle ilgili herhangi bir yayina
rastlanmamustir. Bunun yaninda diger transmisyon zincirleri ile ilgili bir takim galig-
malarin oldugu saptanmugtir.

Bu caligmada, bifleks digli zincir baklalarinda yorulma omriinii ve bakla
mukavemetini artiracak gekilde artik gerilmeler olugturmak amaciyla elasto-plastik
gerilme analizi yapilmugtir. Plastik sekil vererek olusturulan artik gerilmelerin muka-
vemete olan etkisi aragtinlmugtir. Elasto-plastik analizin yaninda hem niimerik ve hem
de fotoelastik yollarla elastik gerilme analizi de yapilmustir. Bunlarin yaninda rulolu
zincir baklalarina ait elastik gerilme dagilimlari bulunmusg ve literatiirde verilen ¢dziim-
lerle kargilagtirma olanag: kullandmigtir. Ayrica fotoelastik modelden elde edilen
sonuglarla da kiyaslama yapilmugtir.

Teri teknoloji ile yapilan miihendislik iiretimleri {izerindeki ekonomik baski
stirmektedir. Sonlu elemanlar metodunun, tasarimlarin ilerlemesindeki ivmelendirici
roliinii oniimiizdeki yillar gosterecektir. Siiphesiz ki sonlu elemanlar metodu,
miihendislik problemlerinin analizinde kabul gérmiig bir vasita olmustur. Bizim
caligmamizda da problemin ¢dziimiinde sonlu elemanlar metodundan yararlamimug ve
gerek!i bilgisayar programm geligtirilmigtir.

Sonlu elemanlar metoduyla problemleri ¢ozerken birgok degisik elemandan
yararlanilabilir. Caliymamuzda ise lineer ii¢ diigiimlii ficgen elemanlar kullaniimugtir. Bu
elemanlar gesitli sebeplerden dolay: yaygin olarak kullanthirlar. Teorik olarak basit-
tirler. Diizensiz sinirlara istendigi gibi uydurulabilirler. Diger bir 6nemli sebep ise bu
elemanlar i¢in yapilmug birgok hazir bilgisayar programinin bulunmasidir. Yiiksek
mertebeli elemanlarla ¢aligmak istenirse islemleri cok karmagik hale getiren niimerik
integrasyona ihtiyag duyulmaktadir [76].

Lineer enterpolasyon fonksiyonlarinin belirli bir dezavantaji, gradyenlerinin x
ve y nin bir fonksiyonu oiarak elde edilememesidir. Gradyen veya gradyene bagh
herhangi bir biiyiikliik, bir eleman iizerinde sabit degére sahiptir. Istenen biiyiikliigiin
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bir diigiim noktasindaki degerini elde edebilmek icin degisik ortalama bulma teknikleri
kullanilmugtir. Mesela bunlardan birisi, diigiim noktasin1 ¢evreleyen herbir elemandaki
gradyen degerlerinin ortalamasim: kullanir. ﬁﬁgﬁm noktalarindaki eleman bilegkelerini
bulmak i¢in en dogru yol, birlesik yaklasim teorisini (conjugate approximation theory)
kullanmaktir [62]. Bu teori, skaler veya vektorel bir biiyiikliik i¢in eleman bileske
degerlerini, yaklagim polinomuna uygun olarak elde eder. ’

. Elasto-plastik gerilme analizi yaparken gerilme-sekil degistirme egrileri igin
verilmis olan ampirik denklemlerden yararlanilmigur. Akmanin bagladi1 gerilme
seviyesini belirlerken de von Mises akma kriteri goz6niine alinmgtir,

Gerek elastik bolgedeki, gerekse plastik bolgedeki gerilmelerin bulunmasinda
kullamilmak {izere "Microsoft AmigaBASIC" kodlama dilinde bir bilgisayar programu
gelistirilmis ve aragtirmacinin kisisel bilgisayarinda ¢aligtirlmigtir. Programin dogru
sonuglar verdigi, kesin ¢8ziimii bilinen problemlerle kanitlanmigtir, Hazirlanmug olan
program, her tiirlii diizlem gerilme problemlerine uygulanabilecegi gibi, diizlem sekil
degistirme problemlerine de uygulanabilir. Bununla beraber, malzeme 6zellikleri
matrisi tanimlandig: taktirde kompozit malzeme problemlerine de uygulama olanag

vardir.



2. ZINCIR MEKANIZMALARI

Kuvvet makinalarinin nominal devir sayilarina karsilik gelen giigleri sabit
oldugundan agisal hiz degismedikge déndiirme momentleri de sabit kalacaktir. Ama
makinalarda, gesitli galisma sartlarina gore degisen dondiirme momenti ve devir
sayilarina ihtiyag¢ vardir. Ayn1 motordan degisik moment ve degisik devir sayisi elde
edebilmek igin gegitli mekanizmalar kullanilmaktadir. Bu mekanizmalardan birisi de
zincir mekanizmalaridir. Zincir mekanizmalarinin da digerlerinin oldugu gibi kendine
Ozgii baz1 avantaj ve dezavantajlar vardir. Bunlar baglica su sekilde siralanabilir:

a. Oldukga uzak mesafelere (8 m'ye kadar) giic ve hareket iletirler. Yaygin
olarak 100 kW'a kﬁdar gii¢ iletimi yapabilen zincirlerin birka¢ yiiz kilowatt gii¢
iletenleri de vardir.

b. Sistem sekil bagh oldugu i¢in istenen ¢evrim oranini tam olarak saglarlar ve
sekize kadar olan ¢evrim oranlan elde edilebilir.

c. Ayni anda birden fazla mile hareket iletebilirler.

d. Sicaklik, pislik, toz ve rutubet gibi degisik ¢aligma gartlarinda gok iyi bir
performans gosterirler.

e. Oldukga iyi bir verime sahiptirler. Bu deger

zincirlerde n = 0,96...0,98
digli garklarda - n=097..0,99
kayig-kasnak mekanizmalaninda n= 0,98

siirtiinmeli garklarda. n = 0,70...0,95

seklindedir.



f. Oldukga agir ve pahali bir konstriiksiyondur.

g. Kiitlesel atalet kuvveti, darbe ve titregim gibi sebeplerden dolay: giiriiltiilii
olarak galisirlar. '

. h Dikkatli bir montaj ve bakim gerekdtirir.

i. Kinematik yapisindan dolay: iletilen harekette kiigiik dislilerde kendini
gosteren bir siireksizlik vardir.

Teknikte zincirler gekme, kaldirma ve gii¢ ile hareket iletme maksatlanyla
kullanmilir. Kendisine genig bir uygulama alan1 bulmug olan zincirlerin kullantldigx
yerlerden bazilarin1 siralamak istersek sunlar yazabiliriz. Ziraat makinalan, bisikletler,
motosikletler, takim tezgahlari, konveyorler, elevatorler, .paketlerne makinalari, komiir
ve tag kincilar, petrol kuyusu makinalari, kanigtiricilar, madencilik, tekstil makinalari,
tagima makinalari, otomatik distribiitorler, alternatorler, jeneratorler, bloverler, fanlar,
tugla ve kiremit makinalan, ekskavator ve loderler, kren ve vingler, kagit imali, matbua
makinalan, piilverizatorler, hadde tezgahlari, lastik imalat makinalari, plastik

endiistrisi, elekler, tel cekme makinalari, agag isleri ve ciltgilik.

2.1. Zincir Tipleri

2.1.1. Pernolu zincirler

I¢ ve dis baklalar: bir perno ile birlestirilen ve burg ile rulo gibi elemanlar

bulunmayan bu zincirlerin iki ¢egidi vardir.

2.1.1.1. Galle zincirleri

Sekil 2.1'de goriilen bu zincirler tahrik mekanizmalarinda gii¢ iletmede
kullanilmazlar. Galle zincirleri, pislige, bakimsizlifa ve montaj hatalarina kars1 diger
zincirler kadar hassas olmadiklarindan daha ¢ok yiik kaldirmada ve tagimada

kullanilirlar, Bu zincirler, burglu veya rulolu zincirlerden daha ¢ok yiik tagirlar.



@

Sekil 2.1. Galle zincirleri
a) Hafif ip b) Agirtip

2.1.1.2. Fleyer zincirleri

Sekil 2.2'de gériilen ve Galle zincirlerinin bir gesidi olan fleyer zincirlerinin
yiik tagima kabiliyeti, Galle zincirlerine nazaran daha yiiksektir. Bu zincirlerin,
pernolar baklalara siki gegme oldugundan bir digli ¢ark etrafinda dénmeleri miimkiin
degildir. Sadece gekici veya yiik kaldirici olarak kullanilirlar. -

2.1.2, Burglu zincirler

Bu zincirlerde i¢ baklalar birbirlerine burglar vasitas: ile siki olarak tutturulurlar.
Burglarin iginden gegen pernolar da dis baklalara siki olarak tutturulurlar (Sekil 2.3).

Boylece yiizey basinci, daha bilyiik yiizeyi olan pernoya gelir. Caligma sirasinda

@ (b)

Sekil 2.2. Fleyer zincirleri
a) Dar tip b) Genis tip
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Sekil 2.3. Burglu zincirler

biiyiik kaymalarin ve buna bagh olarak aginmalarin meydana geldigi bu zincirler iyi bir
yaglamay: gerektirirler.

2.1.3. Rulolu zincirlc;r

Burg, perno, rulo, dig bakla ve i¢ bakla gibi elemanlardan olugurlar (Sekil 2.4).
Burg, i¢ baklaya ve perno da dig baklaya preslenmistir. Rulo ise diglinin aginmasini
Onlemek gayesi ile burg iizerine bosluklu olarak takﬂrm&x'r.

2.1.4. Digli zincirler

Sessiz zincir olarak da bilinen bu zincirlerin baklalannin bir tarafi dig
seklindedir. Profil agis1 60° olan diglerin profilleri dogrusaldir. Baklalar birbirlerine bir
pint ile baglanmstir (Sekil 2.5). Diger zincirlere gore daha dikkatli bakim isteyen bu
zincirler ayn1 zamanda daha pahalidirlar. Yiiksek hizlarda giiriiltiisiiz olarak galiga-

L4 ! § I

S Pl
Ay L

ol

@) ®

Sekil 2.4. Rulolu zincirler
a) Tek siral1 b) Cok sirali
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(@) (b)

Sekil 2.5. Disli zincirler
a) Tekpimli  b) Iki pimli

b.ili;ler. Zincirlerin ¢arktan atmamasi i¢in merkezlemesi yapilir. Bu zincirlerin galigma
kabiliyeti baklalan birlegtiren pimin gekli ile de ilgilidir. En basit gekil, pimin dogrudan
dogruya baklalara takllmas1d1r Eger pim baklalara preslenrms bir burca takilirsa hem
pimdeki hem de baklalardah temas ylizeyi bilyiitiilmii§ ve dolayisiyla aginma azaltilmug
olur. Bunlarin diginda iki pargali burg da kullanilmaktadir. Bu sayede de aginmalar
genis capta onlenmektedir. Son zamanlarda tek pim yerine iki pargali pimler de
kullanilmaktadir. Bu iki parganin temas yiizeyleri arasinda kayma yerine dénme
hareketi meydana geldiginden biiyiik bir hareket serbestisi ve ¢ok iyi bir asinma direnci
elde edilebilir. Bu zincirler, ¢arka sarilma yoniine zit olarak katlanamazlar. Dolayis: ile
digli zincirler, gesiﬂi yonlerde dénen milleri birbirine baglamakta kullanilamazlar.

Sessiz zincirlerin bifleks olan tipleri de vardir (Sekil 2.6). Bifleks, her iki tarafa
da katlanabilen demektir. Bu tiirle, zincir mekanizmalar1 alaninda bir bogluk doldu-
rulmugtur. Bugiine kadar, birbirine karg: ¢ahisan millerde zincir kullanmaktan kagini-
Iird1. Bifleks digli zincirler, gesitli yonlerde donen milleri birbirine baglamakta kulla-

Sekil 2.6. Bifleks digli zincir
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nilabilirler. Ciinkii digliden digliye S seklinde takﬂabilixler. Geri sarilmadan dolay:
¢alismada bir zorlanma olmaz ve digtan i¢e dogru normal olarak gerdirilebilirler.

Bifleks disli zincir baklalari, iki parg.ah pimlerle birbirlerine baglanmuglardur.
Her iki pim pargasi aym profile sahiptir ve biiyiik bir ddnme yarigap: vardir. Kayma
slirtlinmesi ortadan kaldinlmigtir. Her iki mafsal pargas: simetrik olarak monte
edilmigtir. Pimler arasinda ¢ok az bir bogluk vardir. Fakat bu durum zincirin
fonksiyonunu yerine getirmesine mani degildir. Zincir baklasinin profili tam simetrik
formda oldugundan tercih edilen bir ¢aligma yonii yoktur. Normal dig profilleri ile
kiyaslanirsa profil, bdliim dairesinden sonra daralir vé bdylece kuvvetli bir profil
kaydirmas: elde edilir. Bu yiizden bu zincirler, normal zincir diglilerinde kulla-
nilamazlar. Zincir, 18 digi bulunan bir digliye bile iki yonde sanlabilir ve mekanizma
yliksek hizda dahi giiriiltiisiiz ve diizgiin ¢aligir. Bifleks digli zincirler valsler, tekstil ve
plastik makinalar, genel makina ve mekanizma tiretiminde kullanilirlar.

2.1.5. Ozel zincirler

2.1.5.1. Biiyiik adumh zincirler

Ozel ihtiyag halinde biiyiik adimli rulolu zinciﬂer yapilir (Sekil 2.7). Bunlann
adimi, normal adimlardan biraz fazladir. Az yiiklenen ana milden gii¢ alan yan
tahriklerde kullanilir. Perno, burg ve rulo gibi elemanlari normal zincirlerin aymdr.

Ancak baklalar1 daha uzundur.

Sekil 2.7. Biiyiik adiml: zincir
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Sekil 2.8. Plastik yatakl rulolu zincir

2.1.5.2. Plastik yatakli rulolu zincirler

. Bu tip zincirler son zamanlarda bir hayli yayginlagmigtir ($ekil 2.8). Diizgiin
arahklarla yaglamamn miimkiin olmadig1 veya yaglamanin istenmedigi (gida ve tekstil
endiistrisi) veya zincirin su i¢inde galigmaya mecbur oldugu yerlerde bu zincirler
kullanilrr. Fakat ziraat makinalar gibi fazla pislikli ortamlarda calisan mekanizmalarda

iyi sonug vermemektedirler.

2.1.5.3. Rotary zincirleri

Rotary tip zincirler, rulolu zincirin 8zel bir geklidir (Sekil 2.9). Bu zincirlerde
kademeli bir bakla cinsi kullamlir. Elastik oldufundan ve ayn1 zamanda kolay sokiiliip
takilabildiginden petrol sondaj makinalar, ekskavatér ve ingaat makinalarinda
kullanilir]ar.

QISISIQIC)

lijye

Sekil 2.9. Rotary zincir
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Sekil 2.10. Blok zincir

2.1.5.4. Blok zincirler

Bu tip zincirlerde digli garkin diglerinin girecegi bakla gruplan arasina ya bir
ikinci rulo (Sekil 2.10), ya bir gelik blok veya bir sac lamel paketi konmugtur. Yiik
kaldirma teknifinde kullanilan bu zincirler standartlagtinlmarmgtir.

2.1:5.5. Menteseli zincirler

Standartlagtirilmig olan bu zincirler, mentese gseklindeki gelik saclarin
yuvarlatilmig u¢ kisimlarindan gegen gelik pernolarla birlestirilir (Sekil 2.11).
Yuvarlatilmis u¢ kisimlar, digli ¢arklardaki &zel yxivalara oturur. Sige yikama ve
doldurma ilerinde kullanilir. '

2.1.5.6. Celik pernolu zincirler

Mafsallar temper dokiimden ve pernolar yiiksek mukavemetli takim
celigindendir. Bunlar biiyiik yiikler tasiyabildikleri gibi aginmaya kars: da direngleri
cok fazladir. Agik ve kapah bigimde imal edilmektedir (Sekil 2.12). Standartlagtirilmig
olan bu zincirler diisiik hizlarda ( v<3,...,4 m/s) kullanilmaktadir.

v U O

Sekil 2.11. Mentegeli zincir
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(@) (b)

Sekil 2.12. Celik pernolu zincir
a) Agik b) Kapali

2.1.5.7. Yana yaylanabilen zincirler

"~ Hava alanlarindaki yolcu bagajlarini sevk eden bantlar gibi transport
makinalarinda bir kavis gizerek yana dogru dénmek mecburiyeti oldugundan, boyle
yerlerde yana yaylanabilen zincirler kullanilir (Sekil 2.13).

2.1.5.8. Boncuklu zincirler

~ Hafif igletme sartlarinda ¢alisan ve gok az giig.ileten hassas cihaz teknigi,
otomatik kontrol sistemleri ve mekanik hesap makinalan gibi yerlerde boncuk seklinde
zincirler kullanilmaktadir (Sekil 2.14). Yalmz donme hareketi iletmek igin degil,
donme hareketlerini 6teleme hareketine ¢evirmek ve biiytik ¢evrim oranlan elde etmek
igin kullanilir. Nispeten biiylik imalat ve montaj hatalarim kargilayan bu zincirler basit

ve ekonomik hareket iletme elemanlandir. Birbirlerine mafsalli olarak baglanmig

Ol L L] [
F LT T

Sekil 2.13. Yana yaylanabilen zincir
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kiiresel elemanlardan olugan bu zincirler, benzer sekilde yiv agilmug garklar ile veya
zincir diglileri ile e§ ¢aligir. Boncuklar birbirine baglayan elemanlar metal, ipek,
naylon veya diger plastik malzemeden yapﬂnns iplerden olabilir. Bu zincirler aym
zamanda, sistemin diger elemanlarinin hasara ugramamasi igin emniyet gorevi de

goriirler.

Durdurma
o” pimleri

Jekil 2.14. Boncuklu zincirler



3 IZOTROPIK CISIMLERDE ELASTISITE TEORISI

Elastiste teorisi, deforme olmug tam elastik cisimlerdeki gerilme ve sekil degis-
tirmeleri hesaplama metotlan ile ilgilenir. Bir malzeme, kuvvet uygulandifinda ani
olarak sekil degistiriyor ve kuvvet kaldirildiginda da eski geklini aliyorsa bu malzeme
tam elastiktir. Teorik olarak, cismin homojen ve izotropik oldugu, gerilme ve sekil
de§i§ﬁrmeler arasinda lineer bir bagint1 bulundugu ve gekil degistirmelerin sonsuz
kiiciik oldugu kabul edilir. Bundan dolay:1 gerilmelerin ve deformasyonlarn siiper-
pozisyonlari yapilabilir ve hesaplamalarda cismin ilk gekli ve ilk boyutlar kullani-
labilir.

Gerilmelerin tam bir ¢6ziimiinii elde edebilmek igin sunlarin bulunmasi
gerekir [40] :

. a. I¢ ve dig kuvvetler arasinda denge denklemleri. Burada cismin sinur sartlar
bilinmelidir.

b. Deformasyon geometrisini tanimlayan siireklilik veya uygunluk denklemleri.

c. Gerilme ve gekil degistirmeler arasindaki genel bagintilar.

Birinci sart, bir statik problemidir. Ikincisi ise sekil degistirmelerle ilgilidir. Ugiincii
sart ise verilen malzemenin elastik deformasyonﬁnun deneysel gézlemlerine dayanur.

5 Ozel bir problemin tam ¢dziimiinii matematiksel olarak elde etmek her zaman
miimkiin olmaz. B&yle hallerde, ¢6ziimii elde edebilmek icin uygunluk sartlan ile ilgili
baz1 kabuller yapilir ve deneylerden elde edilen sonuglarla kargilagtirihir. Biz buna
"Malzemelerin Mukavemeti (Strength of Materials)" diyoruz. Omegin, yanal olarak
yiiklenmis bir kmgtckl normal gerilmeleri ve kayma gerilmelerini hesaplarken,
egilmeden 6nce diizlem olan kesitlerin, efilmeden sonra da diizlem kalacag kabulii
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yapilir. Daha sonra normal gerilmeler ve kayma gerilmeleri, denge denklemlerinden
hesaplanir. Kesitlerir} carptlmasim ihmal ederek yapilan bu ¢6ziim her ne kadar
matematiksel ya da fiziksel olarak dogru deﬁilse de, bulunan gerilme degerlerinin ve
kirig sehimlerinin, deneyle karsilagtinldiginda, oldukga dogru oldugu gériiliir. Biitiin
bdyle durumlarda, sonuglarin dogrulugu deneylerle ¢ek edilmelidir.

Elastik sabitler basit deneylerle elde edilirler. Young modiilii (elastisite
modiilii) E ve rijitlik modiilii G, deneysel olarak bulunur. Daha sonra Bulk modiilii K,
Poisson oram1 v vb. bunlardan tiiretilir [40]. .

3.1. Statik Denge Denklemleri

Gerilme halinde bir elastik cismin dengesi, gerilme bilegenleri i¢in yazilmys olan
iic kismi diferansiyel denklem tarafindan belirlenir. Bu denklemler X, Y, ve Z gibi
kiitle kuvvetlerinin tesir ettifi bir hacim elemam i¢in kuvvet dengelerinin yazilmasindan
elde edilir. Elemana etkiyen kuvvetler, eleman yiizeylerinin sonsuz kii¢iik alana sahip
oldugu kabuliinii yaptiktan sonra, eleman merkezlerindeki gerilmelerin yiizey alanlan
ile arpimindan elde edilir. Ug dogrultudaki kuvvetlerin toplamindan

do, 9T, It

dx oy 0z

o7 dJo ot
xy y 2 .y

ax dy 0z

=0 G.1)

ot T, do

XZ

dx ady 0z

elde edilir. Yukanidaki denklemleri diizlem gerilme hali igin yazacak olursak

Jo aT

— 4+ 2 4Xx=0
dx dy
3.2)
ot Jo
2+ 24y =0

dx dy
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y
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- 3y 2
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3 9z 2 l ax 2
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>y . —p
| My dz 90, dx
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- ox Ay
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19=% 2
. dx

Sekil 3.1. x-y diizleminde bulunan bir noktadaki gerilmelerin dengesi

elde edilir (Sekil 3.1). Cisme etki eden yiizey kuvvetleri g6zoniine alinarak bu denge

denklemleri igin sinir gartlari yazilabilir. Birim alana gelen bu yiizey kuvvetlerinin
bilesenleri G, ve 0, ile gosterilirse ylizeydeki herhangi bir noktada

0,= Oxl+Tym
(3.3)

oy = z'xyl-!-o'ym

yazilabilir [37,39]. Burada ! ve m, yiizey normalinin dogrultman kosiniisleridir.
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3.2. Uygunluk Sartlan

Diizlem gerilme halinde denge denklemlerinin, sinir gartlarini saglayacak gekil-
de ¢oziilmesi gerekir. Iki denge denklemi, ii¢ tane bilinmeyen (gerilme bilegeni) iger-
diginden bu ii¢ bilinmeyenin bulunmasi igin cismin elastik sekil degistirmesinin de
g6zoniine alinmasi gerekir. x ve y eksenlerine paralel deplasmanlar sirasiyla u ve v ile

gosterilecek olursa cismin bir noktasindaki sekil degistirmeler

E, = % E, = & Yo = zu_ + ﬂ
X ax’ y ay9 xy ] ay axa
3.4
v
£, = —v (e, +¢,)
seklinde ifade edilebilir. Bu ifadeler kullanilarak
%, ey,
d*  xdy* ot oy

(3.5)

327;@ y ou y Py

| oy Ay  axdy.
tiirevleri alinabilir. Buradan da sekil degigtirmeler arasindaki uygunluk sartlar
328y 3282
5+ 5 =0
0z dy
e, e,
5+ > =0

ox oz

2 2 2

d Sx + d ey - d Yxl

» o w ay (3.6)

d%e, 327,@

—

dy oz ox 0z A
seklinde ifade edilen diferansiyel denklemler olarak elde edilir.
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3.3. Deplasmanlar I¢gin Diferansiyel Denklemler

Diizlem gerilme halinde, (3.2) denge denklemlerini ve (3.3) sinir gartlarini
gbzoniine alarak li¢ deplasman bilegeni i¢in iki diferansiyel denklem elde edilebilir.
Once gerilme bilesenleri yeﬁne, sekil degistirme bilegenleri yazilir. Daha sonra da gekil
degistirme terimleri, (3.4) bagintilar1 kullanilarak deplasmanlar cinsinden ifade edilir.

Sonugta
- Vzu+l+—y-i(éli+-€3)’+£=0
l1-v ox dx oy u
3.9
1+v d ,du o Y
72v+—-— ——+—-)+-.-=0
l-v dy odx oy 7
diferansiyel denklemleri elde edilir [37]. Burada %
? P
V2 = + =
Y
seklinde ve Lamé sabiti olan y ise
E
= =G 3.10
# 2(1+v) . (3.10)
seklindedir. Sinir gartlar1 da
2 ou -
=Ayl+ U 2—5—1+(§+——)m
(3.11)

¥ v ou
F’=lwm+#|:2-§y-m+F79; +§y—)l]

olarak yazilir. Burada F, ve F, yiizey kuvvetlerini gbstermektedir. 4 ise
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Ev

A= —m———— . 3.12
(1+v)(1-2v) G.12)

seklinde verilen diger Lamé sabitidir. Sekil degigtirme invariyant olan y de
=6 +t& +¢ (3.13)

seklindedir.

3.4. Sonlu Eleman Denklemleri

Sonlu elemanlar metoduyla problemleri ¢6zerken birgok degisik elemandan
yararlanilabilir. Caligmamzda ise lineer {i¢ diigiimlii tiggen elemanlar kullamlmugtir. Bu
elemainlar cesitli sebeplerden dolayr yaygin olarak kullanilirlar. Teorik olarak basit-
tirler. Diizensiz sinirlara istendigi gibi uydurulabilirler. Diger bir 6nemli sebep ise bu
elemanlar i¢in yapilmug birgok hazir bilgisayar programinin bulunmasidir. Yiiksek
mertebeli elemanlarla ¢aligmak istenirse iglemleri cok karmagik hale getiren niimerik
integrésyona ihtiya¢ duyulmaktadir [76].

Diizlemsel elastisite problemlerine, alts deplasman bileseni bulunan simpleks
{iggen eleman uygulanabilir (Sekil A.2). Elemandaki # ve v deplasmanlar1 agagidaki
sekilde verilir [76].

i

[Ni 0 Nj 0 Nk 0 ]< U2j~l

> (3.14)
0 N, 0 Nj 0 N,

)

U1

kUZk J

Buradaki diigiim deplasmanlan Sekil 3.2 de gosterildigi gibidir ve sekil fonksiyonlan
ise Ek Ada tanimlanmugtir. xy diizleminde bulunan bir bolgede diizlem gerilme halinde
meydana gelebilecek gerilme ve gekil degistirme bilesenleri
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)1

X

Sekil 3.2. Diizlemsel simpleks elemandaki deplasman bilesenleri

{G}T= [ o-x'x ’o'yy 9Tx)' ]
veE

(e}l = ¢, 'Eyy ’ny]

seklindedir. Burada 6,,=1,,=1,=0 dir. Aym zamanda ¥y, ve Yy, de sifirdir. Fakat e..
sifir degildir.
~ Denklem (3.4), Denklem (3.14)’deki deplasman bagintilarina uygulanirsa

(Uaiy )
- Uy
b 0 b; 0 b, 0 ‘
8xx 1 UZj-l L
g,y (=3z| 0 & 0 ¢ 0 & <U7j (3.15)
ny C; bi Gj bj Cy bk )
Uz
Uzk J

elde; edilir. (3.15) denklemi {e}=[B}{U} seklinde gﬁsterilecek olursak, burada [B]
gradyen matrisi gosterir. Ote yandan malzeme rijitlik matrisi [C] asafidaki gibi yazihr:
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\Y 0
E .
c=-=|v1t 0 (3.16)
1-v2 1-v
00 3

Yazilan bu denklem izotropik malzemeler igindir. Burada E elastisite modiilil ve v

Poisson oranidir.

3.4.1. Varyasyon prensibi

.' Elastisite teorisinde problemlerin ¢dziimiinde iki degigik yol takip edilebilir.
Bunlardan birinde, segilen sinir gartlar1 i¢in diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii yapalir.
Digerinde ise gerilme bilesenleri ve dig kuvvetler tarafindan yapilan i¢ ve dig islerin
minimizasyonu yapilir. Elastisite problemlerinin sonlu eleman denklemlerinde ikinci
yol kullarulir. Eger deplasman sinir sartlarim saglayan deplasman denklemleri segilerek
ise baglanacak olursa o zaman sistemdeki potansiyel enerji minimize edilmelidir. Eger
dnce gerilme sinir gartlarini saglayan gerilme bagintilan segilecek olursa o zaman da
sistemdeki komplemanter enerjinin minimizasyonu yapilmalidir. Sonlu elemanlar
formiilasyonunda genellikle bir deplasman alami kabulii ile ise baglanir ve daha sonra
deplasmanlarin diigiim noktalarindaki degerlerini elde etmek i¢in potansiyel enerjinin
minimizasyonu yapilir. Elde edilen deplasman degerleriyle de gekil degistirmeler ve
gerilmeler bulunabilir.

. Bu galigmada kullanilan sonlu elemanlar formiilasyonu potansiyel enerjinin
minimizasyonuna dayandifindan, "Potansiyel Enerji' Teoremi" nin tam bir ifadesini
vermek yerinde olacaktir [29]:

"Verilen sinir sartlarini saglayan deplasmanlarin, denge denklemlerini de

saflayanlarinin hepsi potansiyel enerjinin sabit (ekstremum) bir degeri

tarafindan belirlenir."
Bu teoreme gére segilen deplasman denklemleri, deplasman sinir gartlarim saglama-
lidur.



25

Bir elastik sistemin toplam potansiyel enerjisi iki bilesene aynlabilir.

ooooo

ig ve dis kuvvetlerin potansiyel enerjisine bagh olan bilegendir.
Toplam potansiyel enerji I,

D=A+W, ) 3.17)

seklinde yazilabilir. Burada A, sekil degistirme enerjisini ve W, dig yiiklerin

potansiyelini gosterir. Kuvvetlerin yaptig is, potansiyel enerjilerinin negatifine esittir.

Yani-
W= -Wp (3.18)
dir.-(3.17) ve (3.18)"in birlegtirilmesiyle
II=A-W (3.19)

elde edilir. Segilen bolgenin elemanlara ayrilmasiyla yukaridaki (3.19) denklemi

E E
=3 (A@-We)= 3 xnle) (3.20)
e=1 e=1 .

Bir diferansiyel hacim eleman1 dV igin gekil degistirme enerjisi

dA=(3 (e} (o) - 5 (&,)7 (G)) @V (3.21)

seklinde verilir. Burada {€}, toplam sekil degistirmeyi ve {€,} i¢ gerilmelerden dolay
olugan gekil degistirmeyi gostermektedir. Sekil degigtirme yogunlugu olarak
agllz;ndmlan dA, hacim iizerinde entegre edilecek oluréa toplam gekil degistirme enerjisi
elde edilir:

A= ‘/(-li{e}T{c}dV | (3.22)
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Elimizde iki tane 6nemli bagint1 bulunmaktadir. Bunlardan birincisi Hooke
Kanunu’dur. Gerilme ve gekil defigtirme bilegenleri arasinda bir bagint1 olan Hooke

Kanunu’nun genel formu

{o}=[Cl{e} (3.23)

seklindedir. Ikinci bagnti ise Denklem (3.4)’te agik gekli verilen sekil degigtirme-
deplasman bagmtllz}ndu'. Buradaki u ve v, sirasiyla xvey yoniindeki deplasman
bilesenleridir. Bu bilegenler, diigiim noktalarina ait degerler cinsinden genel formda
ifade edilmek istenirse

{u} =[N {U} . (3.24)

yazilir. Burada [N], sekil fonksiyonlarn matrisidir. Ikinci bagintinin degisik bir formu
(3.14)’te verilmigtir,

~ Bu bagintlar yardimyla, tek bir eleman i¢in sekil degistirme enerjisi A®,
agagidaki gibi yazlabilir:

A© = f ]‘E{U}T [B@]T [C@] [B®] {U} dV (3.25)
vie)

Diger yandan dss yiiklerin yaptig1 ig i¢ pargaya ayrilabilir: Bunlar tekil yiiklerin yaptig
is W,, kiitle kuvvetlerinin yapti1 is W), ve yayih yiiklerin yaptig is W, dir.
Tekil yﬁklcﬁn yaptifh ig

W.={U} {P}={P}T {U} (3.26)

seklinde yazilir. Burada {P}, diigiim noktalarind uygulanan yiikleri gostermektedir.
Bu kuvvetlerin, deplasman bilegenlerine paralel oldugu kabul edilmigtir.
Kiitle kuvvetleri X ve Y ile gosterilirse yaptiklar ig

Wyo= [ WX +vY®)dV (3.27)
yie
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olarak yazilir. Elemanlarin kahiniiklar1 degismiyorsa kiitle kuvvetleri de sabittir. (3.29)
denkleminden faydalanilarak Denklem (3.27) tekrar yazilirsa

X
Wo= T [N@]T dv
b V{e){lf} [N©] {Y(e)}

olur. Bu galiymada kiitle kuvvetleri ihmal edilmigtir.
Yayih yiiklerin yaptif1 ig ise

Wp“)= S{e) (up@+v py(e))‘ds (3.28)

seklinde yazilir. Burada p, ve py, swrasiyla x ve y eksenlerine paralel yayili yiik
bilesenleridir. (3.28) denklemi de Denklem (3.27)’nin yazildig: gibi

D,
Wo= ! (U}T [N(e)]'l‘{ 4 }43 (3.29)
5@ py(e)

seklinde yazilabilir.
(3.25), (3.26) ve (3.29) denklemleri, Denklem (3.20)’de yerine yazilirsa

' P
=31 [ wrsepcaseno) - | {U}T[Nw]T{ }dS]-
e=1 vy ste) py(e)

- {UY{P} (3.30)

elde edilir. Toplam potansiyel enerjinin minimizasyonu i¢in Denklem (3.30), {U} ya
gore tiirevi ahinarak sifira esitlenirse ' '

a—‘m =31 | Lpeycosarav vy - | ep {p’(e} ds1]-
{U} ) 2 s{e) M py(f)

e=1 V(e

-{P}=0 (3.31)

elde edilir. Bu esitlikten faydalanarak
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oIl®
30T = [k9] {U} + {f} (3.32)
yazihirsa burada
(k@] = J; ){B(e)}r[(;(e)][gw] dav (3.330)
V [
ve
P
{fo} =- ! [Nm]r{ }dS - {P} 3.34)
NG py(e)

dir. Yukandaki [k©], eleman rijitlik matrisi ve {f®}, eleman kuvvet vektoriidiir. Genel

rijitlik matrisi [K] ve genel kuvvet kolon vektorii [F] arasinda
[K1{U} ={F} (3.35)

seklinde bir matris denklemi elde edilir. Burada

E
K] = Zl[k“’] (3.36)
ve
E .
{F}=- Zl{ﬂ"} (3.37)
dir.

3.4.2. Uygun eleman bilegkeleri

- Lineer enterpolasyon fonksiyonlarinin belirli bir dezavantaji, gradyenlerinin x
ve y nin bir fonksiyonu olarak elde edilememesidir. Gradyen veya gradyene bagh
herhangi bir biiyiikliik, bir eleman iizerinde sabit degere sahiptir. Istenen biiyiikliigiin
bir diigiim noktasindaki degerini elde edebilmek igin degisik ortalama bulma teknikleri
kullamlmugtir. Mesela bunlardan birisi, diigiim noktasin1 gevreleyen herbir elemandaki
gradyen degerlerinin ortalamasini kullamir. Diigiim noktalarindaki eleman bilegkelerini
bulmak igin en dogru yol, birlesik yaklagim teorisini (conjugate approximation theory)
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kullanmaktir [62]. Bu teori, skaler veya vektorel bir biiyiikliik i¢in eleman bileske
degerlerini, yaklagim polinomuna uygun olarak elde eder.

Eleman bilegkelerinin diigiim noktalarina ait degerleri
[C] {o} = {R} | (3.38)

denklem sisteminin ¢dziimiinden elde edilir. Burada [C] ve {R}

[c9] = | [N@]T [N@] gV (3.39)
\

ve
[ro]= [ c@[NOTTdV (3.40)
\'

seklinde tanimlanan eleman matrislerinin toplarmdir, Burada da o, eleman tizerinde
sabit olarak bulunan' sonugtur. & bir eleman {izerinde sabit oldugu i¢in [®] kolayca
hesaplanabilir. [c®] yi hesaplarken de Ek A’da verilen alan koordinatlar: kullanildig
taktirde iglemler oldukga kolaylasir.

Birlesik yaklagim teorisini kullanmak, boyutu dﬁéﬁm noktas1 sayisina esit olan
bir lineer denklem sistemini daha ¢6zmeyi gerektirdiginden, eleman sayis1 ¢ok fazla

olursa, bir dezavantaj olugturmaktadir.



4, DUZLEMDE ELASTO-PLASTIK GERILME ANALIZI

Plastisite, 1864 yilinda Tresca’nin malzemenin akmasi ile ilgili kriterini ortaya
koymém ile bilim olarak ortaya ¢ikmugtir. Bundan sonra Saint-Venant (1870) ve Lévy
(1870), modern plastisite teorisini ortaya koymuglardir [21,46]. Daha sonraki yillarda
ise Hill (1950) ve Westergaard (1952), plastisite teorisi hakkinda yazilmig olan eserleri
birlegtirerek plastisitenin tam bir disiplin olarak ortaya ¢ikmasini saglamig-
lardir [32,98].

Bir deformasyon probleminin ¢6ziimiinii elde edebilmek i¢in gerilme-sekil
de§i§firme iligkisinin idealize edilmesi gerekir. Baz: hallerde, elastik sekil degistir-
menin ve/veya peklesmenin tesirinin ihmal edilmesi kabul edilebilir. Gerilme-gekil
degistirme diyagraminda herhangi bir idealizasyon yapildiginda, bu yaklagimin ne
derece gegerli oldugu aragtirilmali ve uygulama alanlarinin kisith olacag: bilinmelidir.
Tek eksenli gekme hali i¢in baz1 idealize edilmis gerilme-gekil degistirme diyagramlar
ve bunlarin mekanik davraniglarini gésteren dinamik modelleﬁ, Sekil 4.1’de
verilmigtir. .

4,1, Plastisitenin Matematik Teorisi

Plastisitenin matematik teorisi, elasto-plastik davramig gsteren malzemelerin
genlme-§ek11 degistirme iligkilerini izah etmeye gahgir. Plastik davraniglar zamana bagh
olmayan kalica sekil degistirmelerle karakterize edilir. Bu gekil degistirmeler malze-

menin dzelligine gore belirli bir gerilme dederine ulagildiktan sonra meydana
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Sekil 4.1. Idealize edilmig gerilme-sekil degisgtirme diyagramlan ve
bunlarin mekanik yiikleme davramglarim gésteren dinamik modelleri
a) Tam elastik b) Rijit-tam plastik  ¢) Rijit-lineer peklesen
d) Elastik-tam plastik e) Elastik-lineer peklesen
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Sekil 4.2. Elasto-plastik gerilme-gekil degistirme egrisi

gelir (Sekil 4.2). Elaéto-plastik incelemenin yapﬂabilmési igin su ii¢ sartn gergekles-
mesi gerekir [65]:

a. Elastik sartlarda malzeme davranigim belirlemek i¢in gerilme ve sekil
degistirmeler arasindaki iliskiyi belirleyen agik bir baginti olmahidir (Yani plastik
deformasyon baglangicindan dnce).

b. Plastik akmanin meydana geldigi gerilme seviyesini belirleyecek bir akma
kriterinin gdzoniine alinmas: gerekir.

| c. Akma bagladiktan sonra gerilme ve gekil degistirmeler arasinda bir bagintrya
ihtiyag vardur.
Plastik deformasyon baglangicindan onceki gerilme-gekil degistirmeler arasindaki
bagintt Hooke Kanunu ile verilmigtir.

4.1.1 .’Akma kriterleri

Akma kriterleri, plastik deformasyonun bagladi gerilme seviyesini belirlerler.
Genel halde

floy) = k(x) (4.1)
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seklinde yazlabilirler. Burada f, bir fonksiyon ve k, deneyle tespit edilen malzeme
parametresidir. k, peklesme parametresi K nin bir fonksiyonudur. Herhangi bir akma

kriteri, fiziksel olarak gézniine alinan koordinat sisteminden bagimsiz oldugundan,
sadece ii¢ gerilme invariyantinin fonksiyonudur. Gerilme invariyantlart

Il = Oy
12 = -;‘O'," Gi' (4~2)

1
I = 3 % Ok Ok .

seklinde ifade edilirler. Bridgman (1952), metallerin plastik deformasyonunun esas
olarak hidrostatik basingtan bagimsiz oldugunu deneysel olarak gostermistir [13].
Neticede akma fonksiyonu .

fUd3)=k(x) - (4.3)

seklini alir. Burada J; ve J3,

(4.4)

1 ’ 4 t4

seklinde ifade edilen deviatorik gerilmelerin ikinci ve iigiincii invariyantlanidir [40].

Deviatorik gerilmeler ise

1
o5 = o - <5 % 4.5)

bagintis ile bulunur. Burada &,
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1 i=jise , .
;= o (4.6)
0 i=#jise

seklinde tanimlanan Kronecker deltadir. Metallerle ilgili ortaya atilan akma kriterlerinin
¢ogu deneysel verilerle celistigi i¢in tarihe karigmiglardir, Tresca (1864) ve von Mises
(1913) kiterleri bu hataya diismeyen kriterlerden ikisidir [88,94].

Tresca akma kriteri :

Burada, maksimum kayma gerilmesi, belirli bir degere erigtigi zaman akmanin
baglayacag kabul edilir. o, ve 0, (0'l 2 0'2) asal gerilmeler ise

oldugu zaman akma baglar. Burada Y, deneysel olarak belirlenen malzeme

parametresidir.
Von Mises akma kriteri :

Von Mises, J5'nin kritik bir degeri agmas: halinde akmanin meydana gelecegini

One siirmiigtiir.

\/Z = k(K) (4.8)
Buradaki J5,
1 ’, ’ 2 2 2
Iy =3 o; O ——[01 +0; +(0, - 0,) ]
4.9)
=—(o3"2 + 0';2)+ riy
2
seklindedir. (4.8) ifadesi

G=437,=3k - (4.10)
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olarak yazilabilir. Buradaki G'ye efektif gerilme veya genellestirilmis gerilme veya
egdeger gerilme denir ve

5= 134 o (4.11)

§ekiinde verilir.
Tresca ve von Mises akma kriterlerinin iki boyutlu gosterimi Sekil 4.3'te
verilmigtir. Bu galigmada plastik akmamin meydana geldi§i gerilme seviyesini

belirlemek igin von Mises kriteri gbzoniine alhinmugtir.
4.1.2. Elasto-plastik gerilme-sekil degistirme bagintilari

Akmanin baglamasindan sonra malzeme davranig1 kismen elastik, kismen de
plastiktir. Herhangi bir gerilme artiginda, sekil degistirmede olacak artigin elastik ve

plastik bilesenlere ayrilabilecegi kabul edilir.

de,-j = (de,-j)e + (de

M 4.12)

Elastik sekil degistirmedeki artis Hooke Kanunu ile belirlenir. Gerilme terimleri

g Von Mises Elipsi
4 B
}t Tresca Hegzagonu
yAaml
0 C g9

_ $ekil 4.3, Tresca ve von Mises akma kriterlerinin iki boyutlu gosterimi
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hidrostatik ve deviatorik bilegenlere ayrilarak

do 1 2
(&), =5+ 8;doy, (4.13)

seklinde yazilabilir,

Plastik sekil degistirme bilegeni ile gerilme artimu arasinda bir baginti kurulmak
istenirse malzeme davranig iizerinde bir kabul daha yapmak gerekir. Plastik potansiyel
olarak adlandirilan gerilme gradyeni Q ile plastik sekil degistirme artiminin orantilt
oldugu kabul edilir.

1Y)
de;), = dh —— 4.14
(dep), 3o, 4.14)

]3:urada orant1 sabiti olan dA ya plastik ¢arpan denir. Yukaridaki bagint1 akmadan
sonraki plastik sekil degistirmeyi gosterdiginden akma §art1 (flow rule) olarak bilinir.
Plastik potansiyel Q, deviatorik gerilme ikinci ve iigiincii invariyantlar1 J, ve J iin
fonksiyonu olmalidir. Her ne kadar f=Q ise de bu durum igin 6zel bir doniistiirme
prensibi gelistirilebilir. f ve Q nun ikisi de J, ve J; iin fonksiyonu oldugundan
birbirine denk kabul edilebilir. O halde

a2l (4.15)

(egy=h5 -

yazilabilir. Bu bagintiya normalite art1 (normality condition) denir. df /do;; , akm
yiizeyine dik bir vektor gosterir (Sekil 4.4). Temas noktasi, dikkate alinan gerilme

noktasidir. Plastik sekil degistirme artiminin akma yiizeyine dik bir vektor vermesi igin
n’boyutlu uzay vektorii olugturmas: gerekir. f=J/, durumunda

of 2N gy (4.16)
aO',-j aO';j :
ve bdylece
(de;), = d\ o} . 4.17)
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Sekil 4.4. Normalite sartimin geomehik gosterimi

olur. Buna, teorik galigmalarda ¢ok genis uygulama alami bulan Lévy-Mises
denklemleri denir [46,94]. Deneysel gzlemler, normalite sartinin metaller igin gegerli
bir kabul oldugunu géstermistir [65]. Netice olarak (4.12) denklemi

12
dey =230 12V 8 dakk+da—‘9L (4.18)
‘1

§ekiini alir. Bu ise elasto-plastik gerilme-gekil de§i§tiﬁne bagintilardir.

4.1.3. Peklesen malzemede tek eksenli cekme deneyi

Gerilme-gekil degistirme egrisi Sekil 4.5'deki gibi olan bir malzemeyi gézonii-
ne alalin:. Akma sinirina kadar elastik dzellik gésteren m;ﬂzemenin davranig, elastisite
modiilii E ile karakterize edilir. Bu simirdan sonra ise her noktaya gire devamh degigen
"elasto-plastik tegetsel modiil” Et ile karakterize edilir. Bu durumda peklesme kanunu
k=k(x), egdeger gerilme terimleri cinsinden yazilacak olursa

G = H(x) (4.19)
veya peklegsme hipotezi

A
H
m

g (4.20)
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ile :
g= H(Ep) (4.21)

scklinde yazilir [65] veya tiirevi alinarak

do _ /(=

—=H'(g,) (4.22)
. dgp

yazilir, Tek eksenli gerilme halinde o, =0, 0, =03=0 oldugu igin (4.11)

denklemi

0= —3-0'.- G =0 (4.23)

seklinde yazilir. Yiikleme ydniindeki sekil degistirme arumu de,, ile gésterilirse, o
zaman (de;),=d€, olur. Plastik sekil degistirme sikigtirllamaz kabul edildiginden,
Poisson oram 0.5 alnir ve (de;),=-1/2 de,, (de3),=-1/2.d€p olur. Daha sonra efektif
sekil degistirme bagintist

a@, =\/ % (s;j)p(e;j)p =de,, (4.24)

§ekliﬁde yazilir [65]. (4.23) ve (4.24) denklemleri kullamlarak (4.22) denklemi

Egim E,— Elasto-plastik

_E // ////
T / d‘_._ii_:;..

Egim E - Elastisite modalii ~

Sekil 4.5. Tek eksenli halde elasto-plastik peklesme davramgi
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H'(E,)= do __do__ 1 ~ (4.25)
de, de-de, deldo-de,/do
veya
, E
H =—=T (4.26)

seklinde yazilir. Buradaki sertlesme fonksiyonu H’, tek eksenli cekme deneyi ile

bulunur.

4.2, Matris Formiilasyonu

Akma fonksiyonu
' f{o)=kx) (4.27)

seklinde yazilmigts [Denklem (4.1)]. Burada{ o}, gerilme vektoriinii, x ise peklegsme
katsayisini gostermektedir. Bu denklem .

f{ot.x)=f({o}h)-k(x)=0 (4.28)
veya
{a}f d{o}-AdA=0 (4.29)
yazihr. Burada
r_ JoF | dF JF JF
A =30 '[ 30, 30, It ] (4.30)
ve
__LF
A=W (4.31)

seklindedir. Buradaki {a} vektoriine, akma vektorii denir. (4.18) denklemi



d{e}=[CT" d{o}+dh —— a{ o7 (4.32)

seklinde yazilir. Burada [C], malzeme rijitlik matrisidir. Her iki taraf {d,,}" ={a}"[C]
ile garpilip {a}? d{o?} terimi yerine A dA yazilarak, plastik garpan dA igin

A+{a} [ ]{a} {a} {dD} d{e} (4.33)

bagints: elde edilir. (4.33) denklemi, (4.32)’de yerine yazilarak elasto-plastik artimsal
gerilme-gekil degistirme bagintis1 bulunur:

d{o}=[C,]d{e} (4.34)
Burada ’ .
- [c,]=[c]- A{f‘%if‘}iﬁi} (4.35)
seklindedir. Burada da
{d,}=[C]{a} , (4.36)

seklindedir [65].

4.3, Sonlu Eleman Denklemleri

Burada da temel denklemlerin ¢6ziimii virtiiel is prensibi ile yapilir. I¢
gerilmeler {o} ile, kiitle kuvvetleri {b} ile ve dig yiikler {f} ile gosterilerck

Ka{e‘}r {0}~ a{u* }T {b}) Q- 5{d“ }T {f}=0 (4.37)

Q
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yazilabilir. Burada 6{d"}, keyfi virtiiel deplasmanlar1, &{&*}, sekil degistirmeleri ve
o{u*} ise i¢ deplasmanlan gostermektedir. Bir elemanda, deplasmanlar ve gekil

degistirmeler arasinda
8{u*}=[N] 5{d*} , 5{sf }=18] 5{d*} (4.38)

seklinde bagintilar vardir [65]. Burada [N], sekil fonksiyonlar matrisidir ve [B],
elastik gekil degistirme matrisidir. Elemanlarin birlegtirilmesi ile

fs{d* }T (181" {o}-[N]" {b}) a2 - 8{a" }T {f}=0 (4.39)

Q
elde edilir. Bu bagint keyfi bir 6{d"*} degeri i¢in dogru oldugundan

[18Y" {0} a2~ {1}~ [[M]7 b} a2 =0 (.40
Q

Q

yazilabilir. Bu denklem hesaplamalarin her asamasinda saglanmadigs igin

(vi= [[B {0} a@~({s}+ [V {5} agd) =0 @a1)

seklinde yazilir. Burada {y}, artik kuvvet vektoriidiir (residual force vector).
Elasto_plastik halde malzeme rijitligi siirekli degisir ve artimlt gerilme-gekil degistirme
bagintilar1 (incremental stress/strain relation) gegerlidir. Herhangi bir anda malzemenin
tegetsel rijitlik matrisi [K7]'yi hesaplamak i¢in (4.41) denkleminin artimli gekli
kullaniimalidir. Bu amagla

Alyl= f[B]T A{o}dQ-(A{r}+ f[N]T A{b} dQ) (4.42)
Q Q

yazlir. (4.34) denkleminden A{ o} ¢ekilerek (4.42)'de yerine yazilacak olursa
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Ayi=[K7 {a}~(a{s}+ [[N]T Afb} @) (4.43)
Q

elde edilir. Burada [K7],

[k]= (18 [0, ](]d2 (4.44)
Q

seklindedir. (4.43) denklemi, nonlineer denklemler i¢in verilmig olan ¢6ziim y&ntem-
lerinden herhangi biri ile ¢8ziiliir. Newton-Raphson metodu, tegetsel rijitlik metodu ve

baglangig rijitlik metodu, bu metotlardan en gok kullanilanlaridir.

4.4, Ampirik Gerilme-$ekil Degistirme Egrisi Denklemleri

Karmagik olmayan bazi plastisite problemlerinde, gerilme-sekil degistirme
egrilérinden elde edilen ampirik de‘nklemler kullanilmaktadir. Bu denklemlerde
logaritmik gekil degistirmeler gézoniine alinmugtir. Fakat plastik sekil degistirmelerin,
elastik gekil degistirmeler mertebesinde oldugu durumlarda normal sekil degistirmeler
de gbzoniine alinabilir. Ludwik (1909), Voce (1948), Swift (1946) ve Prager (1959)
gibi bilim adamlar1 konu ile ilgili ampirik denklem &nerisinde bulunmuglardir.

Bunlardan en ¢ok kullamlani Ludwik tarafindan 6nerilen

c=Y+Ken (4.45)

bagintisidir [48]. Burada o, gergek gerilmeyi, Y ise akma (baslangi¢) gerilmesini
gosterir. K ve n, sirasiyla peklegsme orant ve peklesme iistelidir. € ise
gergek (logaritmik) sekil degistirmedir [40,54]. Buradaki X ve n parametreleri tek
eksenli gekme deneyi ile tespit edilir.
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4.5. Artik Gerilmeler

Herhangi bir izotropik ¢ubuk, elastik st a§mama.k sartiyla egilme momentine
maruz brrakilip tekrar serbest birakilacak olursa tipki eski halini alir. Cubugun
herhangi bir noktasinda elastik bolgenin iizerinde gerilme olugacak derecede uygulanan
moment artirilacak olursa o noktada akma meydana gelir. Uygulanan moment
kaldinldifinda gubuk ilk haline geri dénmeye galigir. Fakat plastik gekil degistirme
meydana gelen yerlerde kalici gerilmeler bulundugu goriiliir. Iste bu gerilmeler artik
gerilmeler (residual stresses) olarak bilinir (Sekil 4.10). Bu gerilmenin sebebi elastik
olarak yiiklenmis ve baslangi¢ sartlarina dénmeye galisan noktalarin olusturduga
momenttir. W&hler, tam elastik olarak hesaplanmug gerilmelerden, elastik olmayan
gerilmeleri gikararak yaklagik olarak artik gerilmeleri hesaplamugtir. Bu yontem, siinek
malzemeler igin kullanilabilen bir yontemdir. Makina pargasinin kritik kesitlerinde
olusturulan artik gerilmelerin yorulma $mriinii artirma veya azaltma yoniindeki etkileri
iki esasa dayanur:

a. Yorulma hasarlar1 degigken gerilmelerden dolay: meydana gelir,

b. Malzeme yiizeyi, yiizey altina goére daha zayiftir.

Malzemcdé artik gerilmeler, ya 1s1l islem sebebiyle veya mekanik olarak olugur.
Bu gerilmeler, malzemenin mukavemeti agisindan kimi zaman olumiu kimi zaman da
olumsuz etki yaparlar. Ister faydal ister zararh olsun artuk gerilmeler, plastik

deformasyondan dolay: olugur. Malzeme yiizeyinde, basing gerilmesi olugturacak

s @

-

Ll

i
L Ly
W{aﬂlﬂlﬂli .
|

Sekil 4.10. Egilmeye zorlanan bir gubukta olugan gerilmeler

4
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sekilde plastik §ekilidc§i§tirmi§ bir katman olugturulursa, olusan basing gerilmesi
malzeme yiizeyinde meydana gelecek catlaklan dnler.

4.6. Gerilme Konsantrasyonu

Makina tasariminda kullanilan elemanter formiiller, kesiti sabit veya diizgiin
olan elemanlar igindir. Gergekte ise makina pargalanhda cikintilar, delikler, ¢entikler
vb. gibi gerilme dagiliminda degisiklige yol agan faktorler yer alir. Boylece bazi
bolgelerde yiiksek gerilmeler olusur. Bu olaya “"gerilme konsantrasyonu (stress
concentration)" denir. ‘

Yiiksek gerilmeler sebebiyle ortaya gikan ve ilerleyerek parganin kirilmasina yol
acan catlaklar olugur. Ozellikle tekrarh yiiklerde makina pargalarinin kirilmasina
¢ogunlukla bu catlaklar sebep olur. Bu yiizden, ortay:cl ¢ikan yiiksek gerilmelerin
sithhatli bir gekilde tespit edilmesi gerekir. Gerilme konsantrasyonlarim tespit etmek
icin bugiine kadar gegitli metotlar kullanilmigtir. Bunlardan bazilar1 sunlardir:

- Elastisite teorisi,

" - Fotoelastisite (Sekil 4.7)

- Sonlu elemanlar,

- Membran analojisi,

- Elektriksel analoji,

- Strain-gage,

- Gevrek kaplama,

" . Gevrek malzeme (Plaster modeli),

- Siinek malzeme (Liiders bantlar:).

Gerilme konsantrasyonunu dikkate almak icin

Jo = Jmax (4.40)

Oy

seklinde bir "gerilme konsantrasyonu faktorii” tanimlanir. Burada ©,,,,,, maksimum

gerilmeyi ve 0, ortalama gerilmeyi ifade etmektedir (Sekil 4.8). Makina pargalarinda
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Sekil 4.7. Gerilme konsantrasyonunun fotoelastik yolla tespiti [105]
(ITU Ingaat Fak. Deneysel Mekanik Lab.)

gerilme konsantrasyonunun ortaya gikmasina sebep olan durumlara su Srnekler
gﬁstefilebilir:

- Bir civatamn veya bir dilinin disdibinde veya millerdeki kama kanalinin bir
kosesinde meydana gelen konsantrasyon,

- Ray ile tekerlek arasindaki veya bir rulmanda bilya ile bilezik arasindaki
temas gerilmeleri,

- ABaclardaki budaklar gibi malzeme siireksizliklerinin sebep oldugu
konsantrasyon,

_ - Imalat ve montaj esnasindaki sofuk deformasyon ve 1sil iglem sebebiyle

meydana gelen artik gerilmeler.

y
- g,
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Sekil 4.8. Kesitteki siireksizligin olugturdugu gerilme konsantrasyonu {37]



5. SINIR SARTLARI

5.1. Deplasmanlar

Sonlu elemanlar yonteminin 6zelligi geregi, iki eksene gore de simetrik olan
zincir baklalarinin dérttebir pargasini incelemek yeterli olacakutr. Incelenen pargalarin
simetri ekseni {izerinde kalan diigiim noktalarina birer kayic1 mesnet yerlestirilir. Bu
mesnetler eksene dik dogrultuda deplasmana izin vermediklerinden, sinir sart1 olarak
bu diigiim noktalarinin eksene dik dogrultudaki deplasmanlan sifira esitlenir.

5.2. Dig Yiikler

Pim tarafindan baklaya uygulanan dig kuvvet dairesel delik etrafinda bir yay1i
yiik olugturur (Sekil 5.1). Bu yayil yiikiin, diifiim noktalarina uygulanan tekil yiiklere
indirgenmesi gerekir. Yayil yiikiin agiya bagh olarak dagilimm

q =k cosf (5.1)

olarak gosterilir [78]. Burada g, yayih yiikii ve k ise yayil yiikiin aldi§1 maksimum
degeri gostermektedir (k=q,,,,). 0 ise Jekil 5.1'de verilen agidir. Yayili yiikiin dig
kuvvet dogrultusundaki bilegeni alinirsa, bu bilegen dig kuvvete esit olur. Deligin
yans1 gozoniine alindif: igin
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P
-

X b ¢

Sekil 5.1. Dairesel delik etrafinda yayih yiik

9 ds = (5.2)

olur. Burada ¢, yayil yiikiin dis yiik dogrultusundaki bilegenini, ¢, parganin
kalinlifini, ds, diferansiyel yay elemanini ve F, dis kuvveti gostermektedir.

gy=q cosf =k cos’d

ve
ds=rdb

dir. Burada r, delik yarnigapini gostermektedir. Bu degerler yerlerine yazilir ve sabit
terimler integral digina alinirsa

/2
krt J cos20dOB=F/2 (5.3)

olur. Sonugta da
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Sekil 5.2. Bifleks digli zincir baklasi ve pim deligi

T
krt4—=F/2

ve

oy (5.4)

Trt

bulunur. Boylece yayih yiik dagilimi bilinenler cinsinden

2 F
nrt

q= cosf . (5.5)

seklinde ifade edilmis olur.

Incelenen bifleks digli zincir baklalarinin pimleri, siirtiinmeyi azaltmak
maksadiyla iki pargali yapilmugtir (Sekil 5.2). Bundan dc;layx bakla delikleri tam daire
seklinde degildir. Delikte pimin dayandig kisim i¢e dogru bombelidir. Bu bombenin
yarigapi da delik yarigapindan farklidir, Ayrica pim, deligin yarisina degil belirli bir
bolgesine kuvvet uygulamaktadir,

Bu problemin ¢6ziimiinde agagidaki prosediir izlenmigtir:

a. Delik degisik yangaph iki bdlgeye ayriimustir.

b. Uygulanan kuvvetin bolgelere paylagtinlmasinda ‘izdiigﬁm alanlan esas
alinmgtr. '

c. Yayil yiiklerin diigey bilegenlerinin toplaminin, uygulanan pim kuvvetine
esit olmasi prensibi kullamlmgur.
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X : X

Sekil 5.3, Yayih yiikiin pargali pim {izerindeki dagihim

A F
Fiy=7'% (5.6)

A F ,
Fay=7 75 (5.7)
A=A;+4,

bagintilar1 kullanilarak birinci ve ikinci bolgelere ait k; ve k, katsayilar1 bilinenler
cinsinden ifade edilmistir. Burada F, pime uygulanan kuvvet, F, ve F,y, sirasiyla 1.
ve 2. bélgeye uygulanan yayih yiikiin diigey bilesenleri, A; ve A, swrasiyla 1. ve 2.
bﬁlgerﬁn izdiiglim alanlan ve A, toplam izdiigiim alamudur. Sekil 5.3'ten

sin 6,, E
sin8,

%
kiRt [ cos’¢ do=
$,=0

6 . _ .
bort [cosgdg =000 £

6, sinf,

ve
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g 4 "« :Sonlu eleman d0gim
(Nlmmz) 1o

\<— g=kcos@ ]

I

0 90 68(")
Sekil 5.4. Yayil yiikiin tekil yiiklere indirgenmesi

k= 1 sin8, F_ (5.8)

cosgy, singy+¢, sinf, R 7

1 sinf,-sinf, F
ky= . : : = (59
cos@, sinf,-cos ), sinf,+6,-6,, sinf,

elde edilir. Burada griilen semboller Sekil 5.3’te verilmigtir.

Dairesel delik etrafinda yayilmig olan yiikiin, diifiim noktalarina uygulanan
tekil yiiklere indirgenmesi igin Sekil 5.4'ten faydalamlmigtr. Burada gosterilen
bﬁl;gelcrin simrlar, sinirlarin agirhik merkezleri diiéiim noktalarina isabet edecek
§;3kilde secilmigtir. Ug kisimlardaki dar bélgelerin bilegkeleri ise ug diigiimlere
uygulanmugtir. Herhangi bir bélgenin kuvvet degerini bulmak igin

R )
6y

denkleminden hareketle elde edilen
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R =2F gnol® (5.11)

Tt Ul

bagmtis1 kullamlmigtir. Burada R, ele alinan bdlgenin kuvvet degerini, 8 ve 6, de

bolgenin smirlarini gostermektedir. Agirhik merkezlerinin yerini bulmak igin de

[y dA
y =”ATd’A— (5.12)
A
ve
.Z yi At
y = ‘=12A: (5.13)

bagintilar1 kullanilmigtir [10]. Burada y, bir bdlgenin afirlik merkezini

gostermektedir.



6. DENEYSEL CALISMA

6.1. Isik, Polarize Igik ve Polariskop

Isig1, bir kaynaktan biitlin dogrultularda yayilan gok kiiclik zerrelerin akigi
olarak agiklayan tanecik teorisi, en eski teoridir. Bu teori, fotoelektrik etkilerin
tamimlanmasinda bugiin hala kullanilmaktadir. Fotoelastik etkileri tammlamak amaciyla
ise daha ¢ok Maxwell (1853) tarafindan gelistirilen elektromanyetik teori kulla-
mhi' [52]. Bu teori 15181, elektromanyetik dalga olarak tanimlar. Buradaki dalga,
y;lyllma yoniine dik bir 151k vektdrii olarak ifade edilebilir. Tungsten filamanli bir
ampulden yayilan adi bir 1g1kta, 151k vektorii herhangi bir taraftan kisitlanmamugtir ve
151k vektoriiniin rast;gele enine titresimlerden olugtugu varsayilabilir. Isik, bir dalga
hareketi olarak kabul edildiginden dolayi 151k vektriiniin genligini, tek boyutlu dalga
denkleminin ¢dziimii olarak yazmak miimkiindiir:

A=fz-ct)+gz+c)) (6.1)
Burada A, 151k vektoriiniin genligini, z, yayilma eksenini, ¢, zamani ve ¢, yayilma
hizin1 gostermektedir. Pozitif z yniinde yayilan 15181n bir siniizoidal bilegeni gdzoniine

alinarak fotoelastik etkinin basit bir tanimu elde edilir. Béylece (6.1) denklemi

A=f(z-ct)=asin2—;-(z-ct) (6.2)
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PE X414 ‘5;‘(Sin g%(l"‘t'l)
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" Sekil 6.1. Isik vektoriiniin genliginin yayilma ekseni boyunca konuma gére
degisimi

seklinde yazilabilir." Pozitif z ekseni boyunca yayilan 151k vektoriiniin geniliginin
grafigi Sekil 6.1'de verilmigtir.

Isik vektoriiniin siniizoidal genlik grafifinde iki tepe arasindaki uzaklia dalga
boyu (A) denir. Birbirini izleyen iki tepeyi gegmek igfn gerekli zamana peryot (T)
denir ve

T=— (6.3)

olarak verilir. Isik vektoriinlin frekansi, saniyedeki genlik salinimu sayisidir. Bu

yiizden frekans (f),

f= (6.4)

1
T
olarak verilir. Goziimiiziin gorebildigi 1:151n rengi, 151k vektorii bileseninin frekansi
tarafindan belirlenir. Goriilebilen gokkugag: renkleri, frekanst 390x102 cps olan kizil
renkten frekansi 770x102 cps olan mor renge kadardir. Cogu fotoelastik arastirma,
gozle goriilebilen renklerden olugan 15181 kullanarak yiiriitiilse de fotoelastisite
pretisipleri radyan enerjinin kiz1l6tesi ve mordtesi bolgelerinde de gegerlidir.

Klasik fizige gore adi bir 151k, yaylma yoniine dik olarak titresen
elektromanyetik dalgalardan olugur. Elektromanyetik dalganin titregim gekli, titresime

dik dogrultu gibi bir istenen durum sergilerse o zaman 151k, polarize edilmis kabul
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polarizer

Sekil 6.2. Diizlem polarizer

edilir. Gerilme analizinin fotoelastik metotla yapiimasinda kullamilan iig tip polarize 151k
vardir:
a. Diizlem polarize 151k,
b. Dairesel pqlarize 151k,

" c. Eliptik polarize 1sik.
Pratikte, diizlem polarize 1§51k diizlem veya lineer polarizer olarak bilinen bir optik
eleman aracilifiyla elde edilir (Sekil 6.2). Dairesel ve onun 6zel bir hali olan eliptik
polarize 1giklan elde edebilmek igin de iki optik elemana gerek vardir. Bunlardan birisi
polarizer, diferi ise dalga plakasidir. Dalga plakalari, 15181 birbirine dik iki bilesene
ayiran elemanlardir. Bilegenlerden birinin hiz1 digerininkinden farklidur.

~ Optik elemanlarin bir araya getirilmeleri ile elde edilen optik sistemlere
polariskop denir. Fotoelastisitede kullanilan en basit polariskop, diizlem polariskoptur.
Bir 151k kaynag: ve iki lineer polarizerden olugur (Sekil 6.3a). Diizlem polariskopta 151k
kaynagina yakin olan lineer polarizere polarizer, digerine de analizer ad: verilir.
Polarizer ve analizerin polarizasyon eksenleri birbirlerine daima diktir. Bundan dolay:
analizerden hi¢ 151k gegmez ve bu sistem bir karanhk alan olugturur.

~ Birigik kaynaf ve dort optik elemandan meydana gelen dairesel polariskopta
ise 1§1k kaynagindan sonraki elemana polarizer denir (Sekil 6.3b). Polarizer, 15151
diizlem polarize 1518a doniistiiriir. Ikinci eleman ise polarizasyon diizlemi ile eksenleri
arasinda B=m/4'liik bir ag1 bulunan bir ¢geyrek dalga plakasidir. Bu geyrek dalga plakas:
diizlem polarize 1181 dairesel polarize 1513a doniigtiiriir. Ikinci ceyrek dalga plakasi ise
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hizh ekseni 6ncekinin yavag eksenine paralel olacak gekilde yerlestirilir. Bu elemanin
amaci dairesel polarize 1511 diizlem polarize 1g1a déniigtiirmektir. En son eleman ise
analizerdir. Dairesel polariskop standart diizeni ile karanlik alan olusturur. Fakat optik
elemanlann dondiiriilmesi ile dort degisik diizen elde edilebilir. Bunlardan ikisinde

karanlik alan, ikisinde de aydinlik alan olugur.

Ay
I§'1k // x
Kaynag Vi /
| * /) * H "'/ -~ Z
/] H !
. s |
Gegirme / |~ /
Ekseni = | Gegirme
| Ekseni
POLARIZER MODEL ANALIZER
@
Y ,‘y 194
- / / Hizl Yavag /‘
.Ié'lk ) /| . /] //" x / B /] .
Kaynag L Yavey) ﬁ‘ L L/
K| AL i I %
t /4 !

Vd . ]
Gegirme / /
Ekseni / I Gegirme

| Ekseni
POLARIZER CEYREK MODEL " CEYREK ANALIZER
DALGA DALGA
PLAKASI PLAKASI
(®)

Sekil 6.3. a) Diizlem polariskop
b) Dairesel polariskop



56

6.2. Fotoelastisite Teorisi

Fotoelastisitede kullanilan Maxwell teorisi, gerilme altindaki malzemelerin
kirtlma indislerinin degigmesi olaymna dayamr. Kirilma indislerindeki degismenin
gerilmelerle dogru orantih oldugu kabul edilir ve

m—n,=¢ 0,%¢ 0,

(6.5)
n, —ny, =¢ 0, +¢, 0

yazlir. Burada ng, gerilmesiz modelin kirilma indisini, n; ve n3, asal eksenler boyunca
olan kirilma indislerini, ¢ ve ¢z, gerilme optik katsayilarini gostermektedir.
Yukaridaki iki denklem 79’1 elimine edecek sekilde taraf tarafa ¢ikarilirsa

n-n =0 - )0,-0,) ° (6.6)

olur. Gerilmig fotoelastik modeli gecici bir dalga plakas: gibi diigiinerek

v . - _2?% 6.7)
yazilir. Burada A, faz farkii ve 4, modelin kalnligim gostermektedir. Buradan
A=3—:{—h(c1 -, )0, - 0,) (6.8)
yazﬂal;ﬂir. Burada cy-c; yerine, bagil gerilme optik kafsay1s1 ¢ yazihrsa
A=26 _6) 6.9)
olur. Yukandaki baginuda 2—A7}- =N ve -il: [ yazlarak
0, -0, NS, (6.10)

h
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elde edilir. Burada N, bagil faz farkin ve fy,malzeme sagak degerini gostermektedir.

- . Eger bir fotoelastik model tam elastik davranig gosteriyorsa, asal gekil
degistirmeler arasindaki fark (€;-&;), sagak mertebesi V'in belirlenmesi ile Slgiilebilir.
(6.10) denklemi asal gekil degistirmeler cinsinden

81-82=N,{‘ ' 6.11)

seklinde yazilabilir. Burada f;, sekil degistirmeler cinsinden malzeme sacak degeridir

ve
_l+v

fs_‘_E—fa (6.12)

seklinde verilir.
Gerilmig bir fotoelastik model dairesel polariskoba yerlestirildigi zaman
izokromatik sacaklar meydana gelir. Analizerden ¢ikan lineer polarize 151k

A= lk sin —A-[cos(a + 1) ~sin(a + ot)]
2 2 (6.13)

seklinde ifade edilebilir. Burada £,

k=acosd
seklindedir ve @ ise 15181n agisal frekansim gostermektedir (w=27f). Burada da a,
elipsin biiyiik eksenini ve J ise 1§51k vektorii ile polarizer ekseni arasindaki agiy:
gostermektedir.

Isifin siddeti / ile gosterilecek olursa

I =K sin? % [cos(a + wt) —sin(a — cot)]2 (6.14)

yazilir. Burada X, bir katsayidir. (6.14) denklemi incelenirse, 15181n kaybolmas: igin
(I=0) ya sin24/2=0 olmah veya koseli parantez igerisi sifir olmahidir. Kojgeli parantez
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icerisindeki ifade séniim meydana getirmeyeceginden dolay: sin24/2=0 olmalidir. O
halde A2=nn (n=0,1,2,...) oldugu zaman 151k kaybolur.

6.3. Fotoelastik Model Malzemesi Segiminde Kriterler

1. Saydamlik: Genelde biitiin normal fotoelastik ¢aligmalarda model malzemesi
olarak saydam plastikler segilir. Bu plastiklerin goriilebilen 15151 gegirmeleri yeterlidir.
Renksiz saydam halde olmalar gerekmez. Ornek olarak epoksi regine saydam, fakat
acik sar1 renktedir. .

ii. Duyarlilik: Modelde elde edilen sagak sayisini artirdiklarindan dolay,
yiiksek duyarliliktaki fotoelastik malzemeler daha gok tercih edilirler. Eger fq diisiik
olursa az bir kuvvetle sagaklar olugturulabilmektedir. Boylece bagil olarak diisiik
yiiklerle galigildig1 igin modelde garpilmalar olmamaktadur.

iii. Lineerlik: Fotoelastik modeller normal olarak bir metal prototipte ortaya
¢ikan gerilmelerin belirlenmesinde kullanilirlar. Bundan dolay: gerilme-sekil degistirme
diye;granﬂanmn bag kisimlan yeterince lineer olmahdﬁ.

. iv. Izotropi ve homojenlik: Fotoelastik malzemelerin ¢ogu, siv1 polimerin kalip
haline getirilmig iki cam levha arasina dokiilmesi yoluyla hazuiamrlar. Bu sekilde
dokiilen polimerleﬁn molekiiler zincirleri rastgele. daﬁﬂnuglardu ve esas olarak
izotropik ve homojendirler. Halbuki bazi durumlarda plastikler haddelenirler. O zaman
molekiiler zincirler haddeleme dogrultusunda dizilirler. Bu tip malzemeler anizotropik
ozellikler sergilerler. Bu ise herhangi bir normal fotoelastik uygulamada istenmeyen bir
durumdur.

v. Siinme: Cogu fotoelastik malzeme, uzun zaman fotoelastik incelemeye tabi

tutulursa mekanik ve optik olarak siinmeye ugrarlar. Bu yiizden polimerik malzemeler
elastik malzemeleri tam olarak karakterize edemezler. Bu yiizden malzemelerin f
degerleri deneyle birlikte kalibre edilmelidir.

Vi, Elastisite modiilii ve kopma mukavemeti: Elastisite modiilii fotoelastik
malzeme segiminde 6nemli bir kriterdir. Ciinkii elastisite modiilii, uygulanan
gerilmelerden dolay: modelin ¢arpilmasim kontrol etmektedir. Carpilma fazla olursa,
fotoelastik Slgmeler pek saghikli olmaz.
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Eger bir fotoelastik malzemenin kopma mukavemeti yiiksek olursa daha biiyiik
yiikler uygulanabilir ve daha yiiksek mertebeden sagaklar {iretilebilir.

* vii. Sicakhi¥a duyarlilik; Eger malzemenin sagak degerleri sicaklikla degisiyorsa
biiyiik sicaklik degisimlerinde elde edilen sagaklar hatah olacaktir.

viii. Zaman-kenar etkisi, islenebilirlik ve artik gerilmeler: Bir fotoelastik model,
bir .plastik levhadan kesilirken model sinirlarinda ségaklar olugabilir. Bunun &niine
g.egmek igin yiiksek devirli kesiciler kullanilmali ve gerekirse model firina konmalidar.
Modelin kesilecegi levhada artik gerilmeler bulunmamalidur.

Fotoelastik literatiir incelendiginde, ¢ok sayida farkli malzemenin fotoelastik
ozellik sergiledifi ve bunlarin gogunun da fotoelastik analizde kullanildigt goriilmek-
tedir. Bugiin fotoelastik analizlerin yaklagik % 901 agagidaki 5 malzeme ile yapil-
maktadir [20]:

- Katalin 61-893,

- Kastolit,

- Kolombiya reginesi CR-39,

. Epoksi reginc,

- Uretan kauguk.

6.4. Kalibrasyon Metotlan
" Bu metotlarla malzemenin sagak degeri f,; belirlenir.
1. metot: Model malzemesinden eni w ve kalinhifx 4 olan bir ¢ekme gubugu

hazirlani-, Cubuk bir P yiikii ile ¢ekildiginde bogaz kismunda

o, =— ve o,=0 (6.15)
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- P
=— : 6.16;
fs N (6.16)

2. metot: Burada da ¢apindan basilmug dairesel bir disk kalibrasyon modeli
olarak g6zoniine ahnir. Yatay ¢ap boyunca (y=0) gerilme yayilist

_ 2P [D2—4x2)2

g.=0, =
U ahD\ D*+4x?

2P 4D*
o.=0,=— -1 6.17
¥y < ﬂhD {(D2+4x2)2 } ( )
7, =0 '

seklindedir. Burada D, diskin ¢apin, x, diskin merkezinden yatay uzaklif1 ve A, diskin
kalinhin: gostermektedir. Asal gerilme farki yazilirsa

o - =3P D'-4D’x* Nf,
' mhD (D*+4x?) h

buradan
£ = 8P D*-4D?
° mDN (D*+42*)

(6.18)

elde edilir. Kalibrasyon noktas1 olarak diskin merkezi kullanilacak olursa x=0 yazilir

ve
8P

~ZDN

fs (6.19)

elde edilir.

3. metot: ki ucundan mesnetlenmis, genisligi 4 ve yiiksekligi b olan bir kirig
mesnetlere @ uzakhkta iki P yiikii ile yiiklenir. Kirigin orta kisminda alt ve iist
noktalardaki gerilmeler



61

5 oo My Pazs 6pa
e T
12
c,=0,=0 (6.20)
Ty =
seklindedir. Buradan
6Pa_Nf
0,-0,=—>r=—9%
1 2 hb2 h
ve I;uradan da .
: 6Pa
fa:W (621)
elde edilir

Ug metotta da elde edilen degerler kalmliktan bagimsizdur.

6.5. Analiz Teknikleri
6.5.1. Izokromatik sagaklar

Dairesel polariskoba yerlestirilmis gerilmis bir model incelendiginde asal
gerilme farkinin (07-07) sabit oldugu cizgiler goriiliir. Iste bu gizgilere "izokromatik
sacaklar" denir. Karanlik alanli dairesel polariskopta sagak mertebeleri N=0,1,2,...
seklinde, aydinlik alanh dairesel polariskopta ise sagak mertebeleri N =4,13,21%, ...
seklinde elde edilir. Sifirinc1 mertebeden sagak siyah digerleri renklidir. Model
icerisindeki herhangi bir noktada sagak mertebesi belirlendigi taktirde asal gerilme farki
(6.10) denkleminden elde edilebilir. Eger diizlem gerilfne hali inceleniyorsa maksimum
kayma gerilmesi

ax —

T = -;-(cyl -0,) (6.22)

denkleminden bulunur. Serbest sinirlardaki bir noktada asal gerilmelerden birisi sifir
olacafindan digeri
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0,,-0,=2e (6.23)
e

denkleminden elde edilir. Yiiklii sinirlarda ise asal gerilmelerden birisi dig yiike egittir.

6.5.2. Izoklinik ve izostatik sagaklar

" Diizlem polariskoba yerlegtirilmig gerilmig bir modelde izokromatik sagaklarin
yaninda bir de asal gerilme dogrultularinin sabit oldugu siyah ¢izgiler goriiliir. Bu
cizgilere "izoklinik sagaklar" denir. Degisik dogrultulardaki izoklinikler bulunmak
,iste.ndiginde polariskop agis1 degistirilir ve elde edilen biitiin gizgiler bir ¢izimde
b‘iﬂe§u’n']jr. Izoklinik sagak desenlerinin su 6zellikleri vardir:

i. Biitiin parametrelerin izoklinikleri izotropik (01=0%) veya tekil bir noktadan
mutlaka gegerler. '

ii. Eger modelde bir simetri ekseni varsa, parametrelerden birinin izoklinigi
mutlaka simetri ekseni ile ¢akugir. .

iii. Izoklinigin parametresi sinirdaki egimden tayir; edilebilir.

iv. Biitlin parametrelerin izoklinikleri tekil yiikiin uygulama noktasindan
gegerler.

Miihendislik alaninda asal eksen dogrultularinin degisimi, asal gerilme
yﬁrﬁﬁggleri ad1 verilen egriler yardimu ile belirlenir. Bu egrilere fotoelastisitede ayrica
"izostatik sagaklar" da denir. G6zoniine alinan herhangi bir noktada egriye ¢izilen teget
asal gerilmelerden birinin dogrultusunu verir. Buna dik dogrultu ise diger asal
gerilmenin dogrultusudur. 1zostatiklerin giziminde izlenen yollardan birisi udur:

0° parametreli izoklinik {izerinde egit araliklarla noktalar igaretlenir. Daha sonra
bu noktalardan izoklinige dik dogrular gizilir. Bu dogrular ikinci parametreli izoklinifi
kesene kadar uzatilir, Iki izoklinik arasinda kalan dogru pargasinin ortasindan ikinci
parametre kadarlik agiyla bir dogru daha izilir ve ligiincii parametreli izoklinigi kesene
kadar uzatilir. Bu prosediire bdylece devam edilir. .

Izoklinik sagaklar iizerinde asal gerilmelerin dogrultulan bilindigine gore
herhangi bir noktadaki kayma gerilmesi



T =—-°%sinze=-Nf“ sin20

? 2h (6.24)

bagintisindan bulunur. Burada 6, o ile x ekseni arasindaki agiy1 géstermektedir. Eger

01, 0, ile x ekseni arasindaki agly1 gsterirse o zaman

_01-0
T, =——2

5in26, = "; {1 2 5in26, (6.25)

yazilir.
6.5.3. Kompensasyon teknikleri

Karanlik ve aydinlik alanda elde edilen sagaklar ile sagak mertebesi 1/2
hassasiyete kadar elde edilebilmektedir. Ancak herhangi bir noktadaki sagak mertebesi
daha hassas bir gekilde belirlenmek istendifinde kompensasyon teknikleri
kullanilmahdur. Bunlardan en ¢ok kullanilan ikisi Babinet-Soleil metodu ve Tardy

metodudur.

6.5.3.1. Babinet-Soleil metodu

Bu metotla sagak mertebesinin 6l¢iilmesi igin kompensator denilen bir cihaza
gerek vardir. Yiiklenmig bir modelde incelemeye alinan noktada izoklinik sagaklar
yardimu ile asal gerilme dogrultusu bulunur. Daha sonra dairesel polariskop sisteminde
incelenen noktada asal gerilme dogrultusu ile kompansatér ekseni gakisacak sekilde
kompansator yerlegtirilir. Kompansatdr model ile ikinci geyrek dalga plakas: arasina
yer1.6§&rihne1idir. Incelenen noktaya tutulan kompansatriin vidasi o noktada karanhk
elde edilinceye kadar gevrilir. Kompansatﬁrdeki. numaratérden okunan deger,
kompansator sabitine boliinerek o noktadaki sagak mertebesi binde bir hassasiyetle

bulunur.



6.5.3.2. Tardy metodu

Bu metotta polarizerin ekseni, asal gerilme dogrultusu ile gakigtirilir., Daha

sonra incelenen noktadan bir sagak geginceyé kadar analizer déndiiriiliir. Ikinci ¢eyrek

dalga plakasindan 91k°an 1181n bilegenleri

Al = V2 k cos wt (cos-A- —sin A)
2 2 2

vy 2 A A)
=—k coswt —+sin—
A, > cos (cos ) sin >

(6.26)

seklindedir. Analizer, 6lgme yapilan noktada sénme elde etmek icin 7y kadar

dondiiriilmiigse o zaman analizerden gecen 1181n genligi
A=A cos(—}+ y) -A cos(%t— - )

dir. Bu denklemde degerler yerine yazilirsa

A
il 2 —vl=0
sm(2 7)
ve
_A._y=n7[ (n=0,1,2,...)
2
elde edilir. Buradan
N=—A—=n+l
27 T

bulunur. Eger analizer negatif yonde 9; kadar dondiiriilmiis ise

N=n—l‘-
T

6.27)

(6.28)

(6.29)

(6.30)

denklemi kullamlir. Bu yontemle elde edilen sagak mertebesi yiizde bir hassasiyettedir.
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6.5.4. Ayirma teknikleri

Simdiye kadar ele alinan fotoelastik teori ile ancak asal gerilme farki
belirlenebilmektedir. Ama modelin igindeki noktalarda asal gerilmelerin degerlerinin
bulunabilmesi igin ikinci bir bagintiya ihtiyag vardir. .I§te asal gerilmeleri birbirinden
ayirmada kullamlan tekniklere "ayirma teknikleri (separation techniques)" denir.
Bunun i¢in birgok metot gelistirilmigtir. Bunlardan bazilanmn sdyle siralayabiliriz:

i. Kayma farki metodu, ’

ii. Girigim (interferometer) metotlari,

iii, Elektriksel analoji metotlar,

iv. Egik-gelis (oblique-incidence) metodu,

~ v. Asal eksenler boyunca integrasyon metodu,
vi. Relaksasyon metodu,
* vii. Laplace denkleminin iterasyonla ¢oziimii,
. viii. Harmonik serilerle ¢ziim. |

"Kayma farki metodu" agagida anlatilmigtir.

6.5.4.1. Kayma farki metodu
Bu metot, modelin i¢indeki noktalarda asal gerilmeleri denge denklemlerinden
yararlanarak elde eder. Kiitle kuvvetleri ihmal edilir ve birinci denklem x boyunca

integre edilirse

o,
! » (6.31)

elde edilir. Bu denklem sonlu farklar metodu kullanilarak niimerik olarak ¢oziilebilir.
Kismi diferansiyel denklem yerine sonlu fark denklemi yazilacak olursa

.

<1

' | pa=al,-

(6.32)

A7,
Ay l(xo+x, 2 Ax

x Ixo

Sekil 6.4'e x ve y eksenleri boyunca Ax ve Ay sonlu araliklarina boliinmiig bir model
goriilmektedir. Eger Ax=Ay alinirsa
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f—{ 18y p

Sekil 6.4. Kayma farki metodunun uygulanmasinda kullamlan

1zgara sistemi
s IXx =0x lxo - Arxy l(x°+x, 2 (6.33)

elde edilir. Bu iglem ardigik olarak diger noktalar i¢in de yapilarak biitiin noktalardaki
gerilme degerleri bulunmug olur. Metodun zayif tarafi hatalarn {istiiste binmesidir.
Metot su sekilde uygulamr:

i. Model iizerinde OP, AB ve CD dogrulan gizilir ve xo, xi, X2, X3, ...
noktalari isaretlenir.

ii. OP, AB ve CD boyunca izokromatik sagak mertebeleri bulunur ve yazilir.

- iil. Bu ii¢ dogru boyunca asal gerilme dogrultelarim veren izoklinik

parametreler bulunur ve yazilir.

iv. AB ve CD dogrulan boyunca (6.24) denklemi ile 7,y degerleri bulunur ve
yazilir. ’

v. AT, =1, | -1, | deferleri (xo+x1)/2, (X1+X2)/2, (x2+x3)/2,...
noktalari i¢in bulunur,

vi. 0y degerleri OP boyunca (6.33) denkleminden hesaplanir.

~ vii, Mohr dairesinden oy hesaplanir.

0,=0,-(0,—0,)cos20 =0, —-I-Vhif-cosZB (6.34)
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viii. Gerilmenin birinci invariyant: ve (6.10) bagintis1 ile o7 ve 0 elde edilir.

=0, —0.
h 1 2
Bu iki denklemden
0=Yo,r0,+55)
(6.35)
o,= (a +0 —Nf")
X Yy h
elde edilir,

6.6. Model le Prototip Arasindaki Bagintilar

Diizlem gerilme halinde bir levhanin gerilme durumu, herhangi bir yiikleme
halinde, bulunmak istenirse diferansiyel denge denklemleri ile birlikte bir de uygunluk
denkleminin oldugunu sdylemistik. Bu denklem elastisite modiiliinden bagimsiz
oldugundan elastisite modiilii levhadaki gerilme dagihmim etkilememektedir. Kiitle
kuvvetleri ihmal edildigi zaman da Poisson oraninin etkisi olmamaktadir.

Model, prototipin geometrik olarak benzeri oldugundan ve dis yiikler de orantih
oldugundan prototipteki bir noktada gerilme ve deplasman degerleri agagidaki
bagintilardan bulunabilir.

P, h | .
c,=0,—>=22 - 6.36
4 m Pm hp lp ; ( )
P
5 =6, 2Lt (6.37)
P”' E? hl’ ‘

Burada o, gerilmeyi, 6, deplasmani, P, uygulanan yiikii, 4, kalinhif1 ve /, belirli bir
uzunlugu goéstermektedir. p ve m indisleri ise siras1 ile prototip ve model igin
kullaniimagtir.
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6.7. Deneyin Yapilig1 ve Dikkat Edilecek Nohdm

Fotoelastik modeller dig tesirlere kars: cok dhyarh olduklan i¢in hazirhk ve
deney sirasinda agagidaki noktalara dikkat edilmelidir:

i. Modelin yapilacagi levhada artik gerilme olup 6lmadig: polariskopta kontrol
edildikten sonra modelden 0.5 cm kadar daha biiyiik bir parca elektrikli testere ile
kesilir ve esit araliklarla karelaj yapilir.

ii. 3 mm kalinhifinda aluminyumdan, modelin bir benzeri yapilir. Daha 6nce
kesilen kaba model pargasi ¢ift tarafi yapigkan geritle aluminyum modele yapigtirilir.
Daha sonra yiiksek devirli (20 000 rpm) bir kesici ile fazlaliklar alinir. Fazlaliklar
alirken biitiin fazlalik bir seferde alinmayip her seferinde 2 mm alinarak bdylece devam
edilir. Bu esnada modelin 1stnmamasina gayret gosterilir.

iii. Herhangi bir sebeple levhada delik agmak gerektiginde m‘atkap ucuna yag
dokiilerek 1s1nma Snlenir.

-iv. Hazirlanmug olan model firina yerlestirilip sicaklik 100 °C'a kadar artirihr.
Model iizerinde istenen sagaklar olusuncaya kadar yiikleme yapilir. Daha sonra kendi
halinde sogumaya birakilan firindan bir giin sonra model ¢ikartilir.

v. Teorik yiikleme gartlar1 deneylerde titizlikle ge;geklenmelidir. Deney modeli
elde fazla oynanmamali, kalorifer ve soba gibi 1siticilarin yapacaklari olumsuz
etkilerden korunmalidir.

vi. Modeli polariskoba yerlestirdikten sonra istenen kesit ve noktalarda
okumalar yapilir. {zokromatlarin kesirli kisimlan kompansatérle veya Tardy metodu ile
Olgiiliir. Buradan da gerilmeler hesaplanir.

vii. Fotoelastik deneyle asal gerilme yorungelenm veren izostatik sagaklar elde
edebﬂmek i¢in 6nce izoklinik sagaklar gizilmelidir. Izoklinik sagaklarin ¢iziminde, dnce
izokliniklerin genel gidisi belirlenir ve karelaj noktalar gézetlenerek herbirinin gizimi
ayr1 ayr yapihir. Daha sonra da biitiin izoklinikler birlikte bir kagida gizilir. Izoklinik
sagaklarin giziminde herbir parametre igin ayn ayn modelin fotografi gekilip fotograflar
yardimu ile de izoklinikler gizilebilir.



7. NOMERIK SONUCLAR VE DEGERLENDIRME
7.1. Giris

. Problemin ¢oziimii igin geligtirilen bilgisayar programlarmin saglikli sonug
verip vermedigini kontrol etmek amaciyla, ¢oziimii daha 6nceden yapilmig problemler
ele alinmigtir. 1k 6nce, eksenel olarak yiiklenmis faturali bir levhamn ¢6ziimii
yapilmigtir. Diizlem gerilme gartlarina uyan bu problémin sonlu eleman ¢dziimii
Segerlind (1976) tarafindan verilmigtir [76]. Ad1 gegen referansta da oldugu gibi
eksenel simetriden dolay: levhanin yaris1 gézoniine alinmig ve 95 diigiim noktasi
olusturacak sekilde elemanlara boliinmiistiir. Bu problemde ortaya ¢ikan en biiyiik asal
gerilrhé degeri, ortalama gerilmeye boliinerek gerilme konsantrasyon katsayisi elde
edilmigtir. Segerlind’in ¢6ziimiinde bu deger 1.47 iken bizim ¢oziimiimiizde de 1.47
olmugtur. Birbirinin aynisi olan bu degerler, Singer (1962) tarafindan verilen 1.42
degerine oldukga yakindir [79].

Ikinci olarak, igten basinca maruz kalin cidarli bir silindirde olugan gerilmeler
clasto-plastik analizle bulunmugtur. Diizlem gekil degistirme sartlarina uyan bu
problemin sonlu elex.nan ¢oziimiinii de Owen ile Hintoﬁ (1986) ve Hodge ile White
(1950) yapmuglardir [65,34]. Kalin cidarh silindire igten uygulanan basing kademe
kademe artirilarak gerilme dagilimlar elde edilmigtir. Elasto-plastik olarak yapilmg
olan ¢oziimiin sonuglan ile referanslarda verilen sonuglarin karsilastiriimasi ise
Sekil 7.1 de yapilmugtir. Sekil 7.1 den goriildiigii gibi bulunan gerilme degerleri ile
referanslarda verilen deferler birbirine gok yakindur.

Uglincii olarak, bir rulolu zincir baklasinda olusan gerilmelerin analizi yapilmug
ve diger referanslardaki deneysel ve teorik ¢oziimlerle kargilagtnimigtir {3,41]. Bu

problemle ilgili sonlu elemanlarla teorik caligma Antonescu ile Dix (1975) tarafindan
ve deneysel galigma Kin ile Dubrovsky (1986) tarafindan yapilmigtir. Buradan elde
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Sekil 7:1. Igten basinca maruz, kalin cidar silindirde farkh basing degerleri icin gy

degerleri (r;;=100 mm, r4y=200 mm, E=210 GPa, v=0.3, Y=240 MPa)
a. (=) Referans 34; (0, ®) Referans 65
b. Bu galigmada elde edilen sonuglar
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@ (b)

Sekil 7.2. Rulolu zincir baklasinda
a) Fotoelastik yolla elde edilmis gerilme dagilimu [41]
b) Bu ¢alismada sonlu elemanlar metodu ile elde edilmig asal gerilme
tarki yoriingeleri

edilen sonuglarin da birbiri ile uyum igerisinde oldugu goriilmiigtiir (Sekil 7.2).

Bu kargilagtirmalardan, gelistirilen bilgisayar programunin saghkli sonuglar
verdigine karar verilmig ve problemin ¢dziimiine gegilmigtir. Elasto-plastik olarak
incelenen zincir baklas: igin C1060 malzemesi gozoniine alinmigtir. Bu malzemeye ait
plastik mukavemet katsayisi K ve gekil degistirme sertlesmesi iisteli n,Tablo 7.1°de .
verilmigtir. Bu degerler gekme deneyinden elde edilen léuvvet-uzama diyagramindan
faydalanilarak bulunmugtur. Ayrica Elastisite modiilii E=210 GPa ve Poisson oram
v=0.3 olarak alinmugtir. Digli zincir baklasina ait boyutlar ise Sekil 7.3’te verilmistir.

Baklanin kalinhi diger boyutlarina gére gok daha kiigiik ve uygulanan kuvvet
bakla diizleminde olduundan diizlem gerilme hali sdzkonusudur. Yani gerilme vektd-

riiniin sifir olmayan eleman sayisi {igtiir.

Tablo 7.1. C1060 i¢in peklesme oram ve peklesme iisteli

Malzeme K n Y (MPa)

C1060 198.5 0.5644 480
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Sekil 7.3. Disli zincir baklas: boyutlar
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Baklanin sonlu elemanlara boliinmiis hali Sekil 7.5’te verilmigtir. Uggen
elemanlara béliinmiis olan digli zincir baklasinda, 243 eleman ve 154 diigiim noktasi
bulunmaktadir. Bakla sonltu elemanlara bﬁlﬁﬁﬁrken simetriden dolay1 dorttebir pargasi
gdzdniin= alinmug ve gergek boyutlarinin 7 kat1 biiyiitiilmiigtiir. Boyutlar biiyiitiiliince,
boyutlarla birlikte, uygulanan pim kuvveti de o oranda biiyiitiilmiigtiir. Yalmz kalinlik
degistirilmemistir.

7.2. Elastik Gerilmeler

Problemin ¢oziimii yapuldifinda, esdeger gerilmenin en biiyiik degeri aldig1 64
nolu diiglim noktas: en kritik nokta olarak tespit edilmigtir. Bu diigiim noktasini, delik
iizerinde bulunan 47 ve 54 nolu diigtimler takip etmistir.

. Pim deligi lizerinde oy gerilmesinin dagilimi Sekil 7.4’te verilmigtir. En biiyiik
gerilme 64 nolu diiglimde ortaya ¢ikmigtir. Bu diiglimden itibaren saat yoniinde
gidildikge sifira, oradan da negatif degere ulagmustir. 64 nolu diigiimden saat y&niiniin
tersine gidildigi zaman gerilmedeki diigiis daha hizhi olmus, negatif yonde arug
baglamigtir. Referans 41'deki dairesel delikli zincir baklalarinda, delik civarindaki
gerilme dagilim ile bu ¢aligmada bulunan gerilme dagiiminin birbiri ile uyumlu oldugu
goriiliir.

~ 78.5 kN’luk yiik (elastik bolge) igin biitiin diifiimlerde olugan gerilmeler Tablo
7.24de verilmisgtir.

Sekil 7.4. Digli zincir baklasi pim delii iizerinde gerilme dagilimu (o)
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Sekil 7.5. Sonlu elemanlara boliinmiig digli zincir baklas:
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Tablo 7.2. Digli zincir baklasinda, elastik bolgede olugan gerilmeler
(F=78.5 kN)

_ Diigim 0 0, O0-0, O 6 o, o Try

No  (MPa) (MPa) (MPa) (MP) (°) (MPa) (MPa) (MPa)

i -178 - -187 9 183 -70 " -186 -179 -3
2 -114  -164 50 146 -30  -127 -151 -21
3 2 -102 104 103 -8 0 -100 -13
4 93 -48 141 124 -10 88 -44 -24
5 223 27 197 211 -4 222 27 -13
6 -126  -192 66 169 88 -192 -126 3
7 82 -129 46 113 -9 -83 -128 -7
8 39 -95 134 119 -15 30 -86 -33
9 143 -47 190 171 -14 132 -36 -44
10 244 5 249 246 -6 241 -3 -26
11 -138  -218 80 191 77 -214 -142 -18
12 -84  -179 95 155 -37  -118 -145 -45
13 41  -138 179 163 -33 -11 -87 -81
14 90  -107 197 171 -34 29 -46 -91
15 134 -46 179 161 -27 96 -8 -73
16 184 -9 192 188 -14 173 2 -44
17 96  -151 54 132 -25  -106 -141 -21
18 85 -149 233 205 -33 16 -80  -106
19 109 -108 217 188 -49 -15 16 -107
20 127 . 92 219 190 47 - 10 24 -109
21 104 -46 151 134 -37 50 8 -72
22 110 -1 110 110 -24 91 © 18 -41

23 188  -150 338 293 -43 5 33 -168
24 193 -114 307 268 51 - 8 71 -150
25 125 -84 210 183 -58 -26 67 -94

26 80 45 124 109 -54 -2 38 -59
27 35 -12 46 42 -52 6 17 -22
28 241 -101 343 305 -55 13 128 -161
29 188  -104 291 256 -59 -26 110 -129
30 159 -0 229 203 -65 -28 118 -88

31 100 49 149 131 -69 -29 81 -50
32 35 -30 65 56 -70 =22 27 21
33 16 -36 52 46 -88 -36 16 -2

-34 276 -88 364 329 -62 -7 196 -151
35 241 -82 323 291 -65 -26 184  -123

36 143 -47 190 171 -15 -33 129 -49
37 63 -28 91 81 -84 -27 62 -10
38 14 . -33 47 41 -88 -32 14 -1




Tablo 7.2. Digli zincir baklasinda, elastik bolgede olusan gerilmeler
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(Devam)
. Diigim 0y %) 01-0; g 6 Oy Oy Txy
No  Mpa) (MPa) (MPa) (MPa) (°) (MPa) (MPa) (MPa)
39 2 7 83 77 73 -64 5 23
40 377 30 407 393 72 10 336 -122
41 270 47 318 297 12 -15 238 -9
42 175 20 195 186 81 . -16 171  -28
43 105 -16 121 113 -83  -14 103  -14
44 26 7 33 30 68 2 22 11
45 8§ 37 45 41 58 24 -4 20
46 3 76 79 78 64  -61 -13 31
47 419 30 389 405 81 41 408  -64
48 299 18 280 290 79 29 288  -54
49 161 11 149 155 90 11 161 1
50 63 21 43 56 73 24 60 12
51 2 14 36 3] 31 12 -5 16
.52 7 38 45 42 45 -6 -16 2
53 1 68 67 67 60 -51 -18 29
54. 392 6 398 395 88 -5 391 17
55 312 40 273 295 -84 43 309  -28
56 161 49 112 143 85 50 160 10
57 70 45 26 62 68 48 67 9
58 34 6 28 32 11 33 7 5
59 23 25 48 41 13 20 23 10
60 9 23 3 29 27 2 17 13
61 12 34 46 2 39 ° -6 -16 23
62 1 42 42 42 54 28 -16 20
63 0 20 20 20 49 11 -9 10
64 424 2 45 425 77 21 401 96
65 284 57 226 260 87 58 283 14
66 144 55 89 126 79 59 141 16
67 60 2 19 53 1 42 60 0
68 32 0 32 32 -3 32 1 2
69 24 22 45 39 4 23 22 -3
70 11 21 33 29 6 11 21 3
71 5 11 15 13 14 4 -10 4
72 -0 -9 9 9 37 -3 6 4
73 3 0 3 3 -8 -0 3 0
74 393 4 397 395 68 52 336 139
75 305 53 252 282 8 58 300 35




Tablo 7.2. Disli zincir baklasinda, elastik bdlgede olugan gerilmeler
(Devarm) :

Diigiim O o6, 010, T o Oy Oy Txy
No  oMpay (MPa) (MPa) (MPa) (°) (MPa) (MPa) (MPa)

76 161 55 105 141 85 56 160 9
77 63 5 59 61 -83 6 62 -8
.78 21 -13 34 30 -35 10 -2 -16
79 20 -41 61 54 -28 7 -27 -25
80 10 -28 38 34 21 5 -23 -13
81 6 -14 20 18 -11 5 -13 -4
82 -2 -9 7 8 -1 -2 -9 -0
83 3 - 2 0 3 28 2 3 -0
84 -1 -16 16 16 -41 -7 -9 -8

85 323 10 314 319 63 78 256 129
86 268 26 242 256 75 42 252 60

87 170 12 158 164 88 - 12 170 7
88 116 -31 147 134 86 -30 115 12
89 19 -45 64 57 -72 -39 13 -19
90 12 -54 66 61 -46 -22 -20 -33
91 17 -62 80 73 -42 -18 -28 -40
92 -12 -85 74 80 -60 -66 -31 -32
93 -4 -65 62 64 -54 -44 -26 -29
94 3 -28 31 29 43 -11 -13 -15
95 235 5 230 233 35 81 160 108
96 224 3 221 222 70 29 197 72

*97 201 -16 217 210 81 -10 195 36
98 170 -51 221 201 83 -47 166 29
99 148 -60 208 185 80 -53 141 37

100 53 -40 93 81 88 -40 52 4
101 0o . 51 51 51 15 . 47 -3 -13
102 -7 -101 94 98 -64 -83 -26 -38
103 -8  -108 100 104 -63 -87 -29 -41
104 113 5 107 110 52 45 72 52
105 177 24 201 190 69 2 152 67
106 96 -56 151 133 73 -42 83 43

107 160 -72 232 206 79 -63 151 45
108 159 -54 213 192 76 -42 147 49
109 106 -40 147 131 75 -30 - 96 37

110 58 20 78 70 58 3 36 35
111 10 -28 38 34 82 -27 9 -5
112 48 98 146 129 79 92 42 29

113 113 -81 195 169 76 -70 102 45
114 100 22 122 112 73 -11 89 35




Tablo 7.2. Digli zincir baklasinda, elastik bélgede olusan gerilmeler
(Devarm)

DuEum oy 0, 01-03 o o Oy Oy Txy

No  MPa) (MPa) (MPa) (MPa) (°) (MPa) (MPa) (MPa)

115 159 -18 177 169 73 -3 144 50

116 170 - -25 195 184 70 -2 147 63
117 172 3 169 171 54 63 112 81
118 12 -155 167 161 76 -145 2 -40
119 4 -110 114 112 86 -109 3 9
120 52 54 106 92 70 -42 40 34
121 6 220 226 223 -80 -213 -1 -40
122 -7 -131 124 128 85 -130 -8 11
123 20 -57 71 69 77 -53 16 17
124 53 -6 59 56 66 4 43 22
125 103 20 83 95 68 32 91 30
126 158 23 134 148 69 41 141 45
127 204 8 196 200 - 70 31 181 63
128 267 22 245 256 58 92 197 111
129 -33 -197 165 183 -86 -196 -34 -12
130 4 -168 172 170 84  -166 3 18
. 131 18 -33 51 45 86 -33 18 4
132 55 42 13 50 7 55 42 1
133 78 53 26 69 -3 78 53 -1
134 74 45 29 64 62 52 68 12

135 119 . 55 64 103 74 60 114 17

136 182 50 132 163 73 61 171 37
137 218 25 193 206 72 43 199 57
138 310 18 292 302 64 75 253 116

139 76 63 13 71 10 - 76 63 2
140 79 61 18 72 5 79 61 1
141 105 62 43 91 67 69 98 16
142 139 58 31 121 87 58 139 5

143 183 42 141 166 80 46 179 25
144 219 33 187 205 79 40 212 36
145 325 31 294 311 74 54 302 79

146 76 59 17 69 -5 76 59 -1
147 75 64 11 70 3 75 64 0
148 93 71 22 84 84 72 93 2
149 113 48 65 98 -88 48 113 -2
150 170 50 121 152 88 50 170 3
© 151 209 13 196 203 -89 13 209 -3

152 244 16 229 237 87 16 244 12
154 235 . 15 220 228 -89 15 235 -3
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Problemin sonlu elemanlar yontemi ile teorik ¢Oziimii yapildiktan sonra, elde
edilen sonuglarin kontrolunu yapmak i¢in fotoelastik metotla bir deney yapilmustir. Bu
deneyden elde edilen sonuglarla teorik sonuglénn kargilagtirilmas: yapilmugtir.

Bu amagla deney numunesinden elde edilen es-renk ¢izgilerinin (maksimum
kayma gerilmesinin sabit oldugu noktalar), dairesel polariskobun karanlik ve aydinhk
alan oryantasyonlarinda birer fotografi gekilmigtir (§ekil 7.6,7). Karanlik alan
fotografinda N=0,1,2... mertebeli es-renk cizgileri goriilmekte, aydinlik alan
fotografinda ise N =4%,14,21,... mertebeli eg-renk ¢izgileri goriilmektedir. Bu
fotograflarla kiyaslama yapabilmek igin teorik yolla elde edilen sonuglardan "asal
gerilme fark: yoriingeleri” ¢izilmigtir ($ekil 7.8). Sekiller incelendigi zaman eg-renk
gizgilérinin yayilma karakteri ile asal gerilme farki yoriingelerinin yayilma karakterinin
uyum igerisinde oldugu hemen dikkati cekmektedir.

Es-renk cizgilerinden sonra bagka bir kiyaslama yapmak igin deneysel
modelden es-efim ¢izgileri (asal gerilme dogrultularinin sabit oldugu noktalar)
cizilmigstir., Eg-eim ¢izgileri 0°'den baglayarak 15° araliklarla ve hepsi ayn1 kagit
fizerine ¢izilmigtir (Sekil 7.9). Sekil incelendigi zaman es-egim gizgilerinin birkag tane
izotropik noktadan (‘0'1=0'2) gectikleri goriilmiigtiir. Bu noktalardan birisi y-simetri
ekseni iizerinde, birisi x-simetri ekseni iizerinde, dort tanesi sinirlarda ve diger ikisi ise
baklanin i¢ kisimlarinda ortaya ¢ikmugtir. Teorik yolla elde edilen es-egim ¢izgileri ise
biitiin parametreler igin ayr1 ayn gekillerle gosterilmigtir (Sekil 7.10). Burada da
sekiller incelendigi zaman benzerlik oldugu hemen fark edilmektedir.

Ugtincii olarak deneysel metotta es-egim gizgilerinden gizilen asal gerilme
yoriingeleri ile teorik yolla elde edilmis olan asal gerilme dogrultular: verilmigtir
(Sekil 7.11,12). Bu sekiller de incelendigi zaman sonuglarin uyum igerisinde oldugu

goriilir.
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-100

Sekil 7.8. Digli zincir baklasinda, sonlu elemanlar metodu ile elde edilmig asal
gerilme farky yoriingeleri
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: Izotropik nokta

®

Sekil 7.9. Fotoelastik modelden ¢izilmis es-egim ¢izgileri
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Sekil 7.10b. Teorik yolla elde edilen izoklinik sagaklar (15°)
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Sekil 7.10c. Teorik yolla elde edilen izoklinik sagaklar (30°) !

Sekil 7.10d. Teorik yolla elde edilen izoklinik sagaklar (45°)



Sekil 7.10f. Teorik yolla elde edilen izoklinik sagaklar (75°)
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Sekil 7.11. Fotoelastik modele ait asal gerilme yoriingeleri
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Sekil 7.12a. Teorik yolla elde edilmig olan asal gerilme dogrultulan
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Deneysel ve teorik sonuglar karsilagtinlirken zincir baklasinin iki kesiti
gﬁz.ﬁniine alinmig ve bu kesitlerdeki gerilme da@hmian incelenmigtir. Bu iki kesitten
birisi pim deligi ekseni ve ikincisi ise x-simetri eksenidir. Baklanin y ekseni de simetri
ekseni oldugundan x ekseni tizerindeki dagilimun yaris1 gézoniine alinmugtir.

‘Delik eksenindeki kesitte x-yoniindeki gerilmeier gerek teorik ve gerekse
deneysel metotlarda sifirdan baglayarak hizli bir artig ile maksimuma ulagmgtir. Fakat
daha sonra delikten uzaklastikga deneyden elde edilen gerilmeler yavas yavag
azalmasina ragmen teorik gerilmeler hizla azalmigtir. Teorik metotla, maksimum
gerilme x=50 mm civarinda elde edilmesine ragmen deneysel modelden hesaplanan
maksimum gerilme x=60 mm civarinda bulunmugtur (Sekil 7.13a).

Aym Kesit iizerinde y-ySniindeki gerilmeler her iki metotta da maksimumdan
ba§layarak hizla diiglis gostermigtir (Sekil 7.13b). Daha sonra delikten uzaklastikga
teorik gerilmeler negatif degerler alarak akabinde sifira ulagmuigtir. Buna ragmen
deneysel gerilmeler negatif degerler almarmgtir.

) x-simetri ekseninde gerilme dagilim maksimumdan eksponansiyel olarak
azalan bir karakter gostermigtir (Sekil 7.14a). Sekil 7.14b'de x-simetri ekseninde
y-ybniindeki gerilme dagilim: verilmigtir. x=0'da minimumdan baglayan gerilmeler
kesit bOyunca ilerledikge artig gostererek maksimuma ulagirlar. Deneysel metottan elde
edilen gerilmelerde maksimum, kesit simirindan biraz igeride goriilmiigtiir
(Sekil-7.14b). .

Deneysel ve teorik metotlarla ayr1 ayr elde edilen bu dagilimlardaki sapmalarin
sebepleri aragtirilacak olursa, deneysel métottaki zaman-kenar etkisinin ve sonlu
elemanlar metodunun yaklagik bir metot olmasinin bu sapmalara sebep olabilecegi
diisiiniilmiigtiir. Ayrica deneysel verilerin iglenmesi esnasinda kullanilan y&ntemlerin
hatalan biriktirici ve yansitict olma &zelliginin bulunmas: da sebep olarak goriilmiigtiir.

Deney modelinden polariskopta okunan, her iki kesite ait, izokromatik sagak
mertebesi ve izoklinik parametreler agagida tablolar halinde verilmistir (Tablo 7.3,4).
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Tablo 7.3. Pim deligi ekseninde okunan sagak mertebesi (V) ve ag1 (B)degerleri

N

Kesit X0 X1 X3 X3 X4 X5 X6

AB 2.6 2.09 1.32 .89 54 3 .19
OP 1.9 2.04 1.14 73 43 27 .23
CD 2.36 2 1 S8 .32 23 22
X7 X3 X9 X10 X11 X12 X13 X14
.19 23 .25 25 25 .19 .13 .1

25 27 .26 24 22 .18 .13 1

28 27 .32 .29 24 .18 12 .1

(") -

Kesit X0 X1 b ) X3 X4 X5 X6
AB -74 -87 83 83 71 59 41
oP 90 87 77 74 68 47 28
CD 83 79 76 69 54 36 18
X7 X8 X9 X10 X11 X12 X13 X14
21 12 7 4 1 -0 0 0

. 14 6 1 0 0 0 0 0
5 0 -4 -6 -5 -2 0 0

. Tablo 7.4. x ekseninde okunan sagak mertebesi (V) ve a1 (f)degerleri

N
Kesit X0 X1 X3 X3 “X4 X5 X6
AB 7 1.62 1.13 .65 3 13 N
OP .6 1.52 1.1 .6 23 0 .1
0(")
Kesit X0 X1 X2 X3 X4 X5 X6
AB -83 -82 -79 -77 -70 -45 0

OP 90 90 90 % . 90 0 0
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91

12
- 80
1.0
0.8 1 - 60
E .&
g 067 40 g
g 2
0.4 -
s Deneysel - 20
0.2 1 q

—— Teorik X

0 S5 10 15 20 25 30 35

x (mm)

Sekil 7.14a. Digli zincir baklas1 x-simetri ekseninde gerilme dagilimu (o%)

3.0 — 250
memge Deneysel / [
—— Teorik 7% 200

150

Deneysel

0.0 Frrrrrrrres N N E—— M 0
0 5 10 15 20 25 30 35

X (mm)

Sekil 7.14b. Disli zincir baklasi x-simetri ekseninde gerilme dagilimu (o)



92

7.3. Elasto-Plastik Gerilmeler

| Bifleks digli zincir baklasina uygulaxian pim kuvveti, gerilme degerleri plastik
bélgeye ulagincaya kadar artirilip, tekrar bogaltihirsa artik gerilmeler meydana gelir. Bu
artik gerilmeler bir sonraki yiikleme durumunda zit yénde galigarak baklanin
tagiyabilecegi yiikii artinr. Nitekim kritik bolgelerde olugan artik gerilmeler basma
yoniinde olursa galigma sartlarinda gekme yoniinde olusan gerilmeleri azaltic1 y6nde
etki eder. Dolayisi ile zincir baklasinin tagiyabilecegi yiik artar.

7' Problemin elasto-plastik ¢6ziimii yapilirken kuvvet kademe kademe artinlarak,
plastik bolgeye hangi kuvvet degerinde girildigi tespit edilmigtir. Uygulanan kuvvetler
sirastyla 78.5 kN, 88.5 kN, 95 kN, 110 kN, 120 kN ve-130 kN’dur. Ik plastik sekil
degistirme 88.5 kN'da olmugtur. 88.5 kN’luk kuvvet uygulandig1 zaman 64 nolu
diigiim plastik bolgeye girerek en kritik nokta olmugtur.

"Fim kuvvetinin degeri 95 kN'a ulagtif1 anda delik ekseni civarinda 47 ve 64
nolu diigtimlerdeki gerilmelerin plastik bolgeye girdigi tespit edilmistir (Sekil 7.15).
47 ve 64 nolu diigiim noktalarinin bulundugu bolgelerde y-yoniindeki artik gerilmeler
sirast ile-10 MPa ve-32 MPa hesaplanmugtir (Tablo 7.4). Buna karsilik x-y6niindeki
gerilmeler-1 MPa ve2 MPa gibi kii¢iik degerlerde kalmugtir.

Uygulanan kuvvetin 110 kN'a, arkasindan 120 kN'a ¢ikarilmasi ile plastik
bolgenin hala delik civarinda yayildify, zincir baklasinin bagka bélgelerinde akmanin
olusmadig: gozlenmigtir. Plastik bslgenin delik civarindaki yayiligt ise, derinlere niifuz
etmek yerine delik kenar1 boyunca olmugtur (Sekil 7.16,17). Pim kuvveti 130 kN'a
vardif1 anda delik civan ile birlikte, zincir baklasinin bel klsrrhndaki 138 ve 145 nolu
diigiim noktalarinda da akma meydana geldigi goriilmiigtiir (Sekil 7.18). Bu kuvvet
degerinde, plastik bolgenin delik civarinda igeriye dogru gok az girdigi buna kargilik
delik kenan boyunca iyice yayildig gézlenmigtir.

95 kN ve daha biiyiik pim yiiklerinde hangi diigiimlerin plastik bélgeye girdigi
ve bu diiiimlerde olugan artik gerilmeler Tablo 7.4'te verilmistir. En biiyiik artik
gerilme, plastik bélgeye ilk giren 64 nolu dﬁgﬁm noktasinda elde edilmigtir. Artik
gerilmelerin y-yoniinde olanlarinin digerlerinden oldukga biiyiik oldugu dikkati
gek;nektedir.



Tablo 7.4. Elastik limit {izerinde zorlanmug bir digli zincir baklasinda
plastik bolgeye giren diigiimler ve olugan artik gerilmeler
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Kuvvet Diigiim Oox Opy Toxy
(kN) No (MPa) __ (MPa) (MPa)
95 47 -1 -10 2
64 -2 =32 -8
110 40 2 -58 21
47 -8 -84 13
54 1 -70 -3
64 -5 -101 24
74 -9 -60 =25
120 34 1 -14 11
40 -3 95 35
47 -13 -129 20
54 1 ~113 -5
64 -8 -146 -35
74 -15 97 -40
85 -2 -6 -3
130 23 0 -1 3
28 -1 -10 13
34 1 -38 29
35 0 -1 1
40 4 -133 48
41 1 -9 4
47 -17 -175 27
54 2 -157 -7
55 -1 -8 1
64 -10 -191 -46
74 21 -135 -56
85 -12 -38 -19
138 -5 -16 -7
145 -6 =33 -9




Sekil 7.15. Elastik limit tizerinde zorlanmug bir digli zincir
baklasinda plastik bolgenin dagilimu (F=95 kN)

Sekil 7.16. Elastik limit tizerinde zorlanmug bir digli zincir
baklasinda plastik bolgenin dagilim (F=110 kN)
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Sekil 7.17. Elastik limit iizerinde zorlanmu§ bir digli zincir
baklasinda plastik bolgenin dagilim (F=120 kN)

Sekil 7.18. Elastik limit tizerinde zorlanmug bir digli zincir
baklasinda plastik bélgenin dagilim (F=130 kN)
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Caligma yiiklerine z1t ynde olugturulan artik gerilmeler sayesinde, kritik
bolgelerde meydana gelen gerilmelerin degeri daha diigiik olacagindan, zincirin
yorulma Smrii artrug olacaknr. Kritik noktada 88.5 kN'luk yiikte akma baglamaktadr.
Fakat agagidaki tablodan da goriilecegi gibi 120 kN'luk bir yiikle olugturulacak olan
artik gerilmeler sayesinde 88.5 kN'luk yiikiin kritik noktada olugturdugu gerilme
degeri diigmektedir. 88.5 kN'luk yiik i¢in yorulma dmrii dikkate alindifinda, oy
gerilmesi 452 MPa degerinden 306 MPa degerine diismektedir. Gerilmedeki bu

diigme, yorulma Smriinde de o oranda artmaya neden olacaktir.

Tablo 7.5. Bifleks digli zincir baklasinda ortaya ¢ikan gerilmelerin
olusturulan aruk gerilmelerle degismesi

Kuvvet o, Oy Oy Txy
(kN) (MPa) (MPa) (MPa) (MPa)
120 649 25 467 111
gernmAéflek} ~169 -3 146 ~35
88.5
Artik gerilme
olusturulmadan 479 24 - 452 108
Artik gerilme

olusturulunca 310 16 306 73




8. SONUCLAR

Bifleks digli zincir baklalarinda elastik ve plastik bolgelerdeki gerilme dagili-
munin incelendigi bu galigmada agagidaki sonuglar ¢ikarilmugtir:

1. Zincir baklalarinda problemin geometrisi basit olmadigindan gerilme
y1gilmasinin oldugu bolgelerde, gerilmelerin gergek degerlerinin analitik yollarla
bulunmasi ¢ok zordur. Fakat sonlu elemanlar metodu ile oldukga iyi sonuglar
alinmugtir.

2. Gerek elastik bolgedeki gerilmelerin, gerekse plastik bolgedeki gerilmelerin
bulunmas i¢in hazirlanan bilgisayar programinin dogru sonuglar verdigi, fatural
levha ve igten basinca maruz kalin cidarli silindir problemleri ile ispat edilmistir.
Hazirlanmig olan program, her tiirlii diizlem gerilme problemlerine uygulanabilecegi
gibi, diizlem gekil degistirme problemlerine de uygulanabilir. Bununla beraber,
malzeme ozellikleri matrisi tamimlandig taktirde kompozlt malzeme problemlerine de
uygulama olanag vardur.

3. Pim tarafindan zincir baklasina uygulanan yayil yiikiin diiglim noktalarina
etkiyen tekil ytiklere doniistiiriilmesi gerekir. Bu iglem-yayil yiikiin diizgiin olmasi
halinde basittir. Zincir baklas: deliginde ise dagilim diizgiin degildir. Buna ragmen
yayili yiik pargasinin afichk merkezinin, diigiim noktasi ile ¢akignlmasi saglanmgtir.

4. Bir tiggen eleman igin elde edilen gerilme degerleri, o eleman igerisindeki
noktalarmn koordinatlarindan bhglmsmdm Ayrnica bir diigiim noktasina ait gerilme
degeri bilinmek istendifinde, o noktaya komsu olan elemanlarin hangisine ait degerin
alinacag1 sdylenemez. Bu yiizden diigiim noktalarindaki degerleri bulabilmek igin
cesltli metotlar geligtirilmigtir. Bu ¢aliymada da Oden ve Brauchli tarafindan gelistirilen
birlesik yaklagim teorisi (conjugate approximation theory) kullamlarak diigiim
noktalarina ait degerler elde edilmigtir.
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5. Bifleks digli zincir baklalarinda, elastik sinirlar igerisinde ortaya gikan
maksimum gerilme delik iizerinde goriilmiigtiir. Bunun bdyle oldugu yapilan
fotoelastik deney ile de kanitlanmugtir. Rﬁlolu zincir baklalarinda da maksimum
gerilme delik iizerinde meydana gelmektedir. Bu husus Referans 3, 4, 5, 6 ve 41'de
verilen, sonlu elemanlar, strain-gage ve fotoelastik metotlardan bulunan sonuglarda
goriilmektedir.

6. Elastik bolgede asal gerilme fark1 yoriingelerine bakildiginda delik civannda
olusan gerilme yigilmalarinn, i¢ kisimlara dogru gidildikge azaldigr goriilir.

7. Kuvvet kademe kademe artirilinca plastik bolgeye ilk giren diigiim 64 nolu
diigiimdiir. Bu diiglim noktas, zincir baklasimn pim deligi iizerindedir. Bu husus en
zayif bolgenin burasi oldugunu gosterir. Bu diigiimii, delik civarindaki 47 ve 54 nolu
diigiimler takip eder. Daha biiyiik yiikler uygulandif1 zaman baklanin bel kismininda
da plastik bélgeye giren diigiimler goriilmiigtiir, )

8. Delik civarinda plastik bolgenin yayihigi, radyal yonde derinlere fazla niifuz
etmeden agisal yonde olmaktadr.

9. Olusturulan negatif artik gerilmeler sayesinde, kritik bolgelerde meydana
gelen gerilmelerin degeri daha diigiik olacagindan, yorulma omrunun artmas1 beklenir.
Ornegin, Tablo 7.5'ten goriildiigii gibi 88.5 kN'luk yiik igin yorulma mrii dikkate
alindiginda, o, gerilmesi 452 MPa degerinden 306 MPa degerine diigmektedir.
Gerilme degerindeki bu diigmenin, yorulma dmriinde de o oranda artmaya neden

olmasi beklenir.
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A.1, Lineer Enterpolasyon Polinomlan

Sonlu elemanlar metodunun, siirekli bir fonksiyonu (sicaklik, basing, deplas-
man vb.), eleman denilen sonlu sayida pargalar iizerinde tanimli pargali siirekli fonk-
siyonlar ailesinin meydana getirdigi ayn1 ayr1 pargalardan olugan bir model olarak
kabul etme fikrine dayandigim sdylemistik. Eleman fonksiyonunun engok kullanilan
sekli polinomdur. Sonlu elemanlar, eleman polinom derecesine gore ii¢ grupta simf-
landirlabilir. Bunlar simpleks, kompleks ve multiplekstir [63]. Simpleks elemanlar,
bir basit ierim ve lineer terimler kismindan olugan bir polinoma sahiptir. Polinomdaki
katsay1 adedi elemanin diiglim sayisina esittir. Diizlemsel {iggen eleman igin simpleks

fonksiyon
p=0+mpx+ozy (A.1)

seklindedir. Bu polinom x ve y eksenlerinde lineerdir ve tiggenin ii¢ diigiim noktasi
oldugu i¢in ii¢ tane katsay1 igermektedir. Kompleks elemanlarin kullandigi polinom
fonksiyonlan sabit terim, lineer terimler ve gerektigi kadar iki, li¢ ve daha yiiksek
dereceden tc;rimler igerir. Diizlemsel bir kompleks {iggen eleman igin enterpolasyon
polinomu

d=0y+ X+ 03y + 0y X2+ 05 Xy + Ol y2 (A.2)

seklindedir. Bu bagintida alt1 katsay: bulunmasinin s;,bebi, elemanin alti diigiim
noktasinin olmasindandir. Multipleks elemanlar ise yiiksek mertebeli terimler igeren
polinomlar kullamirlar, Fakat bunlarda elemanlar aras: siirekliligi saglayabilmek igin
eleman sinurlan koordinat eksenlerine paralel olmak zorundadur.
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A.1.1. Diizlemsel simpleks eleman

Diizlemsel simpleks eleman Sekil Al'de goriilen iiggendir. Bu elemanin
kenarlan diizdiir. Ug diigiim noktasimn herbiri bir kdseye yerlestirilmistir. Rijitlik
matrisinin bant genigliginin kii¢iik olabilmesi igin bu diigiim noktalarinin uygun bir
sekilde numaralandirilmas: gerekir. Enterpolasyon polinomu ¢'nin diigiim noktala-
nindaki degerleri @;, @; ve @, ile ve iig diifiim noktasimn koordinatlan da (X;,Y),
(X;,Y;) ve (X)) ile gosterilmistir. :

Enterpolasyon polinomu

p=a;+0px+03y (A.3)
§ekﬁpdedir. Diigiim noktalarna ait degerler Denklem (A.1)*de yerine yazilirsa

asagidaki denklem sistemi elde edilir.

q’,‘: o+ aaX,-+ o Y,
;= 0oy + X+ 0 Y, ' (A
(I)k= o+ (Xsz'i' a3 Yk

Buradan katsayilar -

¢,

¢ =0y + ax +azy

Sekil A.1. Diizlemsel simpleks eleman

-



1
o =5 [ XY - X YD+ X Y- XiY )@+ (XY - X;Y )P ]

1 + Y)®
%"T—[(Yj’yk)d)i"'(yk'yi)(bi (Y- YD, ]

1 )
a3—“2—‘[(Xk'Xj)d)i+(Xi’Xk)¢j+(Xj’Xi) k)
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olarak elde edilir. Burada A, iiggenin alamdir ve katsayilar matrisinin determinanti

iicgenin alaminin iki katina egittir.

1 X; Y;
1 X; ¥; [=24
1 X, Y, '

04, 0 ve oy bagintilan Denklem (A.1)'de yerine konularak diizenlenirse

¢=Niq)i +qu>j+Nk(Dk

elde edilir. Burada

1
N,-=—2A—(a,-+b,.x+c,-y)

1
Nj=—2z——(aj+bjx+cjy)

1
Nk=—2-1-4—(ak+bkx+cky)

dir ve burada da
a; =Xij-Xij bi =Y]'Yk Ci=ch‘Xj
aj =XkY"-X,'Yk b} "_"Yk'Yi Cj=X‘--Xk
a, =Xin-XjYi bk =Y‘--Yj . ck::Xj-Xi

seklindedir. N'nin "i" diigiimiindeki degeri bulunmak istenirse

1
Ni=—57-(ai+bjx+¢;y)
1
’-'-'—Z—K"(X"‘Yk-Xij'l- XkYi- X,'Yk-i'X;Yj- XJY,)

(A.5)

(A.6)
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elde edilir. Bu ifadede parantez igerisinin, Denklem (A.5)'teki determinantin agilim
oldugu goriilmektedir. O halde

N" "_—ZA =1

dir. 1ki ve tic nolu diigiimlerde ve bu diigiimlerdén gegen dogru iizerindeki her
noktada N; degerinin sifir oldugu gosterilebilir.
Enterpolasyon polinomu, lineer sekil fonksiyonlari setinin bir fonksiyonudur.

Bu demektir ki x ve y dogrultularindaki gradyenlér sabittir. x dogrultusundaki

gradyen
d¢ JN; oN; JN,

o= Pty @ity By (A7)
seklindedir.
oldugundan
' dp 1

=24 i 0+b; O5+bi by

sonucu elde edilir. b;, b; ve by segilen eksen takiminda sabit ve ¢;, ¢; ve ¢, da
koordinatlardan bagimsiz oldugundan yukaridaki tiirev sabittir. Herhangi bir
elemandaki sabit gradyen, ¢'nin degerindeki hizli degigimi yaklagik olarak bulabilmek

igin birgok kiigiik elemanin kullanilabilecegini gosterir.
A.2. Lokal Koordinat Sistemleri
Diigiim noktalarina ait gerilme degerlerini veren denklem sistemini hesaplarken

sekil fonksiyonlarinn integralinin veya tiirevlerinin veya her ikisinin birden eleman

{izerinde alinmas1 gerekir. Enterpolasyon denklemleri, bir "eleman koordinat
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Beve.
} oand

X

Sekil A.2. Uggen eleman igin bir lokal koordinat sistemi

sistemi"ne gore ifade edilirse integral alma islemi daha kolay olacaktir. Eleman
koordinat sistemi, eleman tizerinde veya sinirlarinda yer alan bir koordinat sistemidir.
Bu koordinat sistemi gogunlukla bir lokal koordinat sistemine dayamr.

Bir lokal koordinat sistemine gore enterpolasyon denklemlerini yazarken,
global koordinat sistemine gére yazilmig olan denklemlerin transformasyonu yoluna
gidilir.

¢=N;D; + N;D; +N; D,

olan bir iiggen eleman alinip lokal koordinat sistemi elemanin agirhk merkezine

yerlestirilirse (Sekil A.2) koordinat transformasyon denklemleri

x=X+s
(A.37)
y=Y+t

olur. Burada agirlik merkezinin koordinatlan



>
i

Y, +Y;+Y,

~i
]

tiir. Global koordinat sisteminde

1 ‘
Ni=—g (@i +bjx+c;y)

dir. x ve y nin (A.37) denklemindeki degerleri yerlerine yazilirsa
N,‘ =—254—[(a‘~+b,-)_{+ci')_’)+b,-s+c,~t]

olur. g;, b; ve c; nin degerleri yerlerine yazilirsa

1 2A
Ni=7g 73+~ Y s+ & -Xp 1]

olur. Benzer sekilde

Ni=5—[-5— +@,-Y)s+X;-Xp 1]

ve

1 24
Nk=-—2A ["—3 +(Yt-Y])S+(X]-Xl)t]
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(A.38)

(A.39)

(A.40)

(A.41)

(A.42)

elde edilir. Global koordinat sisteminde ifade edilmig bir fonksiyonun integralini lokal

koordinat sisteminde hesaplayabilmek i¢in Kreyszig (1972) bagintis: kullamlir [44].

[ fxy) dxdy= [ flx(s,),y(s,0] Ul ds dt

(A.43)

Burada R eski bdlgeyi, R* yeni bélgeyi ve Ul transformasyon determinantinin mutlak

degerini gostermektedir.



113

A.2.1. Alan koordinatlan

© Sekil A.3a'da goriildiigii iizere L.l, L, ve L3 gibi ii¢ koordinat oraninin
tanimuyla elde edilen global koordinat sistemi, liggen elemanlarda kullanilan gok
taninmig bir lokal koordinat sistemidir. Her bir koordinat, bir kenara olan dik
uzakligin, aynmi kenara gore Slgiilen tiggen yiiksekligine oranidir (Sekil A.3b). Bundan
dolayr Ly, L, ve L3 koordinatlar1 0 ile 1 arasinda degisen deger alirlar. L; in sabit
oldugu noktalan gosteren gizgiler Sekil A.3c'de gﬁrﬁlmektedir. Bu gizgilerin herbiri
L, in &lgiildiigii kenara paraleldir.
Ly, L, ve Ly koordinatlari, alan koordinatlar1 olarak da anilirlar. Ciinkii

koordinat degerleri, alt {iggenin alaninin, toplam iiggen alanina oranini verir

(Sekil A.4).
Ay _bs/2 _s
A TbazThTh (A44)
A+A,+A3=A, oldugundan
Ll + Lz + L3 =1 (A.45)

{a)

L, = 05

L, =025

\ L] = 0.75

0]

Sekil A.3. Bir iiggen i¢in alan koordinat sistemi
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- Sekil A.4. Herhangi bir tiggen i¢indeki bir noktaya gore olugan alt licgenler
dir. Bu denklem {i¢ koordinat degeri arasinda bir iligki vermektedir. Bu da
gostermektedir ki bu'koordinatlar birbirinden bagxmsm degildir.
(A.45) denklemi ile birlikte L, L, ve L3 'lin 6zellikleri incelendigi zaman

bunlarmn simpleks lineer eleman igin gekil fonksiyonlar oldugu goriilir.
N;=L;
N;=L, (A.46)
Ny=L,

Alan koordinatlar1 sisteminin kullamilmasimin avantaji, uzunluk ve alan
integrallerinin hesabini kolaylagtiran integral denklemlerinin var olmasidir [22].

! b!
JLI“ Ly dL = mL (A.47)

’ alblel =
Ale“Lzb Li¢ dA = mZA (A.48)
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