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This work compnses four main chapters. In the first chapter, primitive roots
were investigated 1n detail, and results of significant teorems about primitive roots were
presented. In addition, applications of some simple problems were done in this chapter.
In chapter two and three, main and significant terms and teorems related to field
extension and polynom roots vere given, respectively. These two chapters help chapter
four to be understood. In chapter four, the smallest dimension of a singular matrix of
given period n. 1s discussed in terms of common degree of the irredicuble factors of
cyclotomic polynoms. Finally, some observations about this work were explained at

the end of this chapter.
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Bu galigma dort bélimden olugmaktadir. Birinci bolimde pinmiuf kokier
detayh bir sekilde incelenmis ve pirimitif koklerle ilgili 6dnemli teoremlerin sonuglan
verilmigtir. Ayrica pirimitif koklerle ilgili bazi basit problemlerin uygulamalan da birinci
bolimde sunulmustur. Ikinci ve digiincii bolimde sirasiyla cisim genislemeleri ve
polinom kokleri ile ilgili temel ve 6nemli olan kavram ve teoremler verilmigtir. Bu iki
bolim dordanci boliim igin bir 6n hazirhik teskil eder. Dérdiinci boliimde ise periyodu
n olarak verilen diizenli bir matrisin en kiiglik boyutu, cyclotomic polinomlann
indirgenemez garpanlanmin ortak derecelerinin bir fonksiyonu olarak veriimigtir. Bu

bolim sonunda konu ile ilgili elde edilmig bazi gozlemler verildi.
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1. BOLUM

1.1. BIR TAM SAYININ MERTEBESI

Euler teoreminden m pozitif bir tamsay1 ve a, m ile aralarinda asal bir
tamsay! ise, bu taktirde a®™ =1 (mod m) dir. Dolaysiyle, a* =1 (mod m)
kongriians1 en az bir x tamsayisi i¢in saflanir. Sonu¢ olarak, iyi siralama
ozelliginden bu kongriiansi saglayan bir en kiigiik pozitif x tamsayis: mevcuttur.
Tamm 1: a ile m aralannda asal pozitif tamsayilar olsunlar. Bu taktirde a* =1
- (mod-m) olacak -sekilde en kiigiik pozitif x tamsayisina m modiiliine gore a mn
mertebesi denir ve ord a bigiminde gosterilir [1].
Ornek: 7 modiiliine gore 2 nin mertebesini bulmak icin 7 modiiliine gére 2 nin
kuvvetlerinin kalanlarini buluruz:

2'=2(mod7), 2*°=4 (mod7), 2°=1 (mod7).

Su halde ord,2 = 3 diir.

a* =1 (mod m) kongriansimin biitiin ¢oziimlerini diizenli bir sekilde
bulmak i¢in agagidaki teoremden yararlanilir.
Teorem 1 : n>0 olmak {izere a ile n aralannda asal tamsayilar ise, bu taktirde
pozitif x tamsaymn a* =1 (mod n) kongrilansinin ¢6ziimii olabilmesi igin gerek ve
yeter gart ord, ajx olmasidir. [1]
Ispat: Eger orda|x ise, bu taktirde k €Z* olmak iizere x=k.ord a dir.
Dolayisiyle

a* =2 =(2°%)" =1 (mod n)

Karsit olarak, eger a* =1 (mod n) ise, bolme algortimasini kullanarak
x =gq.ord a+r, 0<r<ord a yazanz. Bu esitlikten

2* =a%%** = (37)'5" = 3" (mod n)
bulunur. a* =1 (mod n) oldugundan a’=1(mod n) olur. 0<r<ord a esitsizli-
ginden'r=0 sonucuna variriz. Cinkii,mertebe tarifinden, y = ord a, a’ =1 (mod n)
olacak sekilde en kiigiik pozitif tamsayidir. O halde r = 0 oldugundan x = q.ord a
elde edilir. Dolaysstyle ord a|x dir.



Bu teoremden asafidaki sonug elde edilir.
Sonug 1: n>0 olmak iizere efier a ve n aralannda asal tamsayilar ise, bu taktirde
ordnalcp(n) dir.

Mertebe hesaplarinda sonu¢ 1'i kullanarak daha gabuk ve kolay bir

sekilde sonucu elde edebiliriz. Simdi bunu bir 6rekle agiklayalim.

Ornek 2. 17 modiiline gore 5'in mertebesini bulam. ¢(17)=17-1=16 dur. 16
min pozitif bolenleri yalmzea 1, 2, 4, 8 ve 16 oldugundan, sonug 1'den, ord,,5 in
mimkiin olan degerleri yalmzca bunlardur.

5'=5 (mod 17) 5*=13 (mod 17), 5'° =1(mod17),

5* =8 (mod 17) 5* =16 (mod 17) dir

O halde ord,,5=16 dir.

Sonug 2: a nin m modiliindeki iissii t olsun. Bu durumda a’ = a*(mod m) olmas:
igin gerek ve yeter sart j= k(mod t) olmasidr.

Sonu¢ 3: Eger a nin n modiliindeki mertebesi k ise, bu taktirde a,a’,...,a*
tamsayilar1 n modiliine gore kongriient degildirler [7].

Sonug 2 ten agtkea " goriliyorki k<o@(n) ise a nin kuvvetleri m
modiiline gore indirgenmis kalan sistemi olusturmaz. Diger yandan, eger k = ¢(n)
ise, yani a-nin n modiiliine gore mertebesi ¢(n) ise

1,2%a,... 2%
saylan n modiiliine gore bir indirgenmis kalan sistemi olustururiar.

Fermat Teoreminin karsit dogru degildir; yani eger bazi a lar igin
2" =1(mod n) ise o zaman n asaldir ifadesi dogru degildir. S6zgelimi (mod 91) e
gore indirgenmis kuvvetleri 3, 9, 27, 81, 61, 1 ve ord,, 3 =6 dir. 6|90 oldugundan
3® =1(mod 91) dir. Fakat 91=7.13 olup asal degildir Ancak daima

¢(n)<n-1 olup ayrica ¢(n)=n-1 olmas: ancak ve ancak n nin asal olmasi durumunda
s6z konusu oldugundan, ord a = n—1 olacak gekilde bir a varsa bu n nin kesinlikle
asal olmasimi gerektirecektir. Bu gekildeki gozlemlerden Fermat Teoreminin tam bir
tersi agagidaki teoremle verilebilir.



Teorem 2: p, n-1 in asal bolenleri ciimlesindeki biitiin degerleri almak {izere
a® " =1 (mod n) kongriianslannm higbirinin dogru olmamasina ragmen, eger

2" =1(mod n) olacak sekilde bir a varsa n asaldur. [5]
Ispat. Lemma 1 ve ilk hipoteze gore a mn n modiiliindeki mertebesi n-1 i boler.
Ote yandan n-1 in her &z boleni ayni zamanda (n-1)/p sayilanmn en az birinin

boleni oldugundan ikinci hipotez ve lemma 1 e goére t, n-1 in bir 6z boleni olamaz.
o
Buradan t=n-1 dir. Sonug 1 ‘ n-1|@(n) ve boylece n-1=g¢(n) olur ki bu, m nin asal

olmas: demektir.

Asafidaki teorem asal modiillere gore ilkel koklerin varligmi ispat
etmede kullanilacaktir. Béylelikle p modiiliine gore ilkel koklerin sayisi tam olarak
belirtilecektir.

Teorem 3: Eger ord _a =t ise ord,a" =t/(n,t) dir. [5]
Ispat: (n,t)=d olsun. a‘=1 (mod m) oldugundan

(2™ =(a")" =1 (mo0d m)

dir. Oyleki eger ord_a" =t' ise 0 zaman
¥ 4

t'lg (D
olur. Ote yandan |

(a;‘ )v =1 (mod m)
kongriiansindan tl nt’ yada

t . nt’

FUry
elde edilir. (é— %) =1 oldugundan bu

glt' | @)

sonucunu verir. (1) ve (2) den t' = % elde edilir.



Sonug 4: 2 mn n modiiliindeki {issii k olsun. Bu takdirde a"n iissiiniin de k olmas:
icin gerek ve yeter sart (h,k) = 1 olmasidir.
Ornek 3: Asagidaki tabloda 13 den kigik pozitif tamsayilarin 13 modiiliine gore

mertebeleri gosterilmigtir.

Pozitif Tamsayn 12 3456 7 89101112
Mertebe 1123641212436 12 2

ord,,2° = ord,2 __12__12 ¢ ord,;2*

ord,,2 12 12
(2,0rd;;2) (2,12) 2

T Gord,2) (3,12) 3

Ornek 4: Eger orda=hk ise orda”=k dir. Gergekten ord a=hk ise
a™ =1(modn) dir. Buradan (a*)* =1(modn). Eger I<k i¢in (a")' = 1(modn)
olsaydi bu ord a = hl olmasim gerektirirdi. O halde ord a" < k dir.
Ornek 5: a-b = I(modm) ise a ile b nin m modiiliine gore mertebeleri

aymdir. Gergekten ord_a = k ve ord_b =1 olsun. 2* = I(mod m) ve b' = 1(mod m)
olur. Simdi k<l varsayahm. ab =1 (modm) ise (ab)* =(modm)
= a'b* =1(modm) =>b" =1(modm) olur ki ord_b=1 olmas: ile gelisir. k>I
varsayahm. Bu takdirde (ab)' = I(modm)=>2a'.b' = (modm) = a' = I(modm)
olur ki bu da ordme; = k olmast ile geligir. Su halde k =1 dir.
Ornek 6: 2" —1=0(moda® ~1) =>a" = I(mod a” - 1). k<n igin a* = 1(moda" - 1)
kabul edelim. Bu takdirde a“-1=0(moda”-1) =>a"-1ja*-1 olur ki k<n
oldugundan imkansizdir. O halde ord ,_a =n dir.
Ornek 7: orda=2k (p>2, asal) ise a*=-1(modp) dir. orda =2k ise
a®* = 1(mod p)=>2*.a* = 1(mod p). Bu durumda iki durum sézkonusudur.

i) a* = I(mod p) ki bu durum ord,a = 2k ile gelisir.

ii) a* = —~1(mod p) olmalidir ki bu durum dogrudur.

Teorem 4: Eger herhangi bir tamsayinun, p asal olmak tizere p modiiliindeki issii t
ise birbirine kongriient olmayan, p modiliindeki issii t olan tam o(t) tane sayr
vardir [5].



Ispat: ord a=t oldugunu varsayalm. Sonu¢ 1'e gore tlp-1 olur. Bu durumda
x' =1 (mod p) nin tam t sayida kokii vardir. Ote yandan a, a°, ... ,a' sayilanmn
hepsi bu kongriiansin kokleridir ve bunlar p modiiliine gore birbirlerine kongrilent
olmadiklarindan bunlardan bagka kok bulunamaz. Teorem 3'e gore p modiliindeki
{issii t olan a nm kuvvetleri (n,t)=1, 1<n<t olan a" sayilandir ve bunlardan ¢
fonksiyonunun tanimi geregi tam ¢(t) tane vardir.
Teorem 3: p tek asal ve tp-1 ise p modiiliine gore birbirine kongriient olmayan, p
" modiilindeki issii t olan @(t) tane say1 vardir. Bagka bir deyisle p-1'in her t boleni
igin,

x' —1=0 (mod p)
kongriiansinin p modiiliindeki iissii t olan @(t) kokii vardir [5].
Ispat: p-1 in bolenleri ciimlesindeki biitiin degerleri alsin ve béyle her bir d igin y
(d);1,2,...,p-1 tamsayilan arasindan mertebesi d(mod p) olanlarn sayisini gostersin.
Sonug 1 ve Fermat Teoremine gore 1,2,...,p-1 tamsayilarnimin her birimin p
modiiliindeki tissii tam tamina d lerden binidir. Buna gore

x*" —1= (mod p)
nin kék sayist p-1 oldugundan

dzlv(d)w-l

dir. Ote yandan Euler'in ¢ fonksiyonunun ézelliklerinden birinin

> o(d)=p-1

djp-1

oldugunu bilmekteyiz. Boylece bu ikisinden

>v(d) = old)

dip-1 dip-1
elde edilir. Teorem 4'e gore y(d) nin degeri her bir d i¢in ya sifir veya @(d) dir ve
yukaridaki son eitlikten p-1 i bélen her bir d i¢in y(d)=¢(d) sonucu elde edilir.



2. ILKEL KOKLER
Tamm 1: ESer a mn m modiiliindeki Gissti ¢(m) ise yani ord_a =¢(m) ise a ya m
nin ilkel kokii denir [8].

Bu kavram m modiiliine gére asal kalan siiflan sistemi elde etmede
bitytik kolayhk sagladifindan 6nemlidir. Gergekten g bir ilkel kok ise bunun m
modiiliine goére

g gz,...,g“’(m)
kuvvetleri sonug 3'e gore birbinnden farkhidir. Ayrica bunlan sayis1 ¢(m) kadar ve
(g;m)=1 oldugundan bu sayilar m modiiliine gore bir asal kalan smiflan sistemi
olugtururlar.

Ornek 1: ord,3=6=¢(7) oldugundan 3, 7 médiiliine gore bir ilkel koktiir. Benzer
sekilde ord,5=6=¢(7) oldugundan 5 de 7 modiiliine gore bir koktiir.

Goz oniine alinan herhangi bir tamsayimin ilkel kokii bulunmayabilir de.
Sozgelimi 8 modiiline gore hig ilkel kok yoktur. Gergekten de 8'den kiigiik ve 8 ile
aralannda asal olan sayldar yalmzca 1, 3, 5 ve 7 dir. ord,1=1 wve
ord,3=ord;5=o0rd,7=2 dir. ¢(8)=4 oldugu igin bunlardan higbiri 8 modiliine
gore ilkel kok degildir.

Ornek 2: F =27 +1, n>1 bir Fermat asali ise bu taktirde 2, F, nin ilkel kokii
degildir. (F,=5 ord;2= 4 oldugundan 2, F in ilkel kokidiir).

274 1= (22" + 1)(22“ - 1) oldugundan

2" =1 (mod E,)
olur ki bu da 2 nin F, modiiliine gére mertebesinin 2™ den biiyiik olamiyacagini
gosterir.

Gergekten F, ni asal bir sayr farzedersek @(F, )=F,-1=2%" dir. ve
27'>2™" (n>1) oldugu indiiksiyonla goriiliir. Boylece F_modiiliine gore 2 nin
mertebesi @(F) den kiigiiktiir; tarif 1'den 2'nin F, i¢in bir pirimitif kék olamayacag
elde edilir.



Sonug 1: Her asal saymin bir ilkel kokii vardir.

Simdi bir p tek asah i¢in mevcut olan ilkel koklerin sayisimi da tam

olarak agagidaki teoremie verebiliriz.

Teorem 1: p tek asalinin tam olarak ¢(@(p)) sayida ilkel kokii vardir.

| Ispat: Teorem 3 den derhal p nin diger ilkel koklerinin (k, @(p))=1 olan g* ler
oldugunu soyleyebilinz. Boylece @(p) yi gecmeyen ve ¢(p) ile aralaninda asal olan
o(9o(p)) kadar say1 olacaktir.

“Little Fermat Teoreminden 'eger'p"bir asal ise, bu taktirde h(x)=x""-1
polinomu““g modiliine gore birbirne kongriient olmayan tam olarak p-1 tane kokii
vardir. yani x=1,2.3,....p-1 (mod p) dir.

p bir asal olmak iizere p modiiliine gore polinomlann kokler ile 1lgili
asagidaki 6nemii teoremi verelim.

Teorem 2. Lagrange Teoremi: f(x)=a x"+a_,x"'+..+ax+a, derecesi n>l
olan, tamsay! katsayili ve p} a_ olan bir polinom olsun. Bu takdirde f(x) polinomu
p modiiliine gore en ¢ok n tane koke sahiptir [6].

Lagrange Teoremini asagidaki teoremi ispatlamak i¢in kullanacagiz.
Teorem 3: Eger p asal ve d, p-1 in bir béleni ise x° -1 polinomu%nmodﬁlﬁne gore
birbirine kongriient olmayan tam tamina d tane kokii vardir [6].

Ispat: djp-1 ise p-1=d.e olsun. Bu takdirde

x —1= (x4 - 1)(xd(°'l) +x Py xd l)

= (xd - l)g(x)

Little Fermat teoreminden x*™' —1 nin, p modiiliine goére p-1 tane farkhi
koki vardir. Ustelik x* -1 in p modiiliine gore herhangi bir kékii ya p modiiliine
gore x° -1 in bir kokii ya da p modiiliine gore g(x) in bir kokiidiir.

Lagrange teoreminden g(x), p modiiline gore en gok d(e-1)=p-d-1
koke sahiptir. (mod p) ye gore g(x) in bir kékii olmayan x*~' -1 in her kokii mod
p ye gore x° ~1 in bir kokii olmak zorundadir. x* -1 polinomunun mod p ye gére



en ¢ok (p-1)-(p-d-1)=d farkh kékii vardir. Ote yandan, mod p ye gore en gok d
tane farkh kokl vardirr. Sonug olarak x* ~1, p modiiline gore d tane farh koki

vardir.

3. PRIMITIF KOKLERIN VARLIG]

Simdi m nin hangi degerleri igin ilkel kéklerin mevcut oldugunu
aragtiralm. Oncelikle m nin her degeri iin ilkel kéklerin meveut olmadigim ifade
edelim. Simdi yalnizca p tek asal olmak tizere m nin 2, 4, p* ve 2p* degerleri igin
ilkel koklerin bulundugunu gosterecegiz. Ancak k23 i¢in m=2* mm hig bir ilkel
kokiintin bulunmadigim gosterdikten sonra diger durumlan ele alacagiz.

Teorem 1: k>3 ise tek x tégayllan 1¢In

7 g (mod 2% ) 3)
dir. O halde 2* modiiliine gore hig bir ilkel kok bulunamaz.

Ispat: k=3 ise x tek tamsayilan icin (3), x>=1 (mod 8) sekline indirgenir. Bu
durumda 1ddianin dogrulugu;

(2m+1)> =4m?*+4m+1=4m(m+1)+1
ve m(m+1) in ¢ift oldufu goz 6niine alinarak (2m+1)*=1 (mod 8) kongriiansindan
derhal elde edilir.

‘Simdi teoremi k tizerinde indiksiyonla ispat edelim (3) Gin k i¢in dogru
oldugunu kabul edip k+1 igin dogru oldugunu gosterelim, Indiiksiyon varsayimina
gore q bir tam say1 olmak Uzere.

xv(zk)/2=l+2kq
olur. Her iki tarafin karesi alinir ve 2k>k+1 olduguna dikkat edilirse

2oy q+2* q*=1(mod 2**)

elde edilir. Burada (m,n)=d i¢in @(mn)=de(m)g(n)/p(d) dzelliginden
yarariana-rak (2°,2)=2 oldugundan @(2*")=2¢(2")0(2)/@(2)= (2" )=2¢(2¥)
= 9(2")=@(2""')/2 bulunur. Bunun yukanda kullaniimasiyla da teoremin k+1

icin dogrulugu gosterilmis olur.



Teorem 2: Herhangi bir p tek asali ve m>1 igin m nin 1, 2, 4, p* ve 2p* bigiminde
olmadifini varsayalim. Bu durumda (m,a)=1 olan herhangi bir a igin

a¥™2=] (mod m)
dir. O halde m modiiline gore hig bir ilke! kok mevcut degildir.
Ispat: n>2 igin ¢(n) iftdir. Simdi p, ler farkly, tek asallar B0, o >0 ve r>1 olmak
Uzere

m=2°[ |p{*

I

Sayisin1 g6z 6niine alahm. Eger (m,a)=1 ise Eular Teoremine gore

olwr?) = l(mod m/ pf“)

aq’(p;ﬁ) = l(mod pf“) ve a
elde edilir. Simdi r>2 veya B>2 oldugunu varsayahm. Bu durumda hem (=) ve
hem de olmp) ¢ift olup sonugta

Lo{pptp{mipy?)

a’ = l(mod pf")
ve

a%"(p? heles?) = l(mod m/ p;")
ve bu ikisinden de

a%w(p?‘ Jolmrp)

=1(mod m)
veya (pf“ ,m/ p;“)=1 ve @(n) ¢arpanlanabilir oldugundan

a®™?=1 (mod m)
elde edilir ki bu sonug r>2 veya r=1 ve 22 oldugunda ilkel kékiin bulunmadigin
gosterir.

Simdi p tek asal k>2 olmak {izere m=p* durumu i¢in ilkel koklerin
varhfimi tarigalm. pk modiline gore ilkel kokleri ararken p modiiline
gore mevcu olan ilkel koklerin keza pk modiiline gore bir ilkel kok olarak
distnilmesi dogal olacaktir. Artik g boyle bir illkel kok olmak iizere g nin p?

~modiiline gore bir ilkel kok olup olmayacagm aragtiralim. g™'=1 (mod p) ve
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@(p*)=p(p-1)>p-1 oldufundan g*'=1 (mod p*) olmas: g nin p*> modiliine gore
bir ilkel kok olmayacafini gosterir. Buna gore

g"'#1 (mod p*) “
bagintisimin g nin p* modiiliine gore keza bir ilkel kok olmas: icin gerek ve yeter
sart oldugu asagidaki lemmalardan sonra verece§imiz teoremle anlagtiacakuir.
Lemma 1: p tek asal olmak {izere p modiiliine gore (4) i gergekleyen en az bir
ilkel kék meveut olup, k>2 igin p* modiiliine gi‘)ré"fen az bir ilkel k&k vardir.
Ispat: g (mod p) ye gore bir ilkel kok olsun. “Bu “durumda ‘eger
g"'#1 (mod p?) ise ispat tamamdir. Bunun yam sira efer g™'=1 (mod p®) ise
g=g+p nin bu defa g™ ¢ 1(modp®)yi gergekleyen p nin diger ilkel kokii
oldugunu gosterebiliriz. Gergekten Binom Teoremine gére

g =(g+p)" =g +(p-1)g"p+1p’

ve g, p nin ilkel kéki oldugundan

gl" =1-pg”” (modp*)
olur. Burada pg"™ =0(modp®) olamaz. Giinkii aksi halde bu, g*> = 0(modp)
olmasin: gerektirir ki bu sonu¢ g nin p modiiliine gore bir ilkel kok olmas: ile
celisir. Boylece lemmanin ispati tamamdir.
Lemma 2: g, p modiiliine gore (4) U gergekleyen bir ilkel kok ise her k>2 igin

g% ¢ l(mod pk) (5) dir.
Ispat: k iizerinde indiiksiyonla ispatlayacagiz. k=2 igin (5) bagntist (4) e indirgenir
ki bu durumda ispat tamamdir. Simdi (5) in k igin dogru oldugunu kabul edelim.
Bu durumda Euler Teoremine gore

g% = 1(mod p“")
oldugundan (5) e gore, p/ q oldugu da g6z oniine ahinarak

g =1+ qp*”

yazilabilir. Bu son esitlifin her iki yaninin p. kuvveti alinir ve ¢(n) fonksiyonunur

[cp(pk ")]p = (p(pk) ozelligi de gozoniine alinirsa Binom teoremine gore
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1
-(1+ ap -1) ~1+qpt+q P(Pz )pz(k—l) rps(k-l)

bulunur. k>2 igin 2k-22k+1 ve 3k-32k+1 oldugundan bu son esitlikten p} q olmak

lizere

gtp(p") =1+q pk (mod pk+l)

elde edilir. Bu son kongriians da k+1 igin g° o) ¥ 1(mod p**!) olmasm gerektirir ki

iddianin k+1 i¢in dogrulugu gostenlmas olur.

Teorem 3 g, p tek asalmn bir 11ke1 koku ise g nin k>1 olmak iizere her p*
modiiliine gore bir ilkel kok olmasi igin gerek ve yeter sart (4) iin gegerli olmasidir.
Ispat: g, p nin bir ilkel kokii olsun. Eger g, k>1 olan her k i¢in p* mn da bir ilke]
kokii ise bu durumda g ozellikle p*> nin de bir ilkel kokii olacaktir. Bu ise daha
once belirttigimiz (4) i gerektirecektir.

Karsit olarak g nin p modiiliine gore (4) i gercekleyen bir ilkel kok
oldugunu kabul edelim. Her k>2 igin g nin keza p* modiiliine gore bir ilkel kok
olacagim gostermeliyiz. g nin p* modiilindeki issii t ise

g = l(modpk) olur.

Simdi =g(p*) oldugunu gosterirsek ispat tamamlanir. g'=1 (mod p*)
=g'=1 (mod p) olup lemma 1 e gére p(p)|t olur. Buna gore 3(; €Z i¢in t=c.@(p)
dir. Ote yandan g'=l(mod p*) oldugundan tlo(f) =c.o@)le(p*)=c.(p-1)]
p*(p-1)=c|p*” bulunur. Béylece j<k-1 olmak izere c=p’ ve bunu t nin
yukardaki ifadesinde kullanmakia da t=p’(p-i) bulunur. Eger j=k-1 oldugunu
gosterirsek o zaman t=p(p*) olur ve istenen elde edilir. Simdi bir an igin j<k-1
oldugunu varsayahm. Bu durumda j<k-2 ve buradan da tjg(p*)=>t=p’(p-1)|
p*(p-1)=q(p*™") elde edilir ki bu g(p*™') in t nin bir kat: ve dolayisi ile

g*"=1 (mod p*)
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oldugunu gosterir. Ancak bu sonug lemma 2 e gore agik bir celiski olup j<k-1
olamaz. Buna gore j=k-1 dir. Ve bu durumda t=¢(p*) olur. Bu g nin k>2 igin p*
modiiliine gore bir ilkel kdk oldugunu gosterir.

Son olarak m=2p* olmas: durum_unda ilkel koklerin varh@m garanti
eden agafidaki teoremi ispat edelim.
Teorem 4: p herhangi bir tek asal ve k>1 ise p* modiiliine gore tek ilkel kokler
mevcuttur. Boyle her g ilkel kokii ayni zamanda 2p* nin da ilkel kokidiir.
 Ispat: g, p* nin bir ilkel keki ise g+p* da ilkel koktiir. Fakat g veya g+p* dan biri
kesinlikle tek olup sonugta p* modiiliine gore tek ilkel kok daima mevcut olacaktir.
Simdi g,=g veya g+p* diyelim. Bu durumda her h igin

gr=1 (mod 2)
ve aym zamanda g, g+p" mn ikisi de p*nin ilkel koki oldugundan

gr=g"=l(mod p*) < p*"'(p-1)h
elde edilir. Buradan g, in 2p* nin bir ilkel kokii oldugu sonucuna varilr.
Teorem S: (m,n)=1 ve m>2, n>2 ise, bu taktirde mn hig bir ilkel kékii yoktur [7].
Ispat: (a, mn)=1 olacak sekilde herhangi bir a tamsayisim gozonine alalim; bu
taktirde (a,n) = 1 ve (a, m)=1, h=[@(m) ;> o(n)] ve d=(¢(m), ¢(n)) diyelim.

@(m) ve (n) nin her ikisi de ¢ift sayist oldugundan kesinlikle d>2 dir.

dir.Euler Teoreminden a®™™ =1

Sonug olarak h = ¢(m). ¢(n) < (P(x:’zl-n)

d
(mod m)idi.Son esitlikten a® = (a®™)*®¢=1(mod m).Benzer sekilde a"=1(mod n)
bulunur. Bu son iki ifade ve (m, n)=1 hipotezinden a"=1 (mod mn) dir. Su halde
mn ile aralaninda asal olan herhangi bir tamsaymin mertebesi ¢(mn)/2 yi gecemez,
dolayisiyle mn nin bir ilkel kokii yoktur,
Sonug: yukanda verilen teoremden agagidaki basit sonuglan elde ettik.
1) 2*"*' -1 bigiminde ifade edilebilen sayilarin hig bir ilkel koki yoktur.
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Coziim:

271 1=(2" +1)(2%" ~1) yazir. Halbuki 2%* +1, 2" =1 ardugik iki tek sayty temsil
ettiginden (2 +1,2" -1)=1,ustelik 2 +1>, 2% ~1>2 oldugundan yukandaki
teoreme gore (2°° +1).(2% - 1) in hig bir ilkel kokii yoktur.

2) Ardisik tek sayilann ¢arpimi bigiminde yazilabilen sayilanin hig bir ilkel kéku
yoktur. Yani m=(2k+1).(2k+3) = m nin hig bir ilkel koki yoktur.

3) m>2 ve n>2 ve m=n+1 ise m.n nin hig bir ilkel kdka yoktur.

4) p tek say1 olmak iizere m=p.2* k22 nin hig bir ilkel koki yoktur.
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2. BOLUM

‘CISIM GENISLEMELER{

Tarif 1: F bir cisim olsun. F i kapsayan her hangi bir K cismine F nin bir
genislemesi denir. Bununla 6zdes olmak iizere, efer F, K nin bir alt cismi ise o
takdirde K ya F nin genislemesi denir ve FCK veya T? ile gosterilir [9].

Eger K, F nin bir cisim genislemesi ise K 'ya bilinen cisim islerine gore
F tizerinde bir vektor uzay gibi bakilabilir.

. Tarif 2: K min F lizerinde derecesi, F lizerinde bir vektor uzay olarak K nin boyutu
olup, bu [K:F] bigiminde gésterilir [10].

Ozel olarak, [K:F] sonlu oldugu durumda K mm F iizerinde sonlu
boyutlu bir vektor uzayr olduguna ilgi ¢ekilmelidir. Bu durumda K ya F nin sonlu
genislemesi denir.

Teorem 1: L, K nim bir sonlu geniglemesi K da F nin bir sonlu genislemesi ise L, F
nin sonlu bir genislemesidir. Aynica [L:F]=[L:K].[K:F] dir [9]

Ispat: Ispat igin L nin F Gizerinde bir baz: bulundugunu ispat etmeliyiz. Boylece
yalmzca L nin F nin sonlu bir geniglemesi oldufunu ispatlamakla kalmayip aym
zamanda daha kuvvetli bir sonug olan

[L:FI=[LK].[K:F]
esitligini gostermis oluruz. _

[L:K]=n ve [K:F]=m olsun. Aynca {v, 3 Vaaeens vm} L nin X iizerinde bir
. baz1 ve {ml,mz,...,mn} de K nin F {izerinde bir baz: olsun. Simdi i=1,2,....m ve
7=1,2,..,n igin v,0; elemanlarmmn F {izerinde L mn bir bazi olup olmadiin
aragtirabiliriz. Ik olarak L nin her elemanimin katsayilar F den ahnmak kaydiyle
v;®; lerin bir lineer bilesimi oldugunu daha sonra da m.n tane elemaninda F
tizerinde lineer bagimsiz oldugunu gostermeliyiz.

Herhangi tell alam. Varsayima gore L, K {izerinde bir vektor uzay
oldugundan k; eK(i¥1,...,m) olmak tzere ‘

t=kv,+k,v,+. . +k, v, .
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Bununla beraber yine varsayima gore K da F iizerinde bir vektor uzay: oldugundan
K ninda her elemam f; €F (5=1,2,...n) olmak lizere.

fo,+f,0,+. .+ ,0,
bigiminde olacaktir. Su halde

k,=fo,+.+Hfo,. . k=f0+. +Ho,. k=f,0+. + 0,
olur. Bunlan t de yerine yazalim

t=(£,0,+..+5,0, )v,+.. +Hf,0,+. +, 0, )v,

In*' n

olur. Burada distriibitif ve birlesme 6zellikleri kullanilarak ¢arpma yapilacak olursa,

t=f,0v,+...+f 0 v+. . +fov,

0 RS (R

elde edilir. Bu son ifade de biitin katsayilar F cisminde oldufundan t yi o v,

elemanlannin F {izerinde bir lineer birlesimi olarak ifade etmis olduk. Boylece
gercekten © ;v; elemanlan F {izerinde L yi gererler ve bu da baz olusturmak igin ilk

sart olur.

Ikinci olarak, bu v ; elemanlannin F {izerinde lineer bagimsiz
oldufunu gosterelim. Bunun i¢inde f; €F olmak tizere

fvio,+. +H ve +. +ive .+ v e =0 ™
oldugunu varsayahm. Burada her f; katsayisinm sifir oldugunu gosterirsek v,
elemanlarmin lineer bagimsiz oldugunu gostermis oluruz. (*) ifadesini tekrar
gruplayarak

(fywy+..+f,0 v+ +Ew, +. +E 0 v+ +(f 0+ +f 0, )v_ =0

bulunur @ ler K da ve KOF oldugunda bitin k; =f,,0,+...+f, @, katsayillan K
da olacaktir

Artik kv +...+k, v, =0 (k,,k,,...k,, €F) dir. Kabiilimiize gére v,
ler K tizerinde L nin bir bazi oldugundan 6zel olarak bunlann K iizerindel lineer
bagimsiz olmast gerekiyor. Yani, k, =k, =..=k_ =0 dr. k,,k,,...k_ lerin bu
degeri yerine yazilirsa i = 1,2,..m i¢in fy0,+...+f,0 =0 elde edilir. Ote yandan
kabiiliimiize gore w lerde F iizerindel lineer bagimsiz oldugundan f; =0 olmasmn

gerektinir. Boylece v,0; lerin F lizerinde lineer bagimsiz oldugu gésterilmis olur.
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Biitiin bunlardan v, ; lerin L nin F {zerinde bir bazi oldugunu géstermis oluruz.
O halde [L:F] = m.n olmak zorundadir. Ciinkii [L:F] = m ve [K:F] = n idi, boylece
[L:F] = [LK].[KF]

oldugunu gostermis oluruz.
Sonug 1: Eger L, F nin sonlu genislemesi ve K da L nin F yi kapsayan bir alt cismi
1se [K:F]|[L:F] dir.
Ispat: FCKCL ve [L:F] nin sonlu oldufunu varsayahm. Agik olarak L nin
herhangi bir elemant K {izerinde lineer bagimsiz olup sonugta F {izerinde lineer
bagimsiz olur. Boylece [L:F] nin sonlu oldugu kabiili [L:K] nin da sonlu olacag
sonucunu verir. Yine KCL oldugundan [K:F] nin de sonlu oldugu sonucuna
vanhr. Bir 6nceki teoreme gore,

[LFJ=[LK]).[KF]
esitlii [K:F]|[L:F] olmasim gerektirir.
NOT: Eger [L:Fl=p (p bir asal) 1se bu L ile F arasinda FCKCL olacak sekilde K
cisminin bulunamayacagim gosterir. Bu sonug pergel ve cetvel yardimiyla baz
¢izimlerin yapiimasinda fevkalade 6nemli rol oynar.
Tarif 3: F~cisim ve FCK olsun. Bir acK icin F de hepsi birden sifir olmayan ve
oea" +a,2" +.. .+, =0 olacak bigimde a,,q,,...,a_ katsayilan varsa a ya F
izerinde cebirsel, aksi halde transandat denir [4].

Eger q(x)eF[x] polinomu q(x)=B,x™+B,x™"'+...+B,, biciminde ise,
herhgangi bir beK 191n

q(b)=B,b™ +B,b™" +...+B_ €K anlagilacaktir.

Yukandaki tarif, bu durumda a€K, F tlizerinde cebirsel ise p(x)eF[x]
polinomu a tarafindan saglamyor, p(a) = 0 oluyor seklinde tekrar verilebilir.

FCK ve aeK olsunx/n de K min hem F yi hem de a y1 kapsayan biitiin
altcisimlerin ailesi olsun. Oncelikiev/N=0 olduguna ilgi cekilmelidir.

Gergekten K nin kendisi /T0 dedir. Verilen herhangi bir K cisminin

biitiin alt cisimlerinin kesigimi yine K nin bir alt cismi oldugundan, K nin biitiin alt
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cisimlerinin kesisimi de/7] ailesindedir ve de K min bir alt cismidir. Bu alt cismi F(a)
Ile gosterelim.

Simdi bu alt cismin 6zelliklerini aragtirahm:

Oncelikle bu alt cisim¢/71 ailesinin bir elemam olmakla hem F yi hem de
a'y1 kapsar. Aynca kesigimin tamnﬂg gérem ailesinde bulunan K mn her ait
cismide F(a) y1 kapsar. F(a) mm')ﬂ’”l. ailesindedir. Boylece F(a), K nin hem F hem
de a y1 kapsayan en kiigiik alt cismi olur ki buna "F ye a y1 katmakla elde edilen
cisim" denir.

Simdi F(a) nin degisik bir ingaasmi yapalm. K da 8, +B,a+...+B.2°
bigiminde ifade edilebilen biitiin elemanlan gézoniine alalim. Burada B, ler F den
alinmi olup s>0 olan bir tamsayidir. K mn elemanlan olarak B, +f,a+...+p.a°
bigimindeki elemanlar sifir olmamak kaydiyla digerleri tarafindan boliinebilir. $1mdi
U bu sekildeki boliimlerin ciimlesi olsun. UcK dir. Ote yandan bu sekilde
tammianan U hem F yi hem de a y1 kapsar. O halde F(a)cU dir.

Karsit olarak, K nin hem F hem de a y1 kapsayan herhangi bir alt cismi
B; €F olmak iizere B, +B,a+...+B.a° elemanlanim da kapsamas: gerekir. Su halde
F(a) butiin elemanlan kapsamalidir. Keza F(a) bu tiir elemanlanin bélimlerini de
kapsamahdlr. Boylece F(a)>U olup U = F(a) elde edilir.

Bu yolla F(a) mn ige ait bir yapisim elde ettik, agikgas1 U gibi.

Teorem 2: acK elemanmin F iizerinde cebirsel olmasi igin <> F(a) nin F nin soniu
bir genislemesi olmasidir [10].

Ispat: <) F(a), F nin sonlu bir genislemesi ve [F(a):F]=m oldugunu farzedelim.
l,a,2,...,am elemanlarim g6z onine alalim. Bu elemanlann hepsi F(a) dadirlar ve
sayllan m+1 dir. Lineer cebirden bilinen bir sonuca goére bu elemanlar lineer
bagimhdir. Boylece o l+a,a+...+a_a™ =0 olacak sekilde hepsi birden sifir
olmayan a,,q,,...,&, €F elemanlan bulundu. O halde cebirsellik tarifine gore a
elemam F de cebirseldir ve boylece de dercesi en fazla m=[F(a):F] olan F[x] deki

p(X) = o, + 0o, x+...+0_x™ polinomunu saglar.
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=>) Bunun i¢in a€K nin F {izerinde cebirsel oldufunu varsaydim. Bu kabule gore
a, F[x] de sifir dlmayan herhangi bir polinomu saglar. p(x) bu sarta uyan yani
p(a)=0 olan- en kiigiik pozitif dereceli bir polinom olsun, p(x)€F[x] simdi p(x) in F
lizerinde indirgenemez oldugunu iddia ediyoruz. Gergekten f(x), g(x)eF[x] olmak
lizere p(x) = f{(x).g(x) ise, o takdirde 0 = p(a) = f{a).g(a) dir ve f(a) ve g(a) K nmn
elemanlan oldugundan bunlann ¢arpimmn sifir olmasi ya f(a) = 0 veya g(a) = 0
olmasim gerektirir. p(x) polinomu p(a) = O sartiu saflayan en kigiik dereceli
polinom oldugundan -derf{x)>der p(x) veya derg(x)2derp(x) olmahidir. Bu ise p(x)
in indirgenemez oldugunu ispatlar.

Simdi V:F[x]——‘—““i—)F(a) déniigiimiini Vh(x)eF[x] i¢in h(x)w=h(a)
olacak sekilde tanimlayahm. Bu y doniigtimi bir halka homomorfizmidir. Simdi y
nin ¢ekirdegini bulalim. y nin tanimina gore

Kery =V = {h(x)eF[x] | h(a) =0}
dir. V, F[x] in bir idealidir. o halde p(x), V idealinin keza en kigciik dereceli bir
polinomu olacaktir. Halka teoriden bilinen bir sonuca gore de p(x) indirgenemez
oldugundan V maksimal idealdir ve V=<p(x)> dir . Clnkii polinomlar halkas: bir
oklit halkasidir. Yine halka teoriden bilinen bir sonuca gore F[x]/V bir cisimdir. Su
halde temel halka homomorfizmine gore

F[x]/VeF[x] dir.

O halde F[x] in v altindaki gériintiisiiniin F(a) nin alt cismi oldugunu
gésterdik. Bu goriintii xy=a ve de VaeF i¢in aoy=a y1 da kapsar. Su halde, F[x] in
v altindaki goriintiisii hem F hemde a y1 kapsayan F(a) mn bir alt cismi olur. F(a)
tammina gore de y altinda F[x] in goriintiistniin F(a) nin tamami oldugu goriiliir.

F[x]/V=F(a).

Artik V=<p(x)> ideal olup buradan F[x}/V nin F {izerinde bir vektér
uzay olarak boyutunun tam tanimina derp(x) oldugunu soyleyebiliriz.

F[x]/V=F(a), oldugundan [F(a):F]=derp(x) olur. Boylece [F(a):F]

kesinlikie sonludur ve teorem ispat edilmis olur.
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p(x) polinomu, a tarafindan sajlanan en kii¢iik dereceli F {izerinde bir
polinom olsun. Boyle bir polinoma F {izerinde a min minimal polinomu denir.
Burada x in en biylk kuvvetimin katsayisiin 1 oldugunu varsayabiliriz. Yani F
lizerinde a nin minimal polinomunun monik polinom oldufunu kabul etmekle
genelligi bozmamis oluruz.

F tizerinde a min herhangi iki monik miminal polinomunun esit oldugu
kolaylikla gosterilebilir. olsun. Su halde o, €F olmak tizere

— -]
L PpE) =X AT Lo

olacaktir. Eger a nin minimal polinomu p(x) ise, o takdirde

p(a) = a° +a,2"" +...+0Folur. Dolayis: ile a” = —a,a”"'—...—a_ olur. a™' ise
n+l __ n n-1
a™=-qa"~a,a"" - ~a 2

olur. a® degerini a™' yerine yazacak olursak a™' i F {izerinde 1,a..a""
elemanlaninin lineer kombinasyonu olarak ifade edebiliriz. Boylece devam ederek
herhangi bir k>0 icin a®** y1 yine F iizerinde 1,a,...,2""' lineer kombinasyonu olarak
ifade edebiliriz.

Simdi T = {B,+Ba+..+B,,2""|Bo,Brs....B., EF} ciimlesini goz

onine alalm. T chmlesi agik olarak yukanda yaptifimiz agiklamalar geregi
toplamaya gore kapalidir. T ciimlesi keza garpmaya gore de kapahidir. T nin halka
oldugu agiktir. Fazla olarak T nin hem F y1 hem a y1  kapsadig agiktir. Simdi T
ciimlesinin bir cisim oldugunu gosterelim.

0#B, +P,a+...+B, ,a"'=ueT olsun.

h(x) = B, +B,x+...+B,,x"" €F[x] alalim. u#0 oldugundan yukandaki
uyarlarnimiza gére u = h(a) oldugundan h(a)#0 ve dolaywsiyla p(x)} h(x) elde
ederiz. p(x) indirgenemez oldugundan p(x) ve h(x) aralaninda asaldir. O halde
p(x).s(x) + h(x).t(x) = 1 olacak sekilde s(x), t#(x)eF[x] polinomlar1 bulunabilir.
Fakat bu durumda da p(a)=0 oldugundan

1 = p(a)s(a)th(a)t(a)=h(a)t(a)
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elde edilir. Buradan da u=h(a) yazacak olursak

1=ut(a)
elde edilir ki bu u nun tersinin t(a) oldugunu gosterir. t(a) ifadesinde a min n-1 den
daha biiyilk butin kuvvetleri F {izerinde 1,a,..,2"" elemanlanmn lineer
kombinasyonlan ile degistirilebilir. Dolays: ile t(a)eT olur. O halde T bir cisimdir.
Ote yandan F ve.a mn her ikiside T ciimlesinde kapsandifindan F(a)cT dir. T nin
tanimna gore TcF(a) oldugu agiktir. Dolayis: ile T=F(a) elde edilir. Boylece F(a)

v1 B, +B,a+...+B, ,a"" elemanlannin ciimlesi olarak gorebiliriz.

Buna gére T, F lizerinde 1,a,...,a"" elemanlan tarafindan gerildginden
[T-Fl<n olur. Bununla beraber 1,a,..,a"" elemanlan F {zerinde lineer
bagimsizdirlar. Gergekten y,€F olmak izere y,+7y,a+...+y_,a"" bigimindeki
herhangi bir baginti bizi a min derecesi n den daha kiiciikk olan F uzerinde
Yo +YoX+...+Y,,x"" polinomunu sagladip: sonucuna gotiriir. Bu geliski ise
1,a,...,a"" in lineer bagimsiz oldugunu ispatlar ve dolaysiyla bunlann F {izerinde T
nin bir bazi oldugu sonucuna vanlr. Boylece [T:F]=n ve T=F(a) oldugundan
[F(a):F] = n elde edilir. Boylece agagidaki teoremi ispat etmis oluruz.
Teorem 3: Eger acK elemani F Gizerinde n mci dereceder; cebirsel 1se o takdirde
[F(a).:F}=n dir [9].
Teorem 4: a,b elemanlan F tizerinde cebirsel (a,b€K) olsun. Bu takdirde atb, a.b,
a/b(b=0) elemanlan da F ilizerinde cebirseldir. Yani F {izerinde cebirsel olan K nin
elemanlar1 K nin bir alt cismini olustururlar.
Ispat: a nin F tizerinde m. derecedén ve b min de F izerinde n inci dereceden
cebirsel oldugunu varsayalim. O takdirde 6nceki teoreme goére K min T=F(a) ait
cisminin F {izerinde derecesi m olur. b nin F iizerinde n inci dereceden cebirsel
olmas: F y1 kapsayan T iizerinde derecesinin en fazla n olmasiu gerektirir. Su halde
W = T(b)cK alt cismi yine Onceki teoreme gore, T lizerinde n. dereceden bir
genislemesi olacaktir. Ancak [W:F]=[W:T].[T:F] oldugundan [W:F]<m.n ve

"boylece W nin F nin bir sonlu genislemesi oldugu goriiliir. Bununla beraber a,beW
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ise o takdirde atb, a.b, a/b elemanlann da W dedir. [W:F] sonlu oldugundan bu
elemanlar F iizerinde cebirsel olmalidir.

Burada biraz daha fazlasim da ispat etmig olduk. [W:F]j<m.n
oldugundan W nin her elemamn F iizerinde derecesi en fazla m.n olan bir polinomu
saglayacagindan asagidaki teoremin ispat etmis oluruz.

Sonug: a,bekK elemanlan F {izerinde sirasi ile m. ve n. dereceden cebirsel iseler o
takdirde atb, ab, a/b(b#0) elemanlar1 F iizerinde en fazla mn. dereceden
cebirseldirler.

Tarif 4: K, F nin genislemesi olmak {izere efer K nin her elemam F iizerinde
cebirsel ise o takdirde K ya F nin cebirsel genislemesi denir [9].

Teorem 5: L, K nin cebirsel geniglemesi ve K dan F nin cebirsel geniglemesi ise L,
F nin cebirsel genislemesidir [9].

Ispat: ucL keyfi bir eleman, burada u nun katsayilan F de olan trivial olmayan

(sabitten farkl) polinomu sagladifini gésterirsek teoremi ispat etmis oluruz.
0,,0,,...,06, K da olmak tzere L, K mmn cebirsel genisiemesi
oldugundan bu u eleman: x" +6,x""'+...+o, seklindeki bir polinomu saglayacak-
tir. Fakat hipoteze gore K, F tizerinde cebirsglnoldugundan, onceki teoremlerin arka
arkaya uygulanmasiyla M=F(o,,...,c_J¥ bir sonlu genislemesi olur, u bu defa
katsayilan M iizerinde olan x" +o,x""'+...+6, polinomunu sagladigmdan u M
iizerinde n. dereceden cebirseldir. Bu bize M(u) nun M nin bir sonlu genislemesi
oldugu sonucunu verir. O halde [M(u):F}=[M(u):M].[M:F] olup buradan M(u) nun
F nin sonlu bir geniglemesi oldugu sonucu ¢ikar. Bu ise u nun F iizerinde cebirsel
olmasmi gerektirir ki, u, L nin keyfi elemam oldugundan L,F nin bir cebirsel
genislemesi olur.
Tarif 5: Herhangi bir kompleks say1 rasyonel sayilar cismi lizerinde, cebirsel ise o
takdirde buna cebirsel say1 denir. Cebirsel olmayan sayilara da transandat sayilar

denir.
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3. BOLUM
POLINIMLARIN KOKLERT HAKKINDA
Tarif 1:p(x)eF[x] olmak {izere F nin herhangi bir cisim genislemesinde bulunan bir
a eleman: igin eger p(a)=0 oluyorsa a ya p(x) bir kékii denir [11].
Lemma 1: p(x)eF[x] ve FcK olsun. O takdirde herhangi bir beK i¢in q(x)eK[x]
ve dergq(x)=derp(x)-1 olmak lizere
P(x)=(n-b).q(x)+p(b) dir [9]
Ispat : FcK .oldugundan F[x]cK[x] dir. Dolayisiyla, p(x) polinomu K[x] de bir
eleman olacaktir. K[x] deki polinomlar i¢in bélme algoritmasma gore q(x)eK[x] ve
=0 veya derr<der(x-b)=1 olmak iizere p(x)=(x-b)q(x)+r yazilabilir. Su halde ya
=0 yada derr=0 olmak zorundadir. her iki durumdada r, K nin bir elemam olur.
Acaba bu r, K daki hangi elemandir?
p(x) = (x-b)q(x)+r oldugundan p(b) = (b-b)q(b)+r = p(b) =r
olur ki boylece p(x) = (x-b)q(x)+p(b) elde edilir. Burada yine bolme algoritmasina
gore derq(x) = derp(x)-1 oldugu agiktir.
Sonug 1: FcK olmak iizere p(x)eF[x] in bir kokii acK ise o takdirde K[x] de (x-
a)|p(x) dir.
Ispat : Lemma 1 e gore p(x) i K[x] de
L P = (e-a)g)+p(a) = (x-2)q(x), pla)=0
bigiminde yazilabilir. Buradan (x-a)|p(x) elde edilir.
Tarif 2: p(x)eF[x] in aeK kokii igin (x~a)" | p(x) fakat (x —a)™" [p(x) oluyorsa
a ya p(x) in m kath kokii denir.
Lemma 2: Bir cisim tizerinde derecesi n olan bir polinomun bu cismin herhangi bir
genislemesinde en fazla n tane koki vardir.
Ispat: n uzerinde indiiksiyon ile, eger p(x) in derecesi 1 ise o takdirde o, B bir F

cisminde ve o#0 olmak izere ox+B seklinde olacaktir. p(a)=0 olacak gekilde

herhangi bir a i¢in ca+f = 0 :>a=—E sonucu elde edilir. Bu durumda p(x) in
o
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B gibi bir tek koki olup Lemma nin iddiasi kesinlikle dogrudur. Simdi Lemma
a

min iddiasinin herhangi bir cisimdeki derecesi n den daha kiigiik olan polinomiar
icin dogru oldugunu kabul ederek p(x) in F iizerindeki derecesinin n oldugunu
varsayalim. FcK olsun. Eger p(x) in K da higbir kokii yoksa o takdirde ispat
bitmigtir. Ciinkii K daki kéklerin sayisi (ki bu 0 dir) en fazla n olur. Oyleyse p(x) in
en az a gibi bir kokinin (K da bulunan) bulundufunu ve bunun katlilifimin
oldugunu varsayalm. Kath kok tammma gore, (x—a)” |p(x) olup buradan m<n
elde edilir. Buna gore p(x)=(x—a)”.q(x) yazilabilir. (q(#)éK[x] derq(x)=n~m) |
(x—a)mﬂj’ p(x) gergeginden (x —a)fq(x) dir. Dolayis: ile 6nceki sonuca gore
a,q(x) in bir kokii olamaz. Eger b#a K daki bir diger kok ise zaman O=p(b)=(b-
a)™q(b) bulunur. Ote yandan b-a0 ve biz cisimde hesap yaptigimiza gore q(b)=0
elde edilir. Bu ise p(x) in a dan farkh K daki herhangi bir kokiiniin q(x) in bir kékii
olmas: demektir. q(x) in derecesi n-m<n oldugundan indiksiyon varsayimina gére
q(x) in K da en fazla n-m tane kékii bulunmahdir. Bunlar éteki kok a ile birlikte m
defa sayilms olur ki buda bize p(x) in en fazla m+(n-m)=n tane kokiniin K da
bulunacagim gosterir ki bu da lemmay ispatlar.
Tmrem 2: p(x) derecesi 21 ve F lizerinde indirgenemez olan F[x] in polinomu
olsun. O takdirde F nin 6yle bir E cisim geniglemesi vardir, p(x) in E de bir kokii
vardir ve [E:F]=n dir.
ispat: F[x]; F tzerinde x i polinomlar halkas: ve V=<p(x)> de p(x) in dogurdugu
F[x] in bir ideali olsun. V maksimal idealdir. Dolayst ile yine bilinen bir teoreme
gorede E=F[x]/V, bu E cisminin teoreminin idiasimi gergekledigini gosterecegiz.
Oncelikle E nin F nin bir cisim geniglemesi oldugunu gosterelim. Bunun icinde E
nin bir alt cisminin F ile 6zdeglegtirebilecegimizi gostermeye calisiyoruz. E, F nin
gergekte cisim genislemesi olmadigindan bu yola sapiyoruz.

F={a+V|0LeF} olmak tzere F nin F ye izomorf bir cisim oldugunu

iddia ediyoruz. Boylece l_*“, F nin E deki goriintiisti olacaktir. y:F[x]—F[x]/V=E
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VRx)fx] igin fx)y=f(x)+V ile tammlanmug bir doniigiim ise y nin F ye kisitlanist
F den F iizerine bir izomorfizm iretir.

Bu izomorfizmi kullanarak, yukarda sozini ettifimiz gekilde F ve F
cisimlerini biribirleriyle 6zdeslestirmis oluruz. Béylece, E yi F nin bir cisim
genislemesi olarak g6zoniine alabiliriz.

Simdi, E nin F nin derecesi n=degp(x) olan sonlu bir genislemesi
oldugunu gorelim. Gegekten.

14V, x4V, (x+V)P=x2+V, . ;(x+V)=x+V, .., (x+ V) l=xr14+V
E nin F tizerinde bir bazint olugturur. Notasyonun uygunlugu bakimindan E
cismindeki xy=x+V elemamn a olarak gosterelim. Yani a = x + V olsun. Herhangi
bir f{x)eF[x] i¢in f(x)y ninde adeta f(a) oldugunu iddia ediyoruz. Gergekten v
homomorfizm oldugundan, eger

fx)=B, +B,x+... +B, X" =Fx)Y=Pw + (B, W) (xy)+... +(B w)(xy)*
olup, burada yukanda belirtilen By yerine B y1 alma 6zdeslestirmesini kullanarak
fix)y=f(a) oldugu goriiliir. Ozel olarak p(x)eV oldugundan p(x)y=0 dir. Dolayis:
ile p(x)y=p(a) dir. Su halde E nin a = xy elemam p(x) in bir kokiidiir. Bu da ispat:
tamamlar.
Sonug 2: f(x)eF[x] ise F nin E gibi 6yle bir cisim geniglemesi vardir ki f(x) in E de
bir kokii vardir. Aynica [E:F]<degf(x).
Teorem 3: f(x)eF[x] derecesi 21 olan bir polinom olsun. Bu takdirde F nin
derecesi en fazla n! olan ve f(x) in biitiin koklerinin bulundugu (kathliklan dahil)
bir E cisim genislemesi vardir.

Ispat: Teoremin ifadesinde katliig: m olan bir kékii m tane kok olarak
sayaca8iz. Yukandaki sonuca gore F nin [Eq:F]<n ve f(x) in o gibi bir kékiintn
bulundugu E, cisim genislemesi vardir. Su halde Eqg[x] de f(x) i, q(x) derecesi n-1
olan bir polinom olmak izere f(x)=(x-a).q(x) bi¢iminde carpaniara ayirabiliriz.
Boyle devam ederek Eo 1n derecesi en fazla (n-1)! olan ve q(x) in (n-1) kékiiniin

bulundugu bir cisim gepislemesi vardir. f(x) in herhangi bir kokii ya o ya da q(x) in
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bir kokii oldugundan f{x) in E deki n koékiiniin tamamim elde etmig oluruz.
Buradan [E:F]=[E:Eq].[E¢:F]<n.(n-1)! = n! bulunur ki bu da ispat: tamamlar.

Teorem 3, F lizerinde derecesi n olarak verilen bir f{x) polinomunun n
tane kokiiniin bulundugu F nin E gibi bir sonlu geniglemesinin varlifini gosterir.
Eger f{x)=ag.xr+a,x»-1+.. +a,, 25#0 ve bununE deki n tane koki a,,a,,...,a, ise
lemma 1 i kullanarak f(x) polinomu E iizerinde f{x)=a,(x-a.,)...(x-a,) seklinde
¢arpanlara ayirabiliriz. Su halde f(x) E tizerinde lineer ¢arpanlann garpimi olacak
bigimde pargalanabilir. F ile E arasinda f{(x)€F[x] in lineer garpanlara ayirabildigi
bagka bir cisim yoksa o zaman bununla ilgili olarak asagidaki tarifi verebiliniz.

Tarif 3: F bir cisim, E onun sonlu genislemes: olsun. Eger f{x)eF[x] polinomunun
lineer garpanlann garpimu olarak pargalanabildigi E nin F yi kapsayan herhangi bir
alt cismi yoksa o takdirde E ye f(x) in F lizerinde pargalanis cismi denir.

NOT: Teorem 3, pargalaniy cisminin varhini garanti eder.

Gergekten bu teorem; F (zerinde derecesi n olan bir polinom
verildiginde bu f(x) polinomunun n kokiiniin tamammin bulundugu ve F iizerinde
derecesi en fazla n! olan F nin bir geniglemesinin bulundugunu ifade eder. Daha
sonra n! in gercekten bir st simir oldugunu yani verilen bir n i¢in F {izerinde
derecesi n olan f(x) polinomunun pargalanis cisminin F lizerindeki derecesinin n!
olacak sekilde bir F cismi ile derecesi n olan f(x)eF[x] polinomunun
bulunabilecegini gosterecegiz.

Yukandaki bu tamim agagidaki verecegimiz ifadeye denktir.

F bir cisim ve f(x) de derecesi n olan F[x] in bir polinomu olsun. Eger
E f(x) in n kokinin tamammmn bulunduu F nin en kiigiik genislemesi ise, o
takdirde E ye F izerinde f(x) in pargalams cismi denir.

Bu asamada aklimiza derhal soyle bir soru gelir. F[x] in f(x)
polinomunun E; ve E, gibi iki pargalanmus cismi verildiginde bunlar arasindaki
ihski nedir? Kabaca bunlann bitiintiyle birbirlerine baglh olduklarii kabul etmek

igin hi¢ bir hakkimz yoktur. Biraz sonraki gozlemlerimiz buniarnin gergekten



26

biribirine bagh oldugunu goésterecektir. Bu sekilde ki E; ve E, gibi iki pargalams
cismi F nin her elemanim sabit birakan bir izomorfizmle birbirlerine 1izomorfdurlar.
Tarif 4: F ve F’ iki cisim © da F den F’ iizerine bir izomorfizm olsun. Uygunluk
igin herhangi bir a€F elemanimin 1 altindaki gorintisinid o' ile gosterelim. O
halde ot =a’ diir.

Simdi acaba F ve F' cisimleri arasinda yukanda verdifimiz <t
1zomorfizmini F[x] ve F'[t] polinom halkalan arasinda bir izomorfizm tesis
--edebilmek i¢in kullanabilirmiyiz? -

fix) = ax" +o,x"" +...+a_ €F[x]
polinomu i¢in ©" déniigiimiinii

fx)T= (agx” +0o,x" "+ 40 )T = aft” +olt" +. . +a! €F[t]
seklinde tanimlayalim.

Bu takdirde asagidaki lemmay: ispatsiz olarak verebiliriz.

Lemma 3: Yukanda soziinii ettifimiz 1~ doniisimii Va.eF i¢in et =a’ dzelligi ile
F[x] den F'[t] lizerine bir 1izomorfizmdir.

Eger f(x)eF[x] ise o takdirde fix)t", f'(t) olarak yazacagiz. Bu
durumda Lemma 3 den derhal f(x) in F[x] deki parcalamigimin f*(t) nmin F’[t] deki
parcalamisi ile aym oldugunu veya bunun tersinin de dogru oldugu sonucunu
¢ikarabilirz. Buradan 6zel olarak; f(x) in F[x] de indirgenemez olmasi i¢in gerek ve
yeter sartin f'(t) nin de F'[t] de indirgenemez olmasidir sonucunu gikarabiliriz.
Bununia beraber burada 6zel olarak polinom halkalan ile degil daha ziyade F nin
genislemeler ile ilgilenecegiz. Gergektin F nin uygun bir geniglemesinin elde etmek
i¢cin polinom halkalanimin boliim halkalanm kullandifimizi hatirlayalim. Sonug
olarak <f(x)> ve <f'(t)> swast ile F[x] ve F’'[t] halkalaninda f(x) ve f’(t)
polinomlarinin Grettii idealler olmak tzere F[x]/<f(x)> ve F'[x]/<f’(x)> arasinda
mevcut baginti lizerinde galigmak bizim igin yerinde olacaktir.

Lemma 4: Va.eF igin at” =a’ olacak bigimde

T F[x]/<f(x)>—2_5 F*[t]/<f’ (t)> bir izomorfizm vardur.
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Ispat: Ispata tam olarak baslamadan 6nce lemmanin son kismindaki ifade ile neyin
kastedildifini agikh@a kavusturmaliyiz. Daha 6nce birgok defalar yaptifimiz gibi F
cismini; oeF elemanim F[x}/<f(x)> in o+<f(x)> kalan snifi ile Ozdegliyerek
F[x]/<f(x)> in igine yayilm§ olarak gozoniine alabiliriz. Benzer sekilde F' cismini-
de F'[t}/<f’'(t)> icinde kapsanmus olarak gdzoniine alabiliriz. Bu durumda 1~
izomorfizminin [o+<f(x)>]1" =o' +f" () esitligini sagladifim var sayabiliriz. Simdi

1" Fx] /<f(x)> —>F'[t)/<f’ (t)>
. geklinde bir izomorfizm anyoruz. Vp(x) eF[x] icin

[p(x)+ <f(x) >]1:” =p'(t)+ <f'(t) >

seklinde tamimianan donisiimiin iyi tammhb oldugu ve F[x]/<f(x)> den
F'[t) < f'(t) > tlizerine bir izomorfizm oldugu kolaylikla gerceklenir.
Not: Parcalanig cisminin tekliginin ispati i¢in agagidaki teoremi énceki Lemma dan
ispatlayabiliriz.
Teorem 4: p(x), F[x] de indirgenemez ve v de p(x) in bir kokii olsun. Bu takdirde
®, p'(t) nin bir kokii olmak iizere F(v)=F'(0) dir. Bundan baska bu o
izomorfizmi v.o =0, Va €F i¢in a.c = o’ olacak sekilde segilebilir. -
Ispat: v, p(x) indirgenemez polinomunun F nin K genislemesindeki bir kokii olsun.
M = {f(x) €F[x] | f(v) = 0} olsun. Asikar olarak M, F[] in bir ideali ve M = F[x]
dir. p(x)eM ve p(x) indirgenemez oldufundan M=<p(x)> vyazanz.
v:F[x]— F(v) donusimant F(v)<K igine Vq(x) eFx] i¢in w(q(x))=q(v)
olarak tamimlayalim. Kolayca goriiriiz ki  iizerinedir. Yine y nin gekirdegi M dir.
Halkalar i¢in temel homomorfizmden

y*Fx] /<f(x)>—Z== 3 F(v)
bir izomorfizmdir.

p(x), F[x] de indirgenemez oldugundan p’(t) de F'(t) de
indirgenemez ve bir 8*, F’ niin her elemanimu sabit birakan ve 8 *[t+<p’ (t)>]=w

olan (w, p’'(t) nin bir kékii), F[tl/<p’ (t}>—2==_3 F'(w) bir izomorfizmdir.
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Simdi teoremin ispati igin pargalan birlestirilim. Lemma 4 den
x+<p(x)> 1 t+<p’'(t)> ye doniistiren ve F de v ile uyusan F[x] /<p(x)> i
F'[t]/<p’ (t)> ye doniistiiren bir 1~ izomorfizmi vardir. Simdi

o=y e
olan F(v)('p—‘)-l-b [x]/ <p(x) > ——F'(t)/ < p'(t) > —&— F'(w) den hareketle)

F(v) den F’(0) iizerine déniigimiinii g6zoniine alalm. Bu biitin y’,
1zomorfizmdir. Ayrica,

v =y [x+<p(x)>]

Wo=(v)(v' )yt e

= ([x+<p(x)>]1 )6’

= (t+<p’ (x)>)0’

=w
dir. a.eF iginde ao= (a(y’)'1" 8= (a1”)0'= o' 0'= o’'dir. O halde, o nn
teoremi ifadesindeki izomorfizm igin gerekli bitiin sartlan sagladigini gosterdik,
Sonu¢: p(x)eF[x] indirgenemez ve a, b, p(x) in iki koki ise F(a)=F(b) dir.
Buradaki izomorfizm, F nin her elemanm sabit birakip a y1 b ye doniistiiren bir
izomorfizmdir.
. Teorem 5: E ve E’ sirastyla f(x)eF[x] ve f'(t)e F’'[t] polinomlarinin iki pargalanis
cismi her aeF i¢in ad=a’ ozellifini saglayan bir izomorfizmi ile izomorfiktirler.
"Yani E=E’ diir. (Ozel olarak verilen bir F cismi iizerinde ayn1 polinomun herhangi
ki pargalanig cismi F nin biitin elemanlarini sabit birakan bir izomorfizmle
izomorfiktirler).
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Ispat: Bu ispat iginde tiimevanm metodunu kullanahm. Bunun icin belli bir
metodla arttinlabilen veya azaltlabilen bir indikatore ihtiyacimiz var. Indikatér
olarak, ilk cisim iizerinde bir pargalanig cisminin derecesini kullanacagiz. Bu yapay
gibi gorinebilir, fakat géreceimiz gibi biz bunu kullanacagiz.

[EF]=1 ise E=F dir. Yani f{(x), F nin kendi Uzerinde g¢arpanlara
ayriimistir. Lemma 3 den f'(t) de F'=E’ iizerinde lineer garpanlara aynlmugtir.
Fakat ¢==, F lizerinde 1T ya kargihk gelen E den E' ilizerine izomorfizm ile
gosterilir.

Herhangi bir F, cismi i¢in bu sonucun dogrulufunu kabul edelim ve
herhangi bir f(x)e F [x] polinomu F, lizerinde derecesi n den kiigiik olan f(x) in bir
E, pargalanis cisminin derecesini saglar. Yani [E,:F,}<n dir.

Kabul edelim ki [E:F}=n>1 olsun. Burada E, F iizerinde f(x) in
pargalamig cismidir. n>1 oldugundan f(x), r>1 dereceli p(x) indirgenemez ¢arpanina
sahiptir. p’(t), £'(t) nin indirgenemez garpamt olsun. E, f(x) in pargalanis cismi
oldugundan f(x) in koklerinin tamam ve p(x) in koklerinin biri E dedir. Boylece
p(v)=0 olacak sekilde veE vardir. Buradan [F(v):Fl=r dir. Benzer sekilde,
p’(w)=0, olacak sekilde bir weE’ vardir. Teorem 4 den VaeF i¢in ao=a’
dzelligini saglayan o, F(v) den F’(w) iizerine bir izomorfizmdir.

[E: F] n
[FeF] r o

Iddiamiz E nin bir alt cismi olmayan F, 1kapsayan F,=F(v) lizerinde bir

[F(v):F] =r >1 oldugundan [E:F(v)] =

polinom olarak alinin f{x) igin E nin bir parcalams cismi oldugudur ve E, F
uzerinde f(x) in bir pargalams cismi kabul edildifinden F, f(x) in bir pargalams
(aynibgr) olabilir. Benzer sekilde, E’, F;=F'(w) iizerinde f'(t) igin bir pargalanis
cismidir. Bizim timevarim hipotezimizden a¢=ac(VacF,) olacak sekilde
o:E—2_, B’ izomorfizmi vardir. Fakat Va.eF i¢in ac=a’ olup, VaeFcF, i¢in

ag=ao=a’ olup bu da ispati tamamlar.
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F=F' ve 1 her a€eF i¢in at=o O6zdeslik doniislimii olsun. Kabul
edelim ki, E, ve E,, fix)eF[x] in iki par¢alams cismi olsunlar. E,=ESF ve E,=E’
DF'=F goz6niine alahm ve hemen teoremin iddiasim uygularsak E, ve E, nin, F
nin her elemanim sabit birakan bir izomorfizm ile izomorf olduklan ¢ikar.

Gergekten, F iizerinde aym bir polinomun iki pargalamys cismi
1zomorfiktir ve bu 1izomorfizm F nin her elemanim sabit birakir.
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4. BOLOM
PERIYODU VERILEN EN KUCUK MATRIS
1. GIRIS
o <k <n ve A diizenli bir matris olmak {izere eger A* I ve A" =1
ise A nmn periyodu n dir. Bu boliimde elemanlan X cisminden alinan ve periyodu n
olan r x r tipinde bir matris mevcut olacak sekilde ve r(n) ile gdsterecegimiz en
kiigiik 1 sayist aragtirilacaktir.

. Tahmin edilebilecegi gibi r(n) nin hesaplanmasi A min R halkasindan
ahinan elemanlanna baghdir. E§er z° =1 ve Ism=<n igin z” =1 ise z kompleks
saysi birimin n. mertebeden ilkel kokiidiir. Dolayisiyle €2 birimin pirimitif kiip
kokiidiir. Herhangi bir n =1 sayist i¢in z birimin n. mertebeden ilkel kékii olsun.
Bu takdirde periyodu n olan {z] matrisinin mimimum boyutu yani r(n) = 1 dir.

1x1 tipindeki [1] matrisinin periyodu 1, [-1] ise 2 dir. Birimin k.

mertebeden ilkel koklern k > 2 igin kompleks oldugundan 1x1 tipindeki higbir

matrisin mertebesi 2 den daha bityiik olamaz. O halde R =IR ise r (n) = {]2 2’:32
dir.

Q rasyonel sayilar cismi ve Q[x] rasyonel katsayili polinomlar halkas:
olsun. A elemanlari Q dan alinan k x k tipinde bir matris olsun. Bu takdirde Cayley-
Hamilton teoreminden A, c(x) = |A —xI| = 0 karakteristik polinomunu saglar ve
o(x) € Q[x] dir. A matrisinin minimum polinomu m(x) ise m(x) | ¢(x) ve ¢(x) in
derecesi A matrisinin boyutu oldufundan, A matrisinin boyutu minimum
polinomunun derecesinden daha kiiciik olamaz.

A matrisinin periyodunun n oldugunu farzedelim. A, x"-1
polinomunu sagladifindan m(x) | x* ~1 dir. m(x) polinomunun 6zelliklerini ortaya
koymak igin x" -1 in, n nin her bir k boleni igin cyclotomic polinomlarm [ e, (x)

bigimindeki ¢arpanlara ayniligini géz 6niinde bulundurmaliyiz.
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k. cyclotomic polinom, kokieri tam olarak birimin k. mertebeden ilkel
kokleri olan ¢, (x) polinomudur. Daha onceki boliimde gosterildigi gibi birimin k.

mertebeden tam tamina ¢ (k) tane pirimitif koki vardir. Béylece

¢, (x) = ﬁ(x-eiz“‘/“) (j,k)=1

polinomunun derecesi (k) olur. Ustelik c (x) rasyonel sayilar cisminde
indirgenemeyen, tam katsayili monik bir polinomdur.
Aynca t = 12,..k-1 igin c¢/(x) bilmiyor ise bu takdirde

k
¢.(x) = ==L 4<k biciminde de ifade edilebilir. m(x) | x" 1= Hck (x) ve
Hdlk cd (X) n

her bir ¢, (x) Q[x] de indirgenemez olduundan

m(x) =c, (x)...c,, (x) (dtln, t=12,..,k)
yazilr. d,,d,,...,d, nin en kiiglik ortak kat: r olsun. Agik olarak r <n dir. Her bir
d, (1=i=k) rnin bir bsleni ve x' -1 =[], ¢,(x) oldugundan

X =1= m(x)I—[jlr c;(x) i¢{d,,....d, }
olur. Ozellikle m(x) | x" ~1 ve boylece A'= I dir. O halde r = n olup, m(x) in
carpanlan indislerinin en kigiik ortak katt n olacak bigimde segilmek zorundadir.
Bu sekildeki ¢arpimlar arasinda, periyodu n olarak verilen ve aradifimiz A matrisi
igin m(x) gibt minumum polinom olabilecek bir veya daha gok minumum dereceli
polinom olacaktir. m(x) ¢arpanlarinin indislerinin en kiigiik ortak kati n olan en
kuciik dereceli polinom oldugundan, degm(x) <deg c¢_(x) = ¢(n) olur.

Minimum polinomu m(x) = a, +a,x+,...,a, X*~ +x* olan bir matris

0 0 0 ...1
—8y-a,—8,...—a,_,
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formundadir. Bu matrise m(x) in band matrisi denir. ¢ kendi minimum polinomu
m(x) sagladigindan ¢ =] ve t < n igin ¢' =1 dir. Boylece ¢ nin periyodu
(mertebesi) n dir. Aynica ¢ nin boyutu minimumdur. Ciinkii ¢ nin boyutu minimum
polinomu m(x) in derecesine esittir. Dolayisiyle m(x) in miimkiin olan her segimi
icin ¢ band matrisinin periyodu n ve minimum boyutu r(n) < ¢(n) dir.

Yukandaki metodla verilen her bir n i¢in minimum boyutta n.
mertebeden biitiin matrisleri olugturamayacafimiza dikkat edilmelidir. Sézgelimi,

[ I IJ yukardaki metodla elde edilen 3. mertebeden minimum boyuttaki matristir.

-2 73

Halbuki
’ [—1/3 -4

:’ de minimum boyutta 3. mertebeden bir matris ama band matris

degildir.
Ornek: Mertebesi (periyodu) 30 olan minimum boyuttaki matrisi bulalim:
x*-1= cl(x)cz(x)ca(x)cs(x)cs(x)clo(x)cls(x)cao(x)

m(x) i¢in miimkiin ¢arpimlar ve dereceleri:

c,o(x), derecesi 8, c,(x) cs(x)c6(x), derecesi 7,
cl(x)cm(x), derecesi 9, cs(x)cs(x), " 6,
cz(x)c3(x)cs(x) derecesi 7, c3(x) cw(x) _ " 6,

cs(X).c,o(x), derecesi 6.

m(x) = cs(x)cs(x) olarak alalim. (03(X)CIO(X) carpimi ile de galigilabilir).
m(x) = (x%+ %+ +x+1)(x* - x + 1)

=x%+ox +x* +x* +x* +ox+1
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[0 100 00]
001000
000100
000010
0 000 01
| -10-1-1-1 0]

Band matris A=

Tamsayilar halkasinda gabgildifi zaman cyclotomic polinomlar tam
katsayil oldugundan rasyonel sayilarda elde edilen sonuglar elde edilir. Yani

d(n) = min {Z o(j): ekok(T) =n} olmak iizere (Burada ] pozitif tamsayilann

sontu bir ciimlesidir) r(n) = d(n) dir.

C, R, Q ve Z nin her bini birer tek ¢arpanlama bolgesi oldugu biliniyor.
Boliimiin 2. kismi R nin herhangi bir tek ¢arpaniama bolgesi olmasi durumunda
¢,(x) m indirgenemez carpanlannn ortak 9( j) dereceleri cinsinden r(n) nin

hesaplanmasi 1le ilgilidir.

2. r(n) NIN HESAPLANMASI

A, elemanian bir R tek ¢arpanlama bélgesinden alinan bir matris ve
f(x)eR[k] olsun. Eger A" =1 olacak sekilde herhangi bir n varsa A nin periyodu en
kugiik pozitif n tamsayisidir. Eger f(x) | x" —1 olacak sekilde herhangi bir n varsa
f(x) in issi en kugiikk pozitif n tamsayisidir. Bu tariflerden derhal A nin
periyodunun (mertebesinin) n olmas: igin gerek ve yeter sartin m, (x) minimum
polinomunun issiiniin n olmasi elde edilir. (Ciinka f, (x) = det (xI-A) karekteristik
polinomu R[x] de moniktir ve A min m, (x) minimum polinomu R nin, K kesirler

cismi izerinde de moniktir ve £, (x) i béler.)

R[x] de derecesi r olan herhangi bir m(x) monik polinomu verildiginde

bunun r x r band matrisi, biitiin m(x) minimum polinomlan arasinda en kiigiik r
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bitytikliigline sahiptir. Bundan dolayi, r(n) n iisstine sahip bir polinomun en kigiik
derecesidir; yani, r(n) herhangi bir k < n igin x* -1 in bir boleni olmayan, x" -1 in
bir boleninin en kiigiik derecesidir.

Agikca, R[x] lizerinde x” -1 in garpanlara aynhg: ile ilgileniyoruz.
Gauss lammasindan aralarinda ilgililik hari¢, carpanlama K[x] de oldugu gibi R[x]
de de aymdir. Dolayisiyle, K lizerinde ¢aligma genelligi bozmaz.

Kar(K), K nin karakteristigini gostersin. Eger kar(X)/ n ise bu takdirde
n nin her d boleni i¢cin K nin bir genisletiimis cisminde birimin d. mertebeden ilkel
kokii vardir ve x"~1 polinomu H i c,,(x) seklinde carpanlara ayrilir. Burada,
¢arpim birimin biitiin d. inci mertebeden a ilkel kokleri {izerinde yapilmak iizere
Cq4 (x) d. inci H(x —a) cyclotomic polinomdur.

LEMMA 1: K bir cisim, n, kar(K) | n olacak bigimde bir pozitif tamsay: olsun ve
cn(x) nin K[x] deki indirgenemez g, ¢arpanlarina bir garpanlaginin

¢, (x) = [&:®)

oldugunu varsayalim. Bu takdirde gi lerin hepsinin derecesi aymadir.
ISPAT: F, X iizerinde g, polinomlannin pargalanis cismi olsun. F, gi nin sifirlarimi
kapsadigindan birimin bir n. mertebeden pirimitif kokiinii ihtiva eder. Dolayisiyle, F
birimin biitiin n. mertebeden pinmitif koklerini kapsar, boylece F, x" -1 in
pargalanig cismi olur. Su halde deg(g;) = [F:K] i den bagimsizdir.

B¢ (n), K[x] deki c,(x) in indirgenemez garpanlanmn ortak derecesini
gostersin [iizerinde caligifimz K cisminin vurgulanmasma ihtiyag duyulmasi
durumuna gore 6,(n) ve 6 (n) gosterimlerini birbirlerinin yerine kullanacagiz.]
Teorem 2: Eger K bir cisim ve n, kar(K)/ n olacak sekilde bir tamsay: ise, bu
takdirde

r(n) = min {Z 8(j): ekok(J) = n}

J

dir.
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K nin karekteristifi m yi boldiigli zaman r(m) nin hesaplanmasi o kadar
acik degildir.

8(n) = 1 ise & (n) = 0 ve diger durumlarda 6 (n) = 1 olsun.
Teorem 3: K karakteristifi pozitif p olan bir cisim ve n, p}n olacak sekilde bir
pozitif tamsay: olsun. Bu takdirde, herhangi bir pozitif ke tamsayis1 i¢in

r(op*) = r(n) +p*~' +8(n)
dir.
Ispat: Asagida pek gok yerde herhangi u, v € K[x] ve p nin herhangi bir r. inci. .
kuvvet i¢in

(u+v) =u"+V
gercegini kullanacagiz.

Eger 6(n) > 1 ise bu takdirde f(x), derecesi r(n) ve iissii n olan bir

polinom olmak iizere

m()=|(x-1" % g
olsun. Diger yandan, eger 8(n) = 1 ise bu takdirde acK eleman: birimin n. inci
mertebeden ilkel kokii ve m(x) = (x —a)pk""ll- " olsun. Her iki durumda da m(x) in
derecesinin r(n)+p*~' +8(n) ve issinin np* oldufu agiktr. Bu suretle
r(npk) < r(n)+p*" +6(n) oldugu ispatlanr.

Karsit esitsizlik icin m(x) in @issi np* olan herhangi bir polinom
oldugunu varsayalim. deg(m) > r(n) + p*~' +8(n) oldugunu gostermeliyiz.

Her e; > 0 olmak tizere m(x) in farkl indirgenemez g; polinomlann
kuvvetlerine bir carpanlanigi m(x) = ngﬁj olsun. f{(x) 1 de, ng olarak
tamimlayalm.

k np* n Pk - : :

m(x) | (x“” -1) ve x¥ ~-1= (x —l) oldugundan her bir g;, x" -1 in
bir bolenidir. Sonug olarak, her bir ¢; = p* ve f{x) | x" -1 dir. Tartigma agik olarak,
I = {dE€N:e.b.0.b(f,c,) =1} olmak iizere f nin issimin L=ek.o.k (J()
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oldugunu gésterir. Su halde m(x) | £(x)* |x*" -1 dyle ki Lp* = np* dolaystyle
L =2 n dir. Boylece f nin {issii L = n olup r(n) =< deg(f) olur.
Eger her bir ¢, = p*”' ise, bu takdirde m(x) | (x* -1’ olup, bu bir

' olacak sekilde bir j* indisi mevcuttur. Boylece

geligkidir. Dolayisiyle e*> p*~
deg(m) =deg(f) + p“~' -deg(g,) 2 r(n) + p* dir.

Eger 6(n) = 0 ise ispat tamamdir. Onun igin d(n) = 1 farzedelim.
Yukanda deg(m)=deg(f) + p“~'-deg(g;) oldugunu gordiik. Ispati tamamlamak

erdirmek i¢in
&(n) = {J CIN:e.k.o.k(J)=n ve Zﬁ(j) = r(n)}

olsun.
LEMMA 4: n, kar(K)/n olacak bigimde pozitif bir tamsay1 olsun. O zaman
8(j)=1 olacak sekilde bir J Eﬁ(n) ve jE€J olmasidir.

deg(g;) = 1 oldugunu farzedelim. g, | f ve f nin issii n oldugundan
6(n) > 1 olup bu da Lemma 4 den J(f) & Q,(n) olmasim gerektinir. Boylece
deg(f) > r(n) olur ki bu da istenendir. Su halde Lemma 4 ispatlaminca teorem 3
ispatlanmis olacaktir.

Lemma 4 ve 5 in ispatinda asafida ifade edilen gergeklen kullanacagiz:

Eger kar(K)/ rs ise bu takdirde

0(r) | 6(rs) (D

ve ebob (r,5)=11se 8(rs) | 6(r) B(s) (2) dir.
Lemma 4 iin ispati: Eger 6(n) = 1 ve ] | n ise bu takdirde (1) den 8() | 8 (n) ve
buradan 8(j) = 1 elde edilir.Sonug olarak eger j€EJ ve J Eﬂn) ise jjn ve boylece
8(j) =1 dir. [Gergekten 6 (n) = 1 olduggu zaman r(n) = 1, Y (n) = {(n)} dir.]

Je Se,(n) secilmis olsun, séyle ki 6 (j) = 1 olacak sekilde bir j&J vardir

ve boylece J ler arasinda oyleleni vardir ki Z t istenildigi kadar kigiltilebilir.
t
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Ik olarak her i€ J igin 6 (i) = 1 oldugunu gésterecediz. Bir geliskiye
varmak i¢in baz i ler i¢in 6(i) > 1 oldugunu varsayalim. Eger (i, j) = 1 ise bu
takdirde J = (J\ {i,j}) U{i,j} olsun. Agik olarak ekok (J') = ekok(J) = n dir. Ustelik
(1) ve2)den 8@) | 6@) | 0@G) 6G) olup, 6() = 1 oldudu i¢in 6 (ij) = 6 (i) olur.

Dolayistyle ; o(t) = Z 6(t) - 1 olup bu JEX(n) olmas ile bir gelisir.
=4 1

Diger yandan eger (i,j) > 1 ise, bu takdirde hem 1 hem de j yi bélen bir
q asal vardir. {hk} = {1j} ve[b/q,k] = [ij] olacak sekilde h ve k segilsin ve
T=\{i,j}) U {h/g,k} olsun. (1) den 6(h/q) + 6(k) < 6()) + 6() ve h ve k nin

sesilisinden ekok (') = ekok(J) = n olur. Buradan JE&(n) dir. Fakat Zt( Z t,]
te’ t

nin seciligi ile geligir. Onun i¢in her i eleman igin 6 (1) = 1 olmahdir.

Buradan agagidaki Lemma geregince 6 (n) = 1 elde edilir.
LEMMA 5: n, pr“ seklinde asal garpanlanna ayrilsin. Bu takdirde 6(n) = 1
olmas: gerek ve yeter sart Vi igin 8(p)") = 1 olmasidir.

Lemma 5, Lemma 4 {in ispatinin tamamlandigim gostermek icindir. n,
Lemma 5 de tammlandig: gibi asal carpanlanina aynisin ve J de yukandaki gibi
secilen bir ciimle olsun. ekok (J) = n oldugundan her 1 igin p;"| k; olacak sekilde
k, & bulunmalidir. Fakat biraz ¢nce belirttigimiz gibi 8 (k;) = 1 dir.

Buradan (1), 6(p;") = 1 olmasim gerektirir. Her i igin boyle
oldugundan Lemma 5, 6(n) = 1 olmasim gerektirir. Boylece Lemma 4 iin ispat,

Lemma 5 in ispatina dayanmaktadr.

Lemma 5 in Ispat::
<= : (1) den derhal elde edilir.
= :n, =pJ vei>1igin n,=n,_p ile poztif tamsaylann bir dizisi tanimlansimn.

(2) y1 kullanarak basit bir indiiksiyonla her i i¢in 8 (n,) = 1 oldugu ispatlanir. n, son
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n, oldugundan 6 (n) = 1 elde edilir. Bu da Lemma 5 ve 4 in dolaystyle Teorem 3

in ispatini tamamlar.

3. 8(n) NIN DEGERLENDIRILMESI

r(n) nin degeri 6(j) nin degerleri ile tammlanir. Bu kisimda 6 (j) nin
degerlendirilist tizerinde durulacak ve cisim geniglemelerinin etkileriyle ilgili baz
gozlemler verilecektir.

Asagidaki teorem Lemma 1 ve 6, (n) nin tarifinden derhal elde edilir.
'I‘“‘eorem 6: Eger L, K nin bir genislemesi ve kar(K)} n ise, bu takdirde 6, (n) |
6, (n) dir.
Teorem 7: Eger L, K nin saf transandat bir genislemesi ve f, K[x] de indirgenemez
ise, bu takdirde f, L[x] de de indirgenemezdir.
Ispat:
1. Adim: t, K da transandat olmak tizere L = K(t) olsun. L{x] de f =g, -h,
oldugunu varsayalim. Bu takdirde R = K[t] olsun ve f = gh,
deg(g) = deg(g,) ve deg(h) = deg(h,) olacak sekilde R[x] de g ve h polinomlarinin
oldugu gorilir. (Bu, R bir UFD ve L bi; kesirler cismi oldugundan Gauss
lemmasindan ¢ikar.) Yani, S = K[x] olmak tzere K[t,x] = S[t] de f= gh dir. f nin t-
derecesi stfir oldugundan g ve h 1n her ikisinin t derecesi de sifirdir. Dolayisiyle, g,
h&€ S = K[x] dir. Buradan f nin L[x] de indirgenir olmas: K[x] de de indirgenir
olmasim gerektirir. .
2. Adm: t. ler K ﬁzeﬁnde transandat ve cebirsel olarak bagimsiz olmak tlizere
L=K(t,,...,t,) nin, K nin bir transandat genislemesi oldugunu varsayalim. 1. adim
kullanarak s tizerinde indiiksiyonla f nin L[x] de indirgenemez oldugu goriiliir.
3. Adim: LK nin herhangi bir tam transandat genislemesi olsun. O zaman
L=K(T), K tzerinde T nin elemanlarinin biitiin rasyonel fonksiyonlannin cismi

olacak gekilde K iizerinde hem cebirsel hem de transandat olarak bagimsiz

elemanlannin T gibi bir cimlesi mevcuttur. Eger L[x] de f = g-h ise, o takdirde g
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ve h 1n yalmzca sonlu sayida katsayisi vardir ve bu katsayilann her biri T nin
yalnizca sonlu sayida, diyelim, t,,...,t, gibi elemanlanm kapsar. O zaman
K(t,,...,t,)[x] de f=gh dir.

Sonug 7.1: Eger L, K mn bir tam transandat gniglemesi ise, bu takdirde 6, = 6, dir.

Yukandaki sonug, 2. adimdan elde edilir. Tespit edilmis bir K cismi igin
0= 6, fonksiyonunu ilgilendiren asagidaki elemanter bagintilar, lemma 1 ispatinda
verilen bilgilerden elde edilir.

Teorem 8: K bir cisim, n,r ve s kar(K)/ nrs olacak isekilde pozitif tamsayilar olsun
ve a da birimin n. mertebeden ilkel kékii olsun. O takdirde

(1) 8 (n) = [K(a) K]

(2) 6(n) | p(n)

(3) 8(r) | 6(rs)

(4) Eger (r,5) = 1 1se, o zaman 0 (rs) | 6 (r) 6(s) dir.

Teorem 9: Eger p bir asal ve n kar(K)/ pn olacak sekilde bir pozitif tamsay: ise, o
zaman

(1) Eger p] nise 8 (pn) | (p-1) 6(n),

(2) Eger p| n1se 8 (pn) | pB(n) dir.

Ispat: a birimin n. mertebeden bir ikel kokii ve b de x” —a nmn bir koki olsun. O
zaman b® =2" =1 dir. Keza, eger b* =1 ise 1 =b = (b")* =a* ve boylece n | k
elde edilir. Buradan b, ya birimin n. inci mertebeden ilkel koki ya da birimin pn.
mertebeden bir ilkel kokudir. .

(1): p/ n olmasi durumunda, Z; de r = pA‘1 ve a birimin n. mertebeden
ilkel koki olsun. Buradan a" nin birimi bir diger n. mertebeden ilkel kékii oldugu
kolaylikla goriiliir. Boylece K(a) da (x—a"), (x” —a) nin bir lineer garpamdir. Bir
onceki paragrafdan, x° —a nun diger her bir kokii birimin pn. mertebeden bir ilkel
kokudir. x—a farkli koklere sahip oldugundan (x®-a) / (x-2a') nin her bir

indirgenemez garpani c,,(X) in bir iﬁdirgenemez carpanidir. Su halde bu



41

arpanlanin dereceleri 8y, (pn) ve bunlardan k tane varsa o takdirde
kB ., (pn) = p ~1 olur. Boylece 6,,(pn)| p~1 dir. Sonug olarak
8¢ (pn)= B, (pn) B¢ (n) elde edilir.

(2) : (1) de yaptigimuz gibi x* ~a mn biitiin koklerinden birimin pn.
inci mertebeden ilkel koklerini harig tutacagiz. Boylece, x* —a nin indirgenemez
her bir ¢arpan, ¢, (x) in indirgenemez bir ¢arpamdir. Dolayisiyle 8, ,,(pn)| p dir.
Teorem 10: K bir cisim ve p asal, kar(K)} pn olacak sekilde p ve n pozitif
- tamsayilar olsun. p| n ve 6 (pn) = p6 (n) oldugunu varsayalim.

(1) Eger p tek ise, 0 zaman 6(p® f= p6 (pn)

(2) Eger p=2 ve 4| n ise, 0 zaman 6 (4n) = 26 (2n) dir.

Ispat: Lang [5,p.210] da tarif edildigi gibi normu kullanmak en basittir.
a binmin n.mertebeden ilkel koki olsun. Teorem 9 dan b ve c sirasiyla

birimin pn. inci ve p°n.inci mertebeden ilkel koklenidir. Ispati yapmak igin Teorem

9 dan eger b&K(a) ise cGEK(L) oldugunu goéstermek yeterlidir. 8ir celiskiye varmak
icin b&K(a) ve c€K(b) oldugunu farzedelim. b&K(a) olmas: By (Pn) =p
olmasim gerektirir. Boylece [K(b):K(a)] = p dir. Norm N: K(b)*—K(a)* ye bir
¢arpimsal homomorfizmdir. Ayrica -a=(-1)‘°N(b)‘dir [S, teorem 8, p.210].

Boylece c€ K(b) olmasi—a = (-1)"-N(b) = (~1)’N(c?) = (~1’[N(c)]
olmasini gerektirir. Eger p tek ise, o takdirde K(a) da a = ]'_N(cf)]p dir. Bu ise K(a)
da x’ —a polinomunun bir koki bulunacagim gosterir. Cunku teorem 9'dan boyle
herhangi bir kok birimin pn. inci mertebeden ilkel kokudiir, buradan K(a) = K(b)
elde edilir ki bu bir ¢eligkidir.

Diger yandan p = 2 ise, bu takdirde 4|n oldugunu biliyoruz. Bu da
birimin 4. tnci mertebeden koklerinin K(a) da kapsanmastn gerektirir. E‘g‘el:‘
x* =, K(a) da bir ¢ozime sahipse bu takdirde x*=-o nin K(a) da\fgﬁ;%u

sonucuna varlir, -a = [N(c:)]2 oldugundan K(a) da a = x* i¢in bir ¢éziim vardur.

Bu da bir 6nceki paragraftaki gibi ayni geliskiyi verir.
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4. CISMIN SONLU OLDUGU DURUM

K= GF(q), q elemandan olugan sonlu bir cisim oldufu zaman, 8, y1 6,
ile gosterecegiz. Eger (n,q) = 1 ise

0,(q) = min{k EIN:g* = I(mod n) }
tanimlansin. Bu gésterim Z; da q nun mertebesinin o_(q) oldugunu gosterir.
Teorem 11: EZer q bir asal kuvvet ve (g,n) = 1 ise, bu takdirde 8, (n)=o0,(q) olur.
Ispat: GF(q) nun her sonlu genislemesi GF(q*) bigimindedir. GF(q*) ¢arpimsal
grubu g*-1 mertebeli devirli gruptur ve dolayisiyla 1 in n.mertebeden bir ilkel
kokiinii kapsamas: igin gerek ve yeter sart n|q“-1 olmasidir. Teorem 8.(1) den

6,(n) = min{k EIN:njq* - 1} = 0,(q)
elde edilir.
Sonug 11.1: Eger r,s ve q aralannda ikiser ikiser asal iseler, bu takdirde 6_(rs) =
[6,(r), 8,(s)] dur.
Ispat: U_, n modiiliine gore u nun kalan sinifini gostersin. Z_ x Z. de, 8,(rs) nin

mertebesi (q,,q,) olmak iizere 6,(rs) nin Z, de mertebesi q,, dir. Son ifade agik
olarak [0,(q),0,(q)] =[6,(r),8,(s)] dir.
Sonug 11.2: p bir asal (veya bir asalin kuvveti) ve n ve k, (p, n) = 1 olacak sekilde
pozitif tamsayilar olsun. Eger d = 6,(n) ve q = p* ise, bu takdirde 8,(n) = di(d.k)
dir.

(q.n) = 1 oldugunda 6_(n) yi hesaplamak i¢in bu iki sonug birlestirilir.
Gp(r“) yi biitiin aynk r,p asallan ve pozitif k tamsayilan i¢in hesaplamak yeterlidir.
Teorem 10 agisindan hesaplamayr daha da kolaylastirabiliriz. x bir asal, x*|y ve
xk+l

| y olmas1 durumunda x* ||y gosterimini kullanacaglz.

Sonug 11.3: p bir asal, q bir asalin kuvveti olsun.

8,(p)

q " -1 olacak sekilde bir tamsay

olsun. Bu takdirde k = s igin 8,(p*) = 8,(p)-p* dir.

(1) p nin tek oldufunu varsayahm ve s, p°
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6,(4)

(2) p = 2 olduBunu varsayahm ve s, 2°

q % -1 olacak sekilde tamsayr olsun. O

takdirde k = s igin 6, (2*) = 6,(4)-2"" dir.

11.2 ve 11.3 sonuglan birlegtirilerek, bir asal kuvvet q igin hesap
yapmak yerine p ve q asallant (p tek) ve 8 (4) igin yalmizca 6_(p) yi hesaplamak
gerekir.

Ornek: K = GF(27) cismi iizerinde periyodu 60 olan en kiigiik matrisin boyutunu,
yani 1,,(60) in degerini hesaplayalim.

- - - Teorem 3 den, 1,,(60) = 1,,(20) + 3°+8,,(20) dir. Sonug 11.2 den 20
nin her bir d béleni igin 6.,(d) = 8,(d) dir. Buradan r,,(20) = ,(20) olur. Teorem
11 ve sonug 11.1 i kulianarak 6,(20) = 8,(5) = 4 bulunur. Sonug olarak 6.,(20) > |
oldugundan 8., (20) =1 olur. Bu ikisi birlikte yerine yazilarak

L, (60)=4+1+1=6
elde edilir.

Gergekten periyodu 60 olan 6 x 6 tipinde bir matns bulmak igin
yukardaki sonuglari GF(3) lizerinde ¢alisarakda elde ederiz. Bu miinasebetie GF(3)
de boyle bir matris oldugunu gostermek yeterlidir. Teorem 3 Un ispatinda-6 = |
durumunu g6z Oniine alarak boyle bir matns i¢in minimum polinom, f]
Cyp(x) =x* +x° +x* +x* +1 cyclotomic polinomunun indirgenemez bir garpam
olmak iizere m(x) = (x —1)*-f(x) dir.

f nin derecesinin 6,(20) =4 oldugunu a, 1 in 20.inci mertebeden ilkel
- kokii olmak tizere f nin (x —a)(x —-a*)(x -a°)(x —a”"). formunda oldugunu biliyo-
ruz. Bu ¢dziim yolunu genisleterek ve a® =1 1 kullanarak f(x) =x* —cx’ +cx +1
oldugunu goririiz. Aynica simetriden dolayr bu ¢alisma -a nin 20. inci mertebeden
ilkel kokii iginde gegerlidir, béylece c,, nin bir diger ¢arpan: x* +cx’ —cx +1 dir.
Bu ¢ nin 1 veya -1 olmasim gerektirir. Onun igin f(x) = x* —=x* + x +1 alabiliriz.

Dolayisiyle m(x) = x° - x> —x ~ 2 nin issii 60 dir ve
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band matrisinin hem GF(3) hem de GF(27) de periyodu 60 dir. Alternatif olarak,

(x-1)* ve fx) in band matrislerinin direk toplaminin periyodu da 60 dir.

5. BAZI GOZLEMLER

(1) GF(q) sonlu cismi uzerinde, c¢_(x) cyclotomic polinomunun her-
hang: bir indirgenemez g(x) ¢arpaninin Galois grubunun basit bir tanmimlamasinin
olduguna ilg1 ¢ekilmelidir. Eger r, q nun herhangi bir kuvveti ise, 0 zaman a —a’
tasviri g(x) in kokleri a min bir permiitasyonudur. Eger a, q(x) in belirlenmis her-
hangi bir kokil ise, o zaman biitiin kokler 0=k <s= min{i ENr=q =a' = a}
igin r = g* olmak {izere a’ bigimindedir. [Tabii ki a un birimin n. mertebeden ilkel
koki olmasi s = O_(q) olmasim gerektinr]. Boylece, birimin bilinen herhangi bir
n.inct mertebeden ilkel koku c (x) in indirgenemez carpanlanindan binnin
bulunmasina imkan saglar.

Eger a binmin herhangi bir n.inci mertebeden ilkel kékii ve d, n nin
herhangi bir béleni ise 0 zaman a"’“,ccI (x) in indirgenemez bir ¢arpanini bulmak
igin kullanilabilen birimin d. inci mertebeden bir ilkel kokiidiir. Eger birimin
herhangi bir n. inci mertebeden bir ilkel kékii bilinirse, o zaman @issii n ve derecesi
r(n) olan polinomlar olusturabilinz. Bunlarin herhangi birinden periyodu n ve
boyutu r(n) olan bir matris kurabiliriz.

Alternatif olarak, eger a herhangi bir K cismi iizerinde birimin n.inci

mertebeden bir ilkel kokii ise, o zaman {a’:o <T< n} ciimlesi, bir vektor uzay
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olarak K tizerinde K(a) y1 geger. Boylece, bu climleden K iizerinde K(a) i¢in siral
B taban ciimlesini segebiliriz. x —ax lineer déniiglimiiniin B climlesine gore A
matrisinin pertyodu n ve boyutu 6(n) dir. n nin her bir d béleni i¢in bu islem
periyodu d, boyutu 6(d) olan A, matrisini olugturmak igin birimin d. inci
mertebeden ilkel kokii olan a¥ igin de uygulanabilir. Eger J € (n) ise, 0 zaman
d €] olmak iizere A, matrislerinin direk toplamu periyodu n; boyutu r(n) olan bir
matristir.

(2) Eger n > 2 ise, bu takdirde Q da r(n) ¢ifttir. n = 1, 2 igin rasyonel
sayilarda r(n) = 1 oldugu aciktir.

Ispat: k > 2 i¢in (k) ¢ift oldugundan m(x) = ¢y, (%)...c4 (x) nin derecesi tek
olmas: igin gerek ve yeter sart c,(x) veya c,(x) in garpan olmasidir. Iddia ediyoruz
ki ne c,(x) ne de c,(x), m(x) i bdlmez; sonug r(n) = degm(x) den elde edilir.

Indislerinin en kiigiik ortak kati c,,(x)...c, (x) ile ayni olan ve daha
kugik dereceli bir polinom c,(x)c, (x)...c, (x) dir. Béylece c,(x), m(x) in bir
garpam degildir. Benzer sekilde c, (x)...cy (X) ile c,(x)cy (X)...cq (%) in
indislerinin en kiiglik ortak kat1 aym ve eger d,,...,d, lardan en az biri 2 nin bir
carpan: ise ikinci ifadenin derecesi daha kugiiktir. Eger d,,...,d, lardan hi¢biri 2
nin ¢arpan: degilse, bu takdirde j =2d,, 0 zaman c(x) in derecesi

() = 9(2d,) = p(2)(d,) = 1p(d,) < 1+¢(d,) = dege, (x) ¢, (x)dir.

Boylece c;(x)c, (%)...cq (x) ile c,(x)c, (X)...cy (%) in indislerinin en
kiigiik ortak kati esit ve ikinci ifadenin derecesi daha kiigliktiir. Su halde ¢,(x),
m(x) in bir garpam degildir. .

(3) Rasyonel sayilarda r(n) = @(n) ohnw\@;‘;:k ve yeter sart p asal
olmak iizere n = 1,2,12, p* veya 2p* (p > 2) olmasidir. Diger biitiin durumlarda
r(n) < @(n) dir.

(4) Acaba boyutu n olarak verilen bir matris i¢in miimkiin olan en

biyik a(n) nedir? Bu problem o(d;)+@(d,)+...+9(d,)=n olmak tzere
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{d,,...,d, } nin en kigiik ortak katt maksimum olacak sekilde d,,...,d, poztf

mayﬂm bulunmast ile ilgilidir. S6z gelimi n = 2 igin miimkiin olan durumlar
e()+9@)=2, o()=2 @@)=2, o6)=2

dir. Boylece maksimum en kiigik ortak kat 6 oldufundan «(2) = 6 dr.

01
¢s(X) = x* —x +1igin [ . J band matrisinin periyodu 6 dur.
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