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NOTASYONLAR

A =[a;j]nxn : mxn lipinde matris.

Al A matrisinin transpozesi.

A¥ A matrisinin eslenik transpozesi.

I, n-inci mertebeden birim matris.

A A matrisinin tersi.

AR A matrisinin sag tersi.

Af A matrisinin sol tersi.

Af A matrisinin genellestirilmis tersi.

lz(A) A matrisinin izi.

A" A matrisinin n-inci kuvveti.

Range(A) A matrisinin goranti uzayi.

Coz(A) A matrisinin ¢6z0im uzayi.

Gek(l) [ dondgtmundn ¢ekirdegi.

Runk(A) A matrisinin ranki.

[0] Sifir matris,

Ek(A) A matrisinin eki.

M mxn tipindeki matrislerin meydana getirdidi uzay.
A®B A ve B matrislerinin direkt toplami.

AGRB : A ve B matrislerinin Kronecker ¢arpimi

PO(A) A matrisinin satirlary ile meydana getirilen uzay.
M(A) o A matrisinin sttunlac ile meydana getirilen uzay.
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OZET

Yiiksek Lisans Tezi
Matris Denklemleri

Cengiz CINAR

Sclguk Universitesi
[Fen Bilimleri Enstittisi
Matematik Anabilim Dal

Danisman : Yrd. Dog. Dr. Cevdet CETIN

Juri

Bu g¢aligma ¢ bolimden meydana gelmistir. Birinci  bolimde
calismamizda kullanacafimiz tamm ve teorcmleri verip gerekli irdelemeleri
yaptik. lkinci bolimde matris terslerini inceledik ve bunlarni sag, sol ve
genellestirilmis tersler olarak verdik. Ayrica bir A matrisin gencllestirilmis
tersinin olmast igin gerekli ve yeterli sartlan belirledik. Ugiined bolimde ise
genellestirilmis terslert kullanarak, AX = 0 lineer denkleminin genel ¢éziiminii
verdik. Yine AX = b, AXB = C ve AX - YB = C matris denklemlerinin
¢ozumiiniin olmasi igin gerekli ve yeterli sartlar belirleyip genel ¢oziimlerini elde
ettik. Bunlara ilaveten AX=0 ve XB=0 ile AX=C ve XB=D denklem g¢iftlerinin
ortak ¢oziimlerinin olmasi igin gerekli ve yeterli sartlar1 verip genel ¢dziimlerini
bulduk.
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ABSTRACT

Master Thesis

Malrix LEquations
Cengiz CINAR

Selguk University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Departiment ol Mathematics

Supervisor : Assoc Prof. Dr. Cevdet CETIN
Jury :

This study is comprised of tree parts. In the [irst part the definitions and
theorems o be used in the study have been given and examined in related terms.

In the second part, the inverses of matrices were examined and given as
left and right generalized inverses. Furthemare, the necessary and sufTicient
conditions were specified for there 1o be A matrices.

In the third part, a general solution of the linear equation AX = 0, being
used the gencralized inverses. After words, the necessary and sufficient
conditions were identilied and general solutions were reached for there to be a
solution for the equation AX =b, AXB=C and AX-YB=C.

In addition, the necessary and suflicient conditions were imagined and the
general solutions were proofed to be a common solution for these couple equation
AX=0and XB=0, AX=C and XB=D.
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ONSOz

Bu yiiksek lisans tezi, Matris Denklemleri Gzerine yapilan bir ¢alismadir.
Bu ¢alismada AX = 0, AX =b, AX=0ve XB=0, AX=Cve XB=D,
AXB =C ve AX - YB = C matris denklemlerinin ¢éztimlerinin varhgmni inceledik
ve herbiri i¢in genel ¢oziimleri ispatladik.

Calismalarim sirasinda bana her tarli yardimda bulunan Danigman
[locam, Saym Yrd. Dog. Dr. Cevdet CETIN'e tesekkiirii bir borg bilirim.
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I. TEMEL BILGILER

I.1. Matrisler
Tarif 1.1.1. m,neN ve I1<i<m, 1<j<n olmak dzere bitin (1,j) ¢Hllerinin
ciimlesi A = NxN olsun. Bir K cisminde degerler alan A daki bir
[-A> K
fonksiyonunu (i,j) = (1)) = (a;) seklinde tammlayalim ve a;eK degerlerini

any  ap An
h ... a

A=|321 42 | veya A=(aij) (r.r.1)
Qi Qg - a mn

bigiminde diizenleyelim. K cisminden segilen her m.n tane elemanin A tablosuna
K cismi iizerinde mxn tipinde bir matris denir. Ayrica her (i,)), 1<i<m, 1<)<n
¢iftine kargihk gelen a;; clemanina A matrisinin (,)) bileseni denir,
Tarif 1.1.2. Ixn veya mx| tipindeki matrislere sirasiyla salir veya stitun mat-
risleri denir.
Taril 1.1.3. Eger A = («;) matrisinde her ay; clemant sifir ise bu A matrisine sifir
maltrist denir
Tarif L14 Eer mxn tipindeki A = (a) ve B = (by) matrislerinde her (i,)) igin
a;; = by ise bu iki matrise esittir denir ve A = B olarak yazlir.
Taril LLS. A= (ay) ve B = (by) mxn tipinde iki matris olsun.

At B = (a5) £ (by) = (a£ by) = (¢) =C
ile ifade edilen C matrisine A ve B matrislerinin toplanu denir.
Tarif 1.1.6. A = (a;), mxn tipinde bir karesel matris olsun. Iger m =n is¢c A
matrisine karesel matris denir .
Taril LL7. A = (a3) nxn tipinde bir karesel maltris olsun. Eger A matrisinde
i = j i¢in gy sufirdan farkli ve diger elemanlar sifir ise A matrisine kogegen matris

denir.
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Taril 1.1.8. A = (q;), nxn tipinde bir karesel matris olsun. Eger her i = j ve 1>
i¢in u;#0 ve her 1< igin a; = 0 ise A matrisine all Gggen matris, yine her i = j ve
i< igin a3¢0 ve her 7] igin a; = 0 oluyorsa A matrisine st Giggen matris denir.

Taril 1.1.9. A, nxn tipinde bir kdgegen matris olsun. Eger A matrisinin kogegeni
tzerindeki her eleman "1" ise bu matrise birim matris denir 1, ile gosterilir.
Taril 1.1.10. A, nxn tipinde bir kosegen matris olsun. Eger A matrisinin
kogegeni tzerindeki her eleman egit ise bu matrise skaler matris denir.
Tarifl LLILIILA= (a;;), mxn tipinde bir matris ve k herhangi bir skaler olsun. Bu
halde;

kKA=Ak= (l\ﬂ“)
matrisine A matrisinin k skaleri ile garpimi denir.

Taril L1L12. A = (a;) ve A = B(y) sirastyla mxp ve pxn tipinde matrisler olsun.
Bu halde;

p
C =2 ai.bg =(c;) (1.1.2)
s=|

ile ifade edilen mxn tipindeki C matrisine A ve B matrislerinin ¢arpimi denir.

Matrislerin ¢arpin igin agagidaki ozellikler gegerlidir.

I.LA(B+C)=AB+AC

2. (AtB)C=AC+DBC

3. (AB)C =A(BC)

4. AB = BA esitligi her zaman dogru degildir. Genel olurak A.B = B.A
dir.
Taril 1.1.13. A ve B mxn tipinde iki matris, p ve ( de her hangi iki say: olmak
tzere

C=pA+qB (1.1.3)

toplamina A ve B matrislerinin lincer toplami denir.



Tarif  L1.14., mxn, tipindcki bir A matrisinin satirlan tle situnlarinin yer
degistirmesi sonucu clde edilen nxm tipindeki matrise A maltrisinin transpozesi

denir ve Al ile gosterilir.

Teorem 1.1.15. A ve B, reel elemanli matrisler ve k da bir reel sayr olimak Gzere

matrisler Gzerindeki transpoze iglemi agagidaki ozelliklers saglur,

L(A+B)!=A'+ 13!
2. (AY' =A

3. (kAY =k Al

4 (AB) =BA [7]

Tarif 1.1.15. Bir A matrisinin clemanlan kompleks sayilardan olugsun. Bu A
matrisinin ¢lemanlarmin eglenik lraépozcsi ile olusturulan matrisc A matrisinin
eslenik traspozesi denir ve A* ile gosterilir.
Teorem 1.1.2. A ve B, mxn tpinde kompleks clemanhi matrisler ve A da
kompleks skaler olmak Gizere eglenik traspoze igin agagidaki ozellikler gegerlidir.

[. Her kopmleks A matrisi i¢in (A")' =A

2. A+Banmliise (A+B) =A"+ 1’

3(AA) =RAT

4. AB tanmhiise (A.B)"=B".A" [10]

Taril 1.1.16. Bir A matrisinin ayni sayida satr ve sttunlarinn silinmesiyle elde
cdilen matrise A maltrisinin alt matrisi denir.
Tarif 1.1.17. A, nxn tipinde bir karesel matris olmak tizere,

AB=BA=1, (1.1.4)
olacak sgckilde bir B matrisi varsa bu B malrisine A matrisinin tersi denir ve
B=A""ilc gosterilir.
Teorem 1.1.3. A ve B, nxn tipinde tersleri meveut iki matris ise

(A.B) =" A (1.1.5)

olur [1].



Teorem L14. Ay, Ay, ...,A, mxm tipinde terslert meveut matrisler ise
(A Ay oAy P4, A, A (1.1.0)

olur [1].

Taril  1.1.18. A, nxn tipinde bir karesel matris olsun. Liger A'=A ise A
matrisine simetrik, A' = —A ise A matrisine ters (anti) simetrik matris denir.

g . . . 5 * .
Faril 1.1.19. A, kompleks elemanhi bir matris olsun. Eger, A =A ise A
matrisine hermityen, A* = —A ise A matrisine ters hermityen matris denir.

Tarif 1.1.20. Bir A karcsel matrisinin esas kogegeni Gizerindeki elemanlarin

toplamina A matrisinin izi denir ve iz(A) ile gosterilir.

Teorem 1.1.5. A ve B, nxn tipinde karesel matrisler ve a,b de skalerler olmak

tizere iz igin asagidaki ozellikler gegerlidir.

iz(a. A +b.B)=a.iz(A) + b.iy(B)
iZ(AY) =14 A)

i2(AB) = izB.A)

AT A)Y=i4A.A") [1]

= e

e . . . . 2] .
Farif  1.1.21. A, nxn tpinde bir karesel matris olsun. Eger A=A ise A

matrisine idempotent matris denir.

Teorem 1.1.6. A, idempolent bir matris ise agagidaki ozellikler gegerlidir,

1. A" vel, - A matriside idempolenttir.

2.A(,-A)=(1,-A)A=0drr.

3. X situn malrisi igin AX = X olmasi igin gerek ve yeler sarl
XeRange(A) olmasidir.

4. rank(A) = Iz(A) ve Coz(A) = Range(l - /\) dir ][9]

Taril 1.1.22. A, nxn tpinde bir karesel matris olsun. Eger A™ =[O] is¢ A
malrisine m-inci dereceden nilpotent matris denir.

Tarif 1.1.23. Bir A karesel matrisinin determinant degeri sifir isc A matrisine

singiiler matris denir.
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Tarif 1.1.24. Bir A karesel matnsinin determinant degeri sifir defil ise A
matrisine regiiler yada singtiler olmayan (non-singaler) matris denir.

Teorem 1LL7. Her regiler A karesel matrisinin tersi vardir ve (ektir 1.

Tarif 1.1.25. A reel clemanli regiiler bir karesel matris olsun. Eger A = A~} ise
A matrisine ortagonal matris denir.

Teorem 1.1.8. A reel elemanh regiiler bir matris ise, A'matrisi de regtlerdir[10].
Teorem 1.1.9. A kompleks elemanl regiler bir matris ise, A® matrisi de
regilerdir [10].

Teorem 1.1.10. A ve B karesel matrisler ve AB = 0 is¢ bu halde asagidaki g
durum vardir.

1.LA=0, 22.B=0 3. A ve B maltrislerinin ikiside singalerdir [11].
Teorem LI A#O, A X ve Y dikdortgen matrisler olmak dzere

AX =AY veya XB=YB

esithiklerinde X =Y degildir [11].
Tarif 1.1.26. Bir A matrisini yatay ve dasey ¢izgiler kullanarak A nin bloklar
denen daha kigik tipte matrislere bolanebilir. Bu sekilde bolinmis her A
matrisine blok matris denir,

Teorem 1.1.12. Ay, Aps, Azy, Ay sirasiyla sxs, sxm,mxs, mxm bi¢iminde alt
matrisler ve A3}, meveut olmak tizere

A=|An A”} (1.1.7)
Ay Axp

bigiminde bolmeli bir matris olsun. Bu durumda By, B», By, ve B35, sirasiyla
sxs, sxm,mxs, mxm bi¢iminde olmak tizere A matrisinin

A—l _ Bll B12 |18
By, By (1.1.8)



biciminde A ilc ayni sckilde bloka sahip bir tersi vardir, Sayet A, matrisinin

tersi biliniyor ise

Bll:(All "‘Alz- Azz)wl

133':—/\5;./\2'. 13”
By =-A%—A%.Ay By

olur. Bu esitliklerden A ™! ters matrisi bulunur | 10].

Teorem 1.1.13. A, mxn tipinde ranki k olan bir matris olsun. rank(A ) =k ise A

v An Ap
Ay An
bigiminde de kisimlara ayrilabilir. P=A, Al ve Q=A,/. A}, olmak izere;

A=['l‘;’][A” An]:[lk]A“[li\. Q]:[A”][lk Q]=8.C (1.1.9)

P An)

matrisi

scklinde yazilabihir [12].

Tarifl 1.1.27. Herhangi bir A matrisine uygulanan agagidaki iglemlere elemanter
islemler denir.

1. A matrisinin iki satir veya sttununun yerini degistirmek

2. A matrisinin bir salir veya stitununun sifl irdan farkli bir sayt ile carpmak

3. A matrisinin bir satir veya siitununa bunlara parclel satir veya situnlari

cklemek

Tarif 1.1.28. Eger bir B matrisi A matrisinden clemanter satir iglemleri ile elde

cdiliyorsa A matrisine B ye satirca egdegerdir denir.

Taril 1.1.29. IEger [, birim matrsine elemanter satir veya situn donigamlerinin

uygulanmasiyla elde edilen matrise clemanter satir veya situn matrisi denir.,

Teorem LI L4 LElemanter matrisler singaler degildir 3.



Teorem L.L.15. Iler regiler matris clemanter matrislerin garpinu olarak ifade

cdilebilirler [3].

Teorem 1.1.16. A ve I3 matrislerinin egdeger olmasi i¢in gerek ve yeler gart
PAQ=D (1.1.10)

olacak bigimde P ve Q regiller matrislerinin olmasidir, Burada P, A matrisine

uygulanan satir iglemlerinin, Q da A malrisine uygulanan sttun iglemlerinin

carpmudir [3].

Teorem 1.1.17. A, nxn tipinde singiiler olmayan bir matris ise

PAQ=1, (.11
olacak sckilde P ve Q matrisleri vardir [3].
Teorem 1.1.18. A ve B, nxn tipinde iki regiler matris olsun. O zaman AB ve BA
carpun matrisleri de regalerdir [ 15].
Teorem 1.1.19. A ve B, nxn tipinde iki matris olsun. Eger A ve B den en az biri
singiler isc AB ve BA ¢arpumlari da singulerdir [15].
Tarif 1.1,30. A ve B, T cismi Gzerinde nxn tpinde karesel matrisler olsunlar.
Lger,

B=P'AP (1.1.12)

olacak gekilde T cismi tizerinde regiler bir P matrisi varsa A ve B matrislerine

denk matrisler denir.

Teorem 1.1.20. A, ranki r olan nxn tipinde bir malris is¢ A maltrist, .

e 0 (1.1.13)
0 0

matrisine csdegerdir [10].

Tarif 1.1.31. A, bir karesel matris olsun. Eger ayeA clemanimun bulunduu 1.
satir ve j. stitun elemanlarr atillarak elde edilen alt matrisin determinant degerine
a;j clemanina ait mindr denir ve Ay ile gosterilir,

Ay=(-D" Ay



ile taril edilen degere de aj; clemaninin kolaktora veya isarctli minord denir.

Taril 1.1.32. Bir A karesel matrisinde a; elemanlarunn yerine Ay degerlerinin

konulmasi ile bulunan igarctli minorler matrisinin transpozesine A matrisinin ¢k

matrisi veya adjointi denir ve adj(A) veya ¢k(A) ile gosterilir.

Tarif 1.1.33. P, regiler bir matris olmak izere A ve B karesel matrisleri arasinda
A=P'BP (1.1.14)

csithgi saglamyorsa A ve Bmatrislerine benzer matrisler—denir: EgerA ve B— ——

benzer matrisler ise neN* olmak tzere A" =P 'B" P ve |A| = |B| 6zellikleri

vardir,

L.2. Vektor Uzaylar

Taril L2.1. nx| tipindeki bir siitun veya Ixn tipindeki bir satir matrisine bir

vektor denir.,

Taril 1.2.2. K, verilen herhangi bir cisim ve V de toplam ve skalerle ¢arpma
iglemlert ile tanimli boy olmayan bir ciimle olsun. Bu takdirde herhangi u,veV
igin utveV foplam ve herhangi ueV ve keK igin skalerle k.ueV  garpma
islemlerine gore Vocomlesi agagidaki sartlart sagliyorsa, bu cimleye K cismi

tizerinde bir vektor uzay denir.

D VmyvweVigin(m+v)+w = m+(v+w)
2) VipveViginmt v = v+m

3) VueV iginu+ (-u) = 0 olacak sckilde bir (-u) vekiora vardir
4) VueViginu+0 =y

5) VkeKve VuveVigink(ut+v) = ku+Kkv

6) V ki k,eK, VueVigin (k) +kdu = kju+k-yu

7) V KkreK, VueV igin (k) .k)u = k (k)

8) I'eK birim skaler ise ve herhangi birueVigin L.u = u dur.

Tarif 1.2.3. K, bir cisim olmak iizere K izerindeki batin mxn matrislerinin

ciimlesi, vehtor uzayr aksiyomlarini sagliyorsa, K cismi tizerindeki mxn tipindeki



bitin matrislerin cimlesi bir vektor uzaym meydana getirirler. Iste bu uzaya
"Malris Uzay!" denir.

Taril 1.2.4. W, K cismi tzerinde tarifli V. ovektor uzayimin alt cimlest olsun. W,
V vektor wzaymdaki skalerle carpma ve vektor toplamlarr iglemlerine gore K
cisni tizerinde bir vekior uzayr ise Woall cimlesine V. ovektor uzaymin bir alt
vekior uzayi denir.

Teorem 1.2.1. Bir V vektor uzaymm herhangi sayida alt uzaylarmin kesigimi de
_ V vektor uzaymin bir alt vekior uzayidir [15].

Tarif 125, K cismi dzerinde bir Vo ovektor uzayr tarif edilmis  olsun.
X1> X2, oo, Xy EV VE ALA,,.0 LA, €K olmak Gzere

}\'l‘I + }\,1 .\1"“..."'}\,“ .\i“:O (121)
csitligi sadece Ay =L, =..= A, =0 .olmasiyla saglamyorsa x,, X5, ..., X, €V

vektorlerine lineer bagimsiz, aksi halde lincer bagimhdirlar denir,

Tarif 1.2.6. Bir V vektor uzayinda V yi geren Lincer bagimsiz ¢,e,,...,¢,
veklorleri varsa, V-veklor uzayindaki bu Lincer bagimsiz vekiorlerin sayisina V

nin boyutu ve ¢;,e,,...,¢, vektorlerine de V'nin bazi denir.
[>%25---5%n

Tarif 1.2.7. Bir vekior uzaymmn bazinda sonlu eleman var ise, V ye sonlu
boyutludur denir.

Tarif 1.2.8. Bir V vekior uzaymin bazinda sonsuz eleman var ise, V ye sonsuz
boyutludur denir.

Teorem 1.2.2. A, mxn tipinde bir matris ve X de keyli bir vektor olmak dzere
AX formundaki batan vektorlerin ciimlesi Rank(A) boyullu ve m-inci dereceden
bir vektor uzayadur [11].

Tarif 1.2.9. K cismi Gizerinde, mxn tipindeki .

4y a4 Ay,
A= a9 dyy o Oy, (] 2'))
At A2 0 Ay

maltrisi verilsin. A matrisinin,
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RI - (ullvull SRTPL M )5 Rm = (uml A28y )
satirlan 1le meydana getirilen uzaya A nin satir uzay!
N = [l . [} l } \ —_— [ ) . ‘
Sl _(dllﬁ‘l’_’l:'“adml ) s bn _(“'ln’ R TERRRPL PN )

siitunlar ile meydana getirilen uzaya da A nin siitun uzayr denir. A nin satir uzayi

K" nin, A min siitun uzayida K™ nin alt uzaym meydana getirirler,

Teorem 1.2.3. u ve v Lineer bagmmsiz iki vektor olsun. Bu halde her keK

Kalorleri ici

u+tk(u-v)
vektorleri de Lineer bugimsizdir [ 15].
Teorem 1.2.4. Satirca esdeger olan matrisler aymi satir uzayina, siatunca egdeger
olan matrislerde ayni situn uzayina sahiptir [15].
Tarif 1.2.10. Bir V vekior uzaymm hechangi bir Vovektora U camlesinin sonlu
Uy, Uy ,... 0y, vektorlert yardimyla
V=au, +au, + ... +a,u, (1.2.3)
olarak yazulubiliyorsa, V vektorane, uj,u,,...,u,, vekiorlerinin lincer toplami
denir,
Taril 1.2.11. U ve W, V vektor uzaymin iki alt uzayi olsun. V = U+W geklinde
yazilubiliyorsa, V vektor uzayina U ve W alt uzaylarnun direk toplam uzay: denir
ve
V=U®W
olarak gosterilir,
Teorem 1.2.5, U ve W, V vektor uzayinn iki alt uzayr olsunlar,
V=U®W
olmasi igin gerek ve yeter sart
V=U+W ve UnW= {0} (1.2.4)

olmasidir [15].
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Teorem 1.2.6. AR ¢arpumi verilmiy olsun. Bu taktirde AB matrisinin salir uzayi
I3 matrisinin satir uzayimim ve AR matrisinin siitun uzayida A matrisinin siitun
uzayuinin igindedir {15].

Teorem 1.2.7. U ve W, bir V vekior uzayinin sonlu boyutlu alt uzaylari olsunlar.
Bu halde U + W toplam uzayida sonlu boyutlu ve

Boyul(U -+ W) == BoyutlJ + BoyutW - I’ioyul (U W) (1.2.5)

olur [ 15].

Teorem 1.2.8. Bir V vektor uzaymin n o vektorden olugan bir bazt varsa,
asugiduki ifadeler gegerlidir,

1. V min herhangi n tane Lineer bagunstz vekiori de yine 'V nin bir bazidir.

2.V den gikarllan Lineer bagimsiz vektor sistemlerinin higbirisi n den
fuzla vektor ihtiva etmezler.

3. V nin her baz n vektorden meydana gelir [15].
Teorem 1.2.9. A; mxr ve B den rxn tipinde iki matris olsun. BX = 0 olacak
bigimde X vektorlerinin vektor uzayr U ve ABX = 0 olacak sckilde X
vektorlerinin vektor uzayr Voise UV dir [11].

Teorem 1.2.10. ller A matrisi i¢in

Range(A.A*) = Range(A) ve Coz(A*A)=CouA) [9]

1.3. Bir Matrisin Ranla
Tarif 1.3.1. mxn tipindcki bir A matrisinin lincer bagunsiz saur veya situn

vektorlerinin maksimum sayising, A matrisinin satir veya satun ranki denir,

Teorem [.3.1. Bir matrisin ranki, matrisin satir veya stitun vektorlerinin ortak

runkina esittir [15].

Teorem 1.3.2. Bir matriste salir vektorlerinin ranki ile situn vektorlerinin ranki

esittir. Bir A matrisinin ranki r ise bu rank; rankA = r ile gosterilir [15],
‘Teorem 1.3.3. A, mxn tipinde bir matris olsun. Bu takdirde

Rank(A y=rakn(Al) = rank(A.Al) = rank(A'A) olur [15]



Teorem 1.3.4. A ve B matrisleri sirasiyla mxn ve nxp tipinde matrisler olsunlar.
Bu taktirde ‘
Rank (A.I3) < Min{Rank (A), Rank (B)} (1.3.2)
dir [11]. |
Teorem 1.3.5. A ve B mxn tipinde iki matris olsun. Bu taktirde

Rank(A + B) < RankA + RankB (1.3.3)

dir [IT}].

Teorem 1.3.6. A mxn ve B de nxp tipinde iki matris olsun. Bu taktirde
Rank(ABR) = Rank(A) + Rank(B)-n (1.3.4)

dir [11].

Teorem 1.3.7. A,B ve C malrisleri sirastyla mxn, nxp ve pxq lipinde matrisler

olsunlar; bu taktirde

Rank(AB) + Rank(BC) £ Rank(B) + Rank(ABC) dir [1 1].

Teorem 1.3.8. A, mxn ve B de nxp tipinde iki matris olsun. Eger AB =0 ise

RankA + RanB < n dir [11].

Teorem 1.3.9. A, nxn tipinde bir matris, ve A% =A ise bu laktirde;
Rank(A) + Rank(l - A)=n (1.3.5)

dir [1L].
Teorem 1.3.10. A, mxn tipinde bir matris olsun. Bu taktirde A, A' ve A* ayni
ranka sahiptir [3].
Teorem 1.3.11. Iler A matrisi igin

Rank (A*A) = Rank (AA*) = Rank(A) (1.3.0)
dir [9].
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1.4. Lineer Doniigiimler

Tarif 141, V ve U aymt K cismi dzerinde tanmh ikt vekior uzay olsun.
F .V — U donisimi asagidaki gartlar sagliyorsa [ dontgtimune Lineer
donigam denir.,

1. Herhangi v,weV igin F(vt+w) = F(v)+F(w)

2. Herhangi keK ve herhangi veV igin F(kv) =kIF(v)

— —Farif 142, -V — U bir lineer doniigiim olsun. I dontgimiinin U igindeki
deger bolgesine I nin goranti ctimlesi denir ve

RangelF = {ueU | F(v)=U, her veV igin}
olarak yazlfir.
Taril 1.4.3. F:V — U bir Lincer dondigiim olsun. Eger [{v) = 0 olacak gekilde
bazi veV clemanlari var isc [{v) = 0 esitligini saglayan v-lerin meydana getirdigi
camleye I nin ¢ekirdegi denir ve
CekEF = {BaziveV | I(v) =0}
ile gostertlir,
Teorem 1.4.1. U ve V aym bir K cismi {zerinde tamimh iki vektor uzay
olsuntar.{v,v,,....,v,} V nin bir bazt ve {u),u,,..u,} de Unun iginde
herhangi vektorler ise,
F(v)=up, F(vy)=uy,..., (v, )=u, (1.4.1)
olacak bigimde bir tek F: V — U lineer dontsiimu vardir[15].

Teorem 1.4.2. I': V — U bir Lincer doniigtim olsun. Bu halde IF dontgtimiiniin
goritnasi U nun; ve F donisiiminin ¢ekirdegi de V nin bir alt uzayidir [15].

Teorem 1.4.3. V sonlu boyutlu bir vektor uzay ve [ 'V — U da bir Lineer
dondgtim olsun. Bu taktirde

Boyut(V) = Boyul (¢ckI") + Boyul(Rangel’)
dir[15].
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Taril 1.4.4. I':V — U bir Lincer donigim olsun. Eger v#0 olmak tzere F(v) =0
olacak sekilde bir veV vektora varsa, IF dondagamance singiiler donagam, yine IF
dontgimi sadece OeV vektoring 0eU vektorane donagtiriyorsa bu halde

[F doniimugine regiler donigim denir.

Tarif 1.4.5. E* = E olmak dzere £ : V — V Lineer donisiimine izdisim
donigtim denir. Eger U lincer dondgiman gorantists ve W da doniasimin
cekirdegi ise,

CEger uel ise E(U)=U

.Eger E#l ise E Singaler donagamdiir,
3. v=U® W

4. 1-E deizdagam dontgimdar,

o -

5.1+ E ters ¢evrilebilir - ozellikleri gegerlidir.

Tarif 1.4.6. I V > U donugami her ve Voigin F(v) sifir oluyorsa IF donigtimii-

ne silir dontgiim denir. Sifir dontigtim ayni zamanda lineerdir.

Tarif 1.4.7. F: U — U dontgtumi her veV yine kendisine donugtiraliyorsa, I

donigimiine ozdeglik donogiami denir. Aynica 6zdeglik donagiima lineerdir.

Tarif 1.4.8. [V — U lincer donigiminde v, v, € V icin F(v)=F(v,)
esitligi ancak v, = v, olmasi halinde gegerli ise F Lineer dontigiimane bire-bir

donasam denir.

Tarif 1.4.9. F:V — U Lincer donigiimii verilsin. Eger her ueU, V igindeki bir
clemanin gorantisi ise F donigiimine tzerine doniigim denir,

Tarif 1.4.10. F:V = U Lincer donigimii bire-bir ve iizerine ise donigomiin k!
gibi bir ters dontstima vardir ve bu ters donisiam de lincerdir.

Eger I ve G iki Lincer dondsim ise tamim camleleri I ve G nin arakesit
cimleleri olmak dizere; I, G, F+G, -G ve .G dondgamleri elde edilir. Yine F ve
G lincer donagimleri var ise bilegke fonksiyon iginde asagidaki tcoremleri

yazabiliriz.
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Teorem L4445 R" - R" ve G:R® — R™ lineer dontgiimler olsunlar. Gol®

donisimananin tammh olimasi igin gerek ve yetersart £ = s olmasidir[ 10].

Teorem 4.5, V, U ve W, K cismi dzerinde tanmmb vektor uzaylar olsunlar.
Cger Fve I, Vden UyaveGve G de Udan W ya lincer dontigtimler olsunlar.
keK olmak tzere;

1. Go (FoF") = Gol+Gol"

2. (G+G"Yol = Gol+G'ol

3. K(GoF) = (KG)FF = Go(kF) ozellikleri gegerlidir [10].

1.5. Lineer Denklem Sistemleri

Tarif 1.5.1. X|,X,,...,x, ler bilinmeyenler ve a;,a,,..,a, lerde K-komutatif

cisminin ¢lemanlar olsun.
ax;ta,x,+..+tax, =b (1.5.1)

scklindeki egitlige Lineer denklem denir. Ayrica buradaki b ye de denklemin
ikinci tarafindaki sabit terimi denir.
Taril 1.5.2. Sonlu saytda Lineer denklemlerden meydana gelen

apxy tapxytotax, =b
Q9)X; TanXytotax, =by (1.5.2)

AmiX) + amle_‘"'-"*-anmxn = bm
seklindeki denklem sistemine, Lineer denklem sistemi denir.

Tarif 1.5.3. Bir Lincer denklem sisteminde X, X, ,...,x, bilinmeyenleri yerine K

cisminin X; =c¢;, Xy =¢,,...X, =¢, degerleri konuldugunda bu sistemin bitan

denklemleri ayni anda saglantyorsa ¢y,¢,,...,c, degerlerinden olugan
{€C1,€2,5Cp }

ciimlesine verilen denklem sisteminin ozel bir ¢ozimii denir. Ayrica mimkin

olan biitiin ¢oziim ciimlesine de sistemin genel ¢oziimi denir.

Tarif 1.5.4. (1.5.2) ile verilen lincer denklem sisteminin ikinei taralinda bulunan
b,, by, ..., by, elemanlarinm hepsi birden sifir isc yani,
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by=b, = ... =0, =0 (1.5.3)
is¢ verilen denklenm sistemine homojen denklem sistemi denir
Taril 1.5.5. Cozuimleri ayni olan dcnklcm sistemine denk sistemler denir,
Tarifl 1.5.6. (1.5.2) ile verilen denklem sisteminde
X=]X1 X000 X, |1 €K™ B=[b),ba, . by | ve Al =lay,as,.a,] €K™

(= 1,2,...,n) olarak alindiginda (1,5,2) denklem sistemi

A XA+ X, AN = B (1.5.4)

seklinde yazabiliriz. Bu yazim gekline (1.5.2) denkleminin vektorel gosterimi

denir.

Taril 1.5.7. (1.5.2) ile verilen denklem sistemini,

[a,, ap .. a, |[x] b,
o) Ax . Ay | X b, (15.5)
_aml dpy - amnj _an _bm_|
scklinde yazabiliriz. Burada
_all dpp uln—1
Q9] d1 ... da, -
. (1.5.6)
__aml Ao - aan
matrisine denklem sisteminin katsayilar matrisi,
X)
N2 (1.5.7)
xll
matrisine denklem sisteminin bilinmiyenler matrisi,
b,
b:Z (1.5.8)

b m
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matrisine de denklem sisteminin ikinei taraf sabiti denir.
(1.5.6) matrisini A, (1.5.7) matrisini X ve (1.5.8) matrisini de b ile gosterirsck
(1.5.5) lincer denklem sistemini

AX =D (1.5.9)

scklinde yazabiliriz. Bu yazihg sckline (1.5.2) lincer denklem sisteminin matris
gosterimi denir.

Tarif 1.5.8. A katsayilar matrisinin situn vektorlerine b siitun  vekloriniin
eklenmesiyle elde edilen

a“ d12 aln . bl_l
as a a5, : b, _
[Ab] =720 77 e (1.5.10)
_'d ml a m?2 oo0 Ay - b m __|

matrisine arttrimig matris denir.

Taril 1.5.9. (1.5.0) ile verilen denklem sisteminin katsayilar matrisinin rankimna
(1.5.2) denklem sisteminin ranki denir.
Netice. [er hangi bir denklem sisteminin -katsayilar matrisinin ranki r ise
denklem sisteminin r tane lincer bagumsiz denklemi vardir.
Tarif 1.5.10. Lineer denklem sistemi (1.5.4) olarak yazildiginda, b vektora K™
uzaymun bir vektoridir. Fakat verilen sistemin, uzayin her b vektor i¢in
¢coziimii olmayabilir. iste verilen sistemin bir ¢oézimiiniin olmast igin b
vekiorianiin sagladigs sarta uygunluk sarts denir.
Netice. Ozel olarak b vektora silir vektorii ise AX = 0 homojen denklemi her
zaman uyumludur.
Teorem 1.5.1. Vektorel olarak vertlen
2
A E AT XA = b (1.5.11)
denklem sisteminin ranki r olsun. Bu denklem sisteminde rank r oldugundan
I -
ALAT AT (1.5.12)
vektorleri lincer bagimsiz olarak  almabilir. Bu halde denklem  sisteminin
¢ozimunan olmasi i¢in gerek ve yeter sart

ALA% L ATLD (1.5.13)



vektor sisteminin lineer bugimh olmasi yada

rank(A) -~ rank(A.b) (1.5.14)
olmasidir[ 1].
Teorem 1.5.2. AX = 0 uyumlu bir sistem ve AX = 0 da bu sistemin homojen
kismi olsun. Eger AX = b sisteminin Y, gibi bir 6zel ¢ozimi ve AX =0 homojen
sistemininde Y gibi bir genel ¢6ziima var ise, o zaman homojen olmayan AX = b
denklem sisteminin X genel ¢ozimi
seklindedir]1].
Teorem 1.5.3. AX = b denklem sisteminin iki ¢ozimin X ve X, olsun. Eger A
da K cismine ait herhangi bir sabit ise

X; =X, + MX, - X))

de denklem sisteminin bir ¢ozamadar| 1.

Teorem 1.5.4. A, mxn tipinde bir matris olmak dzere AX = 0 homojen denklem
sisteminin ¢ozim kiimesi
n - rank(A)
boyutlu bir vektor uzay meydana getirief 11
Teorem LS55, ABX = 0 olacak sckilde BX formundaki vektorlerin ciimlesi
rank3 - rankAB boyutlu bir vektor uzay meydana getirir[11].
Irdeleme. n bilinmiyenli ve m denklemden meydana gelen
AX=D (1.5.15)
ve bu denklemin ikinei taralimin sific yapilmasiyla clede edilecek  homojen
denklem AX = 0 olsun. Eger AX = b denklem sisteminin katsayilar matrisinin
ranki r isc 0 zaman agagidaki irdelemeyi yapabiliriz.
l.r=n=misc, (1.5.15) lincer denklem sisteminin daima bir ¢oziimi
vardir ve bu ¢ozam tektir. Bu X ¢ozimii
X=A'b
dir. Yine AX = 0 homojen denklem sisteminin ¢oziimiide
X=A'0=0
dir ve sistemin sifirdan farkli ¢ozimi yoktur. Bu durumda sisteme Kramer
sistemi adr verilir.
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2.1 = m<n is¢; AX = 0 homojen sistem daima bir ¢ozame sahiptir ve
¢ozamlerin sayisi "' tanedir. Bu ¢oziimleri bulmak igin n-r tane bilinmiyeni
keyli segerek sistem Kramer sistemine donigtaralir,

3. r = n<m is¢; AX = b sisteminin uygunluk sartine saglamast halinde, bir
ek ¢ozimia vardir. Bu ¢ozimi bulmak icin r tanc uygun denklem segilerck
sistem Kramer hale getirilir,

4. r<n ve r<m ise; AX = b sistemi uyumlu oldugu zaman "' tane
¢ozam vardir. Bu ¢oziimleri bulmak i¢in n-r tane bilinmiyen ve m-r tane uygun
denklem keyfi segilerek sistem Kramer hale getirilir. AX = 0 sistemi ise n-r
bilinmiyen keyfi segilerck Kramer hale getirilir.

1.6. Kronecker Carpim
Tarif 1.6.1. A = (1) matrisi mxn be B = (b;) matriside pxq tipinde matrisler

ij Y
olsuntar. mpxnq tipindeki
AR = (u,; 13) (1.6.1)
(i=1.2,..,m, j= 12,..0n) matrisinc kronccker ¢arpim matrisi denir. Kronecker
matrisi i¢in asagidaki ozellikler gegerlidir.

1. 0®A =A®0=0

2.(A;+A,)QOB=(A,®B) + (A, ®B)

3.A®B +B,)=A®B, + A®B,

4. oA ® BB = afl(ARB) (o, skaler)

SSAA BB, =(A @B }A,®13,)

6. (A®B)'=A"®B! (Eger ¢arptmin terst var ise)

7. (A®B)E=AtQB"

Ayrica Kronecker ¢arpim AXB = C mairis denkelminin ¢ozominde
kolaylik saglar. X matrisini nxr tipinde bir matris olarak dagtntlirse bundan
birtnei sttunu baga yazmak surctiyle ikinet sttunu bunun altima ve nihayet r inci
stitunu da r-1 inci situnun altina yazarak nrx1. tipinde bir sttun matrisi elde
cdilebilir. Yine aynt iglemler C matrisine uygulanirsa C matrisinden mrx 1 tipinde
bir matris ¢lde edilir. Bu yapilanlardan

AXB=C (1.6.2)
denkleminde A, mxn ve B de rxk tipinde matrisler olarak alindiginda Kronecker
carpinit kullanarak denklem,

(A®BYX% =¢ (1.6.3)

sckline donisar.



2. MA'TRIS TERSLERI

2.1. Karesel Matrislerde Tersler
Tarif 2.1.1. A, mxm Llipinde bir karesel malris olsun. Lger rank(A) = m ve
ATV A= AT A =1, ise, A matrisine regiiler matris denir. Her regiiler matrisin
tersy vardir ve tekur. Sayet rank(A)<m is¢ A matrist singiler olup ek olmayan

tersi vardir.

2.2. Dikdortgen Matrislerde Tersler
mxn tpindeki matrislere  dikdortgen matris denir ve dikdortgen matrislerin
terslerinde agagidaki ti¢ durum vardur.
1. A, mxn tipinde bir dikdértgen matris ve rank(A) = n is¢ A malrisinin bir sol
tersi vardir, ‘
2. A, mxn tipinde bir dikdortgen matris ve rank(A) = m is¢, A malrisinin bir sag
tersi vardir,
3. A, mxn tpinde bir dikdortgen matris ve rank(A) < min(m,n) is¢ A matrisinin

gencellestirtlmiy tersi vardir.
I. Durum (Sol Ters)

Tarifl 2.2.1. A, mxn tipinde bir dikdortgen matris olsun. Eger A matrisinin ranki
n ye eyilse, yani rank(A) = n is¢
A [,lA =1y

olacak sekilde, A matrisinin bir tersi vardir. iste bu terse A matrisinin sol tersi
denir. Simdi bu sol  tersi bulmaya  ¢ahgalim. A, mxn  tipinde ve
rank(A) = n oldugundan, A'A matrisi nxn tipinde ve rank(A'A ) = n dir. Boylece
A'A matrisi regiiler olup bir tek tersi vardir. A'A matrisinin regiler ohnusmdan

(A'AY (AN =1,
esilligini yazariz. Bu esitligi

[(A'AY A A =1,

olarak duzenlersek, [(A‘A)".A'] matrisi bizim aradigumiz sol terstir. Sonug

olarak A maltrisinin sol tersi



A =(A'AYYA (2.2.1)
olur,
2. Durum (Sag Ters)

Tarif 2.2.2. A, mxn tipinde bir dikdorigen matris  ve rank(A) = m olsun. Bu
halde A matrisinin

AA;; = Iﬂl

olacak sckilde bir tersi vardir. iste bu terse A matrisinin sag tersi denir. Simdi bu
sag tersi bulmaya g¢aligalim. A, mxn tipinde bir matris ve rank(A) = m
oldugundan, A.A' matrisi mxn tipinde ve regilerdir. A.A' matrisi regiler
oldugundan,

(AA' YA AYY ' =1,

olacak sckilde bir tek tersi vardir. Bu esitligi
AlAYAAY =1,

seklinde diizenlersek, AY(AA! )"l matrisi bizim aradigimiz sad terstir. Sonug
olarak A matrisinin sag tersi

AR =AY (A.AYH! (2.2.2)

olur.
Buraya kadar yaptlanlardan A, mxn tipinde bir matris olmak dzerc sag ve

sol terslerin varhigimi agagidaki sckilde ozetleyebiliriz.,

I. Rank(A) = m = n is¢; A matrisinin sag ve sol tersler esit olup, A nin (ersi
tektir,

2. Rank(A) = m<n is¢; A matrisinin sadece sag tersleri olup, sol tersleri
yoklur.

3. Rank(A) = n<m ise; A matrisinin sadece sol tersleri olup, sag tersleri
yoklur.

4. Rank(A)<m<n veya Rank(A)<n<m ise; A muatrisinin ne sag, ne de sol
terslert vardir,

5. Rank (A)<m = n ise; A matrisinin ne sag, ne de sol (ersleri vardir, Bu son
iki halde A matrisinin gencllegtirilmiy ters dedigimiz tersleri vardir. Bunu

3. durum olarak incceleyecegiz,



Ornek 2.2.1.

P2 2

e

l -1 0
A =[ J matrisinin tersing bulalim.

m =2, n =3 ve rank(A) = 2 oldugundan A matrisinin sadcce sag lersi vardir,

Simdi bu tersi bulmaya ¢aligalim,

| I
2 0 o 1/2 0
Al=l-1 1], AA'= ve (A.A') " =
0 6 0 1/6
0 2
olduklarindan sap ters,
l I 172 1/6
AR =AY (AAY =] -1 1.['62 l%]: -1/2 1/6
0o 2 0 1/3
olarak bulunur.
| 2
Ornek2.2.2. A={ 0 1 matrisinin tersini bulahm.
e |

m = 3, n =2 ve rank(A) = 2 oldugundan, A matrisinin sadcce sol tersi vardir.

Simdi bu tersi bulmaya ¢aligalim,

( 1 0 -l . 2 3 . 2 ~1
Al = , AL A= ve (A" .A)=
2 1 -l 3 6 -1 2/3

olduklarindan A matrisinin sol tersi,

TR e B I L Y O R
’ -1 2/3]112 t -l /3 2/3 1/3

olarak bulunur.



3. Durum

2.3. Genellestirilmis Tersler

Bu bolimde singuler olan karesel matrisler ile, mxn tipinde olupta rankt m
ve n den herhangi birine esit olmayan matrislerin terslerini aragliracagiz. Ayrica
(2.2) de belirtilen sag ve sol terslerin de birer genellestirilmis ters oldugunu
gosterecegiz. Yine genellestirilmig terslerin 6zelliklerini inceleyip, AX = b lineer
denklemi ile olan iligkisini kuracagiz.

Eger A matrisi, mxm tipinde regiler bir matris ise Tarif 2.1.1 den A nmn
bir tek tersinin oldugunu biliyoruz. Bu tersle birlikte, eger A regiiler ise

AX=b
lineer denkleminin X = Ab™' seklinde bir tek ¢oziimi vardr.

Eger A matnsi singuler veya mxn tipinde bir matris is¢ 0 zman A nin bir
genellestirilmis tersi vardir ve bu tersi A% ile gosterecegiz.

A% genellestirilmis tersi de AX = b lineer denklem sisteminin ¢ozimiinde
kullanilir. Eger denklem uyumlu ise ¢oziim

X =A%b
olarak verilir. Fakat buradaki A8 tersi A™! ile ayni isi gormesine ragmen, A~
gibi tek degildir.
Tarif 2.3.1. A, Keyfi rankli, mxn tipinde bir matris olsun. Eger
AX=Db
denklemi uyumlu ise, X = A®b bir ¢oziimdir. Buradaki A® matrisine A nin

genellestirilmis tersi denir.

Tarif 2.3.2. A, B ve C sirastyla mxn, mxr ve rxn tipinde ranklari r olan
dikdortgen matrisler olsunlar. Eger
’ A=BC
ise, A® genellestirilmiy tersi,
At =Cy.B;!

ile ifade edilir.



24

Teorem 2.3.1. A; mxn, B; mxr ve C de rxn tiplerinde ranklan r olan matrisler
olsunlar. Iger AX = b denkleminde, A = B.C ve A8 =C'(CC')y .i3'B)"'.B
isc AX = b denkleminin bir ozel ¢ozimii X = AED dir[6].

ispat. A = B.C ve AX = b teoremde verildiginden AX = b lineer denkleminin
(B.O)X = b olarak yazabiliriz. (B.C)X = b egitliginin her iki tarafini soldan
C(BC)' ile garpalim, bu halde esitlik

C(BC)' (BC)X =C(1§C)‘ b (2.3.1)

(CCYYB!'BICX=(CC")B'b) (2.3.2)

olur. CC' ve B'B matrisleri, r-inci dereceden ve ranklari r-olduklarindan,
regiiler matrisler olup, (CC' )y ve (B'B)! gibi tersleri vardir. (2.3.2) iladesini

soldan
(B'B)'(cc')™!
ile ¢arparsak,
(B'B)cct)ec B! .B).cx=@'.B)'CCcy'cct)stb
CX=m'B)'B'b (2.3.3)

olarak yazaniz. C maltrisi rxn tipinde ve rank C = r oldugundan (2.3.3) ifadesinin
bir sa tersi vardir ve (2.3.3) ifadest bu sag tersle birlikte,

X=ctccyhmt By ' Bto (2.3.4)
yada |
X=Cy.B{'b veya X=A%Db (2.3.5)
olarak yazulir.
I -1 1
Ornek 2.3.1. A=|-1 0 I | matrisinin genellegtirilmig tersini bulahim.
0 -1 2

Rank(A) = 2 oldugundan A matrisi singulerdir. Teorem 1.1.13 kullanilarak A yi
A = B.C gcklinde yazmaya ¢aligalim. ‘

A S N
“_—l 0.7 i

tv
1l

H, An=[0 1] Ay =[2]
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A A,
alarak A matrisini A, :[ ! l'] seklinde yazariz. Rank(A) = Rank(A,))

All AZZ

oldugundan Teorem 1.1.13 kullanabiliriz. Boylece

I 0 —1
A= | N Q=Al.Ap = , olarak alirsuk
I~ 0 |
A= "l[EQ]=[-1 o0
0 -
1 -1
1 0 -l
B=[~-1 0] C——-I: :,
0o 1 =2
0 -1

olur. Rank(B) = 2 ve Rank(C) = 2 oldugundan B nin bir sol tersi ve C ninde bir

sad tersi vardir. $imdi bu tersleri bulmaya caligalim,

c [ =t 0] a2 1] e L2
B—[_l ; _l]chB_[_] 2], (B'B) _}[l 2]

BL'=(B'B)"B'=1[' 2 ”'] dir.

3f-1 -1 =2
I 0
2 2 L[S =2
C'=|0 1 |, (C.CYHY= ve (C.CYHY'==
2 5 6|2 2
-1 -2
Js -2
Cr' =CYC.C")'=—|-2 2| olur. Buradan da
61 =
7 -8 -l
Ath‘.B;':% -4 2 -2 olur



Teorem 2.3.2. A, mxn tipinde bir dikdortgen matris olsun. A nin nxm tipinde bir
A% penellestirilmiy tersinin olmasi igin gerek ve yetersart

AAEA=A
olmasidur[14].
ispat. Z, nx1 tipinde AX = b lineer denklemini saglayan keyli bir vektor olsun.
Boylece AZ = b olacagimdan AX = b denklemi uyumlu olup, bir gencellegtirilmis
tersi vardir. '

Simdi A® var ise, AASA = A oldugunu gosterelim. AX = b lineer denk-
lemini uyumlu yapan her Z degeri igin, AZ = b, esitliginin her iki tarafim soldan
A% ile garparsak,

ABAZ = A®D (2.3.0)
olur. (2.3.6) esitligini bu kez soldan A ile garparsak,
AABAZ = AA®D

AAEAZ = AZ
olaruk yazanz. Boylece AZ = b denklemini uyumlu yapan her Z vektora igin
AAEA=A (2.3.7)

olarak yazilir.

Simdi AASA = A ¢yilligini kabul edip A% nin varlifing gosterelim

AX = b lineer denkleminin uyumlu oldugunu kabul edelim. AX = b uyum-
lu oldugundan, nx1 tipinde bir W vektora igin AW = b dir. AW = b nin her iki
taralin1 soldan AAZ2 ile ¢arparsak

AABAW =AASb=AW =D
olur. AA.AW = b esitliginde AW = b degerini yerine yazarsak
AABb=D (2.3.8)

esitligini elde ederiz. Buda X = A®b nin, AX = b lineer denkleminin bir ¢ozimi
oldugunu verir. Tarif 2.3.1 den A%, A nin bir genellestiriimiy tersidir.

Tarif 2.3.3. A, mxn tipinde bir matris olsun.

AASA=A
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esitligini saglayan, nxm tipindeki, A® matrisine A matrisinin genellestirilmig tersi
denir.
Teorem 2.3.3. A, mxn tipinde bir matris olsun. Efer A matrisi AABA = A
esitligini sagliyorsa,

Range (AA%) = Range(A)

Coz (AEA)=Coz(A)
ve

Range (A5A)* = Range(A*)

olur [9].
ispat. Teorem 1.2.6 dan

Range (A)>Range (AA®)DRange (AASA) = Range (A)
olarak yazanz Bu da
Range (A) = Range (AA®) (2.3.9)
oldugunu verir. Teorem 1.2.9 dan
Coz(A) < COASA) C Coz (AAEPA) = CouA)
olarak yazariz. Buradan
Coz(A) = Coz (ASA) (2.3.10)
olur, Teorem 1.2.6 ve Teorem [.1.2 den
Range (A*‘) > Range (A*(A%)*) D Range (A*(A%)*A*) = Range (A*)
olarak yazariz. Bu da bize
Range (A*) = Range (ASA)* (2.3.11)
oldugunu verir.
Tarif 23.4. A, mxn tipinde bir matris olsun. A®A idempontent ve

rank(A®A) = rank(A) olacak sekilde verilen nxm tipindeki A® matrisine A nin

genellestirilmis tersi denir.
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Teorem 2.3.4. A, mxn tipinde bir malris olsun. Cger A nin A% genellestirilmig
lersi var-ise

rank(A%)zrank(A)
olur[ 14].
ispat. mxn tipindeki A matrisinin ranki r olsun. Tarif' 2.3.2 den, A matrisini ranki
r olacak sekilde mxn ve rxn tipinde C ve D matrislerinin ¢arpimi olarak
yazabiliriz. Yani A = C.D olur. Teorem 2.3.1 den A nin genellestirilmis tersi

At =Dg' !
dir. Yine Tarif 2.3.3 den A%, AAEA = A esitligini saglar. Boylece agik olarak,
Teorem 1.3.4 den  Af nin her se¢imi igin
rank(A®) 2 rank(A) (2.3.13)

dir. Daha genel olarak asagidaki teoremi yazabiliriz.

Teorem 2.3.5. Range (AB) = Range(A) olmasi igin gerek ve yetersart
Rank (AB) = RankA
GCoz AB) = Cox(B) olmasi igin gerek ve yetersart
Rank(AB3) = Rank[3
olmasidir {9].
ispat. Range(AB) = Range(A) oldugunu kabul edehim, Rank(A) = RankAR
oldugunu gosterelim. Teorem 1.2.6 dan
RangeADRange(AB) yazariz. Yukandaki kabulden Rank(A) = Rank(AB)
olur. Simdi Rank(A) = Rank(AB) olsun. Range(AB) = Range(A) oldugunu
gosterelim.  RangeADRange(AB) ve RankA = RankAB kabulinden
Range(AB) = Range(A) (2.3.17)
olur.
Co4(B) = Coz(AB) oldugunu kabul edip, Rank(AB) = Rank(B) oldugunu
gosterelim. Teorem 1.2.9 dan
Co4B) c CozAB)
oldugunu yazanz. Coz(B)= Coz(AB) kabiiliinden



Rank(B) = Rank(AB)
olur. Simdi Rank(13) = Rank(AB) oldugunu kabul ¢dip Coz(13) = Coz(Al3)
oldugunu gosterelim. Teorem 1.2.9 dan

CoxuB) c CozAB)

olarak yazariz. Rank(B)= Rank(AB) kabulindan

CouB) = Coz(AB) (2.3.18)
olur,
Teorem 2.3.6. A, mxn tipinde, ranki r olan bir dikdortgen matris olsun.
i) ABA =1, olmasi i¢in gerek ve yetersart r = n olmasidir.
i) AAE =1, olmasi igin gerck ve yetersart r = m olmasidir [9).
ispat. i) r = n oldugunu kabul edip A8A =1, oldugunu gosterelim. r =n isc AEA
matrisi nxn tipinde bir matris olup, idempotent ve regilerdir. A®A matrisinin

idempotent olmasindan
(AA)* =A%A (2.3.19)

ve ALA nin regilerliginden (ABA)™! vardir. Esitligin her iki tarafini sagdan

(ABA) Tile carparsak,
(ABA)* (ABA) ' =(ABA)AEA) !
ABA =(ASAA ALY =1, (2.3.20)
olur. Simdi ASA =1 esitligini kabul edip r = n oldugunu gosterelim.
ASA =1, ise Rank(A®A) = ndir. Buradan r = n olur.
ii) r = m oldugunu kabul edip AAE =1 oldugunu gosterelim. r = m ise, AAE
matrisi mxm tipinde idempotent ve regilerdir. AA® nin idempotent ve regiiler
olmasindan
(AA%)® =AAS
(AAB) H(AAB)? =(AAB) ' AAL
AA% =1, (2.3.21)

bulunur. Simdi AA® = [, oldugunu kabul edip r = m oldugunu gosterelim.
AA® =1_ ise Rank (AA®)=m dir. Buradan da r = m olur.
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Teorem 2.3.7. A% nin var olmasi i¢in gerek ve yetersart A2A nin idempotent ve
Rank (A*A) = {2 ALA) =rank(A) olmasidir [14].

ispat. A® nin varligini kabul edip rank(A2A) = i AtA) = Rank(A) oldugunu
gosterelim. A% nin varhgindan AAEA = A olarak yazaniz. Usitligin her iki
taralini soldan A® ile ¢arparsak

ASAABA=ABA ve (ABA)” = ABA
olur. Buradan A%A idempotenttir. Teorem 2.3.4 den

Rank(A) = Rank(A®A) > Rank(AA®A) = Rank(A)
olur. Buda RankA = RankAfA) sonucunu verir. A2A idempotent oldugundan,
ve Teorem 11,6 dan
Rank(A)=Rank(A2A)=I1z2(A®A) olur.
Simdi, A®A idempotent ve RankA = Rank (A2A) oldugunu kabul edip.
AE nin var oldugunu gosterelim
(A8A)? = ALA oldugundan, A2A(l - A8A) = 0 olur. Bizim gostermek istedii-
miz sey, A(l- AEA)=0 oldugudur.
Teorem 1.2.6 den
M(A*) D M(A*(A%)® ) D M(A*(A*)E . A*) = M(A®)
olarak yazanz. Buradan
M(A*) = M((A2A)") (2.3.22)
olur. M(A")=M((AEA)) = ¢(A*)=¢@((AEA)") olur,
Coz(A)= @(A") ve Coz(ABA) = @(( A A)*) oldugundan
Aile ASA, (1- ABA) igin aym goziimlere sahiptir.
Buradan da
ASA(I-A%A)=0 = A(-AtA)=0 dir.

Teorem 2.3.8. Herhangi bir A, matrisi i¢in, U, V ve W keyli matrisler olmak

[l,. UJ
A =Q P
V W

genellestirilmig tersi vardir. Burada, (Q ve P matrisleri regiller matrislerdir) [13].

tzere,
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ispat. Teorem 1.1.20 den

I, 0
PAQ=| "
0 0

olacak sckilde, singiiler olmayan P ve Q matrisleri vardir. Simdi

I, U
Ag=Q P
vV W

matrisinin, AAEA = A esitligini sagladiin gosterelim.

I, O e O
PAQ = = A=P" Q
0 O 0 0
olarak yazanz.

, e o | U S o
AAEA =P Q.0 P.P Q
0 0 V W 0 0

T [P | P P
[0 0 wilo o
u

=p! P Ql
K 0 0 0]
N R TR
0 O
olur. Buradan A% =Q[ ' ]P bir gencllestirilimis terstir. Bu teoremden;

U,V ve W keyfi olarak segileceginden A% nin tek olmadigi sonucunu gikaririz,

1 0 1 |
Ornek23.1A=|0 1 -1 O|matrisinin A% genellestirilmiy tersini bulalim,
I 1 0 1

l 0
A matrisini PAQ=[(; 0} seklinde yazalim
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%

olarak bulunur.
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3. MATRIS DENKLEMLERI

Bu bolumde elemanlar kompleks sayilardan ibaret olan C cismi iizerinde
asafidaki denklemleri inceleyecegiz.

. AX = 0 lineer denkleminin her zaman en az bir ¢oziminiin oldugunu
belirtip genel ¢oziimi kuracagz.

2. AX =D lineer denkleminin ¢6ziimiiniin olabilmesi igin gerekli ve yeterli
sarii verip genel ¢oziimii kuracagz.

3. AXB = C matris denkleminin ¢6ziminin olabilmesi igin gerekli ve
yeterli sartt belirtip genel ¢oziimii verecegiz.

4. AX =0 ve XB = 0 matris denkleminin ortak genel ¢ozamani kuracagz.

5. AX = C ve XB = D matris denkleminin ortak ¢ozamlerinin olmasi igin
gerekli ve yeterli garti belirtip genel ¢6ziimii verecegiz.

6. Son olarak bir F cismi izerinde AX-YB = C matris denkleminin
¢ozumunin olabilmesi i¢in gerckli ve yeterli- sari belirtip genel ¢6ziimi

verecegiz.

3.1. AX = 0 ve AX = b Lineer Denklemlerinin Cozimleri

Teorem 3.1.1. A, mxn tipinde bir matris ve A8 de A matrisinin genellegtirilmis
tersi olsun. Bu halde Z, n. dereceden keyfi bir vektor olmak tizere
AX=0

homojen denkleminin genel ¢ézimu

X=(I-A%A)Z
dir [14]. .
ispat. A(I-ABA)=0 ve ¢oz(ABA) = ¢oz(A) = M(I-AEA) olduklarindan her Z
keyfi degeri igin A(I = ASA)Z = 0 olur. Buradan

A[(I-A%A)]Z=0 = X=(I-A%A)Z
AX =0 homojen denklemin genel ¢6ziimudur.

0 2i i 0 4+2i |
Ornek3.1.1. [0 0 0 -3 -6 -3-3i[X]=0
0 2 1 1 4-4i 1

denkleminin genel ¢6ztmiinii bulunuz.



0 2i 1 0 4+2i I
0 0 0 -3 -6 -=3-3i|oluprank(A)=2dir. Denklemin
0 2 1 I 4-4 !

A =

sifirdan farkli ¢oziimleri vardir.

- -

i 1/73 1
-i/2 0 0
0 0 0
-
A 0 ~1/3 0 oldugundan
1 1/3 1
| 0 0 0]
[ 1/3 1]
"0/2 8 80 20 i 0 4+2i !
ABA = 0 “1/3 0 O 0 o0 -3 -6 -3 -3i
: 1/3 ]LO 2 1 1 4-4i 1
| 0 0 O_j
[0 0 O 0 0 0 1
O 1 1/2 0 1-2t -i/2
O 0 0 0 0 0
EA =
> 0O 0 O 1 2 I+
0O 60 0 O 0 0
0 0 0 O 0 0 |
olarak yazarz. Buradan
1 0 0 O 0 0 7
0O 0 —-1/2 0 -=-1+2i 1/2
\ 0 O 1 0 0 0
—ABAY=
(I-A%A) 0 O 0 0 -2 —1—i
0 O 0 0 1 0
0 0 0 0 0 I

olur. Herhangi bir Z=(y,,y,,Y3Y4 ,Ys.Ye)' keyli vekiorii igin X ¢oziimii



10 0 0 O 0 1y, ]
0 0 =1/2 0 —1+2i i/2 |y,
, 00 1 0 O 0 Iy
— A8 - 3
UI=AMZ=1s 0 0 0 =2 -1-ily,
00 0 0 1 0 Jlys
00 0 0 O Iy ]

olur. AyricaZ =(1,1,1,1,0,1)t keyfi vektord igin ¢oziim,

[ 1]
|
——+
2
X= |‘ olur.
e
0
L]

Teorem 3.1.2. A, mxn tipinde bir matris ve A% de A matrisinin genellestirilmig
tersi olsun. Bu halde
AX=b

uyumlu lineer denklem sisteminin genel ¢oziimii Z key(i vektor olmak tizere

X =A5bHI-ABA)Z
dir. {14]
ispat. Teorem 1.52 den AX = b uyumlu lincer denkleminin genel ¢6ziimi,
denklemin 6zel ¢oziimi ile Ax = b denkleminde b nin sifir segilmesiyle clde
edilen Ax = 0 homojen denklem sisteminin, genel ¢6zimanin toplanmudir. Yine
Tarif 2.3.1 den Ax = b uyumlu denkleminin bir ozel ¢oziimi Afb dir.
Teorem 3.1.1 kullanilarak Ax = b denkleminin genel ¢ézimuni

X = ASb+(I-ABA)Z (3.1.1)

olarak yazariz. Burada Z- key!i bir vektordiir.

0 2i i O 4+2i 1 14+ 5i
Ornek3.1.2. |0 0 0 -3 -6 -3-3i[X]=|-15+3i
0 2 1 | 4-4i 1 10— 15i

lineer denklemini ¢6zelim. Burada,
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0 2i i 0 4+2i |
A=[0 0 0 -3 -6 -3-3i
0 2 I 1 4-4i |

olup, Rank (A) =2 dir. Teorem 3.1.2 uygulanirsa

[ i 1/3 1 00 0 0 0 0 ]
-1/2 0 0 O 1 1/2 0 1-21 -1/2
0 0 0 , 0O 0 0 0 0 0
- BA =
A 0 “1/3 0 oldugundan A*A 00 0 I N L+
1 1/3 1 00 0 O 0 0
0 0 0] oo 0 0 0 0 |
olur.
10 0 0 O 0 ] 50
0 0 —-1/72 0 —=1+21i /2 ”5—71'
0 0 1 0 0 0
~ABA)= eg=| O
U-A)=10 0 0 0o =2 i AP 5
00 0 0 I 0 0
00 0 0 0 1| 0 |

olarak aldigunizda, Z = (y,,Y».Y3,Y4.Ys.Ys) Kkeyli vekiori igin genel ¢oziim

O l[ro o 0 o o y]

ST 0 0 —12 0 —1e2i 2 |y,

e o 00 1 0 0 0 | vs
X=Atb+(1-ALA)Z = S(ji oo o 0 -2 -1-ily
0 00 0 0 I 0 | ys

| o JLOO O 0 0 I dlye ]

olur. Ayrica Z=(1,i,0,i,5,0)t olarak ahrsak,

OT"]T lw

2_7il | —s+10i —§+3i

—

2
5 -10 5
0 5 5

o J L O 1] o |

¢Ozamani buluruz.
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3.2. AXB=C Denkleminin Coziimii
Teorem 3.2.1. A,B ve C matrisleri sirasiyle mxn, rxk ve mxk tipinde matrisler
olmak lzere;
AXB=C
matris denkleminin ¢éztmiiniin olabilmesi igin gerek ve yeler sart
AAECBEB=C
olmasidir ve Z key[i matris olmak tzere genel ¢ozim
X=ASCBE +Z- ABAZBB®
dir [14].

ispat. Once AXB = C denkleminin uyumlu oldugunu kabul cdip AASCB®B = C
oldugunu gosterelim. AXB = C uyumlu oldugundan

ASAXBBSE = ASCRS

AASAXBBEB = AAECRER
olarak yazariz. Yine AABA = A ve BB®B = B olduklarindan son eyitligi
AXB=AAEBCAER
olarak yazarnz Buradan AABCABb = C dir: Simdi AAECI3EB = C oldugunu

kabul edip AXB = C denkleminin uyumlu oldugunu gosterclim.
AAECBEB = C kabuliinden X = A8CB? olarak alindiginda AXB = C

denklemi uyumludur.
Z matrisinin her farkh se¢imi i¢in
X=ACB: +Z- ABAZBB®
Cozamu, AXB=AASCBEB+AZB - AASAZBBE3
= AASCBEB+AZB - AZB -
=C
olacagindan, X = ASCB® + Z - ASAZBB? bir genel ¢oziimdiir. Ayrica X'in
genel ¢ozim oldugunu kronecker ¢arpimi kullanilarak da bulabiliriz.
AXB = C denklemini Tarif 1.6.1 den

(A®B' )x=c
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olarak yazariz. Yine (A®B' )x = ¢ denkleminin genel ¢ozimi Teorem 3.1.2 den
x=(AGBNE ¢+ [1-(ABB!E (ABB )|/
olarak yazanz Yine 1.6 kesimde belirtilen kronecker garpimin ozelliklerini
kullanarak
x=(A®B' ) )c+ (- ALARB! ! B! )z
olarak yazariz. Tekrar x, ¢ ve zyi malris form,und‘a yazarsak
X =ACRBE+Z-ALAZB3®

olarak clde ederiz.

I 10 -1 0 1] [1 2 3
Ornek3.2.1. ] 0 1 1][X]]1 -1 0]=|0 0 O
-1 0 1 1 0 1) |-t =2 -3

matris denkleminin ¢oziminin olup olmadigint aragtinip, var ise denklemin

genel ¢cozimuni bulalim.

Denklemde
I 1 0 -1 0 -l |1 2 3
A=0 1 1], B=]1 -1 0 . C=]0 0 0
-1 0 1 1 0 1 -1 -2 -3

olarak alirsak, denkleme Teorem 3.2.1 uygulanabilir. Yine

I -1 0 -1 0 O
A®=]0 1 0], BE=)-1 -1 0
0 0 O 0 0 O

dir. Simdi AASCBEB =C gereklilik sartinin saglanip saglanmadigina bakalim.

1 00 1 0 1 I 2 3
AAE=10 | 0, B®B=|0 I I(veC=[0 O O
-1 10 0 0 0 -1 -2 -3
degerlerini kullanarak
1 0 01 2 31[1 O I
AACBEB=|0 1 OO O O}]]O0 1 1
-1 1 0}j}j~-1t =2 -3]{0 0 O



2 341t 01 1 2
={0 0 0f{0 1 1j=({0 O 0 |=C
-1 -2 3110 0 O -1 -2 3
saglandigun goririiz. Boylece denklemin ¢ozomiy vardir ve
1 -1t ojft 2 31-1 0 o] [-3 -2 0
X= A8CB®t=[(0 1| OO0 O O}J/-1 -1 Oj=f0 O O
0O 0 of}j-1 =2 =3(10 O O 0 0 O

matrisi de denklemin bir 6zel ¢6zimudir.
Simdi denklemin genel ¢6ziimiinii bulmaya ¢aligalim.

5 52 53
Z=|s, ss sg| keyfi matrisolsun.
S7 Sy Sy
-3 2 0 1 2 3
ABCBE=| 0. 0 0] AA:CBEB=|0 0 O
0 0 O -1 -2 3

SI_S7—S3+S() Sz"‘Sg 0
ABAZBEB=|s, +8;—5,—Sy Ss+sg O

0 0 0
degerlerini X = ASCB2+Z-A8AZBBS esitliginde yerine yazdigimizda
-3 -2 0 S} Sy S3 Sy —S7—S3+Syg S, —Sg O
X=10 0 O|+{sy S5 Sg|—|S4+S7—54—S¢g ss+sg O
0 O Of [s; sg s 0 0 0

genel ¢oziimiini elde ederiz. Daha sade sekilde genel ¢oziimii

—3+S74+53—Sg —2+8; S
X= ""S7 +S() +S() "Ss SG
Sy Sy ‘ Sy

seklinde yazabiliriz. Ozel olarak

0 0 1 1 -2 1
Z={0 4 1| wingdbzim X=|-2 0 1| olur.
300 3 0 0
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3.3.AX=0 ve XB=0 Denklemlerinin Ortak Coziimii

Teorem 3.3.1. A, mxn ve B de pxq tipinde matrisler olsunlar. AX =0 ve XB=0
denklemlerinin ortak ¢oziminin olmast igin gerek ve yeter gart nxp tipindeki 7
matrisi igin

X=(-A8SA)Z(-B1*)

olmasidir[14].

fspat. A, mxn, B, pxq ve X de nxp tipinde matrisler olmak dzere AX = 0 ve
XB = 0 denklemlerini saglayan bir X matrisinin var oldugunu kabul edclim. X
matrisinin ranki r ise X matrisini Teorem 2.3.1 den ranklan r olacak sekilde nxr
tipinde U ve rxp tipinde V matrislerinin ¢arpimi olarak yazabiliriz. Yani Y =U.V
dir. Bu halde, eger AX = 0 ise AU = 0, ve nxr tipindeki her D matrisi igin
U=(-AfA)D dir. Yine XB =0 ise VB =0 ve kxp tipindeki her E matrisi igin
V = E(I - BB®) olarak yazanz. Y = U.V oldugundan

X=(-A*A)DE(l - BB®)

olur. DE = Z keyfi olarak alirsak

X=(1-A%A)Z(1-B13%) (3.3.1)
olur. Yine (3.3.1), AX = 0 ve XB = 0 denklemlerini saglayacagindan bir ortak
¢Ozamdur.

1 0 1 | 1 0 1 O
Ornek33.1. |0 1 -1 0f[X]=0 ve [X]j-1 1 -1 1[=0
11 0 1 0O 1 0 |
denkleminin ortak ¢6ziimini bulalim. Burada
1 0 1 1 1 0 1 1
A=|0 1 -1 O0}veB=(0 1 -1 O Qlarak alalim.
1 1 0 1 1 1t 0 |
1 0 0 -1 -1 1
-2 1 1 0 0 1
8 _ g _
A -1 1 0} B i 0 0
0 -2 1 -1 -1 1
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11 (2) —13 —11 0 -1
ABA = , BBE=[-1 0 1
-1 1 -2 -l | -1 2
I -1 2 1
Lo s
(I-ABA)= 03 1l (I-BB8)=|1 1 -1
-1 1 =2 0 P
degerlerini Teorem 3.3.1 ile verilen genel ¢6ziimde yerine yazarsak
[k, k, ks
Z= ko ks kg keyfi matrisi i¢in genel ¢6ziim
ks kg k¢
ko ki kyp
[0 0 -1 —1[[k, k, Ky i,
{1 -1 3 1iky; ks kg - i
a3 ]k ke K : : _: olur.
0 1 0 -1 -1 1
0 00 . e 2 2 =2 ]
K= 110 keyfi matrisi igin ¢ozim X = s 2 o bulunur.
0 0 1 -1 -1 1

3.4. AX =C ve XB =D Denklemlerinin Ortak Coziimii

Teorem 3.4.1. A,B,C ve D sirasi ile mxn, pxq, mxp, nxq tipinde matrisler olmak
tizere AX = C ve XB = D uyumlu denklemlerinin bir ortak ¢oztimiiniin olmast
icin gerek ve yeter sart
AD=CB
olmasidir.Bu halde genel ¢6zim Z, nxp tipinde key(i bir matris olmak tizere
X =ABC+DB? - AS.ADBS + (- A2A)Z(] - BB®)

dir [14].
ispat. AX=C ve XB =D denklemleri uyumlu olarak verilir. Denklemlerin bir X
ortak ¢6ziimin varligini kabul edip AD = CB oldugunu gosterelim.



AX=C = AXB=CB

XB=D = AXB=AD (3.4.1)
olarak yazabiliriz. Bu iki esitlikien AXB=CB = AD olur.
Simdi AD = CB esilligini kabul edip AX = C ve XB = D denklemlerinin
bir ortak ¢6ziimiini bulalim.
AX = C denklemi uyumlu oldugundan denklemin genel ¢6ziimu, keyli Z
matrisi i¢in
X=AC+(-ABA)Z . 34.2)
dir. Yine XB =D denklerﬁi uyumlu oldugundan denklemin genel ¢oziimi, W
key[i matrisi i¢in
X =DB? + W(l - BB%) (3.4.3)
dir. Simdi AX = C denkleminin 6zel ¢6ziimii (3.4.3) de W keyli matrisi yerine ve
yine XB = D denkleminin DB® 6zel ¢oziimiinide (3.4.2) de Z keyfi matrisi
yerine yazalim. Bu halde (3.4.2) ve (3.4.3) genel ¢6ziimlerini

X=AEC+(I-ASA)DB® = ASC+DBS% - ASADR? (3.4.4)

X=DBt+ASC(1-BB8) = ALC+DB: - ASCBI3® (3.4.5)
olarak yazariz. AD = CB kabiilinden hareketle (3.4.5) esitliginde CB yerine AD
yazarsak orlak 6zel ¢oziim

X=ASC+DB® - ASADB®
olur. Buradan AX = C ve XB = D denklem ¢iftinin uyumlu oldugunu séyleye-
biliriz. Denklemleri saglayan genel ¢oziim ise AX = C ve XB = D denklemlerinin
ortak ozel ¢ozimi ile AX = 0 ve XB = 0 denklem ¢iflinin genel ¢ézimiinin
toplami olacagindan Z, nxp tipinde belirtilen key(i bir matris olmak tizere genel
¢oziimii Teorem 3.3.1 ile birlikte

X=ABC+DB8 - AEADBE +(1- ASA)Z (1- BB®)

olarak yazariz.

2 1 1 4 0 -5 | O I I VI
Ornek3.4.1.| 1 1 0 X]=[1 0 2] ve[X]j1 2 -1]|=]0 -1 1
-1 0 -1 -3 0 3 01 -1 [2 0 2
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uyumlu matris denklemlerinin ortak ¢éziimiinin olup olmadigini aragtirip ¢6zim
var ise genel ¢ozamana bulalim.

Denklemde

2 1 1 1 1 O 4 0 -5 I 0 1
A={1 1 0|, B=j1 2 -1[,C=]1 0 =2|D=|0 -1 1
-1 0 -1 01 -1 -3 0 3 2 0 2
olarak alalim. Buradan
4 -1 5 4 -1 5
AD={1 -1 2} CB=|1 -1 2
-3 0 -3 -3 0 3

olduklrindan A.D = C.B olup denklem ¢iflinin ortak ¢6zima vardir. Yine

I -1 0 2 -1 0 10 1 1 00
At=[-1 2 OB®=|-1 1 Of ABA=|0 1 -1, BB.=|0 1 0
0 0 0 0 0 0 00 0 -1 10
2 -1 0 3 0 3] - 6 30
DB¢=|1 -1 0| AtC={-2 0 1| ABADB®=(-3 1 0
4 20 0 00 0 0 0
-1 2 -3 00 -I
ASC+DBE-ABADBE=|2 -2 1| (I-A%A)={0 0 1
I -1 1 00 I
0 0 0 [k, k, ki
(I-BB&)=|0 O 0{ ve Z=|k, ks kg kullanarak;
'303 2-10][6 -30] [00-1k, k, ks][O0 0 ©
X=|-20 +1—10-——2Ol+0011\4k5k6000
(00 4 20010 00| {001 [k, kg kgfl1 —11
- 2 "k() k() _k() l‘—k() 2+k9 "3“k9
X= 2 -2 1 + 1\9 kg ko |[=]2+ky -2-ky l+ky
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11 2 -1 2 -3
Ozelolarak Z=|1 1 1| i¢in X ¢ozimi X=|2 -2 1| olur
010 4 -2 0

3.5. AX - YB = C Matris Denkleminin Coziimii

Bir [ cismini ve mxn tipindeki matrislerin uzayt My, , ve Ann AASA=A
esitligini saglayan genellestirilmis tersi A8 olsun. Bu halde AX - YB = C matris
denkleminin varli1 ve genel ¢bziimii igin asagidaki teoremi verebiliriz.
Teorem 3.5.1. AeM,, , BeM, , ve CeMy, ,, olarak alindiginda

AX-YB=C
denkleminin XeM,, ; ve YeMy, ¢Oziim ¢iflinin olmast igin gerek ve yeter sart
(1-AAB)C(1-B®B) = 0

olmasidir. Bu sart saglandiginda AX - YB = C denkleminin genel ¢oziimii
WeMy, ve ZeMy, keyfi matrisler olmak izere,

X=ASC+ ALZB +(I- ASA)W (3.5.1)

Y= -(1-AABCBE+Z-(1-AA%)ZBI3® (3.5.2)
dir [4].
Ispat.
AX-YB=C (3.5.3)
denkleminin X ve Y gibi qGiﬂmﬁnﬁn oldugunu kabul edip (I-AA8)C(I-BEB) =0

oldugunu gosterelim.
(3.5.3) denklemini soldan (I - AA®) ve sagdan (I - B2B) ile garparsak

(1- AA®)[AX - YB](I- B8B)=(I - AAS)C (I - B¢B)

[AX - YB-AABAX + AABYB](I- BEB)=(I- AA2)C (I - BEB)

[- YB+AALYB](I- BEB)= (I- AA2)C (I - BEB)

-YB+AASYB+ YBB!B-AASYBBEB = (I- AA2)C (1-B¢B)
0=(-AAB)C( - BEB) (3.5.4)

olur. Simdi (I - AAB)C(I - BEB) = 0 oldugunu kabul edip X ve Y ¢ozimlerini
bulalim ya da (3.5.3) denkleminin uyumlu oldugunu gosterelim.
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(1- AASYC(I - BEB) =0
(C-AASC)(I-BEB)=0
C-CBEB-AAEC+AASCBEB=0
AAEC+CBEB-AASCBEB=C
AAEC+(1-AAB)CBEB=C olur.

Bu son esitlikte X = A8C ve Y = (I - AA8) CB® olarak secersek X ve Y
(3.5.3) denkleminin bir ¢6ziimi olur. Yani AX - YB = C uyumludur.

Simdi AX - YB = C denkleminin genel ¢éziimiinii bulmaya ¢aligalim.
(3.5.4) esitliginin varhgin kabul edelim. Ayrica W ve Z nin her key(i segimi igin
(3.5.1) ve (3.5.2) degerleri (3.5.3) denklemini saglar. (3.5.1) ve (3.5.2)
degerlerinin (3.5.3) denkleminin genel ¢ozimu oldugunu gosterelim. (3.5.3)
denklemini uyumlu kilacak her X, ve Y, ¢6ztimlerinin varligim kabul edelim.
Yani X, eMy , ve Y,eMy, igin

AX,-Y,B=C
olsun. (3.5.1) ve (3.5.2) ifadelerinde W =X, ve Z =Y, olarak secersek

X=AC+ABYB+(1-A%A)X,
= A3(AX,- Y,B)+ A8YB+X,- ASAX,
= ABAX,- ABY B+ A8Y B+ X, - ASAX,
= X,
ve
Y=-(I-AAB)CBE +Y,-(1-AAL)Y BB®
= -(I1-AAB)(AX,-Y,B)BE+Y,-(1-AAB)Y, B3
= -(1- AA®) (AX,B® - Y,BB%)+ Y, - Y,BB® + AALY BI3S
=-[AX,BE-Y,BBE-AABAX ,BE+AAEY BB8]) +Y,-Y,BBE + AABY, BI3®
= -AX,B®+Y,BB® + AX,B% - AASY,BBE +Y,- Y,BB® + AALY,BI3®
=Y,
olur. Bunlar bize W ve Z nin her keyfi se¢imi i¢in X ve Y nin ¢6ziim olacagini
gosterir. Bu ¢oziimde denklemin genel ¢ozimadiir.

31 1 1 -1 1] [l
Ornek35.1.12 1 0 [X]-[Y)-1 2 0|=]|!
-1 0 -l -1 1 -1 |0 -3
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matris denkleminin ¢6zimuniin olup olmadigini arastiralim. C6ziim var ise genel
¢oztimi bulalim.

1 1 0
I -1 |
0 -3 0

3 1 1 1 -1 1
Denkelmde A={2 1 0], B=|-1 2 0} C=
-1 0 -1 -1 1 -1

olarak yazariz. Yine

O i
oS O O

0 2
0|, BE=j1
0 0

S OO
)
(i
oy
I
S O -
S - O
S - N

0 -2
0 -1
0 1

o O C

0 0 0
(I-AA8)=l0 0 0| (@-BtB)=
' I -1 1

olarak yazanz. Simdi (I-AAB)C(I-B®B) = 0 esilliginin saglanip

saglanmadiZina bakalim.

0 0o offlt 1 oo o -2
(I-AAB)C(1-BtB)=|0 O Of1 -1 1) lo0 O -I
I -1 1lo -3 0jJo 0 1

0 0 oo o 2] fo o0 o0

=0 0 00 0 —t|={0 0 O

0 -1 —1JJo 0 1] |0 00O

esitligi saglandigindan denklemin ¢ozima vardir. Simdi denklemin genel

¢Oztimiini bulalim.,

0 2 -l 3 2 0 1 0 1
ABC=|1 -5 3|, CB®=|1 0 0} ABA={0 1 -2
0 0 O -3 -3 0 00 O
0 0 -1 1 0 0
(I-A%A)=]0 0 2|, BB¥=| 0 | 0f vekeyfi
0 0 1 -1 0 0
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k; ko ki Attt
Z = k4 k5 k(, Ve W = t4 t5 t()
Kk, ke ko Gty t

matrislerini X ve Y ¢oziimlerinde yerine yazarsak

02 -17[1 -10]k; kg ka[1 =1 17 JOO=1t, t, t5
X= l——5 3 + "2 3 0 k4 l\'5 k(, —l 2 0 + 00 2 14 ts t(,
0 0 0l[t 1 O3 2 0] [k. ky, k3] [0 0 O]k, ko, k;][1 0 0
Y=-]0 0 O}[1 -1 1f{1 0 O0|+|k, ks kg|-]0 O Ok, ks ks||]O 1 0
I -1 1][0 -3 1][-3 3 0f |ky kg ko] [1 =1 1] k; kg ko[|~1 O O
1 0 O 0O 0 1.
Z=|10 0 0] ve W=[0 0 O] keyfi matrisleri i¢in ¢oziim,
0 0 -1 -1 0 -l

2 1 | I 0
X=|-3 -3 -1} ve Y=|/0 0
-1 0 -1 -1 1
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SONUC

AX-YB = C matris denkleminin ¢ozamiinden hareketle, XA - BY = C
matris denkleminin ¢oziimil igin gerekli ve yeterli garti

(I - BB®)C (I - ABA)=0
olarak yazabiliriz ve benzer olarak genel ¢6ziim

X=CA% +BZA8 + W(I - AA®)

Y=-BC(-ABA)+Z-BEBZ (I- AEA)
olur. Ayrica AX - YB = C matris denkleminin ¢oziminan varligi ve gencl
¢Ozimiini goz onine alir, B = 0 olarak segersek, AX = C matris denkleminin
¢ozimi igin gerekli ve yeterli sarti AAC = C olarak buluruz. Yine AX = C
matris denklemi igin genel ¢oziimiin

X=ASC+ALZO+(1- ASA)W = ABC + (I - ASA)W

oldugu sonucuna varinz.

(%]
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