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OZET

Doktora Tezi
TOPOLOJIK UZAYLARDA SUREKLILIGIN AYRISIMI

Yusuf BECEREN
Selguk Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Danigman : Prof, Dr. Saziye YUKSEL
1995, Sayfa : 52

Bu caligmada, B*-siireklilik ve zayif B*-siireklilik kavramlarimi tanimladik ve
strekliligin yeni iki ayngimm elde ettik: (1) £ : (X,1) — (Y,v) fonksiyonunun siirekli
olmasi igin gerek ve yeter sart f nin o-siirekli ve B*-siirekli olmasidir; () f: X > Y
fonksiyonunun siirekli olmast igin gerek ve yeter sart f nin semi siirekli ve zayif p*-
siirekli olmasidir. Surekliligin bu yeni ayngimlan, [21], [37], [38], [39], [12], [40],
[15], [13], [36], [6] daki ayngimlardan farkhdir. Aynca D(o.,s)-siireklilik kavramini
tammladik ve o-siirekligin yeni bir ayngimim elde ettik: £ : X — Y fonksiyonunun o-
siirekli olmas: igin gerek ve yeter sart f nin semi siirekli ve D(a,s)-siirekli olmasidir.

Anahtar Kelimeler : B*-siireklilik, zayif B*-siireklilik, D(a.,s)-siireklilik.



ABSTRACT

Doctora Thesis
ON DECOMPOSITION OF CONTINUITY IN TOPOLOGICAL SPACES

Yusuf BECEREN
Selguk University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor : Prof. Dr. Saziye YUKSEL
1995, Page : 52

In this study, we introduce the notions of B*-continuity and weakly P*-
continuity in topological spaces, and obtain two new decompositions of continuity: (1)
a function f : (X,7) — (Y,v) is continuous if and only if it is both o.-continuous and B*-
continuous; (1) a function f: (X,t) — (Y,v) is continuous if and only if it is both semi
continuous and weakly B*-continuous. New decompositions of continuity is different
from decompositions in [21], [37], [38], [39], [12], [40], [15], [13], [36], [6].
Together with the notion of D(a.,s)-continuity, we obtain a new decomposition of a-
continuity: a function f : X — Y is a-continuous if and only if it is both semi
continuous and D(a,s)-continuous.

Key Words : B*-continuity, weakly B*-continuity, D(a.,s)-continuity.
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GOSTERIMLER

A~ : A kimesinin kapamnst

A° : A kiimesinin i¢i

AS : A kiimesinin simn

o(X) : (X,7) uzayindaki biitiin a-agik kiimeler ailesi

PO(X) : (X,7) uzayindaki biitiin a-agtk kiimeler ailesi

SO(X) : (X,1) uzayindaki bitiin o-agik kiimeler ailesi

a(X,x) : Bir xeX noktasini igeren biitiin a-agik kiimeler ailesi
PO(X,x) : Bir xeX noktasim igeren biitiin o-agik kiimeler ailesi
SO(X,x) : Bir xeX noktasim igeren biitiin o-agik kiimeler ailesi
(A)y~ : A kiimesinin a-kapanist

(A)p™ : A kiimesinin prekapanist

(A)s™ : A kiimesinin semi kapamg

(A)° : A kiimesinin o-igi

(A)p° : A kiimesinin preigi

(A)s° : A kimesinin semi igi



1. GIRIS

Bu Tezin 2. Bolimiinde, siireklilifin aynsimlan ile ilgili simdiye kadar
yapilagelmis cahgmalar agafidaki bigimde kisaca ozetlenmig, her ayngim hakkinda
yorum yapilmugtir. Aynica 2. Boliimde; yalnizca ifadeleni verilen 2.1.2. Lemma, 2.3.8.
Lemma, 2.3.12. Lemma, 2.4.9. Lemma, 2.5.8. Lemma, 2.6.4. Lemma, 2.9.3. Lemma
v.b. 6zelliklerinin ispatlan yapilmigtir:

N. Levine, [21] de siirekliligin bir ayngimmn vermigtir: f : (X,t) — (Y,v) fonk-
siyonunun siirekli olmast igin gerek ve yeter sart f fonksiyonunun zayif siirekli ve zayif*
siirekli olmasidir. D. A. Rose [37], lokal zayif* siirekliligi tammlayp, N. Levine nin
ayngimm genellestirmigtir: f: X — Y fonksiyonunun siirekli olmast igin <> f nin zayif
stirekli ve lokal zayif* siirekli olmasidir. [30] da, zayif a-siireklilik incelenmigtir. D. A.
Rose [38], [37] deki kendi aynsiminin bir genellestirmesini yapmustir: f : X — Y
fonksiyonunun siirekli olmas1 igin < f nin zayif a-siirekli ve lokal zayif* siirekli
olmasidir. [28] de, a-agik kiime kavrami verilmigtir. [22] de, semi agik kiime ve semi
siireklilik kavramlari incelenmistir. [27] de, a-siireklilik galigilmis ve presiireklilik [25]
kavramuyla birlikte, a-stirekliligin bir ayngim: elde edilmigtir: f: X — Y fonksiyonunun
o-siirekli olmasi igin <> f nin presiirekli ve semi siirekli olmasidir. J. Tong [39], A-
kiime ve A-streklilik kavramlarim tammlayip, siirekliligin bir ayngimini elde etmistir:
f: (X,1) = (Y,v) fonksiyonunun siirekli olmasi igin <> f nin o-sirekli ve A-siirekli
olmasidir. [4] de, lokal kapal: kiime kavramu verilmigtir. M. Ganster ve I. L. Reilly,
[11] de LC-siireklilik kavramim tamimlayip, [12] de sireklilifin bir ayngimim
vermiglerdir: f : X — Y nin siirekli olmasi igin <> f nin presiirekli ve LC-siirekli
olmasidir. [12] de, A-siireklilifin bir ayngimu verilmigtir: f : (X,t) — (Y,v) fonksi-
yonunun A-siirekli olmasi igin <> f nin semi siirekli ve LC-stirekli olmasidir. J. Tong
[40], B-kiime ve B-siireklilik kavramlarini tanimlayip, siireklilifin bir baska ayrigimim
elde etmistir: f : X — Y nin siirekli olmast igin < f nin presiirekli ve B-siirekli
olmasidir. [13] de, zayif B-kiime ve zayif B-siireklilik kavramlan tanimlanip, siirekliligin
bir aynsim elde edilmigtir: f : X — Y fonksiyonunun siirekli olmasi igin <> f nin
presiirekli ve zayif B-stirekli olmasidir. [15] de, C-kiime ve C-siireklilik kavramlan
tammlanip, sirekliligin bir ayngimi daha elde edilmigtir: £ : X — Y nin siirekli olmasi
igin < f nin a-siirekli ve C-siirekli olmasidir. M. Przemski [36], D(c,a)-siirekliligi
tammlayip, sireklilifin bir aynisimini vermigtir: £ : X — Y nin siirekli olmast igin <> f
nin o-sirekli ve D(c,a)-siirekli olmasidir. Aym1 zamanda [36] da, D(o,p)-siireklilik
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tammlanip, a-siirekliligin ayrigimi genellestirilmigtir: f : X — Y nin a-siirekli olmasi
i¢in <> f nin presiirekli ve D(a.,p)-siirekli olmasidir. Son olarak [6] da, bagil siireklilik
tamimlanmus ve siirekliligin farkh bir ayrisim elde edilmigtir: f : X — Y fonksiyonunun
siirekli olmas: igin <> f nin zayif siirekli ve bagil siirekli olmasidir.

Bu Tezin 3. Boliimiinde ise B*-kiime ve B*-siireklilik kavramlarin: tanimlayp,
stirekliligin yeni bir ayngimin elde ettik: " f : (X,1) = (Y,v) fonksiyonunun siirekli
olmasi igin <> f nin a-siirekli ve B*-siirekli olmasidir " 6zelligini ispatladik.

4. Bolimde, zayif B*-kiime ve zayif B*-siireklilik kavramlanm tammiayrp,
siirekliligin yeni bir aynsimim elde ettik: " f: (X,7) > (Y,v) fonksiyonunun siirekli
olmas; i¢in <> f nin semi siirekli ve zayif B*-sirekli olmasidir " 6zelligini bulduk.
Ayrica D(a,s)-kiime ve D(a,s)-sireklilik kavramlarim taimlayip, o-stirekliligin yeni
bir ayngimim elde ettik: " £: (X,t) - (Y,v) fonksiyonunun o-siirekli olmas: igin <> f
nin semi siirekli ve D(a,s)-siirekli olmasidir " sonucunu bulduk.

Bu ¢alismada, uzay olarak topolojik uzaylan ve f: X — Y ile de X uzayindan
Y uzay igine bir fonksiyonu gosterecegiz. (X,t) topolojik uzay ve bir AcX alt kiimesi
gosterecegiz. Eger A = A~° ise A kiimesine regiiler agik kiime; A = A°- ise A kiimesine
regiiler kapal kiime [8] denir. Eger AcA®=° (ACA™°, AcA®") ise A kiimesine a-agik
[28] (preagik [25], semi agik [22]) denir. (X,t) uzayindaki biitiin o-agtk (preagik, semi
a¢ik) kiimelerin ailesini, a(X) (PO(X), SO(X)) ile gosterecegiz. Bir xeX noktasim
iceren biitin o-agtk (preagik, semi agik) kiimelerin ailesini de a(Xx) (PO(Xx),
SO(X,x)) ile gosterecegiz. (X,t) uzayindaki bir a-agtk (preagik, semi agik) kiimenin
timleyenine, a-kapali [27] (prekapal [25], semi kapah [3]) kiime denir. A kiimesini
kapsayan biitiin a-kapali (prekapali, semi kapali) kiimelerin kesigimine, A kiimesinin
a-kapamgi [1] (prekapamst [9], semi kapanigt [7]) denir ve (A)y~ ((A)y, (A)s) ile
gosterilir. Bir A kiimesinin kapsadif1 biitiin o-agtk (preagik, semi agik) kiimelerin
birlesimine, A kiimesinin o-igi [1] (preigi [26], semi i¢i [7]) denir ve (A),° ((A)p°,
(A)s°) ile gosterilir.



2. SUREKLILIGIN AYRISIMLARI HAKKINDA KISA BiLGI

Bu bolimde, siireklilifin ayngimim tegkil eden bilinen bitin ayngimlan
inceliyecepiz. Sirekliligin ayngimum ilk defa, 1961 yiinda N. Levine [21] vermigtir.
Once, N. Levine nin bu ayngimini inceliyelim.

2.1. N. Levine Anlaminda Siirekliligin Ayrigim

2.1.1. Tanm. f : (X,;7) — (Y,v) fonksiyonu ve herhangi bir xeX noktasi
verilsin. f{x) noktasim igeren her VCY agik kiimesi igin flU) c V- olacak sekilde x
noktasim igeren bir U=X agik kiimesi varsa, f fonksiyonuna zayif siirekli [21] denir.

2.1.1. Lemma.[10],[21] £ : (X,1) — (Y,v) fonksiyonu verilsin. Bu takdirde
asagidakiler egdegerdir.

1) f fonksiyonu zayif siireklidir;

u) Her VY agik kiimesi igin £-1(V) < (F-1(V"))°;

m) Her VCY agik kiimesi i¢in (f-' (V) < -1 (V7).

Ispat. 1) = (n). Her VCY agik kiimesi ve bir xef ~! (V) noktas: verilsin.
Buradan f(x)eV olur. f fonksiyonu zayif siirekli oldugundan, {lU)cV- olacak sekilde x
noktasini igeren bir UcX agik kiimesi vardir. Dolaysiyla xeU < £-1(V-) olur. O halde
xe(f-1(V-))° dir. Béylece £-1(V) c (f-1(V7))° olur.

(1) = (m). Herhangi bir VY agik kiimesi verilsin. Buradan Y-V~ kiimesi Y de
agtk kiimedir. (u) den, X - £71 (V") = £=1(Y-V?) < (f 7 (Y-V)))° c (F 1 ((Y-V)))° =
1 (Y-V))° =X - (£ (V)) elde edilir. O halde (f ! (V))" < £ (V") olur.

(m1) = (1). xeX noktasin1 alalim. f(x) noktasin igeren herhangi bir VY agik
kiimesi verilsin. Bu takdirde f{x)2(Y-V-)~ ve xef =1 ((Y-V-)") olur. Y-V~ kiimesi, Y de
agik oldugundan, () den, (f ! (Y-V-))< £~ ((Y-V-)") olur. Buradan x&(f -1 (Y-V-))~
elde edilir. Kapanis noktast tammindan, Un(f -1 (Y-V-)) = @ olacak sekilde x noktasim
iceren bir UcX agik kiimesi vardir. Buradan Un(X - f -1 (V7)) = & olur. Dolayistyla
U < f 7 (V") elde edilir. Boylece {lU) < V- olur. O halde f fonksiyonu zayif
stireklidir.
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Ispatsiz olarak D. A. Rose [37] tarafindan verilen asafidaki ozelligi
gergekleyelim:

2.1.2. Lemma. f: (X,1) = (Y,v) fonksiyonunun zayif siirekli olmast igin
gerek ve yeter sart her VeB igin f -1 (V) < (f ! (V7))° olacak sekilde Y tlizerindeki
topolojinin bir B agik tabani vardir.

ispat. =. 2.1.1. Lemmadan agiktir.

<=. Her xeX noktas: ve f(x) noktasini igeren herhangi bir VY agik kiimest
verilsin. V= B oldugunu varsayalim. Bu durumda f(x)eB olacak sekilde bir Bef3

Bef
agik kiimesi vardir. Hipotez geregince, xef -! (B) < (f-! (B~))° olur. Boylece f -1 (V) =

f( U B)y= U f1@B)c U (@)’ c( U E*@N° =" (U B))°=
Bep Bep Bep Bef Bep

€1 U B))° = (-1 (V)) elde edilir. O halde 2.1.1. Lemma (u) geregince, f
Bep

fonksiyonu zayif stireklidir.

2.1.3. Lemma.[21] Her siirekli fonksiyon zayif siireklidir.

Ispat. f: (X,7) - (Y,v) fonksiyonu siirekli olsun. Herhangi bir x€X noktas
verilsin. f fonksiyonu siirekli oldugundan, f(x) noktasini igeren her VCY agik kiimesi
icin, f{U)cV olacak sekilde x noktasim igeren bir UcX agik kiimesi vardir. Buradan
f{U)cVV- olur. O halde f fonksiyonu zayif siireklidir.

2.1.1. Uyarw[21] Zayif siirekli bir fonksiyonun siirekli olmas: gerekmez.

2.1.1. Ornek.[30] X={a,b,c,d} kiimesi Gizerinde 1={X,&,{b},{c},{b,c},{a,b},
{a,b,c},{b,c,d}} topolojisi verilsin. f : (X,7) = (X,7) fonksiyonu f{a)=c, f{b)=d, f{c)=b,
f(d)=a geklinde tanimlansin. Bu takdirde f fonksiyonu zayif siireklidir, fakat siirekli
degildir.

2.1.2. Tanmm. (X,) topolojik uzay: verilsin. Herhangi bir xeX noktasin igeren
her VcX agik kiimesi igin, W-cV olacak gekilde x noktasimi igeren bir WX agik
kiimesi varsa, (X,1) uzayina regiiler (diizenli) uzay [20] denir.
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2.1.4. Lemma.[21] (Y,v) uzay bir regiler uzay olsun. f : (X;1) = (Y,v)
fonksiyonunun siirekli olmas: igin gerek ve yeter sart f fonksiyonunun zayif siirekli
olmasidir.
ispat. =. 2.1.3. Lemmadan agikur.
<. Her xeX noktas: ve f{x) noktasin igeren herhangi bir VCY agik kiimesi
verilsin. Y regiiler uzay oldugundan, f{x)eWcW-cV olacak sekild(% bir WY agik
kiimesi vardir. f fonksiyonu zayif sirekli oldugundan, f{lU)cW- olacak sekilde x
noktasim iceren bir UcX agik kiimesi vardir. Dolayistyla f{lU)cV olur ki f fonksiyonu
stireklidir.

2.1.3. Tanm. f : (X,7) = (Y,v) fonksiyonu verilsin. Y deki her V agik kiimesi
igin £-1(VS) kiimesi, X de kapah ise f fonksiyonuna zayif* siirekli [21] denir.

N. Levine [21] tarafindan ispatsiz verilen ozelligi kisaca gosterelim:

2.1.5. Lemma. Her siirekli fonksiyon zayif* siirekhdir.

Ispat. f : (X,1) = (Y,v) fonksiyonu siirekli olsun. Herhangi bir VCY agik
kiimesini alalim. Bu durumda VS = V-(Y-V)" kiimesi, Y de bir kapah kiimedir. f
fonksiyonu siirekli oldugundan f -1 (VS) kiimesi, X de kapalidir. O halde f fonksiyonu
zayif* siireklidir.

2.1.2. Uyar.[21] Zayif* siirekli bir fonksiyonun siirekli olmasi gerekmez.
2.1.1. Omek ve 2.1.2. Omekten zayif siireklilik kavrami, zayif* siireklilik kavramindan

bagimsizdir.

2.1.2. Ornek.[30] X={ab,c} kiimesi iizerinde 1={X,&,{a}} ve L=P(X)
topolojileri verilsin. f : (X,1) — (X,v) birim fonksiyonu zayif* siireklidir, fakat zayif
stirekli degildir.

2.1.1, Teorem.[21] f: (X,1) = (X,v) fonksiyonunun siirekli olmas: igin gerek
ve yeter sart f fonksiyonunun zayif siirekli ve zayif* siirekli olmasidir.

Ispat. =. 2.1.3. Lemma ve 2.1.5. Lemmadan agiktir.

<. f fonksiyonu zayif siirekli ve zayif* siirekli olsun. Herhangi bir xeX noktasi
verilsin. f{x) noktasim igeren herhangi bir VY agik kiimesini alahm. f fonksiyonu
zayif siirekli oldugundan, fU)cV- olacak sekilde x noktasim igeren bir UcX agik
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kimesi vardir. VS = V- - V oldugundan, f(x)¢VS olur. Dolayistyla xe¢f -1 (V) dir.
Boylece U - f -1 (VS) kiimesi, X de agiktir ve x i igerir. $imdi U - £ -1 (V$)) < V
oldugunu gostermeliyiz. ze(U - f -1 (VS)) alalim. Buradan z€U olur. f fonksiyonu zayif
stirekli oldugundan, f(z)e V- elde edilir. z¢f =! (VS) oldugundan, f(z)gVs = V- - V
olur. Béylece f(z)eV olur. O halde f fonksiyonu siireklidir.

2.2. N. Levine nin Ayrsimnm Bir Genellestirilmesi

D. A Rose [37], zayif* siireklilii, lokal zayif* siireklilik olarak zayiflatarak,
N. Levine nin ayngimini genellegtirdi.

2.2.1. Tamm. f: (X,7) = (Y,v) fonksiyonu verilsin. Her Ve8 icgin f -1 (V5)
kiimesi, X de kapah olacak gekilde Y iizerindeki topolojinin bir B agik tabam varsa, f
fonkstyonuna lokal zayif* siirekli [37] denir.

2.2.1. Lemma.[37] Her zayif* siirekli fonksiyon lokal zayif* siireklidir.
Ispat. 2.2.1. Tanimdan agiktr.

2.2.1. Uyan.[37] Lokal zayif* siirekli bir fonksiyonun zayif* strekli olmasi
gerekmez.

2.2.1. Ornek.[37] R reel sayilar kiimesi iizerinde aligilmis topoloji verilsin. Q
rasyonel sayllar’kﬁmesi ve Z tamsayilar kiimesi olmak iizere bir g : Q — Z birebir-6rten
fonksiyonu verilsin. f : R — R fonksiyonu her xeQ igin f{x)=g(x) ve her xeR-Q i¢in
f(x)=x seklinde tammlansin. Agik araliklanin ahgilmig tabanina gore, f fonksiyonunun
lokal zayif* siirekli oldugu agtktir. Diger taraftan herhangi bir V=U{(2n, 2n+1) : neZ}
kiimesi, R de agtktir. Fakat f-!(VS)=f-1(Z) = Q kiimesi R de kapah degildir. O halde
f fonksiyonu zayif* siirekli degildir.

2.2.2. Uyan. 2.1.1. Omek ve 2.1.2. Omnekten zayif siireklilik kavrami, lokal
zayif* stireklilik kavramindan bagimsizdir.

2.2.1. Teorem.[37] f : (X,7) = (Y,v) fonksiyonunun siirekli olmas i¢in gerek
ve yeter sart f fonksiyonunun zayif siirekli ve lokal zayif* siirekli olmasidir.
Ispat. =. 2.1.1. Teorem ve 2.2.1. Lemmadan aciktr.
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<=. f fonksiyonu zayif siirekli ve lokal zayif* surekli olsun. f fonksiyonu lokal

zayif* siirekli oldugundan, her Vep igin f -1 (VS) = f =1 (V-) - £ 71 (V) kiimesi, X de

kapah olacak sekilde Y iizerindeki topolojinin bir § agik tabam vardir. Buradan her

VeB igin £ 2 (V) = 7 (VON(X - f 7 (V) olur. f fonksiyonu zayif sirekli

oldugundan, 2.1.2. Lemma geregince, f -1 (V) < (f ! (V-))° olur. Dolayisiyla f =! (V) =

X - £-1(V8)) N (f-1(V))° elde edilir. Boylece £ 1 (V) kiimesi, X de agiktir. O halde f
fonksiyonu siireklidir.

2.3. a-~Siirekliligin Bir Ayrgmm
A S. Mashhour ve ark [27], a-siirekliligin bir ayrigimimi olugturdular.

2.3.1. Lemma.[28] Her a¢ik kiime a-agiktr.

Ispat. (X,1) topolojik uzayr ve bir AcX agik alt kimesi verilsin. A agik
oldugundan A = A° dir. A° ¢ A°° oldugundan, A < A°-° olur. O halde A kiimesi bir
a-agik kiimedir.

2.3.1. Uyan. o-agik bir kiimenin agik olmas: gerekmez. Ayrica her kapah
kiimenin a-kapal oldugu agiktir, Fakat o-kapali bir kiimenin kapali olmast gerekmez.

2.3.1. Ornek. X={a,b,c} kiimesi iizerinde ={X,@,{a}} topolojisi verilsin. Bu
takdirde a(X)={X,,{a},{a,b},{a,c}} oldugu agiktir. Buradan {a,b} kiimesi bir a-agik
kiimedir, fakat {a,b} kiimesi agik bir kiime degildir. Aynca {b} kiimesi bir a~-kapah
kiimedir, ancak {b} kiimesi kapali bir kiime degildir.

2.3.2. Lemma.[28] (X,1) topolojik uzay1 ve bir AcX alt kiimesi verilsin. Bu
takdirde Aca(X) olmasi igin gerek ve yeter sart her BeSO(X) icin AnBeSO(X)
olmasidir,

Ispat. =. Aca(X) olsun. Her BeSO(X), xe A~B noktast ve bir Uet (xU)
kiimesi verilsin. Aea(X) oldugundan, AcA°-° olur. Buradan UNA°-° kiimesi agik bir
kiimedir ve x noktasini igerir. BeSO(X) oldugundan, BcB°- ve xeB°- olur. Kapanig
noktasi tammundan, (UNA°°)NB°#d dir. V=(UnA°°)~B° diyelim. VcA°-
oldugundan, @ # VNA° = Un(A°~B°) elde edilir. Buradan xe(A°~B°)" olur. O
halde AMBc(A°nB°®)~ = (AnB)°- olur. Boylece AnBeSO(X) dir.
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<. Her BeSO(X) igin AnBeSO(X) olsun. Bu takdirde AeSO(X) olur. A

kiimesinin a-agik oldugunu gosterece@iz. Varsayalim ki A kiimesi o-agik olmasin. Bu

takdirde bir xe AN(X-A°-°) elemam vardir. B = X-A°- diyelim. Buradan xeB- olur.

Dolayistyla {x}UBeSO(X) olur. Boylece An({x}uB)eSO(X) elde edilir. Diger

taraftan An({x}UB)={x} dir. O halde {x} kiimesi agiktir. Béylece xe A°- iken x€ A°~°
olur. Bu ise kabuliimiizle geligir. O halde AcA°-° olur. Béylece A kiimesi a~-agiktir.

2.3.3. Lemma.[28] (X,7) topolojik uzay! verilsin. Bu takdirde a(X) ailesi, X
lizerinde bir topolojik yapidir.

Ispat. a;] X, @ea(X) oldugu agikr.

ay] Viel igin Ajeo(X) olsun. Bu durumda her i€l igin A;jcA;°° olur. Buradan

U Aic UAPP°c(U A< (U A)°°olur. Ohalde U Ajea(X) dir.

iel iel iel iel iel

a3] A, Ayea(X) olsun. Ajea(X) oldugundan, 2.3.2. Lemma geregince, her
BeSO(X) igin AjnBeSO(X) olur. Ajea(X) oldugundan, yine 2.3.2. Lemmadan,
A1NA,NBeSO(X) elde edilir. Boylece her BeSO(X) igin (A;nAy)NBeSO(X)
oldugundan, 2.3.2. Lemmadan, AjnAjea(X) olur. O halde o(X) ailesi, X iizerinde
bir topolojidir.

[28] de yalmizca ifadesi verilen asagidaki 6zellifi gosterelim:

2.3.4. Lemma. Her a-agik kiime semi agiktur.

Ispat. (X,7) bir topolojik uzay olsun. Herhangi bir Aeo(X) kiimesi verilsin. A
kiimesi a-agik oldugundan AcA°-° olur. Buradan ACA°- olur. O halde A kiimesi bir
semi ac¢ik kiimedir.

2.3.2. Uyan. Semi agik bir kiimenin a-agik olmas: gerekmez.

2.3.2. Ornek. X={a,b,c} kimesi iizerinde 7={X,@,{a},{b},{a,b}} topolojisi
verilsin. Bu takdirde a(X)={X,&,{a},{b},{ab}} ve SO(X)={X.2,{a},{b},{a b},
{a,c},{b,c}} olur. Buradan {a,c} kiimesi bir semi a¢ik kiimedir, fakat a-agik degildir.

2.3.3. Uyarn. Semi agik kiimeler ailesi, genelde bir topolojik yap1 olusturmaz:
2.3.2. Ornekteki (X,t) uzaym ele alalim. {a,c},{b,c}eSOX) i¢in {ac}n{b,c} =
{c}eSO(X) dir.



2.3.1. Tanmm. (X, 1) bir topolojik uzay olsun. Eger her Uex igin U-et ise (X,7)
uzayina extremally baglantisiz uzay [28] denir.

2.3.5. Lemma.[28],[31] (X,7) topolojik uzayr verilsin. SO(X) ailesinin X
tizerinde bir topoloji olmas: igin gerek ve yeter sart X uzaymm extremally baglantisiz
olmasidir.

Ispat. =. SO(X) ailesi, X iizerinde bir topolojik yap: olsun. Varsayalim ki X
uzay extremally baglantisiz uzay olmasin. Bu takdirde A-e7t olacak sekilde bir Aet
vardir. xeA- - A™° alahim. B={x}UA™ ve C=X-A"° diyelim. B>~ 5 A== = A~ D {x} ve
Co-=X-A° = C o {x} elde edilir. Boylece B,CeSO(X) dir. xeA~ - A™° oldufundan,
BAC = {x} kiimesi a¢tk degildir. Dolayistyla semi agik kiime de degildir. O halde
SO(X) ailesi, X iizerinde bir topolojik yapt olamaz. Bu ise bir geliskidir. Béylece X
uzay1 extremally baglantisizdir.

<. (X,7) uzay extremally baglantisiz olsun. a;]. X,@eSO(X) oldugu agiktir.

ay] Viel igin A;e SO(X) olsun. Bu takdirde her i€l igin AjcA;°" olur. Buradan

U Ajc U A c( UIAi°)' c( UI Aj)°- elde edilir. O halde U A;eSO(X) dir.
1e 1€

iel iel iel
az] A,BeSO(X) olsun. X extremally baglantisiz oldugundan, A°-ezr olur.
Buradan AnB c A®-nB°" < (A°"nB°)" — (AnB)° elde edilir. Boylece AnBeSO(X)

olur. O halde SO(X) ailesi, X iizerinde bir topolojidir.

2.3.6. Lemma.[29] Her a-acik kiime preagiktir.

ispat. (X;7) topolojik uzayi ve bir Acou(X) kiimesi verilsin. Aea(¥X)
oldugundan AcA°~° olur. Buradan AcA™ olur. O halde A kiimesi bir preagik
kiimedir.

2.3.4. Uyar1.[32] Preagik bir kiimenin o-agik olmasi gerekmez.

2.3.3, Omek.[32] X={ab,c} kimesi iizerinde ™={X,D,{a,b}} topolojisi
verilsin. Bu takdirde a(X)={X,&,{a,b}} ve POX)={X,J,{a},{b},{a,b}.{a,c}.{b,c}}
olur. {a} kiimesi preagiktir, fakat semi agik degildir.

2.3.5. Uyar.[32] Preagik kiimeler ailesi, genelde bir topolojik yap1 olusturmaz.
(X,7) uzay extremally baglantisiz olsa bile PO(X) ailesinin, X iizerinde bir topoloji
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olmas: gerekmez. Gergekten 2.3.3. Omekteki (X,7) uzay extremally baglantisizdir ve
{a,c},{b,c}ePOX) igin {a,c}n{b,c}={c}ePO(X) olur. 2.3.2. Omekteki (X,T) uzayim
alahm. {a,c} kiimesi semi agiktir, fakat preagik degildir. O halde preagik kiime
kavrami, semi acik kiime kavramindan bagimsizdir.

2.3.7. Lemma.[29] (X7) topolojik uzay1 ve bir AcX alt kiimesi verilsin. Bu
takdirde A kiimesinin a-agik olmasi igin gerek ve yeter sart A kiimesinin semi agtk ve
preagik olmasidir.

Ispat. =. A kiimesi bir a-agik kiime olsun. 2.3.4. Lemmadan, A kiimesi semi
agiktir. 2.3.6. Lemmadan, A kiimesi preagiktir.

<. A kimesi semi agik ve preagik bir kiime olsun. A kiimesi semi agik
oldugundan, AcA°- olur. Buradan A-cA°— = A°- ve dolayistyla A=°cA°-° elde edilir.
A kiimesi preagik oldugundan AcA=° olur. O halde A kiimesi a-agiktir.

2.3.2. Tamm. f : (X,7) = (Y,v) fonksiyonu verilsin. Y deki her agik kiimenin
ters goriintiisi, X de a-agik ise f fonksiyonuna a-siirekli [27] denir.

[27] de yalnizca ifadesi verilen agagidaki 6zellikleri ispatlayalim:

2.3.8. Lemma. f : (X,7) = (Y,v) fonksiyonu igin agagidakiler esdegerdir.

1) f fonksiyonu a-siireklidir;

1) Her xeX noktas: ve f(x) noktasim igeren her VY agik kiimesi igin f{U)cV
olacak sekilde x noktasini iceren bir UcX a-agik kiimest vardir;

m) Y deki her kapali kiimenin ters goriintiisii, X de a-kapahdir.

Ispat. (1) = (u). f fonksiyonu o-siirekli ve herhangi bir xeX noktast verilsin.
f(x) noktasii igeren herhangi bir VCY agik kiimesini alahm. f fonksiyonu a-siirekli
oldugundan, 2.3.2. Tamim geregince, f - (V) kiimesi bir a-agik kiimedir ve xef = (V)
olur. U= f{-1 (V) diyelim. Buradan f{TU) = {f-! (V)) < V olur.

(u) = (m). Herhangi bir FY kapali kiimesi verilsin. Bu durumda Y-F kiimesi,
Y de agiktir. Her xeX noktasi ve f{x)e Y-F olsun. (u) den, {U)cY-F olacak gekilde x
noktasim igeren bir Uea(X) kiimesi vardir. Buradan xeU c £ (Y-F) =X -1 (F)
olur. Dolayistyla X - f -1 (F) kiimesi o-agiktir. O halde £-! (F) kiimesi X de a-kapalidir.

(u1) = (1). Herhangi bir VCY agik kiimesi verilsin. Buradan Y-V kiimesi, Y de
kapahdir. (1) den, f-! (Y-V) kﬁxhesi, X de a-kapahdir. Dolaysiyla f -1 (V) kiimesi, X
de a-agiktir. O halde f fonksiyonu a-siireklidir.
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[27] de ifadesi verilen asagidaki 6zellii gosterelim:

2.3.9. Lemma. Her siirekli fonksiyon a-siireklidir.

Ispat. £ : (X,1) = (Y,v) fonksiyonu siirekli olsun. Herhangi bir VCY agik
kiimesi verilsin. f fonksiyonu siirekli oldugundan £ (V) kiimesi, X de agiktir. Her agik
kiime a-agik oldugundan f-! (V) kiimesi, a-agiktir. O halde f fonksiyonu a-siireklidir.

2.3.6. Uyan.[27] a-siirekli bir fonksiyonun siirekli olmasi gerekmez. 2.1.2.
Ornek ve 2.3.4. Orneklerden a-siireklilik kavrami, zayif* siireklilik ve lokal zayif*
stireklilik kavramlarindan bagimsizdir.

2.3.4. Ornek.[27] X={a,b,c} kiimesi iizerinde 7={X,D,{a}} topolojisi verilsin.
f: X1) > (X1) fonksiyonu fla)=f(b)=a, f{c)=c ile tanimlansin. Bu takdirde f
fonksiyonu o-siireklidir, fakat lokal zayif* siirekli degildir.

2.3.10. Lemma.[30] Her a-siirekli fonksiyon zayif siireklidir.

ispat. £ : (X,1) — (Y,v) fonksiyonu o-siirekli olsun. xeX noktasi ve f(x)
noktasii igeren herhangi bir VCY agik kiimesi verilsin. f fonksiyonu o-strekli
oldugundan, 2.3.2. Tanimdan, f -1 (V) kimesi X de a-agiktir ve 2.3.8. Lemma ()
geregince, f-' (V-) kiimesi X de o-kapalidir. Dolayisiyla £-1 (V) c (f! (V))°°
-1 (V) °- < £71 (V) olur. (f1 (V))°° = U diyelim. U agiktir ve xeU dir. Boylece
U c 1 (V") olur. Dolayisiyla f{U) < V- dir. O halde f fonksiyonu zayif sireklidir.

2.3.7. Uyar.[30] Zayif siirekli bir fonksiyonun o-stirekli olmas: gerekmez.
2.1.1. Omekteki f fonksiyonu zayif siireklidir, fakat o~siirekli degildir.

2.3.3. Tanmm. f : (X,t) — (Y,v) bir fonksiyon olsun. Y deki her agik kiimenin
ters goriintiisti, X de semi agik ise f fonksiyonuna semi siirekli [22] denir.

2.3.11. Lemma.[27] Her a-stirekli fonksiyon semi stireklidir.
Ispat. 2.3.4. Lemmadan gikar.
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2.3.8. Uyar.[30] Semi siirekli bir fonksiyonun o-siirekli olmasi gerekmez.

2.1.1. Omek, 2.1.2. Omek, 2.3.4. Ornek ve 2.3.5. Orneklerden semi siireklilik kavrami
zayif siireklilik, zayif* siireklilik ve lokal zayif* sireklilik kavramlarindan bagimsizdir.

2.3.5. Ornek.[30] X={a,b,c} kimesi izerinde 1={X,D,{a},{b},{ab}} ve
v={X O, {a},{b,c}} topolojileri verilsin. f : (X,7) = (X,v) birim fonksiyonu semi
sureklidir, fakat zayif strekli degildir.

2.3.4. Tanm. f : (X 1) = (Y,v) fonksiyonu verilsin. Y deki her agik kiimenin
ters goriintiisii, X de preagik ise f fonksiyonuna presiirekli [25] denir.

[25] de ispatsiz olarak verilen agagidaki 6zelligi gosterelim:

2.3.12. Lemma. f : (X,7) — (Y,v) fonksiyonunun presiirekli olmas: i¢in gerek
ve yeter sart herhangi bir xeX noktasi verildiginde, f{x) noktasini igeren her VCY agik
kiimesi igin f{lU)cV olacak sekilde x noktasim igeren bir UcX preagik kiimesinin
varhgidir,

Ispat. =. f fonksiyonu presiirekli olsun. Herhangi bir xeX noktasim alalim.
f(x) noktasim igeren herhangi bir VCY agik kiimesi verilsin. f fonksiyonu presiirekhi
oldugundan, 2.3.4. Tamumdan geregince, f - (V) kiimesi preagiktir ve xef ~! (V) olur.
U =f"1 (V) diyelim. Buradan f{U) = f{f ! (V)) c V olur.

<. Herhangi bir xeX noktas: verilsin. f(x) noktasim igeren her VY agik
kiimesi igin f{U)cV olacak sekilde bir UcX preagik kiimesi var olsun. Buradan xeU
f-1 (V) olur. Dolayisiyla f -1 (V) kiimesi preagiktir. O halde f fonksiyonu prestireklidir.

2.3.13. Lemma.[27] Her a-siirekli fonksiyon presiireklidir.
Ispat. 2.3.6. Lemmadan gikar.

2.3.9. Uyar1.[30] Presiirekli bir fonksiyonun o-siirekli olmas: gerekmez. 2.1.1.
Omek, 2.1.2. Ornek, 2.3.4. Omek, 2.3.5. Omek ve 2.3.6. Oreklerden presiireklilik
kavramu, zayif siireklilik, semi stireklilik, zayif* sireklilik ve lokal zayif* siireklilik
kavramlanndan bagimsizdir.

2.3.6. Ornek.[30] £ : R,{R,&}) - R,P(R)) birim fonksiyonu presireklidir,
fakat semi stirekli ve zayif siirekli degildir.
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2.3.5. Tanm. f : (X,7) = (Y,v) fonksiyonu ve herhangi bir xeX noktas
verilsin. f(x) noktasinin her VY agik komsulugu igin (f -! (V))~ kiimesi, x noktasmnin
bir komsulugu ise f fonksiyonuna Husain anlaminda hemen hemen siirekli [14] denir.

2.3.10. Uyan.[27] Presiireklilik ile Husain anlaminda hemen hemen siireklilik
cakigmaktadir.

2.3.11. Uyar.[30] 2.3.5. Ornekten (2.3.6. Omekten), f : (X,7) = (Y,v)
fonksiyonu semi siirekli (presiirekli) ve Y regiiler uzay ise f fonksiyonu siirekli degildir.

2.3.1. Sonu¢.[27] f: (X,7) = (Y,v) fonksiyonu a-siirekli ve Y regiiler uzay
ise f fonksiyonu siireklidir.
Ispat. 2.1.4. Lemmanin sonucudur.

2.3.1. Teorem.[27] f : (X,1) - (Y,v) fonksiyonunun o-siirekli olmas: igin
gerek ve yeter sart f fonksiyonunun semi siirekli ve presiirekli olmasidir.
Ispat. 2.3.7. Lemmadan ¢ikar.

2.3.2. Sonuc.[34] f: (X,7) — (Y,v) fonksiyonu semi siirekli ve presiirekli ise f
fonksiyonu zayf siireklidir.
ispat. 2.3.1. Teoremin sonucudur.

2.4. N. Levine'nin Ayngiminin Diger Bir Genellestirilmesi

T. Noiri [30], zayif o-siireklilifi tanimlayip inceledi. D. A. Rose [38], bu
siireklilik cesitiyle birlikte [37] deki sirekliliin ayngiminin bir genellestirmesini elde
etti.

2.4.1. Tamm, f : (X;7) = (Y,v) fonksiyonu ve herhangi bir xeX noktas:
verilsin. f{(x) noktasini iceren her VCY agik kiimesi igin flU)cV- olacak sekilde x
noktasimt igeren bir UcX a-agik kiimesi varsa f fonksiyonuna zayf o-siirekli [30]
denir.
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2.4.1. Lemma.[30] f : (X,7) = (Y,v) fonksiyonunun zayif a-siirekli olmasi igin
gerek ve yeter sart f: (X,a(X)) = (Y,v) fonksiyonunun zayif siirekli olmasidur.
Ispat. 2.4.1. Tanimdan agikurr.

2.4.2. Lemma.[30] f : (X,;1) — (Y,v) fonksiyonu verilsin. Bu takdirde
agagidakiler esdegerdir.

1) f fonksiyonu zayif a-siireklidir;

1) Her VY agik kiimesi i¢in f-1(V) < (£-1(V7))°%;

) Her VY agik kiimesi igin (f=1 (V)™ < -1 (V7).

Ispat. 2.4.1. Tanim ve 2.1.1. Lemmadan agiktir.

2.4.3. Lemma.[30] Her zayif stirekli fonksiyon zayif a-siireklidir.
Ispat. 2.3.1. Lemma ve 2.4.1. Tamimdan gikar.

2.4.1. Uyan.[30] Zayif a-siirekli bir fonksiyonun zayif sirekli olmas: gerek-
mez. 2.1.2. Omek, 2.3.5. Omek, 2.3.6. Ornek ve 2.4.1. Omeklerden zayif o-siireklilik
kavram, zayif* siireklilik, lokal zayif* siireklilik, semi siireklilik ve presiireklilik
kavramlarindan bagimsizdir.

2.4.1. Ornek.[30] X={a,b,c} kiimesi lizerinde 7={X,J,{c}} ve v={X,J,{a},
{b},{a,b}} topolojileri verilsin. f : (X,7) = (X,v) birim fonksiyonu zayif a-stireklidir,
fakat zayif siirekli, presiirekli, semi siirekli ve lokal zayif* siirekli degildir.

2.4.4. Lemma.[30] f : (X,7) = (Y,v) fonksiyonu zayif a-stirekli ve Y regiiler
uzay ise f fonksiyonu siireklidir.

Ispat. Herhangi bir xeX noktas: ve f(x) noktasim igeren herhangi bir VY
agik kiimesi verilsin. (Y,v) regiiler uzay oldufundan, f{(x)eWcW-cV olacak sekilde
bir WY agik kiimesi vardir. f fonksiyonu zayif o-siirekli oldugundan, f{U)cW-
olacak sekilde x noktasini igeren bir UcX a-agik kiimesi vardir. Buradan {U)cV elde
edilir. 2.3.8. Lemmadan, f fonksiyonu a-siireklidir. O halde 2.3.1. Sonug geregince, f
fonksiyonu siireklidir.

2.4.5. Lemma.[38] f: (X,0(X)) — (Y,v) fonksiyonu siirekli olsun. Bu takdirde
f: (X,1) = (Y,v) fonksiyonu zayif siireklidir.
Ispat. 2.3.10. Lemma ve 2.4.1. Lemmadan agiktir.
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2.4.1. Teorem.[38] f : (X,7) = (Y,v) fonksiyonunun siirekli olmasi igin gerek
ve yeter sart f fonksiyonunun zayif a-siirekli ve lokal zayif* siirekli olmasidir.

Ispat. =. 2.2.1. Teorem ve 2.4.3. Lemmadan gikar.

<. f fonksiyonu zayif o-siirekli ve lokal zayif* siirekli olsun. f fonksiyonu lokal
zayif* stirekli oldugundan, her Ve igin f -1 (VS) kiimesi X de kapalt olacak gekilde Y
iizerindeki topolojinin bir B agik tabani vardir. 2.4.1. Lemmadan, f: (X,a(X)) = (Y,v)
fonksiyonu zayif sirekli ve lokal zayif* siireklidir ve 2.2.1. Teorem geregince,
siireklidir. 2.4.5. Lemma geregince, f : (X,1) — (Y,v) fonksiyonu zayif stireklidir. O
halde f : (X,7) = (Y,v) fonksiyonu zayif siirekli ve lokal zayif* strekli oldugundan,
2.2.1. Teorem geregince, f: (X,7) = (Y,v) fonksiyonu stireklidir.

2.4.6. Lemma.[30] f : (X,1) = (Y,v) fonksiyonu zayif o-siirekli ve presiirekli
ise f fonksiyonu zayif stireklidir.

Ispat. Herhangi bir VCY agik kiimesi verilsin. f fonksiyonu zayif o-siirekli
oldugundan, 2.4.2. Lemmadan (f - (V))°- < f = (V) olur. f fonksiyonu presiirekli
oldugundan, £-1 (V) c (f-1 (V))™° ve dolayisiyla ((f -1 (V))- < £ -1 (V") elde edilir. 2.1.1.
Lemma () geregince, f fonksiyonu zayif siireklidir.

2.4.7. Lemma.[17],[19] (X,7) topolojik uzay: ve bir AcX alt kiimesi verilsin.
Bu takdirde agagidakiler vardir:

1) (A)s° = AnA™

1) (A)g™ = AUA™®

Ispat. (1). (A)s® kiimesi semi agik oldugundan, (A)s° < ((A)s°)° < A° olur.
Boylece (A)s" = AnA®- olur. Diger taraftan, A° < AnA°" < A°" oldugu agiktir.
Buradan AnA°- kiimesi semi agik bir kiimedir. Dolayisiyla AnA°~  (A)s° elde edilir.
O halde (A)s° = ANA®- olur.

(). (A)s~ kiimesi semi kapali oldugundan, ((A)s™)™° < (A)s™ olur. Dolayisiyla
A~ c (A)g™ elde edilir. Buradan AUA° < (A)g™ olur. Simdi (A)g™ = AUA™° oldugunu
gosterecefiz. ACA- ve A~°cA- oldugundan AUA°cA- olur. Buradan (AUA™®)™°
A® c AUA™ olur. Boylece AUA™ kiimesi semi kapalidir. O halde (A)g™ € AUA™
elde edilir. Boylece (A)g™ = AUA™ olur.

2.4.2. Tamm. Bir X uzaymmm A alt kiimesi verilsin. U ¢ A < (U)g~ olacak
sekilde bir U agik kiimesi varsa, A kiimesine feebly a¢ik [23] denir.
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2.4.8. Lemma.[17] (X,7) topolojik uzayr ve bir AcX alt kiimesi verilsin. A
kiimesinin feebly a¢ik olmasi igin gerek ve yeter sart A nin a-agik olmasidir.

Ispat. =. A kiimesi feebly agik ise U c A = (U)g~ olacak sekilde bir UcX agik
kiimesi vardir. 2.4.7. Lemmadan, (U)s~ = UuU™° = U™ olur. Buradan U ¢ A < U™°
elde edilir. Dolayistyla A°° = U~ olur. Béylece A < A°° elde edilir. O halde A
kiimesi o-agiktir.

<. Aea(X) ise A° ¢ A < A°° olur. U = A° diyelim. Buradan Uc A c U™°
olur. 2.4.7. Lemmadan, U c A c (U)s" elde edilir. Béylece A kiimesi feebly agiktur.

[1] de yalnizca ifadesi verilen agagidaki ozellikleri kisaca ispatlayalim:

2.4.9. Lemma. (X,1) topolojik uzay1 ve bir AcX alt kiimesi verisin. Bu
takdirde agagidakiler vardr:

1) (A)g° = AnA°-°

1) (A)g™ = AUA™"

Ispat. (1). (A)y° kiimesi a-agik oldugundan, (A)y° < ((A)y°)°° = A°° olur.
Buradan (A)y° < AnA®-° olur. Diger taraftan, A° < AnA°° c A°° olur. A° =U
diyelim. Buradan U < AnA°° c U™ elde edilir. U agtk oldugundan, 2.4.8. Lemma
geregince, ANA°-° kiimesi a-agik bir kiimedir. Dolayisiyla AnNA°=° < (A)y° olur. O
halde (A)y° = AnA°° dir.

(1). (A)g~ kumesi X de o-kapali oldugundan, ((A)y)™°" < (A)y~ olur.
Buradan A=~ c (A)q~ olur. Boylece AUA™" < (A)y~ olur. Simdi (A)g~ < AUA™"
oldugunu gosterecefiz. AcA~ ve A~>-cA- oldugundan, AUA™°" c A~ olur. Buradan

(AUA")" < A" < AUA™ elde edilir. Béylece AUA™°- kiimesi X de a-kapahdir.
O halde (A)q~ = AUA=" dir. Boylece (A)g~ = AUA™" olur.

2.4.10. Lemma.[2] (X,T) topolojik uzay1 ve bir AcX alt kiimesi verilsin. Bu
takdirde asafidakiler vardir:

1) (A)p® = AnA™

1) (A)p™ = AUA>

Ispat. 2.4.7. Lemma ve 2.4.9. Lemmadan ¢ikar.
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2.4.3. Tamm. Bir f: (X;1) - (Y,v) fonksiyonu verilsin. Her VcY agik

kiimesi igin -1 (V) c (f-1(V-))™° ise f fonksiyonuna hemen hemen zayif siirekli [16]
denir.

2.4.11. Lemma.[35] f: (X,t) — (Y,v) fonksiyonu i¢in agagidakiler esdegerdir.

1) f fonksiyonu hemen hemen zayif siireklidir;

1) Her VY agik kiimesi i¢in (f = (V))°*~ c £71 (V")

m) Her VY agik kiimesi igin (f! (V))p’ c 1 (V)

1v) Her VCY agik kiimesi i¢in £~ (V) < (£ (V7))p°;

v) Her xeX noktasi ve f{x) noktasim igeren her VY agik kiimesi i¢in {U)cV-
olacak sekilde x noktasmi igeren bir UcX preacik kiimesi vardr.

Ispat. (1) = (u). Herhangi bir VCY agik kiimesi verilsin. Buradan Y-V-
kiimesi, Y de agiktir. f fonksiyonu hemen hemen zayif siirekli oldugundan, X - f=! (V-)
= fIY-V) c Y-V = Y-VO° (1 (Y-V)° =X - (1 (V)™
elde edilir. O halde (f -1 (V))°- < ' (V-) olur.

(1) = (). Herhangi bir VY agik kiimesi verilsin. (1) den, 2.4.10. Lemma (1)
geregince, (£~ (V))p~ < f=1(V-) elde edilir.

(1) = (v). Herhangi bir VCY agik kiimesi verilsin. Buradan Y-V~ kiimesi, Y
de agiktir. () den, X - (£~ (V))p° = (£ (Y-V))p < £ ((Y-V)) =1 (Y-V) =
X -£1(V-°) € X - £71(V) elde edilir. Boylece £~ (V) < (f! (V7))p° olur.

(1v) = (v). xeX noktasini alalim. f{(x) noktasim igeren herhangi bir VY agik
kiimesi verilsin. (1v) den, xef = (V) < (f * (V7))p° olur. U = & (V)p° diyelim.
Buradan UePO(Xx) ve £~} (U) c V- elde edilir.

(v) = (1). Herhangi bir VY agik kiimesi ve bir xef -! (V) noktas: verilsin. (v)
den, f{U) c V- olacak sekilde bir UePO(X,x) vardir. Dolayisiyla xeU < £ -1 (V-) elde
edilir. Buradan xe(f -1 (V-))™° olur. Boylece f - (V) < (f ! (V7)) olur. O halde
fonksiyonu hemen hemen zayif siireklidir.

[30] da ispatsiz olarak verilen agagidaki 6zellifi gosterelim:

2.4.12. Lemma. Her zayif a-siirekli fonksiyon hemen hemen zayif siireklidir.

Ispat. f: (X,1) — (Y,v) fonksiyonu zayif o-srekli olsun. 2.4.1. Tamimdan, her
xeX noktas1 ve f{x) noktasin igeren her VY agik kiimesi i¢in flU)cV- olacak sekilde
x noktasini igeren bir UcX oa-agtk kimesi vardir. Her o-agitk kiime preagik
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oldugundan, U kiimesi bir preagik kiimedir. O halde f fonksiyonu hemen hemen zayif
siirekhdir.

2.4.2, Uyar,[30] Hemen hemen zayif siirekli bir fonksiyonun zayif a-stirekli
olmasi gerekmez. 2.3.6. Omekteki f fonksiyonu hemen hemen zayif siireklidir, fakat
zayif a-siirekli degildir.

[30] da yalmzca ifadesi verilen agagidaki 6zelligi ispatlayalim:

2.4.13. Lemma. Her presiirekli fonksiyon hemen hemen zayif siireklidir.

Ispat. f : (X,7) - (Y,v) fonksiyonu presiirekli olsun. Her VCY agik kiimesi
igin f-1(V)c (f-1(V))™ olur. (f-1(V))° < (f-1(V°))° oldugundan, f-'(V)c
(f-1(V-))™° olur. O halde f fonksiyonu hemen hemen zayif siireklidir.

2.4.3. Uyar.[30] Hemen hemen zayif siirekli bir fonksiyonun presiirekli olmas:
gerekmez. 2.4.1. Ornekteki f fonksiyonu hemen hemen zayif siireklidir, fakat
presiirekli degildir. 2.3.5. Omek ve 2.4.1. Omeklerden hemen hemen zayif siireklilik
kavrami, semi siireklilik, zayif* siireklilik ve lokal zayif* siireklilik kavramlanindan

bagimsizdir.

2.4.14. Lemma.[35] (X,7) topolojik uzay1 ve A BcX alt kiimeleri verilsin.
Eger A kimesi a-agtk ve B kiimesi preagik ise A~B kiimesi preagiktir.

Ispat. Eger UcX alt kiimesi agik bir kiime ise her AcX igin UnA- < (UnA)
oldugu agiktir. Dolayistyla ANB < A°°NB=° < (A°""B~°)° < (A°’~B-)™° c (A~B)™°
olur. O halde AnBePO(X) dir.

2.4.15. Lemma.[35] f : (X,7) = (Y,v) fonksiyonu hemen hemen zayif siirekli
ve her Vep igin f -1 (VS) kiimesi X de a-kapali olacak sekilde Y iizerindeki topolojinin
bir $ agik tabam varsa bu takdirde f fonksiyonu presiireklidir.

Ispat. xeX noktasimi alahm. f(x) noktasim igeren herhangi bir WcY agik
kiimesi verilsin. Buradan fix)eVcW olacak sekilde bir Vef vardir. f fonksiyonu
hemen hemen zayif siirekli oldugundan, 2.4.11. Lemma (v) geregince, f{lU)cV- olacak
sekilde bir UePO(Xx) kiimesi vardir. Hipotezden, X - f-! (VS) kiimesi, X de bir
a-agik kiimedir. Uy = Un(X - f = (VS)) diyelim. f{x)¢ VS oldugundan, 2.4.14. Lemma
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geregince, U; €PO(X,x) olur. Buradan f{U;)  lUN(Y-VS) € V'(Y-V5) =V c W
elde edilir. O halde 2.3.12. Lemmadan, f fonksiyonu prestireklidir.

2.4.1. Sonug.[35] f : X — Y fonksiyonu hemen hemen zayif stirekli ve lokal
zayif* siirekli ise, f fonksiyonu presiireklidir.
ispat. Her kapal kiime a-kapah oldugundan, 2.4.15. Lemmadan gikar.

2.4.2. Sonuc.[35] f: X — Y fonksiyonu hemen hemen zayif strekli ve zayif*
sirekli ise, f fonksiyonu presiireklidir.
Ispat. 2.2.1. Lemma ve 2.4.1. Sonugtan agiktrr.

2.5. J. Tong Anlaminda Siireklilifin Ayrisim

1986 yilinda J. Tong [39], A-kiime ve A-siireklilik kavramlarim tamimiayip,
stirekliligin farkh bir ayngimim ortaya koymustur.

2.5.1. Tamm. (X,7) topolojik uzayr ve bir AcX alt kiimesi verilsin. U agik
kiime ve V regiiler acik kiime olmak iizere A = U - V ise A kiimesine, A-kiime [39]
denir. (X,t) uzaymdaki biitiin A-kiimelerin ailesi A(X) ile gosterilir.

2.5.1. Lemma.[39] (X,7) topolojik uzay: ve bir AcX alt kiimesi verilsin. A
kiimesinin bir A-kiime olmas! igin gerek ve yeter sart U acik kiime ve V regiiler kapah
kiime olmak tizere A = UNV olmasidir.

Ispat. 2.5.1. Tamimdan gikar.

2.5.2. Lemma.[39] Her agik kiime bir A-kiimedir.
Ispat. (X,7) topolojik uzay: ve bir AcX alt kiimesi verilsin. Eger A kiimesi agk
ise, A= AnX ve X=°=X°=X oldugundan, A kiimesi bir A-kiimedir.

2.5.3. Lemma.[39] Her A-kiime bir semi a¢ik kiimedir.

Ispat. (X,) topolojik uzay ve bir ACX alt kiimesi verilsin. AcA(X) ise 2.5.1.
Lemmadan, U a¢ik kiime ve V regiler kapahi kiime olmak tizere A = UnV olur.
Buradan UnV® c A° olur. Diger taraftan, A°cAcV oldugundan, A° = A°° c V° olur.
A°cAcU oldugundan, A° < UnV® elde edilir. O halde A° = UnV® dir. Simdi AcA°-
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oldugunu gostermeliyiz. V=V°- oldugundan, A = UnV = UnV°- c (UnV°)" = A®-
olur. Boylece A kiimesi bir semi agtk kiimedir.

2.5.1. Uyar..[39] Semi agik bir kiimenin A-kiime olmasi gerekmez ve bir
A-kiimenin de agik bir kiime olmasi gerekmez. A-kiime kavram, o-agik ve preagik
kiime kavramlarindan bagimsizdir.

2.5.1. Ornek.[39] X={a,b,c} iizerinde 1={X,&,{a}} topolojisi olsun. {a,b}
kiimesi, o-agiktir. Fakat {a,b} kiimesi bir A-kiime degildir, giinkii {a,b} = X, {a,b} #
{a}, {a,b} = D ve {a,b} = X-{a} dir.

2.5.2. Ornek. X={ab,c,d} kiimesi iizerinde 1={X,2,{a},{b,c},{a,b,c}}
topolojisi verilsin. {a,d} = X - {b,c} ve {b,c} kiimesi regiiler agik oldugundan, {a,d}
kiimesi bir A-kiimedir. Fakat {a,d} kiimesi prea¢ik degildir.

2.5.4. Lemma.[39] (X,7) uzay ve bir AcX alt kiimesi verilsin. Bu takdirde A
kiimesinin agik olmasi igin gerek ve yeter sart A kiimesinin a-agik ve A-kiime
olmasidir.

Ispat. =. A kiimesi agik olsun. 2.3.1. Lemmadan, A kiimesi a-agiktir. 2.5.2.
Lemmadan, A kiimesi bir A-kiimedir.

<. A kiimesi hem a-a¢tk hem de bir A-kiime olsun. Bu takdirde U agik kiime
ve V regiiler kapalh kiime olmak iizere A = UnV olur. Buradan A kiimesi a-agik
oldugundan, UnV c (UnV)°-° = (U°NV°)° = (UnV®°)™° c (U NV*)° = (U nV)°=
U-°AV° elde edilir. UcU=° oldugundan, UnV = (UnV)nU c U°nV°nU = UnV°®
olur. Diger taraftan, UnV° c UnV oldugundan, U~V =UNV® olur. O halde
A=UnV kiimesi agiktir.

2.5.2. Tamim. f : (X;1) — (Y,v) fonksiyonu verilsin. Y deki her agik kiimenin
ters gorintiisii, X de bir A-kiime ise f fonksiyonuna A-siirekli [39] denir.

2.5.5. Lemma.[39] Her siirekli fonksiyon A-siireklidir.
Ispat. 2.5.2. Lemmadan agiktir.

2.5.6. Lemma.[39] Her A-siirekli fonksiyon semi siireklidir.
Ispat. 2.5.3. Lemmadan gikar.
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2.5.2. Uyar. Semi siirekli bir fonksiyonun A-siirekli olmas: gerekmez. A-
sirekli bir fonksiyonun da siirekli olmas: gerekmez. 2.1.2. Ornek, 2.3.4. Ornek, 2.5.3.
Omek ve 2.5.4. Orneklerden A-sireklilik kavram, o-siireklilik, presireklilik, zayif
siireklilik, zayif o-stirekli, hemen hemen zayif siireklilik, zayif* sireklilik ve lokal
zayif* siireklilik kavramlanndan bagmmsizdir.

2.5.3. Ornek. X={a,b,c} kiimesi iizerinde 7={X,,{a},{b},{a,b}} ve v={X. &,
{a},{c},{a,c}} topolojileri verilsin. f : (X,7) = (X,0) fonksiyonu fa)=a, f{b)=fc)=c
seklinde tammlansin. Bu takdirde f fonksiyonu A-siireklidir, fakat hemen hemen zayif
stirekli degildir.

2.5.4. Ornek. X={ab,c} iizerinde ={X,D,{a},{b},{a,b}} ve v={XB,{c}}
topolojileri verilsin. f : (X,1) — (X,v) fonksiyonu f{a)=a, f{b)=f(c)=c ile tammlansmn.
Bu takdirde f fonksiyonu A-siireklidir, fakat lokal zayif* siirekli degildir.

2.5.1. Teorem.[39] f : (X,7) — (Y,v) fonksiyonunun siirekli olmas igin gerek
ve yeter sart f nin o-siirekli ve A-siirekli olmasidir.
Ispat. 2.5.4. Lemmadan ¢ikar.

2.5.7. Lemma.[39] f : (X,7) = (Y,v) fonksiyonu A-siirekli, birebir ve orten
olsun. Eger Y uzay1 Tj-uzay ise X uzay: da bir Ty-uzayidir.

Ispat. x,ye X (x2y) olsun. f fonksiyonu birebir oldugundan, f(x) # f(y)eY olur.
(Y,v) uzay1 Ty-uzay oldugundan, IVev (f(x)eV) 3 f{y)e¢V dir. A =£"1 (V) diyelim.
f fonksiyonu A-siirekli oldugundan, A=U~F > U agik bir kiime, F regiler kapah bir
kiime ve xe A, y# A olur. y¢A i¢in iki durum vardir; ya yeU ya da y¢F dir. Eger yeU
ise xeU olur. Eger ygF ise yeX-F ve xeF olur. Buradan X-F agiktir ve x¢X-F olur.
Dolayisiyla X uzay: bir Tg-uzayidir.

[12] de yalnizca ifadesi verilen asafidaki 6zelligi gosterelim:

2,5.8. Lemma. (X,t) topolojik uzay1 ve bir AcX alt kiimesi verilsin. A
kiimesinin agtk olmas: igin gerek ve yeter sart A min preagtk ve A-kiime olmasidir.

Ispat. =. A kiimesi agik olsun. 2.3.1. Lemma ve 2.3.6. Lemmadan, A kiimesi
preagtktir. Diger taraftan, 2.5.2. Lemmadan, A agik kiimesi bir A-kiimedir.
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<. A kimesi, preagtk ve A-kiime olsun. Her A-kiime bir semi agtk kiime

oldugundan, 2.5.3. Lemma geregince, A kiimesi bir semi agtk kiimedir. A preagik

oldugundan, 2.3.7. Lemmadan, A kiimesi a-agiktir. A kiimesi a-agik oldugundan,
2.5.4 Lemma geregince, A kiimesi agiktir.

2.5.2. Teorem.[12] f : (X,t) — (Y,v) fonksiyonunun siirekli olmasi igin gerek
ve yeter sart f nin presiirekli ve A-siirekli olmasidir.
Ispat. 2.5.8. Lemmadan cikar.

2.6. M. Ganster ve L L. Reilly'nin Ayrisimian

N. Bourbaki [4], lokal kapali kiime kavramini verdi. M. Ganste; ve I. L. Reilly,
[11] de LC-surekliligi tammlayp, [12] de A-siirekliliin bir aynsimim verdiler ve
J. Tong un ayngimm genellestirdiler.

2.6.1. Tanim. (X,7) topolojik uzayr ve bir AcX alt kiimesi verilsin. U agik
kiime ve V kapali kiime olmak iizere A = UV ise A kiimesine, lokal kapal kiime [4]
denir. (X,t) uzaymdaki biitiin lokal kapali kiimelerin ailesi LC(X) ile gosterilir [11].

2.6.1. Lemma.[4] (X,7) topolojik uzay1 ve bir AcX alt kiimesi verilsin. A
kiimesinin lokal kapal olmasi igin gerek ve yeter sart A = UnA- olacak sekilde bir
UcX agik kiimesi vardir.

Ispat. =. A kiimesi X de lokal kapali olsun. Bu durumda A<UnV 3 U agik ve
V kapahdir. AcCV oldugundan, A-cV-=V olur. Dolayisiyla AcUNA"cUNV=A elde
edilir. Béylece A=UNA- olur.

<. A =UnA" 5 U agik olsun. A~ kapali bir kiime oldugundan, A kiimesi bir
lokal kapah kiimedir.

2,6.2. Lemma.[12] Her A-kiime bir lokal kapal kiimedir.

Ispat. (X,7) uzay: ve bir ACX alt kiimesi verilsin. A kiimesi bir A-kiime olsun.
Bu takdirde U acik kiime ve V regiiler kapah kiime olmak iizere A=UAV dir. Her
regiiler kapah kiime bir kapal kiime oldugundan, A kiimesi lokal kapahdur.
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2.6.1. Uyan. Lokal kapali bir kiimeninin A-kiime olmas: gerekmez. Ayrca

lokal kapah kiime kavrami, a-agik, semi agik ve preagik kiime kavramlarindan
bagimsizdir.

2.6.1. Ornek. X={a,b,c} kiimesi iizerinde 1={X,J,{a}} topolojisi verilsin.
{b,c} kiimesi lokal kapahdir, ¢iinkii {b,c}={b,c}X ve {b,c}~ = {b,c} dir. Fakat {b,c}
kiimesi preagik ve semi agik degildir. Diger taraftan, {a,c} kiimesi bir a-agiktir, ¢iinkii
{a,c}c{a,c}®° = {a}° = X° =X dir. Fakat {a,c} kiimesi lokal kapah degildir, ¢iinkii
{a,c}-=X= {a,c} dir.

2.6.3. Lemma.[18] Her regiiler a¢ik kiime lokal kapahdir.

Ispat. (X,7) topolojik uzayr ve bir AcX alt kiimesi verilsin. Eger A kiimesi
regiiler agik bir kiime ise A = A=° olur. A = AnA- oldugundan, U = A~ olmak izere
A = A°nA- =UNA" olur. Béylece A kiimesi lokal kapahdir.

2.6.2. Uyar1.[18] Lokal kapal: bir kiimenin regiiler agik olmas: gerekmez.

2.6.2. Ornek.[18] X={ab,c} kiimesi iizerinde ©={X,J,{a},{b}.{a,b},{a,c}}
topolojisi verilsin. {c} kiimesi lokal kapaldir, fakat {c} kiimesi regiiler acik degildir,
ginki {c}° = {c}°=OC = {c} dir.

[18] de ispatsiz olarak verilen asagidaki 6zelligi gosterelim:

2.6.4. Lemma. A lokal kapali kiime ve B agik (kapali) kiime ise AnB kiimesi
lokal kapalidir.

Ispat. (X;1) uzayi ve ABcX alt kimeleri verilsin. AcLC(X) ve B agik
olsun. A kiimesi lokal kapah oldugundan, UcX alt kiimesi agik ve V<X alt kiimesi
kapali olmak tizere A = UV dir. B kiimesi X de agik oldugundan, AnB = UnVB =
U~BNV olur. UnB kimesi X de agik oldugundan, AnB kiimesi lokal kapaldir.
Benzer gekilde B kiimesi X de kapali ise, VNB kiimesi X de kapal oldugundan, A~B
kiimesi lokal kapalidir.

2.6.5. Lemma.[12] (X,1) topolojik uzayr ve bir AcX alt kiimesi verilsin. A
kiimesinin bir A-kiime olmasi igin gerek ve yeter sart A nin semi agik ve lokal kapah
olmasidir.
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Ispat. =. A kiimesi bir A-kiime olsun. 2.6.2. Lemmadan, A kiimesi lokal
kapahdir. A kiimesi bir A-kiime oldugundan, U agik ve V regiiler kapal olmak tizere
A =UnNV dir. Buradan A° = UnV° olur. Dolayisiyla A = UnV = UnV® < (UnV°)”
= A°- olur ki A kiimesi bir semi a¢ik kiimedir.
<. A kiimesi semi agik ve lokal kapali olsun. A kiimesi semi agik oldugundan
AcA°- olur. A kiimesi lokal kapalt oldugundan, U agik olmak iizere A = UnA- olur.
Dolayistyla A- = A°- kiimesi, regiiler kapahdir. Boylece A kiimesi, bir A-kiimedir.

2.6.6. Lemma.[12] (X,1) topolojik uzay: ve bir AcX alt kiimesi verilsin. Bu
takdirde agagidakiler esdegerdir.

1) A kiimesi agiktir;

1) A o-agik ve lokal kapaldir;

m) A preagik ve lokal kapahdir.

Ispat. (1) = (u) ve (1) = () agikur.

(m) = (1). A preacgik ve lokal kapal olsun. Bu takdirde AcA™ ve U agik
olmak iizere A= UNA- dir. Buradan A ¢ UnA™° = (UnA")° = A° olur ki A kiimesi
agiktir.

2.6.7. Lemma.[12] (X,7) topolojik uzay: i¢in, agagidakiler esdegerdir.

NAX) =1

1) A(X), X iizerinde bir topolojidir;

m) X deki herhangi iki A-kiimenin kesisimi de bir A-kiimedir;

1v) SO(X), X tizerinde bir topolojidir;

v) (X,7) extremally baglantisizdir.

Ispat. (1) = (u) ve (1) = () agiktir.

() = (). A,BeSO(X) olsun. Bu takdirde AnBeSO(X) oldugunu gosterme-
liyiz. x2(AnB)°- olacak sekilde bir xe AnB noktasi olsun. Buradan UnA°B°® = &
olacak sekilde x noktasim igeren bir UcX agik kiimesi vardir. Buradan UnA-nB° = &
olur. Béylece UnA=™nB- = & elde edilir. Dolayisiyla U(A"~B-)° = & olur.
Buradan x¢(A"nB-)°- elde edilir. Diger taraftan A~ ve B~ kiimeleri, regiiler kapahdir.
Dolayisiyla A-, B~ € A(X) < SO(X) olur. Buradan xe A"-~\B~ olmasi xe(A-~B")°"
olmasim gerektirir ki bu bir geligkidir. O halde boyle bir x noktast yoktur. Boylece
AnBeSO(X) dir.

(1v) = (v). 2.3.5. Lemmadan agiktir.
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(v) = (1). A kiimesi bir A-kiime ise U a¢ik ve V regiiler kapali olmak {izere

A=UnV dir. (X,7) extremally baglantisiz oldugundan, V kiimesi agiktir. Boylece A
kiimesi bir agik kiimedir.

2.6.8. Lemma.[12] (X,7) topolojik uzay: igin asagidakiler vardir:
1) AX) = SOX)nLC(X).

1) T = a(X)NLC(X).

m) T =POX)NLC(X).

Ispat. 2.6.5. Lemma ve 2.6.6. Lemmadan gikar.

2.6.2. Tanmm. f: (X,7) — (Y,v) fonksiyonu verilsin. Y deki her agik kiimenin
ters goriintiisii, X de lokal kapal kiime ise f fonksiyonuna LC-siirekli [11] denir.

2.6.9. Lemma.[12] Her A-siirekli fonksiyon LC-siireklidir.
Ispat. 2.6.2. Lemmadan gikar.

2.6.3. Uyan. LC-stirekli bir fonksiyonun A-stirekli olmas: gerekmez. 2.1.2.
Omek, 2.3.4. Omek, 2.5.4. Omek ve 2.6.3. Omeklerden LC-siireklilik kavramu,
o-sireklilik, presiireklilik, semi sireklilik, zayif siireklilik, zayif a-siireklilik, hemen
hemen zayif siireklilik, zayif* siireklilik, lokal zayif* siireklilik kavramlarindan
bagimsizdir.

2.6.3. Ornek.[40] X={a,b,c} kiimesi tzerinde 1={X,&,{a}} topolojisi ve
Y={a,b} kiimesi lizerinde v=P(Y) topolojisi verilsin. f : (X,7) — (Y,v) fonksiyonu
f(a)=a, f{b)=fc)=b seklinde tammlansin. Bu takdirde f fonksiyonu LC-siireklidir, fakat
ne semi sirekli ne de hemen hemen zayif siireklidir.

2.6.1. Teorem.[12] f: (X,1) — (Y,v) fonksiyonu verilsin. Bu takdirde

1) f fonksiyonunun A-siirekli olmasi igin gerek ve yeter sart f nin semi siirekli ve
LC-siirekli olmasidr.

1) f fonksiyonunun siirekli olmasi igin gerek ve yeter sart f nin a-siirekli ve
LC-siirekli olmasidr.

m) f fonksiyonunun siirekli olmas: igin gerek ve yeter sart f nin presiirekli ve
LC-siirekli olmasidir.

Ispat. 2.6.8. Lemmadan agiktrr.
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2.7. J. Tong' un Ayrnisiminin Bir Genellestirilmesi

J. Tong [40], B-kiime ve B-siireklilik kavramlanm tammlayip, [39] daki
sureklilifin ayngimini genellegtirdi.

2.7.1. Tamm. (X,7) topolojik uzay: ve bir AcX alt kiimesi verilsin, A= = A°
ise A kiimesine t-kiime [40] denir.

2.7.1. Lemma.[40] Her kapal: kiime bir t-kiimedir.
Ispat. (X,1) topolojik uzay1 ve bir AcX alt kiimesi verilsin. Eger A kiimesi
kapali ise A~ = A dir. Buradan A=° = A° olur. O halde A kiimesi bir t-kiimedir.

2.7.1. Uyar1.[40] t-kiimenin bir kapah kiime olmas1 gerekmez.

2.7.2. Lemma.[40] Her regiiler agik kiime bir t-kiimedir.
Ispat. (X,1) topolojik uzay1 ve bir AcX alt kiimesi verilsin. Eger A kiimesi
regiiler agik ise A= = A olur. Buradan A=° = A° olur. O halde A kiimesi bir t-kiimedir.

2.7.2. Uyar.[40] t-kiimenin bir regiler agik kiime olmasi gerekmez. t-kiime
kavramy, agik, a-agik, preagik, semi agik ve A-kiime kavramlarindan bagimsizdir.

2.7.1. Ornek.[40] X={a,b,c} kiimesi iizerinde v={X,@,{a},{a,b}} topolojisi
verilsin. {b} kiimesi bir t-kiimedir, ¢iinkii {b}~° = {b,c}° = & = {b}° dir. Fakat {b}
kiimesi ne agtk ne de kapalhdir. {b}° = & oldugundan {b} kiimesi regiiler agik
degildir. {b} & {b}° = & oldugundan {b} kiimesi preagik degildir. {b} & {b}°- =&
oldugundan {b} kiimesi semi agik degildir. Ancak {a} a¢ik kiimesi bir t-kiime degildir,
ginkii {a} agitk kiimesi igin {a}™° =X°=X= {a} = {a}° dur.

2.7.3. Lemma.[40] A ve B kiimeleri t-kiime ise A~B kiimesi de t-kiimedir.
Ispat. (AnB)° ¢ (AnB)™ < (A-"B-)° = A~°~B~° = A°~B° = (AnB)° olur.

2.7.4. Lemma.[40] (X,1) topolojik uzay1 ve bir AcX alt kiimesi verilsin. Bu
takdirde A kiimesinin regiiler agik olmas: igin gerek ve yeter sart A min t-kiime ve
preagik kiime olmasidir.
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Ispat. A°c Ac A= A° olur.

2.7.2. Tammm. (X,7) topolojik uzay1 ve bir AcX alt kiimesi verilsin. UcX alt
kiimesi agik ve VX alt kiimesi de bir t-kiime olmak iizere A = UnV ise A kiimesine
B-kiime [40] denir.

2.7.5. Lemma.[40] Her t-kiime bir B-kiimedir.
Ispat. (X,7) uzayr ve bir AcX alt kiimesi verilsin. A kiimesi bir t-kiime olsun.
Buradan A = XA oldugundan, A kiimesi bir B-kiimedir.

2.7.6. Lemma. Her lokal kapal: kiime bir B-kiimedir.

Ispat. (X,1) topolojik uzay: ve bir AcX alt kiimesi verilsin. A kiimesi bir lokal
kapali kiime olsun. Bu takdirde U agik kiime ve V kapah kiime olmak tizere A = UnV
olur. 2.7.1. Lemma geregince, V kiimesi bir t-kiimedir. O halde 2.7.2. Tammdan, A
kiimesi B-kiimedir.

2.7.1. Sonu¢.[40] Her A-kiime bir B-kiimedir.
Ispat. 2.6.2. Lemma ve 2.7.6. Lemmadan gikar.

2.7.2. Sonu¢.[40] Her agik kiime bir B-kiimedir.
Ispat. (X,7) topolojik uzayr ve bir AcX alt kiimesi verilsin. A kiimesi bir agik
kiime olsun. Buradan A = AnX ve X™° = X° = X oldugundan, A kiimesi B-kiimedir.

2.7.3. Sonu¢.[40] Her kapali kiime bir B-kiimedir.
Ispat. 2.7.1. Lemma ve 2.7.5. Lemmadan gikar.

2.7.3. Uyan.[40] B-kiimenin bir lokal kapali kiime olmasi gerekmez. B-kiime
kavramu, a-agik, preagik ve semi agik kiime kavramiarindan bagimsizdir.

2.7.2. Ornek.[40] X={a,b,c} kiimesi tizerinde 1={X,D,{a}} topolojisi verilsin.
{a,b} kiimesi bir a-agik kiimedir, ¢iinkii {a,b} — {a,b}°° = {a}™® = X° = X dir. Fakat
{a,b} kimesi bir B-kiime degildir, ¢iinkii {a,b} = X~{a,b} ve {a,b}°=X°=X = {a}
= {a,b}° dir. Dider taraftan, {b} kiimesi bir B-kiimedir, ne lokal kapal: ne preagik ne
semi agik ne de kapalidir. Ayrica {a} kiimesi bir B-kiimedir, fakat bir t-kiime degildir.
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2.7.7. Lemma.[40] (X,7) topolojik uzay1 ve bir AcX alt kiimesi verilsin. Bu
takdirde A kiimesinin agik olmasi igin gerek ve yeter sart A nin preagik ve B-kiime
olmasidir.

Ispat. =. A kiimesi agik olsun. 2.5.8. Lemmadan, A kiimesi preagiktir. 2.7.2.
Sonugtan, A agik kiimesi B-kiimedir.

<. A kiimesi hem preagik kiime hem de bir B-kiime olsun. A kiimesi B-kiime
oldugundan, U agik ve V=° = V° olmak iizere A = UnV olur. A kiimesi preagik
oldugundan, A c A° = (UnV)™® c (UnV)° = U°nV° = U°nNV° elde edilir.
Dolayistyla A = UnV = (UnV)NU c (U°NV°)U = (U°NU)NV° = UnV° olur.
Boylece A = UnV o UnV° oldugundan, A = UnV® olur. O halde A kiimesi agiktir.

2.7.3. Tamm. f : (X,t) — (Y,v) fonksiyonu verilsin. Y deki her agtk kiimenin
ters goriintiisii, X de B-kiime ise f fonksiyonuna @-stirekli [40] denir.

2.7.8. Lemma. Her LC-siirekli fonksiyon f-siireklidir.
Ispat. 2.7.6. Lemmadan agiktrr.

2.7.4. Sonug¢.[40] Her A-siirekli fonksiyon B-streklidir.
Ispat. 2.7.1. Sonugtan agiktir.

2.7.5. Uyar1.[40] B-siirekli bir fonksiyonun LC-siirekli olmas: gerekmez. 2.6.3.
Ornekteki, Y uzay: regiiler uzaydir, ancak f fonksiyonu siirekli degildir. 2.7.3. Ornek,
2.7.4. Omek, 2.7.5. Omek ve 2.7.6. Omeklerden PB-siireklilik kavramu, o-siireklilik,
presiireklilik, semi siireklilik, zayif siireklilik, zayif a-siireklilik, hemen hemen zaylf
sireklilik, zayif* siireklilik ve lokal zayif* siireklilik kavramlarindan bagimsizdur.

2.7.3. Ornek.[39] X={a,b,c,d} kiimesi iizerinde =={X,@,{b},{c,d},{b,c,d}} ve
v={X,d,{a}} topolojileri verilsin. f : (X,1) & (X,0) fonksiyonu f{a)=f{b)=a, f{c)=c,
f{d)=d ile tanimlansin. Bu takdirde f fonksiyonu B-siireklidir, fakat ne presiirekli ne de
lokal zayif* siirekli degildir.

2.7.4. Ornek.[40] X={ab,c} kumesi izerinde 1={X, D, {a},{c},{a,c}}
topolojisi ve Y={a,b} kiimesi lizerinde v=P(Y) topolojisi verilsin. f : (X,t) - (Y,v)
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fonksiyonu f{a)=f(c)=a, f{b)=b ile tanimlansin. Bu takdirde f fonksiyonu B-siireklidir,
fakat ne semi siirekli ne de hemen hemen zayif stireklidir.

2.7.5. Ornek.[40] X={a,b,c} kiimesi tizerinde t={X,,{a}} ve v={X,J,{a},
{a,b}} topolojileri verilsin. f : (X,7) = (X,v) birim fonksiyonu o-streklidir, fakat -
siirekli degildir.

2.7.6. Ornek.[40] X={ab,c} kimesi lizerinde 1={X,J,{a}} topolojisi ve
Y={a,b} kiimesi iizerinde v=P(Y) topolojisi verilsin. f : (X,t) — (Y,v) fonksiyonu
f(a)=Rb)=a, f{c)=b ile tammlansin. Bu takdirde f fonksiyonu zayif* sireklidir, fakat B-
stirekli degildir.

2.7.7. Ornek. X={a,b,c} kiimesi iizerinde ={X,D,{a}} ve v={X,J,{c}}
topolojileri verilsin. f : (X,7) — (Y,v) fonksiyonu f{a)=f(b)=a, f{c)=c ile tammlansin.
Bu takdirde f fonksiyonu f-siireklidir, fakat L.C-stirekli degildir.

2.7.1. Teorem.[40] f: (X,1) — (Y,v) fonksiyonunun siirekli olmas igin gerek
ve yeter sart f nin presiirekli ve B-stirekli olmasidir.
Ispat. 2.7.7. Lemmadan agiktir.

2.8. E. Hatir ve Arkadaglarinin Bir Ayrisim
[15] de, J. Tong [40] anlaminda siireklilifin aynigimi genellestirilmigtir.

2.8.1. Tanm. (X,7) topolojik uzayr ve bir AcX alt kiimesi verilsin. U agik
kiime ve V° = V°-° olmak iizere A = UNV ise A kiimesine C-kiime [15] denir.

2.8.1. Lemma.[15] Her B-kiime bir C-kiimedir.

Ispat. (X,7) uzay: ve bir ACX alt kiimesi verilsin. A kiimesi bir B-kiime olsun.
Buradan A = UnV 3 U agik ve V° = V-° dir. Dolayistyla V° ¢ V°=° < V=° = V° olur.
Béylece V°-° = V° dir. O halde A kiimesi bir C-kiimedir.

2.8.1. Uyari.[15] C-kiimenin bir B-kiime olmas: gerekmez. C-kiime kavrami,
a-acik, preagik, semi agik kiime kavramlanindan bagimsizdir. 2.7.2. Omekteki (X,7)
uzaymn alahm. {a,b} kiimest o-agiktir, fakat bir C-kiime degildir.
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2.8.1. Ornek.[15] X={ab,c,d} kiimesi tizerinde ={X,2,{d},{b,c},{b,c.d}}
topolojisi verilsin. {a,b} kiimesi bir C-kiimedir, fakat ne B-kiime ne preagik ne de semi
agiktir.

2.8.2. Lemma.[15] (X,1) topolojik uzayr ve bir AcX alt kiimesi verilsin. A
kiimesinin agik olmasi igin gerek ve yeter sart A min a-agik ve C-kiime olmasidir.

Ispat. =. A agik kiime olsun. Buradan A=A~X 3 X°-° = X° = X oldugundan,
A kiimesi bir C-kiimedir. Ayrica 2.3.1. Lemmadan, A kiimesi o-agiktir.

<=. A kiimesi a-agik ve C-kiime olsun. Bu takdirde U agik kiime ve V°=V°-°
olmak iizere A=UNV dir. Aca(X) oldugundan, A c A°=° = (UnV)°-° = (U°NV°)° =
UNV°)° < (U-nV°)° = U°nV°° = U°nV° olur. UcU=° oldugundan, A = UnV
= (UnV)NU c (U°NV)NU = UnV° elde edilir. Aynca A = UnV > UnV®
oldugundan, A = UnV®° olur. Boylece A kiimesi agiktir. |

2.8.2. Tanmm. f : (X,7) — (Y,v) fonksiyonu verilsin. Y deki her agik kiimenin
ters goriintiisii, X de C-kiime ise f fonksiyonuna C-siirekli [15] denir.

2.8.3. Lemma.[15] Her B-siirekli fonksiyon C-siireklidir.
Ispat. 2.8.1. Lemmadan agiktir.

2.8.2. Uyan. C-siirekli bir fonksiyonun -siirekli olmasi gerekmez. 2.7.4.
Omek, 2.7.5. Omek, 2.7.6. Omek ve 2.8.2. Orneklerden C-siireklilik kavrami, a-
sureklilik, presireklilik, semi sireklilik, zayif siireklilik, zayif a-stireklilik, hemen
hemen zayif siireklilik, zayif* siireklilik, lokal zayif* siireklilik kavramlarindan
bagimsizdir.

2.8.2. Ornek.[15] X={a,b,c,d} kiimesi lizerinde ={X,&,{d},{b,c},{b,c,d}}
topolojisi ve Y={a,b} kiimesi iizerinde v={Y,J,{a}} topolojisi verilsin. f : X —» Y
fonksiyonu f{a)=f{b)=a, f{c)=f{d)=b seklinde tanimlansin. Bu takdirde f fonksiyonu C-
siireklidir, fakat ne B-siirekli ne semi siirekli ne de lokal zayif* siireklidir.

2.8.1. Teorem.[15] f: (X,1) — (Y,v) fonksiyonunun siirekli olmasi i¢in gerek
ve yeter sart f nin a-siirekli ve C-stirekli olmasidir.
Ispat. 2.8.2. Lemmadan gikar.
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2.9. M. Ganster ve Arkadaslarinin Bir Ayrisim
[13] de, J. Tong [40] anlaminda siirekliliin aynsim: genellestirildi.

2.9.1. Tamm. (X,7) uzay ve bir ACX alt kiimesi verilsin. Eger A° = (A),° ise
A kiimesine zayif B-kiime [13] denir. (X,7) uzayindaki biitiin zayif B-kiimelerin ailesi
D(c,p) ile gosterilir [36].

2.9.1. Lemma.[29] (X,7) uzay: ve A, BcX alt kiimeleri verilsin. Eger A kiimesi
semi acik veya B kiimesi semi agik ise, (AnB)™ = A~°~B~° dir.

Ispat. Genel olarak, (A~B) < A~°~B-° oldugu agiktir. AeSO(X) olsun. Bu
takdirde A < A°- dir. Dolayisiyla A- < A°- olur. Diger taraftan, A° c A oldugundan,
A° < A- olur. Béylece A~ = A°- elde edilir. Dolayisiyla A-°nB=° = (A~°nB~°)~°
(A-nB°)° = (A>-"B~°)° c (A°~B")° c (A°B)° < (AnB)™° elde edilir. Boylece
(AnB)° = A-°B~° olur.

2.9.2. Lemma. Her B-kiime zayif B-kiimedir.

Ispat. (X,1) topolojik uzay1 ve bir AcX alt kiimesi verilsin. A kiimesi bir B-
kiime olsun. Buradan U agik kiime ve V-° = V° olmak lizere A = UnV dir. 2.9.1.
Lemmadan, A= = ([UnV)™® =U"nV=°=U"nV° elde edilir. Dolaysiyla (A)p° =
ANA=° = (UNV)NU°NV® = UnV° = A° olur. O halde A kiimesi zayif B-kiimedir.

2.9.1. Uyar.. Zayif B-kiimenin bir f-kiime olmasi gerekmez. Zayif B-kiime
kavrami, a-agik, preagik, semi agik, C-kiime kavramlarindan bagimsizdir.

2.9.1. Ornek. X={ab,c,d) kimesi iizerinde 1={X,D,{c},{d},{c,d},{a,c},
{a,c,d}} topolojisi verilsin. {b,c} kiimesi zayif B-kiimedir, fakat ne C-kiime ne B-kiime
ne de preagik kiimedir. {a,d} kiimesi de zayif B-kiimedir, fakat semi agik degildir.
Diger taraftan, {b,c,d} kiimesi a-agiktir, fakat zayif B-kiime degildir. 2.8.1. Omekteki
(X,7) uzaym alalim. {a,b,d} kiimesi bir C-kiimedir, fakat zayif B-kiime degildir.

2.9.1. Sonug¢.[36] Her A-kiime zayif f-kiimedir.
ispat. 2.7.1. Sonug ve 2.9.2. Lemmadan gikar.
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[36] da yalmzca ifadesi verilen asagidaki 6zelligi ispatlayalim:

2.9.3. Lemma. (X,7) topolojik uzay1 ve bir AcX alt kiimesi verilsin. A
kiimesinin agik olmast igin gerek ve yeter sart A nin preagik ve zayif B-kiime olmasidir.

Ispat. =. A kimesi agik olsun. 2.7.7. Lemmadan, A kiimesi preagktir.
Buradan A = (A)p° olur. A kiimesi agik oldugundan A = A° dir. Dolayisiyla A°® = (A),°
olur. O halde A kiimesi zayif B-kiimedir.

<. A kiimesi preacik ve zayif B-kiime olsun. Buradan A = (A),° ve A° = (A)°
olur. Dolayistyla A = A° elde edilir. O halde A kiimesi agiktir.

2.9.2. Tanmm. f: (X,t) — (Y,v) fonksiyonu verilsin. Y deki her agik kiimenin
ters goruntiisti, X de zayif B-kiime ise f fonksiyonuna zayif B-siirekli [13] denir.

2.9.4. Lemma. Her B-siirekli fonksiyon zayif B-siireklidir.
Ispat. 2.9.2. Lemmadan agiktir.

2.9.2. Uyari. Zayif B-siirekli bir fonksiyonun B-siirekli olmas: gerekmez. 2.7.4.
Ornek, 2.7.5. Omek, 2.7.6. Omek, 2.8.2. Omek ve 2.9.2. Omeklerden zayif B-
streklilik kavramu, o-streklilik, presiireklilik, semi siireklilik, C-siireklilik, zayif
streklilik, zayif o-stireklilik, hemen hemen zayif siireklilik, zayif* siireklilik, lokal
zayif* siireklilik kavramlarindan bagimsizdir.

2.9.2. Ornek. X={ab,c,d} kimesi iizerinde ©={X,@,{a},{b},{ab}.{ac},
{a,b,c}} ve v={X,JF,{c},{d},{c,d}} topolojileri verilsin. f : (X,T) — (X,v) fonksiyonu
f(a)=f(d)=d, f(b)=f(c)=a ile tammlansin. Bu takdirde f fonksiyonu zayif B-siireklidir,
fakat ne B-siirekli ne C-siirekli ne de lokal zayrf* siireklidir.

2.9.1. Teorem.[13] f: (X,t) — (Y,v) fonksiyonunun siirekli olmasi i¢in gerek
ve yeter sart f nin presiirekli ve zayif B-siirekli olmasidir.
ispat. 2.9.3. Lemmadan gikar.
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2.10. M. Przemski Anlaminda Siirekliligin ve o-Siirekliligin Ayrisimlan

M. Przemski [36), siirekliligin ve a-siireklilifin birer aynigimini elde etmistir.

2.10.1. Tanmm. (X,7) uzay: ve bir AcX kiimesi verilsin. Eger A° = (A),° ise A
kiimesine D(c,ot)-kiime [36] denir.

2.10.1. Lemma.[15] Her C-kiime bir D(c,a)-kiimedir.

Ispat. (X,7) uzay1 ve bir AcX alt kiimesi verilsin. A kiimesi bir C-kiime olsun.
Buradan A = UnV 3 U agik ve V° = V°=° dir. 2.9.1. Lemmadan, A°=° = (UnV)°~° =
(UnVeo) = U-°nV°-° = U°nV° elde edilir. Dolayisiyla (A),° = AnA°° = (UnV)N

U=°nV° =UNV° = A° olur. O halde A kiimesi bir D(c,a.)-kiimedir.
[36] da 1spatsiz olarak verilen agagidaki 6zellifi gosterelim:

2.10.2. Lemma. Her zayif B-kiime bir D(c,o)-kiimedir.
Ispat. (X,7) uzay: ve bir AcX alt kiimesi verilsin. A kiimesi bir zayif B-kiime
olsun. Bu takdirde A° = (A),° olur. A° © (A)y° = (A),° = A° olduBundan, A° = (A)°

olur. O halde A kiimesi bir D(c,a)-kiimedir.

2.10.1. Uyan. D(c,a)-kiimenin zayif B-kiime ve C-kiime olmasi gerekmez.
D(c,a)-kiime kavrami, a-agik, preagik ve semi agik kiime kavramlarindan bagimsizdir.
2.8.1. Omekteki (X,1) uzayim alahm. {a,b,d} kiimesi bir D(c,0))-kiimedir, fakat zayif
B-kiime degildir. 2.9.1. Ornekteki (X,t) uzaymm alahm. {b,c} kiimesi D(c,o)-kiimedir,
fakat ne C-kiime ne de preagik bir kiimedir. {a,d} kiimesi de bir D(c,ot)-kiimedir, fakat
semi agik degildir. Diger taraftan, {b,c,d} kiimesi a-agiktir, fakat D(c,o)-kiime
degildir.

2.10.1. Sonu¢. Her B-kiime bir D(c,ot)-kiimedir.
Ispat. 2.9.2. Lemma ve 2.10.2. Lemmadan agiktir.

2.10.3. Lemma.[36] (X,7) topolojik uzay1 ve bir AcX alt kiimesi verilsin. A
kiimesinin agtk olmasi igin gerek ve yeter sart A nin a-agik ve D(c,or)-kiime olmasidir.
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Ispat. =. A kiimesi agik olsun. 2.3.1. Lemmadan A kiimesi o-agiktir. A

kimesi a-agik oldugundan, A = (A),° olur. A kiimesi agik oldufundan, A=A° dir.
Baylece A° = (A),° olur. O halde A kiimesi bir D(c,a)-kiimedir.

<. A kiimesi a-agik ve D(c,a)-kiime olsun. Buradan A = (A),° ve A° = (A),°

olur. Dolayisiyla A = A° olur. Boylece A kiimesi agiktir.

2.10.2, Tanmm. f: (X;1) — (Y,v) fonksiyonu verilsin. Y deki her a¢ik kiimenin
ters gorintisi, X de D(c,o)-kiime ise f fonksiyonuna D(c,o)-stirekli [36] denir.

2.10.4. Lemma.[36] Her C-siirekli fonksiyon D(c,a)-stireklidir.
Ispat. 2.10.1. Lemmadan gikar.

2.10.5. Lemma.[36] Her zayif B-siirekli fonksiyon D(c,a)-stireklidir.
Ispat. 2.10.2. Lemmadan gikar.

2.10.3. Uyan. D(c,o)-siirekli bir fonksiyon ne zayif B-siirekli ne de C-
sireklidir. 2.7.4. Ornek, 2.7.5. Omek, 2.7.6. Omek, 2.8.2. Omek ve 2.9.2.
Orneklerden D(c,o)-stireklilik kavrami, a-siireklilik, presiireklilik, semi siireklilik, zayif
sireklilik, zayif a-stireklilik, hemen hemen zayf siireklilik, zayif* stireklilik ve lokal
zayif* sireklilik kavramlarindan bagimsizdir.

2.10.1. Teorem.[36] f: (X,1) — (Y,0) fonksiyonunun siirekli olmasi igin gerek
ve yeter sart f nin a-siirekli ve D(c,o)-stirekli olmasidir.
ispat. 2.10.3. Lemmadan gikar.

2.10.3. Tamm. (X,7) uzay: ve bir ACX kiimesi verilsin. Eer (A),° = (A)p° ise
A kiimesine D(a,p)-kiime [36] denir.

2.10.6. Lemma.[36] (X,7) uzay: verilsin. D(c,p) = D(c,a)~D(a.,p) dir.
Ispat. 2.10.2. Lemma ve 2.10.3. Tanimdan ¢ikar.

2.10.7. Lemma.[36] Her a-agik kiime bir D(a,p)-kiimedir.

Ispat. (X,7) uzay1 ve bir AcX alt kiimesi verilsin. A kiimesi a-agik olsun. Bu
takdirde A = (A),° olur. A= (A),° = (A)p° < A oldugundan, A = (A)p° olur. Béylece
(A)e” = (A)p° elde edilir. O halde A kiimesi bir D(a.,p)-kiimedir.
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2.10.4. Uyan. D(a,p)-kiimenin ne zayif B-kiime ne de o-agik kiime olmasi
gerekmez. Aynca D(a,p)-kiime kavramu, C-kiime, D(c,a)-kiime ve preagik kiime
kavramlanindan bagimsizdir. Gergekten, X={a,b,c} kimesi iizerinde 1={X,J,{a}}
topolojisi verilsin. {a,b} kimesi D(a,p)-kiimedir, fakat D(c,o)-kiime degildir. {b}
kiimesi de D(o.,p)-kiimedir, fakat ne preagik ne de semi agiktir. Diger taraftan, 2.8.1.
Omekteki (X,t) uzaym alalim. {a,b,d} kiimesi preagik ve C-kiimedir, fakat D(c,p)-
kiime degildir.

2.10.8. Lemma.[36] (X,t) topolojik uzayr ve bir AcCX alt kiimesi verilsin. A
kiimesinin o-agik olmasi igin gerek ve yeter sart A nin preagik ve D(a,p)-kiime
olmasidir.

ispat. =. 2.3.6. Lemma ve 2.10.7. Lemmadan gikar.

<. A kiimesi hem preagik hem de D(a,p)-kiime olsun. A preagik oldugundan
A = (A)p° olur. A kumesi D(a,p)-kiime olduundan, (A),° = (A)y° olur. Boylece A =
(A),° olur. O halde A kiimesi a-agtktir.

2.10.4. Tammm. f: (X,7) — (Y,v) fonksiyonu verilsin. Y deki her agik kiimenin
ters goriintiisii, X de D(a,p)-kiime ise f fonksiyonuna D(a,p)-siirekli [P] denir.

2.10.9. Lemma.[36] f : (X,1) — (Y,0) fonksiyonunun zayif B-siirekli olmas:
igin gerek ve yeter sart f nin D(c,a)-siirekli ve D(a,p)-stirekli olmasidir.
Ispat. 2.10.6. Lemmadan agiktir.

2.10.10. Lemma.[36] Her a-siirekli fonksiyon D(a,p)-siireklidir.
Ispat. 2.10.7. Lemmadan gikar.

2.10.5. Uyan. D(a,p)-siirekli bir fonksiyonun zayif B-siirekli ve o-siirekli
olmas: gerekmez. 2.3.6. Omek, 2.7.4. Omnek, 2.7.5. Omek ve 2.8.2. Orneklerden
D(a,p)-siireklilik kavrami, C-siireklilik, D(c,o)-siireklilik, presiireklilik, zayif siireklilik,
zayif a-siireklilik, hemen hemen zayif siireklilik, zayif* siireklilik ve lokal zayif*
siireklilik kavramlarindan bagimsizdir.

2.10.2, Teorem.[36] f : (X,T) — (Y,o) fonksiyonunun a-stirekli olmas: igin
gerek ve yeter sart f nin prestirekli ve D(a,p)-siirekli olmasidur.
Ispat. 2.10.8. Lemmadan gikar.
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2.10.2. Sonu¢.[36] f: (X,1) = (Y,0) fonksiyonu presiirekli ve A-strekli ise, f
fonksiyonu a-siireklidir.
ispat. 2.5.2. Teoremin sonucudur.

2.10.3. Sonu¢.[36] (Y,0) regiiler uzay olsun. Bu takdirde f : (X,7) — (Y,0)
fonksiyonunun siirekli olmast i¢in gerek ve yeter sart f nin presiirekli ve D(a,p)-siirekli
olmasidir.

ispat. 2.3.1. Sonug ve 2.10.2. Teoremden gikar.

2.11. Singal Anlaminda Hemen Hemen Siirekliligin Bir Ayrismmm

[33] de, Singal [41] anlaminda hemen hemen siireklilifin bir aynsimm
vernilmigtir.

2.11.1. Tammm. f : (X;t) = (Y,v) fonksiyonu ve herhangi bir xeX noktasi
verilsin. f(x) noktasini iceren her VY agik kiimesi igin, {U) < V~° olacak sekilde x
noktasini igeren bir UcX agik kiimesi varsa, f fonksiyonuna Singal anlaminda hemen
hemen stirekli [41] denir.

2.11.2, Tamm. f : (X,1) — (Y,v) fonksiyonu verilsin. Y deki her regiiler agik
kiimenin ters goriintiisii, X de bir A-kiime ise f fonksiyonuna hemen hemen A-sirekli
[33] denir.

2.11.1. Lemma.[33] Singal anlaminda hemen hemen siirekli her fonksiyon
hemen hemen A-siireklidir.
Ispat. Her agik kiime A-kiime oldugundan gikar.

2.11.1. Uyar.[33] Hemen hemen A-siirekli bir fonksiyonun Singal anlaminda
hemen hemen siirekli olmas: gerekmez. 2.3.5. Omekteki f fonksiyonu hemen hemen
A-siireklidir, fakat Singal anlaminda hemen hemen stirekli degildir.

2.11.3. Tanmm. f: (X,7) — (Y,v) fonksiyonu verilsin. Y deki her regiiler agik
kiimenin ters goriintiisii, X de feebly agik ise f fonksiyonuna hemen hemen feebly
siirekli [24] denur.
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2.11.2. Lemma.[33] Singal anlaminda hemen hemen siirekli her fonksiyon
hemen hemen feebly strekiidir.
Ispat. Her agik kiime o-agik oldugundan gikar.

2.11.2. Uyan. Hemen hemen feebly siirekli bir fonksiyonun Singal anlaminda
hemen hemen siirekli olmas1 gerekmez. 2.3.5. Omek ve 2.11.1. Omeklerden, hemen
hemen feebly stireklilik kavramiyla hemen hemen A-siireklilik kavramu birbirinden

bagimsizdir.

2.11.1. Ornek.[30] X={ab,c,d} kiimesi iizerinde 1={X,D,{c},{d}.{a,c},
{c,d}.{a,c.d}} topolojisi ve Y={ab,c} iizerinde v={Y,J,{a},{b},{a,b}} topolojisi
verilsin. f: (X,1) — (Y,v) fonksiyonu f{a)=c, f{b)=f(c)=f{d)=b seklinde tanimlansin. Bu
takdirde f hemen hemen feebly siireklidir, fakat ne hemen hemen A-siirekli ne de
Singal anlaminda hemen hemen siireklidir.

2.11.1. Teorem.[33] f: (X,T) — (Y,v) fonksiyonunun Singal anlaminda hemen
hemen siirekli olmasi igin gerek ve yeter sart f nin hemen hemen feebly siirekli ve

hemen hemen A-siirekli olmasidir.
Ispat. 2.11.1. Lemma, 2.11.2. Lemma ve 2.5.4. Lemmadan agiktir.

2.12. Siirekliligin Bir Diger Ayrisimi

[6] da, N. Levine [21] anlaminda siireklilifin ayngimindan farkh bir aynigim elde
edilmigtir.

2.12.1. Tamm. f : (X;t) - (Y,v) fonksiyonu ve herhangi bir xeX noktast
verilsin. f{x) noktasmn igeren her VCY agik kiimesi igin, f =1 (V) kimesi, f ! (V-) alt
uzayinda bir agik kiime ise, f fonksiyonuna bagil (relatively) sirekli [6] denir.

2.12.1. Lemma.[6] Her siirekli fonksiyon bagil siireklidir.

Ispat. f : (X,1) — (Y,v) fonksiyonu siirekli olsun. Bu takdirde her VCY agik
kiimesi i¢in f -1 (V) kiimesi, X de agiktir. f ' (V) < f 7! (V-) oldugundan, f -1 (V)
kiimesi, f ! (V) alt uzayinda bir agik kiimedir. O halde f fonksiyonu bagl siireklidir.



38

2.12.1. Uyan. Bagil siirekli bir fonksiyonun siirekli olmas1 gerekmez. 2.3.6.

Omek, 2.7.3. Omek, 2.7.5. Omek, 2.12.1. Omek ve 2.12.2. Omeklerden bagl

stireklilik kavrami, a-siireklilik, zayif siireklilik, zayif a-siireklilik, hemen hemen zayif

siireklilik, presiireklilik, zayif* siireklilik, lokal zayif* siireklilik, A-siireklilik, semi

stireklilik, D(c,p)-siireklilik, LC-siireklilik, B-siireklilik, zayif B-siireklilik, C-siireklilik,
D(c,a)-siireklilik kavramlarnindan bagimsizdir,

2.12.1. Ornek. X={ab,c} kimesi iizerinde ={X.&,{c}} ve v={XD,{a},
{b},{a,b}} topolojileri verilsin. f : (X;1) - (X,v) fonksiyonu f{a)=f{b)=a, f{c)=b
seklinde tammlansin. Bu takdirde f fonksiyonu bagil siireklidir, fakat hemen hemen
zayif stirekli, lokal zayif* siirekli, semi siirekli, D(c,o)-siirekli degildir.

2.12.2. Ornek.[6] X={a,b,c,d} kiimesi iizerinde =={X,&,{c},{c,d},{a,b,c}} ve
v={X,J,{b},{d},{b,d},{a,b},{a,b,d},{b,c,d}} topolojileri verilsin. f : (X,1) = (X,v)
birim fonksiyonu zayif sireklidir, ¢iinkii {a,b}-={a,b,c}={b}, {b,c,d}=X, {d}={c,d}.
Fakat f fonksiyonu bagil siirekli degildir, ¢iinkii {b} = f -1 ({b}) = £ -1 ({b} ) "W =
{a,b,c}~W olacak sekilde bir Wer agik kiimesi yoktur.

2.12.1. Teorem.[6] f : (X,t) — (Y,v) fonksiyonunun siirekli olmas: i¢in gerek
ve yeter sart f fonksiyonunun zayif siirekli ve bagil siirekli olmasidir.

ispat. =. 2.1.3. Lemma ve 2.12.1. Lemmadan agiktir.

<. f fonksiyonu zayif siirekli ve bagil siirekli olsun. Herhangi bir VCY agik
kiimesi verilsin. f fonksiyonu bagil siirekli oldugundan, W kiimesi X de bir agik kiime
olmak iizere f -1 (V) = f =1 (V-)nW olur. f -t (V) kimesinin X de ag¢ik oldugunu
gostermek igin, herhangi bir xef -! (V) alahm. Buradan f{x)eV ve xeW olur. f fonksi-
yonu zayif siirekli oldugundan, {lU)cV- olacak yekilde x noktasim igeren bir UcX
agik kimesi vardir. Boylece U < f = (V) olur. W, x noktasint igeren bir agik kiime
oldugundan, U — W alabiliriz. Dolaysiyla xeU < f -1 (V-)"W = f -1 (V) elde edilir.
Bdylece her xef -1 (V) noktas: bir i¢ nokta oldugundan, f -! (V) kiimesi X de agik bir
kimedir. O halde f fonksiyonu siireklidir.
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3. SUREKLILIGIN AYRISIMI

Bu bolumde; J. Tong [39] anlaminda siirekliliin ayngimma benzer olarak
surekliligin yeni bir aynigimin elde ettik.

3.1. Tanmm. (X,7) topolojik uzay: ve bir AcX alt kiimesi verilsin. Eger U agik
kiime ve V°- = V° olmak iizere A =UNV ise A kiimesine B*-kiime denir.

3.1. Lemma. Her B*-kiime bir C-kiimedir.

Ispat. (X,7) uzay1 ve bir AcX alt kiimesi verilsin. A kiimesi bir B*-kiime olsun.
Buradan A = UnV 3 U agik ve V° = V°- dir. Dolayistyla V° < V°=° < V°- = V° olur.
Boylece V°-° = V° dir. O halde A kiimesi bir C-kiimedir.

3.2. Uyan. C-kiimenin bir $*-kiime olmas: gerekmez.

3.1. Ornek. X={ab,c} kimesi iizerinde ={X,&,{a},{c},{a,c}} topolojisi
verilsin. {b,c} kiimesi A-kiimedir ve dolayisiyla bir C-kiimedir, fakat B*-kiime degildir.

3.1. Uyan. 3.1. Omek, 3.2. Ornek, 3.3. Omek ve 3.4. Omeklerden B*-kiime
kavrami, A-kiime, lokal kapah kiime, B-kiime, zayif B-kiime, a-agik, preacik, semi agik
ve D(a,p)-kiime kavramlarindan bagimsizdir.

3.2. Ornek. X={ab,c,d} kiimesi iizerinde ™={X,&,{a,b},{c,d}} topolojisi
verilsin. {a,b,c} kiimesi bir *-kiimedir, fakat D(a.,p)-kiime degildir.

3.3. Omrnek. X={ab,cd} kimesi iizerinde 71={X,@,{a}.{b,c},{ab,c}}
topolojisi verilsin. {c,d} kiimesi bir B*-kiimedir, fakat preacik kiime degildir.

3.4. Ornek. X={a,b,c} kiimesi iizerinde =={X,,{a}} topolojisi verilsin. {a,b}
kiimesi bir a-agik kiimedir, fakat B*-kiime degildir.

3.2. Lemma. (X,7) topolojik uzay: ve bir AcX alt kiimesi verilsin. A kiimesinin
acik olmasi igin gerek ve yeter sart A nin a-agik ve B*-kiime olmasidir.
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Ispat. =. A kiime agik olsun. Buradan A=ANX 3 X° =X° = X oldugundan,
A kiimesi bir B*-kiimedir. 2.3.1. Lemmadan, A kiimesi a-agiktir.
<. A kiimesi a-agik ve B*-kiime olsun. Bu takdirde U agik kiime ve V°=V°-
olmak iizere A=UNV dir. Aea(X) oldugundan, A c A°-° = (UnV)°-° = (U°NV°)=° =
UnV°)° c (U-AV°-)° = (U-nV°)° = U-°~V°° = U°~V° olur. UcU° oldugundan,
A =UnV = (UnV)NU c (U°NV°)NU = UnV° olur. Aynica A = UnV 5 UnV®
oldugundan, A = UnV° elde edilir. O halde A kiimesi agiktir.

3.2. Tamm. f: (X,7) = (Y,v) fonksiyonu verilsin. Y deki her agik kiimenin
ters goriintiisii, X de B*-kiime ise f fonksiyonuna PB*-siirekli denir.

3.3. Lemma. Her B*-siirekli fonksiyon C-siireklidir.
Ispat. 3.1. Lemmadan agiktir.

3.3. Uyan. C-siirekli bir fonksiyonun B*-siirekli olmasi gerekmez.

3.5. Ornek. X={a,b,c} kiimesi iizerinde =={X,J,{a},{c},{a,c}} ve v=P(X)
topolojileri verilsin. f : (X,;1) = (X,v) fonksiyonu f(a)=a, f(b)=f(c)=c seklinde
tanimlansin. Bu takdirde f fonksiyonu A-siireklidir ve dolayisiyla C-siireklidir. Aynica f
fonksiyonu zayif* siirekli ve bagil stireklidir, fakat B*-siirekli degildir.

3.4. Uyan. 3.5. Omek, 3.6. Omek, 3.7. Omek ve 3.8. Orneklerden goriilecegi
gibi B*-siireklilik kavrami, A-siireklilik, LC-siireklilik, B-siireklilik, zayif B-stireklilik,
D(c,p)-siireklilik, o-siireklilik, presiireklilik, semi siireklilik, zayf sireklilik, zayif
o-siireklilik, hemen hemen zayif sireklilik, zayif* siireklilik, lokal zayif* stireklilik ve
bagl siireklilik kavramlarindan bagimsizdir.

3.6. Ornek. X={a,b,c,d} kiimesi iizerinde T={X,J,{a,b},{c,d}} ve v={X,Q,
{a,b,c}} topolojileri verilsin. f: (X,7) = (X,v) birim fonksiyonu *-siireklidir, fakat ne
D(a,p)-siirekli ne lokal zayif* siirekli ne de bagil stireklidir.

3.7. Ornek. X={ab,c} kiimesi iizerinde =={X,@,{a}} topolojisi ve Y={a,b}
kiimesi Gzerinde v={Y,J,{a}} topolojisi verilsin. f : (X;t) & (X,v) fonksiyonu
fla)=f{b)=a, f{c)=b ile tanmimlansin. Bu takdirde f a-siireklidir, fakat 3*-siirekli degildir.
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3.8. Ornek. X={ab,c} kiimesi iizerinde ={X,&,{a}} ve v=P(X) topolojileri

verilsin. f : (X,1) = (X,v) fonksiyonu, fla)=a ve f{b)=f{c)=b ile tammlansin. Bu
takdirde f fonksiyonu B*-siireklidir, fakat hemen hemen zayif siirekli degildir.

3.1. Teorem. f : (X,1) — (Y,v) fonksiyonunun siirekli olmas: igin gerek ve
yeter sart f nin a-siirekli ve B*-siirekli olmasidir.
Ispat. 3.2. Lemmadan gikar.
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4. SUREKLILIGIN VE o-SUREKLILiGIN AYRISIMLARI

4.1. Siirekliligin Bir Ayrisim

Bu kesimde; B*-sireklilik kavramimi zayif B*-siireklilik olarak genellestirip,
siirekliligin yeni bir ayngimim elde ettik.

4.1.1, Tanmm. (X;1) uzay1 ve bir AcX alt kiimesi verilsin. Eger A® = (A)s° ise
A kiimesine zayif B*-kiime denir. X uzayindaki biitiin zayif B*-kiumelerin ailesini
D(c,s) ile gosterelim.

4.1.1. Lemma. Her B*-kiime bir zayif B*-kiimedir.

Ispat. (X,1) uzay ve bir AcX alt kiimesi verilsin. A kiimesi bir B*-kiime olsun.
Bu takdirde A = UV 3 U agik ve V°- = V° dir. Buradan, A°- = (UnV®)~ =UnV°- =
UnV° = A° oldugundan, (A)s° = AnA°" = ANA°® = A° olur. O halde A kiimesi bir
zayif B*-kiimedir.

4.1.1. Uyan, Zayif B*-kiimenin bir f*-kiime olmasi gerekmez.

4.1.1. Ornek. X={ab,c,d} kiimesi iizerinde 1={X,&,{c},{a,c},{b,d},{b,c,d}}
topolojisi verilsin. {c,d} kiimesi zayif B*-kiimedir, fakat B*-kime degildir. Aynca
{a,b} kiimesi zayif p*-kiimedir, fakat preagik kiime degildir. Aym zamanda {b,c}
kiimesi zayif B*-kiimedir, fakat C-kiime degildir.

4.1.2, Lemma. Her zayif B*-kiime bir D(c,a)-kiimedir.
Ispat. (X,7) uzay1 ve bir AcX alt kiimesi verilsin. A kiimesi bir zayif B*-kiime
olsun. Bu takdirde A° = (A)¢° olur. A®° c (A),° < (A)s° = A° oldugundan A° = (A),°

olur. O halde A kiimesi bir D(c,at)-kiimedir.

4.1.2, Uyari. D(c,a)-kiimenin bir zayif $*-kiime olmasi gerekmez.

4.1.2. Ornek, X={a,b,c} kiimesi iizerinde 1={X,,{a},{b},{a,b}} topolojisi
verilsin. {a,c} kiimesi bir A-kiimedir, fakat zayif B*-kiime degildir.
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4.1.3. Uyar. 4.1.1. Omek, 4.1.2. Omek, 4.1.3. Omek ve 4.1.4. Orneklerden
zayif B*-kiime kavrami, A-kiime, lokal kapah kiime, Bi!kime, C-kiime, zayif B-kime,
D(a,p)-kiime, a-agik, preagik ve semi agik kiime kavramlanindan bagimsizdir.

4.1.3. Ornek. X={a,b,c,d} kiimesi iizerinde ={X,&,{a,c},{b,d}} topolojisi
verilsin. {a,b,c} kiimesi zayif B*-kiimedir, fakat D(a,p)-kiime degildir.

4.1.4. Ornek. X={a,b,c} kiimesi iizerinde 1={X,,{c}} topolojisi verilsin.
{b,c} kiimesi a-agik bir kiimedir, fakat zayif B*-kiime degildir.

4.1.3. Lemma. (X,t) uzay: ve bir AcX alt kiimesi verilsin. A kiimesinin agik

olmast igin gerek ve yeter sart A nin semi agik ve zayif B*-kiime olmasidir.
Ispat. =. A kiimesi agik bir kiime olsun. Buradan A = A° dir. A®° c (A)° <

(A)s° € A oldugundan, A = A° = (A)¢° olur. O halde A kiimesi hem semi agik hem de
zayif B*-kiimedir.

<. A kiimesi semi agik ve zayif B*-kiime olsun. Buradan A = (A){° ve A° =
(A)s° olur. Béylece A = A° elde edilir. O halde A ktimesi agiktir.

4.1.2. Tanm. f : (X,7) = (Y,v) fonksiyonu verilsin. Y deki her agik kiimenin
ters goriintiisii, X de zayif B*-kiime ise f fonksiyonuna zayif B*-stirekli denir.

4.1.4. Lemma. Her p*-siirekli fonksiyon zayif B*-siireklidir.
Ispat. 4.1.1. Lemmadan agiktr.

4.1.4. Uyan. Zayf B*-siirekli bir fonksiyonun f*-stirekli olmast gerekmez.

4.1.5. Ornek. Bir X={a,b,c,d} kiimesi iizerinde 1={X,@,{a},{c,d},{a,c,d}} ve
v={X,,{a}} topolojileri wverilsin. f : (X,;1) —» (X,v) fonksiyonu f(a)=f(d)=a,
flb)=f{c)=b seklinde tanimlansin. Bu takdirde f fonksiyonu zayif p*-siireklidir, fakat ne
B*-stirekli ne bagil siirekli ne de D(a.,p)-siireklidir.

4.1.5. Lemma. Her zayif B*-siirekli fonksiyon D(c,a)-stireklidir.
Ispat. 4.1.2. Lemmadan agiktir.
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4.1.5. Uyan. D(c,a)-siirekli bir fonksiyonun zayif p*-siirekli olmasi gerekmez.

4.1.5. Ornek, 4.1.6. Ornek, 4.1.7. Ornek, 4.1.8. Ornek, 4.1.9. Ornek, 4.1.10. Ornek ve

4.1.11. Orneklerden zayif B*-siireklilik kavrami, A-siireklilik, semi sireklilik, LC-

siireklilik, B-siireklilik, C-siireklilik, zayif B-siireklilik, D(a.,p)-siireklilik, o-stireklilik,

zayif sireklilik, zayif a-siireklilik, presiireklilik, hemen hemen zayif siireklilik, bagil
stireklilik, zayif* stireklilik ve lokal zayif* suireklilik kavramlarndan bagimsizdir.

4.1.6. Ornek. X={a,b,c} kiimesi iizerinde 7={X,J,{a}} ve v={X,J,{a}.{c},
{a,c}} topolojileri verilsin. f : (X,7) = (X,v) fonksiyonu, fla)=a ve f{b)=f(c)=c
seklinde tammlansin. Bu takdirde f fonksiyonu zayif B*-siireklidir, fakat hemen hemen
zayif siirekli degildir.

4.1.7. Ornek. X={a,b,c} kiimesi tizerinde ={X,&,{a},{b,c}} ve v={X, &,
{a,c}} topolojileri verilsin. f : (X,7) = (X,v) birim fonksiyonu zayif B*-siireklidir,
fakat lokal zayif* siirekli degildir.

4.1.8. Ornek. X={a,b,c} kiimesi iizerinde 7={X,&,{a},{c},{a,c}} ve v={X, &,
{b}} topolojileri verilsin. f : (X,7) = (X,v) fonksiyonu f(a)=a, f(b)=f(c)=b ile tamm-
lansin. Bu takdirde f fonksiyonu A-siireklidir, fakat zayif §*-stirekli deZildir.

4.1.9. Ornek. X={ab,c} kimesi tizerinde t={X,D,{c}} ve v={XJ,{a}}
topolojileri verilsin. f : (X,t) = (X,0) fonksiyonu f{a)=c, fb)=f(c)=a ile tanimlansin.
Bu takdirde f fonksiyonu a-siireklidir, fakat zayif B*-siirekli degildir.

4.1.10. Ornek. X={a,b,c} lizerinde =={X,J,{a},{c}.{a,c}} ve v=P(X) topolo-
jileri verilsin. f : (X,1) = (X,v) fonksiyonu f{a)=a, f{b)~f(c)=c ile tammlansin. Bu
takdirde f fonksiyonu zayif* siirekli ve bagl siireklidir, fakat zayif B*-stirekli degildir.

4.1.11. Ornek. X={ab,c,d} tzerinde =={X,J,{c},{a,c},{b,d},{b,c,d}} ve v
={X,3,{c}} topolojileri verilsin. f : (X,t) = (X,v) fonksiyonu f{a)=f(d)=a, f(b)=f{(c)=c
ile tammlansin. Bu takdirde f fonksiyonu zayif B*-siireklidir, fakat C-stirekli degildir.

4.1.1. Teorem. f : (X,1) — (Y,v) fonksiyonunun siirekli olmas: igin gerek ve
yeter sart f nin semi siirekli ve zayif B*-stirekli olmasidir.
Ispat. 4.1.3. Lemmadan elde edilir.
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4.2, a-Siirekliligin Bir Ayrisim

Bu kesimde; zayif B*-siireklilik kavramim D(a.,s)-siireklilik olarak genellestirip,
a-siirekliligin yeni bir aynsimum elde ettik.

4.2.1. Tamm. (X,7) uzay ve bir AcX alt kiimesi verilsin. Eger (A),° = (A)s°
ise A kiimesine D(a,s)-kiime denir.

4.2.1. Lemma. Her zayif B*-kiime D(a.,s)-kiimedir.
Ispat. (X,7) uzayr ve bir AcX alt kiimesi verilsin. A kiimesi zayif B*-kiime
olsun. Buradan A° = (A)s° olur. (A)s° = A° c (A)y° < (A)s° oldugundan, (A),° =

(A)s° olur. Boylece A kiimesi bir D(o.,s)-kiimedir.

4.2.2. Lemma. Her a-a¢ik kiime D(a,s)-kiimedir.

Ispat. (X,7) uzay! ve bir AcX alt kiimesi verilsin. A kiimesi a-agik olsun. Bu
takdirde A = (A),° olur. A = (A),° c (A)s° A oldugundan, A = (A)s° olur. Boylece
(A)y° = (A)s° elde edilir. O halde A kiimesi bir D(c,s)-kiimedir.

4.2.1. Uyarn. D(a.,s)-kiimenin ne zayif *-kiime ne de a-agik kiime olmasi
gerekmez. 4.2.1. Omek, 4.2.2. Omek ve 4.2.3. Omeklerden D(a.,s)-kiime kavramu,
A-kiime, lokal kapali kiime, B-kiime, C-kiime, zayif B-kiime, D(c,o)-kiime, D(a,p)-
kiime, preagik ve semi agik kiime kavramlarindan bagimsizdir.

4.2.1. Ornek. X={ab,c} kiimesi izerinde 17={X,J,{a}} topolojisi verilsin.
{a,b} kiimesi D(c,s)-kiimedir, fakat D(c,a)-kiime degildir. Aym zamanda {b,c}
kiimesi D(a.,s)-kiimedir, fakat preagik degildir.

4.2.2. Ornek. X={ab,c,d} iizerinde ={X,d,{a},{c,d},{a,c,d}} topolojisi
verilsin. {a,b,d} kiimesi preagiktir, fakat D(c,s)-kiime degildir. Aynica {a,b} kiimesi A-
kiimedir, fakat D(a.,s)-kiime degildir.

4.2.3. Ornek. X={ab} kiimesi tizerinde 7={X,@} topolojisi verilsin. {a}
ktimesi bir D(a.,s)-kiimedir, fakat D(o.,p)-kiime degildir.
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4.2.3. Lemma. (X,7) uzay1 ve bir ACX alt kiimesi verilsin. A kiimesinin o-agik
olmasi i¢in gerek ve yeter sart A nin semi agik ve D(a,s)-kiime olmasidir.

Ispat. =. 2.3.4. Lemma ve 4.2.2. Lemmadan agiktir.
<. A kiimesi semi agik ve D(a.,s)-kiime olsun. Buradan A = (A)s® ve (A),° =
(A)s° olur. Boylece A = (A),° olur. O halde A kiimesi o-agiktir.

4.2.2, Tanmm. f: (X;t) = (Y,v) fonksiyonu verilsin. Y deki her agik kiimenin
ters goriintiisii, X de D(c,s)-kiime ise f fonksiyonuna D(a.,s)-siirekli denir.

4.2.4. Lemma. Her zayif B*-siirekli fonksiyon D(a.,s)-stireklidir.
Ispat. 4.2.1. Lemmadan agiktir.

4.2.5. Lemma. Her a-siirekli fonksiyon D(a,s)-siireklidir.
Ispat. 4.2.2. Lemmadan agiktrr.

4.2.2. Uyar. D(a.,s)-siireklilik ne zayif B*-siirekli ne de a-siirekliligi gerekmez.
424 Ornek, 42.5. Omek, 4.2.6. Omek, 4.2.7. Omek, 4.2.8. Omek ve 4.2.9.
Omeklerden D(a.,s)-siireklilik kavrami, A-siireklilik, semi siireklilik, LC-siireklilik, -
sireklilik, C-sireklilik, zayif B-siireklilik, D(c,a)-siireklilik, D(c,p)-stireklilik, zayif
siireklilik, zayif a-siireklilik, presiirekli, hemen hemen zayif siireklilik, zayif* siireklilik,
lokal zayif* siireklilik ve bagil siireklilik kavramlanindan bagimsizdir.

4.2.4. Ornek. X={a,b,c,d} kiimesi iizerinde 1={X,&,{a}} topolojisi verilsin.
f: (X,1) > (X,1) fonksiyonu fa)=f{b)=a, f{c)=f(d)=b ile tammlansmn. Bu takdirde f
fonksiyonu D(a.,s)-siireklidir, fakat D(c,a)-siirekli, bagil siirekli ve lokal zayif* strekli
degildir.

4.2.5. Ornek. X={ab,c} iizerinde 1={X,&,{a}} ve v={X,J,{a},{b},{a,b}}
topolojileri verilsin. f: (X,1) = (X,v) fonksiyonu, f{a)=a ve f{b)=f{c)=b ile tammlansin.
Bu takdirde f fonksiyonu D(c.,s)-siireklidir, fakat hemen hemen zayif siirekli degildir.

4.2.6. Ornek. X={ab,c} kiimesi iizerinde 7={X,&,{a},{b,c}} ve v={X O,
{a,b}} topolojileri verilsin. f: (X,T) =& (X,v) birim fonksiyonu D(a,s)-siireklidir, fakat
D(a,p)-stirekli degildir.
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4.2.7. Ornek. X={a,b,c} kiimesi iizerinde 7={X,D,{a},{b},{a,b}} ve v={X, &,

{a}} topolojileri verilsin. f : (X,t) — (X,v) fonksiyonu f(a)=f(c)=a, f(b)=b ile
tanimlansin. Bu takdirde f fonksiyonu zayif siireklidir, fakat D(c,s)-stirekli degildir.

4.2.8. Ornek. X={a,b,c} kiimesi iizerinde 7={X,J,{a},{c},{a,c}} ve v=P(X)
topolojileri verilsin. f : (X,7) » (X,v) fonksiyonu f{a)=a, f{b)=f(c)=b ile tammlansin.
Bu takdirde f fonksiyonu A-siirekli, zayif* siirekli ve bagil siireklidir, fakat D(a.,s)-
stirekli degildir.

4.2.9. Ornek. X={ab,c,d} tizerinde 7={X,3,{a},{c,d},{a,c,d}} ve v={X 2,
{a}} topolojileri verilsin. f : (X,7) —» (X,v) fonksiyonu f{a)=f{b)=f(d)=a, f(c)=c ile
tammlansin. Bu takdirde f fonksiyonu presiireklidir, fakat D(ct,s)-stirekli degildir.

4.2.1. Teorem. f: (X,1) — (Y,v) fonksiyonunun a-siirekli olmasi igin gerek ve
yeter sart f nin semi stirekli ve D(a.,s)-siirekli olmasidir.
Ispat. 4.2.3. Lemmadan ¢ikar.
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4.3. Bu Tez Boyunca Ele Ahnan Siirekliliklerin Karsilagtirilmasi

Diagram
Lokal zayif* siireklilik
i
Zayif* siireklilik Zayif siireklilik = Zayif a-streklilik
i f U

Bagl stireklilik <= Siireklilik = a-siireklilik = Presiireklilik = Hemen hemen zayif stireklilik

Asﬁreklﬂlk:semsumkhk\

LC-stireklilik D(a,p) - siireklilik
U
B-stireklilik = zayif B-sﬁrekhhk
U 4
C-siireklilik = D(c,o)-sireklilik
n ft
B*- streklilik =  Zayif B*-sureklilik = D(a,s) - stireklilik

4.3.1. Uyan. 2.2.1. Omek, 2.3.5. Omek, 2.3.6. Omek, 2.4.1. Omek, 2.7.3.
Omek, 2.7.5. Omek, 2.8.2. Omek, 2.12.1. Omek, 3.6. Ornek, 3.8. Omek, 4.1.5.
Ornek, 4.1.11. Omek, 4.2.7. Omek, 4.2.8. Ornek, 4.2.9. Omek, 4.3.1. Ornek, 4.3.2.
Omnek, 4.3.3. Omnek, 4.3.4. Omek, 4.3.5. Omek ve 4.3.6. Omeklerden diagramdaki
gerektirmelerin tersleri dogru degildir.

4.3.1. Ornek. X={ab,c} kiimesi iizerinde ={X@,{c}} ve v={X, T, {a}}
topolojileri verilsin. f : (X,1) =& (X,u) fonksiyonu f{a)=b, f{b)=f(c)=a ile tanimlansin.
Bu takdirde f fonksiyonu a-siireklidir, fakat D(c,a)-siirekli degildir.

4.3.2. Ornek. X={ab,c} kimesi iizerinde ={X,&,{a}} ve v={X,@,{b}}
topolojileri verilsin. f : (X;t) —» (X,v) fonksiyonu fla)=a, f{b)=f{c)=b seklinde
tanimlansin. Bu takdirde f fonksiyonu B*-siirekli ve LC-siireklidir, fakat semi siirekli
degildir.
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4.3.3. Ornek. X={a,b,c} kimesi iizerinde ™={X,J,{a},{c},{a,c}} ve v=P(X)
topolojileri verilsin. f : (X,t) - (Xv) fonksiyonu fa)=a, flb)=f{c)=c seklinde
tammlansin. Bu takdirde f fonksiyonu A-siireklidir, fakat D(a.,s)-stirekli degildir.

4.3.4. Ornek. X={ab,c} izerinde ={X,&,{b},{ac}} ve v={X,T,{b,c}}
topolojileri verilsin. f : (X,7) = (X,v) birim fonksiyonu B*-stireklidir, fakat zayif B-
siirekli degildir.

43.5. Ornek. X={ab,c,d} kiimesi iizerinde 1={X,2,{a},{b},{a,b},{a,c},
{a,b,c}} ve v={X,{d}} topolojileri verilsin. f : (X;7) —» (X,v) fonksiyonu
fla)=f(d)=d, f{b)=f(c)=a ile tammlansin. Bu takdirde f fonksiyonu zayif fB-sireklidir,
fakat B-sarekli degildir.

4.3.6. Omek. X={ab,c} kiimesi iizerinde 1={X,J,{c}} ve v={X,&,{a}}
topolojileri verilsin. f : (X,1) — (Y,v) fonksiyonu f{a)=a, f{b)=f{(c)=c ile tamimlansin.
Bu takdirde f fonksiyonu B-siireklidir, fakat LC-siirekli ve semi siirekli degildir.



50

KAYNAKLAR

[1] ANDRUEVIC, D., 1984, Some properties of the topology of a-sets, Mat. Vesnik
36, 1-10.

[2] ANDRIEVIC, D., 1986, Semipreopen sets, Mat. Vesnik 38, no.1, 24-32 ; MR
87j:54002.

[3] BISWAS, N., PICONE, M,, 1970, On characterizations of semi-continuous
functions, Atti Accad. Naz. Lincei, Rend. Cl. Sci. Fis. Mat. Natur., (8) 48, 399-402.

[4] BOURBAKI, N., 1966, General Topology, Part 1, Addison-Wesley Publ. Co.
Reading, Mass.

[5] CHATTOPADHYAY, C., BANDYOPADHYAY, C., 1991, On structure of d-
sets, Bull. Calcutta Math. Soc. 83, 281-290.

[6] CHEW, J., TONG, J., 1991, Some remarks on weak continuity, Amer. Math.
Monthly 98, no.10, 931-934; MR 92m:54029.

[7] CROSSLEY, S. G., HILDEBRANT, S. K., 1971, Semi-closure, Texas J. Sci. 22,
no.2-3, 99-112,

[8] DUGUNDII, J., 1966, Topology, Allyn and Bacon, Inc., Boston.

[9] EL-DEEB, S. N., HASANEIN, 1. A,, MASHHOUR, A. S., NOIRI, T., 1983, On
P-regular spaces, Bull. Math. Soc. Sci. Math. R. S. Roumanie 27(75), 311-315.

[10] ESPELIE, M. S, JOSEPH, J. E., 1982, Remarks on two weak forms of
continuity, Canad. Math. Bull. 25, no.1, 59-63; MR 83h:54010.

[11] GANSTER, M,, REILLY, 1. L., 1989, Locally closed sets and LC-continuous
functions, Internat. J. Math. Math. Sci., 12, no.3, 317-424; MR 91f:54008.

[12] GANSTER, M., REILLY, I. L., 1990, A decomposition of continuity, Acta Math.
Hungar. 56, no.3-4, 299-301; MR 92b:54022.

[13] GANSTER, M., GRESSL, F., REILLY, 1. L., 1989, On a decomposition of
continuity, General topology and applications (Staten Island, NY, 1989), 67-72,
Lecture Notes in Pure and Appl. Math., 134, Dekker, New York, 1991, MR
93b:54012.

[14] HUSAIN, T., 1966, Almost continuous mappings, Prace Mat. 10, 1-7.

[15] HATIR, E., NOIRI, T., YUKSEL, §., 1996, A decomposition of continuity, Acta
Math. Hungar. 70, no.1-2 (Basimda).

[16] JANKOVIC, D. S., 1985, 0-regular spaces, Internat. J. Math. Math. Sci. 8, 615-
619; MR 87h:54030.



51
[17] JANKOVIC, D. S., REILLY, L L., 1985, On semi separation properties, Indian J.
Pure Appl. Math. 16, no.9, 957-964.
[18] JELIC, M., 1991, On pairwise LC-continuous mappings, Indian J. Pure Appl.
Math. 22, no.1, 55-59.
[19] KAR, A., 1989, Properties of weakly semi-continuous functions, Soochow J.
Math. 15, no.1, 65-77.
[20] KELLEY, J. L., 1955, General Topology, D. Van Nostrand Company, Inc.,
Princeton, New Jersey.
[21]1 LEVINE, N,, 1961, A decomposition of continuity in topological spaces, Amer.
Math. Monthly 68, 44-46.
[22] LEVINE, N., 1963, Semi-open sets and semi-continuity in topological spaces,
Amer. Math. Monthly 70, 36-41.
[23] MAHESHWARI, S. N, JAIN, P. C, 1982, Some new mappings, Mathematica
(Cluj) 24 (47), no.1-2, 53-55; MR 84k:54009.
[24] MAHESHWARI, S. N, CHAE, G. I, JAIN, P. C, 1982, Almost feebly
continuous functions, Ulsan Inst. Tech. Rep. 13, no.1, 195-197; MR 83h:54014.
[25] MASHHOUR, A. S., ABD EL-MONSEF, M. E., EL-DEEB, S. N, 1982, On
precontinuous and weak precontinuous mappings, Proc. Math. Phys. Soc. Egypt 53,
47-53; MR 87c¢:54002.
[26] MASHHOUR, A. S., ABD EL-MONSEF, M. E., HASANEIN, 1. A,, 1984, On
pretopological spaces, Bull. Math. Soc. Sci. Math. R. S. Roumanie 28 (76), 39-45.
[27] MASHHOUR, A. S., HASANEIN, L A, EL-DEEB, S. N., 1983, a-continuity
and a-open mappings, Acta Math. Hungar. 41, no.3-4, 213-218.
[28] NJASTAD, O., 1965, On some classes of nearly open sets, Pacific J. Math. 15,
no.3, 961-970.
[29] NOIRI, T., 1984, On a-continuous functions, Casopis Pest. Mat. 109, no.2, 118-
126.
[30] NOIRI, T., 1987, Weakly a-continuous functions, Internat. J. Math. Math. Sci.
10, no.3, 483-490.
[31] NOIRL, T., 1991, Characterizations of S-closed Hausdorff spaces, J. Austral.
Math. Soc. Ser.A, 51, 300-304.
[32] NOIRI, T., 1988, Characterizations of extremally disconnected spaces, Indian J.
Pure Appl. Math. 19, no.4, 325-329.
[33] POPA, V., 1990, Some properties of almost feebly continuous functions,
Demonstratio Math. 23, no.4, 985-991; MR 920h:54018.



52
[34] POPA, V., 1978, On the decomposition of the quasicontinuities in topological
spaces (Romanian), Stud. Cerc. Mat. 30, 31-35.
[35] POPA, V., NOIRI, T., 1992, Almost weakly continuous functions, Demonstratio
Math. 25, no.1-2, 241-251; MR 93£:54020.
[36] PRZEMSKI, M., 1993, A decomposition of continuity and a-continuity, Acta
Math. Hungar. 61, no.1-2, 93-98.
[37JROSE, D. A, 1978, On Levine's decomposition of continuity, Canad. Math. Bull.
21, no.4, 477-481.
[38] ROSE, D. A,, 1990, A note on Levine's decomposition of continuity, Indian J.
Pure Appl. Math. 21, no.11, 985-987.
[39] TONG, J., 1986, A decomposition of continuity, Acta Math. Hungar. 48, no.1-2,
11-15.
[40] TONG, J., 1989, On decomposition of continuity in topological spaces, Acta
Math. Hungar. 54, no.1-2, 51-55.
[41] SINGAL, M. K, SINGAL, A. R, 1968, Almost-continuous functions,
Yokohama Math J. 16, 63-73.
[42] STEEN, L. A, SEEBACH, J. A, 1970, Counterexamples in topology, Holt,
Rinehart and Winston, Inc., New York.
[43] YUKSEL, §., 1995, Genel Topoloji, Selguk Univ. Fen-Edebiyat Fak. Yay. no.14,
Konya.




