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Cauchy-Toeplitz matrislerinin singiiler degerleriyle G. Szegé ilgilenmis ve bir
problem ortaya koymustur. Bu problem daha sonra C. Moler tarafindan deneysel
olarak, Fakat anlitik olarak S. V. Parter (1986) tarafindan ¢6ziilmiistiir. Bu problem
bahsedilen matrisin singiiler degerlerine bir {ist siur bulma problemi idi E.E.
Tyrhtshnikov (1991) bu matrisin singiiler degerlerine bir alt sinir buldu. Ancak bu
hesaplamalar hep 6zel durumlar ( g=1/2,h=1) i¢in yapilmistir. D. Bozkurt (1996),
Bu matrisin genel halinin Euclide normu igin bir alt ve iist suur tayin etti.

Biz bu ¢alismada, g/hh ¢Z ve 0< g/h < 1 sart1 altinda genel T, , Cauchy-

Toeplitz matrisinin £, normlan i¢in bir alt ve {ist sir tespit ettik. Bu alt ve st
sirin p’ye gore bir irdelemesini verdik. Ayrica g/h=0 ve g/hgZ genel hali igin Z,

normlarinin hesaplanabilmesi problemine bir ¢6ziim dnerdik.

ANAHTAR KELIMELER : Vektsr normu, Matris normu, Cauchy-Toeplitz

matrisinin Zp normunun alt ve iist sinir1
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G. Szego interested in the singular values of Cauchy - Toeplitz matrix and
put forward a proplem. Later, this proplem has been solved experimentally by C.
Moler. But it has been solved analitically by S.V. Parter (1986). This proplem was a

proplem to find an upper bound for the singular values of the matrices which is the
subject of the talk.

E. E. Tyrhtshnikov (1991) found a lower bound to the singular values of this
matrix. However, these calculations like these. (g=1/2 ,h=1)

D. Bozkurt (1996), determinened a lower and upper bound for the general
conditions of Euclide norm of this matrix.

In this study, we determined a lower and upper bound for the norms of the
general T,, Cauchy - Toeplitz matrix under the conditions of g/h ¢ Z and 0 <g/h< 1.
We gave the disputation of this lower and upper bound according to p.

In addition, We suggested a solution for the proplem of the calculation of the
£, norms for the general conditions of g/hh¢ Z and g/h=0.

KEY WORDS : Norms for Vectors and Matrices, Cauchy - Toeplitz Matrix,
The Lower and Upper Bounds of £, Norm
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1. GIRIS

h#0ve g/h ¢Z olmak iizere

s
g+ (1 - J)h i,j=1

seklindeki bir Cauchy - Toeplitz matrisinde g=1/2 ve h=1 segimiyle 6zel tipteki
Cauchy-Toeplitz matrisini gozoniine alalim. Bu matrisler lizerinde ilk duran C.
Moler’dir. C. Moler, bunlarin singiiler degerlerini ' ye yaklagtigini deneysél
olarak gosterdi. S. Parter [11] ise bunun ispatim yapt.

E.E Tyrtyshnikov[13] h=1 ve g =1/2 6zel durumu i¢in bu matrisin spektral
yarigapina bir alt sinir tayin etmigtir. Ayrica, bu matrisin tersinin normu igin de
bir sinir vermigtir.

D. Bozkurt[4 ] genel T, matrisinin 6klid normu i¢in bir alt ve {ist simur
tespit etmigstir. Aymt galigmada, bu matrisin tersinin 6klid normu igin de bir alt
ve st sinir tespit edilmistir.

Bu ¢alismada Cauchy-Toeplitz matrisinin g/hgZ ve 0 < g/h <1 sarti

altinda genel bir Cauchy-Toeplitz matrisinin £, normu igin bir alt smir ve st

siir tespit edilmigtir. Buldugumuz bu alt ve {ist siurim p’ye gore irdelemesi

yapilmstir.

1.1. Matris Kavram

Herhangi bir K cismi {izerinde tanimlanmig sonlu boyutlu bir vektdr uzayi
verilmis olsun. Bu uzaym e ,e; ,...,6x gibi bir tabamu verildigine gére herhangi bir
A vektorii;

A=al el+a2€2+n. +anen (1.1)

seklinde yazilabilecegini biliyoruz. Burada e; ,e; ,...,e, tabanini yazmaksizin A



vektériini sadece

a1 ,a2, ...,ap

bilesenlerinin siralanmasindan elde edilen bir ctimle olarak diigtintirsek, bunu

A=[aj,a,..,a,] 1(1.2)
veya
-al S
a,
A= ) (1.3)
_a“_

seklinde iki tiirlii yazabiliriz. Bu durumda da (1.2)’ de A vektorii satir matrisiyle,
(1.3) de ise A vektorii bir siitun matrisiyle gosterilmis olur. Her ikisinde de K
cisminin n tane swralanmig elemanmi vardir. Birisinde elemanlar yatay olarak,
ikincisinde diisey olarak siralanmis olup, (1.2) ve (1.3) iin her ikisinde de bu
elemanlar ya ( ),va [ ],yada || gibi gosterilmektedir. $imdi A gibi tek bir
vektor degilde A; ,A; ..., Ap gibi aym1 , n boyutlu uzayin p vektériinii diiglinelim.

Yani
A1 =(a11,212, - » 21n) A2 = (221,822, «.. , B20) 5 oo » Ap = (@p1,3p2 5 ++-»8pn)

verilmis olsun. Bu p tane satir vektdriinden ibaret sistemin belli olmasi i¢in pxn tane
bilesenin belli olmasi lazimdir. Iste burada p satir1 alt alta yazarsak asagidaki p sat
n siitundan ibaret diktdrtgen seklinde aj; elemanlarinin bir semasim bulabiliriz. Buna,

verilen vektor sisteminin matrisi veya pxn tipinde bir matris denir ve



a; 3ap

Ay ap
A’—‘[ A1 ,Az geens Ap 1=

apl apz

seklinde gésterilir.

- (1.4)

Bu sayilar semasinda, her siitundaki p tane bilesen, birer siitun vektor

belirtirler ki bunlarin sayilari n tanedir. Bu vektorlere, verilen matrisin siitun

vektorleri denir.

1.2. Ozel Tipteki Matrisler.

Tanmml.1. Satir ve siitun

matrislere) kare matris denir ve

seklinde gosterilir.

sayilar1 ayni olan matrislere (yani p = n olan

Tanmm 1.2. Esas kdsegen iizerindeki elemanlar disinda biitiin elemanlan

sifir olan kare matrise kdsegen matris denir ve

a, 0 0 0 0
0 a, 0 0 0
0 0 a, 0 0
0 0 0 a, O

(0 0 0 0 ©

S O © O

=kds (ai1 ,a22, .- » @nn)

(1.5)



seklinde gosterilir.

Tamm 1.3. A ve B n- kare matris olsun. j-i > 1 igin her a;; =0 ise A’ ya alt

iiggen matris; B matrisinde i-j > 1 igin her a;; = 0 ise B’ye iist iggen matris denir.

Bunlar sirasiyla,
a, 0 0 a;  ap a,
a, a, 0 0 a, a,
A= ; B= - "
a, ap, a., 0 0 a,

seklinde gosterilirler.

Tamm 1.4. Ozel olarak (1.5)’ deki kdsegen matriste kdsegen iizerindeki her

eleman 1’e egitse, bu matrise birim matris denir ve

1 00 ..0
0 1 0
E, = 0

000 ..1

seklinde gosterilir.
Tamm 1.5. Bir kdsegen matriste esas kdgegen iizerindeki biitiin elemanlar
birbirine esit ise yani

a11=a22=...=a,m=x

ise bdyle bir matrise skaler matris denir ve

A |
o »
> o
o O
o O

o
o
o
>

R —

|
>
o]
=



seklinde gosterilir.

Tanmm 1.6. Bir mxn tipindeki A= [ a; ] matrisinde satirlan siitun
(dolayisiyla stitunlart da satir ) yapmak suretiyle elde edilen yeni matrise A
matrisinin transpozu denir ve A' = [ a;] veya A= aji] sembollerinden birisiyle

gosterilir.

Tamm 1.7. Bir A= [ a;] matrisinde A' = A ise, yani a; = a;; ise, A matrisine

simetrik matris denir.

Tamm 1.8. Bir A reel matrisi icin A' = - A ise A matrisine terssimetrik

matris denir.

Tamm 1.9. A= ( a;; ) n-kare matris olsun. A’ nim i- inci satir, j-inci siitun
elemanlanmn atilmasiyla elde edilen matrisin determinant degerine A matrisinin a;;
elemaninin mindrii denir ve Aj ile gosterilir. Eger i+j ¢ift say:1 ise Ay pozitif, tek
say1 ise A negatif alinsin. Bu takdirde, Aji’ye A matrisinin a;; elemanina ait isaretli

mindrii denir.

Tanmim 1.10. Bir A kare matrisinde a; elemanlan yerine bu kare matrisin
determinantinda a; lere tekabiil eden A; Kofaktorleri (isaretli mindrleri )
konuldugunda elde edilen matrisin transpozesine, verilen matrisin ek matrisi denir ve
A’ ile gosterilir.

1.3. Matrisler Uzerinde Islemler

i )Iki matrisin toplam ve fark:

gibi iki matris olduguna gore toplama ve gikarma



AFB = [a,.j]pm ¥ [bu.]pm = [a,.j F b,
olarak tanimlanir.
ii ) Bir matrisin skalerle carpim
A =[a;] ve A skaleri verildigine gore

AM=A[a;]=[Aay]
olarak tanimlanir.

jii ) Tki Matrisin Carpim
Iki matrisin garpilabilmesi igin birinci matrisin siitun sayasi ile ikinci matrisin

satir sayistnin birbirine esit olmast gerekir. Yani S, mxn tipinde bir matris ve T’de

nxp tipinde bir matris olsun. O zaman

ST =[s lty] = l:i siktkj}

k

bi¢iminde, veya

Sty +etspty) o (St tetsyty)

Sty te-tSpty) o GuitipteetSgt)

olarak tanimlanir.



2. 1C CARPIM VE VEKTOR NORMLARININ OZELLIKLERI
V, F cismi lizerinde bir vektor uzayi olsun. Buna gore
I:VxV—>F
doniistimil,

[[D)Vxe V igin (x,x) 2 0, (x,x) =0 x=0
L)Va e F, ¥x,y € Vigin (ox,y) = a(x,y)

I,) Vx,y eV iin (x,y) = (7,%), (x,ay) = a(x,y)
IVx,y,zeV igin  (x+y,z) = (X,2) +(¥,2)

sartlarimi sagliyorsa buna bir i¢ ¢carpim denir. '
F cismi komleks sayilar cismi ise (x,qy) = a(x, y) dir.
Bir vektor uzay1 lizerinde i¢ ¢arpum tanimlanmigsa bu uzaya i¢ ¢arpim uzay1

denir.

Tanmm 2.1. V, F cismi lizerinde bir vekt6r uzay: olsun.
N:V>R*
doniigtimii

Ni)Vx e Vigin [x|2 0; x| = 0 & x = 0 (pozitiflik)
N2)Va € F,Vx e Vigin |ax| = |o| x| (homojenlik)

N3) Vx,y eV igin  |x+y|<[x|+]y] (tiggen esitsizligi)

aksiyomlarim sagliyorsa bu doniisiime norm denir.

X =(X;,X3,...,X,) € R" olmak lizere x vektdriintin



a) |x| =maxx| Maksimumnormu

. 12
b) x|, = [Z‘xilzj Euclidean normu
i=1

c) ||x||l=i|xi| Toplamnormu
i=l1

seklinde normlari tanimlanabilir. (b) ve (c) deki normlar genel olarak 1< p <
olmak lizere

I, = (;Ixil") @.1)

Hélder (£,) normu olarakta verilebilir.

Yukarida verilen norm tamimlarimi gozoniinde bulundurarak asafidaki

bagintilar1 verebiliriz:

2) [, <Ixl. <V,
b) [, <[xl, < Valx,

) [l <], <nlxl,

esitsizligini saglayan n > 0 sayis1 vardir.

Teorem 2.1.(Cauchy-Schwarz) V, F cismi iizerinde tammh bir i¢ ¢arpim

uzayi ve Vx,yeV olmak {izere
()] < el
esitsizligi gerceklenir.

Ispat.x=(x},%p,...,Xp), y=1,¥2,--¥n) olmak lizere



o) = 2 x| < e
) s bl < b

dir. Her hangi iki a ve b sayisi i¢in

(a-b)’>0= a’-2ab+b’20
=a’+b’ >2ab

oldugundan

L 7|

I

segersek

N N

"W B

olur. Her iki tarafin i iizerinden toplamini alirsak

bl ol (|
BB §Uw MJ

x| oyl

S S

n

elde ederiz. Buradan



e <2

;Ixil-lyil <[yl = [(x.y)) <

olur. ]

Teorem 2.2, F cismi tlizerinde normlu bir uzay olmak ilizere Vx,yeV igin

] =l << - 54

dir.
Ispat. V x ,yeV igin
[ = %=y +yl<[x=]+yl
¥l =y =x+x] <[y x| +]]
[~ Iyl < x-l
1= I <[y -+
i~ < <~ 51
olur.

Ornek 2.1. Bir iicgende herhangi iki kenarin uzunluklan toplamu tigiincii kenarin
uzunlugundan biiylik veya esittir.

Coziim.

%+ y“2 =(x+y,x+Y)
%+ 3] = (x,x)+(y,y) + 2(x.y)
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elde edilir. Schwarz esitsizligi kullanilirsa

(3] = bl

-+ 31 = I+ I+ 2{(x.3)

431" < o + It + 2ot

e+ 51 < (b + Il

[+ ] =] + v
elde edilir.

Sonug¢ 2.1. YeC" bir vektér olsun ve C" iizerinde ki vektdr normu ]] . “

olsun. Bu takdirde

a) V x eC"igin l(yo)'xl <[

ve (2.2)
b) (v,)y =]

olacak sekilde bir yo €C" vektorii vardir ve yy vektdriiniin tek olmasi gerekmez.

2.1. Matris Normlan

M, , nxn tipinde matrislerin olusturdugu bir uzay olsun. C™ {izerinde
herhangi bir vektér normunu kullanarak matrisin biiyiikligiinii Slgebiliriz. Bununla
birlikte, M, biiyiik boyutlu vektor uzay: degildir. M, , dogal ¢arpma operasyonuna
sahiptir. A ve B nin normu ile AB nin normu arasinda bazi bagmntilarin oldugunu

gorecegiz.
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I- M, >R
seklinde tamimlanmag fonksiyon her A,B € M, i¢in

M |A]zo0

(la) JA|l=0oA=0
@ [ea]=dla]

3 |a+B|<]a]+[B]

@ |48|<|4]]] @3)

sartlarin sagliyorsa bu fonksiyona bir matris normu denir.

(1)-(3) ozellikleri, vektor normlan igin verilen aksiyomlar ile aymdir. (1)-(3)
ozelliklerini saglayan bir A matrisi lizerindeki bir fonksiyon igin (4) gerekli degildir.
Genel matris normlan olarak adlandiracagimiz, bir matris iizerinde yar1 norm
notasyonlarmi ve (l.a) aksiyomunu ihmal ederek genellestirilmis matris yari

normlarim tanimlayabiliriz. Herhangi bir matris normu igin

AZ

= |aa] <|aa] = |

dir. A=A ve A=, szellikle 7l =1 igin “l . ]Il herhangi bir matris normu ise I=A.A™

oldugundan
Il = oA~ <l fla |
dir. Boylece ” . || matris normu igin

SR

|
llal]

dir.
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Tanmm 2.2. AeM; i¢in

”A”1 = i]%'

i.j=1
ile taniml1 matris normuna ¢; normu denir.

Tanmm 2.3. AeM, i¢in

n 172
2
e =S
i,j=1

ile tanimli norma ¢, normu veya Euclidean (Frobenius) normu bazen Schur
normu bazen de Hilbert-Schmidt normu denir.
a; €C" siitun vektdrlerinden olusan A=(a;,a;,...,a,) matrisi M, ‘in bir elemam

ise (e, (1<i<n) C" ‘in standart bazidir ) her i i¢in "ei" = 1 oldugundan
Y N e
AL = laul+- el

elde ederiz. C" iizerindeki £, normu, tek degiskenli degildir. Bu yiizden &nemlidir.
AeM, ve A" =A'; U,VeM, initer matrisler olmak tizere

[Ual;, = [V, +..+Ua, |, = o]+ el

olur. Her AeM, i¢in "A'HE ="AHE oldugundan,

*

VA"l =

E

[uavl, =|av], =| A

. = Al
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dir. B6y1ece M, lizerinde £, normu, matris normudur.
Ornek 2.2. Ae M, igin

Al =

maxa,|
151 an y

seklinde tanimlanan ¢ normu M, vektdr uzayinda bir normdur. Fakat bir matris

normu degildir. Clinkii
; [1 1] M
o1 €2

matrisini gézoniine alalim.

P=

= 2], =2

2l <L
olmasina ragmen IHLJo bir alt ¢arpimsal norm degildir. Bununla beraber Ae M, i¢in

lla] = nal,

olarak tanimlanirsa

|||AB|]| = n max

I<i an

Z alkb

< nmax la b I
lsusnz ik =l

< nmax ZIIAILIIBIL = zjAloB],

) 1<i JSn

=[lall |

5]
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dir. Dolayisiyla bir matris normudur.

Tamm 2.4. C" iizerinde bir vektér normu | . || olsun. M, iizerinde ||| ) |||

seklindeki norm

1Al = maxjax]

|x)=1
olarak tanimlanirsa bu norma A matrisinin spektral normu denir.

Tamm 2.4'. Bu norm aym zamanda, su sekilde de tamimlanabilir: M,
iizerinde JJA], Emax{\/x : A, A"A'nm 6zdegeri} seklinde belirtilen [J]],
ifadesine A’ min Spektral normu denir. Eger x #0 ve 4°4 = Jx  ise bu takdirde
120 ve A ,reelve negatif olmadigindan

x'A"Ax = [Ax]] = Ax];
olur.

Teorem 2.3. ||||m herhangi bir vektér normu olmak iizere l|| . "] ile tamiml

fonksiyon M, iizerinde matris normu olsun. V AeM, ve Vxe C" igin

Jax| <[l bl ve [lt] =1
dir.
Ispat. Bu boliimiin baslangicindaki aksiyom (1) den |||A||| , negatif degere
sahip olmayan bir fonksiyonun maximumu idi ((1.2) dan ) A=0 oldugunda her x

icin Ax=0 dir. Aksiyom (2) den

lleA]] = maxfeax] = max|c]|Ax] = || maxjax] = c||a]



olur. Uggen esitsizliginden

|4 + Bl = max|(A + B)x| = max]ax + Bx| < max{|Ax| + [Bx])
|4+ B} < max{Ax] + max|Bx| = |A]| + [B

olur. Aksiyom (4) den de

|aBx] _  JABx][Bx|

M~ ]

gy < mas 2 o B g

B

JlaBY = max

olur ki ]|| i m bir matris normudur. x # 0 ise

Ax
T <[lal

dir. Ciinkii bu maksimum norm tanimu gibidir. Vekt6r normunun homojenliginden
lax] <[lafl I
elde ederiz. Sonug olarak

I = mamio] = meye = 1

olur.

Tanm 2.5. Ae M, igin [|{|; normu

lla, = ms,,Z\%l



ile tanimlanan matris normuna maksimum siitun toplam normu denir.

AeM, i¢in A’y1 A=(ay,...,ay) seklinde yazabiliriz. Eger x = (x;) ise

I" m ISISn

dir. Ayrica

Jax], =

Jax), < 3

1<k<n

s e, = he e,
o) = bl

Jax], = |,

dir. Boylece
max|ax], <[la],

dir. (k=1,2,...,n igin ) x = ey segersek (k-inc1 birim vektor tabani )
e ”AX" 2 [1a, ], =fay],

olur. Buradan

a.f, = |||A|H

maxjAx], > max

elde ederiz. Boylece , £; vektor normu ile tiiretilen matris normu gdsterilmis olur.

Buise IIIAHL tizerinde hem {ist simr hemde alt sintrdur.
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Tanmmm 2.6. AeM; i¢in “]AHLo = IS’S“ZlaUI seklinde tamimlanan matris

normuna maxsimum satir normu. denir.



I, normunu £, normu ile gdstermistik. Bunun da matris normu olmas

gerekir. Bunun ispat1 maksimum siitun toplam normunun ispat: ile aynidir. Yani

|Ax],, = max ;auxj

Jax], = flall k.

n n
< ﬁiﬁi’f;laﬁ"jl < E&i‘;laamxllw

Ve

maxjax]_ < |Al],

¥l =1

olur. A=0 ise ispat agiktir. O halde A=0 kabul edelim ( A’min k’inci satirim sifirdan

farkli kabul edelim) ve z=[z,] e C" ile vektoriinii

— “d
i ]
Iakil

z=1 , a;=0

z a; =0

seklinde tanimlayalim. Bu takdirde

||Z|L0 =1, ayz; = lakil , (j=12,...,n)

i¢in

max|Ax], 2 |Az|, = max >

<,

n
Z akaj
j=1

n
Yag
j=1

= Zlakj'
=1
olur. Bdylece

mada]. = mad fay| =l

elde ederiz.
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Teorem 2.4. “] . m, M, iizerinde matris normu, A, SeM, ve S singiiler

degilse bu takdirde
VA eM, igin  [JA]], = s"as]

bir matris normudur.

ispat. Il , (1) , (1a), (2) ve (3)’iincii aksiyomlannm saglandig agiktir. M’

nin matris normlarinin (4) aksiyomundan

e, = fs~ s - [(s-as)(s 'es)] < s as| s 'Bs]
], =l e,

Tamm 2.7. A€M, i¢in
p(A)= max{{Al: A, A'mn ozdegeridir}

seklinde tamimlanan p(A)’ya A matrisinin spektral yarigap: denir.
A’nin herhangi bir Szdegeri A ise bu takdirde || <p(A) olur. Bununla birlikte
IA=gA) olacak sekilde enaz bir A 6z degeri vardir. Eger x # 0, Ax=Ax ve

=qA) ise siitunlar1 x 6z vektorlerinden olusan XeM, matrisini g&zoniine

alirsak AX = AX olur. I“ . m herhangi bir matris normu ise

(A = llax] = lax] < [l

olur. Boylece
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2 = pa) <[lA]

bulunur. Bu ise agagidaki teoremin ispatidir.

Teorem 2.5. AcM; ve ||| . ”] herhangi bir matris normu ise bu takdirde
p(A) <|lA]
dir.
Ornek 2.3. AeM, matrisi tizerinde || . | vektér normu ise
[A] < p(&)
olur.
Lemma 2.1. AeM, ve ¢ > 0 olarak verilsin.
p(A) <||A] < p(A) +¢ (2.4)
olacak gekilde |[ . ” bir matris normu vardir.

Ispat. Schur iiggenlestirme teoreminden ([7] sayfa 192, Teorem 7.1.2. ) U

{initer matris ve A {ist {iggen matris olsun. Bu takdirde A= U" A U olarak

yazilabilir. D, = diag(t,t?,t’,...,t") olarak alirsak

Ao tld, t7d, . t™Md

0 A, tld,y .. t™Wd,,
.t

DtADt_1= 0 0 )\'3 3n

0 0 0 .. td

n-Ln

0 0 0 .. A,




2]

elde edilir. t > 0 igin D,AD;"’ in esas kosegeni disindaki elemanlarimin mutlak

degerlerinin toplami €’dan daha kiigtiktiir. Ozel olarak, genelligi bozmadan, yeteri
kadar biiyiik t ler igin

lHDtADt“'ml <p(A)+e

dur. BeM, i¢in “] . ||| matris normunu
I3 = fp.vBD, = (007 )(vor)],
olarak tamimlayalim. t’yi yeterince biiyiik segersek
Al <pa)y+e  ve  p(a)<|jA]|

olur. O halde (2.4) esitsizligini saglayan bir matris normu vardir.

Lemma 2.2. AeM, matrisi verilsin. Eger |A|<1 olacak sekilde || bir

matris normu var ise

LimA* =0

k>

dir. Yani k - igin A¥“ mn biitiin elemanlar1 sifira gider.

Ispat. Eger |All <1 ise butakdirde k — 0 igin
|a¥| <[A]* =0

olur. O halde “] ) I” normuna gére AX —> 0 dir. Fakat nxn boyutlu M, uzay:

tizerindeki biitiin vektorlerin normlar1 denktir. Bu durumda Hllm vektdor normuna

gore A¥ > 0 olmak zorundadir. [ |



22

AeM; matrisi i¢in

LimA* =0

k—»e0

ise AeM; matrisine yakinsaktir denir ve bu 6zellik uygulamalarda Snemlidir.
Ornegin boyle ardigitk yontemler analizde sikca kullanilir. Boylece yakinsak

matrislerin bu gekilde karekterizasyonun 6nemi anlagilmis olur.

Teorem 2.6. AeM, olsun. llimAk = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart

p(A) <1
olmasidir.

Ispat. A* > 0 ve x, Ax=Ax olacak sekilde sifirdan farkli bir vektor ise
sadece |[4<1 i¢in A*x =A"x - 0 olur. Bu esitsizlik A’mn herbir 6zdegeri igin
saglanacagindan, p(A)<1 elde edilir. Tersine olarak, p(A) <1 ise Lemma 2.1.” den

p(A) < "]Am < p(A) +¢ olmas: gerekir. Buradan da |A] < olacak sekilde “] . ]“ bir

matris normu vardir. Boylece k » i¢in p(A)<l sonucuna variriz. Béylece lemma
(22)Yden k > o igin  A*¥ > 0 dir. n

Sonu¢ 2.2. AeM, matrisi verilsin ve & >0 olsun. Her k=1,2,3,... ve

i,j=1,2,3,...,ni¢in
‘(A")i j] < C(p(A) +&)*
olacak gekilde bir C = C(A, €) sabiti vardir.

Ispat. KE[p(A)+s]“1A matrisinin spectral yaricapt 1’den  kiigiik

oldugundan A yakinsaktir ve béylece k — o igin AX - 0 olur. Ozel olarak, her
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i,j=1,2,3,....n ve k=1,2,3,... olmak lizere {Kk} dizisinin elemanlar1 smirhdir. O halde

Ak
‘(A )i'j| <C
olacak sekilde sonlu bir C >0 sayis: vardir. [ |
Sonug 2.3. “[ ) ||| M, tizerinde bir matris normu olsun. Bu takdirde her
AeM, igin
e Ak
p(A) = Lim|A*|
drr.

ispat. p(A)* =p(A*) <|A*| oldugundan her k=1,2,... igin
o) <[

dir. € > 0 verildiginde A = [p(A) + s]_’A matrisi i¢in spectral yarigap 1’den kigiik
oldugundan yakinsaktir. Béylece k — oo i¢in "Kk" — 0 oldugu agiktir. Her k>N
igin |A¥| <1 olacak sekilde N=N(e,A) vardir. O halde her k > N igin
; K oo A K[VE ..
HA “ <[p(A)+€] olur. Yada k>N icin "A ” <p(A)+¢ dur. Herk ve €> 0 igin

p(A) < ”A"””k oldugundan lim"A""l/k vardir ve

koo

p(A) = Lim|a*["

esitlii gergeklenir. ' n
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Teorem 2.7. AeM, ve M, lizerinde Z;otakl “[Ak “[k yakinsak olacak sekilde

|| matris normu varsa veya bu serinin kismi toplamlari siurh ise bu takdirde

> a, A" serisi yakinsaktr.

Sonug 2.4. Eger |[I-Al| <1 olacak gekilde uH“ matris normu var ise Ae M,

matrisinin tersi alinabilirdir. Eger bu sart saglanirsa

A" =3 A-A)

k=0

olur.

Ispat. |||I—-A||| <1 ise, sz serisinin yakinsaklik yarigapi 1 oldugundan,

Z:; JA—A)" serisi bazi C matrisleri igin yakmsaktir. N — o igin

N N
AY -A) =[1-0-A)D. A-A)=1-(I-A)"' >1
=0 k=0
oldugundan, C= 4" oldugu sonucuna vanlir. B

Teorem 2.8. C" iizerinde verilen vektdr normlan Hlla ve || p Olsun. M,

iizerindeki [lH“a ve |||||| p matris normlarini

Ay
ot "x“ ve [|A]l, = max W, (24.2)

olarak tamimlayalim. Ayrica

Raﬂ =max” ” ve R ” ”ﬂ

N, T, @2
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olarak alalim. Bu takdirde

liall, _

Yl T =0
olur. Ozel olarak
Al
= TY = T &0

dir.

Ispat: x eC" ve AeM, olarak verilsin. x#20 ve Ax#0 kabul edelim Bu
takdirde

Jax, _ 4o, 1=l I, 4o,

<R,~—~LR,,
[, 4, I, T~ R,

olur ki burada Ax = 0 oldugunda da esitsizlik saglanir. Boylece

dad, I,
TR, S,

B R, = RaﬂRﬁamAmp

olur ve buradan da sifirdan farkli her AeM, i¢in

Jlal,

[, = " &0

dir.
(2.5)’deki iki ifade de sifirdan farkl bir vektor i¢in gergeklenir. Boylece,
vl =z, =1, ¥l = Reglly ve Iy = Rocl2l,
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olacak sekilde y,zeC" vektorleri vardir. Ayrica sonug (2.1)° den

(a) ‘zf,xlS”x”B xeC"

®) zz=|d,

olacak sekilde z, € C” vektdrii vardir. 4, = yz, matrisini gézoniine alirsak (b)’ den

lacd, bz, Iled i,
I, I, I, I,
olur. Buradan
1.1l
A, = —H—" = RyRy, ],

alt simirimi elde ederiz. Diger yandan
[Ad <l
dir. Bu iki sinir1 birlegtirirsek

A, | Rayubl,
Iad,* " B,

llal,
llall,

=RsRy,

SRR,

elde edilir ki bu esitsizlik (2.8)’deki esitsizligin varligini, dolayisiyla (2.6)’deki
esitsizligin de varhgimi gosterir. (2.6) esitsizliginin sag yan o ve B‘ya gore simetrik

oldugundan (2.7) esitsizligi de mevcuttur. |
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ve M, lizerinde

matris normlari da |J] ve || ; olsun. Her A & M, olmak iizere |||Ama = |||A|||B

olmasi igin gerek ve yeter sart her xeC" i¢in [x|, =c[x|, olacak sekilde ¢ pozitif

sabit sayismin var olmasidir.

iS _ ”X” "X" "X"
pat. R ; =max-—
EEN i ¥, B IR R,,a

oldufundan R, R, 21 genel esitsizlifi vardir. Burada esitligin var olmas: igin

gerek ve yeter sart

A

=max-——
=0 [, ],

olmasidir. Bunun da var olmasi igin gerek ve yeter sart her x#0 igin

I~
oL —

<ty

C

olmasidir. Dolayisiyla x|, = x|, otur. Eger [x], = c|x|, ise her AeM, igin

(2.7yden R 4R,

S “IA”L; ve "|A||L3 < |||A||l0l olurki iki matris normu
Ozdes olarak esittir. Tersine olarak, (2.6)’ dan R, R, =1 yazabiliriz. Bununla

birlikte R, Rj, >1 oldugundan |x|, /fx], oran: bir 6nceki argiimandan sabittir

ve M, iizerinde

||[|||a ve |||||| , matris normlan (24.a)’daki gibi olsunlar. Bu takdirde her Ae M,




4], =i,
dir

Ispat. Her Ae M, i¢in “IAH]“ <|l4]| 5 ise Ry Ry, <1dir. Ayrica Rz Ry, 21

oldugundan R, R,, =1 bulunur. yine (2.7) mevcut oldugundan her Ae M, i¢in
llall, <lall, ve [Jall, <|lall,

yazabiliriz. Dolayisi ile
ll4l, =N,
dir. |
2.2 Matris Normlar: Arasindaki Bagmtilar

A, mxn tipinde herhangi bir matris olsun Bu takdirde bu matrisin normlari

arasinda asagidaki bagintilar vardur.

Dlal, <[al, < nlal,
2)|Al, <[], < Jmalal,  ([A], = maxfa;|)

|al, < Tl JAL.
9lal, <lal, < Vaa],

7=1AL <Al <ol

Frobenius normu ve spektral normun en Snemli 6zelligi ortaganal doniistimlere

gbre invaryant olmalaridir.



3. TOEPLITZ FORMLARI

f(x)=ao+22r“(ancos nx + b, sin nx) (3.1)

n=]
Fourier serisini gozoniine alalim. a,,a;,b,,a,,...,a,,b,,... katsayilar1 reel olmak

tizere bu seri kutupsal koordinatlarda bir harmonik fonksiyonun agilimdir.

Buradan
c, =a, —ib,
ise

¢, =ca=a,+ib, (01=0,12....;b5=0)

olur. Béylece, yukardaki elemanlardan faydalanarak [(c,, )] gibi bir hermitian
matris tamimlayabiliriz. Burada p,v = 0,1,2..dir. $imdi

T, =D.c,uu, (1,v=012.n) (3.2)

u-v R
formunu gz 6niine alalim.

Tanim 3.1. Harmonik fonksiyon ile uyusan (3.2) formuna Toeplitz formu
denir.

f(x), reel degerli fonksiyon olmak iizere
1 . —inx -
cy==— [e™ f(x)dx; (c_, = cn) (3.3)
27 7
olarak tanimlayalim. Buradan

f(x) = icne“’"

29
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yazabiliriz. Bu durumda (3.2)'ye hermtian Toeplitz formu denir ve

2ix

’ f(x) dx

1% , .
T =—| |u, +ue™ +ue™+.+ue™
n 21'C 0 1 2 n
-

seklinde ifade edilebilir. [-n , ] araliginda tammli o(x) bir dagilim fonksiyonu

ile onlarin Fourier-Steieltjes katsayilarim g6z Oniine alirsak,
1 T —inx -
c, = —Ie da(x) (c_, =ca) B4
2n 2

olur. a(x) dagilim fonksiyonu ile uyusan Toeplitz formlari, (3.2) Hermitian

formuna getirilir. Yani

1 7 i
ik, = ——I luo +ue™ +u,e’
2n 7

iy e da(x) (3.5)

olur. (3.4)deki a(x)=x veya (3.3)'deki f(x)=1 veya (3.1)'deki ay=1 alinmasi

durumunda cg=1 ve n#0 i¢in c,= 0 olup
T, = Iuolz +|u,|2+...+|unl2
olur.

3.1. Cauchy Matrislerinin Genel Ozellikleri

Tamm 3.1 .Biitiin i ve j’ler i¢in xj # yj olmak {izere

An=|: ! } (3.53)
: Xi =¥l .

i,j=1




seklindeki matrise Cauchy matrisi denir.

A_’deki en son satir1 6nceki satirlarin her birinden ¢ikaralim. Siitunlar i¢in
de aym seyi yapalim. Bunu yaptiktan sonra (n-1). mertebeden A,.; alt matrisini
sagdan ve soldan kdsegen elemanlanyla ¢arpalim. Buradan A;’in determinantint

hesaplayacak olursak

-1(x. — —v.
detA, = detA,  — T K= *)(n = ¥0) (3.6)
Xp ~ Yy i=l (xi _Yn)(xn _Yi)

elde ederiz. Netice olarak

II (xi—x) I1 (v;-v))

det A _ I<i<jsn 1<i<j<n (37)
IT (x;-y;)

1<i,j<n

buluruz. Béylece xy; ve yi#y;ise A, singiiler degildir.
z={z;,...,z,]" b=[by,....b "

olmak tizere

A,z=b

lineer cebirsel sistemini g6zoniine alalum. Bu sistemi Cramer kurali ile ¢dzersek

(3.7)’ye benzer
[Ixi-xp TTej-vo
Z I<i<j<n I<i<j<n
= (-1 (-D¥b —= = (3.8)
de tAn k=1 [lxi-yy
I<i<j<n
ink, jee

ifadesini elde ederiz. (3.6)’deki detA, degeri, (3.8) de yerine yazilir ve gerekli

sadelestirmeler yapilirsa

31
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[Txi-vo)
i=1

up =L ,(£=1,...,n) (3.9)
[ei-vo
i=1
n
H(Xk"yj')
ve=L ,(k=1,...,n) (3.10)
[T -x;)
=1
ot
olmak tizere
n
vk bk
zp=uy Y, , (£=1,...,n)
¢ Zk=1xk‘)’z
elde edilir.

Teorem 3.1. [13] A, , n. mertebeden singiiler olmayan Cauchy matrisi

olsun.Bu takdirde A ’nin tersi olan matris

A7 =UATY, (3.11)

seklinde yazilabilir. Burada
U, =diag(u,,...,u)), V =diag(v,,...,v,) (3.12)

VE Upeely  VipeensVy

T T
A fu,...u] =[1,...1]

[V eV, JA = 1,ennr1]



lineer sistemlerinin ¢6ziimleri olup (3.9) ve (3.10) formiilleri ile verilirler.
3.2. Cauchy-Toeplitz Matrisleri Ve Singiiler Degerleri

Tamm 3.2.[13] h#0 ve g/h ¢Z (Z tam sayilar climlesi) olmak iizere

1 n
) [MLEI (3.13)

seklindeki bir matrise Cauchy - Toeplitz Matrisi denir.
g=1/2 ve h=1 6zel durumunu g6z Oniine alarak (3.9) ve (3.10)
formullerini bu duruma uyarlayalim. (3.5a) formuliinde x, =i+1/2, y;=j alirsak Ty

matrisi

2 i,j=1

sekline doniiglir. $imdi yukardaki A, igin elde ettigimiz sonuglari T, i¢in yeniden

diizenlersek

l:[(xi —yg)=1j[i+%—z} )~ lj[l——]n e( %) (3.14)

i=1

k-1 n-k

H(xk y) = H[k+l—i} (gnkn(l-i-%)n(i—%) (3.15)

i=] i=1

[0, -y) = D' ¢¢-Di(n-1)

izt

33
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n

[T —x) = (=D (k-D}(n-k)!

i=1
izk

ve
110-5) T3
RS (P l+—| £=12..n 3.16
te 2H 2 H 2i (16
1"—'( 1)"*( 1)
== 14— 1-—| k=1,2,..n 3.17
Vi 21_,[ 2 H 2 @17
olur.

Teorem 3.2. [13] Herhangi bir n i¢in o, >0 , o« =0(1/n) olmak iizere

-0, < " ; stn

dir. Burada ]HIZ , matrisin spektral normudur.

Ispat. Ust siirn 7t oldugu Parter [4] tarafindan gosterildi. Simdi
T
T o= 0 T
T, O

simetrik matrisini g6z 6niine alalim.p,,,...,p,, yukaridaki matrisin 6zdegerleridir.

A

T, matrisi 2. mertebeden blok matrislerden olusan T, matrisinin permiitasyon

benzerdir. O halde T, blok Toeplitz (fakat bu matris Toeplitz degildir.) matrisini



0 2 0 2/3 0 2/5
2 0 -2 0 -=2/3 0
0 -2 0 2 0 2/3
2/13 0 2 0 -2 0

=

olarak yazariz. Bu matrisin tek numarali satirlarim imajiner i ve ¢ift numarali

satirlarini imajiner -i ile ¢arparsak

o = 0 , mgift
™~ 1i(2/m), m tek

olmak lizere A = [ai_j]?:) seklinde hermitian Toeplitz matrisini elde ederiz.O

halde

¢ {—ﬂ:,—ﬂSXSO
()= n, 0<x<T7

olmak iizere

a, %-’[e ™ f(x)dx

T
yazanz. w=[w,...,W,, ;] olsun. (3.5)'den

(Aw,w) = 2_17; J' lwo +wie w0 f(x)dx

i2n-1)x|?

dx

1 7 i
(w,w) = Py I ‘wo +we™+. W, e

-7
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elde edilir. f(x)’in bu seklini kullanarak

(Aw w)

[Tl =lAl, = m

w¢0

bulunur.

€, birim matrisin j stitununu géstermek iizere

il, S IT, |, esitsizligini

kullanir ve j=[n/2] alirsak ([ . ] tam deger )

2 n 1
"illa _g(k-jn/z)2

j-2 1 n-j 1
- 4(1; 2k + 1)? +k§ 2k + 1)2)

olur.

i

-
k=0 (21( + l) 8

2
ve n—»w igin Tne[n,z]nz — n? oldugundan,

o, = 4[ i __}_T_i. S _1_7]
k=[n/2]-1 2k +1) k=n—{n/2)+1 2k +1)°

yazabiliriz. Bu takdirde o, = O(1/n) ve o, <7 olmak tizere

n-a, <1’ -a, ”T ”

olur.



Teorem 3.3.[13]. 0<g <m, ve Pj Ty’ in singiiler degerleri olsun. v, p;,<n-

£ esitsizligini saglayan singliler degerlerinin sayisi ise Y, =
o(n)/n—0 ) dir.

Ispat. Keyfi 3 >0 olsun.

2

T
2 s

i
k=0 (2k + l)

saglanacak sekilde ms +2 <j <n- mg ise j 2 ms sayis1 vardir.

yazariz. O halde

(n® —88)(n—2m;

olur. Sol taraftaki ifadede n—»oo igin limit alirsak = 2- 88 olur.

IED | (XS STy

j=1 =l

ve & keyfi oldugundan

2 2
. +...+
lnn pln pnn _ 1'[2

n—>w n

olur. Ayrica

o(n) (n-x igin

(3.18)



ve (3.18)’in neticesinde y, = o(n) olur. Bu da ispat1 tamamlar. [ |

Simdi (3.14) ve (3.15) deki formulleri genel hal igin yeniden diizenlersek

TTex -3 =] Tle+ G-mon] = -0='gf Jan-)f [+

i=

n n k-1 n-k
IIxe-y) =TT[s+&-Dh]=(1)"*g[ e+ )] [ (ih-g),
i=1 i=1 i=1 i=1

lj(ym ~¥) = (D" (m - D!(n - m)!

, Ve

f[(xk -x)=(=D"*n""(k-Di(n-k)! .
i=1 '

elde ederiz. Benzer sekilde (3.16) ve (3.17)" de

f[[g +(i— m)h]
u = i=]
h* ' [ [(i-m)

, m=123_.n

m

ve

den

38
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__ D™ n_l"‘"‘(_g__-)“‘"’(g-
o (m—l)!(n—-m)!gh H h 1l h“)

veE

_ =) n_l"“'(_g_ .)"""(g_.)
Ve = G Dimoore L HYLIG

i=1

olarak elde edilir.

Teorem 3.4.[4] T, , (3.13) deki gibi bir genel Cauchy-Toeplitz matrisi

olsun. Bu takdirde s,> 0 ve s, = O( 1/n) olmak iizere

Vnn

<<H

Jar_

—ar =5, F
i

olur. Burada “ . “E Euclidian normudur.

Ispat. (3.13) deki T, matrisini agik yazarsak

(1 R 1)
g g—h g—(n-1h
1 1 1

T.=| g+h g " g—(n-2)h
o - i
kg+(n—1)h g+(n-2)h g J

olur. T, , matrisinde h’1, parentez digmna alirsak



i 1 1
g g _
h h
1 i 1
=1 &, g g _
" hl p h h
g g g
=+(n-1) Z+@®-2 =
D fe-2) 5
elde ederiz. “ . ”E Euclidean normu olmak {izere
2 1 n Lial 1 1
"Tﬂ"E :F 2 +Z(n—k) >t 2
B = & (59
] h h

yazanz. (3.19)’u n ortak parentezine alirsak

2 1 l(n-k 1
n|E=llz_ 2+Z( ) +
e
i h h
olur.
n-1 _
1 + (n-k) 1 N 1

oldugundan,

(3.19)

40



elde edilir.

"Tnei ”E < ”Tn ||E

esitsizligini kullanirsak "Tn“E icin alt sinir1 elde etmis oluruz. Buradaki e; birim

matrisin i’inci stitununu gostermektedir. i=[n/2] alirsak;

= @k+1)')

elde ederiz.

z 1

S T
“0k+1)? 8°

2 2

oldugundan n — o igin - % sonucu elde edilir.
E

Tne[%]

olarak alalim. s, < i

< oldugundan ,
b |

4]



olur bu da istenen ispattir.

Teorem 3.5.[4 ] s, 0<s<

Pin -In Cauchy-Toeplitz matrisinin singular degerleri olsun. oc; , T ‘in 8j4<

i

2 a Sl
h

araliinda sabit bir say1 ve j=1,2,3,...,n i¢in

/4
— -8

[

sartini saglayan singiiler degerlerinin sayis1 ise Bu takdirde

oy =o(n) (yanin — o i@inP%-»O)

dir.

Ispat. 5 >0 olsun.

i

1

_>
&2k +1)7°  8h?

-9

olacak sekilde bir i> ms sayis: vardir. ma +2<i<n-mg ise

ITel: > n* -8h%

dir. O halde

(n? - 8h%8)(n-2m,) 2| e n_m

(3%

< 4=l < <

n

i~

" n n " h
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olur: (3:20) ifadesinin sol tarafi n - « ig¢ in z° —8h’5 "~ olur:

Te|l (= &T'T,)

2P =2
i=1 i=l
oldugundan, ve J keyfi sabiti i¢in

2 2 2 2
hm pln + p2n+"'+pnn - TC__
n—w n h

(5]

yazilabilir. Ayrica

o (X —s)?
2 2 2 n 2
Pin +PanteHPm _ [hl LT (n-a,
n n nh?

(3.21)

(3.22)

elde ederiz. (3.21) ve (3.22)’ den oy=o(n) elde edilir. Bu da teoremin ispatini

tamamlar.

Teorem 3.6. [4 ] Ty, (3.13) deki gibi bir matris olsun. Bu takdirde

lim = o0

n->»o0!

=3[z

-1
T
" E

ve

T-—l

n

dir.
Ispat.o = (1,1,....1) Tolsun.n — o igin

T-l

n

E >

el

(3.23)
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oldugunu gostermeliyiz Uy, , (3.12) formuliiyle verildiginden

T'o = (u,...,u,)"

dir. % >2 olsun. Gamma-fonksiyon teorisinden

Ve

yazilir. (3.16)’den

(=)™

m = (m-1)!(n— m)!

elde edilir. O halde

- g2h2n—2 i %)2“‘2 (g/h)2n—2
Un = m-1)!(n-m)!f ﬂ[ +O[ g/2h J+
[(m - DY )]

oldugundan,

| 2(2)7 A 2/ D)™
g {E(E) +0[ [g/2h])+

O([g/lzh]zﬂ

of ]

, 1 4g g’n g"+1
U, 2 3 2 Cl 71 CZ n—1
"= [(m - D)0 —m)! ( R A [%h]]
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esitsizligini yazabiliriz. ¢; ve c; ‘ler pozitif sabit sayilar olmak iizere her iki

tarafin m’ye gére toplamini alirsak

oo |48 ghn g+l |3 1
Un 2| —=—c =0, = . 3.24

mzﬂ " (W NARS [%h]]m=1[(m—1)z(n-m)z] 29
olur.

g ..
h<l, Ove —2>2
h=0ve o i¢in

. [ ag™ g’n g"+1 1
1 —e, B,
g{}( e [%:] = h"“‘[%h]J [(m~D(n - m)!f e

elde edilir. Bundan dolayi

—1
n

T“’a)"
n E

—_——

ol

E

olur. Boylece (3.23) ispati tamamland:. (3.11) den

T'=UT'V

yazariz. O halde
Tl =L Vo, <UL T IVl
olur. Teorem 3.6’ dan
_ nw
T <ULVl (3.25)

=
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yazariz. Up ve Vi tanimlarindan

o =297,

olur. (3.26)’y1 (3.25)’de yerine yazarsak

<L)

elde ederiz ki ispat tamamlanur. (4

VAR o[(z—hgj _] (3.26)

T-—]

Tanim 3.3 aeR ve1<i,j<n olmak iizere
a,i=j
A = L Y | 3.27)

matrisine almost Cauchy-Toeplitz matrisi denir.

Teorem 3.7. (3.27) deki gibi bir A, matrisi , {(p) Riemann zeta
fonksiyonu, o, > 0, oy = O(1/n) ve p > 2 olmak tiizere

wpflalp -a, < n—”"”An“p < w"“alp +2¢(p)

dir.

Ispat. Heri (1<i<n) igin e;, R™ nin standart baz1 olmak iizere

Il = [ZH}{ (2Pl + ol up+...+1am|f’||eiH")Tp

i,j=1 i=1



(2.1)’den yazabiliriz. O halde

]l/p

~l/p

- (o N

olur. (3.28)’ in her iki yanim1 n™"? ile ¢arparsak

) 2 n-1 1 1/p
wfal, = (o +25 - 25 L

dir. Her iki tarafin n— oo igin limitini alirsak

9 o= -1 1 Ip
limn~ hm(lalp +2 —p—— P-lj
n-»w n—o>w o k i k
olur. Ayrica
1 181
—= ve lim—) —— =0,
kz; 5 =5 ve lim— kZI o
oldugundan

n'”"“An“p < w"”alp +2¢(p)

elde edilir. Boylece HA"“p icin {ist stnur1 bulmus oluruz.

1

= {nlalp +2|:(n—— 1)+ (n—Z)GJp +(n- 3)@):--*(;‘_—1

1

Alt sinir1 bulmak igin (3.29)’un sagindaki ilk toplami ihmal edersek
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(3.29)



o 2 n-1 l Up
a2 (o 25 L)

Ny

2% 1
o, =—

ni k!

olur. Buradan

.
lim —&

n—ol/n

<25(p-D

olacagindan o,=O(1/n) dir. Bu takdirde

0P, 2]l -,

bulunur ki bu da teoremin ispatidir.

(3.30)

Teorem 3.8. [ 6 ] A, Almost Cauchy-Toeplitz matrisi olsun. O halde

|a| + o(n) < n“”An"p <|a|+y +logn+0O(1/n), (p=1)

< ija,), <3+ 2 (<P <2

P,/[a]" +&(p) <n77A, | < P,/la]“ +2E(p)

olur. Burada y, Euler sabitidir.

(3.31)’deki alt simir, Teorem 3.4’ deki alt sinirdan daha iyidir.

Ispat. Ispat: ti¢ adimda yapalim.
1. Adim: (3.29)’den p=1 i¢in

(3.31)
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Al a1 2(n-D)]
n ”An”1 "lal+2§k n
n-1
=[a|+2§%—2+;21— > (3.32)
1,2
—|a|+2kZ=;E+;

bulunur. Yeterince biiyiik n’ler i¢in

z—>0ve zl=y +logn+ O(1/n)
n i k
olup
n'A, || <|a]+7 +logn+0O(1/n) (3.33)

elde edilir. Alt siur igin (3.32)’deki son esitlikte 2/n’i ihmal eder ve toplamh
ifadeyi de 2’ye bolersek

- 21
n”|A, ], =|a]+ ZE (334
k=2

bulunur. (3.34) ifadesindeki toplamli ifadeye

L |
o, =) —,
ik
dersek

u'ﬂ

o, =o(n) (yani lim—= =0 ) o halde olur.

A, 2 Ja]+o(n) (3.35)

elde edilir.
2.Adim, 1<p <2 olsun. (3.29)’ den

49



n-1 Vp
), < <25 )
k=1

elde edilir. Buna seriler i¢in p-testini uygularsak

© 1 o
;F 2r 1]

olup

<?llaf’ + (3.36)

PARE

elde ederiz. (3.30)’ u tekrar gézoniine alip bu ifadenin n— oo igin limit alinirsa

olacagindan
n?A,] 2 a] (3.37)

elde edilir.

3.Adm. p>2igin (3.31)° deki esitsizliginin sag yaninin ispati Teorem 3.4 de
yapuldi. Simdi (3.31)’ deki esitsizliginin sol tarafini ispatlayacagiz. Bunun igin

n-1 1 2n—1 1 n-1 1
2 M M= e I

k=l ny

alabiliriz. O halde (3.29)’ dan

B n-1 1 Up
w2 o+ Sk
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elde ederiz. n— oo igin bu ifade

oldugundan

n"?A,] 2 jaf® +&(p) (3.38)

olur. Boylece (3.33),(3.35),(3.36),(3.37) ve (3.38)’ den teoremin ispati
tamamlanmis olur. [ |

3.3. Cauchy -Toeplitz Matrisinin £, Normlar1 i¢in Sumirlar

E ¢ Z (h=0) olmak iizere, genel bir Cauchy - Toeplitz matrisinin

h
e[ ]
g+(i-)h}

seklinde verildigini (3.13)’den biliyoruz. Bu matrisi agik sekilde yazarsak

1 1 _ 1 v
g g-h g-2h g-(n-Dh
b 1 o -
g+h g g-h g-(n-2)h

T, = 1 1 _1_ 1
g+2h g+h g g—(n-3)h

1 1 1 1
 g+(n-1Dh g+(n-2)h g+(n-3)h g |

olur.
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Teorem 3.9. 0 <g/h <1ve (1 <p<cw)olmak ilizere 3.13’de ki genel

Cauchy-Toeplitz matrisinin ¢, normu igin alt ve iist sinurlar

(110}

1
?J} , p tekise

/p
I/p
= } , p ¢iftise

v
|

T

n

==

[612]

CES
BRECS

1/p

([_@pa-g(p, _%)Jrg(p, %)J , ptek ise
"= ] [(3"%@’ _%)Jrg(p, %Jr , pgiftise

\

seklindedir.

Ispat. Herhangi bir matrisin £, normunun (2.1)’den

i,j=1

n 1/p
A, - [zml"]

seklinde oldugunu biliyoruz. Bu teoremin ispat: boyunca g/h ifadesi daima 0<g/h<1

araliginda alinacaktir. T, matrisinin Zp normunu

a 1/p
P
il =[ 30

yazarsak
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IT ={ni+ n—1 . n-2 + n-3 g 1 +
"o g |g-h" |g-20° |g-34°  |g—(u-DH
n-1 n-2 1 }“"
+ +...+
lg+h° |g+2h° lg+(@-Dh°

elde ederiz. Bunu da toplam semboliiyle gosterirsek

P ! n-k ¥ n-k
= +
P {kgolg—khlp k=1|g+khlp}

Tl‘l

olur. Bu toplam

[n—l l nz~1 1 ] [n—l k n-1 k J
k=o|g—-khlp k=1|g+kh|p k=o|g—khlp gig+khlp

seklinde ayirabiliriz. Bu ifadenin sag yanim h parentezine alirsak

1/p

1 n-1 1 n-1 1 n-1 k n-1 k
yTnp—H kz 4 |- o+ . (3.39)
=0§_ k=1_g_+k k=0_g__ k=1_g_+k
h h h h

olur. (3.39) ifadesinin her iki yanim1 #77 ile ¢arparsak
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1/p

1 n-1 1 n-1 1 n-1 k n-1 k
"=W > ~+Y ~ =12 ~+Y - (3.40)

=
h

1
;;”T..

elde ederiz. (3.40)’1n sag yanindaki 1/n’li ifadenin n—o0 i¢in limiti alinirsa, ifade sifir

olur. Yani

n-1 n-1
uan K —+> k ~[=0 (3.41)

gl 1} ) k=1{g +k

olur. 0< g/h <1 oldugundan diger toplamlar

S _|_E N 1
k=0 g P g k=1 (k— _g_)P (3.42)
h h
- 1 2 1
- k+% ) (k+%)

olarak yazilabilir Riemann-Zeta (veya Hurwitz-Zeta) fonksiyonu tanimindan

Z——l—; <&(p,~g/h) (3.43)

-
h

ve
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o1 ¢ (p , §] (3.44)

Kt [E + k)p
h
olur. O halde (3.41), (3.43) ve (3.44)’ den
1 h P i/p
B R _E g
P < lhl U g +§(P, h) +C(P, h)]

elde edilir. Buda istenen iist sinirdur.
Alt sinir1 bulmak igin (3.42) deki ilk iki toplamdan ikincisi ihmal edilirse

n-—l/p HTn

lp

1|la 1 _
27| <o"I%l,

E-g

elde edilir. (3.39)’dan

ﬁ [ (3 i (p—%jJ <n™|T,

bulunur. Béylece alt sinir1 da tayin etmig oluruz.

p

Bu alt ve list sinirlar1 p’ye gére irdelersek

1 j {—(ap +£ (p, -%ﬂup , D tekise

IR

i [@ . C(p, n ] p sifts




r

1
T,| < 1

Bu da teoremin ispatidir.
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[_@p%(m -§)+c(p, %ﬂnp | ptek ise
[(Bpﬂ(p’ '%.)J'Q(p’ ﬁﬂ“" , P iftise



4. SONUC VE ONERILER

Bu ¢alismada, genel bir Cauchy - Toeplitz matrisinin £, normlan igin bir alt

ve list siir elde edildi. Ancak bu sinirlari 0 < g/h <1 araliga i¢in yaptik. Bu ise

proplemi zayiflatti. Proplemin daha kuvvetli olmasi i¢in bu matrisin £, normunun

g/heZ ve h# 0 genel durumu igin de hesaplanmasi gerekir. Fakat bu durum su anda
biraz zor gériinmektedir.

Bu hesaplarin yapilmasindaki zorluk toplamlarin 6niinde elde edilen
ifadelerin mutlak degerlerinden kaynaklanmaktadir. Belki polygamma fonksiyonlar

kullamilarak bir ¢oztime gidilebilir. Bunun tizerinde ¢alismalarimiz devam edcektir.
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6. EKLER
6.1. Simgeler
|, x vektériiniin maksimum normu
||, x vektdriintin Euclidean normu
||, x vektbriiniin toplam normu
[, x vektdriniin £, normu
|A|, A matrisinin £, normu
|A], A matrisinin ¢, normu veya Euclidean normu

"A” , A matrisinin spektral normu
p(A) A matrisinin spektral yarigapi
Y Euler sabiti

€(n) Hurwitz-Zeta fonksiyonu
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