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OZET

Bu tez calismasi G¢ kisimdan olusmustur. Birinci kisimda, c¢alis-
mamiz icin gerekli olan bilgileri verdik. Bu konuda, zayif ve hemen
hemen surekliliklerle ilgili yapiimis calismalari kisaca 6zetledik ve bunla-

ri yorumlamaya calistik.

X topolojik ve Y yaii1 dizglin bir uzay ise, f: X—>-Y fonksiyonu su-
rekli oldugunda, f fonksiyonuna hemen hemen surekli fonksiyon, eger
Y diuzgin uzay ve f sirekli ise, fonksiyona zayif strekli fonksiyon denir.
Ozellikle [8] de bu konu incelenmis, zayif sirekliligin hemen hemen si-

rekliligi gerektirmesi igin Y uzayinin hemen hemen dizgin oldugu ispat-

lanmistir.

ikinci kisimda ise Husain'in tanimlamis oldugu ve siireklilikten
daha zayif olan bir sureklilik cesidinin Y deger uzayina bazi sartlarin ek-

lenmesi ile sureklilikle nasil ¢cakistigini goriip, yorumlamaya calistik.

Uclincu kisimda da, gerek Frolik'in makalesinde gerekse M. Cice-
gin makalesinde olsun, fonksiyon surekli veya semi-surekli oldugunda,
X uzayindaki Baire yapisinin Y (zerine, Y uzayindaki Baire yapisinin da
X lzerine nasil tasindigini, hangi sartlarda bunun gergeklestigini yorum-

lamaya calistik.
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GIRIS
Tbpolojik uzaylarda buyik énemi bulunan fonksiyonlarin surekli-
lik kavrami konusunda, gunumize kadar birgok calisma yaptimistir. Bu
calismada, sureklilikten daha zayif olan a.c.H. sirekliligi karsilastiriimis
ve hangi sartlarda bu iki streklilik ¢esidinin ¢akistigi yorumlanmaya ca-
listimistir. Ayrica f fonksiyonu slrekli veya semi-sirekli oldugunda,
X uzayindaki Baire yapisinin Y lzerine, Y uzayindaki Baire yapisinin da

:X Uzerine nasil ve hangi sartlarda tasindigr gorilmeye calisilip, yorum-

lanmistir.
(X, t) topolojik uzayinin alt kiimesi A olsun.
A A klimesinin kapanisi
,& A klmesinin ici
A8: A kimesinin siniri
,& :Aklmesinin kapanisinin ici
A :Akimesinin icinin kapanisi

Al: A klimesinin timleyeni

gosterimleri kullaniimistir.



1. HEMEN HEMEN VE ZAYIF SUREKLILIKLER

Bu bélimde, N. Levine'in [1] de tanimladigi zayifve zayIP (w.c. ve
w*.c.) streklilikler ile M.K. Singal-A.R. Singal [2] ve T. Husain'in tanim-
ladiklari hemen hemen sureklilikler (a.c.S. ve a.c.H.) arasindaki iliskileri
inceledik. Once N. Levien'in [1] de tanimladigi w.c. ve w.*c. streklilikleri

inceleyelim.
1.1. Zayifve Zayif* (w.c. ve w.c.*) Sureklilikler

f:X— bir fonksiyon, X ve Y herhangi iki topolojik uzay olsun.

N. Levine'in [1], f fonksiyonunun zayif surekliligini soyle tanimlamistir.

Tanim 1.1.1.: f(x) noktasini kapsayan her VCY acik alt kimesi
icin, f(U)C V olacak sekilde x noktasini kapsayan bir UCX agik kimesi

varsa, f: X—*-Y fonksiyonuna xeX noktasinda zayif sureklidir denir.
Asagidaki teoremin ispati yukaridaki tanimdan hemen gorilebi-
lir.

Teorem 1.1.1.: f : X— »Y bir fonksiyon, X ve Y herhangi iki topolo-
jik uzay olsun, f fonksiyonunun w.c. olmasi icin << VCY acik kiumesi

icin, f & (V) C[f-1(V)]° olmasidir.

ispat: Yeterliligi : xeX, f (x) eV ve xef1(V) C [fAV)]° olsun, [f1(V)]° =
diyelim.

f(U) = f [fL(V)]° C f (f1(V)) C V olur.

Gerekliligi; xe f1(V) olsun, f fonksiyonu w.c. oldugundan, f (U) CV
olacak sekilde x noktasini kapsayan UCX acik kiimesi vardir. Dolayisiyla,

xeUC f1(V) ve buradan sonug olarak x= [f1(V)]° elde edilir.

Teorem 1.1.2. : Eger f : X—*-Y fonksiyonu w.c. ise o takdirde her

acik VCY kimesi icin, [f1(V)] C f1(V)) dir.



Ispat: xs [f1(V)]* \ f1(V) olsun. O takdirde; f (x) €V olup, WnV =<¢
olacak sekilde f (x) noktasini kapsayan acik bir W kiimesi vardir. V kiime-
si acik oldugundan, VnW = Jelde edilir. Ayrica f fonksiyonu w.c. oldugun-
dan, f (U) CW olacak sekilde x noktasini kapsayan acik bir UCX kimesi
vardir. Boylece, f (U)nV = Gelde edilir. Ote yandan xe [f1(V)] ' oldugun-
dan, Un f1(V) * d olup, buradan f (U)nV = d olur ki, bu bir ¢eliskidir.
Boylece, [f1(V)]' C f1(V) elde edilir.

Tanim 1.1.2.: Eger uzayin kapali bir alt kiimesi ile bu kimeye ait
olmayan bir x noktasi verildiginde, kapali kiime ile x noktasinin ayrik

birer komsuluklari varsa, uzaya dizenli (reguler) uzay denir. [13]

Surekli olan her fonksiyonun w.c. oldugu agiktir. Fakat w.c. olan

bir fonksiyon sirekli olmayabilir.

Ornek 1.1.1. S, Birim aralik tzerindeki sayilabilir timleyen topo-
lojisi ve X = {a, b) kimesi Uzerinde « = {X & {a}} topolojisi verilsin,

f : S—>-X fonksiyonunu:

f(
seklinde tanimlayalam. O takdirde f strekli degildir, ¢inkdi
f1({a}) kimesi S uzayinda acik degildir. Fakat f fonksiyonu w.c. dir.

f: X —*-Y fonksiyonu w.c. ve Y - uzayi regller ise f fonksiyonu su-
reklidir. T. Noiri, w.c. ile streklilik arasindaki iliskiyi asagidaki teoremle

genellestirmistir*.
a Teorem 1.1.3. Y- uzayl Reguler olmak tzere, f: X —*-Y fonksiyo-

nunun w.c. olmasi igin « fnin strekli olmasidir.

Tspat: =p>: f fonksiyonu w.c. olsun. Herhangi bir xeX noktasi ve
f (X)'i kapsayan acik bir VCY kumesini alalim. Y - uzay! regiler oldugun-

dan, f (xX) eTCTCV olacak sekilde acik bir TCY kiumesi mevcuttur. Ayri-



ca f fonksiyonu w.c. oldugundan, f (U) CT ve xe U olacak sekilde agik bir
UCX vardir. O halde, f (U)CV olup, f fonksiyonu sireklidir.

<=: f fonksiyonu surekli olsun. O takdirde, f (U) CV olacak sekil-
de,. xeUCX acik kiimesi mevcuttur. Ayrca; f (U) C V C V oldugundan,

f fonksiyonu w.c. dir.

N. Levine'nin [1] de verdigi asagidaki tanim, zayif strekliligi ta-

mamlayici niteliktedir.

Tanim 1.1.2. : Her VCY acik kimesi igin, f 1(Vs) kiimesi X uzayin-

da kapali oluyorsa, f: X—*Y fonksiyonuna zayif* strkli (w.*c.) denir.
Zayif sirekli olan bir fonksiyon, zayif* surekli olmayabilir.

Ornek 1.1.2. : X = {a, b} kimesini x = (d, X, {a} topolojisi ve
Y = (a*, b*} kimesini de «« = (d, Y, {b*}} topolojisi ile donatalim, f: X—*-Y,
f(a) = a* seklinde tanimlanan fonksiyon w.c. fakat, w*.c. degildir. Gergek-
ten; b*e {b*} CY acgik kiimesi i¢in, beX acik kiimesi f (X) C {b*} =Y olacak
sekilde mevcuttur. O takdirde fw.c. dir. Fakat, (b*}s = {b*} \ {b*}° = {b*} n
{a*} =Yn {a*} = {a*}, 'l {b*}9) =f 1({a*}) ={a} bulunur, {a} kimesi X uza-

yinda kapali olmadigindan, f fonksiyonu w*.c. degildir.
Tersine, w*.c. olan bir fonksiyon da w.c. olmayabilir.

Ornek 1.1.3. : X = {a, b} kiimesi Gzerinde « = (d, X} topolojisi ve Y
= (a*, b*} kiimesi uzerinde de, x* = (d, Y, {a*}, {b*}} topolojisini ele ala-
Iim. f: X—»Y, f(a) = a* seklinde tanimlanan fonksiyon w*. c., fakat w.c.
degildir.

Gergekten; {a*}9={a*} \ {&*}*=dve f'1({a*}9 =f 1(d) = d kimesi
X uzayinda kapalidir. O halde f fonksiyonu w*.c. dir. Fakat, a* e {a*} acik

kimesi icin, a noktasini kapsayan tek acik kime X kiimesi oldugundan,

f (X)cz {a*} = {a*}, zayif sireklilik tanimi saglanmaz.



Her sirekli fonksiyon hem w.c. hem de w*.c. dir. Fakat w.c. veya

w*.c. olan bir fonksiyonun sirekli olmasi gerekmez.

Asagidaki teorem, w.c. ve w*.c.'nin birlikte strekliligi gerektirdik-

lerini ifade eder.

Teorem 114, :f: X — bir fonksiyon, X ve Y topolojik uzaylar
olsun, f fonksiyonunun sirekli olmasi icin « fnin hem w.c. hem de w*.c.

olmasidir.

ispat: Gerekliligi; f fonksiyonu sirekli ise, hem w.c. hem de w*.c.

oldugu aciktir.

Yeterliligi; f(x) e VCY acik bir alt kime olsun, f fonksiyonu w.c. ol-
dugundan, f (U) CV olacak sekilde xe UCX acik bir alt kiimesi vardir. VH=
V\V oldugundan, f(x) e V8bulunur. Dolayisiyla xgf1(V8)ve xe U \f1(Vs)
olur. Ayrica f fonksiyonu w*.c. oldugundan, UNf1 (Vs) kimesi aciktir.
Eger, f (U\f1(Vs)) CV oldugunu gosterebilirsek ispat tamamlanir. Bunun
icin, ze (U\f1(Vs)) olsun, ze U ve f(z) €V, fakat ze f1(Vs)olup, f(z) e Vs
= V\V bulunur. Dolayisiyla, f (z) eV olur. Bu ise f fonksiyonunnu sirekli

olmasidir.
1.2. Hemen Hemen Sureklilikler ve Ozellikleri

Bir topolojik uzaydan diger bir topolojik uzaya tanimli bir fonksi-
yonun hemen hemen surklilik tanimlari farkli bir bicimde M.K. Singal -
A.R. Singal [2], T. Husain [3] ve J. Stallings [7] tarafindan yaptimistir. Bu
kisimda, M.K. Singal-A.R. Singal [2] ve T,. Husain'in [31 hemen hemen
sirklilik tanimlarini verip, Singal anlaminda hemen hemen sirekliligin
(a.c.S.) ozelliklerini inceledik. Ayrica Singal anlaminda ve Husain anla-

minda hemen hemen sireklilikleri ele alip yorumlamaya calistik.



Tanim 1.2.1. : Bir X kopolojik uzayinda ACX alt kiimesi kendi ka-
panisinin igine esit oluyorsa, A alt kiimesine dizenli (regtler) agik kiime
denir. [2]

Tanim 1.2.2. : Bir X topolojik uzayinda BCX alt kimesi kendi igi-
nin kapamsina esit oluyorsa, B alt kiimesine dizenli (regiler) kapali

kiime denir. [2]

Simdi M.K. Singal-A.R. Singal ve T. Husain tarafindan verilen

hemen hemen sireklilik tanimlarini ele alalim.

Tanim 1.2.3. : (X t) ve (Y, 9 topolojik uzaylar, f: X—>*>-Y herhan-
gi bir fonksiyonu olsun. Eger f (x) noktasinin her V komsuluguna karsilik,
f (U) CV olacak sekilde x noktasinin bir U komsulugu varsa, ffonksiyonu-

na xe X noktasinda Singal anlaminda hemen hemen sireklidir (a.c.S.j denir.

Tanim 1.2.4. : (X, t) ve (Y, @ topolojik uzaylar, f: X—*Y herhan-
gi bir fonksiyon olsun. Eger f (x) noktasini kapsayan her VCY a¢ik kiime-
si icin, f (V) kimesi x noktasinin bir komsulugu oluyorsa, f fonksiyonuna

Husain anlaminda hemen hemen sireklidir (a.c.H.) denir.

Tanimlardan agikca gorilecegi gibi sirekli bir fonksiyon hem
a.c.S. hem de a.c.H. dir. Fakat, bu tanimlardan birini saglayan bir fonksi-

yonun strekli olmasi gerekmez.

Once a.c.H. fakat, siirekli olmayan bir fonksiyonun 6érnegini gor-

lim.:

Ornek 1.2.1. : f: (R, U) —*(R, U)

x —»ftu) = | ° - xeQ
[I,xe Q

seklinde tanimlanan fonksiyonu a.c.H., fakat surekli degildir. Gergekten;



XEQise f(x) =1, herV =] 1., 1+e [icin f1(V) = Q = R olur ki, R : x nok-
tasinin bir komsulugudur. xeQ"' ise, f (x) = 0, her V=]0-£, O+e[ icin
f1(V) =Q =R olur ki, R :x noktasimn bir komsulugudur. O halde fonk-

siyon xe X noktsinda a.c.H. dir.

Simdi de a.c.S. olan fakat surekli olmayan bir fonksiyonun 6érnegi-

ni gorelim.

Ornek 1.2.2. :R lzerinde t = {§ R, BCR : B = Al A sayilabilir} to-
polojisini ve X = {a, b) kimesi lzerinde de x* = {)X < {a}} topolojisini ele

alalim.

f:(R, t)— (X, t*)

seklinde tanimlanan fonksiyon R'nin her noktasinda a.c.S., fakat xeQ ise
xeR noktasinda sirekli degildir. Gercekten, xeQ ise, f (x) = a, a noktasi-
nin komsulugu : {a} icin f (R) C {a} = X oldugundan, tanim saglanir. x<=Q
ise f(x) =b, b noktasinin komsulugu : X igin, f (Q") C X = X olacak sekilde
x noktasinin bir Q' komsulugu vardir. Buradan f fonksiyonu a.c.S. dir.
Fakat, xeQ ise f (xX) = a, a noktasinin komsulugu : {a} icin, x noktasinin
tek komsulugu IR kumesidir. Dolayisiyla, f (IR)cz{a} oldugundan, fonksi-

yon xe IR noktasinda surekli degildir.
a.c.S. ve a.c.H. fonksiyonlari birbirinden tamamen bagimsizdir.
Ornek 1.2.3. : IR Gzerinde alisiimis topoloji verilmis olsun.

f:IR—*~IR

( x,xeQ
\ -x, xeQ'



seklinde tanimlanan fonksiyon a.c.H, fakat a.c.S. degildir. Gercgekten;
xeQ ise f (X) = x, her V=] x-£, x+e[CY aclk kimesi i¢in, f1 (V) = Q =1IR
olur ki IR, x noktasinin bir komsulugudur. xe Q' ise f (X)= -x, her V=]-x-£, -
x+e[ CY acik kimesi icin, f1(V) = Q'=IR olur ki, IR, x noktasinin bir kom-
sulugudur. O halde f fonksiyonu a.c.H. dir.

Simdi de a.c.S. olan, fakat a.c.H. olmayan bir fonksiyonun 6rnegi-

ni gorelim.

Ornek 1.2.4. : IR Uzerinde <> IR, BCIR : B = Al A sayllabilir}
topolojisini ve X = {a, b) kiimesi Uzerinde de t* = (d, X, {a}} topolojisini ele

alalim.

- (IR, 1) — (X, x¥)

X —»Ux)\/:/a’ xeQ

\b, xeQ'
seklinde tanimlanan fonksiyon a.c.S. fakat a.c.H. degildir. Gercekten;
xeQ ise f (x) = a, a noktasinin komsulugu: {a} icin, f1({a}) = Q = Q olur.
Qex oldugundan x noktasinin bir komsulugu degildir. Dolayisiyla, fonksi-
yon a.c.H. degildir. Fonksiyonun a.c.S. oldugu yukaridaki 6rnekte goste-

rildi.

Teorem 1.2.1. : f: X —* Y bir fonksiyon olmak lzere asagidaki

Ozellikler birbirlerine denktir.
a) f fonksiyonu xeX noktasinda a.c.S. dir.

b) f (x) noktasinin dizenli acik her M kom§uIlTJr§]u icin, f (N) CM

olacak sekilde x noktasinin bir N komsulugu vardir.

c) x noktasina yakinsayan her {xjJ*eD agi icin, {ilx")} agi sonunda

f (x)'i kapsayan her dizenli agik kiime icindedir.



ispat: a) — »Db) : f fonksiyonu xeX noktasinda a.c.S. ve f (x) nok-
tasinin duzenli agik komsulugu : M olsun. Bu takdirde x noktasinin f (N)

CM = M olacak sekilde bir N a¢ik komsulugu vardir.

b)—»c): (x 6D, x noktasina yakinsayan bir ag ve f (x) noktasini
kapsayan diizenli acik bir kiime: U olsun, ffonksiyonu a.c.S. oldugundan,
x noktasim kapsayan, f (M)CU olacak sekilde MCX acgik kiimesi vardir. M
kimesi acik ve (xjJ"eD agl x noktasina yakinsadigindan, icin xxeM
olacak sekilde bir 20eD vardir. D kiimesi V ile yonlendirilmistir. Boylece
her icin, f (x*) e f (M) CU olur. Bu ise, {f (x")>keD) aginin sonunda d-

zenli acik U kimesi iginde kalmasidir.

c)—*-a) : Varsayalim ki f fonksiyonu xeX noktasinda a.c.S. olma-
sin. Bu takdirde f (x) noktasinin agik bir V komsulugunu bulabiliriz ki,
x noktasinin her U komsulugu icin, f (U) n (Y\V) *d ve buradan, Un
f 1 (Y\V)*|> olur. x noktasini kapsayan batin UCX acik kimelerinin aile-
si: \) olsun. \) ailesinin kimelerdeki kapsama bagintisi ile yonlendirilmis
oldugunu kabul edelim. Her Ue\) igin, Un f1(Y\V) kiimesine ait bir xu
noktasini secelim. {xujueu, X uzayinda x noktasina yakinsayan bir agdir.
Oyle ki, f (xu), V kimesi icinde degildir. Bu ise bir celiskidir. O halde f

fonksiyonu a.c.S. dir.

Teorem 1.2.2. : f: X —»-Y bir fonksiyon olsun. Asagidaki ifadeler

birbirlerine denktir.
a) f fonksiyonu a.c.S. dir.

b) Y uzayinin dizenli acik bir alt kimesinin ters goériantisa,

X uzayinin agik bir alt kimesidir.

c) Y uzayinin duzenli kapali bir alt kimesinin ters gorunusd,

X uzayinin kapali bir alt kimesidir.



d) Her xeX noktasi ve f (x) noktasinin her dizenli agitk M komsu-

lugu icin, f (N)CM olacak sekilde x noktasinin bir N komsulugu vardir.
e) Her ACY acik alt kiimesi igin,
f1(A) Cifl (A}
f) Her BCY kapali alt kiimesi igin,
(f1(B)} Cf1(B)

g) Herhangibi xeX noktasi ve bu noktaya yakinsayan bir (x;J;wD
agl icin, (f(xM} agr sonunda f (x) noktasini kapsayan her dizenli agik

kiime icinde kalir.
Ispat: [2] ye bakilabilir.

P.E. Long ve D.A. Carnahan [4], a.c.S. fonksiyonunun sagladigi
ozellikleri asagidaki iki teorem halinde ifade edip, bu toremlerden, fonksi-

yonun actk olmasi halinde Sonu¢ 1.2.1.'i elde etmislerdir.

Teorem 1.23. : . X — Y fonksiyonu a.c.S. ve VCY acik bir alt
kiime olsun. Eger xe f 1(V), fakat xe f1(V) ise f(x) eV olur.

ispat: xeX igin, xe f1(V), fakat xe f1 (V) olsun. Varsayalim
ki, f (x) eV olsun. Bu takdirde WnV = $ve f (x) e W olacak sekilde bir
WCY agik kiimesi mevcuttur. Buradan WnV =0 ve \7an = 0 olup, f fonk-
siyonu a.c.S. oldugundan, f (U) CVOV olacak sekilde x noktasinin bir U
komsulugu vardir, f (U) nV =0 ve xs f1(V) oldugundan Un f1 (V) *0
olup buradan, f (U) nV* 0 elde edilir ki, bu bir celiskidir. Dolayisiyla
f(x)eV dir.

Lemma 1.2.1. : f: X — Y acik bir fonksiyon olsun. Bu takdirde
her BCY icin, f*1(B) C [f'1(B)]" dir.
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Teorem 1.2.4. :f. X—*-Y fonksiyonu a.c.S. olsun. Bu takdirde her
VCY acik kimesi icin, f1(V) C f 1(V)) dir.

ispat: VCY acik bir alt kiime olsun. Teorem 1.2.3.'ten, flj1 (V))
CV yazilabilir. Herhangi bir f fonksiyonu igin, f1 (V) C f1 (fIf1(V)) oldu-
gundan, f V) C f I(f(fL{V)) Cf V) sonucu elde edilir.

Sonuc¢ 1.2.1. : . X —*Y fonksiyonu acik ve a.c.S. ise her VCY acik
kimesi icin, f1(V) = f1(V) dir.

Acik ve a.c.S. olan bir fonksiyonun surekli olmasi gerekmez.

Ornek 1.2.5. : X =(a, b, ¢} kiimesi tzerinde x = {4, X, (b, c}} topolo-
jisini alalim. Y uzayi da Sierpinski olsun. Bu takdirde, f : X —*~Y, f (a)
=f(b) =0 ve f(c) = 1 olarak tanimlanan fonksiyon a.c.S. ve agik bir fonksi-
yondur. Gergekten; beX icin ftb) = 0, 0 noktasimn {0} komsulugu igin, b
noktasinin bir (b, ¢) komsulugu, f ({b, c}) C {Z)}zY olacak sekilde vardir. O
halde fonksiyon a.c.S. dir. Fakat, beX ig¢in f(b) = 0, 0 noktasinin {0} kom-
sulugu icin b noktasinin komsulugunu: (b, ¢} aldigimizda, f ({b, c}) 0 {0}

bulunur. Dolayisiyla fsurekli degildir.

Tanim 1.2.4. : Tbpolojik bir X uzayinda uzayin duzenli acik alt

kimeleri bir topoloji tabani olusturuyorsa, uzaya yari dizenli uzay denir.
[6]

Tanim 1.2.5. : X bir topolojik uzay olsun. Eger xeX noktasini kap-
samayan, uzayin duzeli kapali her A alt kiimesi igin, x noktasinin ve A
kiimesinin ayrik birer komsuluklari varsa, X uzayina nemen hemen di-

zenli uzay denir. [6]

Tanimlardan gorialdigu gibi; dizenli uzay, hem yan dizenli hem
de hemen hemen dizenlidir. Fakat, terslerinin her zaman dogru olmasi

gerekmez.
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Sonug 1.2.2. : Hemen hemen dizenli bir uzay ayni zamanda yari

dizenli ise bu takdirde uzay duzenlidir.

Eger f: X—*~Y fonksiyonu a.c.S. ve Y- uzayi yan dizenli ise f fonk-

siyonu slreklidir. Bu ifade [6] da su sekilde genellestirilmistir.

Teorem 1.2.5. : f: X —*~Y bir fonksiyon, Y- yan duzenli bir uzay
olsun, f fonksiyonunun strekli olmasi i¢cin <>f fonksiyonunun a.c.S. olma-

sidir.
ispat: Her sirekli fonksiyon a.c.S. oldugundan gerekliligi aciktir.

Yeterliligi: f: X —*-Y fonksiyonu a.c.S. ve Y- yari dizenli bir uzay
olsun. xeX noktasi icin, fix) noktasinin acik komsulugu: V olsun. Y- yari
dizenli oldugundan, f(x) eAO\CV olacak sekilde f(x) noktasinin dizenli acik
komsulugu vardir. Ayrica, f fonksiyonu a.c.S. oldugundan, f(x) e flU)
C,Z\ CV olacak sekilde xeU acik komsulugu vardir. Boylece, flIU)CV bulu-

nur ki, f fonksiyonu sureklidir.

a.c.S. olan her fonksiyon zayif streklidir. Fakat tersi dogru degil-
dir. Ancak Y deger uzayl hemen hemen duzenli bir uzay ise, bu iki strek-

lilik ¢cesidinin cakistigl da [6] da asagidaki teoremle verilmistir.

Teorem 1.2.6. : f: X—*-Y bir fonksiyon ve Y- uzayli hemen hemen
dizenli olsun. Bu takdirde f fonksiyonunun a.c.S. olmasi icin « fnin

w.c. olmasidir.
ispat: a.c.S. olan bir fonksiyon w.c. oldugundan gerekliligi agiktir.

Yeterliligi: f: X—=*-Y fonksiyonu w.c. ve Y- uzayl hemen hemen di-
zenli olsun. xeX noktasi igin, fix) noktasinin acik bir komsulugu: V olsun.
Y uzayl hemen hemen dizenli oldugundan, fix) e VCVCAD\ olacak sekilde
dizenli acik bir ACY mevcuttur, f fonksiyonu w.c. oldugundan, flU) CV
olacak sekilde xeUCX acik alt kiimesi vardir. x noktasi keyfi oldugundan,

xeU icin, f(U) CAolur ki, ffonksiyonu xeX de a.c.S. dir.
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Sonug 1.2.3. : f: X—*-Y bir fonksiyon, Y- duzenli bir uzay olsun, f

fonksiyonunun sirekli olmasi i¢in <>fnin w.c. olmasidir.
Ispat: [6] da yapilmistir.

Surekli iki fonksiyonun bileskesi streklidir. Acaba bileske fonksi-

yonun a.c.S. olmasi icin fonksiyonlarda ne gibi sartlar aranmalidir.

Teorem 1.2.7. : Eger . X— Y Uzerine, acik ve sturekli bir fonksi-
yonve Q.Y — icine bir fonksiyon ise (gof): bileske fonksiyonunun a.c.S.

olmasi i¢in « g'nin a.c.S. olmasidir.

ispat: Gerekliligi, (gof): fonksiyonu a.c.S. olsun. ACZ diizenli acik
bir alt kime olmak dzere (gof) 1 (A) acik bir kimedir. Yani; f1 (g'*A))
aciktir, facik bir fonksiyon oldugundan, f (f1(g’~A))) aciktir. Yani; g'1 (A)

acik demektir. Sonug olarak, g fonksiyonu a.c.S. dir.

Yeterliligi: g fonksiyonu a.c.S. ve SCZ duzenli agik bir alt kiime
olsun, g'1(S)CY acik bir alt kimedir, f fonksiyonu strekli odugundan,
f1(g_1S) CX kimesi de agiktir. Yani; (gof)’1(S) CX kiimesi acgik olup, (gof)

fonksiyonu a.c.S. dir.

Simdi Singal anlaminda surekliligin w.c. ve a.c.H. ile olan iliskile-

rini inceleyelim.

a.c.S, olan bir fonksiyon w.c. dir; : X—*-Y her VCY acik alt kime-
si icin, f(U)CV olacak sekilde xeUCX acik alt kimesi mevcuttur. Ayrica;
O —_—
f(U) CVCV oldugundan f fonksiyonu w.c. dir. Fakat, w.c. olan bir fonksiyo-

nun a.c.S. olmasi gerekmez.
Ornek 1.2.6. : IR uzerinde x = & IR, BCIR : B=At, A sayilabilir}

topolojisini, X={a, b, c} izerinde de t* = {0, X, {a}, (c>, {a, c} topolojisini ele

alalim.
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f:IR—

\b, xeQ'

seklinde tanimlanan fonksiyon w.c., fakat a.c.S. degildir. Gergekten; xeQ
ise fix) = a, a noktasimn {a} komsulugu icin, f (IR) C {a} = {a, b} dir. xe Q'
ise f (X) = b, b noktasinin komsulugu: X icin, x noktasinin bir Q' komsulu-
gu f (Q) CX = X olacak sekilde vardir. O halde f w.c. dir. Fakat, xeQ
ise f (x) = a, a noktasinin komsulugu : {a} icin, x noktasinin komsulugunu:
IR olarak secebildigimizden, f (R) £, {a} = {a} bulunur. Dolayisiyla fonksi-
yon a.c.S. degildir.

M.K. Singal ve A.R. Singal [2], w.c. olan bir fonksiyonun agik ol-

mas! halinde a.c.S. oldugunu gd6stermislerdir.

Teorem 1.2.8. : Eger f: X — fonksiyonu acgik ve w.c. bir fonksi-

yon ise ffonksiyonu a.c.S. dir.

ispat: xeX noktasi igin, fix) noktasinin agik bir komsulugu: M
olsun, f fonksiyonu w.c. oldugundan, f (N) CM olacak sekilde x noktasinin
acik bir N komsulugu vardir, f acik oldugundan, f (N) CY alt kiimesi agik-
tir. Dolayisiyla, [fIN)]° = fIN) CI\O/I olur. Bu ise f fonksiyonunun a.c.S. ol-

masidir.
Bu teoremden hemen su sonug elde edilebilir.

Sonug¢ 1.2.4. : Acik bir fonksiyonun a.c.S. olmasi igin <> f fonksi-

. yonunun w.c. olmasidir.

a.c.S. olan bir fonksiyonun a.c.H olmadigim, birbirlerinden bagim-
siz olduklarini gordik. Bununla beraber, bazi sartlar ilave ederek Singal
ve Husain'in tanimladiklari streklilik cesitleri esdeger olabilir. Bu duru-

mu, RE. Long ve D.A. Carnahan [4] asagida iki teorem halinde ifade et-
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mislerdir.

Teorem 1.2.9. : : X—»Y a.c.S. ve agik bir fonksiyon ise f fonksi-

yonu a.c.H. dir.

fspat: xeX noktasi icin, fix) noktasim kapsayan acik bir kiime
VCY olsun, ffonksiyonu acik oldugundan, f'l (V) C f'l (V) olur. i(j_kijmesi
dizenli acik bir kiimedir, f fonksiyonu a.c.S. oldugundan, xe f (\U/) CX
kiimesi aciktir. Dolayisiyla, f 1 (V) Cf1(V) C f’1(V) olur ki, bu ise f1(V)
kimesinin x noktasinin bir komsulugu olmasidir. O halde f fonksiyonu

a.c.H. dir.

Teorem 1.2.10. : f: X—*-Y a.c.H. ve acik bir fonksiyonun a.c.S. ol-
masli i¢cin <>Her VCY ac¢ik alt kimesi i¢in, f1(V) = f 1(V) olmasidir.

ispat: Yeterliligi: Eger fonksiyon a.c.S. ise Sonu¢ 1.2.1. geregi,
f1(V) =f1(V) bulunur.

Gerekliligi: f fonksiyonu a.c.H. ve her VCY acik kimesi igin,
f1(V) =f1(V) olsun. xeX noktasi icin, f(x)eV olsun, f fonksiyonu a.c.H.
oldugundan, xeU C f1(V) C f1(V) olacak sekilde xeUCX acik alt kimesi
vardir. Buradan, flU) Cf (f1(V)) CV bulunur id, acik w.c. fonksiyon a.c.S.

oldugundan ispat tamamlanir.

Husain tanimlamis oldugu a.c.H. stureklilik cesidi ile ilgili asagi-

daki teoremi vermis ve ispatlamistir.

Teorem 1.2.1L : £ X —* Y fonksiyonunnu a.c.H. olmasi igin <>
Her agik VCY kumesi icin, f1(V) C [fLV) Oolmasidir.

ispat: Gerekliligi: f fonksiyonu a.c.H. olsun. VCY acik bir alt
kiime olmak Uzere, xe f1(V) noktasi verilsin. Bu takdirde, fix) eVe\)fix
olur, f fonksiyonu a.c.H. oldugundan, [f1(V)] e U(X) elde edilir. Buradan,
xe UC ‘olup, r\V) C[f'm . Olur.
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Yeterliligi: Her agik VCY kimesi igin, f1 (V) C [f1 (V)] ™ olsun.
Herhangi xeX noktasi ve fix) noktasinin herhangi bir komsulugu: W
olsun. O takdirde f (x) e VCW olacak sekilde acik bir VCY kimesi vardir.

Buradan,

xe T1(V) C (fAVir ¢ [f\V)Y CtrtW)] *elde edilir. Dolayisiyla,
[fL(W)]” € \)(X) olup, f fonksiyonu a.c.H. dir.

Husain anlaminda hemen hemen sdrekliligin diger 6zelliklerini
P.E. Long ve E.E. Me. Gehee. Jr. [5] arastirmislar ve asagidaki U¢ teoremi

elde etmislerdir.

Teorem 1.2.12. : . X— »Y fonksiyonunun xeX noktasinda a.c.H.
olmasi icin » f(x) noktasini kapsayan her VCY acik kimesi icin f1 (V)

kiimesinin x noktasini kapsayan bir UCX kiimesinde yogun olmasidir.

Teorem 1.2.13. : f. X—»-Y bir fonksiyon ve D, X kiimesinin yogun
bir alt kiimesi olsun. Eger f/Dsirekli ise o takdirde f fonksiyonu D kiime-

sinin her noktasinda a.c.H. dir.

Teorem 1.2.13. : f. X—*Y bir fonksiyon ve D, X kiimesinin yogun
bir alt kiimesi olsun. Eger f/D sirekli ise o takdirde f fonksiyonu D kime-

sinin her noktasinda a.c.H. dir.

ispat: xeD ve fix) noktasini kapsayan acik bir kiime: V olsun. f/D

surekli oldugundan, xeUCX acik alt kimesi vardir.

Buradan, DnU C (f/0)'1(V) =Dn f1(V) dir. Boéylece DnU C f I(V)
bulunur. D kiimesi X de yogun oldugundan, UC DnU ve sonug¢ olarak

UC f (V) bulunur. O halde ffonksiyonu x noktasinda a.c.H. dir.

a.c.H. olan bir fonksiyonun tanim kimesinin keyfi alt kiimelerine

kisitlanisi a.c.H. olmayabilir.
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Ornek 1.2.7.: f R—>-R

~| *1, xeQ'

seklinde tanimlanan ve a.c.H. olan bir fonksiyonu ele alalim. M kumesi,
batun pozitif rasyonel sayilar ile butin negatif irrasyonel sayilardan
olussun. Bu takdirde (f/M) fonksiyonu x=0 noktasinda a.c.H. degildir. Ger-
cekten; x=0 icin fXx)=1, V=] 1-e, l+e[ alalim.

[(FMUV)] = (Mn £1(V)) “=(MnQ)" =0*=R+gM

Yani; R+ x noktasinin bir komsulugu degildir. O halde fonksiyon

x=0 noktasinda a.c.H. degildir.

Bununla beraber, fonksiyonun tanim kumesi acik alt kimelerine

kisitlanirsa fonksiyon a.c.H. olur.

Teorem 1.2.14. : Eger f: X— fonksiyonu a.c.H. ve UCX acik bir

alt kime ise, (f7|j) kisitlanmis fonksiyonu a.c.H. dir.
ispat: ffonksiyonu xeX noktasinda a.c.H. oldugundan,

Teorem 1.2.9. geregince, her VCY kimesi i¢cin BC f 1(V) olacak se-
kilde BCX agik alt kimesi vardir.

[(FlW)1MWM] =[Unfi1(WV)]'CUnNntf1(M]J*CUnB
buradan da, UnB C [(f/ly)'1 (V)] bulunur. (UnB)C U acik ve (V) ki-

mesi, (UnB) kiimesinde yogun oldugundan (f/y) fonksiyonu a.c.H. dir.

Singal anlaminda hemen hemen sirekli bir fonksiyonun her kisit-

lanisi yine singal anlaminda hemen hemen sareklidir.

Teorem 1.2.15. : a.c.S. olan bir fonksiyonun her kisitlanisi yine

a.c.S. dir.
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Ispat: f: X —*-Y icine, a.c.S. olan bir fonksiyon ve ACX olsun. Her-
hangi bir diizenli acik SCY alt kiimesi i¢in, (UA)'1(S) = An f1(S) oldugun-
dan ispati agiktir.

Simdi de [3] de verildigi gibi a.c.H. ile w.c. arasindaki iliskiyi asa-

gidaki teoremle goérelim.

Teorem 1.2.16. : Eger f. X—*-Y fonksiyonu a.c.H. ve her a¢ik VCY
alt kumesi icin, [fAV)] CTf (V) ise bu takdirde f fonksiyonu w.c. dir.

Ispat: Hipoteze gére, herhangi xeX ve fix) noktasini kapsayan
herhangi acik VCY kimesi i¢in, [fLV)]* C f I(V) dir. f fonksiyonu a.c.H. ol-
dugundan, xeU C [f1LV)] olacak sekilde acik bir UCX alt kimesi vardir.
Boylece; flU) CV elde edilir ki, f fonksiyonu w.c. dir.

Sonug 1.25. : £ X—*Y a.c.H. fonksiyonunun w.c. olmasi igin «

her acik VCY alt kiimesi icin,
[f1(V)] Cf1(V)olmasidir.

Ispat: Teorem 1.1.2. ve Tbrem 1.2.16'nin direkt sonucudur.
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2. A.C.H. ILE SUREKLILIK ARASINDAKI iLiSKI

Surekli olan bir fonksiyonun a.c.H. oldugu agiktir. Fakat, f: X—*Y
fonksiyonu a.c.H. oldugunda surekli olmayabilir. Bu gegisi saglayabilmek
icin, P.E. Long fonksiyonun Uzerine, tanim ve deder uzaylarina ve fonksi-
yonun grafigi UGzerine bazi sartlar ekleyerek bunu genellestirmistir.
Bunun icin de oncelikle Kapali Grafikli fonksiyonlar hakkinda bazi tanim

ve teoremler vermistir.
2.1. Kapali Grafikli Fonksiyonlar

Tanim 2.1.1. X ve Y topolojik uzaylar, f: X— »Y fonksiyonu veril-
sin. G () ={(x y)/y =1 (x), xeX) C XXY alt kimesine f fonksiyonunun
grafigi denir. [7]

Surekli olan bir fonksiyonun grafiginin kapali olmasi gerekmez.

Ornek 2.1.1. X = {0,1} kiimesi tzerinde x= (X, & {0}} topolojisi ve-
rilsin. i : X—* X birim dontsumu sureklidir. Fakat G (0 = {(0,0), (1,1)} C
X\X de kapali degildir.

Ayni sekilde grafigi kapali olan bir fonksiyonun da sirekli olmasi

gerekmez.
Ornek 2.1.2. X =[0,1], Y = [0, +°° [ topolojik uzaylari verilsin,

f. X —*-Y fonksiyonunu:

i— X0
f(x) =
[0, x=0

seklinde tanimlayalim. Agik¢a gorulur ki, f fonksiyonunun grafigi kapali,

fakat x=0 noktasinda fonksiyon sirekli degildir.
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Tanim 2.1.2. (X, x) bir topolojik uzay olsun. Her x, y eX (x*y) icin,
bu noktalarin herbirinin digerini icermeyen bir komsulugu varsa,

(X, t) uzayina Tr uzay! ya da Frechet uzayi denir. [9]

Tanim 2.1.3. (X, X) bir topolojik uzay olsun. Her x, yeX (x*y) icin,
UnV = 9olacak sekilde Ust)” ve Ve\)(y) varsa, (X, X) uzayina T2 - uzay!
ya da Haussdorf uzayi denir. [9]

Eger f. X—*Y fonksiyonu slrekli ve Y - uzayl T2 - ise f fonksiyo-
nunun grafiginin kapali oldugu J. Dugundji tarafindan asagidaki teorem-

le verilmistir.

Teorem 2.1.1. . X —»Y fonksiyonu sirekli ve Y - uzayr T2 olsun.

O takdirde ffonksiyonunun grafigi kapalidir.
Ispat icin [10]'a bakilabilir.

Tersine grafigi kapali olan bir fonksiyonun da slrekli olmasi icin,

P.E. Long su tanimlara gerek duymustur.

Tanim 2.1.4. (X, X) bir topolojik uzay olsun. Eger her xeX noktasi-
nin saytlabilir bir komsuluk tabani varsa, X uzayina I. sayilabilir uzay

(1.S.A.) denir. [9]

Tanim 2.1.5. (X, X) topolojik uzayi verilsin. Eger X kiimesinin her
acik ortdstnin, sonlu bir alt ortisu varsa, X uzayina Kompakt uzay

denir. [9]

Tanim 2.1.6. (X, X) uzayinin sayilabilir her agik drtistunin sonlu

bir alt 0rtist varsa, X uzayina Sayilabilir Kompakt uzay denir. [9]

Her kompakt uzayin Sayilabilir kompakt oldugu aciktir. Fakat

bunun tersi genellikle dogru degildir.

P.E. Long, f: X — Y grafigi kapali olan bir fonksiyon, X - L.S.A.
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saglayan uzay, Y de Sayilabilir kompakt oldugunda, f fonksiyonunun su-

rekli olduguna dair teoremi asagidaki sekilde vermistir.

Teorem 2.1.2. f.: X —»Y grafigi kapali olan bir fonksiyon, X uzayi
I.S.A. saglayan uzay ve Y de Sayilabilir kompakt ise f fonksiyonu sirekli-
dir.

ispat: f fonksiyonunun sirekli olmadigim varsayalim. O takdirde
acik bir VCY kimesi vardir ve f1(V) kiimesi X de ac¢ik degildir. Bundan
dolayi, x : (X- f1(V)) kimesinin kapanis noktasi olacak sekilde, f (V) k-
mesi xeX noktasini kapsar. X uzay! I.S.A. saglandigindan, xne (X-fAV))
olacak sekilde x'e yakinsayan bir {xn} dizisi mevcuttur. Y uzayi sayilabilir
kompakt oldugundan, {f (xn)} dizisinin yigilma noktasina y dersek, yeV
dir. O halde, (x, y) s G(f) olur. Fakat (x, y), G(f)'nin bir kapanis noktasidir.
Cunkd, XxY'de (x, y)'yi kapsayan herhangi acik bir kiime, (x, fix)) seklin-
deki noktalari kapsar. Bu ise GfO'nin kapali olmasiyla gelisir. O halde f

fonksiyonu sureklidir.

P.E. Long, f: X— »Y fonksiyonunun grafiginin kapali olmasiyla il-

gili asagidaki lemmay1 vermis ve [7] de ispatlamistir.

Lemma 2.1.1. f: X—»-Y fonksiyonu verilsin, fnin grafiginin kapa-
li olmasi icin <>y * fix) olmak (zere her xeX ve y eY icin, flU) nV =b ola-

cak sekilde x ve y'yi kapsayan acik U ve V kiimelerinin var olmasidir.

1968 yilindaki calismasinda Fuller de asagidaki teoremi vermis-

tir.

Teorem 2.1.3. f: X —*~Y grafigi kapali olan bir fonksiyon olsun.

MCY alt kimesi kompakt ise f'1 (M) kiimesi X de kapalidir,
ispat icin, [8]'e bakilabilir.

Bu teoremin tersi dogru degildir. Yani, MCY kompakt alt kiimesi
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icin, f(M); Xde kapali ise . X—*-Y fonksiyonunun grafigi kapali olmaz.

Tanim 2.1.7. (X, X) topolojik uzayi verilsin. E§er her xeX noktasi,
X uzayinda kompakt bir komsuluga sahip ise X uzayina Lokal Kompakt
Uzay denir. [11]

Tanim 2.1.8. (X, t) topolojik uzay! verilsin. Eger her xeX noktasi,
X uzayinda kompakt-kapali bir komsuluga sahip ise X uzayina strong-

lokal kompakt uzay denir. [11]

f: X —»Y bir fonksiyon, Her MCY kompakt alt kiimesi igin,
f 1 (M) CX de kapali ve Y uzayi strong lokal kompakt bir uzay ise f fonk-
siyonunun kapali olduguna dair bir genellestirmeyi, P.E. Long ve E.E.

Mchee, 1970 de vermislerdi. [5]

Teorem 2.1.4. £ X —»Y herhangi bir fonksiyon, Y uzayi strong
lokal kompakt ve Tx- uzayl olsun. Eger MCY kompakt alt kiimesi igin,
f'l (M): X de kapali ise fnin grafigi kapalidir.

Ispat: Her x eX igin, (x, y) e G(f) olsun. Y uzayl Txoldugun-
dan 3 ye V acik kiimesi oyle ki, f (x) e V dir. Ayrica Y uzay! strong-lokal
kompakt oldugundan her noktasinin kompakt-kapali komsuluk tabani

vardir.

ye V1CV olacak sekilde VAkompakt kiimesi vardir. Buradan Fil-
ler teoremine gore, f -1 (V) : X de kapalidir. [X-f -1 (V)] = U - acik bir
kiime ve xe U olur. Dolayisiyla; f(U) nV = Golur ki, G(f) - kapalidir.

2.2. A.C.H. ile Surekliligin Cakismasi

Husain tanimlamis oldugu a.c.H. : hemen hemen sureklilik ¢esidi-
nin surekli olmasi icin fonksiyona, tanim ve deger uzayina bazi sartlar

eklemis ve bunu genellestirmistir.

Tanim 2.2.1. f. X — Y 0rten bir fonksiyon olsun. Eger her ACX
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kapali alt kiimesi i¢in, f (A) CY alt kimesi Y deki topolojiye gore kapah

ise f fonksiyonuna Tam Kapali denir. [3]

Bu tammdan agikca gorilecegi gibi, her tam kapali donisum ka-

pali olup, bunun tersi genelde dogru degildir.
Simdi Husain'in [3] de vermis oldugu 6nemli bir sonucu goérelim.

Sonug¢ 2.2.1. £ X — Y fonksiyonu oOrten, a.c.H. ve tam kapali
olsun, fnin grafigi kapali ve Y uzaylr kompakt - T2 ise f fonksiyonu sirek-
lidir.

ispat icin, [3]'e bakiniz.

Bu sonuctan gorilecegi gibi bazi sartlar konularak, a.c.H. ile Su-
reklilik arasinda bir iliski kurulmustur. Bundan sonraki yillarda yaptlan
bu konudaki butin calismalarda bu iliski, farkli hipotezlerle, degisik ko-

sullarda kurulmaya calisiimistir.

Yine Husain'in ¢alismasinda, f: X —» Y fonksiyonu birebir, a.c.H.
ve kapal grafikli ise X uzay! bir T2 uzayidir. Bununla ilgili su teorem

ifade edilmistir.

Teorem 2.2.1. f: X—*-Y fonksiyonu birebir ve G(f) - kapali olsun.
Eger f fonksiyonu a.c.H. ise Y uzay! T2 dir.

ispat: x * weX igin, f birebir oldugundan f (x) * fiw) dir. Fonksiyo-
nun grafigi kapali oldugundan, f (U) nV = $olacak sekilde xeU ve
f(w) eV acik komsuluklari vardir. Buradan, VC [flU)]lise VC ffUu]] olup,
f'1(V) CUlelde edilir, f fonksiyonu a.c.H. oldugundan, f'l (V) € D(w) dir.
(X-U) kapal oldugundan, [f‘1(V)]" C X-U dir. Dolayisiyla x ve w'yi kapsa-

yan X de ayrik, acik kiimeler vardir ki, bu ise X'in T2 olmasidir.

f: X —»-Y fonksiyonu surekli ve Y- uzayl T2 oldugunda, fnin grafi-
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ginin kapali oldugunu goérmustik. Burada sureklilik yerine a.c.H."1 alir-

sak, Y- uzayl T2olsa dahi fnin grafigi kapali olmayabilir.

Tanim 2.2.2. (X, x) topolojik uzayi ve herhangi iki A, BCX alt ku-
mesi verilsin. Eger; AnB * 0 veya AnB * 0 ise Ave B kiimelerine baglanti-
li iki kime denir. EGer AnB = fve AnB =0 ise A ve B'ye baglantili olma-
yan iki kime denir. [9]

Tanim 2.2.3. (X, t) topolojik uzayi olsun. X kiimesi, baglantili ve
bos olmayan iki alt kimenin birlesimine esit ise, X uzayina baglantili ol-
mayan uzay veya baglantisiz uzay denir. Eger X kiimesi herbiri bos olma-
yan, baglantili iki kiimenin birlesimine esitse, (X, t) uzayina baglantili

uzay denir. [9]

Tanim 2.2.4. (X, X) bir topolojik uzay olsun. Eger her xeX nokta-
sinin, X uzayinda baglantili kimelerden olusan bir komsuluk tabani

varsa, X uzayina Lokal Baglantili Uzay denir. [9]

f. X—*Y fonksiyonu a.c.H., Y uzay! Lokal Baglantili ve T2 olsun,
fve f'l fonksiyonlari baglantili kimeleri korursa o takdirde G (0 - kapali

olur. [7]

Teorem 2.2.2. . X — »Y fonksiyonu a.c.H. olsun. Y uzayi Lokal
Baglantili ve file f_1fonksiyonlari baglantili kimeleri korursa f fonksiyo-

nunun grafigi kapahdir.

Ispat: x0eX ve y * f(x0), Y'ye ait iki farkli nokta olsun. Y uzay! T2
oldugundan sirasiyla y ve f(x0) noktalarini kapsayan U ve V acik kiimele-
ri vardir. Oyle ki, yeU ve ftx0) e V olup, UnV =0 dir. Ayi-ica Y uzay! Lokal
baglantili oldugundan, f(x0)'in baglantili-acik bir komsulugu vardir. Bura-
dan fix0) e WCV olacak sekilde acik, baglantili W kiilmesi mevcuttur. Boy-
lece, UnW =0 olup, dolayisiylada f 1(U)n f'1(W) =0 dir. EGer herhan-
gi bir xef -1 (U) noktasi, f1 (W) baglantili kiimesinin limit noktasi ise



24

{G U 11 (W) kimesi baglantili olur. Fakat, fl{x} U f'1(W)) kiimesi bag-
lantih degildir. Cunkd, G U f'1 (W) kiimesi U ve W gibi iki ayrik agik kii-
melerin noktalarini ihtiva eder. Bu ise fnin baglantili olusu ile celisir. Do-
layisiyla, [f'2(W)]*n f'1(U) =b olup, fa.c.H. oldugundan x0 noktasi-
ni kapsayan bir T kimesi mevcuttur. Oyle ki, TC [f'1 (W)]* yani,
f (T) nU = b olup, sonug olarak G(f) - kapalidir.

X — fonksiyonu a.c.H., tam kapali ve Y uzaylr Kompakt - T2
ise f sureklidir. Burada tam kapalilik sarti yerine G (f) - kapali sarti ko-

nulursa f fonksiyonu yine surekli olur. [7]

Teorem 2.2.5. £ X —>-Y bnksiyonu a.c.H. ve Y uzayi lokal kom-
pakt olsun. Eger Y uzay! Regller ya da T2ve G(f)- kapali ise f fonksiyonu

sureklidir.

ispat: x0eX ve VE€\)fiXo) olsun. Hipotezden, f (x0)'in kapali-kompakt
komsuluklar ailesi TTx0)'in komsuluklari icin bir taban olusturdugundan,
f(x0)'in kompakt W- komsulugu vardir. Oyle ki, WCV olacak sekilde
W- kompakti bulunur. G(fJ kapali oldugundan, [f-1 (w)] kapalidir yani
[f1(W)]" = f1 (W) dir. Ayrica f fonksiyonu a.c.H. oldugundan, [ f (W]
x01mn bir komsulugudur. Bu da f _1(V)'nin x0in bir komsulugu olmasini ge-

rektirir. Boylece sonug olarak f fonksiyonu sireklidir.

Uyan 2.1.1. . R —»-R fonksiyonu a.c.H. olsun. Eger G(f) - kapal

ise f fonksiyonu sureklidir.

ispat: R uzay! T2ve lokal kompakt oldugundan Thorem 2.2.5. ge-

regince ispati aciktir.

Yukaridaki teoremde, Y'nin Lokal Kompakt- T2 sarti yerine Lokal
Baglantililik-Reguler sarti ve fonksiyonun grafiginin kapali olmasi sarti

yerine de, CCY baglantili alt kimesi icin, [f'1 (C)]~ C f'1(C) sarti alindi-
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ginda, fnin a.c.H. olmasi halinde yine fnin sirekli oldugu asagidaki teo-

remle verilmistir. [7]

Teorem 2.2.6. . X — Y fonksiyonu a.c.H., Y uzay! regller ve
lokal baglantili olsun. Eger her C CY baglantili alt kiimesi icin,
[f1(C)] Cf _1(C) ise ffonksiyonu sireklidir.

ispat: x0eX ve V, fIx0) noktasini kapsayan herhangi acik bir kiime
olsun. Y uzayi reguler ve lokal baglantili oldugundan, WCV olacak sekil-
de, fIx0) noktasim kapsayan baglantili ve acik bir WCV kiumesi vardir. Hi-
poteze gore, W baglantili oldugundan, [f 1(W)] *C f (W) olur. Buradan,
[fL(W)]" Cf-1(W) C f'1(V) bulunur. Ayrica f fonksiyonu a.c.H. oldugun-
dan, [f-1(W)] ’ : xOnoktasinin bir komsulugu olup, f'1(V) kiimesi x0 nok-
tasinin bir komsulugudur. Dolayisiyla f fonksiyonu x0noktasinda surekli-
dir.

[12] de Jones tarafindan semi baglantilik kavrami asagidaki

kilde verilmistir.

Tanim 2.2.5. f. X—*Y fonksiyonu verilsin. Eger, f-1:Y'nin butin
kapali ve baglantili alt kiimelerini korursa f fonksiyonuna semi baglanti-
lidir denir. [12]

Asagidaki teorem, semi baglantili bir a.c.H. fonksiyonunun slrek-

li olmasi icin kosullari belirtir. [12]

Teorem 2.2.7. Y- regller ve lokal baglantili bir uzay olmak
uzere f. X —>Y fonksiyonu semi baglantili ise bu takdirde f fonksiyonu

sureklidir.

Ispat: x0eX ve V, f(x0) noktasini kapsayan herhangi acik bir kiime
olsun. Y uzayi reguler ve lokal baglantili oldugundan, WCV olacak sekil-
de, fix0) noktasini kapsayan baglantili ve acik W kimesi vardir. Buradan,

f*L(W)Cf'1(W)CTf'1(V)olur, ffonksiyonu semi baglantili oldugundan,
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f "1 (W) kiimesi kapali olup, [f'l (W)]' Cf 1 (W) Cf _1(V) elde edilir. Ayrica
f fonksiyonu a.c.H. oldugundan, x0 noktasini kapsayan acik bir T C

[f'1(W)] alt kimesi vardir. Boylece, f (T) CV olur ki, f fonksiyonu x0nok-

tasinda sureklidir.

Teorem 2.2.8. Y- lokal baglantili bir uzay olmak tzere, R —>-Y
bir a.c.H. fonksiyonu olsun. Eger Y'nin her baglantili C alt kimesi igin,

f* (C) kimesi baglantili ise bu takdirde f fonksiyonu streklidir.

Ispat: x0e X ve V, fIx0) noktasini kapsayan herhangi acik bir kiime
olsun. Y uzay! lokal baglantili oldugundan, V kimesini baglantili bir
kiime olarak alabiliriz. Hipoteze goére, f'1(V) : R'nin baglantili bir alt ki-
mesidir. Dolayisiyla f -1 (V), xQnoktasini kapsayan bir araliktir. Buradan,
[f 1 (V)] * kimesi de bir araliktir ve f fonksiyonu a.c.H. oldugundan xO0
noktasinin bir komsulugudur. Bundan dolayr x0e [f 1(Vj]° olur. Bdylece

f fonksiyonu x0noktasinda streklidir.

Sonug 2.2.2. f R—>-R bir a.c.H. fonksiyonu olsun. Eger R'nin her
baglantili C alt kiimesi igin, f-1 (C) kimesi de baglantili ise bu takdirde f

fonksiyonu sdreklidir.

ispat: Y = R lokal baglantili oldugundan, Teorem 2.2.8.'e gdre is-

pati aciktir.
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3. BAIRE UZAYLARI UZERINE

Bu boélimde, f: X— fonksiyonunun, tanim ve deger uzaylarinin
uzerine getirilen sartlarla, X tzerindeki Baire Yapisinin Y lzerine, Y Uze-
rindeki Baire yapisinin da X tzerine nasil tasindigini, gerek Frolik'in ge-

rekse M. Cicegin makalelerinde olsun, goriip yorumlamaya ¢alistik.
3.1. Semi Sireklilik Uzerine

Tanim 3.1.1.: X topolojik bir uzay ve ACX olsun. OCA CO olacak
sekilde X'in bir O agik alt kimesi varsa, A kiimesine X'in bir yari acik alt

kiimesi denir. [15]

Ornek 3.1.1.: (R, U) alisilmis topolojisine gore, asagidaki kimeler

birer yari agiktir.
A=[01[ , B=[0,1[U]12] , C=[12[U]23[
D=R\ {l/n, neN}

Teorem 3.1.1. : X topolojik bir uzay ve ACX olsun. A'nin X iginde
bir yari agik cimle olmasi igin « AC/OA olmasidir. [Ref. 15]

Ayni calismada su 6zellik de verilmistir.

Teorem 3.1.2.: X bir topolojik uzay, A kiimesi X'in bir yari agik alt
kimesi olsun. ACBCA sartini saglayan bir BCX alt kimesi varsa, B ki-
mesi de bir yari agiktir.

Teorem 3.1.2.'nin bir sonucu olarak [15] de su 6nerme verilmistir.

S
Onerme 3.1.1. : Tbpolojik bir X uzayinin acik her alt kiimesi bir

yari aciktir.

Bu 6nermenin karsiti dogru degildir. Ornegin, (R. U) alisiimis to-
polojisine gore, A = [1, 2[ kiimesi bir yari agik olmasina karsin acik degil-

dir.
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Onerme 3.1.2.: Thbpolojik bir X uzayinin yan-acgik bir alt kiimesi-

nin kapanisi da yari agiktir.

fspat: ACX ve Ayan-acik olsun. (3.1.2.) Teoreminden dolayi, ACA
veya ACA olur. Diger taraftan, ,DACA oldugundan, AC(,&) "dir. Sonug olarak,
AC(A)” elde edilir.

Uyan 3.1.1.: Kapanisi yari acik olan bir kimenin kendisi genel-

likle bir yari acik olmayabilir.

Ornegin, R'nin alisilmis topolojisine gore, A=10,1 [nQ kiumesini
gozonune alalim. Burada Q rasyonel sayilar kiimesini gostermektedir.
A'nin kapanisi : A = [0,1] bir yari agik olmasina karsin, A kiimesi bir yari
acik degildir.

Teorem 3.1.3.: ACYCX olsun. Eger Y, X'in bir alt uzay: ve A, X'de
yari acik ise o takdirde A kiimesi Y de de yari aciktir. [Ref. 15]

Teorem 3.1.4.: Eger A, X de acgik ve S de X de yan acik ise o tak-
dirde (AnS), X de yari aciktir. [Ref. 15]

Tanim 3.1.2.: £ X — Y herhangi bir fonksiyon olsun. Eger her
UCX agik alt cumlesi igin, f(U) : Y de yari agik oluyorsa f fonksiyonuna
yan acik (semi acik) denir. [Ref. 15]

Tanim 3.1.3.: 1 X — herhangi bir fonksiyon olsun. Eger her
actk VCY alt cumlesi icin, f’1 (V) : X de yari agik ise o takdirde fye yari-

strekli (semi-sirekli) fonksiyon denir. [Ref. 15]

S
Teorem 3.1.5.: f: X — Y yan-acgik fonksiyon ve ACX acik bir alt

kiime olsun. O takdirde, f/A: A —*-f(A) donusimu : f/A(X) = f(x) her xe A
icin yari agiktir.

ispat: U: Ada acik olsun. A: X de acgik oldugundan, U: X de agiktir.
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f fonksiyonu yari-a¢ik oldugundan, flU): Y de .yan aciktir. Buradan, flU) :
f (A) da yain-agiktir.

Teorem 3.1.6.: f: X —>Y fonksiyonu semi sirekli ve A, X'in agik
bir alt cimlesi olsun. O takdirde, f/A: A—>flA), f/A(x) = f (X) seklinde ta-

mmlanan dontsum her xe Aigin semi-sureklidir.

ispat: G : flA) ciimlesinde herhangi bir acik ciimle olsun. O takdir-

de, G=f (A) nV olacak sekilde acik bir VCY alt kiimesi vardir. Agiktir ki,
A M (G) =An f-1(G) =An f [flA) nV) dir.

Buradan, (f/IN)*1 (G) = An f ‘1 (V) bulunur, f fonksiyonu semi-
surekli oldugundan, f4 (V) : X de semi aciktir. Dolayisiyla, [An f 1 (V)]
climlesi de semi agiktir. Bu yuzden WA)'1(G) = An f'l (V) cumlesi, A da

semi agiktir.

Tanim 3.1.4.: . X —»Y herhangi bir fonksiyon olsun. Her x€X,
x6Ue\i(x) komsulugu igin, f (U) CV olacak sekilde x€UeD(x) komsulugu

varsa, ffonksiyonuna O- stirekli denir.

Uyari 3.1.2.: Her 0- surekli fonksiyon weakly-streklidir. Bunun

tersi genellikle dogru degildir.

Tanim 3.1.5.: f: X —»Y bir fonksiyon olsun. Her agik d * VCY alt
kiimesi igin, f*1(V) * &ve [f1(V)]0* d ise . X—»Y fonksiyonuna feebly-
surekli (fb-strekli) denir. [13]

Her acik d * UCX alt kUnéesi icin, [f(U)]° t-dise f: X — Y fonksi-
yonuna feebly-acgik (fb-acik) denir. [13]

Uyari 3.1.3. : Her semi-sirekli fonksiyon feebly-sirekli ve her
semi-acik fonksiyon feebly-acik bir dontusumdir. Fakat bunun tersleri ge-

nellikle dogru degildir.
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Teorem 3.1.5.: f: X—*-Y icine bir fonksiyon olsun. Eger asagidaki

sartlardan herhangi birisi saglanirsa, f fonksiyonu semi-acgiktir.
i) f fonksiyonu feebly acik ve w.c.
i) f fonksiyonu feebly agik ve a.c.S.
i) f fonksiyonu feebly agik ve 0- surekli

Ispat: ACX acik bir alt cumle ve (i) saglansin. O takdirde fnin

semi-acik oldugunu ispat etmek igin,

f (A) C [f (A)]° *oldugunu gostermeliyiz. Bunun igin, ye ITA) olsun.
Buradan, y = fix) olacak sekilde xe A noktasi vardir, y noktasinin herhan-
gi bir acitk komsulugu V olsun, f fonksiyonu w.c. oldugundan, f (U) CV ola-
cak sekilde xeU acik alt cumlesi vardir. Buradan, xe (UnA) olup, f fonk-
siyonu fb-a¢ik oldugundan, [f (UnA)]O * p dir. W = [f (UnA)]O alalim.
Sonug olarak, Vn [f (A)]° * p elde edilir ki, ye [f(A)]°" dir.

Ayrica her a.c.S. olan fonksiyon w.c. ve her 0- strekli fonksiyon da

w.c. oldugundan, (ii) ve (iii). stklardan hareketle ispati da agiktir.

Tanim 3.1.6.: X’in her reguler acik alt climlesinin goruntisu
Y'nin acik bir alt cimlesi ise . X — Y fonksiyonuna almost-a¢ik denir.
Eger her acik UCX alt kiimesi icin, fTU) C [f (U)]° oluyorsa, f: X—*-Y fonk-

siyonuna weakly-ac¢ik denir. [1]

Uyari 3.1.4.: Her acik dontsimun weakly acik ve her almost acik
dontusum de weakly-aciktir. Fakat bu ifadelerin tersi genellikle dogru de-

gildir.
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3.2. Baire Uzaylarinin Gorantileri Ve Ters Goruntaleri

Z. Frolik [13] 1960 yilinda Baire Uzaylari hakkinda yapmis oldu-
gu calismasinda, f. X — »Y Ulzerine bir fonksiyon olmak lzere, X- uzay!
Baire oldugunda, hangi sartlar altinda Y- uzayinin Baire oldugunu, tersi-
ne Y- uzay! Baire oldugunda hangi sartlar altinda X- uzayinin Baire oldu-

gunu incelemis ve ispatlamistir.

Simdi Baire Uzaylari hakkinda énemli birka¢ tanimi [9] dan fay-

dalanarak verelim.

Tanim 3.2.1. : Bir (X X) topolojik uzay ve A, BCX alt kimeleri ve-
rilsin. Eger BCA ise, A kimesine B i¢ginde yogundur denir. [9]

Tanim 3.2.2. : Bir (X, X) topolojik uzay ve bir ACX alt kiimesi ve-

rilsin. EGer A* ise, Aklmesine X icinde yogundur denir. [9]

Tanim 3.2.3. : (X, X) topolojik uzay ve bir ACX alt kimesi veril-
sin. Eger A=X ise, A kiimesine X icinde her yerde yogun denir. [9]

Tanim 3.2.4. : (X, ti topolojik uzayr ve bir AUX alt kimesi veril-
sin. Eger A =0 ise, Akumesine X icinde hicbir yerde yogun degil denir. [9J

Tanim 3.2.5. : (X, t) topolojik uzay ve bir ACX alt kimesi veril-
sin. Eger A klimesi, sonlu ya da sonsuz ¢oklukta hi¢cbir yerde yogun olma-
yan kimelerin birlesiminde ya da birlesimine esit ise, A kimesine X de
birinci kategoriden kime ya da ciliz kiime denir. Eger A kiimesi bu sekil-

de ifade edilemiyorsa, A kiimesine X iginde ikinci kategoriden kime denir.

a
A, I. kategoridendir o AC U An9Her ne N i¢cin An=0 [9]

Tanim 3.2.6. : Bir topolojik uzayn saylabilir yogun bir alt kime-

si varsa, bu uzaya aytlabilir uzay denir. [9]
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Tanim 3.2.7. : (X, t) topolojik uzay1 verilsin. X'in her yerde yogun,
acik alt kimelerinin kesisimi, X de her yerde yogun ise X uzayina Baire

uzay! denir. [9]
X Baire uzayl » her ne N icin A”et ve X = A,, olmak tzere (nA")' =X

Onerme 3.2.1. f: X —*-Y fonksiyonunun feebly-acik olmasi igin

<V =Yicin [f'1(V)] = X olmasidir.

f. X — Y fonksiyonunun fb-strekli olmasi igcin » U=X igin
[f (U)] " =Y olmasidir.

Frolik Baire Uzaylarinin gorintileri hakkinda asagidaki teoremi

vermis ve ispatlamistir.

Teorem 3.2.1. : f: X—»Y fonksiyonunnu a.c.H. ve fb-acik oldugu-
nu varsayalim. Eger X bir Baire uzay! ise o takdirde Y de bir Baire uzayi-
dir.

Ispat: Varsayalim ki, X bir Baire uzayi olsun. Bu takdirde Y'nin
bir Baire uzay! oldugunu ispat etmek icin, {Vn}'ler Y'nin agik yogun alt

cimlelerinin bir serisi olmak lGzere,v = n V,, 'nin Y de yogun oldugunu
n=1 00

gostermemiz yeterli olacaktir. Bunun igin, Un=[f-1(Vn)]°ve U= n Un
n=1
alalim, f fonksiyonu acik fb-acik oldugundan, [f_1(Vn)] " = X dir*. Ayrica

f a.c.H. oldugundan, Un = X elde edilir. X uzayi Baire uzayi oldugundan,
u=X'dir. fnin fb-strekliligiyle birlikte, [f(U)] " =Y sonucu bulunur. Bura-
dan da f (U) CV oldugundan, V =Y elde edilir. Sonu¢ olarak Baire uzayla-

r hakkmdaki iddianin ispati tamamlanmis olur.

f. X — Y fonksiyonu a.c.H. ise fb-surekli oldugu ac¢iktir. Bunun
tersi her zaman dogru degildir ama birebir fb-strekli bir fonksiyon a.c.H.

dir.
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Uyari 3.2.1. : f: X —* Y fonksiyonu birebir, fb-a¢ik ve fb-surekli
olsun. X uzayinin Baire uzayl olmasi i¢cin <>Y uzayinin Baire uzay! olma-

sidir. (X'in Il. kategoriden olmasi icin =Y'nin Il. kategoriden olmasidir.)

Teorem 3.2.2. f. X —» Y, X- metrize edilebilir ve ayrilabilir uza-
yindan Y lzerine orten, acgik ve surekli bir fonksiyon olsun. O takdirde Y
bir Baire uzay! ve her yeY ig¢in f -1 (y) noktalarinin ctumlesi Il. kategori-

den ise X de bir Baire uzayidir.
Teoremin ispati asagidaki teoremin direkt sonucudur.

Teorem 3.2.3.: f. X —>-Y, X- metrize edilebilir ve ayrilabilir uza-
yindan Y Uzerine orten, acik ve surekli bir donlisim olsun. Eder Y uzayi
Il. kategoriden ve her yeY icin f _1(y) noktalarinin cumlesi Il. kategoriden

ise o takdirde X uzayi da Il. kategoridendir.
Teoremin ispatindan 6nce asagidaki Lemma'yi verelim.

Lemma 3.2.1.: . X — »Y, X- metrize edilebilir ve ayrilabilir uza-
yindan Y Uzerine orten, agik ve surekli olsun. FCX alt cumlesi kapali ve
hicbir yerde yogun olmasin, [f_1(y) nF]° * o olacak sekilde yeY noktalari-
nin cumlesine M(F) diyelim. O takdirde M(F): Y de I. kategoridendir.

Ispat: {Un}'ler X'in acik alt ciimleleri olsun.

her ne N icin, Mn={y :yeY, ¢* f*(y) n UnCF} ve M(F) = ”QlM,, }alalim.
Buradan Mn'nin Y de hicbir yerde yogun olmadigini ispat etmek yeterli
olacaktir. Bunun i¢in Mn’lerin kapali ve iclerinin bos oldugunu gdsterme-
liyiz.

Y-Mn=(y:yeY,f*y)n Unn (X-F) *d)

Y- Mn =flUnn (X-F))

dir. f acik bir donisim oldugundan, Y- Mn agiktir, dolayisiyla Mn- kapali-
dir.
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Simdi varsayalim ki, V=Mn * 0 olsun. Mn'nin tanimindan,
f 1(V) nUnCF dir. f fonksiyonunun surekliliginden, f ~(V) acgiktir. Bu ise
F'nin hicbir yerde yogun degil olmasiyla celisir.

Teorem 3.2.3.'Un ispati: Her yeY icin f *1(y) noktalarinin cumle-
si ve Y- uzay! Il. kategoriden olsun. Varsayalim ki, X uzayi da I. kategori-

den olsun. Bu takdirde, X= U Fn olacak sekilde X'in hicbir yerde yogun
»eN (09]

olmayan kapalilarin {Fn}dizisi vardir. Lemma'ya gore; M= UI M (Fu) 1 Y
1=

de I. kategoridendir. yO € (Y-M) ve K = f *(y0) alalim. Buradan (Fn nK};

K'nin kapali alt cimleleri K'y1 6rter. Bu vaizden 0 * Fn nK CU olacak se-

kilde bir n-~N vardir. Fakat M ctmlesi, [f -1(y) nF,,]0 * 0 olacak sekilde

neN dogal sayilari icin, her yeY nin bir grubu oldugundan bu mimkin

degildir. O halde X uzayi Il. kategoridendir.

Mustafa Cicek 1991 yilinda yapmis oldugu calismasinda, fonksi-
yona, tanim ve de§er uzaylarina yeni sartlar getirerek, Frolik’in Baire

Uzaylari lzerine ispatlamis oldugu teoremi bir baska sekilde ele almistir.

Teorem 3.2.4. ACX olsun. O takdirde asagidaki Ozellikler delik-

tirler.

i)Avyari-kapahdir,

i) ,&CA dir,

i) (X-A) yan agiktir.

Teorem 3.2.5. Baire uzayinin her acgik alt uzay!r da Baire uzayi-
dir.

Teorem 3.2.6. Yogun bir Baire alt uzayina sahip her uzay, Baire

uzayadir.
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Teorem 3.2.4., Teorem 3.2.5. ve Teorem 3.2.6.'in ispatlan [15] de

verilmistir.

Simdi Mustafa Cicek'in Baire Uzaylarinin ters goruntileri hak-

kinda vermis oldugu teoremi gorelim.

Teorem 3.2.7.: f, X- metrik, ayrilabilir uzayindan Y- Baire uzayi
uzerine Orten bir fonksiyon ve her yeY icin f "Vy) noktalarint cimlesi
Baire uzay! olsun. EQer asagidaki ifadelerden herhangi birisi saglanirsa,

o takdirde X de bir Baire uzayidir.
i) f, yari acik ve yan sirekli
i) f, w.c. ve weakly-acik
ii) f, a.c.S. ve weakly-acik
iv) f, 9-slrekli ve \veakly-acik
v) f, a.c.S. ve almost agik
Teoremin ispatini vermeden Once asagidaki Lemma'yr gorelim.

Lemma 3.2.2.: f. X- metrik, ayrilabilir uzayindan Y uzayi uzerine
orten bir fonksiyon olsun. FCX ve (Un : n=I, 2, ...} CX acik alt cumleler
olsun. Eger, Mn={yeY/ o* f1(y) n Un CF} ve [f*(yjnF]O* p olacak sekilde
her ye Y nin bir grubu M(F) ise asagidakiler saglanir.

i) Mn=Y- flUun (X-F))

Ii) M(F) = U Mu

n=l

ispat: ye Mn olsun. O takdirde, f-1(y) n Un CF dir. Buradan,
(X-F) C (X-f 1y)) U (X- Un) elde edilir ki, yeY- f(Un n (X-F)) dir. O halde,
Mn CY- \Un n (X-F)) bulunur. Thbrsine, ye Y- flUun n (X-F)) olsun. Bura-
dan, r\y) Cf'1(Y-f(Uun (X-F))) CX- (Unn (X-F)) elde edilir.
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Sonu¢ olarak, f ~(y) C (X-Uu) UF elde edilir ki, f -1(y) nUn CF
olup, yeMndir. O halde, Y- flU,, n (X-F)j C Mnbulunur ki, ispat biter.

(b)'nin ispati: ye M(F) olsun. M(Fj'nin tanimindan, [f’VyjnF]0* 0
dir. Buradan X- metrik-ayrilabilir oldugundan Il. saytlabilir olup,
{Un:n =1, 2..} acik alt ctimleleri vardir. Oyle ki, n0eN icin, C)*fVylnU~
C f "yJnF olacak sekilde UnO agik ctimlesi vardir. Bu ise bize ye MnO ol-
dugunu gosterir ki, ye U Mn dir. Buradan, M(F) C U Mn olur. Tersine

ne N

ye U”Mijjolsun. O takdirde 3 n@ N 3ye Mnodir. Buradan, p * f 1(y) nU 1Q

CF dir. Ayrica MIldin tanimindan, [f’VyJnF]0* p olup, ye M(F) dir. Bu ise

U Mn C M(F) demektir ki, ispat biter.
leN

Lemma 3.2.3. . X- metrik-ayrilabilir uzayindan Y Ulzerine 6rten
bir fonksiyon olsun. FCX alt cimlesi, X'in kapali alt cumlelerinin higbir
yerinde yogun degil ve p * [f’VyjnF]0sartini saglayan her ye Y noktalari-
nin bir grubu M(F) olsun. Eger asagidaki ifadelerden herhangi birisi sag-

lanirsa, o takdirde M(F):Y de I. kategoridendir.
1) f, yari-acik ve yari-surekli
i) f, yari-agik ve a.c.S.
i) f, weakly acik ve a.c.S.
1v) f, weakly acik ve w.c.

Ispat: (i) saglansin ve (Un: n=1, 2,..}ler X'in acik alt ciimleleri
olsun. Mn = (yeY : b * f~(yinU,, CF} alalim. Varsayalim ki M(F): Y de
I. kategoriden olmasin. O takdirde M(F)=UMn dir. Buradan, DM]Jq* ¢ola-
cak sekilde 3nCeN vardir, f fonksiyonu yari-acik oldugundan, Mn -yan ka-
palidir. Ve aciktir ki, IS\/IihC I\D/Iilqdil’. Buradan, MIg* b olup, Mlloin tani-
mina gobre, b * f n UlWy CF dir. f fonksiyonu vyari-sirekli
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oldugundan, f'T (Mw)-yarl-aglktlr: Dolayisiyla, [fi(lf/lno) n un] cimlesi
yari-aciktir. Buradan OC f'1(M,,0)n Uno CO olacak sekilde, 0 * OCX acik
alt cumlesi vardir. Bu ise fnin X de higbir yerde yogun olmamasiyla celi-
sir ki, M(F):Y de I. kategoridendir.

Ayni sekilde (ii) saglansin ve M(F) :Y de I. kategoriden olmasin.

Yukardaki ispatta yapildigi gibi fnin yari-acik oldugunu kullanarak,
1 0. * o

0*f (I\O/Illa) n Ullo CF elde edilir. MW : regller acgik ve f a.c.S. oldugun-

dan, f (Mn) cimlesi agiktir. Bu ise F'nin X de higbir yerde yogun degil
olmasiyla celisir ki, M(F) :Y de I. kategoridendir, (iii) ve (1v) den Lemma-
mn ispati tipki (i) ve (ii) de oldugu gibi ayni yoldan yapilabilir.

Teorem 3.2.8. f. X-metrik, ayrilabilir uzayindan Y uzayi Uzerine
orten bir fonksiyon, Y uzayi Il. kategoriden ve her ye Y icin f 1(y) noktala-
rinin cimlesi 1l. kategoriden olsun. O takdirde asagidaki sartlardan her-

hangi birisi saglanirsa, X de Il. kategoridendir.
1) f, yari-acik ve yari-sirekli
i) f, yari-agik ve a.c.S.
ii) f, \veakly-acik ve a.c.S.
Iv) f, \veakly-acik ve w.c.

Bu teoremin ispati, 6nceki Lemmada oldugu gibi ayni disinceyle

yapilabilir. [14]

Uyari 3.2.2. f. X- metrik, ayrilabilir uzayindan Y- almost regdler
uzajl tzerine Orten bir fonksiyon, Y uzayi ve her yeY icin f:(y) noktalari-
nin cimlesi Il. kategoriden olsun. Eger asagidakilerden birisi saglanirsa,

o takdirde X uzayi da Il. kategoridendir.
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i) f, weakly-agik ve w.c.
i) f, weakly-acik ve 0-sirekli

(1)'den hareketle ispati, Teorem 3.2.8'den (iii) sikkina gbre hemen

yaptlabilir, (ii)'den hareketle ispati da (i) sikkina gére hemen elde edilir.

Teorem 3.2.7.'nin ispati: Varsayalim ki, (i) saglansin. X'in Baire
uzayl oldugunu gostermek yerine X'in bos olmayan acik alt ciimlelerinin
Il. kategoriden oldugunu gostermek yeterli olacaktir. Bu dislnceyle,
GCX bos olmayan acik bir alt cimle alalim, f fonksiyonu yari-acik oldu-
gundan., f(G) : Y de yan-agiktir. Buradan, OC fTG) C O olacak sekilde
OCY acitk alt cimlesi vardir. O halde fTG) : Y'nin Alt Baire uzayidir. Bir
baska deyisle, fTG) : Y de Il. kategoridendir. f/G: G —* fTG), f/G (x) = fix)
dontsiminin her xeG icin yari-acik ve yari-surekli oldugunu biliyoruz.
Her ye Y icin f " (y) cumleleri Baire uzayi ve tf/G/ 1ty; = Gnf A(y) oldugun-
dan (f/G’L(y) noktalarinin cimlesi de Baire uzayidir. Bu ise, (f/G)-1(y) nok-
talarinin cumlesinin G de Il. kategoriden oldugunu gdsterir. O halde,
G:X'in Il. kategoriden bir alt uzayidir. Sonu¢ olarak X uzay! da bir Baire

uzay olur.

Varsayalim ki, (ii) saglansin ve g * GCX acik bir alt cimle olsun,
(i) stkkini kullanarak, fTG) : Y de acik bir alt Baire uzay olur. Buradan,
fTG) : Y de Il. kategoridendir. Buradan da, (i)'nin ispatinda oldugu gibi
ayni operasyonlari tekrarlayarak, (f/G)-1(y) noktalarinin cumlesi, G alt
uzayinda Il. kategoriden olur. Aciktir ki, G : X de Il. kategoridendir.
O halde X bir Baire uzaydir, (iii), (1v) ve (v) siklari da alinarak ayni di-

sunceyle X'in bir Baire uzay oldugu gosterilebilir.

Boylece buradan bizim ¢ikardigimiz sonug, gerek Frolik'in maka-
lesinde gerekse M. Cicegin makalesinde olsun, f:X—*-Y herhangi bir fonk-

siyon olmak uzere, fonksiyona sureklilik cesitlerinden birisinin veya
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baska sartlarin eklenmesiyle, X uzay! bir Baire uzay! oldugunda hangi
sartlarda Y uzayinin da Baire uzay! oldugu ya da Y uzayi Baire uzay! ol-
dugunda hangi sartlarda X uzayinin da Baire oldugunu, bir baska deyisle
X Uzerindeki bir yapiyr yani Baire uzayi yapisint Y (zerine veya Y Uzerin-
deki Baire uzayi yapisini da X uzerine, fonksiyona getirilecek cesitli sart-

larla nasil tasinabilecegini gorup, incelemek olmustur.
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