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ÖZET

Bu tez çalışması üç kısımdan oluşmuştur. Birinci kısımda, çalış

mamız için gerekli olan bilgileri verdik. Bu konuda, zayıf ve hemen 

hemen sürekliliklerle ilgili yapılmış çalışmaları kısaca özetledik ve bunla

rı yorumlamaya çalıştık.

X topolojik ve Y yaıı düzgün bir uzay ise, f: X —>-Y fonksiyonu sü

rekli olduğunda, f  fonksiyonuna hem en hem en sürekli fonksiyon, eğer 

Y düzgün uzay ve f  sürekli ise, fonksiyona zayıf sürekli fonksiyon denir. 

Özellikle [8] de bu konu incelenmiş, zayıf sürekliliğin hemen hemen sü

rekliliği gerektirmesi için Y uzayının hemen hemen düzgün olduğu ispa t

lanmıştır.

İkinci kısımda ise Husain 'in tanım lamış olduğu ve süreklilikten 

daha zayıf olan bir süreklilik çeşidinin Y değer uzayına bazı şa rtla rın  ek

lenmesi ile süreklilikle nasıl çakıştığını görüp, yorumlamaya çalıştık.

Üçüncü kısımda da, gerek Frolik'in makalesinde gerekse M. Çiçe

ğin m akalesinde olsun, fonksiyon sürekli veya semi-sürekli olduğunda, 

X uzayındaki Baire yapısının Y üzerine, Y uzayındaki Baire yapısının da 

X üzerine nasıl taşındığını, hangi şartla rda  bunun gerçekleştiğini yorum

lamaya çalıştık.
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II

G İRİŞ

Tbpolojik uzaylarda büyük önemi bulunan fonksiyonların sürekli

lik kavramı konusunda, günümüze kadar birçok çalışma yapılmıştır. Bu 

çalışmada, süreklilikten daha zayıf olan a.c.H. sürekliliği karşılaştırılmış 

ve hangi şa rtla rda  bu iki süreklilik çeşidinin çakıştığı yorum lanm aya ça

lışılmıştır. Ayrıca f fonksiyonu sürekli veya sem i-sü rek li  o lduğunda, 

X uzayındaki Baire yapısının Y üzerine, Y uzayındaki Baire yapısının da 

:X üzerine nasıl ve hangi şartlarda  taşındığı görülmeye çalışılıp, yorum

lanmıştır.

(X, t) topolojik uzayının alt kümesi A olsun.

A : A kümesinin kapanışı
o

A : A kümesinin içi

A8 : A kümesinin sınırı
o

A : A kümesinin kapanışının içi
o

A : A kümesinin içinin kapanışı

A1 : A kümesinin tümleyeni 

gösterimleri kullanılmıştır.
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1. H EM EN  H E M E N  VE ZAYIF SÜ R E K L İL İK L E R

Bu bölümde, N. Levine'in [1] de tanımladığı zayıf ve zayıP (w.c. ve 

w*.c.) süreklilikler ile M.K. Singal-A.R. Singal [2] ve T. Husain 'in  tan ım 

ladıkları hemen hemen süreklilikler (a.c.S. ve a.c.H.) arasındaki ilişkileri 

inceledik. Önce N. Levien'in [1] de tanımladığı w.c. ve w.*c. süreklilikleri 

inceleyelim.

1.1. Z ay ıf  ve Zayıf* (w.c. ve w.c.*) S ü re k l i l ik le r

f : X — bi r  fonksiyon, X ve Y herhangi iki topolojik uzay olsun. 

N. Levine'in [1], f  fonksiyonunun zayıf sürekliliğini şöyle tanımlamıştır.

T anım  1.1.1.: f(x) noktasını kapsayan her VCY açık alt kümesi 

için, f(U)C V olacak şekilde x noktasını kapsayan bir UCX açık kümesi 

varsa, f : X— *-Y fonksiyonuna xeX  noktasında zayıf süreklidir denir.

Aşağıdaki teoremin ispatı yukarıdaki tanım dan hemen görülebi

lir.

Teorem  1.1.1.: f : X— ►Y bir fonksiyon, X ve Y herhangi iki topolo

jik  uzay olsun, f  fonksiyonunun w.c. olması için <=> VCY açık küm esi 

için, f ■4 (V) C[f-1 (V)]° olmasıdır.

İspat: Yeterliliği : xeX, f  (x) e V ve x e f 1 (V) C [f 1(V)]° olsun, [ f 1 (V)]° = U 

diyelim.

f(U) = f [ f1 (V)]° C f ( f 1 (V)) C V olur.

Gerekliliği; xe f 1 (V) olsun, f fonksiyonu w.c. olduğundan, f (U) CV 

olacak şekilde x noktasını kapsayan UCX açık kümesi vardır. Dolayısıyla, 

xeUC f 1 (V) ve bu radan  sonuç olarak x<= [ f 1 (V)]° elde edilir.

T eorem  1.1.2. : Eğer f : X —*-Y fonksiyonu w.c. ise o takdirde her 

açık VCY kümesi için, [ f 1 (V)] C f 1 (V)) dır.
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îspat: xs [ f1 (V)] ’ \ f 1 (V) olsun. O takdirde; f  (x) € V olup, W nV = <(>

si açık olduğundan, VnW  = <|) elde edilir. Ayrıca f  fonksiyonu w.c. olduğun

dan, f (U) CW olacak şekilde x noktasını kapsayan açık bir UCX kümesi 

vardır. Böylece, f  (U)nV = Ç> elde edilir. Öte yandan xe [ f1 (V)] '  olduğun-

T an ım  1.1.2.: Eğer uzayın kapalı bir alt kümesi ile bu kümeye ait 

olmayan bir x noktası verildiğinde, kapalı küme ile x noktasının ayrık 

birer komşulukları varsa, uzaya düzenli (regüler) uzay denir. [13]

Sürekli olan her fonksiyonun w.c. olduğu açıktır. F aka t  w.c. olan 

bir fonksiyon sürekli olmayabilir.

Ö rn ek  1.1.1. S, Birim aralık üzerindeki sayılabilir tümleyen topo

lojisi ve X = {a, b) küm esi ü ze r in d e  t = {X, Ç>, {a}} topolojisi v e r i ls in ,  

f : S — >-X fonksiyonunu:

şek linde  tan ım la y a lam . O takd ird e  f sürek li değildir, çünkü

f : X — *-Y fonksiyonu w.c. ve Y - uzayı regüler ise f fonksiyonu sü-

genelleştirmiştiı*.

a T eo rem  1.1.3. Y- uzayı Regüler olmak üzere, f  : X — *-Y fonksiyo

nunun w.c. olması için «  fn in  sürekli olmasıdır.

îspa t: =î> : f fonksiyonu w.c. olsun. H erhangi bir xeX  nok tas ı  ve 

f  (x)'i kapsayan açık bir VCY kümesini alalım. Y - uzayı regüler olduğun

dan, f  (x) eTCTCV olacak şekilde açık bir TCY kümesi m evcuttur. Ayrı

olacak şekilde f  (x) noktasını kapsayan açık bir W kümesi vardır. V küme-

dan, U n  f 1 (V) * d olup, buradan  f (U)nV = d olur ki, bu bir çelişkidir. 

Böylece, [ f 1 (V)]' C f 1 (V) elde edilir.

f(

f 1 ({a}) kümesi S uzayında açık değildir. Fakat f fonksiyonu w.c. dir.

reklidir. T. Noiri, w.c. ile süreklilik arasındaki ilişkiyi aşağıdaki teoremle
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ca f fonksiyonu w.c. olduğundan, f  (U) CT ve xe U olacak şekilde açık bir 

UCX vardır. O halde, f (U)CV olup, f  fonksiyonu süreklidir.

<= : f  fonksiyonu sürekli olsun. O takdirde, f  (U) CV olacak şekil

de,. xeUCX açık küm esi m evcuttur. Ayrca; f  (U) C V C V o lduğundan , 

f  fonksiyonu w.c. dir.

N. Levine'nin [1] de verdiği aşağıdaki tanım, zayıf sürekliliği ta 

mamlayıcı niteliktedir.

T an ım  1.1.2. : Her VCY açık kümesi için, f 1 (Vs) kümesi X uzayın

da kapalı oluyorsa, f : X — *-Y fonksiyonuna zayıf* sürkli (w.*c.) denir.

Zayıf sürekli olan bir fonksiyon, zayıf* sürekli olmayabilir.

Ö r n e k  1.1.2. : X = {a, b} k üm esin i  x = (d, X, {a} topolojisi ve 

Y = (a*, b*} kümesini de t * = (d, Y, {b*}} topolojisi ile donatalım, f : X—*-Y, 

f(a) = a* şeklinde tanım lanan fonksiyon w.c. fakat, w*.c. değildir. Gerçek

ten; b*e {b*} CY açık kümesi için, beX  açık kümesi f  (X) C {b*} = Y olacak 

şekilde mevcuttur. O takdirde f  w.c. dir. Fakat, (b*}s = {b*} \ {b*}° = {b*} n  

{a*} = Y n  {a*} = {a*}, f ' l ({b*}9) = f 1 ({a*}) = {a} bulunur, {a} kümesi X uza

yında kapalı olmadığından, f fonksiyonu w*.c. değildir.

Tersine, w*.c. olan bir fonksiyon da w.c. olmayabilir.

Ö rn ek  1.1.3. : X = {a, b} kümesi üzerinde t = (d, X} topolojisi ve Y 

= (a*, b*} küm esi üzerinde de, x* = (d, Y, {a*}, {b*}} topolojisini ele a la 

lım. f : X —► Y, f (a) = a* şeklinde tanım lanan fonksiyon w*. c., fakat w.c. 

değildir.

Gerçekten; {a*}9 = {a*} \ {a*}* = d ve f ' 1 ({a*}9) = f _1 (d) = d kümesi 

X uzayında kapalıdır. O halde f fonksiyonu w*.c. dir. Fakat, a* e {a*} açık 

kümesi için, a noktasını kapsayan tek açık küme X kümesi olduğundan, 

f  (X)cz {a*} = {a*}, zayıf süreklilik tanımı sağlanmaz.
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Her sürekli fonksiyon hem w.c. hem de w*.c. dir. F a k a t  w.c. veya 

w*.c. olan bir fonksiyonun sürekli olması gerekmez.

Aşağıdaki teorem, w.c. ve w*.c.'nin birlikte sürekliliği gerektirdik

lerini ifade eder.

T eorem  1.1.4. : f : X — bi r fonksiyon, X ve Y topolojik uzaylar 

olsun, f  fonksiyonunun sürekli olması için «  fn in  hem w.c. hem de w*.c. 

olmasıdır.

ispat: Gerekliliği; f  fonksiyonu sürekli ise, hem w.c. hem de w*.c. 

olduğu açıktır.

Yeterliliği; f (x) e VCY açık bir alt küme olsun, f fonksiyonu w.c. ol

duğundan, f  (U) CV olacak şekilde xe UCX açık bir alt kümesi vardır. VH = 

V \V olduğundan, f(x) e V8 bulunur. Dolayısıyla x g f 1 (V8) ve x e U \ f 1 (Vs) 

olur. Ayrıca f fonksiyonu w*.c. olduğundan, U N f1 (Vs) kümesi açıktır. 

Eğer, f ( U \ f 1 (Vs)) CV olduğunu gösterebilirsek ispat tamamlanır. Bunun 

için, ze ( U \ f 1 (Vs)) olsun, ze U ve f (z) € V, fakat ze f 1 (Vs) olup, f (z) e Vs 

= V \V  bulunur. Dolayısıyla, f  (z) eV  olur. Bu ise f fonksiyonunnu sürekli 

olmasıdır.

1.2. H e m en  H e m en  S ü re k l i l ik le r  ve Ö ze ll ik le r i

Bir topolojik uzaydan diğer bir topolojik uzaya tanımlı bir fonksi

yonun hemen hemen sürklilik tanımları farklı bir biçimde M.K. Singal - 

A.R. Singal [2], T. Husain [3] ve J. Stallings [7] tarafından yapılmıştır. Bu 

kısımda, M.K. Singal-A.R. Singal [2] ve T,. Husain 'in  [31 hemen hemen 

sürklilik tanım larını verip, Singal anlamında hemen hemen sürekliliğin 

(a.c.S.) özelliklerini inceledik. Ayrıca Singal anlam ında ve H usain  an la

mında hemen hemen süreklilikleri ele alıp yorumlamaya çalıştık.
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T anım  1.2.1. : Bir X kopolojik uzayında ACX alt kümesi kendi k a 

panışının içine eşit oluyorsa, A alt kümesine düzenli (regüler) açık küme 

denir. [2]

T an ım  1.2.2. : Bir X topolojik uzayında BCX alt kümesi kendi içi

nin kapam şına eşit oluyorsa, B alt kümesine düzenli (regüler) kapalı 

küme denir. [2]

Şimdi M.K. Singal-A.R. Singal ve T. H usain  tarafından verilen 

hemen hemen süreklilik tanım larını ele alalım.

T an ım  1.2.3. : (X, t) ve (Y, <p) topolojik uzaylar, f : X — *-Y he rhan 

gi bir fonksiyonu olsun. Eğer f (x) noktasının her V komşuluğuna karşılık,
o

f  (U) CV olacak şekilde x noktasının bir U komşuluğu varsa, f fonksiyonu

na xe X noktasında Singal anlamında hemen hemen süreklidir (a.c.S.j denir.

T an ım  1.2.4. : (X, t) ve (Y, cp) topolojik uzaylar, f : X— *- Y h e rh an 

gi bir fonksiyon olsun. Eğer f (x) noktasını kapsayan her VCY açık küm e

si için, f 1(V) kümesi x noktasının bir komşuluğu oluyorsa, f fonksiyonuna 

Husain anlamında hemen hemen süreklidir (a.c.H.) denir.

Tanımlardan açıkça görüleceği gibi sürekli bir fonksiyon hem 

a.c.S. hem de a.c.H. dır. Fakat, bu tan ım lardan  birini sağlayan bir fonksi

yonun sürekli olması gerekmez.

Önce a.c.H. fakat, sürekli olmayan bir fonksiyonun örneğini gör-

lim.:

Ö rn e k  1.2.1. : f : (R, U) —^(R , U)

ft ı | ° - xeQ x —►fu) =
| l , x e  Q'

şeklinde tan ım lanan fonksiyonu a.c.H., fakat sürekli değildir. Gerçekten;
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X€ Q ise f  (x) = 1, her V = ] 1-e, 1+e [ için f 1 (V) = Q = R olur ki, R : x nok

ta s ın ın  b ir  k o m şu lu ğ u d u r .  x e Q ' ise, f  (x) = 0, h e r  V=]0-£, 0 +e[ için

ni görelim.

Ö rn e k  1.2.2. : R üzerinde t  = {§, R, BCR : B = A 1, A sayılabilir} to

polojisini ve X = {a, b) kümesi üzerinde de x* = {X, <{>, {a}} topolojisini ele 

alalım.

şeklinde tan ım lanan fonksiyon R'nin her noktasında a.c.S., fakat x eQ  ise 

xeR  noktasında sürekli değildir. Gerçekten, xeQ  ise, f (x) = a, a noktası

nın komşuluğu : {a} için f (R) C {a} = X olduğundan, tanım sağlanır. x<=Q'

ise f (x) = b, b noktasının komşuluğu : X için, f  (Q') C X = X olacak şekilde 

x noktasının bir Q' komşuluğu vardır. Buradan f fonksiyonu a.c.S. dir. 

Fakat, xeQ  ise f  (x) = a, a noktasının komşuluğu : {a} için, x noktasının 

tek komşuluğu IR kümesidir. Dolayısıyla, f  (IR)cz{a} olduğundan, fonksi

yon xe IR noktasında sürekli değildir.

a.c.S. ve a.c.H. fonksiyonları birbirinden tam am en bağımsızdır.

Ö rn e k  1.2.3. : IR üzerinde alışılmış topoloji verilmiş olsun.

f 1 (V) = Q' = R olur ki, R : x noktasımn bir komşuluğudur. O halde fonk

siyon xeX  noktsında a.c.H. dır.

Şimdi de a.c.S. olan fakat sürekli olmayan bir fonksiyonun örneği-

f : ( R ,  t ) — ^ ( X ,  t * )

f : IR — *~IR

( x, xe Q 

\ -x, xeQ'



7

şeklinde tan ım lanan  fonksiyon a.c.H, fakat a.c.S. değildir. Gerçekten; 

xeQ  ise f  (x) = x, her V=] x-£, x+e[CY  açık kümesi için, f 1 (V) = Q = IR 

olur ki IR, x noktasının bir komşuluğudur. xe Q' ise f  (x)= -x, her V=]-x-£, - 

x+e[ CY açık kümesi için, f 1 (V) = Q'=IR olur ki, IR, x noktasının bir kom

şuluğudur. O halde f fonksiyonu a.c.H. dır.

Şimdi de a.c.S. olan, fakat a.c.H. olmayan bir fonksiyonun örneği

ni görelim.

Ö r n e k  1.2.4. : IR üzerinde t={<(>, IR, BCIR : B = A1, A sayılabilir} 

topolojisini ve X = {a, b) kümesi üzerinde de t* = (d, X, {a}} topolojisini ele 

alalım.

- : (IR, t) — (X, x*)

„ v / a, xeQ  
x —► ux) =

\b, xeQ'

şeklinde tan ım lanan fonksiyon a.c.S. fakat a.c.H. değildir. Gerçekten; 

xeQ  ise f (x) = a, a noktasının komşuluğu: {a} için, f 1 ({a}) = Q = Q olur. 

Qex olduğundan x noktasının bir komşuluğu değildir. Dolayısıyla, fonksi

yon a.c.H. değildir. Fonksiyonun a.c.S. olduğu yukarıdaki örnekte göste

rildi.

T eorem  1.2.1. : f  : X —*- Y bir fonksiyon olmak üzere aşağıdaki 

özellikler birbirlerine denktir.

a) f fonksiyonu xeX noktasında a.c.S. dir.

îr
b) f  (x) noktasının düzenli açık her M komşuluğu için, f (N) CM 

olacak şekilde x noktasının bir N komşuluğu vardır.

c) x noktasına yakınsayan her {xjJ^eD ağı için, {ilx^)} ağı sonunda 

f  (x)'i kapsayan her düzenli açık küme içindedir.
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İsp a t :  a) — ► b) : f fonksiyonu xeX noktasında a.c.S. ve f (x) nok

tasının düzenli açık komşuluğu : M olsun. Bu takdirde x noktasının f  (N)
o

CM = M olacak şekilde bir N açık komşuluğu vardır.

b ) — » c ) : ( x ^ 6D, x noktasına yakınsayan bir ağ ve f (x) noktasını 

kapsayan düzenli açık bir küme: U olsun, f fonksiyonu a.c.S. olduğundan, 

x noktasım kapsayan, f  (M)CU olacak şekilde MCX açık kümesi vardır. M 

kümesi açık ve (xjJ^eD ağı x noktasına yakınsadığından, için xxe M  

olacak şekilde b ir ^0e D  vardır. D kümesi V  ile yönlendirilmiştir. Böylece 

her için, f  (x^) e f  (M) CU olur. Bu ise, {f (x )̂>keD) ağının sonunda dü 

zenli açık U kümesi içinde kalmasıdır.

c )— *-a) : Varsayalım ki f fonksiyonu xeX noktasında a.c.S. olma

sın. Bu takdirde f (x) noktasının açık bir V kom şuluğunu bulabiliriz  ki, 

x nok tas ın ın  h e r  U kom şuluğu için, f (U) n  (Y\V) * d ve b u ra d a n ,  U n  

f 1 (Y\V)*|> olur. x noktasını kapsayan bütün UCX açık küm elerinin aile

si: \) olsun. \) ailesinin kümelerdeki kapsama bağıntısı ile yönlendirilmiş 

olduğunu kabul edelim. Her Ue\) için, U n  f 1 (Y\V) kümesine ait bir xu 

noktasını seçelim. {xu}ueu, X uzayında x noktasına yakınsayan bir ağdır. 

Öyle ki, f (xu), V kümesi içinde değildir. Bu ise bir çelişkidir. O halde f 

fonksiyonu a.c.S. dir.

T eorem  1.2.2. : f : X — »-Y bir fonksiyon olsun. Aşağıdaki ifadeler 

birbirlerine denktir.

a) f  fonksiyonu a.c.S. dir.

b) Y u z ay ın ın  düzenli açık  b ir  a lt  k ü m es in in  te rs  g ö rü n tü sü ,  

X uzayının açık bir alt kümesidir.

c) Y u zay ın ın  düzenli kapalı b ir  a lt k üm es in in  te rs  g ö rün üşü , 

X uzayının kapalı bir a lt kümesidir.
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d) Her xeX  noktası ve f  (x) noktasının her düzenli açık M komşu

luğu için, f  (N)CM olacak şekilde x noktasının bir N komşuluğu vardır.

e) H er ACY açık alt kümesi için, 

f 1 (A) C i f1 (A)}°

f) Her BCY kapalı alt kümesi için,

( f 1 (B)} C f 1 (B)

g) Herhangibi xeX noktası ve bu noktaya yakınsayan bir (x;J;w€D 

ağı için, (f(x^)} ağı sonunda f  (x) noktasını kapsayan her düzenli açık 

küme içinde kalır.

İspat: [2] ye bakılabilir.

P.E. Long ve D.A. C arnahan  [4], a.c.S. fonksiyonunun sağladığı 

özellikleri aşağıdaki iki teorem halinde ifade edip, bu toremlerden, fonksi

yonun açık olması halinde Sonuç 1.2.1.'i elde etmişlerdir.

T eorem  1.2.3. : f: X — Y fonksiyonu a.c.S. ve VCY açık bir alt 

küme olsun. Eğer xe f 1 (V), fakat xe f 1 (V) ise f (x) e V olur.

İ s p a t :  xeX  için, xe f 1 (V), faka t xe f 1 (V) olsun. Varsayalım 

ki, f (x) eV  olsun. Bu takdirde W nV = <J> ve f (x) e W olacak şekilde bir
  o

WCY açık kümesi mevcuttur. B uradan  W nV  = 0 ve WnV  = 0 olup, f  fonk-
o

siyonu a.c.S. olduğundan, f  (U) CW olacak şekilde x noktasının bir U 

komşuluğu vardır, f  (U) n V  = 0 ve xs f 1 (V) olduğundan U n  f 1 (V) * 0 

olup bu radan , f  (U) n V *  0 elde ed ilir  ki, bu b ir  çelişkidir. Dolayısıyla 

f ( x ) e V  dır.

L em m a 1.2.1. : f: X — Y açık bir fonksiyon olsun. Bu takdirde 

her BCY için, f*1 (B) C [ f '1 (B)]" dır.
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T eorem  1.2.4. : f: X —*-Y fonksiyonu a.c.S. olsun. Bu takdirde her 

VCY açık kümesi için, f 1 (V) C f 1 (V)) dır.

İ sp a t :  VCY açık bir alt küme olsun. Teorem 1.2.3.'ten, f l j 1 (V)) 

CV yazılabilir. Herhangi bir f  fonksiyonu için, f 1 (V) C f 1 (flf 1(V)) oldu

ğundan, f  L(V) C f  l(f(f  :L(V)) C f  L(V) sonucu elde edilir.

S onuç  1.2.1. : f: X —*-Y fonksiyonu açık ve a.c.S. ise her VCY açık 

kümesi için, f 1 (V) = f 1 (V) dır.

Açık ve a.c.S. olan bir fonksiyonun sürekli olması gerekmez.

Ö rn e k  1.2.5. : X = (a, b, c} kümesi üzerinde x = {<jı, X, (b, c}} topolo

jisini alalım. Y uzayı da Sierpinski olsun. Bu takdirde, f : X — *~Y, f  (a) 

= f(b) = 0 ve f (c) = 1 olarak tan ım lanan fonksiyon a.c.S. ve açık bir fonksi

yondur. Gerçekten; beX  için ftb) = 0, 0 noktasımn {0} komşuluğu için, b
o

noktasının bir (b, c) komşuluğu, f  ({b, c}) C {0} = Y olacak şekilde vardır. O 

halde fonksiyon a.c.S. dir. Fakat, beX  için f(b) = 0, 0 noktasının {0} kom

şuluğu için b noktasının komşuluğunu: (b, c} aldığımızda, f  ({b, c}) 0  {0} 

bulunur. Dolayısıyla f  sürekli değildir.

T an ım  1.2.4. : Tbpolojik bir X uzayında uzayın düzenli açık alt 

kümeleri bir topoloji tabanı oluşturuyorsa, uzaya yarı düzenli uzay denir. 

[6]

T an ım  1.2.5. : X bir topolojik uzay olsun. Eğer xeX noktasını kap

samayan, uzayın düzeli kapalı her A alt kümesi için, x noktasının ve A 

kümesinin ayrık birer komşulukları varsa, X uzayına nem en hemen dü

zenli uzay denir. [6]

Tanımlardan görüldüğü gibi; düzenli uzay, hem y an  düzenli hem 

de hemen hemen düzenlidir. Fakat, terslerinin her zaman doğru olması 

gerekmez.
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S o n u ç  1.2.2. : Hemen hemen düzenli bir uzay aynı zam anda yarı 

düzenli ise bu takdirde uzay düzenlidir.

Eğer f: X— *~Y fonksiyonu a.c.S. ve Y- uzayı y a n  düzenli ise f  fonk

siyonu süreklidir. Bu ifade [6] da şu şekilde genelleştirilmiştir.

T eo rem  1.2.5. : f: X — *~Y bir fonksiyon, Y- y a n  düzenli b ir uzay 

olsun, f  fonksiyonunun sürekli olması için <=> f fonksiyonunun a.c.S. olma

sıdır.

ispat: Her sürekli fonksiyon a.c.S. olduğundan gerekliliği açıktır.

Yeterliliği: f : X —*-Y fonksiyonu a.c.S. ve Y- yarı düzenli bir uzay 

olsun. xeX  noktası için, fix) noktasının açık komşuluğu: V olsun. Y- yarı
o

düzenli olduğundan, f(x) eACV olacak şekilde f(x) noktasının düzenli açık 

komşuluğu vardır. Ayrıca, f fonksiyonu a.c.S. olduğundan, f(x) e flU)
o

CA CV olacak şekilde xeU  açık komşuluğu vardır. Böylece, flU)CV bulu

nur ki, f fonksiyonu süreklidir.

a.c.S. olan her  fonksiyon zayıf süreklidir. Fakat tersi doğru değil

dir. Ancak Y değer uzayı hemen hemen düzenli bir uzay ise, bu iki sü rek

lilik çeşidinin çakıştığı da [6] da aşağıdaki teoremle verilmiştir.

T eorem  1.2.6. : f: X — *-Y bir fonksiyon ve Y- uzayı hemen hemen 

düzenli olsun. Bu takdirde f fonksiyonunun a.c.S. olması için «  fn in  

w.c. olmasıdır.

ispat: a.c.S. olan bir fonksiyon w.c. olduğundan gerekliliği açıktır.

Yeterliliği: f: X — *-Y fonksiyonu w.c. ve Y- uzayı hemen hem en dü

zenli olsun. xeX  noktası için, fix) noktasının açık bir komşuluğu: V olsun.
o

Y uzayı hemen hem en düzenli olduğundan, fix) e VCVCA olacak şekilde 

düzenli açık bir ACY mevcuttur, f  fonksiyonu w.c. olduğundan, flU) CV 

olacak şekilde xeUCX açık alt kümesi vardır. x noktası keyfi olduğundan,
o

xeU  için, f(U) CAolur ki, f  fonksiyonu xeX  de a.c.S. dir.
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S onu ç  1.2.3. : f: X — *-Y bir fonksiyon, Y- düzenli bir uzay olsun, f 

fonksiyonunun sürekli olması için <=> fn in  w.c. olmasıdır.

İspat: [6] da yapılmıştır.

Sürekli iki fonksiyonun bileşkesi süreklidir. Acaba bileşke fonksi

yonun a.c.S. olması için fonksiyonlarda ne gibi şa rtla r  aranmalıdır.

T eorem  1.2.7. : Eğer f: X— Y üzerine, açık ve sürekli bir fonksi

yon ve g: Y — içine bir fonksiyon ise (gof): bileşke fonksiyonunun a.c.S. 

olması için «  g'nin a.c.S. olmasıdır.

İspat: Gerekliliği, (gof): fonksiyonu a.c.S. olsun. ACZ düzenli açık 

bir alt küme olmak üzere (gof) 1 (A) açık bir kümedir. Yani; f 1 (g’^A)) 

açıktır, f  açık bir fonksiyon olduğundan, f  ( f 1 (g’^A))) açıktır. Yani; g '1 (A) 

açık demektir. Sonuç olarak, g fonksiyonu a.c.S. dir.

Yeterliliği: g fonksiyonu a.c.S. ve SCZ düzenli açık bir a lt küme 

olsun, g '1 (S)CY açık bir a lt  kümedir, f  fonksiyonu sürekli oduğundan, 

f 1 (g_1(S) CX kümesi de açıktır. Yani; (gof)’1 (S) CX kümesi açık olup, (gof) 

fonksiyonu a.c.S. dir.

Şimdi Singal anlam ında sürekliliğin w.c. ve a.c.H. ile olan ilişkile

rini inceleyelim.

a.c.S, olan bir fonksiyon w.c. dir; f: X—*-Y her VCY açık alt küme-
o

si için, f(U)CV olacak şekilde xeUCX açık alt kümesi mevcuttur. Ayrıca;
o _

f(U) CVCV olduğundan f fonksiyonu w.c. dir. Fakat, w.c. olan bir fonksiyo

nun a.c.S. olması gerekmez.

Ö rn e k  1.2.6. : IR üzerinde x = {<}>, IR, BCIR : B=At, A sayılabilir} 

topolojisini, X={a, b, c} üzerinde de t* = {0, X, {a}, (c>, {a, c} topolojisini ele 

alalım.
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f : I R —

x
\b, x e Q'

şeklinde tan ım lanan  fonksiyon w.c., fakat a.c.S. değildir. Gerçekten; xeQ  

ise fix) = a, a noktasım n {a} komşuluğu için, f (IR) C {a} = {a, b} dir. xe Q' 

ise f  (x) = b, b noktasının komşuluğu: X için, x noktasının bir Q' kom şulu

ğu f (Q1) CX = X olacak şekilde vardır. O halde f w.c. dir. F a k a t ,  x eQ  

ise f  (x) = a, a noktasının komşuluğu : {a} için, x noktasının komşuluğunu: 

IR olarak seçebildiğimizden, f (R) £, {a} = {a} bulunur. Dolayısıyla fonksi

yon a.c.S. değildir.

M.K. Singal ve A.R. Singal [2], w.c. olan bir fonksiyonun açık ol

ması halinde a.c.S. olduğunu göstermişlerdir.

T eorem  1.2.8. : Eğer f: X — fonksiyonu açık ve w.c. bir fonksi

yon ise f fonksiyonu a.c.S. dir.

ispat: xeX  noktası için, fix) noktasının açık bir komşuluğu: M 

olsun, f fonksiyonu w.c. olduğundan, f (N) CM olacak şekilde x noktasının 

açık bir N komşuluğu vardır, f açık olduğundan, f (N) CY alt kümesi açık-
o

tır. Dolayısıyla, [f!N)]° = fIN) CM olur. Bu ise f fonksiyonunun a.c.S. ol

masıdır.

Bu teoremden hemen şu sonuç elde edilebilir.

S o n u ç  1.2.4. : Açık bir fonksiyonun a.c.S. olması için <=> f  fonksi- 

. yonunun w.c. olmasıdır.

a.c.S. olan bir fonksiyonun a.c.H olmadığım, birbirlerinden bağım 

sız olduklarını gördük. Bununla beraber, bazı şa rtla r  ilave ederek Singal 

ve Husain 'in tanım ladıkları süreklilik çeşitleri eşdeğer olabilir. Bu d u ru 

mu, RE. Long ve D.A. Carnahan [4] aşağıda iki teorem halinde ifade e t
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mişlerdir.

T eorem  1.2.9. : f: X — ► Y a.c.S. ve açık bir fonksiyon ise f fonksi

yonu a.c.H. dır.

îspat: xeX  noktası için, fix) noktasım kapsayan açık bir küme
  _®_

VCY olsun, f  fonksiyonu açık olduğundan, f  'l (V) C f ' l (V) olur. V kümesi
o

düzenli açık bir kümedir, f  fonksiyonu a.c.S. olduğundan, xe f  (V) CX 

kümesi açıktır. Dolayısıyla, f _1 (V) C f 1 (V) C f  ’1 (V) olur ki, bu ise f 1 (V) 

kümesinin x noktasının bir komşuluğu olmasıdır. O halde f fonksiyonu 

a.c.H. dır.

T eorem  1.2.10. : f: X — *-Y a.c.H. ve açık bir fonksiyonun a.c.S. ol

ması için <=> Her VCY açık alt kümesi için, f 1 (V) = f 1 (V) olmasıdır.

ispat: Yeterliliği: Eğer fonksiyon a.c.S. ise Sonuç 1.2.1. gereği, 

f 1 (V) = f 1 (V) bulunur.

G erekliliği: f fonksiyonu a.c.H. ve h e r  VCY açık  küm esi için, 

f 1 (V) = f 1 (V) olsun. xeX  noktası için, f(x)eV olsun, f  fonksiyonu a.c.H. 

olduğundan, x eU  C f 1 (V) C f 1 (V) olacak şekilde xeUCX açık alt kümesi 

vardır. Buradan, flU) Cf ( f 1 (V)) CV bulunur İd, açık w.c. fonksiyon a.c.S. 

olduğundan ispat tamamlanır.

Husain tanım lamış olduğu a.c.H. süreklilik çeşidi ile ilgili aşağı

daki teoremi vermiş ve ispatlamıştır.

T eo rem  1.2.1L : f: X —*- Y fonksiyonunnu a.c.H. olması için <=> 

Her açık VCY kümesi için, f 1 (V) C [ f 1(V) 0 olmasıdır.

İspat: Gerekliliği: f  fonksiyonu a.c.H. olsun. VCY açık bir alt 

küme olmak üzere, xe f 1(V) noktası verilsin. Bu takdirde, fix) e V e \ ) fix) 

olur, f  fonksiyonu a.c.H. olduğundan, [ f 1 (V)] e U(x) elde edilir. Buradan, 

xe UC ‘ olup, r \ V )  C [ f ' m  "  Olur.
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Yeterliliği: H er açık VCY kümesi için, f 1 (V) C [ f 1 (V)] '* olsun. 

Herhangi xeX  noktası ve fix) noktasının herhangi bir komşuluğu: W 

olsun. O takdirde f  (x) e VCW olacak şekilde açık bir VCY kümesi vardır. 

Buradan,

X €  f 1 (V) C ( f ^ V i r  c  [ f \ V ) Y  C tr tW )]  * elde edilir. Dolayısıyla, 

[f  1(W)]’ € \)(x) olup, f  fonksiyonu a.c.H. dır.

Husain an lam ında hemen hemen sürekliliğin diğer özelliklerini 

P.E. Long ve E.E. Me. Gehee. Jr. [5] araştırm ışlar ve aşağıdaki üç teoremi 

elde etmişlerdir.

T eorem  1.2.12. : f: X — ► Y fonksiyonunun xeX noktasında a.c.H. 

olması için »  f(x) noktasını kapsayan her VCY açık kümesi için f 1 (V) 

kümesinin x noktasını kapsayan bir UCX kümesinde yoğun olmasıdır.

T eorem  1.2.13. : f: X — »-Y bir fonksiyon ve D, X kümesinin yoğun 

bir alt kümesi olsun. Eğer f/D sürekli ise o takdirde f fonksiyonu D küm e

sinin her noktasında a.c.H. dır.

T eorem  1.2.13. : f: X — *-Y bir fonksiyon ve D, X kümesinin yoğun 

bir a lt kümesi olsun. Eğer f/D sürekli ise o takdirde f fonksiyonu D küm e

sinin her noktasında a.c.H. dır.

İspat: x eD  ve fix) noktasını kapsayan açık bir küme: V olsun. f/D 

sürekli olduğundan, xeUCX açık alt kümesi vardır.

Buradan, D n U  C (f/o)'1 (V) = D n  f 1 (V) dır. Böylece D n U  C f  I(V) 

bulunur. D küm esi X de yoğun olduğundan, UC D nU  ve sonuç olarak 

UC f  1(V) bulunur. O halde f fonksiyonu x noktasında a.c.H. dır.

a.c.H. olan bir fonksiyonun tanım  kümesinin keyfi a lt kümelerine 

kısıtlanışı a.c.H. olmayabilir.
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Ö rn e k  1.2.7.: f: R—>-R

~ |  *1, xeQ'

şeklinde tan ım lanan ve a.c.H. olan bir fonksiyonu ele alalım. M kümesi, 

bütün pozitif rasyonel sayılar ile bü tün  negatif irrasyonel sayılardan 

oluşsun. Bu takdirde (f/M) fonksiyonu x=0 noktasında a.c.H. değildir. Ger

çekten; x=0 için fXx)= 1, V=] 1-e, l+e[ alalım.

[(f/M)'1(V)] ‘ = (M n f 1 (V)) ‘ = (M n Q ) ' = O* = R+ g M

Yani; R+, x noktasının bir komşuluğu değildir. O halde fonksiyon 

x=0 noktasında a.c.H. değildir.

Bununla beraber, fonksiyonun tanım kümesi açık alt kümelerine 

kısıtlanırsa fonksiyon a.c.H. olur.

T eorem  1.2.14. : Eğer f: X — fonksiyonu a.c.H. ve UCX açık bir 

alt küme ise, (f7|j) kısıtlanmış fonksiyonu a.c.H. dır.

İspat: f fonksiyonu xeX noktasında a.c.H. olduğundan,

Teorem 1.2.9. gereğince, her  VCY kümesi için BC f 1(V) olacak şe

kilde BCX açık a lt kümesi vardır.

[(f/u)'1 (V)]' = [U n f 1 (V)]' C U n t f 1 (V)]* C Ü n B  

buradan da, U nB  C [(f/y)'1 (V)]' bulunur. (UnB)C U açık ve (V) kü

mesi, (UnB) kümesinde yoğun olduğundan (f/y) fonksiyonu a.c.H. dır.

Singal anlam ında hemen hemen sürekli bir fonksiyonun her k ısıt

lanışı yine singal anlam ında hemen hemen süreklidir.

T eorem  1.2.15. : a.c.S. olan bir fonksiyonun her kısıtlanışı yine 

a.c.S. dir.



17

İspat: f: X — *-Y içine, a.c.S. olan bir fonksiyon ve ACX olsun. H er

hangi bir düzenli açık SCY alt kümesi için, (ÜA)'1 (S) = A n  f  1(S) olduğun

dan ispatı açıktır.

Şimdi de [3] de verildiği gibi a.c.H. ile w.c. arasındaki ilişkiyi aşa

ğıdaki teoremle görelim.

T eorem  1.2.16. : Eğer f: X —*-Y fonksiyonu a.c.H. ve her açık VCY 

alt kümesi için, [f^V)] C f  (V) ise bu takdirde f fonksiyonu w.c. dir.

İspat: Hipoteze göre, herhangi xeX ve fix) noktasını kapsayan 

herhangi açık VCY kümesi için, [ f 1(V)]‘ C f 1(V) dır. f fonksiyonu a.c.H. ol

duğundan, xeU  C [ f 1(V)] olacak şekilde açık bir UCX alt kümesi vardır. 

Böylece; flU) CV elde edilir ki, f fonksiyonu w.c. dir.

S on u ç  1.2.5. : f: X —*- Y a.c.H. fonksiyonunun w.c. olması için «  

her açık VCY alt kümesi için,

[ f 1 (V)] C f 1 (V) olmasıdır.

İspat: Teorem 1.1.2. ve Tbrem 1.2.16'nın direkt sonucudur.

S
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2. A.C.H. İL E  SÜ R E K L İL İK  ARASINDAKİ İL İŞK İ

Sürekli olan bir fonksiyonun a.c.H. olduğu açıktır. Fakat, f: X—-*-Y 

fonksiyonu a.c.H. olduğunda sürekli olmayabilir. Bu geçişi sağlayabilmek 

için, P.E. Long fonksiyonun üzerine, tanım ve değer uzaylarına ve fonksi

yonun grafiği üzerine bazı şa r tla r  ekleyerek bunu genelleştirmiştir. 

Bunun için de öncelikle Kapalı Grafıkli fonksiyonlar hakkında bazı tanım 

ve teoremler vermiştir.

2.1. K apa lı  G ra f ik l i  F o n k s iy o n la r

T an ım  2.1.1. X ve Y topolojik uzaylar, f : X — ► Y fonksiyonu veril

sin. G (f) = {(x, y) / y = f (x), xeX) C XxY alt kümesine f fonksiyonunun 

grafiği denir. [7]

Sürekli olan bir fonksiyonun grafiğinin kapalı olması gerekmez.

Ö rn e k  2.1.1. X = {0,1} kümesi üzerinde x= (X, <t>, {0}} topolojisi ve

rilsin. i : X — *- X birim dönüşümü süreklidir. Fakat G (0 = {(0,0), (1,1)} C 

X\X de kapalı değildir.

Aynı şekilde grafiği kapalı olan bir fonksiyonun da sürekli olması 

gerekmez.

Ö rn e k  2.1.2. X = [0,1], Y = [0, +°° [ topolojik uzayları verilsin, 

f: X — *-Y fonksiyonunu:

i—, X7t0
f(x) =

[0, x=0

şeklinde tanımlayalım. Açıkça görülür ki, f  fonksiyonunun grafiği kapalı, 

fakat x=0 noktasında fonksiyon sürekli değildir.
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T an ım  2.1.2. (X, x) bir topolojik uzay olsun. Her x, y eX  (x*y) için, 

bu n o k ta la r ın  h e rb ir in in  d iğerin i içerm eyen b ir  k o m şu lu ğ u  varsa , 

(X, t) uzayına Tr  uzayı ya da Frechet uzayı denir. [9]

T an ım  2.1.3. (X, x) bir topolojik uzay olsun. Her x, yeX  (x*y) için, 

U nV  = <j) olacak şekilde U s t ) ^  ve Ve\)(y) varsa, (X, x) uzayına T 2 - uzayı 

ya da Haussdorf uzayı denir. [9]

Eğer f: X —*- Y fonksiyonu sürekli ve Y - uzayı T2 - ise f fonksiyo

nunun grafiğinin kapalı olduğu J. Dugundji tarafından aşağıdaki teorem

le verilmiştir.

T eorem  2.1.1. f: X — »- Y fonksiyonu sürekli ve Y - uzayı T2 olsun. 

O takdirde f fonksiyonunun grafiği kapalıdır.

İspat için [10]'a bakılabilir.

Tersine grafiği kapalı olan bir fonksiyonun da sürekli olması için, 

P.E. Long şu tanım lara gerek duymuştur.

T an ım  2.1.4. (X, x) bir topolojik uzay olsun. Eğer her xeX  noktası

nın sayılabilir bir komşuluk tabanı varsa, X uzayına I. sayılabilir uzay 

(I.S.A.) denir. [9]

T an ım  2.1.5. (X, x) topolojik uzayı verilsin. Eğer X küm esinin her 

açık örtüsünün, sonlu bir alt örtüsü varsa, X uzayına Kompakt uzay 

denir. [9]

T an ım  2.1.6. (X, x) uzayının sayılabilir her açık ö rtüsünün  sonlu 

bir alt örtüsü varsa, X uzayına Sayılabilir Kompakt uzay denir. [9]

Her kompakt uzayın Sayılabilir kompakt olduğu açıktır. Faka t 

bunun tersi genellikle doğru değildir.

P.E. Long, f: X — Y grafiği kapalı olan bir fonksiyon, X - I.S.A.
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sağlayan uzay, Y de Sayılabilir kom pakt olduğunda, f  fonksiyonunun sü

rekli olduğuna dair teoremi aşağıdaki şekilde vermiştir.

T eorem  2.1.2. f: X — »Y grafiği kapalı olan bir fonksiyon, X uzayı

I.S.A. sağlayan uzay ve Y de Sayılabilir kompakt ise f fonksiyonu sürekli

dir.

ispat: f  fonksiyonunun sürekli olmadığım varsayalım. O takdirde 

açık bir VCY kümesi vard ır  ve f  1(V) kümesi X de açık değildir. Bundan 

dolayı, x : (X- f 1 (V)) küm esinin  kapanış noktası olacak şekilde, f 1(V) kü 

mesi xeX  noktasını kapsar. X uzayı I.S.A. sağlandığından, xn e (X-f^V)) 

olacak şekilde x'e yakınsayan bir {xn} dizisi mevcuttur. Y uzayı sayılabilir 

kompakt olduğundan, {f (xn)} dizisinin yığılma noktasına y dersek, yeV 

dir. O halde, (x, y) s G(f) olur. Fakat (x, y), G(f)'nin bir kapanış noktasıdır. 

Çünkü, XxY'de (x, y)'yi kapsayan herhangi açık bir küme, (x, fix)) şeklin

deki noktaları kapsar. Bu ise GfO'nin kapalı olmasıyla çelişir. O halde f 

fonksiyonu süreklidir.

P.E. Long, f: X — ►Y fonksiyonunun grafiğinin kapalı olmasıyla il

gili aşağıdaki lemmayı vermiş ve [7] de ispatlamıştır.

L em m a 2.1.1. f: X — »-Y fonksiyonu verilsin, fn in  grafiğinin kapa

lı olması için <=> y * fix) olmak üzere her xeX ve y e Y  için, flU) nV  = b ola

cak şekilde x ve y'yi kapsayan  açık U ve V kümelerinin var olmasıdır.

1968 yılındaki çalışmasında Füller de aşağıdaki teoremi vermiş

tir.

T eorem  2.1.3. f: X — *~Y grafiği kapalı olan bir fonksiyon olsun. 

MCY alt kümesi kom pakt ise f ' 1 (M) kümesi X de kapalıdır.

ispa t için, [8]'e bakılabilir.

Bu teoremin tersi doğru değildir. Yani, MCY kom pakt alt kümesi
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için, f ( M ) ;  X de kapalı ise f: X —*-Y fonksiyonunun grafiği kapalı olmaz.

T an ım  2.1.7. (X, x) topolojik uzayı verilsin. Eğer her xeX  noktası, 

X uzayında kom pakt bir komşuluğa sahip ise X uzayına Lokal Kom pakt 

Uzay denir. [11]

T an ım  2.1.8. (X, t) topolojik uzayı verilsin. Eğer her xeX  noktası, 

X uzayında kompakt-kapalı bir komşuluğa sahip ise X uzayına strong- 

lokal kompakt uzay denir. [11]

f: X — ► Y b ir  fonksiyon, H er MCY k o m p ak t  a l t  k ü m es i için, 

f  _1 (M) CX de kapalı ve Y uzayı strong lokal kompakt bir uzay ise f  fonk

siyonunun kapalı olduğuna dair bir genelleştirmeyi, P.E. Long ve E.E. 

Mchee, 1970 de vermişlerdi. [5]

T eorem  2.1.4. f: X — ► Y herhangi bir fonksiyon, Y uzayı strong 

lokal kom pakt ve T x - uzayı olsun. Eğer MCY kom pakt a lt  küm esi için, 

f  ' l (M ): X de kapalı ise fn in  grafiği kapalıdır.

İspat: H er  x e X  için, (x, y) e G(f) olsun. Y uzayı T x o ld u ğ u n 

dan 3 ye V açık kümesi öyle ki, f (x) e V dir. Ayrıca Y uzayı strong-lokal 

kompakt olduğundan her noktasının kompakt-kapalı komşuluk tabanı 

vardır.

ye V1 CV olacak şekilde V^kom pakt kümesi vardır. B uradan Fül- 

ler teoremine göre, f  -1 (V) : X de kapalıdır. [X - f -1 (V)] = U - açık bir 

küme ve xe U olur. Dolayısıyla; f (U) nV  = Ç> olur ki, G(f) - kapalıdır.

2.2. A.C.H. İ le  S ü re k l i l iğ in  Ç a k ışm a s ı

H usain tanım lam ış olduğu a.c.H. : hemen hemen süreklilik çeşidi

nin sürekli olması için fonksiyona, tanım ve değer uzayına bazı şa r t la r  

eklemiş ve bunu genelleştirmiştir.

T an ım  2.2.1. f: X — Y örten bir fonksiyon olsun. Eğer her ACX
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kapalı alt kümesi için, f (A) CY alt kümesi Y deki topolojiye göre kapalı 

ise f fonksiyonuna Tam Kapalı denir. [3]

Bu tam m dan açıkça görüleceği gibi, her tam  kapalı dönüşüm ka

palı olup, bunun tersi genelde doğru değildir.

Şimdi Husain'in [3] de vermiş olduğu önemli bir sonucu görelim.

S on u ç  2.2.1. f: X — Y fonksiyonu örten, a.c.H. ve tam kapalı 

olsun, fn in  grafiği kapalı ve Y uzayı kompakt - T2 ise f fonksiyonu sürek

lidir.

ispa t için, [3]'e bakınız.

Bu sonuçtan görüleceği gibi bazı şartlar  konularak, a.c.H. ile Sü

reklilik arasında bir ilişki kurulmuştur. Bundan sonraki yıllarda yapılan 

bu konudaki bütün  çalışmalarda bu ilişki, farklı hipotezlerle, değişik ko

şullarda kurulmaya çalışılmıştır.

Yine Husain'in çalışmasında, f: X —► Y fonksiyonu birebir, a.c.H. 

ve kapalı grafikli ise X uzayı bir T2 uzayıdır. Bununla ilgili şu teorem 

ifade edilmiştir.

T eorem  2.2.1. f: X — *-Y fonksiyonu birebir ve G(f) - kapalı olsun. 

Eğer f fonksiyonu a.c.H. ise Y uzayı T2 dir.

ispat: x * w eX  için, f  birebir olduğundan f (x) * fiw) dir. Fonksiyo

n un  grafiği kapa lı  o lduğundan , f (U) n V  = <t> olacak  şek ilde  x e U  ve 

f(w) e V açık komşulukları vardır. Buradan, VC [flU)]1 ise VC ffU1] olup, 

f  ' 1 (V) CU1 elde edilir, f  fonksiyonu a.c.H. olduğundan, f  ' l (V) € D(w) dir. 

(X-U) kapalı olduğundan, [ f ‘1 (V)]" C X-U dır. Dolayısıyla x ve w 'yi kapsa

yan X de ayrık, açık kümeler vardır ki, bu ise X'in T2 olmasıdır.

f: X — »-Y fonksiyonu sürekli ve Y- uzayı T2 olduğunda, fn in  grafi
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ğinin kapalı olduğunu görmüştük. Burada süreklilik yerine a.c.H.'ı alır

sak, Y- uzayı T2 olsa dahi fn in  grafiği kapalı olmayabilir.

T anım  2.2.2. (X, x) topolojik uzayı ve herhangi iki A, BCX alt kü 

mesi verilsin. Eğer; A nB * 0 veya AnB * 0 ise A ve B kümelerine bağlantı

lı iki küme denir. Eğer AnB = f ve AnB = 0 ise A ve B'ye bağlantılı olma

yan iki küme denir. [9]

T an ım  2.2.3. (X, t) topolojik uzayı olsun. X kümesi, bağlantılı ve 

boş olmayan iki alt küm enin birleşimine eşit ise, X uzayına bağlantılı ol

m ayan uzay veya bağlantısız uzay denir. Eğer X kümesi herbiri boş olma

yan, bağlantılı iki kümenin birleşimine eşitse, (X, t) uzayına bağlantılı 

uzay denir. [9]

T anım  2.2.4. (X, x) bir topolojik uzay olsun. Eğer her xeX  nokta

sının, X uzayında bağlantılı kümelerden oluşan bir komşuluk tabanı 

varsa, X uzayına Lokal Bağlantılı Uzay denir. [9]

f: X—*-Y fonksiyonu a.c.H., Y uzayı Lokal Bağlantılı ve T2 olsun, 

f ve f ' l fonksiyonları bağlantılı kümeleri korursa o takdirde G (0 - kapalı 

olur. [7]

Teorem  2.2.2. f: X — ► Y fonksiyonu a.c.H. olsun. Y uzayı Lokal 

Bağlantılı ve f ile f _1 fonksiyonları bağlantılı kümeleri korursa f fonksiyo

nunun  grafiği kapalıdır.

İspat: x0eX  ve y * f(x0), Y'ye ait iki farklı nokta olsun. Y uzayı T2 

olduğundan sırasıyla y ve f(x0) noktalarını kapsayan U ve V açık küm ele

ri vardır. Öyle ki, y e U  ve ftx0) e V olup, U nV  = 0 dır. Ayı-ıca Y uzayı Lokal 

bağlantılı olduğundan, f(x0)'ın bağlantılı-açık bir komşuluğu vardır. B ura

dan fix0) e WCV olacak şekilde açık, bağlantılı W kümesi mevcuttur. Böy- 

lece, U nW  = 0 olup, dolayısıyla da f _1 (U) n f ' 1 (W) = 0 dır. Eğer h e rh a n 

gi b ir  x e f  -1 (U) noktası, f 1 (W) bağlantılı küm esin in  lim it noktas ı ise
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{x} U f ' 1 (W) kümesi bağlantılı olur. Fakat, fl{x} U f ' 1 (W)) kümesi bağ

lantılı değildir. Çünkü, {x} U f ' 1 (W) kümesi U ve W gibi iki ayrık açık kü 

melerin noktalarını ihtiva eder. Bu ise fn in  bağlantılı oluşu ile çelişir. Do

layısıyla, [ f ' 1 (W)]‘ n f ' 1 (U) = b olup, f a.c.H. o ld uğu ndan  x0 n o k ta s ı

nı k a p s a y a n  b ir  T k ü m e s i  m e v c u t tu r .  Öyle ki, TC [ f ' 1 (W )]‘ y an i,  

f  (T) n U  = b olup, sonuç olarak G(f) - kapalıdır.

f: X — fonksiyonu a.c.H., tam kapalı ve Y uzayı Kompakt - T2 

ise f  süreklidir. Burada tam kapalılık şartı yerine G (f) - kapalı şartı ko

nulursa f fonksiyonu yine sürekli olur. [7]

T eorem  2.2.5. f: X —>-Y bnksiyonu a.c.H. ve Y uzayı lokal kom

pakt olsun. Eğer Y uzayı Regüler ya da T2 ve G(f)- kapalı ise f fonksiyonu 

süreklidir.

İspat: x0eX  ve V€\)fiXo) olsun. Hipotezden, f (x0)'ın kapalı-kompakt 

komşuluklar ailesi ÎTx0)'ın komşulukları için bir taban  oluşturduğundan, 

f(x0)'ın kom pakt W- kom şuluğu vardır. Öyle ki, WCV olacak şekilde 

W- kompaktı bulunur. G(fJ kapalı olduğundan, [ f -1 (w)] kapalıd ır  yani 

[ f 1 (W)]" = f 1 (W) dir. Ayrıca f fonksiyonu a.c.H. olduğundan, [ f (w)]'  

x0'ın bir komşuluğudur. Bu da f _1 (V)'nin x0'ın bir komşuluğu olmasını ge

rektirir. Böylece sonuç olarak f fonksiyonu süreklidir.

U y a n  2.1.1. f: R —»-R fonksiyonu a.c.H. olsun. Eğer G(f) - kapalı 

ise f fonksiyonu süreklidir.

İspat: R uzayı T2 ve lokal kompakt olduğundan Tborem 2.2.5. ge

reğince ispatı açıktır.

Yukarıdaki teoremde, Y'nin Lokal Kompakt- T2 şartı yerine Lokal 

Bağlantılılık-Regüler şartı ve fonksiyonun grafiğinin kapalı olması şartı 

yerine de, CCY bağlantılı a lt kümesi için, [f '1 (C)]~ C f ' 1 (C) şartı alındı
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ğında, fn in  a.c.H. olması halinde yine fn in  sürekli olduğu aşağıdaki teo

remle verilmiştir. [7]

T eorem  2.2.6. f: X — Y fonksiyonu a.c.H., Y uzayı regüler ve 

lokal b a ğ la n t ı l ı  o lsu n .  E ğ e r  h e r  C CY b a ğ la n t ı l ı  a l t  k ü m e s i  için, 

[ f _1 ( C )] C f _1 (C) ise f fonksiyonu süreklidir.

İspat: x0eX  ve V, flx0) noktasını kapsayan herhangi açık b ir  küme 

olsun. Y uzayı regüler ve lokal bağlantılı olduğundan, WCV olacak şekil

de, flx0) noktasım kapsayan bağlantılı ve açık bir WCV kümesi vardır. Hi

poteze göre, W bağlantılı olduğundan, [ f _1 (W)] * C f (W) olur. Buradan, 

[ f 1 (W)]" C f -1 (W) C f ' 1 (V) bulunur. Ayrıca f fonksiyonu a.c.H. olduğun

dan, [ f -1 (W)] ’ : x0 noktasının bir komşuluğu olup, f ' 1 (V) kümesi x0 nok

tasının bir komşuluğudur. Dolayısıyla f fonksiyonu x0 noktasında sürekli

dir.

[12] de Jones tarafından semi bağlantılık kavramı aşağıdaki şe

kilde verilmiştir.

T an ım  2.2.5. f: X — *-Y fonksiyonu verilsin. Eğer, f -1 : Y'nin bütün 

kapalı ve bağlantılı alt kümelerini korursa f fonksiyonuna semi bağlantı

lıdır denir. [12]

Aşağıdaki teorem, semi bağlantılı bir a.c.H. fonksiyonunun sürek

li olması için koşulları belirtir. [12]

T eo rem  2.2.7. Y- regüler ve lokal bağlantılı bir uzay olmak 

üzere f: X —>- Y fonksiyonu semi bağlantılı ise bu takdirde f fonksiyonu 

süreklidir.

İspat: x0eX  ve V, f(x0) noktasını kapsayan herhangi açık bir küme 

olsun. Y uzayı regüler ve lokal bağlantılı olduğundan, WCV olacak şekil

de, fix0) noktasını kapsayan bağlantılı ve açık W kümesi vardır. Buradan, 

f ‘1 (W) C f ' 1 (W) C f ' 1 (V) olur, f  fonksiyonu semi bağlantılı olduğundan,
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f "1 (W) kümesi kapalı olup, [f ' l (W )]' C f  1 (W) C f _1 (V) elde edilir. Ayrıca 

f fonksiyonu a.c.H. o lduğundan , x0 n o k tas ın ı  k a p say a n  açık b ir  T C 

[f ' 1 (W)] alt kümesi vardır. Böylece, f  (T) CV olur ki, f fonksiyonu x0 nok

tasında süreklidir.

T eorem  2.2.8. Y- lokal bağlantılı bir uzay olmak üzere, f: R — >-Y 

bir a.c.H. fonksiyonu olsun. Eğer Y 'nin her bağlantılı C a lt  kümesi için, 

f *1 (C) kümesi bağlantılı ise bu takdirde f fonksiyonu süreklidir.

İspat: x0e X  ve V, flx0) noktasını kapsayan herhangi açık bir küme 

olsun. Y uzayı lokal bağlantılı olduğundan, V kümesini bağlantılı bir 

küme olarak alabiliriz. Hipoteze göre, f  ' 1 (V) : R'nin bağlantılı bir alt kü

mesidir. Dolayısıyla f -1 (V), xQ noktasını kapsayan bir aralıktır. Buradan, 

[f 1 (V)] ’ kümesi de bir aralıktır ve f fonksiyonu a.c.H. olduğundan x0 

noktasının bir komşuluğudur. B undan dolayı x0e [f 1 (Vj]° olur. Böylece 

f fonksiyonu x0 noktasında süreklidir.

S o n u ç  2.2.2. f: R —>-R bir a.c.H. fonksiyonu olsun. Eğer R'nin her 

bağlantılı C alt kümesi için, f -1 (C) kümesi de bağlantılı ise bu takdirde f 

fonksiyonu süreklidir.

İspat: Y = R lokal bağlantılı olduğundan, Teorem 2.2.8.'e göre is

patı açıktır.
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3. BAİRE UZAYLARI Ü ZERİN E

Bu bölümde, f: X — fonksiyonunun, tanım ve değer uzaylarının 

üzerine getirilen şartlarla , X üzerindeki Baire Yapısının Y üzerine, Y üze

rindeki Baire yapısının da X üzerine nasıl taşındığını, gerek Frolik'in ge

rekse M. Çiçeğin makalelerinde olsun, görüp yorumlamaya çalıştık.

3.1. Sem i S ü re k l i l ik  Ü z e r in e

T anım  3.1.1.: X topolojik bir uzay ve ACX olsun. OCA CO olacak 

şekilde X'in bir O açık alt kümesi varsa, A kümesine X'in bir yarı açık alt 

kümesi denir. [15]

Ö rnek  3.1.1.: (R, U) alışılmış topolojisine göre, aşağıdaki kümeler 

birer yarı açıktır.

A = [0,1 [ , B = [0,1 [ U ] 1,2] , C = [1,2 [ U ] 2,3 [

D = R \ { l/n, neN}

Teorem  3.1.1. : X topolojik bir uzay ve ACX olsun. A'nın X içinde
o

bir yarı açık cümle olması için «  ACA olmasıdır. [Ref. 15]

Aynı çalışmada şu özellik de verilmiştir.

T eorem  3.1.2.: X bir topolojik uzay, A kümesi X'in bir yarı açık alt 

kümesi olsun. ACBCA şartını sağlayan bir BCX alt kümesi varsa, B kü

mesi de bir yarı açıktır.

Teorem 3.1.2.'nin bir sonucu olarak [15] de şu önerme verilmiştir.
S

Ö n erm e  3.1.1. : Tbpolojik bir X uzayının açık her a lt kümesi bir 

yarı açıktır.

Bu önermenin karşıtı doğru değildir. Örneğin, (R. U) alışılmış to

polojisine göre, A = [1, 2[ kümesi bir yarı açık olmasına karşın  açık değil

dir.
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Ö n e rm e  3.1.2.: Tbpolojik bir X uzayının yan-açık b ir a lt küm esi

nin kapanışı da yarı açıktır.

îspat: ACX ve A yan-açık  olsun. (3.1.2.) Teoreminden dolayı, ACÂ
  ~  o  ~  o

veya ACA olur. Diğer taraftan , ACA olduğundan, AC(A) "dır. Sonuç olarak, 

AC(A)” elde edilir.

U y a n  3.1.1.: Kapanışı yarı açık olan bir kümenin kendisi genel

likle bir yarı açık olmayabilir.

Örneğin, R'nin alışılmış topolojisine göre, A = ] 0,1 [nQ  kümesini 

gözönüne alalım. Burada Q rasyonel sayılar kümesini göstermektedir. 

A'nııı kapanışı : A = [0,1] bir yarı açık olmasına karşın, A kümesi bir yarı 

açık değildir.

T eorem  3.1.3.: ACYCX olsun. Eğer Y, X'in bir alt uzayı ve A, X'de 

yarı açık ise o takdirde A kümesi Y de de yarı açıktır. [Ref. 15]

T eorem  3.1.4.: Eğer A, X de açık ve S de X de yan  açık ise o tak 

dirde (AnS),  X de yarı açıktır. [Ref. 15]

T an ım  3.1.2.: f: X — Y herhangi bir fonksiyon olsun. Eğer her 

UCX açık alt cümlesi için, f(U) : Y de yarı açık oluyorsa f fonksiyonuna 

yan  açık (semi açık) denir. [Ref. 15]

T an ım  3.1.3.: f: X — herhangi  bir fonksiyon olsun. Eğer her 

açık VCY alt cümlesi için, f ’1 (V) : X de yarı açık ise o takdirde fye  yarı- 

sürekli (semi-sürekli) fonksiyon denir. [Ref. 15]
S

T eorem  3.1.5.: f: X — Y yan-açık fonksiyon ve ACX açık bir alt 

küme olsun. O takdirde, f/A : A — *-f(A) dönüşümü : f7A (x) = f(x) her xe A 

için yarı açıktır.

İspat: U: A da açık olsun. A: X de açık olduğundan, U: X de açıktır.
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f fonksiyonu yarı-açık olduğundan, flU): Y de .yan açıktır. Buradan, flU) : 

f (A) da yaın-açıktır.

T eorem  3.1.6.: f: X —>- Y fonksiyonu semi sürekli ve A, X'in açık 

bir alt cümlesi olsun. O takdirde, f/A : A —>- flA), f/A (x) = f (x) şeklinde ta- 

mmlanan dönüşüm her xe A için semi-süreklidir.

İspat: G : flA) cümlesinde herhangi bir açık cümle olsun. O takd ir

de, G= f (A) n V  olacak şekilde açık bir VCY alt kümesi vardır. Açıktır ki,

(f/A) ml (G) = A n  f  -1 (G) = A n  f [flA) nV) dir.

Buradan, (f/^)*1 (G) = A n  f ‘1 (V) bulunur, f  fonksiyonu semi- 

sürekli olduğundan, f 4 (V) : X de semi açıktır. Dolayısıyla, [An f _1 (V)] 

cümlesi de semi açıktır. Bu yüzden WA)'1 (G) = A n  f ' l (V) cümlesi, A da 

semi açıktır.

T an ım  3.1.4.: f: X —► Y herhangi bir fonksiyon olsun. H er x€X, 

x6 U e \i(x) komşuluğu için, f (U) CV olacak şekilde x€UeD(x) komşuluğu 

varsa, f fonksiyonuna 0- sürekli denir.

U y a rı  3.1.2.: Her 0- sürekli fonksiyon weakly-süreklidir. Bunun 

tersi genellikle doğru değildir.

T an ım  3.1.5.: f: X —»Y bir fonksiyon olsun. Her açık d * VCY alt 

kümesi için, f“ 1 (V) * <*> ve [ f ‘1 (V)]0 * d ise f: X— » Y  fonksiyonuna feebly- 

sürekli (fb-sürekli) denir. [13]

Her açık d * UCX alt kümesi için, [f (U)]° t- d ise f: X — Y fonksi-S
yonuna feebly-açık (fb-açık) denir. [13]

U y ar ı  3.1.3. : Her semi-sürekli fonksiyon feebly-sürekli ve her 

semi-açık fonksiyon feebly-açık bir dönüşümdür. Faka t bunun  tersleri ge

nellikle doğru değildir.
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T eorem  3.1.5.: f: X — *-Y içine bir fonksiyon olsun. Eğer aşağıdaki 

şartlardan  herhangi birisi sağlanırsa, f  fonksiyonu semi-açıktır.

i) f  fonksiyonu feebly açık ve w.c.

ii) f  fonksiyonu feebly açık ve a.c.S.

iii) f  fonksiyonu feebly açık ve 0- sürekli

İspat: ACX açık bir a lt cümle ve (i) sağlansın. O takdirde fn in  

semi-açık olduğunu ispat etmek için,

f (A) C [f (A)]° * olduğunu göstermeliyiz. Bunun için, ye İTA) olsun. 

Buradan, y = fix) olacak şekilde xe A noktası vardır, y noktasının h e rh an 

gi bir açık komşuluğu V olsun, f fonksiyonu w.c. olduğundan, f (U) CV ola

cak şekilde xeU  açık alt cümlesi vardır. Buradan, xe (UnA) olup, f  fonk

siyonu fb-açık olduğundan, [f (UnA)]0 * p dır. W = [f (UnA)]0 alalım. 

Sonuç olarak, V n  [f (A)]° * p elde edilir ki, ye [f (A)]° ' dır.

Ayrıca her a.c.S. olan fonksiyon w.c. ve her 0- sürekli fonksiyon da 

w.c. olduğundan, (ii) ve (iii). şıklardan hareketle ispatı da açıktır.

T an ım  3.1.6.: X’in her regüler açık a lt cümlesinin görüntüsü 

Y'nin açık bir alt cümlesi ise f: X — Y fonksiyonuna almost-açık denir. 

Eğer her açık UCX alt kümesi için, fTU) C [f (U)]° oluyorsa, f: X —*-Y fonk

siyonuna weakly-açık denir. [1]

U y a r ı  3.1.4.: Her açık dönüşümün weakly açık ve her almost açık 

dönüşüm de weakly-açıktır. Fakat bu ifadelerin tersi genellikle doğru de

ğildir.
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3.2. B a ir e  U z a y la r ın ın  G ö r ü n tü le r i  Ve T ers  G ö rü n tü le r i

Z. Frolik [13] 1960 yılında Baire Uzayları hakkında yapmış oldu

ğu çalışmasında, f: X — ► Y üzerine bir fonksiyon olmak üzere, X- uzayı 

Baire olduğunda, hangi şartlar altında Y- uzayının Baire olduğunu, ters i

ne Y- uzayı Baire olduğunda hangi şa rtla r  altında X- uzayının Baire oldu

ğunu incelemiş ve ispatlamıştır.

Şimdi Baire Uzayları hakkında önemli birkaç tanımı [9] dan fay

dalanarak  verelim.

T an ım  3.2.1. : Bir (X, x) topolojik uzay  ve A, BCX alt kümeleri ve

rilsin. Eğer BCA ise, A kümesine B içinde yoğundur denir. [9]

T an ım  3.2.2. : Bir (X, x) topolojik uzay  ve bir ACX alt kümesi ve-
o

rilsin. Eğer A * ise, A kümesine X içinde yoğundur denir. [9]

T an ım  3.2.3. : (X, x) topolojik u z ay  ve bir ACX alt kümesi veril

sin. Eğer A=X ise, A kümesine X içinde her yerde yoğun denir. [9]

T an ım  3.2.4. : (X, ti topolojik uzayı ve bir AUX alt kümesi veril-
o

sin. Eğer A = o ise, A kümesine X içinde hiçbir yerde yoğun değil denir. [9J

T an ım  3.2.5. : (X, t) topolojik u z ay  ve bir ACX alt kümesi veril

sin. Eğer A kümesi, sonlu ya da sonsuz çoklukta hiçbir yerde yoğun olma

yan kümelerin birleşiminde ya da birleşimine eşit ise, A kümesine X de 

birinci kategoriden küme ya da cılız küme denir. Eğer A kümesi bu şekil

de ifade edilemiyorsa, A kümesine X içinde ikinci kategoriden küme denir.
_o_ a

A, I. kategoridendir o  AC U An 9 Her ne N için An = ö [9]

T an ım  3.2.6. : Bir topolojik u z a y n  say lab ilir  yoğun bir a lt küm e

si varsa, bu uzaya ay ılab i l ir  uzay denir. [9]
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T an ım  3.2.7. : (X, t ) topolojik uzayı verilsin. X'in her yerde yoğun, 

açık alt kümelerinin kesişimi, X de her yerde yoğun ise X uzayına Baire 

uzayı denir. [9]

X Baire uzayı »  her ne N için A^e t  ve X = A„ olmak üzere (nA^)' = X

Ö n e rm e  3.2.1. f: X — *-Y  fonksiyonunun feebly-açık olması için 

<=> V = Y için [ f '1 (V)]' = X olmasıdır.

f: X — Y fo n k s iy o n u n u n  fb -sü rek li  o lm ası için »  U=X için 

[f (U)] ’ = Y olmasıdır.

Frolik Baire Uzaylarının görüntüleri hakkında aşağıdaki teoremi 

vermiş ve ispatlamıştır.

T eorem  3.2.1. : f : X— »Y fonksiyonunnu a.c.H. ve fb-açık olduğu

nu varsayalım. Eğer X bir Baire uzayı ise o takdirde Y de bir Baire uzayı

dır.

İspat: Varsayalım ki, X bir Baire uzayı olsun. Bu takdirde Y'nin 

bir Baire uzayı olduğunu ispat etmek için, {Vn}'ler Y'nin açık yoğun alt

cümlelerinin bir serisi olmak üzere, v  = n  V„ 'nin Y de yoğun olduğunu
ıı = 1 oo

göstermemiz yeterli olacaktır. Bunun için, Un = [ f -1 (Vn)]° ve U = n  U n
11 = 1

alalım, f fonksiyonu açık fb-açık olduğundan, [ f _1 (Vn)] " = X diı*. Ayrıca 

f a.c.H. olduğundan, Un = X elde edilir. X uzayı Baire uzayı olduğundan, 

U=X'dir. fn in  fb-sürekliliğiyle birlikte, [f (U)] " = Y sonucu bulunur. B ura

dan da f (U) CV olduğundan, V = Y elde edilir. Sonuç olarak Baire uzayla

rı hakkmdaki iddianın ispatı tam am lanm ış olur.

f: X — Y fonksiyonu a.c.H. ise fb-sürekli olduğu açıktır. Bunun 

tersi her zaman doğru değildir ama birebir fb-sürekli bir fonksiyon a.c.H. 

dır.
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U yarı 3.2.1. : f: X —*- Y fonksiyonu birebir, fb-açık ve fb-sürekli 

olsun. X uzayının Baire uzayı olması için <=> Y uzayının Baire uzayı olma

sıdır. (X'in II. kategoriden olması için c=> Y'nin II. kategoriden olmasıdır.)

T eo rem  3.2.2. f: X — ► Y, X- metrize edilebilir ve ayrılabilir uza

yından Y üzerine örten, açık ve sürekli bir fonksiyon olsun. O takdirde Y 

bir Baire uzayı ve her yeY için f  -1 (y) noktalarının cümlesi II. kategori

den ise X de bir Baire uzayıdır.

Teoremin ispatı aşağıdaki teoremin direkt sonucudur.

T eorem  3.2.3.: f: X — >-Y, X- metrize edilebilir ve ayrılabilir uza

yından Y üzerine örten, açık ve sürekli bir dönüşüm olsun. Eğer Y uzayı

II. kategoriden ve her yeY için f _1(y) noktalarının cümlesi II. kategoriden 

ise o takdirde X uzayı da II. kategoridendir.

Teoremin ispatından önce aşağıdaki Lemma'yı verelim.

L em m a  3.2.1.: f: X — ► Y, X- metrize edilebilir ve ayrılabilir uza

yından Y üzerine örten, açık ve sürekli olsun. FCX alt cümlesi kapalı ve 

hiçbir yerde yoğun olmasın, [ f _1 (y) nF]° * o olacak şekilde yeY noktaları

nın cümlesine M(F) diyelim. O takdirde M(F): Y de I. kategoridendir.

İspat: {Un}'ler X'in açık alt cümleleri olsun.

c o

her ne N için, Mn = {y : yeY, <() * f  ̂ (y) n Un CF} ve M(F) = U M„ } alalım.
ıı = 1

B uradan Mn'nin Y de hiçbir yerde yoğun olmadığını ispat etmek yeterli 

olacaktır. Bunun için Mn’lerin kapalı ve içlerinin boş olduğunu gösterme

liyiz.

Y- Mn = (y : ye Y, f  ̂ (y) n  Un n  (X-F) * d)

Y- Mn = fIUn n  (X - F))

dir. f  açık bir dönüşüm olduğundan, Y- Mn açıktır, dolayısıyla Mn- kapalı

dır.
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o

Şim di v a rs a y a l ım  ki, V=M n * 0 o lsu n .  M n'n in  t a n ım ın d a n ,  

f _1 (V) n U n CF dir. f fonksiyonunun sürekliliğinden, f ^(V) açıktır. Bu ise 

F'nin hiçbir yerde yoğun değil olmasıyla çelişir.

T eorem  3.2.3.'ü n  ispa tı:  Her yeY için f  *1(y) noktalarının cümle

si ve Y- uzayı II. kategoriden olsun. Varsayalım ki, X uzayı da I. kategori

den olsun. Bu takdirde, X = U F n olacak şekilde X'in hiçbir yerde yoğun
»eN oo

olmayan kapalıların {Fn} dizisi vardır. Lemma'ya göre; M = U M (Fu) : Y
ı ı=l

de I. kategoridendir. y0 € (Y-M) ve K = f *1(y0) alalım. Buradan (Fn nK}; 

K'nın kapalı alt cümleleri K'yı örter. Bu vaizden 0 * F n nK  CU olacak şe

kilde bir n-~N vardır. Fakat M cümlesi, [f -1(y) nF,,]0 * 0 olacak şekilde 

neN  doğal sayıları için, her y e Y  nin bir grubu olduğundan bu mümkün 

değildir. O halde X uzayı II. kategoridendir.

Mustafa Çiçek 1991 yılında yapmış olduğu çalışmasında, fonksi

yona, tanım ve değer uzaylarına yeni şa r tla r  getirerek, Frolik’in Baire 

Uzayları üzerine ispatlamış olduğu teoremi bir başka şekilde ele almıştır.

T eorem  3.2.4. ACX olsun. O takdirde aşağıdaki özellikler delik

tirler.

i ) A yarı-kapahdır,
o

ii) ACA dır,

iii) (X-A) yan  açıktır.

T eorem  3.2.5. Baire uzayının her açık alt uzayı da Baire uzayı

dır.

T eo rem  3.2.6. Yoğun bir Baire alt uzayına sahip her uzay, Baire 

uzayadır.
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Teorem 3.2.4., Teorem 3.2.5. ve Teorem 3.2.6.'in ispa tlan  [15] de 

verilmiştir.

Şimdi Mustafa Çiçek'in Baire Uzaylarının ters görüntüleri hak

kında vermiş olduğu teoremi görelim.

T eorem  3.2.7.: f, X- metrik, ayrılabilir uzayından Y- Baire uzayı 

üzerine örten bir fonksiyon ve her y e Y  için f  ’Vy) noktalarını cümlesi 

Baire uzayı olsun. Eğer aşağıdaki ifadelerden herhangi birisi sağlanırsa, 

o takdirde X de bir Baire uzayıdır.

i) f, yarı açık ve yan  sürekli

ii) f, w.c. ve weakly-açık

iii) f, a.c.S. ve weakly-açık

iv) f, 9-sürekli ve \veakly-açık

v) f, a.c.S. ve almost açık

Teoremin ispatını vermeden önce aşağıdaki Lemma'yı görelim.

L em m a  3.2.2.: f: X- metrik, ayrılabilir uzayından Y uzayı üzerine 

örten bir fonksiyon olsun. FCX ve (Un : n=l, 2, ....} CX açık alt cümleler 

olsun. Eğer, Mn={yeY/ o* f 1(y) n  Un CF} ve [f ^ (y jnF ]0 * p olacak şekilde 

her ye Y nin bir grubu M(F) ise aşağıdakiler sağlanır.

i) Mn=Y- flUu n (X-F))

OD

İi) M(F) = U Mu
ı ı=l

İspat: ye Mn olsun. O takdirde, f -1(y) n  U n CF dir. B uradan , 

(X-F) C (X-f _1(y)) U (X- Un) elde edilir ki, yeY- f(Un n  (X-F)) dir. O halde, 

Mn CY- f\Un n  (X-F)) bulunur. Tbrsine, ye Y- fIUn n  (X-F)) olsun. B ura

dan, r \ y )  C f ' 1 (Y- f(Uu n  (X-F))) CX- (Un n  (X-F)) elde edilir.
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Sonuç olarak, f ^(y) C (X-Uu) UF elde edilir ki, f  -1(y) n U n CF 

olup, yeM n dir. O halde, Y- fIU„ n  (X-F)j C Mn bulunur ki, ispa t biter.

(b)'nin ispatı: ye M(F) olsun. M(Fj'nin tanımından, [ f ’VyjnF]0 * 0 

dır. B u radan  X- m e tr ik -a y r ı la b i l i r  o lduğundan  II. s a y ı la b il i r  olup, 

{Un : n = 1, 2,...} açık alt cümleleri vardır. Öyle ki, n0e N  için, Ç)*f V y ln U ^  

C f ’^yJnF  olacak şekilde Un0 açık cümlesi vardır. Bu ise bize ye Mn0 ol

duğunu gösterir ki, ye U Mn dir. B uradan, M(F) C U Mn olur. Tersine
ne N

ye U^Mjj olsun. O takdirde 3 nQe N 3 ye Mn o dır. Buradan, p * f _1(y) n U 1İQ

CF dir. Ayrıca MIlo'ın tanımından, [ f ’VyJnF]0 * p olup, ye M(F) dir. Bu ise 

U Mn C M(F) demektir ki, ispat biter.
ııe N

L em m a  3.2.3. f: X- metrik-ayrılabilir uzayından Y üzerine örten 

bir fonksiyon olsun. FCX alt cümlesi, X'in kapalı alt cümlelerinin hiçbir 

yerinde yoğun değil ve p * [ f ’’VyjnF]0 şartını sağlayan her ye Y noktaları

nın bir grubu M(F) olsun. Eğer aşağıdaki ifadelerden herhangi birisi sağ

lanırsa, o takdirde M (F ): Y de I. kategoridendir.

i) f, yarı-açık ve yarı-sürekli

ii) f, yarı-açık ve a.c.S.

iii) f, weakly açık ve a.c.S. 

ıv) f, weakly açık ve w.c.

İspat: (i) sağlansın ve (Un: n= l, 2,...}'ler X'in açık alt cümleleri 

olsun. Mn = (yeY : b * f ^(y inU ,, CF} alalım. Varsayalım ki M(F): Y de
o

I. kategoriden olmasın. O takdirde M(F)=UMn dir. Buradan, M11q * cj> ola

cak şekilde 3n0e N  vardır, f  fonksiyonu yarı-açık olduğundan, Mn -yan  ka-
S .  o

palıdır. Ve açıktır ki, M i1q C M i1q dir. Buradan, M11q * b olup, MIlo'ın ta n ı

mına göre, b * f n  UUq CF dir. f fonksiyonu yarı-sürekli
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T o  i  0

olduğundan, f ' (MUo)-yarı-açıktır: Dolayısıyla, [f  (Mno) n  Un ] cümlesi 

yarı-açıktır. B uradan OC f ' 1 (M„0) n  Uno CO olacak şekilde, 0 * OCX açık 

alt cümlesi vardır. Bu ise fn in  X de hiçbir yerde yoğun olmamasıyla çeli

şir ki, M (F): Y de I. kategoridendir.

Aynı şekilde (ii) sağlansın ve M(F) : Y de I. kategoriden olmasın. 

Y ukardaki i sp a t ta  yapıldığı gibi f n in  yarı-açık o lduğunu  k u lla n a ra k ,

1 0 . *
0 * f  (Mi1q) n  U]lo CF elde edilir. MUo : regüler açık ve f a.c.S. olduğun-

o

dan, f  (Mn ) cümlesi açıktır. Bu ise F'nin X de hiçbir yerde yoğun değil 

olmasıyla çelişir ki, M(F) : Y de I. kategoridendir, (iii) ve (ıv) den Lemma- 

mn ispatı tıpkı (i) ve (ii) de olduğu gibi aynı yoldan yapılabilir.

T eorem  3.2.8. f: X-metrik, ayrılabilir uzayından Y uzayı üzerine 

örten bir fonksiyon, Y uzayı II. kategoriden ve her ye Y için f 1(y) noktala

rının cümlesi II. kategoriden olsun. O takdirde aşağıdaki şa rtla rdan  her

hangi birisi sağlanırsa, X de II. kategoridendir.

i) f, yarı-açık ve yarı-sürekli

ii) f, yarı-açık ve a.c.S.

iii) f, \veakly-açık ve a.c.S.

ıv) f, \veakly-açık ve w.c.

Bu teoremin ispatı, önceki Lemmada olduğu gibi aynı düşünceyle 

yapılabilir. [14]

U y ar ı  3.2.2. f: X- metrik, ayrılabilir uzayından Y- almost regüler 

uzajı üzerine örten bir fonksiyon, Y uzayı ve her ye Y için f  : (y) noktaları

nın cümlesi II. kategoriden olsun. Eğer aşağıdakilerden birisi sağlanırsa, 

o takdirde X uzayı da II. kategoridendir.
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i) f, weakly-açık ve w.c.

ii) f, weakly-açık ve 0-sürekli

(i)'den hareketle ispatı, Teorem 3.2.8'den (iii) şıkkına göre hemen 

yapılabilir, (ii)'den hareketle ispatı da (i) şıkkına göre hemen elde edilir.

T eorem  3.2.7.'nin isp a tı :  Varsayalım ki, (i) sağlansın. X'in Baire 

uzayı olduğunu göstermek yerine X'in boş olmayan açık alt cümlelerinin

II. kategoriden olduğunu göstermek yeterli olacaktır. Bu düşünceyle, 

GCX boş olmayan açık bir alt cümle alalım, f  fonksiyonu yarı-açık oldu

ğundan., f(G) : Y de yan-açıktır. Buradan, OC fTG) C O olacak şekilde 

OCY açık alt cümlesi vardır. O halde fTG) : Y'nin Alt Baire uzayıdır. Bir 

başka deyişle, fTG) : Y de II. kategoridendir. f/G : G —*- fTG), f/G (x) = fix) 

dönüşümünün her xeG  için yarı-açık ve yarı-sürekli olduğunu biliyoruz. 

Her ye Y için f " (y) cümleleri Baire uzayı ve tf/G/ 1 ty; = G n f  A(y) olduğun

dan (f/G)’1(y) noktalarının cümlesi de Baire uzayıdır. Bu ise, (f/G)-1(y) nok

ta ların ın  cümlesinin G de II. kategoriden olduğunu gösterir. O halde, 

G:X'in II. kategoriden bir alt uzayıdır. Sonuç olarak X uzayı da bir Baire 

u z a y  olur.

Varsayalım ki, (ii) sağlansın ve Ç) * GCX açık bir alt cümle olsun,

(ii) şıkkını kullanarak , fTG) : Y de açık bir alt Baire u z a y  olur. Buradan, 

fTG) : Y de II. kategoridendir. Buradan da, (i)'nin ispatında olduğu gibi 

aynı operasyonları tekrarlayarak, (f/G)-1(y) noktalarının cümlesi, G alt 

uzayında II. ka tegoriden  olur. Açıktır ki, G : X de II. ka tegoridendir. 

O halde X bir Baire uzaydır, (iii), (ıv) ve (v) şıkları da a lınarak  aynı dü

şünceyle X'in bir Baire u z a y  olduğu gösterilebilir.

Böylece buradan  bizim çıkardığımız sonuç, gerek Frolik'in m aka

lesinde gerekse M. Çiçeğin makalesinde olsun, f:X— *-Y herhangi bir fonk

siyon olmak üzere, fonksiyona süreklilik çeşitlerinden birisinin veya
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başka şartların  eklenmesiyle, X uzayı bir Baire uzayı olduğunda hangi 

şartlarda Y uzayının da Baire uzayı olduğu ya da Y uzayı Baire uzayı ol

duğunda hangi şartlarda  X uzayının da Baire olduğunu, bir başka deyişle 

X üzerindeki bir yapıyı yani Baire uzayı yapısını Y üzerine veya Y üzerin

deki Baire uzayı yapısını da X üzerine, fonksiyona getirilecek çeşitli şa r t

larla nasıl taşınabileceğini görüp, incelemek olmuştur.
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