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Bu konuyu bana veren ve galigma boyunca, degerli katkilartyla yardimini
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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

TOPOLOJIK UZAYLARDA
c¢D-SUREKLILIK ve OZELLIKLERI

Aynur KESKIN

Selcuk Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah
Damsman : Dog. Dr. Esref HATIR
1999, 43 sayfa
Jiri :Dog. Dr. Esref HATIR

Bu ¢alisma, iki béliimden olusmustur. Birinci béliimde, ¢aliymamiz igin gerekli
bilgi ve kavramlan verdik. Bu konuda, C-siireklilikle ilgili yapilagelmis ¢alismalar
kisaca 6zetledik ve bunlan yorumlamaya ¢alistik. '

Ikinci boliimde; E. Hatir, T. Noiri ve . Yiiksel’in [7] tammladiklar
C-siireklilik kavramindan yararlanarak cD-siireklilik olarak adlandirdigimiz yeni bir
siireklilik ¢esidi elde ettik. cD-siirekli bir fonksiyonun saglaylp saglamadif
oOzellikleri aragtirdik. Ayrica; E. Hatir, T. Noiri ve S. Yiiksel’in [7] tamimladiklan
C-kiimenin, X uzaymin C-T; uzayr olmasi durumunda cD-kiime ile g¢akistigini
ispatladik. Bundan baska; S. Jafari’nin [10] tanimladigx strongly C-kapalilik
kavramindan yararlanarak strongly cD-kapalilik olarak adlandirdigimiz bir kapalilik

kavram elde ettik.

ANAHTAR KELIMELER: cD-kiime, cD-kapali kiime, cD-siireklilik,
cD-kapanis noktasi. C-Dg uzay1. C-D, uzayi, C-D; uzayi, cD-yakinsaklik.
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ABSTRACT
The Post Graduate Thesis
cD-CONTINUITY AND IT’S PROPERTIES

IN TOPOLOGICAL SPACES

Aynur KESKIN

Selcuk University
Graduate School of Natural and Applied Science
Deparment of Mathematics
Supervisor : Assoc. Prof. Dr. Esref HATIR
1999, 43 page
Jury : Assoc. Prof. Dr. Esref HATIR

This study consists of two sections. In the first section, it is given necessary

data and concepts for our study. We tried to summarize and comment on whole

studies C-continuity in brief which have been done about this topic.

In the second section; after utility of E. Hatir, T. Noiri and §. Yiiksel’s [7]
definition related with concept of C-continuity, we also obtain a new kind of
continuity named as cD-continuity. After utility we has investigated, 1f cD-continuity
has been got up properties. In addition, we have proved that definition of E. Hatir,
T. Noiri and S. Yiiksel’s [7] related with C-set has been contrasted with
cD-set on condition that X is C-T; space. Furthermore, utility of S. Jafari’s [10]

definition related with concept of strongly C-closed, we also obtained a new concept

of closed named as strongly cD-closed.

KEYWORDS: cD-set, cD-closed set, cD-continuity, cD-cluster point,

C-Dy space. C-D space. C-Ds space. cD-convergent.
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P.O.(X1)
S.0. (X,7)
19(:()

SEMBOLLER

A kiimesinin igi,

A kiimesinin kapamsi,

(X,7) topolojik uzayindaki tiim o-kiimelerin olugturdugu aile.
(X,7) topolojik uzayindaki tiim o*-kiimelerin olugturdugu aile .
(X,7) topolojik uzayindaki tiim C-kiimelerin olugturdugu aile.
Elemamdir.

Eleman: degildir.

En az bir.

Egittir.

Esit degildir.

Gerek sart.

Gerek ve yeter sart .

Her.

Oyle ki.

(X,7) topolojik uzayindaki tiim preagik kiimelerin olugturdugu aile.
(X,7) topolojik uzayindaki tiim semiagik kiimelerin olusturdugu aile,

x noktasint kapsayan komsuluklar ailesi,

Yeter sart,



1. C-SUREKLI VE C-IRRESOLUTE FONKSIYONLAR

C-siireklilik tanimina gegmeden once, gerekli bazi kiime tanimlant ile bu
kiimelerle ilgili cesitli 6zellikleri ve aralarindaki karsilagtirmalan inceleyelim.

1.1. C-Kiime ve Ozellikleri

Bu kisimda; E.Hatir, T.Noiri ve $.Yiiksel'in [7] tammlayip, inceledikleri
C-kime kavramim ele aldik. Ayrica; C-kiime ile agik kiime ve o*-kiimenin
arakesitinin C-kiime oldugunu ispatladik. '

Tamm 1.1.1: (X,T) topolojik uzayi ile bir Ac X alt kiimesi verilsin. Eger,

a) AcA ise; A kiimesine semi agtk kiime ([12]),

b) ACA ise; A kiimesine a-kiime ([17]),

o

¢) A= A ise; A kiimesine a* -kiime ([7]),
d) Oet ve Fe o*(X,t) olmak lizere; A=OF ise, A kiimesine C- kiime ([7])

denir .

Uyan 1.1.1: Bir topolojik uzaydaki o*-kiimelerin arakesiti, yine bir
o*-kiimedir([1], Teorem 2.11). Ancak; o*-kiimelerin birlesiminin a*-kiime olmasi
gerekmez([7, Uyan 3.2).

Ornek 1.1.1: X={a,b,c,d} ve ={X,&,{d},{b,c},{b,c,d}} olmak iizere; (X,7)
topolojik uzay: verilsin. Bu durumda {c},{b,d}e a*(X,1) olmasina ragmen;

fcyulb,di={b.c.dle a*(X.7) olur.
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Uyan 1.1.1.’de verilen ifadelerin benzerlerini, C-kiimeler igin asagidaki gibi
verdik.

Uyan 1.1.2: Bir topolojik uzaydaki C-kiimelerin arakesiti, yine bir
C-kiimedir. Tamm 1.1.1. d) ile Uyan 1.1.1. geregi, bu iddia elde edilir.

Uyan 1.1.3: C-kiimelerin birlesiminin C-kiime olmas1 gerekmez.

Ornek 1.1.2: X={ab,cd} ve ™={XD,{a},{a,d},{ab,d},{a,c,d}} olmak
lizere; (X,7) topolojik uzay: verilsin. Bu takdirde; {a},{b}e C(X,t) olmasina ragmen,
{a}u{b}={a,b}e C(X,T) olur.

o*-kiime ile C-kiime ve agik kime ile C-kiime kavramlarinin
karsilagtirmalar, asagidaki gibidir([7], Onerme3.3).

Onerme 1.1.1: (X,7) topolojik uzay: verilsin. Bu takdirde;
a) o*(X,1)cC(X,1)

ve
b) 1cC(X,7)

olur.
Ispat: Xe tno*(X,1) oldugundan; a) ve b) siklarinda verilen iddialar agiktir.

Onerme 1.1.1.'de verilen iddialann terslerinin genelde dogru olmadig [7],
3.1.0mek'te soyle gosterilmistir.

Ornek 1.1.3: (X,7) topolojik uzayi, Omek 1.1.1.’de verilen topolojik uzay
olsun. Bu takdirde; {b,c,d}eC(X,r) olmasina ragmen, {b,c,d}ea*(X,r) ve

{a,b}e C(X,t) olmasina ragmen, {a,b}& T olur.

Onerme 1.1.1. b) sikkinda verilen ifadenin tersinin ne zaman gegerli oldugu;
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[7], 3.5.0nerme’de verilmisti. Bu 6nermeye gegmeden &nce, [19]’da verilen

asagidaki lemmayi inceleyelim.

Lemma 1.1.1: (X,7) topolojik uzay: ile A,BcX alt kiimeleri verilsin."Eger A

yada B, semi agik bir kiime ise; bu takdirde (AB)=A A B dir.

Onerme 1.1.2: (X,7) topolojik uzaymndaki AcX alt kiimesinin a¢ik olmasi
icin gerek ve yeter sart, A’nin o-kiime ve C-kiime olmasidir([7], Onerme 3.5).

Ispat (=):Onerme 1.1.1.’¢ gore; her agik kiime, o-kiime ve C-kiime
oldugundan; iddia agiktir.

(<): A, o-kiime ve C-kiime olsun. Ae (5(X,1:) oldugundan; Tanim 1.1.1.
d) sikkina gére, A=ONF olacak sekildle Aet ve Feo*(X,1) kiimeleri vardir.
Ae o(X,7) oldugundan; Lemma 1.1.1. kullanilarak

ACA=(O n F)=6 mf-‘=(-)n1;'
ifadesi elde edilir. Ayrica;

A=ONACON (ONF)=0A F cONF=A

oldugundan; Tanim 1.1.1. d) geregi, A=F olur. Buradan; A€ elde edilir.

Yukaridaki 6nermede gegen o-kiime ile C-kiime kavramlan arasindaki
karsilagtirma [7], 3.4. Uyan’da agagidaki gibi verilmistir.

Uyan 1.1.4: a-kiime kavramu ile C-kiime kavrami, birbirinden bagimsiz iki
kavramdir. [7], 3.1.0mek ve 3.3.0mek ile verilen bu karsilaghrmalan, asagida

inceleyelim.

Ornek 1.1.4: (X,7) topolojik uzayi, Omek 1.1.1.’de tammlanan topolojik
uzay olsun. Buradan; {a,b}e C(X,T) olmasina ragmen, {a.b}e a(X,1) olur([7], Ornek
3.



4

Ornek 1.1.5: X={a,b,c} ve ={@,X,{a}} olmak iizere; (X,T) topolojik uzay1
verilsin. Bu takdirde; {a,b}e 0(X,t) olmasina ragmen; {a,b} C(X,7) olur([7],
Omek 3.3). '

"Bir topolojik uzéydaki bir C-kiimenin hangi kiimelerle arakesiti, yine bir
C-kiimedir?" sorusunu, agagida cevaplamaya ¢alisuk.

Onerme 1.1.3: (X,7) topolojik uzay: ile herhangi bir CeC(X,t) kiimesi
verilsin. Bu takdirde; her A€ 7 agik kiimesi igin, A;"Ce C(X,1) olur.

Ispat: Ce C(X,1) oldugundan; Tamim 1.1.1. d) geregi, C=ONF olacak sekilde
Oet ve Fea*(X,t) kimeleri vardir. Buradan; her Ajet ..a¢ik kiimesi igin,
A1NC=A1"(ONF)=(A;NO)"F=A;NF=C ;e C(X,) olur..

Onerme 1.1.4: (X,7) topolojik uzay: ile herhangi bir CeC(X,t) kiimesi
verilsin. Bu takdirde; her F e o*(X,t) kiimesi i(;in. CnFeC(X,7) olur.

Ispat : Ce C(X,1) oldugundan; Tanim 1.1.1. d) geregi, C=ONF olacak sekilde
Oet ve Feo*(X.t) kiimeleri vardir. Buradan; her Fieoa*(X,1) kiimesi i¢in,
CAF1=(ONF)NF =0N(FNF;) olur. Uyan 1.1.1.’e gore, o*-kiimelerin arakesiti, yine
bir a*-kiimedir. O halde; FNF=F; olur. Bu durumda; CnF;=0NF,=C,e C(X,7) olur.

1.2.C-Siirekli Fonksiyon ve Ozellikleri

Bu kisimda; 6nce, [7]'de tanimlanan C-siireklilik kavramim ele aldik. Sonra;
C-siirekliligin [8] ve; [10]’da verilen gesitli Ozelliklerini Gzetleyip, bunlan
vorumlamaya g¢aligtik. Ayrica; ispatsiz olarak verilen [10], Teorem 2.1."1 ispatladik.

Bundan baska: [10], Tanim 2.4.'de verilen strongly C-kapalilik kavrami igin. bir
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karakterizasyon elde ettik. Ustelik, C-siireklilik kavram ile strongly C-kapalilik

kavramim kargilagtirdik.

Tanmm 1.2.1: (X,1) ve (Y ,@) topolojik uzaylar olmak iizere; f:(X,T)—(Y,9)
fonksiyonu verilsin. Eger her Ve ¢ agik kiimesi i¢in, '(V)e C(X,7) ise; bu takdirde f
fonksiyonuna, X iizerinde C-siireklidir denir ([7], Tanim 4.1).

Uyan 1.2.1: Her siirekli fonksiyon, C-siireklidir.
Ispat: Ispat, Onerme 1.1.1. b)’den aciktir.
Uyan 1.2.2: C-siirekli bir fonksiyonun siirekli olmasi gerekmez.

Ornek 1.2.1: (X,7) topolojik uzay, Omek 1.1.1.%¢ verilen topolojik uzay
olsun. Yani; X={a,b,c,d} kiimesi ile bu kiime lizerinde =={X,J {d},{b,c},{b,c,d}}
topolojisi verilsin. Ayrica; Y={x,y} kiimesi ile bu kiime i.izerinde o={Y,J,{x}}
topolojisi verilsin. f:(X,7)—=(Y,9) fonksiyonu, f(a)=f(b)=x ve f(c)=f(d)=y seklinde
tanimlansin. Bu takdirde; f fonksiyonu, C-siireklidir([7], Ornek 4.2.). Ancak, siirekli
degildir. Gergekten; ’

1) xe Y noktasin1 kapsayan {x},Y a¢ik kiimeleri i¢in f l({x})={a,b}e C(X,1),
fi(Y)=XeC(X,7)
ve

2) yeY noktasim kapsayan Y agik kiimesi i¢in, f'(Y)=XeC(X.1)
oldugundan; Tanim 1.2.1.°e gore, f fonksiyonu C-siireklidir. Ancak; xe Y noktasim
kapsayan {x} acik kiimesi igin, £'({x})={a,b}¢7 oldugundan; f fonksiyonu siirekli
degildir.

Calismamuz igin gerekli olan bazi tamimlan inceleyelim.
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Tammm 1.1.2: (X,7) topolojik uzay: ile bir AcX alt kiimesi verilsin. Eger,

A=A ise; A kiimesine diizenli ( regiiler ) agik ve A=A ise; A kiimesine diizenli
(regiiler) kapali kiime denir([21]).

Tanim 1.2.3: (X,1) topolojik uzayi ile bir AcX alt kiimesi verilsin. Eger,
a) AcC A ise; A kiimesine preagik kiime([15]),

b) A=A ise; A kiimesine t-kiime ([23]),

¢) Uet ve R, regiiler kapal1 bir kiime olmak iizere; A=UNR ise, A kiimesine
A-kiime ([22]),

d) U agik ve F kapal1 bir kiime olmak iizere; A=UNF ise, A kiimesine lokal
kapal1 kiime ([3]),

e) Uet ve T, bir t-kiime olmak iizere; A=UNT ise, A kiimesine B-kiime

((23]),

f) D(c,0)={ACX | A=ANA)} ise; A kiimesine D(c,o)-kiime ([20]) denir.

Bu kiimelerden yararlanarak, asagidaki genellestirilmis siireklilik cesitleri

elde edilmigtir.

Tamm 1.2.4: f:(X,7)—(Y,p) fonksiyonu verilsin. f fonksiyonuna, eger her
Ve igin,

a) f"'(V)e S.0.(X,7) ise; semi siirekli([12]),

b) £'(V)e (X, 7) ise; a- siirekli([16]),

¢) £ (V)eP.0.(X,1) ise; presirekli ([15]),

d) £~'(V), bir A-kiime ise; A- stirekli([20]),

e)f 'I(V), bir lokal kapal kiime ise; LC- siirekli([6]),

f) £ "'(V), bir B-kiime ise; B- siirekli([23]),

g)f (v, bir D(c,a)kiime ise; D(c,ot) siirekli([20]) denir.
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Bu genellestirilmig siireklilik gesitlerinden yararlanarak, siireklilik kavramimnin
bir ¢ok dagilimu elde edilmistir.

Teorem 1.2.1: £:(X,7)—(Y,9) fonksiyonu igin, asagidaki ifadeler birbirlerine
denktirler.

a) f fonksiyonu, stireklidir,

b) f fonksiyonu, o- siirekli ve A-siireklidir([22]).

¢) f fonksiyonu, o- siirekli ve LC-siireklidir([6]).

d) f fonksiyonu, presiirekli ve LC-siireklidir([6]).

e) f fonksiyonu, presiirekli ve B-siireklidir([23]).

Hf fonksiyonu;oc- stirekli ve D(c,0) siireklidir([20]).

Yukaridaki teoremle verilen siirekliligin dagilimlarina benzer sekilde [7]'de;
o-stireklilik ve C-siireklilik kavramlan kullanilarak, siireklili§in yeni bir dagilimi
elde edilmistir.

Teorem 1.2.2: f:(X,t)—(Y,p) fonksiyonunun siirekli olmas: i¢in gerek ve
yeter sart, fonksiyonun o-siirekli ve C-siirekli olmasidir([7], Teorem 4.1).

Ispat: Ispat, Onerme 1.1.1. ve Onerme 1.1.2.'den elde edilir.

[10]'da S. Jafari, C-siirekli fonksiyon kavramim asagidaki gibi tanimlamigtir.
Bu tamim, Tanim 1.2.1.'in f altindaki ters goriintiisii alinarak kolayca elde edilebilir.

Tamm 1.2.5: £i(X,1)—(Y,p) fonksiyonu verilsin. Eger f(x)eY noktasim
kapsayan her VCY acik kiimeési i¢in, f(U)cV c.)lacak sekilde x'i kapsayan bir
Ue C(X,1) kiimesi varsa; bu takdirde f'ye xe X noktasinda C-siireklidir. denir. Eger f
fonksiyonu, her xe X noktasinda C-siirekli ise; bu takdirde f fonksiyonuna, X

tizerinde C-siireklidir denir([10], Tanim 1.1).

[10]'da C-siireklilik i¢in, yukanda verdigi tammdan bagska. bu siireklilik

¢esidinin sagladig baz1 6zellikleri de vermistir. Bunlan sdvle dzetledik.
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Tamm 1.2.6: (X,7) topolojik uzayi ile bir AcX alt kiimesi verilsin. Eger x
noktasimi kapsayan her CeC(X,7) kiimesi i¢in, Ar\C;t@ ise; bu takdirde xeX
noktasina, AcX alt kiimesinin bir C-kapanis noktast denir. A'min biitiin C-kapanig
noktalarindan olugan kiimeye, A'nin C-kapanis kiimesi denir ve [A]. ile gosterilir.
A kiimesinin C-kapal1 olmas igin gerek ve yeter sart, A=[A] olmasidir({10],

Tanim 2.1).

Asagida, [10]'da C-siirekliligin ispatsiz olarak verilen karakterizasyonunu ve
ispatim verdik.

Teorem 1.2.3: f:(X,1)—(Y,0) fonksiyonu i¢in, agsagidaki ifadeler birbirlerine
denktirler.

a) f fonksiyonu, C-stireklidir.

b) Her AcX alt kiimesi i¢in, f([Alo)c[f(A)]

¢) Her BCY alt kiimesi i¢in, [ (B)]. cf” (B)

Ispat: a)=>b): xe[A]. ve f(x)e Y noktasim kapsayan herhangi bir VCY agik
kiimesi verilsin. f, C-siirekli bir fonksiyon oldugundan; Tamm 1.2.1.e gore,
fi(V)cX xeX noktasim kapsayan bir  C-kiimedir. Bu durumda; xe[A];
oldugundan, Tamm 1.2.6.’ya gére, Anf' (V)0 olur. Buradan, f(A)NV=D elde
edilir. Dolayisiyla f(x)e [f(A)] olur.

b)=c): A= f'(B) olsun. O halde b)'den,

(' B)l)c (fIf " (B)]) =B elde edilir. f({f'(B)]c)cB ifadesinden [f'(B)]). =f'(B)
elde edilir.

c)=a): Herhangi bir FcY kapali alt kiimesi verilsin. c)'den

f1(F)]e < f(F)=f'(F) olur. Béylece; f'(F), X'de C-kapali bir kiime olur. Dolayisiyla
f fonksiyonu, C-siireklidir.

Topolojik uzaylarda bir stizge¢ tabaninin yakinsama tanimi soyledir:
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Tamm 1.2.7: B, (X,7) topolojik uzayindaki bir siizge¢ tabani1 ve xeX olsun.
B'min her B kiimesi, vy 'in bir V kiimesi tarafindan ihtiva ediliyor ise; B siizges

tabani, xe X noktasina yakinstyor denilir([2], Tamim10.6.7.).

S. Jafari[10], "Bir siizge¢ tabanimin C-yakinsamas1” tamimim asagidaki gibi

vermistir.

Tamm 1.2.8: (X,1) topolojik uzayr ile bir B siizge¢ tabam verilsin. xe X
noktasimi kapsayan her AcX C-kiimesi igin, BjcA olacak sekilde bir Bie} varsa;
bu takdirde P siizge¢ tabani, xe X noktasina C-yakinsaktir denir ([10], Tanim 2.2).

Bu tamimdan yararlanarak C-siirekliligin * 6nemli bir karakterizasyonunu

S. Jafari ([10], Teorem 2.2.) sOyle vermistir.

Teorem 1.2.4: f:(X.1)—(Y,p) fonksiyonunun C-siirekli olmas i¢in gerek ve
yeter sart; her xe X noktasi ve x'e C-yakinsayan her B siizgeg tabam igin, f(B) siizgeg

tabaninin f(x)'e yakinsamasidur.

Ispat: (=2): xe X ve B, x'e C-yakinsayan herhangi bir siizge¢ tabam olsun. f,
C-siirekli bir fonksiyon oldugundan; Tamim 1.2.5. geregi, f(x)'i kapsayan her VcY
agik kiimesi i¢in, f{U)cV olacak sekilde x'i kapsayan bir UcX C-kiimesi vardir. §,
x'e C-yakinsak oldugundan; Tanim 1.2.8. geregi; BjcUolacak sekilde bir B,ef
vardir. Bu ise; f(Bi)cV olmasim gerektirir. Buradan, Tamim 1.2.7.’ye gore f(B)'mn
f(x)'e yakinsak oldugu elde edilir.

(<): xeX ve V, f(x)'i kapsayan herhangi bir agik kiime olsun. B'min, x'i
kapsayan biitiin UcX C-kiimelerinin kiimesi oldugu varsayilsin. Buradan, B siizgeg
tabaninin x'e C-yakinsak oldugu elde edilir. Béylece; f(U)V olacak sekilde B'da bir
UcX C-kiimesi vardir. Buradan; f(x)'1 kapsayan her VY agik kiimesi i¢in, f(U)cV
olacak sekilde bir Uep C-kiimesi elde edilir. Bu ise. f'nin C-siirekli bir fonksiyon

oldugunu gosterir.
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Topolojik uzaylarda bilinen Ty-, T}-, T>- ayirma aksiyomlanna benzer sekilde
C-kiimelerden yararlanilarak elde edilen C-Ty; C-T;, C-T> uzaylann olarak
adlandirilan yeni aywma aksiyomlari, E. Hatir ve T. Noiri [8] tarafindan agagidaki
gibi tanimlanmigtir.

Tamm 1.2.9: (X,1) topolojik uzay: verilsin. Eger her x,ye X ( x#y ) i¢in,
xeC; ( 3 ygC)) ya da ye C; ( 3 xeC,) olacak sekilde C;e C(X,t) veya Cre C(X,T)
kiimesi varsa; bu takdirde X uzayina C-T uzay: denir ([8], Tanim 3.2.).

Tanmm 1.2.10: (X,T) topolojik uzay: verilsin. Eger her x,ye X ( x#y ) i¢in,
xeC; (3 yg Cy) ve ye C; ( 3 x¢Cy) olacak sekilde C;,Cre C(X,T) kiimeleri varsa; bu
takdirde X uzayina C-T uzay1 denir ([8], Tamm 3.2.).

Tamm 1.2.11: (X,7) topolojik uzay: verilsin. Eger her x,ye X ( x2y ) i¢in,
xe Cy, ye C; ve CiNC; =3 olacak sekilde C;,C,e C(X,T) kiimeleri varsa; bu takdirde
X uzayma C-T, uzay1 denir ([8], Tamim 3.3.).

Siireklilik i¢in, " £:(X,1)—(Y,9) fonksiyonu birebir, siirekli ve Y, Tr-uzay
ise; bu takdirde (X,T) uzayr da T,-uzayidir." seklinde [25]'de verilen teorem,
Tanim 1.2.11.'den faydalamlarak [10]'da asagidaki gibi genellestirilmigtir.

Teorem 1.2.5: Eger f:(X,7)—(Y,p) fonksiyonu birebir, C-siirekli ve Y,
T>- uzay ise; bu takdirde (X,T) uzayi, C-T, uzayidir([10], Teorem 2.3).

Ispat: f fonksiyonu birebir oldugundan; x,yeX ( x#y ) noktalan igin,
f(x)#(y) olur. Y, T>-uzay oldugundan; f(x)eV, f(y)e W ve VNW=CJ olacak sekilde
V ve W acik kiimeleri vardir. f fonksiyonu C-siirekli oldugundan; Tamm 1.2.5.
geregi, f(U))cV ve f(Uz)cW olacak sekilde sirasiyla x ve y'yi kapsayan
U,,U,eC(X,7t) kiimeleri vardir. f(U;nU;)f(U)N(U)cVAW=0 oldugundan;

f(U1nU;)=@ olur. Burada esitligin her iki tarafinin f altinda ters goriintiisli alinirsa;



11

UiNnU;=0 ifadesi elde edilir. Dolayisiyla X uzayi, Tamim 1.2.11. geregi bir
C-T; uzayidir. ’

Literatiirde "f,g:(X,1)—(Y,@) siirekli fonksiyonlar ve (Y,9), Tz-uzay1 ise; bu
takdirde A={xeX| f(x)=g(x)} kiimesi, X'de kapaldir." geklinde verilen teorem,
C-siireklilik i¢in [10], Teorem 2.4.’de asagidaki gibi genellestirilmistir.

Teorem 1.2.6: Eger f,g:(X,7)>(Y,p) C-siirekli fonksiyonlar ve (Y,9),
T,-uzay ise; bu takdirde A={xe X| f(x)=g(x)} kiimesi, X'de C-kapalidir.

Ispat: xe(X-A) olsun. Buradan f(x)#g(x)'dir. Y, T-uzayr oldugundan;
fx)eV, g(x)e W ve VNnW={ olacak sekilde Y'de V,W agik kiimeleri vardir. f ve g,
C-siirekli fonksiyon olduklarindan, Tamm 1.2.5.’e gore, f(U;)cV ve g(Uz)cW olacak
sekilde x'i kapsayan U);,U,e C(X,t) kiimeler1 vardir. U=U;nU, alimrsa; Uyanl.1.2.
geregi, Ue C(X,1) ve xe U olur. Dolayisiyla f{U)Ng(U)<f(U;)Ng(U)cVNW=J elde
edilir. f(U)Ng(U)=D oldugundan; x&[A]. olur. Bdylece, [A].cA elde edilir ki,
buradan A kiimesi X'de C-kapali olur.

Bir fonksiyonun grafigi; "fi(X,t)—(Y,p) fonksiyonu verildiginde;
Ge{(x,y)| y=f(x), xeX} kiimesine, fnin grafigi denir." seklinde [12]'de
tanimlanmugtir. Literatiirde grafigin kapalihg, "f:(X,t)—(Y,p) fonksiyonu ile fnin
G grafigi verilsin. G¢nin kapal olmas: i¢in gerek ve yeter sart, her (x,y)e [(XXY)-G¢]
icin, (UXV)NG=D olacak sekilde x ve y'yi kapsayan U ve V agik kiimelerinin var
olmasidir." seklinde ifade edilmistir. Grafigin kapalihign kavrami; C-kiimeler igin,
[10], Tamim 2.4.'de asagidaki sekilde genellestiriimigtir.

Tanmm 1.2.12: £:(X,7)—(Y,9) fonksivonu ile fnin G={(x,y)| y=f(x), xe X}
grafigi verilsin. Eger, her (x,y)e [(XXY)-G¢] i¢in, (UXVING=D olacak sekilde x'i
kapsayan bir UcX C-kiimesi ile y'y1 kapsavan bir VCY acik kiimesi varsa; bu

takdirde f fonksiyonunun Gy grafigine. strongly C-kapalidir dentr.
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Tamm 1.2.12. ile incelenen strongly C-kapahilik kavrami icin, asagldak1
karakterizasyonu verdik. ‘

Lemma 1.2.1: £:(X,7)—>(Y,p) fonksiyonunun G grafiginin strongly C-kapali
olmas: igin gerek ve yeter sart; her (x,y)¢ Gg i¢in, f{UNV=C olacak sekilde x'i
kapsayan bir UcX C-kiimesi ve y'yi kapsayan bir VCY agik kiimesinin varolmasidir.

Uyarni 1.2.3: Bir fonksiyonun grafigi kapal: ise; strongly C-kapalidir.
Ispat: Ispat, Onerme 1.1.1. b) ve Tamim 1.2.12 'den elde edilir.

Uyan 1.2.4: Bir fonksiyonun grafiginin strongly C-kapali olmasi; kapali
olmasim gerektirmez.

Ornek 1.2.2: (X,7) topolojik uzayl, Omek 1.1.2.'de tanimlanan uzay olsun.
Y={x,y,z} kiimesi ile bu kiime iizerinde ¢ en ince topoloji verilsin. f:(X,T)—(Y,0)
fonksiyonu; f{a)=f(b)=x, f(c)=y ve f(d)=z seklinde tamimlansin. Bu takdirde; Gr ,
strongly C-kapalidir. Gerc;ekten;. Gr={(a,x),(b,x),(c,y),(d,z)} ise,

[(XXY)-Gr ]={(a,).(a,2),(b,y),(b,2),(c,x),(¢,2),(d,x),(d,y)} olur. Buradan;

1) (a,y)¢Gr i¢in, ac X noktasim kapsayan {a}eC(X,t) ile ye Y noktasin

kapsayan {y}e @ kiimesi vardir. f({a})N{y}={x}"{y}=9 olur.

2) (a,2)Ge igin, ae X noktasim kapsayan {a}eC(X,t) ile ze Y noktasini

kapsayan {z.}e ¢ kiimesi vardir. f({a})n{z}={x}"{z}=D olur.

3) (b,y)eGr icin, be X noktasim1 kapsayan {b}eC(X,7) ile ye Y noktasini

kapsayan {y}e ¢ kiimesi vardir. f({b})n{y}={x}N{y}=3 olur.

4) (b,z)e Gr i¢in, be X noktasimi kapsayan {b}eC(X,t) ile ze Y noktasin

kapsayan {z}e ¢ kiimesi vardir. f({b})n{z}={x}n{z}=D olur.

5) (c.x)2Gr igin, ce X noktasim kapsayan {c}eC(X,7) ile xe Y noktasim

kapsayan {x}e ¢ kiimesi vardir. f({c})N{x}={y}N{x}=3 olur.

6) (c.z)2Gr igin, ce X noktasim kapsayan {c}eC(X,t) ile ze Y noktasim

kapsayan {z}e ¢ kiimesi vardir. f({c})N{z}={y}n{z}=D olur.
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7) (d,x)¢ Gr i¢in, de X noktasini kapsayan {d}eC(X,?) ile x€ Y noktasin

kapsayan {x}e @ kiimesi vardir. f({d})n{x}={z}n{x}=D olur.

8) (d,y)&Gs i¢in, de X noktasim1 kapsayan {d}eC(X,t) ile ye Y noktasini
kapsayan {y}e¢ kiimesi vardir. f({d})N{y}={z}n{y}=D8 olur. Boylece;
V(x,y)¢ Gr i¢in, f{UYNV=J olacak sekilde x'i kapsayan bir UcX C-kiimesi ve y'yi
kapsayan bir VCY agik kiimesi vardir. Lemma 1.2.1. geregi, Grstrongly C-kapalidir.
Ancak Gy , kapali degildir. Gergekten; (b,z)e Gf i¢in, be X noktasim kapsayan
{abdie ¥y ile zeY noktasim  kapsayan {z}e€ 1), kimeleri icin,

f({a,b,d})N{z}={x,z}N{z}={z}#D olur.

[12]'de; bir fonksiyonun siirekli olmasi ile bu fonksiyonun grafiginin kapali
olmasi kavramlan " Bir fonksiyonun siirekli olma51,. bu fonksiyonun grafiginin kapali
olmasim gerektirmez([12], Ornek 1.). Tersine; bir fonksiyonun grafiginin kapali olmast,
fonksiyonun siirekli olmasim gerektirmez([12], Omek 2.)." seklinde karsilastinlmustr.
Asagida, bir fonksiyonun C-siirekli olmasi ile bu fonksiyonun grafiginin strongly
C-kapal1 olmas1 kavramlarim kargilagtirdik. |

Uyan 1.2.5: Bir fonksiyonun C-siirekli oimasi, bu fonksiyonun grafiginin
strongly C-kapali olmasimi gerektirmez(Ornek1.2.3.). Tersine; bir fonksiyonun
grafiginin strongly C-kapali olmasi, bu fonksiyonun C-siirekli olmasint gerektirmez
(Omek 1.2.4.).

Ornek 1.2.3: Omek 1.2.1.’de verilen f fonksiyonu C-siireklidir. Ancak;
Ge={(a,x),(b,x),(c,y),(d,y)} kiimesi, strongly C-kapah degildir. (a,y)e Gy i¢in, ac X
noktasim kapsayan {a,b}e C(X,t) kiimesi ve yeY noktasim kapsayan YcY agik
kiimesi vardir. f({a,b})={x} olup, bu durumda f({a,b})NY={x}NY={x}= elde
edilir. Bu da, Tanim 1.2.12. geregi Gy 'nin strongly C-kapali olmadigim gosterir.

Ornek 1.2.4:. f fonksiyonu, Omek 1.2.2.'de tamimlanan fonksiyon olsun. O

C-siirekli degildir. Gergekten: xeY noktasimt kapsayan {x}e¢ kiimesi i¢in,
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fl({x})={a,b}e C(X,1) olur. Bu da; Tamum 1.2.1.'e gére, f'nin C-siirekli bir fonksiyon
olmadigim gésterir.

Deger uzayinin Tp-uzayr olmasi durumunda siirekli bir fonksiyonun Gy
grafiginin kapali oldugu [12]'de verilmistir. Benzer bir teorem; C-siireklilik ve
strongly C-kapalilik kavramlan i¢in [10], Teorem 2.5.'de §6yle verilmistir.

Teorem 1.2.7: f:(X,1)—(Y,¢) fonksiyonu C-siirekli ve (Y,p) Tr-uzay ise; bu
takdirde Gg, strongly C-kapalidir.

Ispat: (x,y)e [(XXY)-Gy] olsun. Buradan, y#f(x)'dir. Y, T>-uzay1 oldugundan;
VW= olacak sekilde Y'de sirasiyla y ve f(x)'1 kapsayan V ve W agik kiimeleri
vardir. f fonksiyonu é-sﬁrekli oldugundan; Tanim 1.2.5.’e gore, f(U)cW olacak
sekilde xe X noktasim kapsayan bir Ue C(X,) kiimesi vardir. VNW=0 ve f(U)cW
oldugundan; f{U)NV=Y olur. Bu ise; Tanim 1.2.12.’ye gore, G¢'nin XXxY'de strongly

-C-kapali oldugunu gésterir.

Siirekli iki fonksiyonun bileskesi, siirekli oldugn halde; bu durum
C-siireklilik i¢in gegerli degildir.

Uyan 1.2.6: C-siirekli iki fonksiyonun bileskesinin C-siirekli olmasi
gerekmez.

Ornek 1.2.5: (X,1) topolojik uzayi, Omek 1.1.1.'de verilen topolojik uzay
olmak iizere; fi(X,T)—>(X,r) birim fonksiyonu verilsin. g fonksiyonu ise;
Ormek 1.2.1.°de verilen f fonksiyonu olsun. f fonksiyonu, birim fonksiyon
oldugundan; siireklidir. Ayrica; Uyan 1.2.1.'e g6rc.f, C-siireklidir. g fonksiyonunun
C-siirekli oldugunu, Omek 1.2.1.'¢ inceledik. Buradan; gof:(X,7)—(Y,9)
fonksiyonunun C-siirekli olup olmadigina bakalim. g fonksiyonu C-siirekli
oldugundan; Tanim 1.2.1.'e gbre, xe Y noktasini kapsayan {x{cCY acik kiimesi i¢in,
g'l( {x})=4a,b}eC(X,7) olur. Ancak; {a,b}21 oldugundan; Tamm 1.2.1.’e gore. gof

bileske fonksiyonunun C-siirekli olmadigini eide edenz.
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[8]'de C-siirekliligin yeni bir kuvvetli tipi asagidaki gibi tanimlanmugtir.

Tamm 1.2.13: f:(X,1)—(Y,¢) fonksiyonu verilsin. Eger, her AcCY C-kiimesi
icin, £'(A)cX C-kiime ise; bu takdirde f fonksiyonuna, C-irresolute fonksiyon denir. -

Yukaridaki tanimdan faydalanip, asagidaki iki teoremi elde ettik.

Teorem 1.2.8: f:(X,1)—(Y,p) C-irresolute bir fonksiyon ve g:(Y,9)—>(Z,0)
C-siirekli bir fonksiyon ise;. gof:(X,1)—(Z,0) bileske fonksiyonu, C-siireklidir.

Ispat: Tamm 12.1.°¢ gére; VVeo igin, (gof)'(V)eC(X,1) oldugunu
gostermeliyiz. g fonksiyonunun C-siirekliliginden; ¥Veo igin, g™ (V)e C(Y,o) olur.
Bu takdirde; f, C-irresolute bir fonksiyon oldugundan; Tanim 1.2.13.’e goére,
(gof)'(V)=f Yg'(V)cX, X’de bir C-kiimedir. Boylece gof bileske fonksiyonu,
C-siireklidir.

Teorem 1.2.9: £:(X,7)—(Y,p) C-siirekli bir fonksiyon ve g: (Y,9)—(Z,0)
sirekli bir fonksiyon ise; bu takdirde gofi(X,7)—(Z,0) bileske fonksiyonu,

C-siireklidir.

Ispat: Tanim 1.2.1.¢ gére; VVeo igin, (gof)'(V)eC(X,1) oldugunu
gostermeliyiz. g fonksiyonunun siirekliliginden; ¥Veo i¢in, g"(V)e(p olur. Bu
takdirde; f C-siirekli bir fonksiyon oldugundan; Tanim 1.2.1.°e gore,
(gof)' V=g (V))cX, X’de bir C-kiimedir. Boylece; gof bileske fonksiyonu,

C-stireklidir.

Tamm 1.2.14: £X—Y fonksiyonu ve bir AcX alt kiimesi verilsin. Bu
takdirde; Vxe A i¢in ﬂA(x)=f(x) seklinde tammlanan fla: A—Y fonksiyonuna, f

fonksiyonunun A’ya kisitlanmis fonksiyonu denir([257).
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Siirekli bir fonksiyonun kisitlanmis fonksiyonu siirekli oldugu halde; bu
durum, C-siireklilik igin gegerli degildir. '

Uyan 1.2.7: C-siirekli bir fonksiyonun kisitlanmis fonksiyonunun C-siirekli
olmasi gerekmez.

Ornek 1.2.6: X={ab,c,d} kiimesi ' ile bu kime iizerinde
={X,d,{b},{c,d},{b,c,d} }topolojisi ve Y={x,y} kiimesi ile bu kiime {izerinde
¢={Y,d,{x}} topolojisi verilsin. f:(X,t)—(Y,p) fonksiyonu, f(a)=f(b)=f(d)=x ve
fc)=y seklinde tanimlansin. f fonksiyonu, C-siireklidir. Ancak; A={a,b,c}cX alt
kiimesi i¢in, fla:(A,Ta)—(Y,0) kisitlanmug fonksiyonu, C-siirekli degildir. Gergekten;
A={ab,c}cX alt kiimesi icin, Ta={A,J,{b},{c},{b,c}} olur. flax(A,Ta)—>(Y,9)
kisitlanmus fonksiyonunun, C-siirekli oldugunu gostermek i¢in, Tamim 1.2.1.°e gore;
VVeo icin, (ﬂA)"(V)e C(A,ta) oldugunu gistermeliyiz. xe Y noktasim1 kapsayan
{x}cY agik kiimesini alalim. (fla)y'({x})={a,b,d}2C(A,7a) oldugundan;
A={ab,c}cX alt kiimesi i¢in, fla:(A,Ta)—(Y,p) kisitlanmus fonksiyonu, C-siirekli
degildir. )

Onerme 1.1.3. ve Onerme 1.1.4. geregi, asagidaki sonucu verdik.

Sonu¢ 1.2.1: C-siirekli fonksiyonun acik kiime ve o*- kiimeye kisitlamsi

C-siireklidir.
Literatiirde ortii kavramu §6yle verilmigtir.

Tamm 1.2.15: (X,7) topolojik uzayi ile X’in alt kiimelerinden olusan bir
(Aiier ailesi verilsin. Eger,

a) X= Y A ise: (Aj)ics ailesine X kiimesinin bir Srtiisi,
1€
b) Heriel i¢in, Aje T ve X= ul A, ise; (Aj)ie; ailesine X kiimesinin bir agik
€

Ortiist,
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¢) JcI sonlu ve X= Y A; ise; (Ajies ailesinq X kiimesinin sonlu bir értiisii,

d) Jcligin, X = Y Ajise; (Ajjes ailesine X kiimesinin bir alt rtiisii denir.
J

Kompaktlik kavrami,topolojiye analizin temel teoremlerinden olan Borel-
Lebesgue Ortme teoremi ve Bolzano-Weierstrass teoremi ile girmigtir. Ancak, her iki
teoremde de smirlilik kosulu oldugundan; bu iki -teoremin herhangi bir topolojik
uzayda ifadesinin ayni olamayacag1 agikardir ([25]). Bahsedilen bu teoremleri,
asagida inceledik.

Heine-Borel Teoremi: R’nin kapali ve sinirhi bir alt kiimesinin her agik

drtiisiinden sonlu bir alt ortii ¢ikarilabilir([2]).

Bolzano-Weierstrass Teoremi: R’nin sinirli ve sonsuz bir A alt kiimesinin,

bu uzayda hi¢ olmazsa bir y1§1ilma noktas1 vardir([2]).

Tanmmm 1.2.16: (X,t) topolojik uzay1 verilsin. Eger, X kiimesinin her agik
ortisiiniin sonlu bir alt ortiisii varsa; X uzayina, kompakt uzay denir ([25],

6.1.3.Tanim).
Bu tamim; [10], Tanim 2.5.’de C-kiimeler i¢in asagidaki gibi gelistirilmistir.

Tamm 1.2.16: (X,1) topolojik uzayr verilsin. Eger, X’in C-kiimelerden

olusan her Grtisiiniin sonlu bir alt 6rtiisii varsa; X uzayina, C-kompakt uzay denir.

“f:(X.1)>(Y,p) siirekli bir fonksiyon olsun. Eger X, kompakt ise; f(X)
gorintiisii de kompakttir.” seklinde [25], 6.2.1.Teorem’de verilen bu ifadede,
kompaktlik kavramimin  siirekli  fonksiyonlarla korundugu  gdsterilmigtir.
“C-kompaktlik kavrami, C-siirekli fonksiyonlarla korunur mu?” sorusuna cevap;

[10], Teorem 2.6. ile asagidaki gibi verilmigtir.
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Teorem 1.2.10: Eger fi(X,1)—(Y,p) C-siirekli bir fonksiyon ise; bu
takdirde KX C-kompélkt, kiimesinin goriintiisii kompakttir.

Ispat: v, f(K)’mn bir agik értiisii ve E={V] VNf(K)#J} olsun. O halde E,
f(K)’nin bir agik ortiisiidiir. Dolayisiyla her ke K igin, f(k)e Vi olacak sekilde bazi
Ve E kiimeleri vardr. f, C-sﬁrgkli bir fonksiyon oldugundan; Tamim 1.2.5.°e gore,
f(Ux)c Vi olacak sekilde k’y1 kapsayan bir UycX C-kiimesi vardir. F, K’nin sonlu bir
alt kiimesi olmak iizere; { Ui }ker sonlu bir alt ailedir. Dolayisiyla; { Uk }ker, K’'nin
bir C-Grtiisiidiir. Vi, f(K)’y1 orttiigiinden; f(K)cY kompakt bir kiimedir.

Bu teoremden, agagidaki sonug elde edilir.
Sonug 1.2.2:C-kompakthik kavrami, C-siirekli fonksiyonlarla korunmaz.

Geometri, analiz ve cebirsel topolojide 6nemli uygulamalar olan baglantili
uzay kavramui ile, verilen topolojiye gére; bu _uzaym tek par¢adan olustugu
anlatiimistir. Ancak bahsedilen “tek parga olma” deyimi, tamamen topolojik bir
kavram olarak incelenmistir ([25]). Literatiirde baglantili uzay kavrami, baglantili iki
kiime kavramina bagl: olarak tanimlanmstir. Bu iki kavrami asagida inceledik.

Tammm 1.2.18: (X,7) topolojik uzay: ile A,BcX alt kiimeleri verilsin. Eger
ANB#J (ya da AnB#QD) ise; A ve B kiimelerine baglantili iki kiime denir
([25],7.1.1.Tanmm). |

Tamm 1.2.19: (X,1) topolojik uzay1 verilsin. Eger X kiimesi, her biri bog
olmayan, baglantili iki kiimenin birlesimine esitse; (X,T) uzaymna baglantili uzay
denir ([25],7.2.1.Tanim). '

S. Jafari[10], baglanuli uzay kavrammm C-kiimeler i¢in asagidaki gibi

gelistirmistir.
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Tanim 1.2.20: (X,1) topolojik uzayr verilsin. Eger X kiimesi, her biri bos
olmayan, iki C-kiimenin birlesimi olarak yazilamiyorsa; (X,T) uzayna, C-baglantili
uzay denir ([10], Tanim 2.6).

"

“ Baglantili uzayin siirekli bir fonksiyon altinda goriintiisii baglantilidir.
seklinde [25], 7.2.7.Teorem ile verilen bu ifadede, baglantililik kavraminin siirekli
fonksiyonlarla korun;iugu gosterilmigtir.  “C-baglantihilik kavramu, C-siirekli
fonksiyonlarla korunur mu?” sorusunun cevabi; [10], Teorem 2.6. ile asagidaki gib1

verilmigtir.

Teorem 1.2.11: f£:(X,1)—(Y,p) fonksiyonu C-siirekli, Orten ve X,
C-baglantili bir uzay ise; bu takdirde Y, baglantili bir uzaydr.

Ispat: Varsayalim ki; Y uzay: baglantili olmasin. Bu takdirde; VAW= O ve
VUW=Y olacak sekilde her biri bos olmayan V ve W agik kiimeleri vardir. f|
C-siirekli bir fonksiyon oldugundan; Tanim 1.2.1.’e gore f 'o),fiw)e C(X,7) olur.
f, 6rten bir fonksiyon oldugundan; f'M¢®¢f'M olur. Aynca; £'(V)Nf'(W)=0
ve (VYU (W)=X ifadeleri elde edilir. Bu ise; X’in C-baglantili uzay olmasiyla
celisir. O halde; Y uzay: baglantilidir.

Bu teoremden, agagidaki sonug elde edilir.'

Sonug 2.2.3: C-baglantililik kavram, C-siirekli fonksiyonlarla korunmaz.

ey,
00 ks -
Ohpg, j,ﬁ’ff)é%.
Ay 0/&?7‘?@05
@ﬁ@?.@
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2. ¢cD-SUREKLI VE ¢D-IRRESOLUTE FONKSIYONLAR

2.1. cD-Kiime ve Ozellikleri

Bu kisimda; 6nce ¢alismamuzin temelini teskil eden C-kiime, agik kiime ve
semi-agik kiime tanimlan ile ilgili olan cD-kiime.([8]), D kiime ([24]) ve semi
D-kiime ([4]) tanimlarim1 inceledik. Sonra; cD-kiime tamimindan faydalanip,
cD-kapali kiime tammim verdik. Ardindan; C-kiime ile cD-kiime kavramlarini
karsilastirdik. Ayrica; c¢D-kiime ile acik kiime ve o*-kiimenin arakesitinin cD-kiime
oldugunu gosterdik.

Tammm 2.1.1: (X,7) topolojik uzay1 ile bir ScX alt kiimesi verilsin. Eger,
012X ve S=0,\0; olacak sekilde i

a) Oy, 0, C(X,) kiimeleri varsa; S kiimesine cD-kiime ([8]),

b) Oy, O,€e 1 kiimeleri varsa; S kiimesine D-kiime ([24]),

¢) Oy, 0, S.0(X,1)kiimeleri varsa; S kiimesine semi D-kiime ([4]) denir.

(X,7) topolojik uzayindaki biitiin ;D-kﬁmelerin olugturdugu aileyi cD(X,7) ile
gosterdik. cD-kiimenin tiimleyenine, cD-kapali kiime denir. Kangiklifa neden
olmamak igin, ¢alisma boyunca [8]’de tanimlanan c'D-kﬁme kavramu yerine, cD-agik
kiime kavramu kullanilmigtir. Aynca; (X,t) topolojik uzaymndaki biitiin cD-kapali
kiimelerin olusturdugu aileyi, cD' (X,t) ile gosterdik.

Uyan 2.1.1: Bir topolojik uzaydaki herhangi iki cD-kiimenin birlegiminin

cD-kiime olmasi gerekmez.

Ornek 2.1.1: (X,7) topolojik uzay1, Omek 1.1.2.’de tamimlanan topolojik uzay
olsun. Bu takdirde; {ab},{c}ecD(X,t) olmasina ragmen, {a.b}uic}={ab,c}cX
kiimesi. X’de bir cD-kiime degildir.
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Uyan 2.1.2: cD-kapali kiimelerin kesigiminin cD-kapali olmas:1 gerekmez.

Ornek 2.1.2: (X,1) topolojik uzayi, Omek 1.1.2.’de tanimlanan topolojik
uzay olsun. Bu takdirde {a,d},{b,c}ecD'(X,t) olmasina ragmen; {a,d}{b,c}=0,
X’de bir cD-kapal1 kiime degildir.

Uyan 2.1.3: Her C-kiime, cD-kiimedir. Fakat, tersi genelde dogru degildir.
Omegin; (X,t) topolojik uzayi, Omek 2.1.2.’de tanimlanan topolojik uzay olsun. Bu
takdirde; {a,b}ecD(X,T) olmasmna ragmen, {a,b}eC(X,t) olur. Gergekten;
X#{a,b,d},{d}eC (X,7) i¢in, {a,b}={a,b,d}\{d}ecD(X,T) elde edilir([8], Omek 3).

Uyan 2.1.4: Her acik kiime, cD-agik kiimedir. Fakat, tersi genelde dogru
degildir. Omegin (X,1) topolojik uzayi, Omek 1.1.2.’de tamimlanan topolojik uzay
olsun. Bu takdirde; {a, b}ecD(X,t) olmasina ragmen, {a, b} olur.

Uyan 2.1.5: Her kapali kiime, cD-kapal kiimedir. Fakat tersi genelde dogru
degildir. Omegin, (X,T) topolojik uzayr, Omek 1.1.2.’de tamimlanan topolojik uzay
olsun. Bu takdirde; {a,d}ecD'(X,T) olmasina ragmen, {a,d}cX kiimesi kapah kiime
degildir.

“Bir topolojik uzaydaki bir ¢D-kiimenin ha.ngi kiimelerle arakesiti, yine bir
¢cD kiimedir?” sorusunu asagida cevaplamaya ¢ahgtik.

Onerme 2.1.1: (X,1) topolojik uzay: ile herhangi bir SecD(X,t) kiimesi
verilsin. Bu takdirde; her Ae T agik kiimesi i¢in, (A;~S)e cD(X,1) olur.

Ispat: SecD(X,7) kiimesi verilsin. Bu takdirde; Tamim 2.1.1. a) sikkina gére,
C#X ve S=C,'C, olacak sekilde C;,C,eC(X,t) kiimeleri vardir. Bu durumda;
(ANS)=[A1~(C'C)I=[(AINCi (A ~Cy)] elde edili. Onerme 1.1.3. geregi,
(AiNCy), (A~ C1)e C(X,1) olur. O halde; Tamim 2.1.1. a)’va gére, (A;~S)ecD(X.1)

olur.
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Onerme 2.1.2: (X,7) topolojik uzayr ile herhangi bir SecD(X,t) kiimesi
verilsin. Bu takdirde; her F € o* (X,1) kiimesi i¢in, SNF;e cD(X,7) olur.

Ispat: Se cD(X,1) kiimesi verilsin. Bu takdirde; Tamim 2.1.1. a) sikkina gore,
Ci#X ve S=C;\C, olacak sekilde C,,Ce C(X,7)- kiimeleri vardir. Bu durumda;
SAF=(C\C2)"Fi=(CinFI)\(C2nF;) elde edilir. Onerme 1.1.4°e gore,
(C11F1),(ConF)e C(X,T) olur. Dolayisiyla Tanim 2.1.1. a)’ya gére, SNFiecD(X,1)

olur.

2.2. eD-Siireklilik ve Ozellikleri

Bu kisimda 6nce; C-siireklilik kavramindan yararlanarak elde ettigimiz ve
cD-siireklilik olarak adlandirdigimiz yeni bir genellestirilmis siireklilik ¢esidini
tanimladik. Sonra; s6z konusu olan bu iki siireklilik ¢esidini karsilastirdik. Ayrica;
cD-siirekli bir fonksiyonun sagladlgl bazi ozellikleri elde ettik. .

Tamm 2.2.1: £:(X,1)—(Y,9) fonksiyonu verilsin. Eger f(x)eY noktasim
kapsayan her VcY acik kiimesi igin, f(U)cV olacak gsekilde x’i kapsayan bir
UecD(X,t) kiimesi varsa; bu takdirde ’'ye xeX noktasinda cD-siireklidir denir.
Eger f fonksivonu her xe X noktasinda cD-siirekli iée; bu takdirde f fonksiyonuna, X

iizerinde cD-siireklidir veya kisaca cD-siireklidir denir.

Uyan 2.2.1: Her C-siirekli fonksiyon, cD-siireklidir. Ancak; tersi genelde
dogru degildir.

Ornek 2.2.1: (X,7) topolojik uzay:, Ornek 1.1.2.’de tanimlanan topolojik uzay
olsun. Y={x,y,z}kiimesi ile bu kiime i{izerinde @={Y,J,{x},{y},{x.y}}topolojisi
verilsin. Aynca: f fonksiyonu f(a)=f(c)=x, f(b)=y ve f(d)=z seklinde tanimlansin. Bu
durumda f fonksivonu cD-siireklidir. Ger¢ekten Tamm 2.2.1.°¢ gbre VVe@ icin

f(U)cV olacak sekilde bir UecD(X.1) kiimesinin varoldugunu gostermeliyiz.
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f{ab,c})cY, (@0, f({ab})={x}c{x}, f({b}={y}cly}, {{abch={xyvic zy}
olup, burada &, {b}, {a,b}, {abc}cX alt kilmeleri X’de bir cD-kiimedir. O hal’e {
fonksiyonu cD-siireklidir ancak; C-siirekli degildir. Gergekten; xeY nokmsimm
kapsayan {x}CY agik kiimesi i¢in, l({x})={a,b}ei5 C(X,1) oldugundan; f Hniksivonu
C-siirekli degildir. "

cD-siirekliligin karektarizasyonlan olarak asagidaki iki teoremi elde emik.

Teorem 2.2.1: f:(X,t)—(Y,p) fonksiyonu i¢in, asagidaki ifadeler birt—ine
denktirler:

a) f fonksiyonu, cD-sﬁreklidk.

b) Her VY acik kiimesi igin, £~ (V) X bir cD-a¢ik kiimedir.

¢) Her FCY kapali kiimesi igin, £~ (F) <X bir cD-kapal: kiimedir.

Ispat: a)=> b): Ispati Tamm 2.2.1.’den agiktir.

b) =¢): Tiimleme ile istenen elde edilir.

¢) = a): Herhangi bir f(x)e Y noktasi ile f(x) noktasim kapsayan herhanz bir
VY acik kiimesi verilsin. VCY agik kiimesi ise; f(x)e (Y-V)cY kapali Kfrredir.
Bu durumda c)’den f™'(Y-V)cX, bir cD-kapali kiimedir. £~ (Y-V)=X-f~ V))
esitliginden; (X-f™ (V))cX cD-kapal: kiime olur. Dolayisiyla xe ™ (V)X eD-:c1k
olur. U= £~ (V) alusak; {U)CV elde edilir ki, bu ise f fonksiyonunun :D-st-ekli
olmasi tanimidir.

Tanmm 2.2.2: (X,7) topolojik uzayi, bir AcX alt kiimesi ve bir xe X nccast
verilsin. Eger x noktasim kapsayan her SecD(X,t) kiimesi igin, ANS=Z isz bu
takdirde xeX noktasu;a, A kiimesinin bir cD-kapani§ noktasi denir. A «<Imesnin
biitiin cD-kapams noktalarimin olugturdugu kiimeye, A’nin cD-kapams kitmesi Zenir
ve [A]p ile gosterilir. Aynica; A’nin cD-kapali bir kilme olmasi i¢in gersic ve ster

sart. A= [A]cp olmasidur.
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Teorem 2.2.2: -f:(X,‘c)—)(Y ,0) fonksiyonu icin, asagidaki ifadeler birbirine
denktir.
a) f fonksiyonu, cD-siireklidir.

b) Her AcX igin, f([Alep) <f(A)
¢) Her B <Y igin, [f" (B)lpc £ (B)

Ispat: ispat, Teorem 1.2.3.'in ispatina benzer sekilde yapilir.

Tanmm 2.2.3: (X,1) topolojik uzay1 verilsin. Eger x,ye X (x#y) i¢in, xeS;
(3 y2$S)) ya da yeS; ( 3 x&8S,) olacak sekilde Sy ya da S, cD-kiimeleri varsa; bu
takdirde (X,1) uzaymna C—-D, uzay: denir ([8], Tanim 3.2.).

Tammm 2.2.4: (X,7) topolojik uzayr verilsin. Eger x,ye X (x#y) i¢in, xeS;
(> y&Sy) ve yeS; ( 3 x&$) olacak sekilde S;,S;ecD(X,t) kiimeleri varsa; bu
takdirde (X,t) uzayma C—D, uzay: denir ([8], Tanim 3.2.).

Tamim 2.2.5: (X,1) topolojik uzay:1 verilsin. Eger x,ye X (x#y) i¢in, x€ S,
ye S, ve S) NS, = olacak sekilde S, ,S; ecD(X,1) kiimeleri varsa; bu takdirde (X,7)
uzayma C-—D, uzayi denir ([8], Tanim 3.3).

Uyan 2.2.2: a) i=0,1,2 i¢in, eger X, T; ise; bu takdirde X, C~-T, dir.
b) i=0,1,2 i¢in, eger X, C~T; ise; bu takdirde X, C—D, ’dir.

¢) i=0,1,2 i¢in, eger X, C—D, ise; bu takdirde X, C-D,_, ’dir.

d) i=0,1,2 i¢in, eger X, C-T; ise; bu takdird.e X, C-T, dir.

Bu uyandan yararlanarak [10], Teorem 2.3. sdyle gelistirilebilir.

Sonu¢ 2.2.1: Eger fi(X,7)—(Y,p) fonksiyonu C-siirekli, birebir ve Y,

T, - uzayi ise, bu takdirde (X,7) uzayi, C-D, uzayidir.
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Bu sonucu cD-siireklilik i¢in, asagidaki gibi gelistirdik.

Teorem 2.2.3: Eger fi(X,7)—(Y,p) fonksiyonu cD-siirekli, birebir ve Y,
T, - uzay ise, bu takdirde (X,‘l:)‘uzayl,- C-D, uzaydir.

Ispat: x,,x, e—X (x;#x,) olsun. f fonksiyonu birebir oldugundan;
f(x;)#f(x,)e Y olur. Aym zamanda; Y, T, -uzay1 oldugundan;
IVie o(f(x))e V}), IV,e0(f(x,)eV,)3ViNnV,=F olur. f, cD-siirekli bir
fonksiyon oldugundan; Tamim 2.2.1.’e gére f~ l(VI) ve f‘l(VZ), sirasiyla x| ve x,
noktalanm kapsayan X’deki cD-kiimelerdir. Ayﬁca; VinV, =0 esitliginin f
altinda ters gorintiisi alimrsa; f l(V INVR)=f (VN '(V)=@ elde edilir.
Dolayistyla Tamim 2.2.5.”e gére; (X,T), C—D. uzay olur.

Teorem 2.2.4: (X,7) topolojik uzay: verilsin. Bu takdirde;
a) X’in C-Do uzay olmasi i¢in = C-T, uza}.rolmaSIdlr.

b) X’in C-D, uzay olmasi i¢in < C-D . uzay olmasidir([8]).

Ispat: a) (<): Uyan 2.2.2. by’den agiktrr.

(=): X, C-D{ uzay1 olsun. Bu takdirde; Tanim 2.2.3.’e gére, x,ye X (x2y)
i¢in x ve y’den en az birini kapsayan bir Se cD(X,7) kiimesi vardir. Varsayalim ki;
X€S (3 yS) olsun. SecD(X,1) oldugundan; Tamim 2.1.1. a)’ya gore, C,#X ve
3=C,\C, olacak sekilde C,, C, e C(X,7) kiimeleri vardir. xe S oldugundan; x € C,
olur. ye S i¢in, iki durum s6z konusudur:

l-yeC,,

2-yeC, veye(C,,
l'de xe C, olmasna ragmen; y&C, *dir.
2'de ye C, olmasina ragmen; x& C, ’dir. Buradan X, bir C-T ; uzayidur.

b) (¢<=):Uyan 2.2.2. ¢)’den agiktir.
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(=): X, C-D,uzay1 olsun. Bu takdirde; Tamm 2.2.4."¢ gore, X,ye X (x#y)
i¢gin xeS, (>yeS,)veyeS, (3xe8,) olacak sekilde S, S, €cD(X,1) kiimeleri
vardrr. S,,S, € cD(X,7)oldugundan; C,#X, S,=C,\C, ve C,#X, S,=C,\C, olacak
sekilde C,, C,, C,, C, e C(X,7) kiimeleri vardir. x¢ S , oldugundan; ya x¢C, yada
xeC; ve xeC, seklinde iki durum vardir:

1-x¢C, olsun. ye S, oldugundan; burada iki alt durum vardtr:

@ yeC,dr xeS5,=C,\C, oldugundan; xeC,\(C,C,;) olr Aynca
ye$S, =C,\C, oldufundan; ye C, \(C, C, ) olur. Buradan; [C, \(C, _C, )INC,\ (C, .C, )=
elde edilir.

(b) yeC, ve yeC, dir. xeS,=C,\C, ve yeé2 oldugundan; (C,'C,) NC,=J
olur.

2- xeC,; ve xeC, olsun. Bu durumda; yeS,=C,\C, ve xeC, oldugundan;
(C;\C, )N C =D olur. Boylece; X'in C-D, uzay1 oldugu elde edilir.

Teorem 2.2.5: Eger X, C-D, uzay1 ise; bu takdirde X, C-T, uzayidir
([8],Teorem 3.2.).

Uyan 2.1.3.°de her C-kiimenin cD-kiime oldugu, ancak tersinin genelde
dogru olmadig: verilmisti. “Acaba bu dnermenin tersi ne zaman dogrudur? Asagidaki

teoremde bu durumu inceledik.

Teorem 2.2.6: (X,1), C-T,uzay1 olsun. Bu takdirde; X uzayindaki her
cD-agik kiime, C-kiimedir.

Ispat: Herhangi bir Se cD(X,) kiimesi verilsin. Bu takdirde; Tamm 2.1.1. a)’ya
gore C,#X ve S=C,\C, olacak sekilde C,,C, e C(X,7) kiimeleri vardir. X, C-T , uzayi
oldugundan; x,yeX (x#y) i¢in, xeC,, yeC, ve C,NC,=C olacak sekilde
C,.C.eC(X,r) kiimeleri vardir. C,NC.=C oldugundan; C,c(X-C.) olur.
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S=C,\C,=C,n(X-C,) ve C,c(X-C, ) oldugundan; S=C, olur. Bu ise; Ce cD(X,T)

oldugunu gosterir.

Teorem 2.2.7: Eger f:(X,t)—(Y,0) semi siirekli, 6rten bir-doniisiim ve ScY
bir D-kiime ise, bu takdirde ™' (S) < X, bir semi-D kiimedir ([8], Teorem 3.3).

Ispat: SCY, bir D-kiime olsun. O halde Tanim 2.1.1. b)’de verilen D-kiime
tammina gore; C,#Y ve S=C,\C, olacak sekilde C,,C, € acik kiimeleri vardur.
f, semi siirekli bir fonksiyon oldugundan; Tamm 1.2.4. a)’ya gére, £™'(C,),
£ (C,)cX alt kiimeleri birer semi-agik kiimelerdir. C,#Y ve f fonksiyonu, orten
oldugundan; ™' (C,)#X olur. O'halde Tanim 2.1.1. ¢)’ye gore; S, X’de bir semi-D
kiimedir.

Teorem 2.2.8: Eger (Y,p) bir D,-uzay1 ve fi(X,t)—(Y,p) semi-siirekli,
birebir, drten bir fonksiyon ise; bu takdirde X, bir semi-D, uzayidir ([8],Teorem 3.4).

Ispat: (Y,9), bir D,-uzayr olsun. Herhangi bir x,ye X (x#y) nokta gifti
verilsin. f, birebir bir fonksiyon ve (Y,9), D, -uzay1 oldugundan;
f(x)e S« (3 f{y)e Sx)ve f(y)e Sy(3 f(x)e Sy)
olacak sekilde Sy, SycX D-kiimeleri vardir. Teorem 2.2.7.’ye gore;
xef™ (S0, (3 ye £ (S9) ve yef™ (Sy) (3 xe £7(Sy)
olacak sekilde ™' ( Sy), f™'( Sy)c X semi-D-kiimeleri vardir. Buradan X, bir semi-D,

uzay1 olur.

Teorem 2.2.7.- ve Teorem 2.2.8.°i C-siirekli fonksiyonlar igin sOyle

diizenledik.

Teorem 2.2.9: f:(X,t)—(Y,9) C-siirekli. orten bir fonksiyon ve ScY bir
D-kiime ise; bu takdirde £~ (S)e cD(X,7) olur.
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Ispat: ScY, D-kiimesi verilsin. O halde Tanmm 2.1.1. b)’ye gore; C,#Y ve
S=C,\C, olacak sekilde C,,C, €@ acik kiimeleri vardir. f, C-siirekli bir fonksiyqn
oldugundan; £ (C,),f™ (C,)e C(X,7) olur. Ayrca f, érten bir fonksiyon oldugundan;
C,#Y ise; £ (C, )X olur. Buradan; £ (S)=f"(C,\C,)=f" (C,\ £ (C,)c X, bir ~
cD-kiime olur.

Teorem 2.2.10: Eger (Y,9) D, -uzay1 ve £:(X,71)—(Y,9) C-siirekli, birebir ve
Orten bir fonksiyon ise; bu takdirde (X,7), C-D, uzayidir.

Ispat: Varsalim ki; (Y,9), D,-uzay ve x, y.€X (x # y) olsun. f fonksiyonu,
birebir ve (Y,9), D, -uzay oldugundan;
f(x)e S« (3 f(y)e Sy) ve f(y)e Sy (3 f(x)e Sy)
olacak sekilde Sy, SycX D-kiimeleri vardir. Teorem 2.2.9.’a gore;
xef™ (8 (3 yef™ (Sy) ve yef™ (Sy) (2 xe £7'(Sy))
olacak sekilde ™ (S,), f™' (Sy)e eD(X,t) kiimeleri vardir. Dolayisiyla Tamim 2.2.4.’¢
gore (X,7), C-D, uzay olur.

Siizgec tabanmin yakinsama kavrami, cD-kiimeler ve D-kiimeler yardimiyla
[8]'de asagidaki gibi gelistiriimistir.

Tamm 2.2.6: (X,7) topolojik uzay: verilsin. xe X noktasim kapsayan her
AcX cD-kiimesi i¢in, B, A olacak sekilde bir B,ef varsa; bu takdirde B siizgeg
tabanina xe X noktasinda cD-yakinsaktir.

Tanim 2.2.7: (X,t) topolojik uzayr verilsin. xe X noktasim kapsayan her
AcX D-kiimesi i¢in, B, A olacak sekilde bir B,ef} varsa; bu takdirde B siizgeg
tabanina xe X noktasinda D-yakinsaktr.

“cD-yakinsaklik kavami, C-siirekli fonksiyonlarla korunur mu?” seklindeki

soru [8], Teorem 3.7. ile cevaplanmstir.
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Teorem 2.2.11: Eger £:(X,7)—(Y,0) fonksfyonu, C-siirekli ve Orten ise; bu
takdirde her xe X noktas1 ve x’e cD-yakinsayan X’deki her P siizgeg tabam igin f(j)
slizgec tabam f(x)’e D-yakinsaktir.

Ispat: xeX ve B, x’¢ cD-yakmsayan herhangi bir siizge¢ tabam olsun. f,
C-siirekli ve érten oldugundan; Teorem 2.2.9.’a gére, f(x)e Y noktasin: kapsayan her
VcY D-kiimesi igin, f™' (V) <X bir cD-a¢ik kiimedir. Ayrica B x’e cD-yakinsak
oldugundan; Tanim 2.2.6.'ya gore, B,c ™' (V) ve dolayisiyla f(B,)c V olacak
sekilde bir B, & vardir. Buradan Tamm 2.2.7.'ye gore; f(B) siizge¢ tabani, f(x)e Y
noktasina D-yakinsak olur.

1.2.4.Teorem'de verilen C-siirekliligin C-yakinsaklik ile ilgili karakterizasyo-
nunu, cD-siireklilik i¢in agagidaki gibi genellestirdik.

Teorem 2.2.12: £:(X,1)—(Y,0) fonksiyonunun cD-siirekli olmasi i¢in gerek
ve yeter sart, her xe X noktasi ve x’e cD-yakinsayan her BcX siizgeg tabani igin, f(B)

slizge¢ tabaninin, f(x)’e yakinsamasidir.
Ispat: Ispat, Teorem 1.2.4.’iin ispatina benzer sekilde yapilir.

"C-irresolute fonksiyon" altinda cD-kiimenin ters goriintiisiiniin nasil bir

kiime oldugu [8], Teorem 3.5.'de agagidaki gibi verilmistir.

Teorem 2.2.13: Eger f:(X,1)—(Y,@) C-irresolute, orten bir fonksiyon ve
ScY bir cD-kiime ise; bu takdirde f l(S)CX bir cD-kiimedir.

Ispat: Herhangi bir SCY cD-kiimesi verilsin. O halde; Tamim 2.1.1. a)
sikkina gére, C;#2Y ve S=C|\C; olacak sekilde C;,C;e C(Y,9) kiimeleri vardir. f,
C-irresolute bir fonksiyon oldugundan; Tanim 1.2.12."ye gore (Cy), FI(CreC(X,7)

olur. Ayrica f fonksiyonu, orten oldugundan; C;#Y ise, f '(C)#X olur. Buradan;
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£! (S)=F(C\Ca)= FHCH\(Cr)cX alt kiimesi, Tamim 2.2.1. a) sikkina gore bir
cD-kiimedir.

Siizge¢ tabanmin yakinsamas: kavramu, siirekli fonksiyonlarla
korunur([2]). cD-yakinsaklik kavraminin, C-irresolute fonksiyonlarla korundugu
E. Hatir ve T. Noiri[8] tarafindan gosterilmistir. [8], Sonug 3.1.'de verilen bu ifade,
agagidaki gibidir.

Sonug 2.2.3: Eger £:(X,1)—(Y,p) C-irresolute ve 6rten bir fonksiyon ise; bu
takdirde her xe X noktasi ve x'e cD-yakinsayan her BcX siizgeg tabam igin, f(B)cY
siizgec tabam f(x)'e cD-yakinsar.

"C-Dy uzay olma o&zelligi, C-irresolute fonksiyonlarla korunur mu?" sorusu

[8]'de sOyle cevaplandinlmistir.

Teorem 2.2.14: (X,1) uzaymmin C-D; uzay olmas! igin gerek ve yeter sart, her
x,y€ X(x#y) nokta ¢ifti i¢in, f(x)¥f(y) olacak sekilde (X,T) topolojik uzayindan (Y,®)
C-D; uzay: iizerine tamimlanan C-irresolute ve orten bir f fonksiyonunun var

olmasidir.

Ispat :(=): i:(X,7)—>(X,7) birim fonksiyonunu almak yeterlidir.

(&): x,ye X(x#y) olsun. Hipotezlere g(”)re;' f(x)=f(y) olacak sekilde X'den
C-Dj uzayr olan Y iizerine tammlanan C-irresolute, orten bir f fonksiyonu vardir. Y,
C-Dj uzay1 oldugundan; Tanim 2.2.4.’e gére,

f(x)e Sx ( 3 f(y)e Sx) ve f(y)e Sy (3 f(x)e Sy)
olacak sekilde S,Sye cD(Y,p) kiimeleri vardir. f, C-irresolute ve drten bir fonksiyon
oldugundan; Teorem 2.2.13.'e gére, .
xef(Sy) (3 yef'(Sy) ve yef'(Sy) (3 xe £'(Sy))

olacak sekilde £'(Sy), £'(Sy)e cD(X,t) kiimeleri vardir. Bu ise; Tanim 2.2.4.’e gbre,
X uzayinin C-D uzay1 oldugunu gésterir.

Bu teoremden asagidaki sonug elde edilir.
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Sonug 2.2.4: C-D;-uzay olma ozelligi, C- irresolute fonksiyonlarla korunur.

"C-D; uzay olma ozelliginden daha kuvvetli olan C-D; uzay olma &zelligi,
hangi sartlar altinda C-irresolute fonksiyonlarla korunur?" seklindeki soruyu, agagida

cevaplamaya ¢aligtik.

Teorem 2.2.15 :(X,7) uzaymnin C-D, uzayi olmasi igin gerek ve yeter sart,
her x,ye X (x=£y) nokta ¢ifti igin f(x)#f(y) olacak sekilde (X,t) topolojik uzayindan
(Y,9) C-D; uzay: iizerine tanmimlanan C-irresolute, orten bir f fonksiyonun var

olmasidir.

ispat : (=): i:(X,7)—(X,t) birim fonksiyonunu almak yeterlidir.

(«=): (x,y)e X(xzy) olsun. Hipotezlerden; f(x)#f(y) olacak sekilde X'den
C-D; uzay1 olan Y iizerine tanimlanan C-irresolute ve orten bir f fonksiyonu vardir.
Y, C-D; uzay1 oldugundan; Tanmim 2.2.5.’¢ gore, f(x)eSx , f(y)eSy ve SynS=0
olacak sekilde Sy,Sye cD(Y,9) kiimeleri vardir. f, C-irresolute ve orten bir fonksiyon
oldugundan; Teorem 2.2.13.’e gore,

xef'(Sy), ye £(Sy) ve £'(SxnSy)= £1(S)nf'(Sy)=2

olacak sekilde £'(Sy), f l(Sy)e cD(X,1) kiimeleri vardir. Bu da, Tanim 2.2.5.'e gére,
X uzaymin C-D; uzay: oldugunu gosterir.

Bu teoremden asagidaki sonucu elde ettik.

Sonug 2.2.5: C-D,-uzay1 olma 6zelligi, C-irresolute fonksiyonlarla korunur

"f:(X,‘l:)—-)(Y,(p)~ fonksiyonu verilsin. Eger. her FcX kapali kiimesi igin,
f(F)cY kapali kiime ise; bu takdirde f fonksiyonuna, kapali fonksiyon denir([25],
2.3.1.Tanim ). "£:(X,7)—(Y,9) fonksiyonunun siirekli ve kapali olmasi i¢in gerek ve
yeter sart, her AcX kiimesi igin f(X)=[—f-(A_)] olmasidir.([25], 2.3.4.Teorem)"

seklindeki teoremi, cD-siirekli ve kapali fonksiyon i¢in asagidaki gibi verdik.
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Teorem 2.i.16: f:(X,1)=(Y,@) fonksiyonu cD-siirekli ve kapal1 ise; bu
takdirde her AcX kapal alt kiimesi i¢in, f([A].p)=[f(A)] 'dr.

Ispat: £, kapali ve cD-siirekli bir fonksiyon olsun.f fonksiyonu, cD-stirekli
oldugundan; Teorem 2.2.2. b) sikkina gére, f([Al.p) c:[_fEA_)] olur. Aynica f, kapali
bir fonksiyon oldugundan; her AcX kapal kiimesi i¢in, f(A)CY kapahdir. O halde;
f(Alp) © Em:f(A) olur. Ac[A]cp bagintisindan m cf([Al,p) ifadesi elde

edilir.

Grafigin kapahhigi kavrami; S. Jafari[10] tarafindan C-kiimeler igin,
Tanim 1.2.12'de inceledigimiz iizere; grafigin strongly C-kapali olmas: geklinde
genellestirilmigti. cD-kiimeler igin, grafifin kapal: olmasi tammim asagidaki gibi
verdik.

Tamm 2.2.6: £:(X,1)—(Y,9) fonksiyonu ile f'nin G¢grafigi verilsin. Eger her
(x,y)e [(XXxY)- Gy] i¢in, (UXV)NG=D olacak sekilde X'i kapsayan bir U cD-kiimesi
ve y'yi kapsayan bir V agik kiimesi varsa; bu takdirde f fonksiyonunun Gy grafigine
strongly cD-kapali denir.

Bir fonksiyonun grafiginin strongly cD-kapali olmasi ile ilgili asagidaki

karakterizasyonu verelim.

Lemma 2.2.1: f:(X,1)—(Y,0) fonksiyonunun Grgrafiginin strongly cD-kapah
olmas: igin gerek ve yeter sart, her (x,y)eGr i¢in f(UYNV= olacak sekilde x'i
kapsayan bir U cD-kiimesi ve y'yi kapsayan bir V a¢ik kiimesinin var olmasidir.

cD-siireklilik ve strongly cD-kapalilikk kavramlarim asagidaki gibi
karsilastirdik.

Uyan 2.2.2: Bir fonksiyonun cD-siirekli olmasi, grafiginin strongly cD-kapal

olmasini gerektirmez. ~
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Ornek 2.2.2: f fonksiyohu Omek 1.2.1.°de verilen fonksiyon olsun. Ayni
ormek’te bu fonksiyonun C-siirekli oldugunu incelemistik. Uyan 2.1.3.°e geregi,
f fonksiyonu cD-siireklidir. Ancak; Gr ={(a,x),(b,x),(c,y),(d,y)}XXxY kiimesi,
strongly cD-kapali degildir. Gergekten; (a,y)¢ G i¢in, ac X noktasini kapsayan
{a,b}ecD(X,t) kilmesi ile yeY noktasim1 kapsayan YCY agik kiimesi vardir.
f({a,b})={x} olup, bu durumda f({a,b})nY={x}5Y={x}¢® elde edilir. Bu ise;
Teorem 2.2.6.’ya gére G¢'nin strongly cD-kapali olmadigimi gdsterir.

Uyan 2.2.3: Bir fonksiyonun grafifinin strongly cD-kapali olmasi,

fonksiyonun cD-siirekli olmasim gerektirmez.

Ornek 2.2.3: f fonksiyonu, Omek 1.2.2.’de tammlanan’ fonksiyon olsun.
fnin Gy grafigi strongly cD-kapali olmasina ragmen; f fonksiyonu cD-siirekli
degildir. Gergekten;

I- (a,y)¢ Gr i¢in, ae X noktasim kapsayan {a}ecD(X,t) kiimesi ile ye Y noktasint
kapsayan {y}e ¢ kiimesi vardir. Bu durumda; f({a})n{y}={x}n{y}=3 olur.

2- (a,2)¢ Gr i¢in, ae X noktasini kapsayan {a}ecD(X,1) kiimesi ile ze Y noktasini
kapsayan {z} € @ kiimesi vardir. Bu durumda; f({a})n{z}={x}n{z}=D olur.

3- (b,y)2 Gr i¢cin, be X noktasini kapsayan {b}ecD(X,1) kiimesi ile ye Y noktasini
kapsayan {y}e ¢ kiimesi vardir. Bu durumda; f({b})N{y}={x}{y}=D olur.

4- (b,z)e Gr icin, be X noktasini kapsayan {b}ecb(X,‘r) kiimesi ile ze Y noktasini
kapsayan {z} € ¢ kiimesi vardir. Bu durumda; f({b})n{z}={x}n{z}=D olur.

5- (c,x)e Gr i¢in, ce X noktasim kapsayan {c}ecD(X,t) kiimesi ile xe Y noktasin
kapsayan {x}e ¢ kiimesi vardir. Bu durumda; f({c})N{x}={y}n{x}=D olur.

6- (c,z2)¢ Gr igin, ce X noktasim kapsayan {c}ecD(X,t) kiimesi ile ze Y noktasin
kapsayan {z}€ ¢ kiimesi vardir. Bu durumda; f({c})n{z}={y}{z}=D olur.

7- (dx)e Gr i¢in, de X noktasini kapsayan {d}ecD(X,1) kiimesi ile xe Y noktasin
kapsayan {x}e ¢ kiimesi vardir. Bu durumda; f({d})n{x}={z}{x}=D olur.

8- (d,y)e Gr icin, de X noktasini kapsayan {d}ecD(X,) kiimesi ile ye Y noktasini
kapsayan {y}e ¢ kiimesi vardir. Bu durumda; f({d})m{y}={z}n{ y}=0 olur.
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Béylece Gr , strongly-cD-kapalidir. Ancak; x,ye Y noktalarim kapsayan {x,y}cY
actk kiimesi igin £ ({x,y})={a,b,c} € cD(X,7) olur. Bu ise; f'nin a,b ve ¢ noktalarinda
cD-siirekli olmadigin1 gésterir. Dolayisiyla; f fonksiyonu, cD-siirekli degildir.

[12], Teorem l.’de; (Y,p) deger uzaymin T>-uzay olmasi durumunda
f fonksiyonunun siirekliliginin ' Gr grafiginin kap'ahhglm gerektirdigi verilmistir.
cD-siireklilik ve strongly cD-kapalilik kavramlan igin, asagidaki teoremi verdik.

Teorem 2.2.17: £:(X,1)—(Y,p) fonksiyonu cD-siirekli ve (Y,p), T2-uzay ise;
bu takdirde Gy, strongly cD-kapalidir.

Ispat: (x,y)e [(XXY)- Gy] olsun. Buradan y#f(x) 'dir. Y, T,-uzay1 oldugundan;
VNW=J olacak sekilde Y'de sirasiyla y ve f(x)'i kapsayan V ve W agik kiimeleri
vardir. f, cD-siirekli oldugundan; Tanim 2.2.1.’e goére; f(U)c W olacak sekilde
xe X’i kapsayan bir UecD(X,t) kiimesi vardr. VAW=g ve f(U)cW
oldugundan ; f(U)NV=2 olur. Bu ise; Lemma 2.2.1.°e gore, Genin XXY ’de
strongly cD-kapali olmas1 demektir.

Uyan 2.2.4: cD-siirekli iki fonksiyonun bileskesinin cD-siirekli olmasi
gerekmez.

Ornek 2.2.4: f, Omek 1.2.5.'te tammlanan f fonksiyonu ve g; Omek 1.2.1.'de
tamimlanan f fonksiyonu olsun. f, birim fonksiyon oldugundan siireklidir. Uyan 1.2.1.
ve Uyan 2.2.1. geregi f fonksiyonu, cD-siireklidir. Diger taraftan; g fonksiyonunun
C-siirekli oldugunu Omek 1.2.1.'de incelemistik. O halde; Uyan 2.2.1. geregi
g fonksiyonu, cD-siireklidir. Buradan; gof:(X,t)—(Y,p) fonksiyonunun cD-siirekli
olup olmadigina bakalim. g fonksiyonu, cD-siirekli oldugundan; Tamm 2.2.1.'e gére
xeY noktasimi kapsayan {x}cY acik kiimesi igin, g"({x})={a,b}e c¢D(X,1) ifadesini
yazanz. Ancak; {a,b}¢ T oldugundan; Tanim 2.2.1.'e gore gof bileske fonksiyonunun

cD-stirekli olmadigim elde ederiz.
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“Acaba cD-siirekli fonksiyonun hangi genéllestirilmis siirekli fonksiyon ile

bileskesi cD-siireklidir?” Bunun igin agagidaki tanimi verelim:

Tamm 2.2.7: f:(X,t)—(Y,p) fonksiyonu verilsin. Eger, her AcY
cD-kiimesi i¢in, ™' (A)c X cD-kiime ise; bu takdirde f fonksiyonuna , cD-irresolute

denir.

Teorem 2.2.18: f:(X,1)—>(Y,p), cD-irresolute bir fonksiyon ve
g:(Y,9)—(Z,0) cD-siirekli bir fonksiyon ise; gof :(X,T) — (Z,0) bileske fonksiyonu

cD-siireklidir.

Ispat: Tanim 2.2.1.’in esdegeri olarak; VVe o igin (go.f)'l (V) e cD(X,1)
oldugunu géstermeliyiz. g fonksiyonunun cD-siirekliliinden; VVeo igin,
g™ (V)e cD(X,7) olur. Bu takdirde; (gof)™'(V)=f"'(g"!(V)), fnin cD-irresolute
bir fonksiyon olmasindan ; Tanmim 2.2.6.’ya gére, X’de bir cD-kiimedir. Béylece gof
bileske fonksiyonu , cD-siireklidir. |

Teorem 2.2.19: f:(X,7)—>(Y,p), cD-siirekli bir fonksiyon ve
g:(Y,0) = (Z,0) siirekli bir fonksiyon ise ; bu takdirde gof:(X,t) —(Z,0) bileske
fonksiyonu cD-siireklidir.

Ispat: Tamim 2.2.1."in esdegeri olarak; VVeo igin (gof)™ (V)e cD(X,T)
oldugunu géstermeliyiz. g fonksiyonunun siirekliliginden; VVe o icin, g~'(V)e ¢
olur. Bu takdirde f, cD-siirekli bir fonksiyon oldugundan Tamm 2.2.1.'e gére,
(gof) ' (V)=f l(g'l(V)), X’de bir cD-kiimedir. Boylece gof bileske fonksiyonu

cD-siireklidir.

“(Y,p) topolojik uzay olmak iizere; fiY—X;xX, fonksiyonunun siirekli

olmasi i¢in gerek ve yeter sart, T, ve T, izdiisim fonksiyonlan i¢in m0f : Y — X,
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ve m,0f : Y — X, fonksivonlarninin siirekli olmasidir.” teoremini  cD-siireklilik igin

asagidaki gibi gelistirdik.

Teorem 2.2.20: (Y,p) topolojik uzay olmak iizere; f:Y — X, xX,
fonksiyonunun cD-siirekli olmasi igin gerek ve yeter sart m; ve 7. izdiisim
fonksiyonlan: igin, m,0of :Y =X, ve m,0f:Y —X, fonksivonlaninin cD-siirekli

olmasidir.

Ispat: (=):f, cD-siirekli bir fonksiyon olsun. =,:X;xX, =X, ve
7, : X XX, — X, izdiigiim fonksiyonlan daima siirekli oldugundan; Uyan 1.2.1. ve
Uyan 2.1.1.%¢ gbre m,0f ve 7,0f fonksiyonlar cD-siirekli olur.

(&): mof ve m,of bileske fonksiyonlart cD-siirekli olsunlar. O halde;
VT, X, acgik kiimesi igin, (n,0f)™(T,)=f"'(n;'(T,)) Y, cD-kiimedir. Ayrnca;
n; izdiigiim fonksiyonu siirekli oldugundan; VT, cX, agik kiimesi igin,
(T X, xX, ack kimedir. VT, cX, agik kiimesi igin. 7' (T;) c X, xX,
acik kiime ve f“'(n,’l(Tl))cS.{ cD-kiime oldugundan; Tamim 2.2.1.°in esdeéer
tamimindan f cD-stirekli olur. Benzer sekilde; VT, cX. agik kiimesi igin,
(r,0f) ™ (T,) =f (7' (T,))c Y, bir cD-kiimedir. Yine &, izdiisiim fonksiyonu
siirekli oldugundan; VT, c X, agik kiimesi icin; 75" (T,) € X, XX, acik kiimedir ve

£ (n3'(T,)) Y cD-kiime oldugundan; Tamm 2.2.1.'e gore £, cD-siirekli olur.

Kompakt uzay tanimu; [10], Tamim 2.5.'te C-kiimeler i¢in, C-kompakt uzay
olarak genellestirilmistir. cD-kiimeler ve D-kiimeler i¢in, cD-kompakt uzay ve
D-kompakt uzay kavramlan [8], Tanim 3.5. ile agagidaki gibi verilmistir.

Tammm 2.2.8: (X,1) topolojik uzay1 verilsin. Eger X’in cD-kiimelerden
olusan her Ortiisiiniin sonlu bir alt ortiisii varsa; bu takdirde X’e cD-kompakt 1izay

denir.
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Tanim 2.2.9: (X,T) topolojik uzay: verilsin. Eger X'in D-kiimelerden olusan

her &rtiisiiniin sonlu bir alt 6rtiisii varsa: bu takdirde X'e D-kompakt uzay denir.

"cD-kompakt uzay kavrami, C-siirekli fonksiyonlarla korunur mu?" sorusu

[8], Teorem 3.8.'de agagidaki gibi cevaplanmugtir.

Teorem 2.2.21: f:(X,1)—>(Y,p) C-siirekli ve orten bir fonksivon olsun.
Eger X cD-kompakt uzay ise ; bu takdirde f(X) D-kompakttir.

Ispat: v, V’nin D-kiimelerden olusan bir ortiisii olsun. f, C-siirekli ve drten
bir fonksiyon oldugundan; £~ (y)={f"'(V)|Ve v}, X’in cD-kiimelerden olusan bir
ortiisiidiir. X, cD-kompakt uzay oldugundan; Tamm 2.2.8.°¢ gbre X’in bir
{£71(V)),....£ 71 (V,)} alt brtiisii vardir. Dolayisiyla {V,,...,V,} Y’nin D-kiimelerden
olusan sonlu bir alt értiisiidiir. Boylece f(X), Tanim 2.2.9.”a gére D-kompakttir.

Sonug 2.2.6: cD-kompaktiik kavrami, C-siirekli fonksiyonlarla korunmaz.

Teorem 2.2.21.4 cD-siirekli fonksiyonlardan yararlanarak asagidaki gibi
gelistirdik.

Teorem 2.2.22: f:(X,17)—(Y,9) cD-siirekli bir fonksiyon olsun. Eger X
cD-kompakt uzay ise, bu takdirde f(X) goriintiisii kompakt uzaydir.

Ispat: y, Y’nin acik kiimelerden olusan herhangi bir 6rtiisii olsun. f,
cD-siirekli oldugundan; her i€ I igin, £ (A;)e cD(X,7) olur. Ayrica
X 7 (@X) < £ (UA) =Uf(A)

olur. Béylece {f™ (A,«)CX|‘ie I} ailesi, X uzaymn cD-kiimelerden olusan bir

n
ortiisiidiir. X, bir cD-kompakt uzay oldugundan X =|Jf(A,) olur. Buradan her

i=l
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i€ {1, ... n} igin. f(f'(A,))cA, oldugundan f(X)=|JA, olur. O halde f(X)

i=l

kiimesi Y’'de kompakttir.

Sonug 2.2.8: £:(X,7)—(Y,¢) C-irresolute, orten bir fonksiyon olsun. Eger X
uzay:1 cD-kompakt ise; bu takdirde Y uzayr da cD-kompakttir ([8], Sonug 3.2.).

Baglantihi uzay kavramu; -S. Jafari[10] tarafindan C-kiimeler i¢in, C-baglantih
uzay seklinde gelistirilmigtir. S6z konusu kavram cD-kiimeler ve D-kiimeler igin,
E. Hatir ve T. Noiri[8] tarafindan asagidaki gibi geligtirilmigtir.

Tamm 2.2.8: (X,T) topolojik uzayr verilsin. Eger X, bos olmayan iki
cD-kiimenin birlesimi olarak yazilamiyorsa; bu takdirde X uzayina cD-baglantilidir
denir ([8], Tanim 3.6.).

Tanmm 2.2.9: (X.7) topolojik uzayr verilsin. Eger X, bos olmayan iki
D-kiimenin birlesimi olarak yazilamiyorsa; bu takdirde X uzayma D-baglantilidir
denir ([8], Tamm 3.6.).

Baglantnhlik kavraminin  siirekli  fonksiyonlarla korundugu [25],
7.2.7.Teorem’de verilmistir. “‘cD-baglantili uzay kavrami, cD-siirekli fonksiyonlarla
korunur mu?” seklindeki soruyu asagida cevaplamaya galigtik.

Teorem 2.2.23: f£(X,7)—(Y,0) fonksiybnu cD-siirekli, oOrten ve X,
cD-baglantili bir uzay iée; bu takdirde Y uzayi, baglantilidir.

Ispat: Varsayalim ki; Y uzayi, baglantili olmasin. Bu takdirde; VAW= ve
VUW=Y olacak sekilde her biri bos olmayan, V ve W agik kiimeleri vardir. Burada,
f altinda ters goriintii alirsak; (V)N (W)= ve f'(V)Uf'(W)=X ifadelerini elde
ederiz. f fonksiyonu, 6rten olduéundari; f1(V)z@= £'(W) olur. Ayrica; f fonksiyonu,
cD-siirekli bir fonksiyon oldugundan; Tamm 2.2.1.'in esdefer tammma gore;
f I(V), f l(W)e cD(X,7) olur. Bu ise; X’in cD-baglantili uzay olmasiyla gelisir. O
halde; Y uzay, baglantulidir.
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Bu teoremden faydalanip. asagidaki sonucu verdik.
Sonug 2.2.9: cD-baglantililik kavrami, cD-siirekli fonksiyonlarla korunmaz.

cD-baglantili uzaymin C-siirekli bir fonksiyon altindaki goriintiisiiniin hangi
cesit baglantili uzay oldugu, [8]’de asagidaki gibi verilmistir. Ispatsiz olarak verilen

bu teoremin ispatini, agagida yapmaya calistik.

Teorem 2.2.24: f.(X,7)—(Y,0) fonksiyonu C-siirekli, orten ve X,
cD-baglantili bir uzay ise; bu takdirde Y uzayi, D-baglantilidir.

Ispat: Varsayahm ki; Y uzay: D-baglantih olmasm. Bu takdirde; Tamm 2.2.11.’e
gore Y, her biri bos olmayan iki D-kiimenin birlegimi olarak yazilir. Tanim 1.2.1.,
Tamm 2.1.1. a) ve b) geredi; D-kiimenin C-siirekli bir fonksiyon altinda ters
goriintiisiiniin cD-kiime oldugu agiktir. f fonksiyonu, C-siirekli ve 6rten oldugundan;
X, her biri bos olmayan iki cD-kiimenin birlesimi olarak yazilir. Bu ise X uzayinn
cD-baglantili olmasiyla geligir. O halde; Y uzay1, baglantilidir.

Bu teoremden faydalanip, agagidaki sonucu elde ettik.

Sonug 2.2.10: cD-baglantililik kavrami, C-siirekli fonksiyonlarla korunmaz.
“cD-baglantiliik kavram: hangi cesit fonksiyonlarla korunur?” seklindeki
soru, [8], Sonug 3.3.’te asagidaki gibi cevaplanmigtir.

Sonug 2.2.11: Eger £:(X,1)—(Y,9) fonksiyonu C-irresolute, drten ve X uzayn,
cD-baglantili ise; bu takdirde Y uzayi, cD-baglantilidir.

_ Ispat: Varsayalm ki; Y uzay1, cD-baglantih olmasmn. Bu takdirde; Tanim 2.2.10.’un
timleyenini almakla, Y uzay1 bos olmayan iki cD-kiimenin birlegimi olarak yazilir.
Yani; Y=S;US;3 S|¢®¢Sz.’dir. f fonksiyonu, C-irresolute bir fonksiyon oldugundan;
Tamm 1.2.12.°ye gore, £'(Y)= (S;USy)= £'(S1)Uf!(S;) ifadesindeki f'(S;) ve
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f1(S2) kiimeleri, X uzayinda birer cD-kiime olur. Aynca; f fonksiyonu, orten
oldugundan; f'(Y)=X ve (S, #@= £(S,) olur. Bu ise; X uzaymn cD-baglanul
olmasiyla gelisir. O halde; Y uzayi, cD-baglantihdir.

“cD-stirekli fonksiyonun kisitlanmig fonksiyonu, acaba cD-siirekli midir?”

sorusunu, asagidaki gibi cevaplamaya ¢aligtik.

Uyan 2.2.5: f:(X,7)—(Y.) fonksiyonu ve bir AcX alt kiimesi verilsin. Eger
f fonksiyonu cD-siirekli ise; fla:(A,Ta)—=(Y,®) kisitlanmis fonksiyonunun cD-siirekli
olmasi gerekmez.

Ornek 2.2.5: f fonksiyonu, Omek 1.2.6.’da verilen fonksiyon olsun. O halde
f, C-siireklidir. Uyan 2.2.1. geregi bu fonksiyon cD.-siireklidir. Ancak; A={a,b,c}cX
alt kiimesi igin ﬂA:(A,‘cA)—>(Y ,¢) kisitlanmis fonksiyonu cD-siirekli degildir.
Gergekten; A={ab,c}cX icin 1,={A,J,{b},{c},{b,c}} olur. xeY noktasim
kapsayan {x}CY agik kiimesi i¢in f | A ({x})={a,b,d}ecD(A,ta) elde edilir. O
halde; Tamim 2.2.1.’e gore f fonksiyonunun A={a,b,c}cX alt kiimesine kisitlanisi
cD-siirekli degildir. )

Onerme 2.1.1. ve Onerme 2.1.2. geregi, asagidaki sonuclan elde ettik.

Sonug 2.2.8: cD-siirekli bir fonksiyonun agik kiime ve o*-kiimeye kisitlams:
cD-siireklidir.
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SONUC VE ONERILER

Bu calisma sonunda; E. Hatir, T. Noiri ve §. Yiiksel’in [7] siirekliligin bir
ayngimi, E.Hatir ve T.Noiri’nin [8] C-D; ayirma aksiyomu ve S.Jafari’nin [10]
C-siireklilik adli makalelerinden yararlanarak C-siireklilikten daha zayif olan
cD-siireklilik adh bir siireklilik ¢esidi tanmimladik. Bu siireklilik ¢esidinin sagladign
bazi 6zellikleri inceledik ve bazi sonuglar elde ettifc. Bu ¢alismada incelemedigimiz
fakat topolojik uzaylarda bilinen genel siirekliligin sagladig1 pek ¢ok 6zelligin cD-
siireklilik i¢in saglanip saglanmadig arastirilabilir.
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