46 15

IKINCI MERTEBEDEN LINEER HIPERBOLIK
DENKLEMLER UZERINE BAZI KARISIK
PROBLEMLEER

OZAN OZKAN
YUKSEK LISANS TEZI
MATEMATIK ANABILIM DALI
Konya, 1999 . - .
TC YUKSEKOGRETIM KURULU |
DOKUMANTASYON MERKEZ]



T.C.
SELCUK UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

IKINCI MERTEBEDEN LINEER HIPERBOLIK
DENKLEMLER UZERINE BAZI KARISIK
PROBLEMLER

Ozan OZKAN

YUKSEK LISANS TEZI
MATEMATIK ANABILIM DALI
Konya, 1999



T.C.
SELCUK UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

[KINCI MERTEBEDEN LINEER HIPERBOLIK DENKLEMLER
UZERINE BAZI KARISIK PROBLEMLER

Ozan OZKAN

YUKSEK LISANS TEZI
MATEMATIK ANABILIM DALI

Bu tez J¥.4:%../1999 tarihinde agagidaki jiri tarafindan oybirligi/eygoklugu ile
kabul edilmigti

Prof. Dr. Saziye YUKSEL
(Damgman)

(Uye)
Yo Dg.On Galpp OTURANG  Dog. A. fidni BERK Joy

(Uye)



OZET
Yiiksek Lisans Tezi

IKINCI MERTEBEDEN LINEERHIPERBOLIK DENKLEMLER UZERINE BAZI
KARISIK PROBLEMLER

Ozan OZKAN

Selguk tniversitesi
Fen Bilimleri Enstitiisi
Matematik Anabilim Dali

Danigman : Prof. Dr. Saziye YUKSEL
1999, 30 Sayfa
Juri : Prof. Dr. Saziye YUKSEL
Yrd. Dog. Dr Galip OTURANC
Dog.A. Hilmi BERKSOY

Bu ¢aligmada; bir sinif titregim denklemleri i¢in ortaya konulmug baglangig-
siir deger problemi Fourier yontemi ve uzakliga bagh sonlu farklar yontemi ile
incelenmisgtir.

Fourier yontemi ile yapilan ¢6ziimde seri formunda bir analitik ¢6ziim
bulunmugtur. Bu ¢6ziimiin katsayilara bagli olarak davranig1 incelenmistir.

Uzakhiga bagl sonlu farklar yontemi kullamlarak yine aym problemin

¢Oziimii bulunmus ve bu ¢6ziimiin de katsayilara bagli olarak davranigi incelenmistir.
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denklemler, sonlu farklar yontemi, Fourier serisi, matrisler teorisi, spectral analiz,
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ON THE SOME MiXED PROBLEM FOR LINEAR SECOND-ORDER
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This paper is devoted to the analysis of the problem of the initial-boundary
value problem which is defined for some group of wave equations with the Fourier
and finite difference methods.

The result obtained by Fourier method gives an analytic solution in series
form. And we studied the behavior of this solution with regarding coefficients and
data.

The solution of the same problem is found by using the method of finite
differences. And we studied the behavior of this solution with regarding coefficients

and data.
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1 §GIRIS
Bu ¢aligma, bir sinif hiperbolik denklemler i¢in karigik problemlerin birkag yontemle

incelenmesi ve elde edilen sonuglarin karsilagtirilmasini igermektedir. Burada goz

o'u o’U
atz - a(t’ x) axz

olup denklemdeki a(z, x), b(¢, x) herhangi katsay1 ( a(z, x), pozitif olmak iizere )

Oniine alinan genel denklem, + b(z, x) %% = h(x, ¢) formunda

fonksiyonlaridir. Bu denklem ile ortaya konulmus problemi incelemek igin Fourier
yontemi [6], [7], [8], [20], [22], [23], [24] ve fark yontemi [2], [5], [6], [8], [10],
[12], [16], [23] kullamlmugtir. Bu yontemlerin 6zelliklerini daha iyi anlamak

bakimindan ve hesab: basitlestirmek i¢in katsayilan sabit kabul ederek islem yaptik

Burada amacimiz lineer titresim denklemlerinin ¢éziimlerinin sayisal incelenmesi
oldugundan, sabit katsayili denklemleri g6z Oniine almanin yeterli olacagini
dustinduk. Sonlu farklar yontemi kullanirken amacimiz, g6z oniine alinan problemi
ordinary denklem sistemine indirgemek ve bu ordinary difereniyel denklem sistemini
incelemektir. Ordinary diferensiyel denklem sisteminin 6zelliklerini incelendikten
sonra bunlarin sayisal ¢oziimlerini yazmakta zorluk olmadigindan [2], [3], [5], [8],
[9], [10], [11], [12] (Bu soru fazla sayida litaratiirde incelenmistir. ) bu kisma ¢aliyma

yer vermedik.

Caligmanin ilk boliminde homojen denklem igin yazilmig olan karigik
problem Fourier yontemi ile incelenmis, daha sonrada buradan elde edilen sonuglan
kullanarak homojen olmayan denklemler i¢in de aym problem incelenmistir [1], [6],
[13], [15], [18], [19]. Biliniyor ki bu yontemi kullanirken spectral problemi
incelemek gereklidir. Bu yiizden bu boliimde ikinci mertebeden olan adi diferensiyel
denklem i¢in spectral problem de incelenmigtir. Bitiin bunlar kullamlarak analitik

¢Oziim bulunmustur.

Ikinci boliimde, bir tiir n. mertebeden matrisin 6zdeger ve 6zvektorlerinin
incelenmesi yapilmigtir ki burada alinan sonuglar iigiinci bolimde alinan ordinary
denklemler sistemini incelemek igin gereklidir ve bu denklemler sisteminin

katsayilarina bagli olarak ¢6ziimiin nasil davrandifimi irdelemeye imkan verir.



Ugiincii boliimde ise, (2.1)-(2.3) problemini farklar yontemiyle inceledik. Buradaki
fark problemini uzakliga bagl fark problemi olarak diizenledik. Bu ise sistemi adi
diferensiyel denklemler sistemine donistiirdii. Bu yiizden adi diferensiyel denklem
sistemi incelendi. Sonug olarak, bu bolimde ikinci mertebeden ordinary denklem
sistemi igin spectral problemin 6zellklerinden faydalamlarak, g6z oOniine alinan

problemin ¢6ziimi bulunmustur.

Bu ¢aligmanin 6nemi: Elde edilen sonuglarin muhendislik bilimlerinde bazi
problemlerin ¢6zimlerinde kullanilabilir ve bu tiir problemlerin incelenmesini
kolaylastirmasindan kaynaklanmaktadir. Bu bakimdan ikinci béliimde elde edilen
sonuglar; tim veriler ile 6zdegerleri arasindaki bagintiy1 daha iyi agikliyor.Bu ise
pratik kulammi kolaylastirir. Burada bulunmug olan sonuglarin bir kismi I. Tirk

Matematik Diinyasi Sempozyumunda da sunulmugtur [16].
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2 §IKINCi MERTEBEDEN LINEER HIPERBOLIK DENKLEMIN
FOURIER METODUYLA ¢6zUMU

2.1 HOMOJEN DENKLEM UZERINE

Ikinci mertebeden lineer hiperbolik denklem igin asagidaki gibi [1], [6], [23]
verilen baslangi¢ deger ve sinir deger problemini géz oniine alalim.
o’uU  , U ouU

P -a P +b Yy =0 , (t,x)eQ=R.x[0, 0] (2.1)

U@ 0)=U(, £)=0 , =20 (2.2)
U0, x) = f(x) Ui (0, x) = g(x) , xe [0, 7] (2.3)

Burada; f(x) ve g(x) fonksiyonlar: siirekli fonksiyonlar, a, b katsayilar ise

reel say1, £ > 0 olarak g6z Oniine alinacaktir.

Simdi bitin bu veriler 1s1ginda (2.1)-(2.3) probleminin ¢dzimiiniin
asagidaki (2.4) esitligi ile verilen gekilde olup olamayacagini, eger olursa, ¢oziimin

nasil olacagini irdeleyelim.

U D=3 o)X () (2.4)

n=1
(2.1) denklem formundan goriiniir ki bagimsiz degigkenlere bagli olarak aranan

U(t, x) fonksiyonunu bu degiskenlere bagli olarak ayrilabilirdir. Yani ¢oziimi (2.4)
formunda aramanin anlami vardir. Istenen herhangi bir n deeri igin ¢ ve x
degiskenleri lineer bagimsiz degiskenler olduklarindan (2.4) uin (2.1) de yerine
yazilmasi sonucu elde edilen esitlikten X, (x) ifadesinin degeri asagidaki gibi

bulunur.

Oncelikle her bir X, (x) i¢in;



(2.5)

X, ®+A4X(0)=0 ;A eR
X,(0=X,(8)=0

problemine ulagilir ki; bu (2.5) probleminin genel ¢6ziimii

Xa (X) = Cos‘/—?:ﬂ_x + by Sin\[in_x
bigimindedir [11]. Buiunan bu genel ¢oziimiin verilen
Xa (0) = 0 sartin1 saglayan ¢6ziim olmasindan
=0
bulunur.

Xa () = 0 sartim saglamasindan ise

Vb =nn = \/X:=1;‘- n=12,3, .

bulunur.

Bu kogullar g6z 6niine alindig taktirde aranan ¢oziim,
Xo (X)=by Sin’—jl—x

olarak bulunur.

Simdi; daha sonra kullanmak iizere [7], [19], [23], [24]asagidaki lemma’ y1

verelim
2.1 Lemma:

Keyfi ¢ # 0igin {g Sin 2;x} ailesi 15(0, ¢) uzayinda tam, ortanormal baz ve

aym zamanda keyfi f(x) ve g(x) fonksiyonlan i¢in (Bu fonksiyonlar L,(0, £)” de
tamimli fonksiyonlardir ) agagidaki egitlikler dogrudur.



gx)=> G \/% Sz‘nn—;x

5

il

| o~
© ey,

£(x) Sinllpfx dx

Go= = | g(x)Sinn7nxdx

0

Simdi tekrar problemin ¢6ziimiine geri doénersek;

olmak tizere (2.4) esitligini (2.1)-(2.3) de kullanirsak

&

;(Tn"(t)Jr 2" T, (t)+ bl”,,'(t))xn (x)=0

STOXE=6) . 2T OX6)=5k)

(2.6)

2.7)

(2.8)

(2.7) ve (2.8) ile gosterdigimiz esitlikleri, 2.1 Lemma.” da goz Oniinde

tutularak problemimiz agagidaki hale indirgenecektir. Yani,
T, ()+2,2’T,(t)+T, (t)=0 n=1,2,3,..

T.0)=E , T,(0)=G, n=1,2,3, ..

(2.9)

(2.10)

problemine ulagilir. $imdi bu problemi ¢oziimleyelim; bunun igin 6ncelikle (2.9)

denkleminin karakteristik denklemini yazalim:



kb ot A 2% = 0

A, =b*-4)\a’
rn(l)z.—_b.—'_-__. NA" rn(2)= .—_b_j___ UA“ n= ], 2’ 3, .
2 2
dir.
.. . ,b'é . 1]
Asagidaki islemlerde kullanmak iizere z= iﬁ— olarak secelim.ve bu 7y
alm

in alacag1 degerlere gore problemin ¢6ziimiiniin nasil olacagini irdeleyelim.

LDURUM:

Eger { lb|€ } ¢ Nise bu taktirde;
2la|x

n<ng

sartin1 saglayan n degerleri igin A_> 0 olup buradan r,'"% r,® (31", r,® eR) olur.

Bu sartlar altinda (2.9)’ un genel ¢6ziimii
T,()= 4" + B (n <ng)

seklinde bulunur. Bulunan bu ¢6ziimden (2.10) daki sartlara uyan ¢oziimler ailesini

bulmak i¢in de (2.10)’ nu yukanda kullanirsak;

A, +B, =F
A +1PB =G @1
sistemi elde edilir bu (2.11) sisteminin ¢6ziimiinden A, ve B, kasayilari
™F -G, . G, -r"F,
A, = @ _ O ile B, = L@ _ (2.12)

olarak bulunur. Bu taktirde aranan genel ¢oziim,



1
[- b - (fzb2 — 41127523,2)2 }Fn - 26(}'1 jéb+(£2b2—4nznzazl§t
T.(0)=" e ¥ 4

2(¢%? - 4n21t2a2)%

1
2(G, - [- o+ (20 - 4n’na’) JF N

e % (n < ny) (2.13)

2(0°b” - 4n’na’)e
dir.

n > ng igin A, < 0 olup bu aranan A . ro®  koklerinin kompleks olmasi

demektir. Bu durumda (2.9) un genel ¢6ziimii,

~bt

Tu() =€ * (An cosdut + Bysindu?)
olarak diizenlenebilir (burada; 8, = {/— A, olarak alinmugtir.)

Bu son esitlikte de (2.10) sart1 goz oniine alinirsa

A =F

2.14
—%An+8an =@, -

sistemi elde edilir ki, (2.14) sisteminin ¢6ziimiinden
An=Fyq

2G, +bF,
28

n

B.=F,

esitlikleri bulunur, Bulunan bu katsayilar sistemde yerine yazildig: taktirde aranan
genel ¢oziim;

L G. +bF

(= X ( Fncosdut + g—"z—s—l $indy,7 ) n>ny (2.15)

u

olur.



IL.LDURUM:

Eger Ptﬁ,ﬁ

2| | } € N ise, bu taktirde » # my igin (2.9) un genel ¢ozimi
alm

yukaridaki gibi bulunur. # = ny olmasi1 durumunda ise (2.9) un aranan ¢ézimi;

—bt

T, ()=(A+Bt)e?
seklinde gosterilir. 4 ve B katsayilari ise (2.10) sartindan

A=F,

B-2A-g,
2 0

sistemini saglayan katsayilar olduklarindan bu sistemin ¢éziimiinden de

A=F

ny

2G, +bE,
B — [ 0
2

olarak bulunur. Bu taktirde aranan genel ¢éziim:

2G, +bF, ™
T, O=F,« = —t)e? (2.16)

dir.

2.2 Teorem:

/ (x) ve g(x) fonksiyonlar: siirekli fonksiyonlar, a, b katsayilar: reel say1 ve

¢ > 0 olarak.g6z oniine alindiginda (2.1)-(2.3) probleminin

U ,)=3 To(t) X (x) @.17)

n-1

gibi tek bir ¢éztimii vardir.



Ispat:

Burada Xu(x), (2.6) formuly, 7,(?) ise (2.13), (2.15), (2.16) fomiillerindeki
gibi elde edilir. .".

2.2 HOMOJEN OLMAYAN DENKLEM UZERINE

Ik bagta (2.1) ile gosterdigimiz problemde esitligin sag tarafina
baktigimizda denklemin homojen bir denklem oldugu gorilecektir. Simdi ise
esitligin sag tarafinda sadece x” in bir fonksiyonu olmasi durumunda ve (2.1) -(2.3)
problemindeki yine Ax) ve g(x) fonksiyonlar: siirekli fonksiyonlar, a, & katsayilar
ise reel sayi, £> O olmast kosullarinin aynen gegerli olmas: drumunda homojen
olmayan ikinci mertebeden lineer hiperbolik denklem igin baslangi¢ deger ve sinir
deger problemini ¢oziimleyelim.

o’V L3V oV

Pe a P +b5—=h(x). , (t, x)eQ=R. x [0, (] (2.18)

V(t,0) = V(,£) = 0 . 120 (2.19)

V(O, x) = f(x), %\t’—| =g(x) , xe [0, ¢] (2.20)

t=0
(2.18)-(2.20) probleminin ¢éziimiini agagidaki toplam bi¢iminde arayalim.
Vi,x)=U( x)+y ()

Yukarnidaki esitlikteki gibi bir ¢oziim arandig taktirde toplamdaki U(¢, x) nin ¢dzimu
yukanida 2.2 Teorem’ de bulmug oldugumuz (2.1)-(2.3) probleminin ¢6ziimi ile
esdeger kabul edersek bu ¢oziimle tekrar ugragmayip yukaridaki problemin

¢O6ziimiinii referans olarak alip sadece y(x)’ in ¢6ziimi ile ugrasacagiz.

V(t, x)=U(t, x)+y(x) ¢ozimiinii (2.18)-(2.20)’ de yerine yazdigimiz taktirde y(x)

fonksiyonunun agagidaki gibi bir problemin ¢6ziimii oldugu gorilir.

{_ 2'y" =h(x) (2.21)
y(0)=y(¢)=0
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Simdi bu (2.21) problemini ¢oziimleyelim;

-a’y"=h(x) =

y(x) = —iz j h(t)dt+c¢, =
a 0

x|t
y(x) = —izj[jh(s)ds}it+c]x +c, - (2.22)
a 0[.0
bulmug oldugumuz bu (2.22) esitliginde (2.21), sartlanm kullamrsak ¢ ve c;
sabitleri;
Cz=0

ol

bigiminde bulunur ki boylelikle (2.21) in genel ¢dziimi:

Y(x) = ——j{ j h(s)ds}ﬂ {g j { j' h(s)ds}dt} (2.23)

olur. Boylelikle agagidaki teorem ispatlanmis olur.

2.3 Teorem

f(x), g(x) ve h(x)fonksiyonlar: siirekli fonksiyonlar, a, b katsayilar1 ise reel say1, >0
olmak iizere (2.18)-(2.20) probleminin

Vie,)=U@x)+y(x)

bigiminde tek bir ¢oziimii vardir. Buradaki U(, x) fonksiyonu 2.2 Teorem’ de gibi,
V(x) ise (2.23) deki gibi elde edilir..".
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3 BIR TiP n. MERTEBEDEN MATRISIN OZDEGERLERININ
INCELENMESI

Bu bolumde agagidaki n. mertebeden matris incelenecektir.

(-2 1 0o .. 0)
1 -2 1 0 .. 0
0 1 -2 1 0 ..
A:
. 1
\ 0 ] —2/““

Caligmanin son bolimiinde goriillecek ki, gozoniine alinan (2.1)-(2.3) problemine
sonlu farklar yontemi uygulanmasi ile bulunan matrisin incelenmesi igin bu 4

matrisinin incelenmesi yeterlidir. Bunun igin dnce bu matrisi inceleyecegiz.

Biliniyorki [2], [4], [21] keyfi 4 matrisinin 6zdegerlerini ve 6zvektorlerini bulmak
igin

Ao=A0
denklemler sisteminden faydalanilir.Bu sistem homojen sistem oldugundan bilindigi

gibi sifirdan fakli ¢oziimiiniin olmasi igin A-AE matrisinin determinantinin sifira esit

olmasi lazimdir. Bunun igin agagidaki formda tanimlanmig P, (A) polinomunu

incelemek yeterlidir;
-2-A 1 0 . 0
1 -2-A 1 0o . 0
Po(A)=| 0 1 -2-2 10 0 3.1
. . ) o 1
0 . . .01 -2-A




3.1 Lemma:

V n > 3 i¢in agagidaki esitlik dogrudur.

Pn(l)_:('z'/l)Pn-l (ﬂ')"Pn-Z(Z')

12

(3.2)

Ispat: Yukaridaki (3.1) determinantimin sonucunu birinci satir1 kullanarak hesap

edersek
-2-2 1. 0 0
1 -2-A 1 0
Pa(A)=(2-2)(- D™ O T
1
0 0 1 —2-N (a-D)x(n-1)
1 1 0 0
0 -2-A 1 0 0
1(_1)1+2
’ J 4 a N
0 0 =22 ey

Elde edilen yukandaki esitlikteki toplamin birinci determinanti P, 1(4)’ ya

esittir, toplamin ikinci determinantinin degeri ise buradaki birinci sutundan istifade

edilerek hesap edilirse bunun P, (1)’ ya esit oldugunu goruriiz Boylelikle (3.2)

bagintisinin gegerli oldugu goriilir.

3.2 Sonug:

V21 igin Pu(-4 - 2) = (-1)" Py(4) dur.

ispat :

[spat: matematiksel indiksiyon metoduyla yapalim.

Pi (A)=-2-A , Pa(M)=(2+1)}>-1

(3.3)



esitlikleri kolaylikla bulunabilir bunlart indiiksiyon metodunun ilk asamasi olarak

(3.3)’ iin dogrulugunu kontrol igin kullamrsak;
Py (-4-2) = -2-(-4-A) = 2+A = -P(2)
Py (-4-2) = (2+2)*-1 = (-1)’Po(4)
esitlikleri bulunur ki bu 7 = 1 ve # =2 igin (3.3) Gn dogru oldugunu gosterir.

Ikinci agama olarak varsayalim ki; n = k-1 ve n = k igin (3.3) esitligi dogru

olsun, n = k+1 igin dogru oldugunu gosterelim. (3.2) rekurans formiiliine gore
Pus1 (-4-2) = (2+2) Py (-4-2)-Pi .1 (-4-2)
= @2+ (-1) Pc DD TP (A)
= (DL (2-8) P APt (] = 1P (B)

bulunur kibu V 7> 1 igin (3.3) esitliginin dogru oldugunu gosterir.

3.3 Sonug:
V n21 igin asagidaki esitlikler dogrudur
Pa(Q=(¢1) (n+1) G.4)
Po(-4)=n+1 (3.5)
Ispat:

(3.5) esitliginin dogrulugu (3.3) ve (3.4) den kolayca goriilebilir. Bunun igin bizim
sadece (3.4) esitliginin dogru oldugunu ispatlamamiz yeterlidir. Burada yine

matematiksel indiiksiyon metodunu kullanalim,
n=1ven=2igin,
Pi(0)=-2,P,(0)=3

olduguna gére simdi (3.4) esitligini #» = k-1 ve n = k igin dogru oldugunu kabul

ederek
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n = k+1 i¢in dogruluunu ispatlayalim. (3.2) den dolay: ;
Pyt (0= -2 P (0) - Pt (0) = (-2)(-1) (k+ 1)-(-1) &
= (-1)*" (2k+2-k)
= DN (1))

Boylelikle 3.3 Sonug’ un ispati yapiimig olur.

3.4 Teorem:

Py(4) ve Py.; (4) polinomunun kékleri agsagidaki formda siralanmgtir,

|

]
e
=

~4<A® <AV <<, T <M <0 i
n=2k+1, Vk = 0igin
P,a(2)=0
ve kokler A=-2 noktasina gore simetriktir.
ispat: Koklerin A = -2 noktasina gore simetrikligi 3.2 Sonug’dan goriilebilir.
3.1 Lemma’ daki (3.2) esitliginden
Py(-2) = - Poa (-2)
dir, buradan her £ > 1 igin
Pai(-2) =- Pua(-2) = ... = -1)*'Py(-2)=0

Simdi teoremin esas hikmiinii ispatlamak igin matematiksel indiiksiyon

metodunu kullanalim:
n=1ven=2igin;
Pi(4)=0 = 2-A=0 = Ai=-2

Py()=0 =  (2-A)*=1 = =-3, h=-1
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Simdi; Py.; (4) ve Py (4) igin teoremin hitkkmiiniin dogru oldugunu varsayalim. Yani,
bu polinomlarin sirasiyla (k-1) ve (k) sayida negatif, ayn1 zamanda A=-2 noktasina
gore simetrik olan kokleri mevecut olsun ve Py (4) min kokleri Py (A) min kokleri
arasina girsin. Koklerin negatif ve 4 = -2° ye gore simetrikliginden anlagiliyor ki

kokler

(-4, 0) araliginda tanimhdir. Bu kokleri yine sirasina uygun olarak /L-(k'l) i=1Lk-1,

2% i= 1k seklinde gosterirsek, bunlar
~4<2P <2 V<<, " <1," <0

olup. Buradan ;

Xi(k) =—4- A‘k+l—i(k) (= L—k)
A =—4-a 5 =1k

Simdi gosterelim ki P,_,(A) igin teoremin hilkkmii dogrudur. Kokler simetrik
oldugundan onlar (-4,-2) veya (-2,0) araliklarindan birinde bulmak yeterli olacaktir.

Oncelikle P, (1) ve P_,(A) polinomlarini garpanlarina ayirip

— (—E 3 By g K A
P =CD""A-A )R-, ) (A=A )} (3.6)

P.(A) = (DF A=A )= A,5)..(A=A5)
[-4,—2]araliginda P,,,(A) = O denkleminin koklerini bulalim:

[-4,— A ]araliginin uglarinda P, (A) ’nin isaretini inceleyelim.

3.9

P-4 =k+2>0
(3.2) rekiirans formiiliinden ;
Py (W™ = (24" )P.A") P, (A,")

burada (3.6) ’y1 kullanirsak;
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P.A")=0ve P_,(3,*)>0
olur ki, bu

P.. () <0
olmasini gerektirir.
Biliyoruz ki Cauchy teoreminden; 34, “"” e (-4, AP 5P, 05" =0

olur,

Simdi de [A,%7,A

01 0= 1,2,...,[5-;—]—] pargalarinin  uglarinda
P,.;(A, ) nn isaretlerini inceleyelim.
(3.2) rekiirans formiiliinden;
P (") = (225" -P, A% ") =0
dir.
(3.6), den dolayi ;

P57 = (2= R (3.7)

(3.6), ye gore P.(A,*™) nin isareti , (~1)*.(=1)*" =(~1)" olur.Bu sonucu ve

ﬂj(k—l) c (_4,_2) oldugunu (3.7) de g6z 6niine alirsak ;
Pk”()»i(k_”) nin isareti (—1)’

olur,

(3.6), ve (3.2) ye gore

Pk+10"i+1(k)) =, (xiu(k)) (3~8)
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dir.

(3.6), ’e gore de P, (A, ) ninisareti

(_l)k—l (_l)l—l—i - (_l)x
olur. Bunu (3.8) ’da g6z oniine alirsak;
P, (%) ninisareti (-1)"

olur.

+ - . k - 1
Burada yine Cauchy teoremin’ den; Hﬂ,m(k = (ﬂi(k ]),ﬁ«mm) I= 1,27-%{—2—}

5P (A, “™) =0 olur.

i+l

k+1
Boylelikle (-4,-2) araliginda P,,,(A) mn toplam olarak [T}H tane
koékii oldugunu bulmus oluruz.

Simdi & *nin tek veya ift say1 oluguna gore koklerin sayisini irdeleyelim:

k+1

Eger k tek ise; (-4,-2) araliginda P, ,(A) min koklerinin sayisi olur.
Simetri 6zelliginden (-4,0) arliginda koklerin toplam sayisi (k+1) dir. Eger k ift

olursa, (-4,-2) araliginda P, ,(A) mn koklerinin sayis: 5 olur. Yine simetri olma

k
ozelliginden (-2,0) araligindaki koklerin sayisi —2— olur. Ve A =-2 P, ,(A) mn koki

oldugundan (-4,0) araliginda koklerin toplam sayist (k+1) bulunur. Teoremin

ispatindan anlagilir ki P,(A) mmn kokleri P,,,(A) nin kokleri arasina yerlesir.

3.5 TEOREM

p,(A) polinomunun kokleri igin agagidaki limitler dogrudur:
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ﬂq(n) —a—>4

R —

n n—>0

Bu teoremin ispati agagida ispatt yapilan lemmalardan bulunur. Ayrica bu

lemmalarda 3.5 Teorem de sdylenen limitlerin yakinsama hizlar1 da incelenir.
Ik olarak; /?,n(") nin sifira yakinsama hizina bakalim.

Oncelikle genel terimleri ; p, L ve y, =
2n 2n+1 - 2n-1

seklinde olan dizileri

goz oniine alalm Im, > 1 segelimki VA € l— 4-4+u,, ] i¢in

G+MA+N)

oyt (3.9)

olsun. Bu m,, ’larin varlig1 asagidaki limitlerden agiktir.

Cl+p,)B+u,) 3

lim
e @2-p) 2
limy, =1

n—»®

3.6 Lemma:
VA e [— 44+ Woimg-1 ]
igin,
PpdA) > K im, 1 Pa (D)
esitsizligi vardur.
Ispat: Ispat: matematiksel indiiksiyon metoduyla yapalim:

n =1 i¢in,
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P(A)=-2-A P,(A)=(2+1)’ -1
(3.9) esitsizliginden VA e [-4,-4+y,, ] i¢in

p,(A)>x, p,(4)

olur. Lemmanin hikmiiniin dogrulugunu »=k igin kabul edip, #=k+1 igin ispati
fzﬁ

yapalim.

VA e[4,— 4+ Wy, ] icin,

PeN) > Xgrm, P V) (3.10)
Simdi;

VA e[-4,— 4+ ]
i¢in (3.2) formiliinden

P.,A)=(=2-M)P,,-P.(A) (3.11)

M, > .., oldugundan (3.10)~(3.11) den

1

Pk+2 (;") > [—' 2-A- ijﬂ (7\‘) 2

k+mgy-1

—1_~]Pk+l (;\') =

k+mg -1

= [2 “Mgimy1 T

_{a- 1 N 1 2k +m,-1)-1 P (M)
2(k+my~1) 2(k+my-1)+1  2(k+my-1)

= l :_MP — )\‘
[1+2(k+mo“])+1]l)k”(l) 2(k +m,) -1 k(R =X, P ()

dir.
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3.7 Lemma:

Asagidaki limit dogrudur.

lim( n(")nz)s L

R—>0

Ispat:
Viel-4-4+u,., ]
igin
1 l
P(A)=-2-A22-H, 0, , =2~ + >
° 2(n+m,—-2) 2(n+m,—2)+1
ve

Ko > 1

oldugundan 3.6 Lemma’ ya goére
p,(A)>p, (A)>.>p(L)>0
olur. Buradan anlagiliyor ki [-4,— 4+ U, _,] araliginda P_(A) mn koki yoktur.

3.2 Sonug’ tan anlagihir ki [~{4,,p 5,0l pargasinda da P,(A) mmn koki yoktur.

Buradan da
(n)
ﬂ’n < —ﬂn+m0 -2

elde edilir. Boylelikle

ﬁn—(kn(")nz)s 1_15(- un+mo_2n2) T

n—w n—© 4

olur ..
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TEOREM 2 iCIN ISPAT:

Teorem 1°e gore
D> S > >4
yani,
{ll(") } dizisi monoton azalan ve alttan simirh oldugundan bir noktaya yakinsar. Yani;

ﬂl(n) —>x >4 N
Benzer olarak

-1
AP < @ e, <.<0

n+11

yani; {)\.u(")} dizisi monoton artan ve tstten simrl oldugundan bir noktaya yakinsar.

Bagka bir degisle

A, ——5B<0,

n n—»c

olur.Ancak 3.7 Lemma’ dan bulunur ki B= 0 dir Aym zamanda A, =-4-2,®

oldugundan a= -4 dir. Boylelikle sadace teoremin ispati yapilmakla kalinmayip,
koklerin yakinsama hizlari da bulunmus olur. Yani {).1(")} ve {7&,1(")} dizilerinin

kendi limitlerine hangi hizla yaklagtig1 gérulir. ..
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4 (2.1)42.3) KARISIK PROBLEMININ SONLU FARKLAR YONTEMIYLE
INCELENMESI

(2.1)-(2.3) Problemine uzakliga bagh olarak sonlu farklar yontemini
uygulayalim [2], [6]. Bunun igin gimdi yeterli kadar biyik » dogal sayist igin [0, £]

arah§indaki noktalar belirleyip bu problemi sonlu farklar problemine doniigtiirelim.

Dolayisiyla x; = j —% j = 0,n+1 olmak iizere (2.1)~(2.3) problemine uygun
n

sonlu farklar yontemiyle olugturulmug problem

U"(t,x,) +bU'(t,x,) —(—“ig?ﬁi (U(t,x,,) - 2U(t,x,) + U(t,x,))=0,i= Ln (4.1)
U(t,x0)=ULt, X1) =0 (4.2)
UO,x)=fx) , U'(0,x)=gx) i=Ln 4.3)

Yukarida her bir i degeri igin » tane denklemden elde edilen sistem ile;

(U(Xl) ) (f(xl ) ) (g(xl) )

-y
I
|
1
o |
I

ve

\ Ux,)) \J(x,), \8(x,))

esitlikleri ile 1xn boyutlu vektorleri
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ile de nxn boyutlu matrisi gosterirsek (4.1)-(4.3) probleminden [1], [17], [19]
agagidaki ifadeyi elde ederiz.

_” _! 2 —
U+bU—(ﬂf;2—)Z‘LAU=o (4.4)
uE)=f U (0)=g (4.5)
o~ (o) - (F
Simdi V=| ,|ve F=|_| ile 1x 2n boyutlu vektérleri, E nxn boyutlu
U g
birim matris,
/ \
0 E
A=
2
L_—_(n il 2”9 ~bE
! J

(2n x 2n) boyutlu matrisi gostermek tizere (4.4)-(4.5) sistemi ile gosterilen problem

bi¢imi, yukaridaki vektorlerin ve matrislerin yardimiyla asagidaki gibi yazilabilir;
V =AV (4.6)
V(0)=F 4.7

Bilindigi gibi (4.6)-(4.7) problemini ¢ozmek igin oncelikle A matrisinin

6zdegerlerinin ve 6zvektorlerinin bulunmasi gerekmektedir. [2], [4], [14] Bunun igin,

n __.( (p] # 0 olmak tzere ( burada ¢ ve y (1xn) boyutlu vektorler olarak
A\
gozoniine alinacaktir.)
An =pn
dur.

Buradan,
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0 E ¢ 4 V=po
2 - 4.8
(n+£12)2aA e ||, b . (n+1)2a @+1fa’ ) - M\V( )
EZ
> Ao= o panluwidoe

olur. Buradan da

u(p+b)

£2
“(n+1)a’
olarak alinirsa.

Boylelikle A matrisinin incelenmesi 4 ¢® = A @ problemine yani 4 matrisinin

incelenmesine doniistiiriilmiis olur.

3.4 Teorem’ den anlagiliyor ki , A matrisinin (-4,0) aralifinda tanimh ve

(4 = —2) noktasina gore simetrik olan n sayida farkh 6z degeri vardir. Bu degerleri
A5 Ay s A, ile bunlara uygun 6z vektorler @, @, ,...,, ile gosterelim. Biliyoruz

ki A matrisi simetrik oldugundan bu 6z vektorler ortagonaldirler [4], [14], [21].
Simdi de

2

! .
mui(ui +b) = Ai (l = 1,2,...,”) 4.9

sistemini ¢g6zelim

4 wb— (n+1)’a A =0
&
Bu sistemi ¢ozmekle biz A matrisinin ozdegerlerini bulmus oluruz (Burada tek bir 7
indisi igin ¢oziim bulmak yeterlidir ) Buradan goriiniir ki tek bir A; degeri i¢in
denklemi ¢ozmek yeterlidir. Bu denklem ikinci mertebeden denklem oldugundan bu

denklemin koéklerinin incelenmesi igin
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LA +21)2a2 A T
4

A= b’
diskiminantinin incelenmesi gereklidir. Yani eger bu diskiminant
A<0
ise bu taktirde p; koklerinin hepsi kompleks olacak, eger

Az0

ise bu taktirde y; koklerinin hepsi reel olur.

4.1 Onerme:

Eger a, b katsayilar1 ve ¢ uzaklig

b*¢?
2’

<1 (*)

sartim saglarsa bu taktirde A < O olur. Dolay1si ile (4.9) denklemler sisteminin tiim

kokleri kompleks olur.

Buradan goériinir ki eger; bu Onermenin sartlar1 saglanir ve n yeterince buytik

secilirse

o _-b=id, o _ —b+id,

» i =i:;
5 H; 2 J

H;

olur.

2,2
5 \/(bfg_plz_q

. - m
olmak iizere 4 matrisinin 4, ', 1

@ j=1n gibi farkh kompleks 6z degerleri

vardir. Eger bu onermenin gartlar1 saglanmaz ise bu taktirde bu koéklerin bir kismi
kompleks, bir kismi reel veya hepsi reel olabilir fakat biz bu durumlari géz 6niine

almayacagiz.
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,u,.(k) ’ya uygun 6zvekt6r( (3:) J ; i=l—,; , k =f§
ﬂi ¢1

Sonugta (4.6) nin bagimsiz ¢oziimleri
(&) (01 . I 1~
e"‘k‘( m J , i=Ln , k=12
A

buradan ise (4.4) *in bagimsiz ¢dziimleri genel olarak

(k) . o~
e o, i=ln , k=12

b

olur. Lakin biz (4.4) "iin reel ¢oziimlerini aradigimizdan , bagimsiz ¢oziimler

—%t ; —;t . Ot j 7
e % cos—@; ve € * sin——Q; =1n
2 ¢ 2 g
O halde (4.4) ln genel ¢6ziimii;
- g ) St @ .. Ot
u®)=e? ) (g cos—2i-+ci sin —2‘—)(pi (3.9)
i=1

olur. Buradan Cim ve cim katsayilar1 (4.5) sartindan bulunur. Boylelikle asagidaki

teorem ispatlanmig olur.

4.2 Teorem:

(2.1)-(2.3) probleminin verileri igin (*) sarti saflanirsa (4.1)~(4.3)

probleminin genel ¢6ziimii (4.10) formala formunda olacaktir. ..
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5 Sonug:

Bir sinif titresim denklemleri igin ortaya konulmug olan baglangig-sinir
deger problemi bir kag yontemle incelenmistir. Bu yotemlerden Fourier medoduyla
yapilan ¢oziimde seri formunda bir analitik ¢6zim bulunmus olup, aym problem
uzakliga bagl sonlu farklar metodu ile de ¢oziimlenmistir. Elde edilen her iki

¢oziimde de ¢oziimiin katsayilara baglh olarak nasil davrandig: irdelenmistir.
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