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OZET

Yiiksek Lisans Tezi
JORDAN KANONIiK FORMUNUN BiR UYGULAMASI

E.Tugba AKYUZ
Selcuk Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Damisman  : Prof.Dr.Ali SINAN

Bu galismada bir lineer homojen olmayan sabit katsayili diferansiyel denklem
sisteminin ¢dziimiiniin Jordan kanonik formu ve matris kalemleri yardnm. ile nasil
yapilabilecegi lizerinde durulmugtur. Bu uygulamayi yapabilmek igin Jordan kanonik
formunun yapisi,elde edilisi,ozellikleri, diferensiyel denklem sistemlerinin ¢éziimii
ve regiiler matris kalemleri hakkinda baz1 bilgilere ihtiyag duyuldugundan, éncelikle
bu bilgilere yer verilmigtir. Daha sonra ele alinan denklem sistemine uygulanacak

¢6ziim y6ntemi adim adim sunulmustur.

Anahtar Kelimeler  : Diferensiyel Denklem Sistemlert, Jordan Kanonik Formu,
Matris Kalemleri



ABSTRACT

MSc Thesis
AN APPLICATION OF THE JORDAN CANONiICAL FORM

E.Tugba AKYUZ
Selguk University
The Institute of The Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor : Prof.Dr.Ali SiNAN

The purpose of this paper to show how to solve inhomogeneous linear
differential equations with constant coefficients by the help of Jordan canonical form
and the matrix pencil. Since we’ll need the stnucture of Jordan canonical form . its
supplying and its specialties and some information about the matrix pencil to make
this application , preceding this information is mentioned. Later the solution method

which will be applied to the equation system is submitted step by step.

Key Words  : Systems of Differential Equations, Jordan Canonical Form, Matrix

Pencils
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ONSOZ

Bugiine kadar diferensiyel denklemlerinin ¢éziimleri ile ilgili pek ¢ok
aragtrma yapilmistir ve bugin diferensiyel denklemin tipine, mertebesine ve
ozelliklerine bagh olarak bilinen pek ¢ok ¢oziim yontemi vardir. Ayni seyi
diferensiyel denklemlerden olugan denklem sistemleri igin de sdyleyebiliriz.

Bu ¢oziim yontemlerinde sonuca daha kolay ulagabilmek igin matrislerden
yararlanmak da bir alternatiftir. Hatta verilen sistemi matris formunda ifade ettikten
sonra bu matrislerin veya matris kalemlerinin kosegen formlarint (Bu g¢aligmada
Jordan kanonik formu)kullanarak iglem kalabaligini veya adim fazlalidini bir parga
azaltmak miimkindir. Bu galigmada bdyle bir ¢oziim ydntemi, sabit katsayili lineer
diferansiyel denklem sistemleri igin ele alinmustir.

1.boliimde matrislerle ilgili temel tanim ve teoremlere yer verilmis,2.bélimde
kosegenlestirme, e™' fonksiyonu ve Jordan kanonik formu incelenerek baslangi¢
sartlar1 bilinen bir lineer homojen diferensiyel denklem sisteminin ¢oziimiinde
kullaniligt teoremlerle sunulmus, 3.béliimde lineer diferensiyel denklemlerin ve
diferensiyel denklem sistemlerinin mertebelerini indirgeyerek, bu indirgenmis
halinin matris denklemi scklinde yaziligi anlatilmig, sabit katsayili sistemlerin ¢6zim
formilleri verilmistir. 4. bolimde de matris kalemleri tanimlanarak regiiler matris
kalemlerine genel olarak deginilmistir. Ilk boliimlerde verilen on bilgilerin ardindan
5.boliimde ise sabit katsayili lineer diferansiyel denklem sisteminin ¢oziimii verilmis

ve bu ¢oziimde kullamlacak matrislerin elde edilisi anlatidmistir.
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1.BOLUM
GENEL TANIMLAR VE TEOREMLER

1.1 Tanmmlar

Tamm L.1.1 : V, F cismi tizerinde tanimlanan n-boyutlu bir vektor uzay: , f, bu
vektor uzayini kendisine doniigtiiren bir lineer operatér ve A da nxn tipinde bir matris
olsun. Yani;

f:Vv—V
X—fiX)=A X
olsun. Buna gore AeK olmak tizere

f(X)=A.X=AL.X (1.1
esitligini saglayan ve sifirdan farkli olan X vektorlerine A matrisinin “‘ézvektérleri
(karakteristik vektorleri)”, A\ degerlerine de A’min “Ozdegerleri (karakteristik

degerleri)” denir.

Tanmm 1.1.2 : E, nxn boyutlu birim matris, V n-boyutlu vektor uzayr ve XeV
vektorii veriliyor. Tanim 1.1.1°den dolay1 X=E.X dir. Bu durumda (1.1) denklemi
asagidaki sekilde yazilabilir:

AX=AX = AX=AEX

= (AE-A).X=0 (1.2)

Buradaki C(A)=AE-A matrisine A’nin “karakteristik matrisi” ve

C(A).X=0 (1.3)
ifadesine de A’nin “karakteristik denklemi’” denir. X, n-boyutlu bir vektoér olduguna
gore C(A).X=0 ifadesi n bilinmeyenli n tane denklemden olusan bir homojen
denklem sistemidir. Bu sistemin sifirdan farkli ¢oziimlerinin olabilmesi igin C(L)

katsayilar matrisinin determinanti sifir olmalidir

A-a, -a, ... —ap
—-a,, A-a,, ... —a,p —o
ay, —am ... A-an

A = A"+ A" + oA "+ |+ oAt e =0 (1.4)



Bu A(A) polinomuna A’ nin “karakteristik polinomu’ denir. Karakteristik

polinomun kékleri bize bu matrisin 6zdegerlerini verir.

Tanm 1.1.3 : f(x) = x" + a;x ™'

+ax "+ 4+ ax+ a, seklinde verilen
polinomda x yerine A matrisi yazildiginda f(A)= 0 oluyorsa f(x)’e A matrisinin

“stfirlayan polinomu (yok eden polinomu)” denir.

Tanmm 1.1.4 :Bir A kare matrisinin sifirlayan polinomlarindan en kiigiik

derecelisine bu matrisin “minimal polinomu " denir.

Tanim 1.1.5 : A=[a j;] tipinde bir matris olsun. A * nin m<p ve m<n olacak gekilde
alt kare matrisleri mevcuttur. Bu alt matrislerden determinanti sifir olmayan en
bilylik mertebeli olanin mertebesine A ‘ nin “ranki” denir. Bagka bir ifadeyle A * nin

lineer bagimsiz satir veya siitun vektorlerinin sayisi ranki verir.

Tanim 1.1.6 : A, pxn tipinde bir dikdértgen matris olsun. A ‘ nin r<p ve r<n olmak
lizere p-r satinn n-r siitunu silindiginde rxr tipinde bir kare matris elde edilir. Bu

matrisin determinantina A ‘ mn “‘r-yinci mertebeden minérii " denir.

Tanim 1.1.7 : Ranki r olan pxn tipinde bir A matrisi verilsin. A ‘nin r 'den biiyiik

mertebeli mindrleri sifir, r ‘den kiigik mertebeli ininérleri de asagidaki sekilde olsun

d«(A) r. mertebeden minérlerin en biiyiik ortak béleni
dra () (r-1) * “ e . “ w
d‘()\') 1 “ e s ¢ e “
do(A)=1

olsun. Bu durumda :

d; (M) d, (1) d. ()

. Bo(M) == . B,(\) =
a,m M= M= m

B]O‘»)=

(1.5)

esitlikleriyle tanimli polinomlara A * nin “invaryant bélenleri’ denir.



Tamm 1.1.8 : A matrisinin invaryant bélenlerini olugturan, indirgenemeyen her bir

carpana A‘nin “elemanter boleni” denir.

Tammm 1.1.9 : A ve B gibi iki matris verilsin. C, ters gevrilebilir (diizgiin) bir
matris olmak tlizere
A=C'B.C (1.6)

ise A ve B’ye “benzer matrisler” denir ve A ~ B seklinde gosterilir.

Tanim 1.1.10 : A bir kare matris ve meZ" olmak iizere
Am =O
Bagintisi saglaniyorsa A’ya “m-yinci mertebeden nilpotent matris” denir. Buradaki

m saytsina da bu nilpotentin “indeksi” denir.

Tanmn 1.1.11 : A bir kare matris olsun. Eger
det A#0 ise A’ya “regiiler (diizgiin) matris” |
det A=0 ise A’ya “singiiler (tekil) matris” denir.

Tamim 1.1.12 : Bir veya daha fazla degiskenlerin bir fonksiyonu ile bu fonksiyonun
bagimsiz degiskenlere gore tirevleri arasinda verilmis bagintiya “diferensiyel
denklem” denir. x bagimsiz degiskeni ve y=f(x) bilinmeyen fonksiyonu igin bir
diferensiyel denklem sembolik olarak
Fo,p,y, 9" ...y")=0
veya (1.7)
Fx dy d’ d"y)=0

a}hE)E:"': dxn
seklinde gosterilir.

Tamm 1.1.13 : Bilinmeyen y fonksiyonu ve bu fonksiyonun tiirevine gore lineer

olan

L+ Py =0 (19)
seklindeki denkleme “birinci mertebeden lineer diferensiyel denklem” denir. Bu
denklem ayni zamanda “lineer homojen olmayan (ikinci tarafly) diferensiyel
denklem” dir. Ozel olarak Q(x)=0 alinirsa “denkleme “lineer homojen (ikinci tarafsiz)

diferensiyel denklem” denir.




Tamim 1.1.14 : ay, a}, ay, ..., 2.2, 8,1 sabit sayilar olmak iizere n-yinci mertebeden

d"'v dn-—l y

dy
e ta,, dx—,,_'.+-~-+au d—'x+aoy=f(x) (1.9)

seklindeki denkleme “sabir katsayili lineer homcjen olmayan diferensiyel denklem "

denir. Eger f(x)=0 ise denkleme “sabit katsayili lincer homojen diferensiyel

denklem"” denir.

Tanim 1.1.15 :
X' ap X+ ap XpF .t 2y, Xp= fi(1)
Xo'+ ag) X+ azy XoF ..+ ap Xp= f2(t) (1.10)

Xn't @m X1+ @p2 Xot+ ...+ apy Xn= fn(1)

seklindcki sisteme “sabit katsayili lineer homaojen olmayan diferensiyel denklem
sistemi” denir. Eger fi(t)=0L(t)= ... =f(1)= 0 ise sisteme “sabit katsavilt lincer
homojen diferensiyel denklem sistemi” denir. (1.10) sisteminin matris formunda
ifadesi

BX'+AX= f{(t)
seklindedir. Buradaki B.birim matristir. A, katsayilar matrisi. X' matrisi  ve

fi(1),12(1), ...,fa(t) lerin olusturdugu f(t) stitun matrisi agagidaki gibidir :

bt a4, G, ... 4, S0
X, a, a sy 1) = S2(1)

Xn A, Qquy .. Q,, Ju(0)

2

e
I
N
!

(1.11)



1.2 Teoremler

Teorem 1.2.1 : A(A) nxn tipinde, ranki n olan bir matris ve A(A) ‘ nin

determinant1 | A(A) | =A(A) ise
da(A)=AA)=a;(L).2,(X). ... . ax(R)

(D) __A)

d, ;A d,_;()

B,(4) = (1.12)

dir.

Teorem 1.2.2 :  Bir A matrisinin C(A)=AE-A  karakteristik matrisinin
invaryant bolenleri Bo(A),Bi(A),...,.Ba(A) ise Bu(A) polinomu, yani derecesi en yiiksek
olan invaryant bolen A‘nin minimal polinomuna esittir.

B.(A)=m(}) (1.13)

Teorem 1.2.3 : A ve B gibi iki kare matrisin benzer olabilmesi igin gerek ve
yeter sart A ve B’ nin karakteristik matrislerinin ayni invaryant bélenlerinin

olmasidir.

Teorem 1.2.4 : A gibi bir kare matrisin her sifirlayan polinomu bunun
minimal polinomunu kalansiz olarak boler, yani minimal polinom, sifirlayan

polinomlarin bir bolenidir.

Teorem 1.2.5 : Karakteristik denklemin bitiin kokleri yani katli kokii yoksa,

karakteristik polinom ile minimal polinom birbirinin aymdir.

Teorem 1.2.6 : Benzer iki matrisin biyiin sifirlayanlari ve minimal

polinomlart birbirinin aynidir.



2.BOLUM
JORDAN KANONiIK FORMU
2.1 Kogegenlestirilebilivr Matrisler

Tamm 2.1.1 : Elemanlari K cisminde bulunan bir A kare matrisi koscgen bir

matrise benzer isc A’ya “kosegenlestirilebilir” denir.

Ozellik 1 : B=[b; by ... b,] bir nxn matris olsun. Burada b; ‘ler j=1,2, ... \n olmak
tizere B’ nin siitun vektérleridir. Bu durumda A bir nxn kare matris olmak lizcre A.B
asafidaki sekilde yazilabilir :

A.B=A[b; by ... by]=[Ab; Ab; ... Ab,] (2.1)
Ozellik 2 : B yukarida verildigi gibi ve A; Az ... A, sabitler olmak tlizere

A 0 .. 0 A 0 .. 0

’ 0 4 .. 0 0 4 .. 0
[7\.1b| by ... }»nbn]’: [b| by ... bn] - = B, -

0 0 .. 4, 0 0 .. A

Tamm 2.1.2 : A bir nxn matris ve bu matris, n tane Ay, Aa, ... , A, O6zdegerlerine

tekabiil eden xi, X3, ... ,Xn 0zvektorlerine sahip olsun. Bu durumda

4 0 .. O
0 4 .. O

M=[x1X3...X,] ve D= - (2.3)
0O 0 .. A4

seklindeki matrislerden M’ ye A’ min “modal matrisi” ve D’ ye A’ nin “spektral
matrisi’ denir. Bunlar arasinda asagidaki baginti yazilabilir :

D=M'AM 2.4
Bu esitlikten Tamim 1.19 geregince A ve D* nin benzer matrisler oldugu goriiliir.
Burada P= D™ alinarak asagidaki ifade elde edilir :

A=P"'.D.P=M.D. M (2.5)

Teorem 2.1.1 : Bir nxn A matrisinin kdsegenlestirilebilir olmasi igin gerek ve yeter

sart A'nin n tane lineer bagimsiz 6zvektore sahip olmasidir.



N NN

3 1
Ornek2.1.1 : 4A=|0 0 | matrisinin d6zdegerleri A= A=2 , A3=4 ve bu
1 3

ozdegerlere karsilik gelen ézvektorler :

-2 -1 1
x={ 1| x=|0 x;=|0
0 1 1
A, t¢ tane Ozvektore sahip oldugundan Teorem 2.1.1 geregince

kosegenlestirilebilirdir ve A’nin modal matrisi ile tersi :

-2 —1 1 0 1 0
M={ 1 00 M'=|-1/2 -1 1/2
0 1 1 /2 1 1/2

seklinde olup , kdsegen formu asagidaki gibidir :

2 0 0
D=M'AM=|0 2 0
0 0 4

22 M Fonksiyonu

Verilmis bir A matrisi igin e*' ‘yi bulurken 6ncelikle A.t=B kabul ederek e®
haline getirelim. Cozim igin B’nin modal matrisi ve Jordan kanonik formundan
yararlanacagiz. Burada bilinmesi gereken bir 6zellik vardir. Bunu kisaca su sekilde

ifade edebiliriz : Bir B matrisinin Jordan Kanonik formu

I=M'BM 4_
olmak tizere f(B) matris fonksiyonu asagidaki esitlikle hesaplayabiliriz :

f(B)=M.f(J). M™* (2.6)
Bu esitlikte f(B) =e®= ¢! alinirsa

e =e®=M. ¢’ M 2.7

esitligini elde ederiz.



30 4
Ornek 2.2.1 : 4=[0 2 1{ igin ¢** *yi bulalim.
4 0 -2]
3 0 4]
B=At=]| t 2 t
-t 0 - 2t_
B’nin modal matrisi ve tersi :
1 0 4 -1/3 0 -4/3
M= 0 3 0| M'sf 0 1/3¢ 0
-1 0 -1 1/3 0 1/3
olup, Jordan kanonik formu :
-t 0 0
J=M'BM=| 0 2r 1
0O 0 2

Seklindedir. Simdi J, M™'. M matrislerini (2.7)de verlerine vazalun :

eM=eB= M. . M

1 0 4]fe' 0 o0 -1 0 -4
M=l 0 3% 0[]0 ¥ & l 0 1/t 0
-1 0 =1{|0 0 | |1 0 1
e +4e? 0 —de™ + 4™
M=l g 3¢% 3re™
3 e —e? 0  4e' +4e™

e’ matrisinin elde edilisi Teorem 2.4.1°de verilecektir.

2.3 Jordan Kanonik Formu

F cismi {izerinde tamml n-boyutlu V vektér uzayi iizerinde bir T lineer
doniisimii (veya matrisi) verilsin. Bu T matrisi ile benzer olan matrislerin
olusturdugu benzerlik simfim ci(T) (class(T)) ile gdsterelim. ci(T) Tanim 1.1.9

geregince, C ters gevrilebilir bir matris olmak iizere C'.T.C formundaki tiim



matrisleri tanimlar. V,(F), F cismi iizerindeki n-boyutlu vektér uzayindaki lineer
déniigtimlerin ailesi olmak tizere ;

c(T)={Ae V,(F) : A~T} (2.8)
Bu benzerlik sinifi iginde bazi 6zel matris formlan vardir ve bunlar genel olarak

Kanonik Formlar olarak adiandirilir, Jordan Kanonik Formu da bunlardan biridir.

Tamim 2.3.1 : Bir nxn boyutlu A matrisi su sekilde verilsin :

r “q

a, b, 0 0 0
0 a, b, 0 0
(2.9)
0 0 0 a,, b,,
0 0 0 a, |
1<s<n olmak lizere efer as- ag. igin be=1 ve diger durumlarda b=0
ise bu A matrisine “Jordan Kanonik Marrisi" denir.

Ornegin ilk k tane a; (i= 1.2....k) degeri esit ise , yani a;= a>= ...= ay_ise b,=1

(1 £ r < k-1) olur ve bir kxk boyutlu blok olusturur. Her bir bloga “Jordan temel

matrrisi’’ denir.

fa 1 0 ... 0 O]
a 1 ... 0 0
(2.10)
0 0 0 ... a 1
0 0 0 ... 0 a

Burada 1 <r <k i¢in a=a, dir. Jordan kanonik formu bu bloklardan olusur. Herhangi

iki blok aralarinda yer degistirebilir ve yer degisimi ile olusan matrisler yine aym

benzerlik sinifi iginde kalir. Ornegin

[ e I

0
1 Jordan kanonik
a

o O W
o PO

1 0
a 0 ve
0 a

matrisleri benzerdir.
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‘Tamim 2.3.2 : (2.10) ile verilen Jordan blogu

fa 0 0 ... 0 0]

a 0 ... 0 O

0O 1 a .. 0 O
(2.11)

0 0 0 .. a 0

(0 0 0 ... 1 aj

scklinde ise bu matrise “Alr Jordan Blogu “denir

Tanim 2.3.3 :Bir A Jordan kanonik matrisi T matrisi ile benzer ise A’ ya T
matrisinin (veya lineer doniisiimiiniin) “Jordan Kanonik Formu " denir.

Bir matrisin Jordan kanonik formunu, bu matrisin elemanter bélenlerini
kullanarak elde etmek miimkiindiir. Her bir elemanter bolene bir Jordan temel matrisi

karsihik gelir. Yani; (A-a)’ elemanter béleni igin r-yinci mertebeden Jordan temel

matrisi
a1 0 0 0]
a 1 ... 0 O
J@=[... ... . . o (2.12)
0 0 0 .. a 1
|0 0 0 ... 0 a]

seklindedir. Benzer sekilde indisler kiigiiltillerek devam edilirse

a 1 0
=3 igin (A-a)’ elemanter bolenine karsilik  J3(a)=|0 a 1
[0 0 a
5 ici ) " . ] fa 1
=2 igin (A-a) 2(a)= 0 a
=1 (A-a) “ “ “ Ji(a)=[a)

olur.
Bir lineer déniisiimiin bu sekilde k tane J,(a), Jx(a), ... , Jx(a) bloklar elde
edildikten sonra bu matrisin Jordan kanonik formu :

J=k6$ [J], Jz, cen sy Jk] (2]3)



11

)= (2.14)

seklindedir.

I, Ja, ..., Jx bloklarindan olusan bir J Jordan kanonik matrisini géz 6niine
alalim.E,,E;, ... , Ex matrisleri sirasiyla bu bloklarla aym boyutlu birim matrisler
olsun. Bu durumda (2.14) ifadesindeki Jordan matrisindeki her bir J; blogu (1<t k)
su sekilde ifade edilebilir :

— ﬂ

a, | ... 0 O
0 a, ... 0 0
L=1... ... .. .. . |=aE+N (2.15)
0 0 .. a 1
0 0 ... 0 a]

Burada N, nilpotent matrisleri ve a, E, matrisleri agagidaki sekildedir :
| 0 1
2 . 0] |
_ il
aE, 0 J 1o .. 0 1
N 4 0 .. 0 0
Teorem 2.3.1 :  (2-a)’ elemanter bolenine bagh Jordan temel matrisinin

karakteristik polinomu ve minimal polinomu aym olup (A-a)" * den ibarettir. Yani ;

A(X)=(r-a) =m(L) (2.16)

Tanim 2.3.4 : F cisminde tammh bir A matrisinin biitiin karakteristik degerleri de

F cisminde olduguna gore bu matrisin 1’ den farkli elemanter bélenleri :

B/(x) =(-a)".(A-a,)?....(A-a )"

Bra(W) = (A —a,)%.(h—a,)% .. (A —a, )%k

..............................................................

Buradai= 1,2, ... \k ve ti2..2s;2r dir. Bu iislerin yardimi ile olusturulan
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[(ty, ..., 51, 11),((ta, ..., $2, 12), ..., (tis -ov 5 Sk, Ti)] 2.17)

w33

seklindeki ifadeye “Serge karakteristigi” denir.

Eger karakteristik polinomun derecesi n ise ;
k
i=1

dir.

Teorem 2.3.2 : F cisminde tammlanmis ve karakteristik denkleminin biitiin koékleri
de F cisminde olan A ve B gibi iki matris veriliyor. Bu iki matrisin karakteristik

denklemi, dolayisi ile Serge karakteristikleri ayni ise A ve B matrisleri benzerdir.

Teorem 2.3.3 : F cisminde tamml bir A kare matrisinin karakteristik denkleminin
biitiin kokleri yine F cisminde olsun. Bu durumda A matrisinin her A; kokiine usleri
Serge karakteristiginde belirtilen ( t;, ..., si, ;) say1 dizisinde olugan

A-AU, L =A%, (-t
gibi elemanter bolenler karsilik gelir. Bu elemanter bolenlere bagli Jordan temel

matrisleri sirasiyla;
3y, i), ) A, Yy ;)
olsun. Bu matrisler yardimiyla i= 1,2,....k olmak tzere
I, = kés[Jti ), .. ,JSi (A, Jri (A
matrisleri elde edilir. Bu sekilde her farkli A; kokiine karsihk gelen J; matrisleriyle
olusturulan Jordan kanonik formu A matrisine benzerdir. Yani ;

y=[1,,0,, .0,
olmak uzere
J=P7'.A.P (2.18)

seklinde P ters ¢evrilebilir matrisi vardir.
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2.4 Jordan Kanonik Formunun Baslangi¢c Degerleri Bilinen Lineer Homojen

Diferensiyel Denklem Sistemlerinin Coziimiinde Kullanilmasi

Bir lineer homojen sabit katsayili diferensiyel denklem sistemi ve baslangig
sartlarinin genel ifadesi asagidaki sekildedir :

x1'(t)= a; Xi(O)+ a1z X+ . Fam xat) ,  x1(0)= xou

Xz'(t)z az; X1(t)+ axn Xz(t)+ P D Xn(t) , X2(0)= X02 (1 . 19)

Xn'(t)= adn} Xl(t)+ anz X2(t)+ . Ann xn(t) ’ xn(O): Xon

Bu sistemi bir matris diferensiyel denklemi olarak su sekilde ifade edebiliriz :
X'(t)=AX({) , X0)=Xo (2.20)
Burada A, a; ‘lerden olugan katsayilar matrisidir. Ayrica X(t) vektor fonksiyonu,

X'(t) tirrev fonksiyonu ve X baslangig¢ sartlar1 vektori ise agagidaki sekildedir :
x,(7) xy (1) Xor
XiH=| X'0=| i =

Xn (t) X,’, (’) Xon
Bu sekildeki bir sistemin ¢dziimii igin teorem 2.4.2°de bir formiil verilecektir. Ancak,

daha dnce verilen bir A matrisi i¢in e** nin bulunusunu bilmek gereklidir.

Teorem 2.4.1 : AeM,(C) bir nxn matris olmak tizere, A’nin Jordan kanonik formu

J=P" AP ol. Bu durumda e matris fonksiyonu

er=p. ¢’ p! (2.21)
seklindedir.
J, 0 a 1 o
Burada J = ve J,= . (Jr, 1sr<q olmak iizere
0 Jq
0 a,

boyutu r’ye bagli olan bir matristir). Bu durumda e"' matris fonksiyonu:

eV = " (2.22)
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seklindedir. Buradaki e matrisi, 1 <r<q igin

(1 ¢ 22 BB L R k-1
1t 2 L k-2)

tdy _ :

. (2.23)
{
1

seklindedir. Bu ifadeyi seriye agilim olarak agagidaki sekilde de gosterebiliriz :
tmr‘

i
LA CED

) . ) . 2
e'li =" " Ni — " (LN, £ N, + EN,-Z +

Teorem 2.4.2 : AeM,(C) ve XoeC™ olmak iizere X'(t)= A.X(t) matris diferensiyel

denkleminin bir ¢oziimii

X(t)=e"* . X, (2.25)
dir. e yerine (2.21)’deki kargilig1 yazilirsa
X(=P.e" . P! X, (2.26)

Buradaki €, J;, e!J* matrisleri teorem 2.4.1 ¢ de verildikleri sekildedir.

Ornek 2.4.1

X (1) = x, (1) = x, (1) +4x, (1)
x5 (1) =3x,(1)+2x,(1)—x,(t); Lineer diferensiyel denklem sistemini asagidaki

x (1) =2x, () + x, () — x,(¢)
baglangg sartlan ile ¢ozelim. x, (0)=2 , x,(0)=-2 , x,(0)=0

Once verilen denklem sistemini matris formunda yazalim :

x; (1) 1 -1 4fix0® 2
50 |={3 2 -1{x@® X,0)=|-2
x; () 2 1 -1fix@® 0
X'(t) = A4 . X(1)

A’nin karakteristik polinomu ve 6zdegerleri :

A-1 1 -4
ME-4=|-3 i-2 1 |=(A-D.A+2).A-3) =>4, =1, 4,=-2, 4,=3
-2 =1 A+1

Herbir 6zdegere karsilik gelen 6zvektorler sirast ile
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-1 -1 1
v =| 4 v, =] 1 vy =2
1 1 1

dir.A katsayilar matrisine kargilik gelen Jordan kanonik formu :

1 00
J={0 -2 0 ve J=P' AP
0 0 3

dir.Buradaki P ve P"' matrisini Maplev bilgisayar programindan yararlanarak elde

edebiliriz :
-1 -1 1 -1/6 1/3 -=1/2
P=| 4 1 2 Pt=|1/3 -=-1/3 1
1 1 1 1/2 0 1/2

(2.25) ifadesinde yerlerine yazalim :
X(t)="P.e" . P"' X,

[3 Soolr=176 13 <1217 2 e 0 0][-1
X(t=Pe" * 1 1/3 —1/3 1 ||-2{=P]0 ¥ o0]]|o0
172 0 1/2 0 0 0 eX|]|1
-1 -1 1][-¢' e +e
Xt=| 4 1 2|| 0 |=|-4e" +2¢*
|1 1 1] e* —el e
[ x, (1) e +e¥
X()=| x, (1) | =| - 4e’ +2¢>
| x, (1) —e' +e

Coziimiin dogrulugunu gérmek igin baslangig sartlarini yerlerine yazalim :
x, (0) e’ +e° [ 2
Xo(0)=|x,(0)|=|—4e" +2e° |=]| -2
x,(0) -e’ +e’ 0
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3.BOLUM

LINEER DiFERENSiIiYEL DENKLEMLERIN MERTEBESININ
INDIRGENMESi VE MATRIS FORMUNDA iFADESI

3.1 n. Mertebeden Bir Diferensiyel Denklemin Mertcbesinin Indirgenmesi

Degisken katsayili n. mertebeden bir lineer diferensiyel denklemin genel

ifadesi ve baslangi¢ sartlar asagidaki sekildedir:

" n—1 .
a,,(t)—d A"(t) +a,_, (t)—d 'i,(’) +...+a,(;)—-d'\(1) +ag()x(t)= f(1)
dt dr” dt

. 3.1)
=x'"(1,)=¢Cq \ oon s £_xlty) =x"Y,)=c,

(11 n-]

dx(t
x((o) - c] . 1((1’0)

an .
1 B

(3.1)71in iki tarafini a,(t) ile bolerck

- valmz birakihrsa denklem
at

d"x(1) __a,, () d"x(1) (1) dx(r) _ay(1) AU
dr" a, (1) di"' T a,(0) di a,() a, (1)

seklini alir. Buradan asagidaki doniisiim yapilarak denklem x,(t), xa(t). ... , xo(t) veni

degiskenlerine sahip olur :

x, (1) = x(t)

x, (1) =%

................ 3.2)
(0= 55

Bu déniistimlerin ikinci taraflarim sadece x(t) bilinmeyen fonksiyonu cinsinden elde

etmek miimkiindiir :
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x, (1) = x(?)
dx
1)y=—
x, (1) "
d*x
X3 (’) = dtz
3.3)
d”--2x
X 1)=——
"—-l( ) dtn_z
dn—lx
x,{{)=——
M( ) dtn__]
Boylece (3.3) ifadesindeki son egitlikten diferensiyel alarak
dx, d"x :
o 3.4
da 4" 34
elde ederiz. (3.3)’deki yeni degerleri denklemde yerlerine yazalim :
¢ 4 1 f
d“n :_an—l( )X" - - al( ) Xy — aO( )xl + f(’)
di an (f) an (t) - all (’) all (’)
bulunur.Bu denklemi yeniden diizenleyerek yazalim :
dy &0, 4O, Gl SO
dt a,() = a,() a, (1) a, (1)
Elde edilen bu son denklemin matris formunda ifadesi :
X')y=A0).XW+ f(@) (3.5)
Buradaki X(t), A(t) ve f(t) matrisleri de asagidaki sekildedir :
) i 0 1 0 0 .. 0 ] F o
x,(t) 0 0 1 0 .. 0 0
X,(t) 0 0 0 1 .. 0
XW=|..... JAO=| | fes| o [GO)
Xp (1) 0 0 0 0 .. 1 f?t)
_xn(t) i _ao(t) —al(t) _az(t) ““33(t) —~ay, (t) a, ()
|2, ® 2 a2t  a,® a(t) | -
Baslangi¢ sartlarini matris formunda yeniden yazarsak ;
x(2,)
X (to ) dx(to ) ¢ )
x, (! c
X(t,) = S0 T T i veya X(to)=c (3.7
cen d"__l‘:x:(f ) s N
xll (’O) _——d-t"To_ c"

T.C. YUKSEKDG 171 4 KURTLE
DOXUMANTASYON MERKEZ]



Ornek 3.1.1 :
d? d*
e u 2e2' x+tx:4e'
dr’ dr?
dx(2 d3x d*x
x(2) =1, ()=—1 —— =2, =3
dr® dr?

Bu denklemi 6nce yukarida belirtildigi sekilde diizenleyelim :

d’x 2! d*x

T T —te”'x+4

X, =X

x, =x, =x'

X, =X, =x"

X, =x3 =x"

X, = X, =d—4x:>x’ :d—sx

' et 77 de

Buradan,

x| =X,

X5, =X,

Xy =X,

X, =X

X = de =2¢' dA:’ —te'x+4e" =2e'x, ~te7'x, +4

dr dt

Boylece matris formlart :
[, | [ 0 100 0] 0] [ 1)
X, 0 010 O 0 ~1

Xt)=[x; | A(t)={ 0 0 0 1 O |ft)={0| C=|-1|vet,=2
X, 0 0 0 0 1 0 2
X, —-te™ 0 0 0 2e'] 4] | 3]

olmak tizere verilen sistemin 1. mertebeye indirgenmis matris ifadesi

X'(t) = A(t).X(@) +£(b), X(t,)=C
seklindedir.

18
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3.2 Sabit Katsayih Bir Diferensiyel Denklem Sisteminin Mertebesinin
Indirgenmesi

Bir diferensiyel denklemin mertebesinin indirgenmesi igin yukarida verilen
bilgilerden yaralanarak bir sistemin mertebesinin indirgenmesi de miimkiindiir. Bunu

bir 6rnek tGzerinde gostermeye ¢alisalim.

Ornek 3.2.1
X" =5x"+y -7y +e' (3.8)
y"=x"-2y" +3y +sint '
x(N)=2, xX'W)=3, x"W=-1, yO=0, y(1)=-2
Once x(t), xa(t), x3(t), yi(t), y2(t) yeni degerlerini bulalim :
X=X Yi =Y
X, =X, Ya=% (3.9)
X; =X,
Buradan
X=X i =Y
Xy =X Y2=Y (3.10)
X, =x"
Boylece
Xy =x"
- (3.11)
Y=Y
sistem X1, Xz, X3, Y1, Y2’ ye bagli olarak 1.mertebeden diferensiyel denklem
halinde su sekli alir : (3.12)
X =5%, +y, — 7y, +¢' 3.12)
Y, =X, -2y, +3y, +sint '
(3.9) ve (3.12)’yi kullanarak sistemi yazalim :
X) = X, \
X3 = X,
X, = 5%, -7y, +y, +e' } (3.13)
Yi =Y,
y, = X, +3y, — 2y, +sint

Simdi (3.13)’ i matris formunda ifade edelim :



[x,(t) ] [0 1 0 0 0]
x,(t) 001 0 0
X(t) ={ x,(t) AM)={0 0 5 -7 1 ve f(t)=
y,(t) 000 0 1
|y, (1) ] 01 0 3 -2]

X'(t)=A(t). X(O)+(t)

Baslangi¢ sartlarint matris formunda yazalim :

—

(D] [xO] 2
x,(1) x'(1) 3
XM= x@) (=] x"W)[=] -1
OB 0.
L] y'M] [-2]

3.3 Sabit Katsayili Sistemlerin Coziimleri

®, o o

| sin t |
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(3.14)

(3.15)

Yukarida belirtilen sistemde eger A(t)’yi olusturan elemanlar sabitlerden

olusuyorsa yani, t’den bagimsizsa bu baglangi¢ deger probleminin matris formu

X'(t)=A.X(t)H{t), X(to)=C
(3.16)’y1 su sekilde de yazabiliriz :
X'(t)-A. X (D)=f(1), X(to)=C

Bu sistemin ¢oézimii :

t
X({) = M1 eA'.Ie_As.f(s).ds
tO
veya
t
X() =0y [ 1 (s)ds
tO
Eger f(t)=0 ise homojen denklem sistemi olur ve ¢6ziim
X(1) = M1 ¢
seklindedir. Baslangi¢ degerleri bilinmiyorsa genel ¢dziim

X(@t)=e" ke [ f(0)dt

homojen sistem igin baglangig sartlar1 bilinmiyorsa genel ¢6ziim
X(t)y=elk
seklindedir.

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)



3.4 Yoketme Yontemi fle Coziim Ornekleri

Bu bolimde modern miihendislik matematiginde kullanilan, bazi fiziksel
sistemlerin veya elektrik devrelerinin diferensiyel deklem olarak ifade edildikten
sonra bu denklemin bilinmeyen iki fonksiyonu bir tek bilinmeyen fonksiyona

indirgenerek ¢6ziilmesine dair 6rneklere yer verilmistir.

Ornek 3.4.1 : Yok etme ile bir sistemin ¢oziimii
(a) X'=-2x+ty (3.23)
(b) y =-4x+3y+10 cos t
(a)’dan y= x'+2x yazabiliriz . Bu ifadenin tirevini alip, bu tiirevde (b)'den y~ ve
(a)’dan elde ettigimiz y'yi verlerine yazdigimizdz
X'=x"+2x+10 cos t
X""-x"-2x=10cos t
esitligini elde ederiz. Béylece denklem sistemi sadece x bilinmeyen fonksiyonuna
bagli olarak ifade edilmis olur. Bu denklemin ¢6ziimii :
x(t)=-ci.e "+ 2cs.e “'+3sin t-10 cos t
y(t)= c1.e "+ 4cy.e “+sin t-7 cos t

Ornek 3.4.2 : Bir mekanik sistem modeli

snan b
Uty {
r

[i]

2l

»

X «
by <
- Ty m; e | f
Ldm ;
1 o~ 1 -
5 - '!
k=2 T
= :
3 s S (Mgt chanpe n
__:'* A ;3' sznng lenpsk
' [T SR BTE
c‘- 3-
v
Syutem in Systern in
Liahc r.ousn
[T ST L]

Sekil 3.1
Sekil 3.1°de iki yay giicii iizerindeki iki kiitlenin birlesiminden olusan bir mekanik
sistem goriilmektedir. Bu sisteme bir matematik model kurup, ¢ozelim. ‘I"\!g\\_'_gg_l_]‘_gp
2.kuralindan bu mekanik sistemin diferensiyel denklemleri su sekilde elde edilir :

¥i =3 yrt2(y2-y1)
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y2' '=-2(y2-y1)

Bu sistemi su gekilde de yazabiliriz :

(@  yi"=5yit2y; (3.24)
®)  y2"=2yi-2y;

(a)’dan
y2=(1/2)y: " +(5/2)y, (3.25)

esitligini elde ederiz. (a)’nin tekrar tiirevlerini alalim :
yi''=-5 yi ' 2ys
yi=-5 gy 4y,
buradaki y,"" yerine (b)’deki karsihgini yazalim :
y1"=-5 y1"'+2(2y1-2y2)
ve buradaki y; yerine de (3.25)de bulunan karsiligin1 yazalim
V1"=-5 y1 " +Hy1-4((1/2)y1 " +(5/2)y1)
y1"'=-5 y1""+4y;-2y; ""-10y;
yi"'=-7 y1"’-6y1

tirevin mertebelerine gore sirali olarak yazalim

ylw+7 Yi ’ '+6y1=0 (326)
Sadece y;’e bagli olarak elde ettigimiz bu esitligin karakteristik denklemi ve kokleri
AHTAH6=0

A’=p doniigimii yapalim. Bu durumda 7»4¥p2 olur.
pH+Tpte=0 =  p=1 , pr=-6
= M=, A, M= A6i,Ae=-V6
Bu dort A degerine bagli olarak (3.26) denkleminin genel ¢oziimii
y1=a;.cos t +by sin t+ a;.cos /6 t+ bysin V6 t (3.27)
seklindedir. Simdi y;’yi , (3.27)’nin ikinci tiirevini alip (3.25)’de yerine yazarak
y2= 2a;.cos t +2b; sin t-(1/2) az.cos V6 t-(1/2) bysin /6 t (3.28)

bulabiliriz .



Ornek 3.4.3 : Bir clcktrik sebekesi modeli

Switen 8.2 i
i= C 5- h = & phms
E =12 volts ==
l AN
e = tonmy
Sekil 3.2

Sekil 3.2°de gériilen I;(t) ve Ix(t) akimlarim bulalim .(elektrik diigmesi kapal
oldugunda biitiin yiik ve akimin sifir oldugu kabul ediliyor.)
Kirchhoff"un voltaj kuralindan bu sebekenin matematik modeli su sekilde elde edilir:
Sol taraf igin
I'+4(1,-1))=12
Sag taraf igin
612+4(15-1))+4] 1,.dt =12
Bu sistemi yeniden diizenleyerek yazalim :
(a) [,'+41,-41; =12 (3.29)
(b) -41,'+101,'+41,
ikinci denklem bilinmeyen iki fonksivonun da tiirevlerini igermektedir. (a)’dan I’ yi
¢ekip, tlrevini alalim :
[=(1/4) 1,'+1;-3 (3.30)
L'=(1/4) 1"+’ (3.31)
(3.30) ve (3.31)"i (b)’de yerine yazalim :
-4 1)+ 10[(1/HHL)"+ 1)) + 4[(1/4) 1,'+],-3] =0
Bu denklemi diizenleyerek tiirevin mertebelerine z6re yeniden yazarsak :
L+ (14/5) 1)+ (8/5) 1, = 24/5 (3.32)
Karakteristik denklem ve kékleri :
A2+ (14/5)\ + (8/5)=0 = AN=-2, A2 = (-4/5)=-0.8
Bu degerlere gore genel ¢oziim :

L(D)=cr.e? +cp.e ™ 43 (

(73]
V8]
(V5]
~
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I)’in tiirevini alarak, (3.30)‘da yerine yazarak I,’yi elde ederiz :

()= (1/2)cy.e + (4/5)cy.e ™ | (3.34)
Not : Bu 6rneklerde de goriildiifii gibi verilen sistem 6nce bir tek bilinmeyen

fonksiyondan olugsan bir denkleme d(in.iislﬁrﬁld(iklcn sonra, bu denklemin
karakteristik denkleminin koklerinden yararlanarak genel ¢6ziim olusturulmustur.
Ancak karakteristik degerlerden yararlanarak bulunan ¢6ziim, genel ¢oziimiin bir
kismi yani denklemin homojen kisminin ¢dziimiidiir. Eger denklem homojen degilse
ayrica bir 6zel ¢6ziim de bulunarak bu iki (6ziimiin toplami ile genel ¢6ziim

olusturulur.
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4.BOLUM
MATRIS KALEMLERI

4.1 Genel Tanmmlar

Tanmmm 4.1.1 : Elemanlan K cismi izerinde olan ve ayni boyutlu (mxn) A,B,A;,B;
seklinde dort matris verilsin. Bu matrisler arasinda

P.A.Q=A P.B.Q=B; 4.1)
olacak gekilde sirasiyla m ve n boyutlu P ve Q singiiler olmayan iki kare matris
bulunuyorsa, bu durumda A+AB ve A+ AB; birer “matris kalemi” olup, bunlar
arasindaki iliski (4.1) ‘deki esitlikten yararlanarak bir tek esitlik olarak su sekilde
verilebilir :

P. (A+AB).Q= A+ A B, (4.2)

Tamim 3.1.2 : A+AB matris kalemi igin eger ;

1. A ve B kare matrisler ,

2. det(A)=0

sartlar1 saglaniyorsa A+AB’ye ‘“regiiler matris kalemi” denir. Diger durumlarda
(m#n durumu veya m=n ama det(A)=0 durumu) ise A+AB’ye “singiiler matris

kalemi” denir.

Bu ¢alismada ele alinan ¢6ziim yonteminde regiiler matris kalemlerinden
yararlamldigi i¢in burada sadece regiiler matris kalemleri ile ilgili baz1 bilgilere yer

verecegiz.

4.2  Regiiler Matris Kalemleri

Regiiler matris kalemlerini birkag 6zel durum igin ayn ayn incelemek
miimkiin olup, burada yine sadece ilerideki boliimlerde kullanilacak bilgilere yer

verilecektir.
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A+AB keyfi bir regiiler kalem verilmis olsun. Bu durumda det(A+cB) =0
olacak sekilde bir ¢ sayis1 vardir. Boylece verilen kalem A;+(A-c)B seklinde ifade
edilebilir. Burada A;=A+cB ve bu nedenle det A;#0 dir. Yani ;

A+AB= A;+(A-c)B (4.3)
seklindedir. Kalemi soldan A, ile garparak

A (Ai+H(A-c).B)= E+(h-c).A "B (4.4)
elde edilir. Bu kalem bir benzerlik dontisimii ile asagidaki sekilde ifade edilebilir :

E+(A-c).{Jo, J1}={E-cJo+MJo , E-cJ; +2Jy } 4.5)
Burada {Jo, J1} , A;".B matrisinin normal formunun kdsegen blogudur. Jo.bir Jordan
nilpotent matrisidir' ve det J; #0 dir. (4.5) matrisinin sag tarafimn ilk késegen
blogunu (E—cJo)'I ile garpalim. Boylece

E+\.(E-clo)” Jo (4.6)
ifadesini elde ederiz. Burada A’mn katsayisi bir nilpotent matristir’. Buradan bir

benzerlik doniisiimii ile bu kalem su sekilde ifade edilebilir :

Er)J={ N NU2D Ny (4.7)
( N(U)__.: I(U)+ ;\'H(U) ) 3
(4.5)'in sag tarafindaki ikinci kdsegen blogu. 3,7 ile carparsak ve sonra yine bir
p
benzerlik doéniisiimii yaparsak, 2.késegen blok J+AE formu ile ifade edilebilir.

Burada J normal formda bir matns ve E, birim multristir.

Teorem 4.2.1 : Bir A+AB keyfi regiiler kalemi, asagidaki kanonik quasi-diagonal
form haline getirilebilir :
(NW NP NS J4AE) (4.8)
(N®= [ Ag® )
Burada ilk s kosegen bloklar, A+AB kaleminin 2", g%, ..., 1"% sonsuz clemanter

boélenlerine tekabiil eder ve A+AE son kosegen blogun normal formu. verilen

kalemin sonlu elemanter bolenleri tarafindan tek sekilde tayin edilmistir.

1 Jo"=0 olacak sekilde bir m>0 say1s1 varsa Jo" nilpotenttir,
2 Jo"=0 oldugundan [(E-cJo)"'.Jy]™ =0 dur.
3 Burada E™, u mertebeden birim matris, H".ilk stiper-diagonal elemanlarinin hepsi bir ve

kalan elemanlan sifir olan u mertebeden matristir.
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5. BOLUM

SABIT KATSAYILI LINEER DIiFERENSIYEL
DENKLEM SiSTEMLERININ COZUMU

5.1 Coziim Yontemi
Buradaki amag
BX'+AX=f(t) (5.1)
matris formu ile gosterilen sabit katsayili lineer ( f(t)=0 ) diferensivel denklem
sisteminin ¢6ziimiinii arastirmakur. Burada X=X(t)eR" dir.
B, birim matris oldugu durumda (5.1) bir adi diferensiyel denklemdir ve

¢ozlimii asagidaki sekildedir :
H
X(O)=e "X, + je"’""” J(s)ds (5.2)
0
veya

X()=e* k+e [ f(0).dt (5.3)

e*" nin bulunusu teorem 2.4.1° de verilmistir.

B. ters gevrilemez oldugunda ise ¢dziim, A+AB ‘nin regiiler matris kalemi
oldugu kullamilarak yapilir. Bu metoda gére dyle bir ¢ sayisi vardir ki A+cB ters
gevrilebilirdir. Bu durumda

P.A.Q=diag{E, N} ve P.B.Q=diag{ C,Eq} (5.4)
Olacak sekilde nxn boyutlu P ve Q ters gevrilebilir matrisleri vardir. Burada
N=diag{N,, Na, . . ., Ni} ve her bir N;, m;xm; nilpotent Jordan blogudur. Ayrica
p+q=n, N gxq matris ve C pxp matris olup, mj+ +my =q dir.

“N; bir Jordan blogudur” un anlami, N; * nin ikinci késegen elemanlan diginda biitiin
elemanlan sifirdir.

Simdi tekrar (5.1) ifadesine donelim :

X=QY olsun. Bu durumda (5.1) denklemi su sck.e gelir :
P.B.Q.Y'+P.A.Q.Y=P.(1) (5.5)
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Y=(W,Z)" olsun. Bu durumda da su iki denklem olusur :
W +CW=P.f(t)h. ...p (5.6)
NZ'+Z=(P.f(t))p+1,...,n
Buradaki ilk sistem bir adi diferensiyel denklem sistemi olup, yukarida verilen
formiil ile ¢ozilebilir. Tkinci sistemin ¢oziimii igin :
22"+ z;=(P.f(t))p+1
z3'+ =P f(t))p+2
.............................. (5.7
zZ +z  =(Pf(1))

my mi- p+m;-!

0 + z = (P.f('t))p+ml

esitliklerinden geriye dogru gidilerek ¢6ziim yapilabilir. Simdi (5.4) ifadelerinde

gecen matrislerin elde ediligini adim adim verelim :

(i) g(A)=det(A+-AB) olsun. Tanim 3.1.2 geregince det(A)#0 oldugundan A+AB
bir regiiler matris kalemidir. Bu durumda g(c)#0 olacak sekilde yeterli biyiikliikte
bir ¢ sayis1 segebiliriz.

Aj=A+cB (5.8)
olsun. Bu durumda A, ters ¢evrilebilirdir ve

A+ AB= A+(A-c)B (5.9)
esitligini soldan A, ile garparak

A (At (A-c)B)=E+(A-c).A,"' B (5.10)
clde ederiz.

(i) R, ters gevrilebilir bir matris olsun , éyle ki ;

R™.(A," B)R “ (5.11)
Jordan formudur. R, MapleV programindan yararlanarak bulunabilir. Bu form
asagidaki sekilde farzedilebilir :

R™.(A, " B)R =diag{J,,J,} (5.12)
Burada J;, batin kosegen elemanlari sifirdan farkli olan ve Jo, biitiin kdsegen
elemanlar sifir olan Jordan matrisleridir. $Simdi (i)’ de bulunan (5.10) ifadesini soldan
R’ , sagdan R ile carpalim. Boylece :

R'.(E+(A-c). A;"" B).R=diag{E+ (A-c).J; , (E-clo)+A Jo } (5.13)
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esitligini elde ederiz.
(ili)  (ii)’de bulunan (5.13) kalemini diag{E , (E-c Jo)"' } ile carpalim :
diag{E , (E-c Jo)"' }. diag{E+ (A-c).J; , (E-clo)+X Jo }=

diag{E+ (A-c).]; , E+A(E-cJo)"'.Jo } (5.14)
Burada E-clJy’in ters gevrilebilir olduguna dikkat edilmelidir. Ciinkii bu matris
kosegen tizerindeki elemanlari ile iist tiggendir.

(iv)  Jo nilpotent oldugundan bazi h=0 i¢in Jo" =0 dir. (E-cJo)”' matrisi Jy'a gore
degisir oldugundan (E-clo)'.Jo da nilpotenttir. S, bir ters gevrilebilir matris olsun.
Oyle ki :

S'(E-clo)'.S (5.15)
olup, bu matris Jordan matrisidir (Buradaki & matrisini yine Maplev bilgisayar
nprogramindan bulabiliriz). (ii1)’de bulunan (5.14) ifadesini soldan diag{(E , ST} ve
sagdan diag{E , S} ile ¢arpalim :

diag{(E, S'}. diag {E+ (A-c)dy E+ME-clo)'Jo } . diag{E . S}=

diag{E+(A-c).J; . E+AN } (5.16)
Burada N= S (E-cJo) "' Jo.S dir.

v) Sonug olarak, (iv)’ de bulunan (5.16) ifadesini soldan diag{J,", E} ile
carparak :

diag{J,”, E}. diag{E+(A-c).J; , E+AN }=

diag{ J;"'+(A-c)E , E+AN }=diag{ C.E}+A.diag{E,N} (5.17)
Burada C=J,"'cE dir.

(vi) P, (i)-(v) adimlarinda orjinal kalemin soldan ¢arpimlarina uygulanan biitiin
matrislerin  garpim ve Q, (i)-(v) adimlarinda orjinal kalemin sagdan ¢arpimlarina

uygulanan biitin matrislerin ¢arpimi olsun. Bu durumda :
P.(A+AB).Q=diag{ C, E}+A.diag{E , N } (5.18)

Seklinde orjinal kalemi késegen formda ifade etmis oluruz.

Bu matrisleri bulduktan sonra tckrar (5.5),(5.6),(5,7) denkiem sistemlerine

donerek bulunan matrisleri yerlerine yazarak ¢6ziime ulasabiliriz.
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5.3 Sonug¢

BX+AX=f(1)
Matris diferensiyel denklemi ile gosterilen sabit katsayili bir lineer diferensiyel
denklem sisteminin ¢ozimii i¢in iki durum karsimiza gikmaktadir
(1) B diizgiin matris ise ;
B ters gevrilebilir oldugundan B mevcuttur. Denklemin her iki tarafint B ile
carparak
EX'+B" AX=Bf(t)
Seklinde bir adi diferensiyel denklem elde etmis oluruz. Bu durumda (5.2) ve
(5.3) ifadelerinde de verilmis olan bilinen ¢6ziim formiiliinii kullanarak sonuca
ulasabiliriz.
(2) B diizgiin matris degil ise ;
Bu durumda, B! mevcut olmadigindan denklemi dogrudan adi diferensiyel
denkleme doniigtiremeyiz ancak A+AB regiiler matris kaleminden yararlanarak,
bilinmeyen fonksiyonlarin tiirevlerinin katsayilarinin matrisini (Yukaridaki B
matrisi yerindeki matris) kosegen formda ifade edebiliriz. Bunun igin X=QY
donisimu yaparak, denklemi soldan P ile ¢arpmaliy1z. Boylece ;
P.B.Q.Y +P.A.QY =PA(t)
Seklinde sol tarafin katsayilar matrisleri kogegen olan bir form elde etmis oluruz.
Burada PAQ ve PBQ A+AB matris kaleminin kosegen ifadesini olusturan ve yine
kosegen olan matrislerdir, yani ;
P.(A+AB).Q=P.AQ+A.PB.Q
Y=(W,Z)" seklinde ikinci bir déniigiim yaparak
W' +CW = R.O).....p
NZ' +Z = (P.f{t))p+1,...n
Seklinde ¢oziilebilir sistemler elde edilir ve W,Z bulunduktan sonra geriye dogru

giderek X(t) ¢oziimii elde edilir.

T.C. YUKSEKOGRETiM KURULY
DOKDMANTASYON MERKEZI
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