SELCUK UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

Ax =f PROBLEMININ
SVD ALGORITMASI ILE
COZOMU
Dagistan SIMSEK
YUKSEK LISANS TEZI
MATEMATIK ANABILIM DALI
Konya, 1999



SELCUK ["JNiVERSiTE§i .
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

Ax =f PROBLEMININ
SVD ALGORITMASI ILE

TS L6T

YUKSEK LIiSANS TEZI
MATEMATIK ANABILIM DALI

Butez2d /01 / 1999 tarihinde asagidaki jiiri tarafindan oy birligi / ey-geldugu

ile kabul edilmigtir.

A fetoz— 4y AR

sdsdesscsssnnee seeesescsscesncssncsssnne sesscvereeretrorsnersssesssnecrcne ssscscacondodegid

Prof Dr. Haydar BULGAK Yri/. fz.Or- i_«:wefﬂLT//unﬁf
(Danmigman) (Uye)




OZET
Yiiksek Lisans Tezi

Ax =f PROBLEMININ SVD ALGORITMASI iLE COZUMU

Dagstan SIMSEK
Selcuk Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dah

Damsman : Prof. Dr. Haydar BULGAK
1999, 78 Sayfa

Jiiri: Prof. Dr. Haydar BULGAK
Yrd. Dog. Dr. ismet ALTINTAS
Yrd. Dog. Dr. Kemal AYDIN

Alt1 boliimden olusan bu tezde, Ax = f problemi singiiler degerler yardimiyla
¢Ozlilmiistiir.

Birinci béliimde singiiler degerler ve format hakkinda genel bilgi verilmistir.
Ikinci boliimde matrisler ve vektdr uzayiyla ilgili temel tanimlar {izerinde durulmustur.

Ugiincii ve dordiincii béliimde singiiler degerlerin tanimi ve SVD algoritmas:
olarak bilinen singiiler degerlerin ayrigimi igin bir teorem verilerek, Ax = f problemine
uygulanmas: tanitilmastir.

Besinci béliimde bilgisayarda kullanilan format sayilar1 hakkinda bilgi verilmis ve
bilgisayar formatina gére SVD algoritmasi incelenmistir.

Altinci boliimde ise bazi 6rnekler ¢6ziilmiigtiir.

Anahtar kelimeler: Matris, Oz deger, Singiiler deger, SVD algoritmasi
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In this thesis including six chapters, the problem Ax = f is solved by singular

values.

In the first chapter, general information about singular values and format are

given.

In the second chapter, basis definations in relation to matrixs and vector spaces

are discussed.

In the third and fourth chapters, a theorem is given for defination of singular

values and decomposition of singular value which known as SVD algoritm and , its

application to the problem Ax=f is found.

In the fifth chapter, information that about format numbers are used in computer is

given and in according the computer format, SVD algoritm is analysed.

In the six chapter, some examples are solved.

Key words: Matrix, Eigen value, Singular value, SVD algoritm
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1. GIiRIS

Diinyada 6z deger kavrami egitim sisteminde ¢ok kullanmlan temel
kavramlardan birisidir. Bu kavram simetrik problemlerde genellikle biitiin sorunlan
asmaya imkan tammstir. Ayn1 zamanda bilgisayarda da simetrik matrisler i¢in 6z

deger problemleri sorun ¢ikarmayan bir problemdir.

Simetrik olmayan matrislere simetrik yontemleri uygulamasiyla singiiler
degerler kavram olarak ortaya ¢ikmaktadir. Bu kavram yaklasik olarak 100 yil énce
integral denklemlerin teorisinde kullamilmistir. Gantmaher tarafindan 1959 yilinda
yayinlanan Matris Teorisi kitab: biitiin diinyada matrisler hakkinda bir ansiklopedi
sekline gelmistir. Ancak bu kitapda singiiler degerler hakkinda higbir bilgi mevcut
degildir. 1970 i yillarda bu boslugu goren Lidskii daha sonra ki bir baskisinda
singiiler degerler adli ek bir b6liimii Gantmaherin kitabina eklemistir[5].

Golub ve Van Loan in 1989 yilinda yayinlamis olduklan kitapta, SVD

teoremi ve teoremin ispati verilmistir[7].

Godunov, Antonov ve Kiriluk un 1993 yilinda yayinladiklan kitapta, SVD
algoritmasiin kanonik forma indirgenmesinden ve dikdortgen matrisler igin SVD
nin indirgenmesiyle elamanter ortogonal doniisiimleri elde etmenin miimkiin
oldugunu goéstermiglerdir. Ayrica SVD nin lineer cebir denklem sistemine

uygulanmasini géstermislerdir[6].

Treferthen ve David in 1995 yilinda yayinladiklan kitapta, singiiler degerlerin
geometride nasil kullamldif hakkinda bilgi veriliyor. Kitapta azalan SVD ve tam
SVD den bahsediliyor. Azalan SVD, Av; = oju; (1<j<n) formiiliinden hesap ediliyor.
Tam SVD ise A = UZV* formiiliinden hesap ediliyor(8].

Ayse Bulgak 1997 yihinda hazirladig: singiiler degerler adli seminerinde

singiiler degerlerin tanimini vermistir[10].



Bu degerler Ax = f probleminde vazgegilmez noktaya son otuz senede
gelmigtir ve bilim hesaplamalarinda SVD(singiiler degerlerin ayrisim:) algoritmasi

olarak bilinen yéntem yer almistir.

Teknolojinin hizla ilerledigi, bilgisayar ¢agi adim verdigimiz 2000 li yillara
yaklastigimiz su giinlerde bilgisayar hayatimizin bir pargasi olmustur. Ulasim,
haberlesme, tip ve uzay gibi birgok dalda bilgisayar kullanilmaktadir. Bilgisayar,
giiniimiizde miihendislik, fen ve ekonomide kargilasilan problemlerin ¢6ziimiinde
bilyiik kolayliktir. Bilgisayar, rasyonel sayilarin alt kiimesi olan format sayilan ile

islem yapmaktadir. Bu yiizden format sayilari gok 6nemlidir.

Matris islemlerinde garanti vaklasgim ¢oziim metodu, matematikte Ax = f
sisteminin, stabilite teorisindeki Lyapunov denklemi, optimal kontrol teoride
kullanilan Riccati denklemi gibi fen ve miihendislikte matris formuna getirilebilen
problemlerin bilgisayarla ¢ziimiinde uygulanan en son teknik metottur. Bu metodun
Ax = f problemine uygulamasi SVD algoritma ile ilgilidir. Bu algoritmanin ana
konusu verilen simetrik matrisin 6z vektorlerinden olusan ortonormal tabam
bilgisayarda hesaplamaktir. Bu metotla yukandaki problemlerin bilgisayar
¢oziimlerinde olusan yuvarlama hatalannin etkisi minumuma indirgenerek,

problemin ¢dziim hatasi, bilgisayarin islem hatasindan daha kiigiik olarak elde edilir.

Iyi konulmamis problemlerde [11] verilen data ve giris hatalari problemi
¢ozilemeyen ve uygulanamayan duruma getirmektedir. Bu metotla bu tiir
problemlerin data ve giris hatalann kontrol edilir, hataya sebeb olan degerler tespit
edilerek, problem iyi konulmus hale getirilir. Kisaca bu metot, yukandaki
problemlerin ¢bziimiinde, diinyada degisik lilkelerde uygulanan metotlardan daha

hassas yaklagim veren algoritma ve programlar grubudur{11].



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Cisim

K, Kompleks sayilar kiimesinin bir alt kiimesi olsun. Eger asagidaki sartlar
saglanirsa, K kiimesine bir cisimdir denir.
1) y,zeKiciny ® zeK vey ® zeK
2) yeKiginy@e=e@y=yve y®e =¢ ®y =y olacak sekilde e,e; €K vardir.
3) yeKigciny®y'=y'@y=eve y®y' =y ® y=e¢, olacak sekilde y'eK

vardir.

2.2. Vektir Uzay
V bir kiime, F de bir cisim olsun. V kiimesi iizerinde toplama isleminin ve F
deki skalerle ¢arpma isleminin tanimli oldugunu diisiinelim.
V deki x,y,z elemanlan ve F deki «,B sayilan i¢in asagidaki islemler saglanirsa
1) x+y=y+x
2) xH(y+tz) = (x+y)tz
3) Her bir x i¢in 0+x = x olacak sekilde V nin bir 0 eleman: vardir.
4) Her bir x igin x+(-x) = 0 olacak sekilde V nin bir —x eleman vardir.
5) l.x=x, 1 verilen F nin elemamadir.
6) (ap)x=a(px);
7) a(xty) = axtay;
8) (otB)x = ax+fx;

V kiimesine skaler F cismi iizerinde bir vekt6r uzayidir denir.

2.3. Alt Vektor Uzayr
V  bir vektér uzayt ve W, V nin bir alt kiimesi olsun. Asagidaki sartlar

saglanirsa W ye V nin bir alt vektor uzayi denir.



1) u,veWicinu+tveW
2) ceKveueWigincueW
3) 0eVigin 0eW

2.4. Krilow Alt Vektir Uzay:
£:V—V bir doniisiim olsun.
f € V olmak iizere,

f=af,a#0vef=0

ise o zaman (a., f) bir 6z ¢ifttir. Eger f lizerinden bir alt vekt6r uzay: kurarsak,
X = {f, £f, £f, £°f,...}

vektor uzayina Krilow alt vektor uzay: denir.

2.5. invaryant Oz Alt Vektor Uzay
Genellestirilmis 6z vektorler, bir f; vektérii ve (P-AT) doniisiimii ile bir Krilow

alt vektor uzay,
fi, &= @-2D) fi, 3 =(P-Al) £, ..., fk = (P-Al) fi.1, (P-AD) =0

seklinde tamimlamr. Aynca bu alt vektér uzayi, verilen P doniisiimiine gore

invaryanttir. Bu alt vektdr uzayina invaryant 6z alt vektor uzay: denir.

2.6. Maksimal Invaryant Oz Alt Vektor Uzayr
Aciktir ki, bir A 6z degerine birden fazla invaryant alt vektdr uzaylan
gelebilir. Biitiin A 6z degerlerine karsibk gelen invaryant alt vektdr uzaylarimin

toplamina A ya kargilik gelen maksimal invaryant 6z alt vektor uzay: denir.



2.7. i¢ Carpim Vektor Uzay

F cismi iizerinde bir vektér uzay1, V olsun. V vektér uzayindaki bir i¢ carpim
V nin her u, v vektdr ¢iftini p(u, v) sayisina esleyen ve asagidaki aksiyomlan
saglayan bir fonksiyondur.

1) V nin her u, v vektorleri igin p(u, v) bir sayidir;

2) V nin her u, v vektorleri igin p(u, v) = p(v, u);

3) V nin her u, v, w vektorleri icin p(u+w, v) = p(u, v) + p(w, v);

4) V nin her u, v vektérleri ve F nin her a degeri igin p(au, v) = a p(u, v);

5) p(u,u) >0,V nin her u# 0 i¢in, p(0,0)=0

dir.

p(.. .) i¢ carpimiyla V vektér uzayina i¢ garpim vektdr uzay: denir.

2.8. Normlu Vektir Uzay:
V bir vektér uzay: ve n: V= R de bir doniisiim olsun. Efer V deki her u

vektorii i¢in asagidaki aksiyomlar

1) V deki her u # 0 igin n(u) > 0, n(0) = 0;
2) R deki her a igin n(c u) = |a} n(u);

3) V deki her u, v igin n(u + v)< n(u) + n(v)
dogru ise bu taktirde n doniisiimiine norm denir.

V vektdr uzayina n(.) normuyla beraber normlu vektor uzayi denir.

2.8.1 Vektorlerin i¢ ¢carpimi ve vektor normlar:

RN deki herhangi iki



(x,\ (J’x )
X, 3 )
X = 'y =
\"N) \ Y~/

vektorleri i¢in i¢ ¢arpim

(X,y) = x1y1 X2y2 + ... +XNYN

seklindedir. Oklid normuda

] = J(x,x) = \/x,2 Xy et X

seklinde tanimlanir.

2.8.2. Matris normu

NxN tipindeki matrislerin vektdr uzayinda birgok normu vardir. Bunlardan

ikisi
D |4|= r”nﬂaj<||Ax”- spektral norm,
N 2
2).||A||E = Zaij - Frobenius normu
ij=1
dur.

2.8.3. Simetrik matrisin normu

S, NxN tipinde simetrik bir matris ise



IS = max Il (S)l

.....

seklinde hesap edilir.

2.9. Karakteristik Denklem

A, N-boyutlu karesel bir matris ve N-boyutlu bir x vektérii igin

\
(all alz . . . alNVxl (Xl A
a1 ax» . . . AN | X2 X2

=\
\8Nn1 an2 - - - aNN)\xNJ \XNJ

denklemini asagidaki sekilde yazarsak

Ax-Ax=0, Ax-Alx=0, (A-ADx=0

olur. Burada I birim matristir.

(a“—?\. aj; . . . alN Vxl \
an a99 -1 . . . asN X9
=0
L ant a2 - - - BNNTANXN)

sifirdan farkli ¢oziimler igin kullamlan det(A-AI) = 0 ifadesine karakteristik denklem

denir.



2.10. Oz Deger
A, N-boyutlu bir kare matnis olsun. x # 0 i¢in Ax = Ax esitligi saglayan A

degerlerine A matrisinin 6z degerleri denir.

2.11. Oz Vektor
A, N-boyutlu bir kare matris olsun. x # 0 igin Ax = Ax esitligini saglayan x

vektorlerine A matrisinin 6z vektérlert denir.

2.12. Oz Cift
A, N-boyutlu bir kare matris olsun. Ax = Ax esitligini saglayan (A, x) ¢iftine,

0z ¢ift denir. Burada A 6z deger, x de 6z vektordiir.

2.13. Transpoz Matris

A = (aj)mxn tipinde bir matris ise bu matriste aymi numarali satirlann
siitunlarla yer degistirmesi sonucu elde edilen matrise (yani A'=A*= (a;)nxm

matrisine) A nin transpoz matrisi denir.

2.14. Taban

Eger verilen V vektor uzayim olusturan N tane lineer bagimsiz x;, X2, ..., XN

vektorleri var ise buradaki x;, X3, ..., XN vektorlerine V vektdr uzayinin tabanm veya

baz denir.

2.15. Vektorlerin Ortogonalligi
V bir i¢ carpim uzay1 olsun. Eger (u, v) = 0 ise u,veV vektorlerine

ortogonal(dik) denir.



2.16. Ortonormal Kiime
V herhangi bir vektor uzay: ve {v}, V de agagidaki 6zellikleri saglayan bir kiime
olsun.
1) VvieVigin(v;,v))=1,
2) i#j igin (vi, vj) =0

Bu durumda {v;} kiimesine ortonormal kiime denir.

2.17.Cekirdek Uzay
MxN tipinde reel
a, ap a, )
a, dy ay
A=
Ay Grr - - aux}

matrisini alalim. A nmin ¢ekirdegi
Ker(A) ={ x, Ax =0, xeRM}

ile ifade edilir. Burada Ker(A) nin R" nin bir alt uzay1 oldugu agiktir ve buna A nin
¢ekirdek uzay: denir. Ker(A) nin boyutuna A nin nullity(cekirdek veya sifir) uzayi
denir ve dim(Ker(A)) seklinde gosterilir.
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3. SINGULER DEGERLER VE SINGULER DEGERLERIN AYRISIMI

3.1.Singiiler Degerler ve Singiiler Vektorler

a;, 8 )N
a a ..
2 2 2N
A= :
dyvy Ay CIVIN

reel elemanli MxN tipindeki bir matris olsun.

Au=0q;A*q=0u

denklemleri saglanirsa (o, u, q) iglisiine A nin singiiler iigliisii denir. Burada o

negatif olmayan bir say1,

L g,

u )
u=|"2q=| % |,

Uy dum

lall >0,] q >0 sarina sahip sirasiyla N ve M-boyutlu asikar olmayan
vektorlerdir. Eger (o, u, q) A nin singiiler ii¢liisii ise, 0 zaman o, u, q degerleri

sirasiyla A nin singiiler degeri, sol ve sag singiiler vektorleridir.

Burada tammdan A*Au = o’u ve AA*q = o’q oldugu agiktir. Ancak
dikdortgen matrisler igin A*A ve AA* ayn1 boyutta matrisler degildir.
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3.2 Singiiler Degerlerin Ayrisimi

Simetrik matrisler i¢in 6z deger ayrisimi ne kadar 6nemli ise genel matrisler

i¢in de singiiler deger aynsimi o kadar 6nemlidir. Bunu bu béliimde tanitacagiz.

Teorem 3.2.1. Herhangi bir MxN tipindeki A matrisi i¢in {u;, uy, ... , ux} bir sol
ortonormal singiiler vektor kiimesi ve {q, qa, ... , qx} da bir sag ortonormal singiiler

vektér kiimesi olmak iizere 0 < 6,(A) < 0,(A) £ ... S ok(A) olacak sekilde (ok.j+i, uj

q; ) tgliileri vardir. Burada j= 1. 2. ... K =min (N, M ) dir.

Eger K < N ise, ug+j, Uk+2, ..., un vektorleri ile tabana tamamlanan sol
singiiler vektorler, RN uzayinin ortonormal bir tabanim verir ve bu vektorler Au; = 0,

j=K+1.K+2, ..., N denklemini saglar.

Eger K < M ise, qk+1, Qk+2. ..., Qm vektorleri ile tabana tamamlanan sag
singiiler vektorler, R™ uzayinin ortonormal bir tabanini verir ve bu vektérler

A*q;=0,j=K+1,K+2, ..., M denklemini saglar.
Buna gére

Q=1[q1,q2..,qm] ; U=[u, ug, ..., un]
vektorlerin olusturdugu matrisler yardimiyla
QAU=ZX

matrisini kuralim. Bu sekildeki gosterime A nin singiiler ayrisimi denir. Burada, eger

K <Nise




0 c,(A)

KxN boyutlu matris, K <M ise

(G (A) 0 )
0 oy, (A)
: o) .
Y= .
0 0 o 0,(A)
O
J

MxK boyutlu matristir. Burada X es diyagonal matris olarak adlandirilir.

Ispat. K <N ( yani M < N ) oldugunu kabul edip

( J
H.—

oldugunu ele alahm. Bu (N+M)x(N+M) tipinde simetrik bir matristir. Biz biliyoruz
ki burada N+M tane ( 2;(H), hj(H) ),j=1,2, ..., N+M, 6z ¢ifti vardir dyle ki hj(H) ,
j=1, 2, ..., N+M vektorlerinin bir kiimesi ortonormaldir ve Kj(H), j=12,.,N+tM

6z degerleri
MH) £ AH) £... £ Anem(H)

seklinde siralidir. H nin biitiin 6z vektdrlerini

A& .
hi(H) = (gJJ ,j=1,2,..,N+M

]
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seklinde tekrar yazabiliriz. Burada v; ve gj sirasiyla M ve N-boyutlu vektérler ve
Ivili+1igll>0,j=1,2,..N+M

dir. Eger s, H matrisinin pozitif 6z degeri ise o zaman -s negatif ve M+N-2s sifir 6z

degenidir.
Gergekten, A
[2|22H),1=1,2,..,N+M

olacak sekilde H nin bir 6z degen olsun. v ve g sirasiyla N ve M boyutlu vektorler
olmak iizere H nin bir 6z ¢iftini (7., [D ) olarak alalim. Eger A = 0 ise 0 zaman H nin

biitiin 6z degerlerinin 0 oldugu agiktir ve H nin simetrik olusundan H = 0 sonucu

¢ikar ve buradan da A = 0 olur.

|A| bir pozitif say1 olsun. Tamimdan

A¥ g=2Av;
Av=2Ag

olarak yazilabilir. Buradan hareketle

A¥* (-g) = -Av;
Av=-\-g)
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yazilabilir. Dolayisiyla H nin bir 6z ¢ifti de (-A, ( vg) ) olur. Simetrik matrislerin 6z
degerlerine farkli ortonormal 6z vektorlerin karsilik geldigini biliyoruz. Yani (3 ve

( vgJ vektorleri ortogonaldir. Buradan || g || = | v || oldugu goriiliir.

Oz degerlerin katli oldugu durumlarda ne sdyleyebiliriz.? $imdi bu durumu

gosterelim.

A ve -A 6z degerlerini sirasiyla m ve mm kath alalim. Farz edelim ki m 2 mm
olsun. Burada A ya karsihik gelen H nin w), w;, ..., Wy, ortonormal vektérleri vardir.

Bunu

seklinde yazabiliriz. Burada x;, X3, ..., Xm V€ Y1, ¥2, ..., Ym Sirastyla N ve M-boyutlu
vektorlerdir. Yukaridaki islemler kullanilarak (A, w;) 6z ¢ifti igin agagidaki sonuglar

cikarilabilir:
Dxli=lyll,i=1,2,..,m;
2) (xi, Xj) + (i, yj) =0, l,J =1,2,..,mi ¢j;

)+ Yy =1Lj=12,...,m

X.

fj=( ’),j=l,2,...,m
J

vektorlerini alalim. (-A, £) nin H nin 6z ¢ifti oldugunu gdrebiliriz. |A| pozitif say1

oldugundan biitiin f; ler w; , (i,j =1, 2, ..., m ) vektoriine ortogonaldirler. Bu bizi su

sonuca gotiiriir. Eger A, H nin m kath 6z degeri ise 0 zaman -A da mm Kathidir ve
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mm 2 m olur. m > mm kabulii kullanilarak mm = m sonucuna varilir. Bundan dolay:,
eger s, H nin pozitif 6z degeri ise o zaman -s negatif ve M+N-2s sifir 6z degeri

oldugu ispatlanmis oldu. Bundan baska.

VJ' Vj .
hj(H) = g )’ hvangnM) =1 ° [,j=1,2, ..,
j j

J

vektérleri H nin maksimal invaryant alt uzayinin da ortonormal bir tabamidir ve onun

sifir olmayan 6z degerlerine karsilik gelir.
Ivillwilgll>0velivili=ligll

oldugundan herhangi bir j = 1. 2. ... . s i¢in
lvill>0.1lgl>0

dir. llgingtir ki v; ve g (j = 1, 2, ... s ) kiimeleri, iki ortogonal kiimedir. Bunu ispat

etmek icin herhangi birivej (i#j,1,j=1,2, ...,s)i¢in
(vi, vj) = 0; (gi, ) =0

olduklarini gdstermemiz gerekmektedir. Agik¢a

\ V.
hj(H) = ( J] > hmengn(H) = [_ ! ) ,j=1,2,..,5s
g; g;

ortonormal tabanlar olduklarindan

(vi> v§) - (81> &) = 0;
(Vi, vj) + (gi’ gj) = O’
(via Vi) + (gia gl) =1
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yazlabilir. Bundan dolay:
vi, v) =0, (8, 8)=0,j=1,2, ..., 8

olur. Buradan

1 1 .
—_—V;, 0= —g,]= 1, 2, veey
E ”Vj”vJ K llg;ll o S

vektorlerinin, ortonormal kiimeler oldugu sonucuna varilir. Bununla beraber

ok(A) = An-m(H), ok(A) = An-m1(H), ..., Ok+15(A) = Anem+15(H),

ok-s(A) = ok (A)=...=01(A) =0
oldugu gosterilebilir.

Simdi sifir singiiler degerine karsilik gelen sag ve sol singiiler vektérlerin
nasil hesaplanacagini gosterelim. Sifira karsilk gelen H nin 6z degerlerinin

hesaplanmasi esnasinda biz vektérlerin ii¢ kiimesi ile bunlara karsilik gelen 2p, t ve r

elemanlarin bulabiliriz ve bunlan diizgiin olarak

(VSH) (Vsﬂj (vs-rl) (vsﬂj (vsi-Zp-l) (vs-rzp-l)
gs+| , _gs+l ’ gs+3 ’ _gs+3 ’ ’ gs+2p—| , _gs+2p—] ’

1P B e
gs+2p+t+l , gs+2p+t+r T gs+2p+t+r
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seklinde yazabiliriz. Sifira karsilik gelen H nin 6z vektorleri ortonormal sistemin

se¢ilmis vektorleridir. Yukandaki ortogonal vektérlerden dolay:

Vv v .
hj(H) = ( J] » hMANLj+1(H) = ( ’ J ,i=1,2, ..,
g, —g;

vektérleri de ortogonaldir. Esas amacimiz

1 1 .
4= —v,q=—g,j=12,..,5
R R P

formiildi ile sirasiyla vy, Vg3, Ves2p-1, Vsi2ptisees VN VE Bstls Ss+3s Bst2p-ls Bs+2ptitlyerrs M

ortogonal vektdrierini ortonormal vektorlere doniistiirmektir. Yani

N=s+p+t
M=s+p+r

oldugunu ispatlamakuir. v; ve g; vektorleri sirasiyla N ve M-boyutlu vektorler

oldukiarindan

s+p+t<N
stp+r<M

ise
2s+2p+t+r=N+M

yazilabilir. N = s + p + t nin boyle olmadigini kabul edelim, yani N > s + p + t olsun.

Bu kabulden hareketle
2s+2p+t+r=N+M

ve buradan da
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s+p+r>N+M-N=M

oldugu ya=zlabilir. s + p + r £ M diisiincesinden M > M sonucu ¢ikar, fakat bu
imkansizdir. Boylece N = s+ p +t oldugunu ispatladik. Benzer sekilde M =s+p +r

oldugu ispatlabilir.

Sonug olarak, vektorlerimizi agagidaki sekilde tamimlayabiliriz;

uj= _;l_vj,qu _1_gJ,J=S+ 1,S+3, ...,S+2p' l;
[lv;ll lig;ll

ui=v,1=s+2p+1,s+2p+2,..,N;
gi=g,i=s+2p+t+1,s+2p+t+2, .., M

uj, Uy, ..., Uy V€ qi, g2, -.., Qum olarak segilen tabanlarla teoremin sartlarimin saglandigi

kolayca kontrol edilebilir. Bundan bagka,

(;“N+M(H)9ul’q1)s (}\-N,,M,](H),Uz,% )’ ey ()"N+M+1.S(H)su5aqs)s

( 0, us+lsqs+l ), ( 09 us+2,qs+2 )9 seey ( 09 UK,QK )
tigliileri A min singiiler tigliileridir.

Boylece teoremin ispati tamamlanmis olur.

3.2.1.Uyanlar

Kare matrislerin singiiler ayrisimindan agagidaki ifadeler yazilabilir:

D] A]=on(A).
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2) Eger A, A = Q*ZU*, singiiler deger aynsimina sahip ise, bu durumda A™
vardir ve A" = UZ'Q ile tammlanir. Burada U, Q ortogonal matrislerdir. £, A nin

singiiler degerine sahip diyagonal bir matristir ve 6,(A) # 0 dir.

3) Eger o1(A) # 0 ise 0 zaman || Al =1/ 61(A) dogrudur. Burada A nin en
biiyiik singiiler degeri on(A) ve en kiiciik singiiler degeri ,(A) dir.

3.3. Karesel Matrislerin Singiiler Degerlerinin Ozellikleri

A karesel N-boyutlu bir reel matris ve o;(A) < 62(A) £ ... £ on(A) onun

siralanmus singiiler degerleri olsun. Bu taktirde asagidaki ifadeler dogrudur.
1. 61(A) = 01(A*) £ 62(A) = 02(A*) < ... < OoN(A) = On(A*)
2.Eger 01(A) > 0 ise 0 zaman A ve A’ in singiiler degerleri
c1(A™) = l/on(A) S 02(A™) = l/oni(A) € ... Son(A™) = 1/o1(A)
esitligiyle birbirlerine baghdirlar.
3. Eger
M(AA*) < A (AA¥) < ... S AN(AA¥)
ve

AM(A*A) < A(A*A) < ... < An(A*A)

belirtilen siraya gére AA* ve A*A matrislerinin siralanmis 6z degerleri ise, bu

durumda A nin siralanmig singiiler degerleri

01(A) = A, (AA%) = JA,(A*A) <ox(A) = Ay (AA¥) = A, (A*A) <.
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Son(A) =\A(AA*) = L (A*A)
seklinde yazilir.

0 A*]

oo
A O

2N-boyutlu bir simetrik matris ve onun M(H) < %(H) < ... € An(H) seklinde
sirali 6z degerlerini alalim. Bu durumda A nin siralanmis singiiler degerlerini H nin
6z degerlerine bagh olarak

o1(A) = An+i(H) £ 62(A) = Ana2(H)S ... < on(A) = Aon(H)
yazabiliriz.

5. A diyagonal bir matris ve a; (i=1, 2, ..., N ) de onun diyagonal elemanlan

olsun. Eger 0 <b; <b, < ... < by, Jay| (i= 1. 2, ..., N') nin siralanmus kiimesi ise;
61(A)=b; <0z(A)=by < ... < oN(A) = by

siralamast yapilabilir.
6. kj(A), 1=1,2,.., N verilen A matrisinin siralanmis
M(A) < RaA(A) < .. < [An(A)]

6z degerleri ise bu taktirde literatiirde Wey! esitsizlikleri olarak bilinen

I }\'N(A) l < 0.N(‘A) ’

| A(A) [ Ay, (A) | S 0,(A) on(A),
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| A(A) |1 A, (A) |1 4 1(A) | S O(A) 0 (A) B (A)

| AG(A) 1] 2y, (A) 11 A 1(A) | - | A (A) | S O(A) 0y, (A) Oy ,(A) ... 5,(A),

| Ay(A) [ Ay (A) | | A (A) 1] A, (A) | = O\(A)o, ,(A) ... 5,(A)o,(A)
esitsizlikleri dogrudur.

7. A singiiler olmayan bir matris ise, bu taktirde A;(A), j=1,2,...N onun 6z

degerleridir ve o1(A) < ... £ on(A) onun singiiler degerleri ise literatirde Weyl

esitsizlikleri olarak bilinen
Vo (A)<|A(A) = o (A)sj=12,..,N

esitsizlikleri dogrudur.




22

4. AX = F LINEER CEBIRSEL DENKLEM SiSTEMLERI

4.1. Baza Tanimlar

N bilinmeyenli M tane lineer homojen cebirsel denklem sistemini

a, X, ta,x,*..+ta, xN=O,

8, X, ta,, X, * .. ta, X = 0,

.................................................

Ay Xt Xt x =0

seklinde yazabiliriz. Bu denklem sistemini

a, 4 ay X
a a a X
21 22 2N 2
A= A ;X =
A G2 " Ay XN

ajj (1,j=1,2,..,N) reel sayilar, Xj (j=1,2,..,N) reel sayilar alarak kisaca
Ax = 0 seklinde yazabiliriz. N tane bilinmeyenli M tane denklemden olusan lineer

homojen olmayan cebirsel denklem sistemini

a, X +a12x2+...+a]N xN=f1,

1
a, X, ta,x,+..ta, x = f,

.................................................



seklinde yazabiliriz. Bu denklem sistemini

S
fi, xj, ajj (1=1,2,..,M;j=1,2, .., N) reel sayilar alarak kisaca Ax = f

seklinde yazabiliriz.

K tane aym A sabit katsay: matrisine sahip lineer denklem sistemlerinden

olusan sistemi de ( diger ifadeyle sistemler sistemi )

le ]:l/
X F,

XJ= :21 ’F.l— :-J ’J=1929"9K
XNJ FM/

bu denklem sistemlerine ait olan bilinmeyen vektor dizileri olmak iizere

X=[X1, X2 ... Xx ]

veya daha agik olarak
Xll XlZ Xll\
X, X X
X = 21 :22 2K
XNI XNZ XNK

dersek AX = F seklinde yazabiliriz. Bu sistem aym1 A katsay1 matrisine sahip olan K

tane matris vektdr sistemi olarak

AXj@=F,j=1,2,..K
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sekilde yeniden yazlabilir.

4.2. Lineer Cebirsel Homojen Denklem Sistemlerinin Coziim Kiimesi Bir Alt

Vektor Uzaydir, Fundamental Matris

Reel elemanli MxN tipindeki A matrisi

a,, 2ap; )N
a; ayp CEIN
A= B2
Ay Ano VIS
olsun. Eger
Ax=0

verilen bir lineer cebirsel homojen denklem sistemi ise, bu taktirde
J(A)={x; Ax=0}

vektor kiimesi alisilmis toplama ve reel sayilarda ¢arpma islemine gore bir alt vektor
uzayidir. Bu alt vektor uzayina nullity alt uzay: denir. Tanimdan agiktir ki A bir
karesel matris ve J3(A)={0} ise, yani homojen denkleminin ¢6ziimii tek sifir vektor
ise bu taktirde A singiiler olmayan bir matris ve nullity alt uzayimin boyutu 0 dir.
Genel durumda nullity alt uzaymm incelemek igin b6lim 3 te ispatlanan SVD

teoremini hatirlatalim.

Teorem 3.2.1. Herhangi bir MxN tipindeki A matrisi i¢in {u;, uy, ..., ug} bir sol
ortonormal singiiler vektér kiimesi ve {q, q2, -.., gk} da bir sag ortonormal singiiler
vektor kiimesi olmak iizere 0 < 61(A) £ 62(A) < ... £ ox(A) olacak sekilde

(Ok-+1, Uj, gj ) Uigliileri vardir. Burada j = 1,2, ..., K =min (N, M) dir.
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Eger K <N ise 0 zaman uk+j, Ug+2, ..., Uy vektorleri ile tabana tamamlanan sol
singiiler vektorler, RN uzayimn ortonormal bir tabanini verir ve bu vektérler Ay; =0,
j=K+1.K+2. .... N denklemini saglar.

Eger K <M ise 0 zaman qk-1, qk+2, .-, Qm vektorleri ile tabana tamamlanan
sag singiiler vektérler, R™ uzayimn ortonormal bir tabanimi verir ve bu vektérler
A*q;=0,j =K+1.K+2, ..., M denklemini saglar.

Bundan dolay:

Q=1[a1, qz -, qu] ; U = [u}, u, ..., un]
vektorlerin olusturdugu matrisler yardimiyla

QAU=%

matrisini kuralim. Bu sekildeki gosterime A nin singiiler ayrigimu denir. Burada, eger

K <N ise
oy (A) 0 0
z= Fx1(A) O O ©
0] c,(A)

KxN boyutlu matris, K <M ise
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(G, (A) 0 )
0 oy, (A)
5= : (0] . .
0 0 o 6,(A)
0
/

MxK boyutlu matristir. Burada ¥ es-diyagonal matris olarak adlandirilir.

Verilen teoremin sartlan altinda farz edelim ki A matrisinin sifirdan farkh J

singiiler degerleri var ise bu taktirde

AU = (B 0)
QAU=1,
olarak yazabiliriz. Burada B karesel J-boyutlu késegen bir matristir,

Sx

OK-1
OK-J+1

yeni bilinmeyen vektorii segelim; y=U*x olsun. Bu taktirde denklemi

=
0o o/
veya daha agik
ok(A) y1=0;
ok-1(A) y2=0;

................................

ok-+1(A) y;=0
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seklinde yazabiliriz. Agiktir ki oj(A) # 0, j =K, K-1, ..., K-J+1 oldugundan
yi=0,y2=0;y;=0
elde edilir. Boylece keyfi segilen yy+1, yi+2, .-or YN

0

Yi+1

\ YN J

verilen homojen sistemin ¢ziimii olur. Agiktir ki bu kiime R™ uzayinin bir alt vektér
uzay1dir ve onun boyutu N - J dir. Béylece U ortogonal ve x = Uy oldugundan J3(A)
nin boyutu da N - J dir. Yani kisaca dim3(A) = N - J dir. Eger 3(A) uzayinin y,, s,

..., Wn. gibi bir tabani varsa

Y=y, y2, ...y UNa]
matrisine Ax = 0 sisteminin Fundamental matrisi denir.

Agiktir ki eger P karesel N-J boyutlu singiiler olmayan bir matris olmak iizere
¥ verilen Ax = O sisteminin fundamental matrisi ise WP de bu sisteminin

fundamental matrisi olur.
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4.3. Genel Coziim

Acik olarak her hangi bir Ax = 0 sisteminin ¢6ziimii

G
C
c=| 2
Cn-y
olmak lizere

x=Ciy; + Coyr+ ... +CN-JWN-J =¥ C

seklinde yazilabilir ve buna Ax = 0 sisteminin genel ¢6ziimii denir.

4.4. Lineer Homojen Olmayan Cebirsel Denklem Sistemlerinin Coziimii

4.4.1. Kismi ¢oziim ( Ozel ¢oziim )

A, MxN tipinde bir matris ve freel bir vektor olmak iizere
Ax=f

lineer homojen olmayan cebirsel denklem sistemini alalim. Bu denklem sisteminin

¢6ziimiiniin varligini inceleyelim. Bu béliimde énceden yapilan segimlerimize gore

Ok
OK-1

e (® 9.z
0 0

OK-J+1
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esitligini saglayan bir B karesel J-boyutlu kdsegen matris, Q, U ortogonal matrisleri

vardir. Dolayisiyla, y = U*x ve g = Qf olarak alinirsa Ax = f sistemini

[B 0) _
0o oY "8

seklinde yazabiliriz. Veya

ok(A) y1=g1;
ok-1(A) y2 = g2;

................................

ok-1+1(A) V1= gj;

0 yi+1 = g3+15
0 yir2 = 25
Oyn=1gn;

olur. Agikur ki eger [g+;]° + [gr+2)° + ... + [gn])’ = 0 ise bu taktirde verilen problemin

¢6zlimii var, aksi halde ¢6zlimii yoktur.

B 0
Eger ¢dziim varsa ve ( 0 0) V = g ise bu taktirde x= Uy alarak Ax =f

oldugunu gorebiliriz. ¥ verilen denkleminin bir ¢6ziimiidiir. Bu tiir ¢6ziimlere kismi
¢6ziim ( 6zel ¢oziim ) denir.
4.4.2. Genel ¢6ziim

Verilen Ax = f sistemi i¢in f ¢oziimiiniin var olduguna imkan taninirsa bu

taktirde sisteminin her bir ¢6ziimiiniin
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X=z+x

seklinde yazilabildigini goriiriiz. Burada Az = 0 ve X verilen Ax = f sisteminin bir
kismi ¢oziimiidiir. Dolayisiyla, eger ¥ = [q), q2, ..., AN-1), AZ = 0 homojen sisteminin

fundamental matrisi ise o0 zaman Ax = f sisteminin her bir ¢6ziimii
x = x + Ciqi(n) + Caqa(n) + ... + Cn.jqn-i(n)
seklinde yazlabilir. Burada C,, Cz, ... » Cn.j reel katsayilardir. Bu ifadeye Ax = f

sisteminin genel ¢6ziimii denir.

4.4.3. Genellestirilmis normal ¢ézim

Verilen Ax = f sistemi igin, f ¢6zlimiin var olmasina imkan vermiyorsa, bu
taktirde bazen sistemin klasik ¢6ziimii yerine degisik bir ¢6ziim s6z konusu olabilir.

Eger

X(A.D = {x, [|Ax-fi| = min JAx - ]},

¥ eX(ADve|x]l= min x|

xeX(A4.0)

bu taktirde ¥ vektdriine verilen Ax = f probleminin genellestirilmis normal ¢6ziimii

denir.
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5. FORMAT

Q Rasyonel sayilar kiimesinin bir alt kiimesi olan vy, P+, k dogal sayilar, P.

negatif tamsay1 olmak iizere

F = F(y, P., P+, k) = {0}U{z,z = &y"(m)y " +myy*+..4my™),
p tamsay1, P.<p <P,,

m;,my,...,my tam sayilar O ve y-1 arasinda, m;=0}
seklinde tamiml olan F = F(y, P_, P., k) kiimesine format denir.

1)Herbir formatin €.. en biiviik ve €. en kiiglik eleman: vardir. Bu elemanlar
Y, P., P.ve k parametrelerine baghdir.

Gergekten z = #mxy” formiiliinden F sayilarinin maksimumu :

ve minimumu

Zonin =€ =-7"" (1)

seklinde tanimlanr.

2)gq sayisina F kiimesinin en kiigiik pozitif elemam denir. Agiktir ki;

€= ( i-mxy" )min = (Yp)minmnﬁn >
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Phmin= 7" 5 M = My +moy ™. AMey e =¥7'; Mi=1; my,...,Mu=0
ve genel olarak
-1

g0= " x(1xy ' +0xy .. 40Xy X)min =7

dir. F kiimesinde 0 ile g, arasinda F nin baska bir elemam yoktur. Diger bir ifadeyle

(-€0, &) arahiginda F nin elemani olarak yalnizca 0 bulunur.

3)e; =y' ¥ verilen F kiimesinin 6nemli bir karekteristigidir. (1,1+¢;] aralifinda

F kiimesinin tek bir eleman vardir ve buda (1+¢;) dir. Gergekten
=y p=lz=py'=1;
z = | sayisina en yakin say!1
y(1xy ' +1xy™) = 14y =1+¢,
dir. Demek oluyor ki;
€. = y"™ (1-y™)-F nin en biiyik eleman;
Eo = ~Ew =¥ (1-y™)-F nin en kiigiik eleman ;
go= 7'~ -F kiimesindeki en kiigiik pozitif say1;

1+€, = 1+y"™*-F nin 1 den sonraki ilk elemamdir.

Y, €, €0, €1 sayllarina F kiimesinin karekteristikleri denir. Béylece bir Format v, P.,

P.ve k sayilar1 yerine v, €, €, € ile de yazilabilir. Agiktir ki
€ = 8°°(P~’ P+9 k: Y)9 €0=¢€0 (P-s P"" ka Y); 8158 (P-’ P+’ k’ Y)

olur.
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Simdi Format sayilarinin kaba veya inceliginden bahsedelim. Eger elimizde
F(y, P, P., k) seklinde bir format ile F(y, 2P., 2P., 2k) seklinde bagka bir formatimiz
var ise bu formatlan karsilagtiralim.
Burada F(y, P., P+, k) formatimin F(y, 2P, 2P., 2k) formatina gore daha kaba
oldugunu séyleyebiliriz. Yani F(y, P, P., k) formatinda yapilacak islemler
F(y, 2P., 2P, 2k) formatinda yapilacak islemlere gore daha zor olacaktir. Bunu
asagidaki gibi bir 6rnekle gosterelim.

1 2
Omek: A=|-1 1 | matrisinin Singiiler Degerlerinin Aynsimm F(2, -3, 3. 4) ile
2 -1

F(2, -3, 3, 6) formatlarina gére hesap ederek aradaki fark: gosterelim.

Ik 6nce F(2, -3. 3. 4) ile F(2, -3, 3, 6) formatlarim hesap edelim.

F(2,-3,3,4)=0U x{ %(15,14,13,12,1 1,10,9,8),6—14- (15,14,13,12,11,10,9,8),

;—2(15,14,13,12,1 1,10,9,8),%(15,14,13,12,1 1,10,9,8),—215(15,14,13,12,1 1,10,9,8),

—}(15,14,13,12,1 1,10,9,8),% (15,14,13,12,11,10,9,8) }

1 1
F(2,-3,3,6)=0U £{ —(63,62,61,...,34,33,32), — (63,62,61,...,34,33,32),
( ) {35 )55 ( )

L (63,62,61,...,34,33,32), L (63,62,61,...,34,33,32),

L (63,62,61,..343332),
128 64 32

%(63,62,61,...,34,33,32),—;— (63,62,61,...,34,33,32) }

seklinde hesap edilir.
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Simdi A matrisinin singiiler degerlerinin ayngimim F(2, -3, 3, 4) formatina
gore hesap edelim.

ise

A2-120435=0
K1=5, 7\.z=7

A*A matrisinin 6z degerleridir. Simdi bu 6z degerlere karsilik gelen 6z vektérleri
bulalim.

sl )

x+y=0
x-y=0
dan
X=Yy
ise
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1
1.ci 6z vektdr (J

olur.
. (1 1Y x 0
22=17igin =
1 1Ay 0
x+y=0
x+y=0
ise
X=-y
den

-1
2.ci1 6z vektor ( ' J

olur. Buradan

0z vektorlerden olusan matris bulunmus olur. Bulunan bu 6z vektéri

ortogonallestirirsek

seklinde olur. Bulunan bu ortogonal 6z vektorleri formatta yazarsak

1
—==0.7071068
V2

ise
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formatta ki 6z vektérlerin matrisi olur.

Simdi de AA* 1 hesap edelim.

2 1 -1
\ 2 -

(5 1 0

=1l 2 =3

0 -3 5
A-5 -1 0

detA-AA® = -1 A-2 3 |=0
0 3 A-5

23-122024350=0
7\.]=0, }\.7_=5 , 7\,3=7

AA* matrisinin 6z degerleridir. $imdi de bu 6z degerlere karsilik gelen 6z vektérieri

bulalim.

-5 -1 0}Y«x 0
AM=0igin|-1 -2 3 |y|=|0
0 3 -5)\z 0

-Y

Sx-y=0ise x =——
y 5

3y-5z=0isez= 3—5}1



% _1%4

1.ci 6z vektér 1 formatta
y 10
5 16
olur.

0 -1 0Y«x 0
A=5i¢in| -1 3 3|yl=]0

0 -1 0Yx) (0
~1 0 3)y|=|o0
0 0 o)z (o

x=3z

ise

3 3
2.ci 6z vektor | 0 | ise formatta | O
1 1
olarak bulunur.
2 -1 0Y=x 0
A=Tigin|-1 5 3|y|[=[0
0 3 2iz 0
2 -1 0Yx 0
0 0 Ofyl=l0
0 3 2)z 0
x=1
5 y
-3

37
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P!

Hs

3.cii 6z vektor | 1 formatta 1
- -12
% %
olarak bulunur.
(3, L)
Jﬁ J_
2 _
U=
o
= = =

Bulunan bu ortogonal 6z vektorlerden olusan matrisi formatta yazarsak

(15

16

olur.

UAV=—1—1—1 18

6416

-11

104
_ 1

1024
0 -1

202
11

16 16

-126

1_1\
32
8 13
16 16
13 8

1 -1
124

1 1
-2

-6

=—— -2 250

1024

-1

38
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2.1699 -0.0644
= -0.0214 2.6855
-0.0322 -0.0107

seklinde bulunur.

Simdi A matrisinin singiiler degerlerinin aynsimmm F(2, -3, 3, 6) formatina

gore hesap edelim.

seklinde ise

1701 %2
A*A = -1 1
2 1 -1
(6 -1
-1 6

det(AI-A*A) =0

ise
A-6 1
=(
\ 1 /1—6‘
A2-120+35=0
7\.1 = 5, ?\,2= 7

A*A matrisinin 6z degerleridir. $Simdi bu &z degerlere karsilik gelen 6z vektorleri

bulalim.



sl 20

-x+y=0
x-y=0
dan
X=Yy
ise
1.c1 6z vektor CJ
olur.
v} )
1 1Ay 0
x+y=0
x+ty=0
ise
X=-y
den

-1
2.ci 6z vektor ( i )

bulunur. Buradan

i )

6z vektorlerden olusan matris

ortogonallestirirsek

seklinde olur. Bulunan bu ortogonal 6z vektorleri formatta yazarsak

40

bulunmus olur. Bulunan bu 06z vektori



4]

L =0.7071068

V2

ise

seklinde olur.

Simdi de AA* 1 hesap edelim.

1 -1 2
AA*=| -1 1 ( J
2 1 -1
2 -1
5 1 0
=1 2 -3
0 -3 5
A=-5 -1
det(Al-AA*)=| -1 A-2 3 |=0
0 3 A-5

2312024350 =0
7\4:0,7\.2’—‘5 ,7\.3=7

AA* matrisinin 6z degerleridir. Simdi de bu 6z degerlere karsilik gelen 6z vektorleri

bulalim.

-5 -1 0}Y=x 0
M=0igin| -1 -2 3 |y|=|0
0 3 -=5)\z 0



Sx-y=0ise x =——
y 5

3y-5z=0isez= 3
-1 -52
Y %12
1.ci 6z vektor 1 formatta 1

% Vs

olarak bulunur.

0 -1 O0Y)«x 0
’2=5i¢in -1 3 3jy|[=]0
0 3 O\A=z 0
0 -1 0 0
-1 0 3 =0

1se

3 3
2.c1 6z vektor| 0| formatta | O
1 1

olarak bulunur.
2 -1 0Y«x 0
M=7igin|[-1 5 3[y|=|0
0 3 2)\z 0
2 -1 0Y«x 0
0 0 Ofy|=|0
0 3 2)z 0
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x -
> y
2
1se
y 32
2 64
3.cii 6z vektor 1 formatta 1

% ~9%

olarak bulunur.

( 3

3 o L
V10 Jvio
] < "3
V14 V14 Jia
-1 5 3

(V35 435 435

)

Bulunan bu ortogonal 6z vektorlerden olusan matrisi formatta yazarsak

(61, )
64 64
ud 73 st
64 64 64
43 54 3
L 64 64 64

olur.

61 0 20 1 2
145 I -1
UAV=——| 11 34 -51||-1 1
64 64 | —43 1 1 1

— 54 32 2 -
4



/
45 101 102 _
=—~-119 119
4096 -3 1 1 1
4 2
203 1
= 4 0 238
4096| -1 -5
4 4

2.230224 0.01
= 0 2.614746
-0.002 -0.008

bu da

J5 0
UAV=| 0 7
0 0

oldugunu gosterir.

Bu 6rnekte iki tane formata gore islemler yapilmistir. F(2, -3, 3, 4) formatina
gore yapilan islemlerde sonuca tam gidilememistir. Ama F(2, -3, 3, 6) formatina gére
yapilan islemlerde sonuca gidilmistir. Bu 6rekten de anlagiliyor ki formatimiz ne
kadar ince ise islemlerde sonuca gitme olayida o kadar iyi olacaktir. Yani formatimiz
ne kadar ince ise problemde hata miktar1 o kadar azalacaktir. Bu ylizden bilgisayarda

ki format sayilari ¢ok 6nemlidir.



6. ORNEKLER

1-) A=1 matrisinin singiiler degerini bulalim.
ci(A)=1

dir.

2-)A=(1 3) marrisinin singiiler degerini bulalm.

Y,
U= olsun.
u-

Au=ocvise (1 3)(:1J =0oV
2

U1+3U;’_=0’\’
. (1 u,
A*v =cuise V=0
3 u,
VvV =0U;
. v 3v
Iv=owisey = — ,uy= —
c c

buldugumuz bu degerleri
u;+3u=ov

denklemde yerine yazarsak

X+3§X =gV ise 10v=o'2v:>0'2=10:>0'= \/1_6
o o

45



o(A) = 10

A matrisinin singiiler degeridir.

v 3v
v=] alirsak u;= — , u;= — den
c c

A matrisinin singiiler vektérleri bulunur.

1 2
3-) A=[2 ‘J matrisinin singiiler degerini ve SVD sini bulalim.

'x-l -7

, x—4|= 0= (A-1)(A-4) - 4=0

M=0,A=5

A matrisinin 6z degerleridir. Buradan
61 (A)=0,02(A)=5

A matrisinin singiiler degerleridir. Simdide 6z degerlere karsilik gelen 6z vektorleri

bulahm.

M =0igin (:; :3 @ i (gj

-x-2y=0

ise

-2x 4y =0ise x = -2y



1se

A matrisinin birinci 6z vektériidiir.

sl V)0

ise
4x-2y=0
-2x+y=01sey = 2x
X X 1){1
= = x
y 2x 2
ise

bulunur. Simdi t; ve t; yi ortogonal yapalim.

%)

t
W]=—I-=(
Ita]

&l

K=t-<t;, ti>1
- ] -2 1, (=2 1L
(1,2) <(1,2),(\/5—,\/§)>(\/§ \/§J
=(1,2)-0
=(1,2)



ks
_II
==

]
&l -
&
S——

-2 1 -2 1
V5 W5 V5 W5
-2 1 -2 1
1 2
oo B2\ )Y 2
N5 V5 V55
-2 1
(£ &)1F ¥
s SNE F

A matrisinin singiiler aynsimidir.

1 2

4-) A=|2 4 | matrisinin singiiler degerlerini ve SVD sini hesap edelim.

o>
i

w N -

= NN N N
>

*

i
N
N =
AN
N W
A2

PN Bl BCVRP:
A*'A=L2 4 6) 2 4 =(28 56]
36

48



A-14 -28
-28 A-56

A2-70).=0
M=70,2=0

dir. Buradan A matrisinin singiiler degerleri

I =0 ise A%-70).+784-784 =0

61(A) = V70 , 5(A) =0

olur. Simdide 6z degerlere karsilik gelen 6z vektorleri bulalim.

.. 56 -—-28)(x 0
A1=701¢in =
(‘ 28 14 ) ()’) (0)

56x-28y=0
-28x+14y =0 ise y = 2x

ise

buradan

1
1.ci 6z vektor t; = [2)

olur.
L. [(—14 -28)(x 0
A2 =01¢in =
-28 -56)\y 0
ise
-14x-28y =0
-28x-56y =0 ise x = -2y
buradan

49
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-2
2.ci 6z vektor ty = ( ) )

olur.

6z vektorlerden olusan matristir. Simdi bu 6z vektorleri ortogonal hale getirelim.

t 1 2
e 3
! [t ] 5 45
W,=i2_=[-_2 _1_]
el 5 W5
1 =2
ve| V5 5
2 1
NG
1 2 5 10 15
123
AA*=24( )=10 20 30
2 4 6
36 15 30 45
A=5 10 -15
~10 =20 -30/=0
_15 =30 A4

ise
A2 ~700% =0=>AA(A—70)=0
}\.1 = 70,)\,2 = 0,7\.3 = O

6z degerlerdir. Bu 6z degerlere karsihik gelen 6z vektorler



1 1 1
—4 = —l —3
t 20, > , b3 _25
3 0 -
3
( \
1 2 3
t=[1 -1
2
5
1 2 —--
\ 3)

elde edilir. O halde
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(1 2 3
Vs Jis e | (L =2
UAV=-2———1024‘/§‘/§
N 3 6l| = L
3 6 -5 NG
V70 V70 70
14 28y
NS B
2 1
0o o0 || —=
NG
J70 0
=l 0 0
0 0

ifadesi A matrisinin singiiler ayngimidir.

5 ) u+2v=1
2u+4v=2

3u+6v=3

sisteminin SVD algoritmasi ile ¢oziimiiniin olup olmadigini inceleyelim. Eger ¢6ziim

varsa hesaplayalim. Ayrica genellestirilmis normal ¢6ziimiinii de hesap edelim.

(= N -
)-Q,

it
W N -
»

Il

<

S—

alarak verilen sistemi Ax = f matris-vektér seklinde yazalim.

Verilen A matrisinin SVD ayngsimi hesap edelim.



>

1
W N =
[= N N S
3>

*

]
TN
N =
S~ N
[=2 Y 9% ]
SNe———

1 2
1 2 3 14 28
A* A= 2 4=
2 46 28 56
3 6
dir. Dolayisiyla

n—14 =28
| =0
‘-—28 % ~56,

ise

A2-70A+784-784 = 0
A2-T0A=0
A =70,2,=0

dir. Buradan A matrisinin singiiler degerlen

61(A) = V70 , 52(A) =0

olur. Simdide 6z degerlere karsihik gelen 6z vektorleri bulalim.

.. (56 -28)(x 0
A1 =70 i¢in =
-28 14 y 0

56x-28y = 0

ise

53



-28x+14y =0 ise
y=2x

buradan

1
1.ci 6z vektort;, = (2J

olur.

N . (-14 -28)(x 0

A2 =01¢In =]

-28 -56)\y 0

ise

-14x-28y =0

-28x-56y = 0 ise

X =-2y
buradan
. -2

2.c1 6z vektort; = ( | J

olur.

6z vektorlerden olusan matristir. Simdi bu 6z vektérleri ortogonal hale getirelim.

54
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55

SN
Sl

6z vektorlerden olusan matris ortogonal hale getirilmis oldu.

Simdide aym islemleri AA* i¢in yapalim.

1 2 5 10 15
1 2 3
AA*=12 4 =(10 20 30
2 46
36 15 30 45
A-S -10 -15
-10 A-20 -30|=0
-15 -30 »-4

2> -7002 =0=>AA(A-70)=0
}\.1 = 70,%2 = 0,}\.3 =0

6z degerlerdir. Bu 6z degerlere karsilik gelen 6z vektorler



=12 = —-l- =
| ,12 ) at3 —25
3 0 _-
3
/ 3\
1 2 3
T={1 -+ 0
2
1 2 —-5-
\ 3)

W,=—t’—=(1 2 3]
bl \Via V14 i

olur. Bu durumda

(1 2 3 )
Jia 14 V14
2 -1
U=l = — 0
NN
3 6 -5
K\/% \/-7—0 70

elde edilir. O halde A matrisinin SVD ayrigimi



1 2 3
Via s g | oy L =2
vav=| =2 =L 24‘/3*/g
5B s |2 L
3 6 =5 NEE
V70 V70 J70)
14 283y -2
T B
o o 12 L
J5 5
J70 0
=l 0 0
0 0
olur. Buna dayanarak
(1 2 3
Jg@\/ﬁ'l J1a
x=Vy,Uf=| == —= 0 [{2|=| 0 |=
y \/ng g
3 6 -5 |\3 0
Ji0 Jio V7o)

buradan yeni y ve g vektorlerini birbirine baglayan £y = g den

J70 0 J1a
0 Ofy=| 0
0 0 0

dir. Boylece \/%yl =414 dir.

Aciktir ki, bu sistemin kismi ¢oztimii
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y=|45

dir. Genel ¢6ziimde

~(8)<()

0

1
olur. Ayni zamanda y = 7—5_ verilen sistemin genellestirilmis normal ¢6ziimiidiir.
0

Simdi elde edilen sonuglan x i¢in yazalim. Bu taktirde

w23 F 6 %)

verilen problemin bir kismi ve ayni zamanda onun genellestirilmis normal ¢6ziimii

olur.

oldugundan genel ¢oziimde
0.2 -2
X= +C

Béylece u = 0.2, v = 0.4 verilen problemin bir kismi ve aym zamanda

olur.

genellestirilmis normal ¢oziimii, u = 0.2 +2C, v = 0.4 + C genel ¢dziimii olur.
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6-) u+2v=1
2utdv=2
sisteminin SVD algoritmasi ile ¢6ziimiiniin olup olmadigin inceleyelim. Eger ¢6ziim

varsa hesaplayalim. Ayrica genellestirilmis normal ¢6zlimiinii de hesap edelim.

alarak verilen sistemi Ax = f matris-vektor seklinde yazalim.

A-1 =2

=0= (A-1)(A-4)-4=0
L >._4| (A-1)(h-4)

).] = 0, 7\.2 =5
A matrisinin 6z degerleri bulunur. Buradan
(o3} (A) =0, 0'2(A) =5

A matrisinin singiiler degerleridir. Simdide 6z degerlere karsilik gelen 6z vektorleri

bulalim.

ol )

x-2y=0

ise

-2x 4y =01se x = -2y

570

ise
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A matnisinin birinci 6z vektoriidiir.

sl -9

ise
4x-2y=0
2x+y=0isey=2x
X X 1
= = x
y 2x 2
ise

()

A matrnisinin ikinci 6z vektortidiir.

A matrisinin 6z vektorlerinden olusan matristir. $imdi t; ve t; yi ortogonal yapalim.

%)

W1=j—=(

Jta]

N

K=t2-<t2‘t1>t1

_ ] -2 1y, (z22 L
=(1,2) <(1’2)’(J§’J§)>(J§ Jg)
=(1,2)-0

=(1,2)
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_K (1 2

N [fs ﬁ]
-2 1 -2 1
U= Floe- | B
WA 5
-2 1 -2 1

1 2
owr| 8 5133 1
NG 5T
-2 1
(3 87 3
5

A matrisinin singiiler aynsimi olarak bulunur. Buna dayanarak

it (3

y ve g vektorlerini birbirlerine baglayan Xy = g den
0 0y (O
0 5”7 \\5

Sy; = Jg 1sey; =

w|&
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buradan

5

bu sistemin bir kismi ¢6ziimiidiir.

Ayni zamanda bu sistemin genel ¢oziimii de
0 1
y= V5 |+ C( J
- 0
S
olur. Ayni zamanda

4

verilen sistemin genellestirilmis normal ¢éziimiidiir.

Simdi elde edilen sonuglar: x i¢in yazalim. Bu taktirde
V5

sl 1|2
S

verilen problemin bir kismi ve aym zamanda onun genellestirilmis normal ¢6ziimii

W N —

olur.

(o7 o))

oldugundan genel ¢6ziimde



63
02) (-2
~[oa) <)

u = 0.2, v= 0.4 verilen problemin bir kismi ve ayn: zamanda genellestirilmis normal

olur.

¢6zlimii, u = 0.2 -2C, v = 0.4 +C de genel ¢ozlimii olur.

7-) u+2v=1

2utd4v=2
sistemini F (2, -3, 3, 4) formatina gére hesap edelim. Meydana gelen hatay: degisik
normlarda bulalim.

ik 6nce F (2, -3, 3, 4) formatunin degerlerini hesap edelim.

F(2,-3,3,4)=0U %{ —l—(15,14,13,12,1 1,10,9,8),L (15,14,13,12,11,10,9,8),
128 64
%(15,14,13,12,1 1,10,9,8),%(15,]4,13,12,1 1,10,9,8),%(15,14,13,12,1 1,10,9,8),

%(15,14,13,12,1 1,10,9,8),% (15,14,13,12,11,10,9,8) }
olarak bulunur.

SRR

alarak verilen sistemi Ax = f matris-vektor seklinde yazalim.

h-1 -2
2 -4

' =0= (A-1)(A-4)-4=0

7\,1=0,}\,2=5

A matrisinin 6z degerleridir. Buradan



o) (A)=0,0x(A)=5
A matrisinin singiiler degerleridir. Simdide 6z degerlere karsilik gelen 6z vektorleri

bulalim.

M =0 isin (: : :i) @ i (g)

ise
-x -2y =0
-2x 4y =01ise x = -2y
-0
= = y
y y 1
ise

3

A matrisinin birinci 6z vektoriidiir.

ise
4x-2y =0
-2x+y=0
ise
y =2x
den
X X 1
()60
ise

o8

A matrisinin ikinci 6z vektoriidiir.
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Formatta

00
U*AU =
0 5

olur.

-2 1)\(1 0
x=U*y’Uf=_7_ =l _ 0
16\ 1 2)12) 16\5 2.1875

1se formatta

olur. y ve g vektorlerini birbirlerine baglayan Xy = g den
0
(o on _ [ 5 J
0 5 2

9 . 9
Sy, = — 1sey, =— =0.45
y2 2 Y2 20

ise

ise formatta

-
27 16

olur.

Buradan genel ¢ozlimde

atat

olur.
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7 49 3

0 —— — —

x=U*y=—7— -2 1 7 =l 16 | _| 256 | _ 0.1914 _|16
1601 2){16) 16| 7 49 | (0.3828 3

8 128 8

bu da formatta hesap edilen x degeridir. Bu hesap edilen deger verilen problemin bir

kismi ve aym zamanda onun genellestirilmis normal ¢6ziimiidiir.

oo 2o

oldugundan genel ¢6ziimde

olur.

u= 2 =0.1875,v= 3 =0.3750
16 8

verilen problemin bir kismi ve ayni zamanda onun genellestirilmis normal ¢dziimii

olur.

- 1%-2C=0.1875 -2C,v= §+ €=03750+C

verilen problemin genel ¢éziimii olur.

0.2 0.1875
= k ¢Ozlim, y= de yaklasik ¢6ziimdiir.
x (0.4) gergek sozim, (0.3750j yakasik ¢

Simdi bu ¢6ziimlerin Frebinous ve Spectral normlarinda hatalarini hesap edelim.



0.2 0.1875 0.0125
Hata:z=x-y= - =
0.4 0.3750 0.025

I = 1(0.0125)2 + (0.025)>

= 4/0.0007812

=0.0279499

Il _ 0.0279499

= =0.0624
Ix| 0.4472135 0.0624978

Relatif Hata :

olarak bulunur.

Bu hatalar Frobenius normunda hesap edilmistir.
0.0125
Z =
0.025

0.0125 0.0001562 0.0003125
z.7% = (0.0125 0.025)=
0.025 0.0003125  0.000625

A—0.0001562 -0.0003125
—-0.0003125 A -0.000625

ise
A% -0.00078122 =0
A( A -0.0007812) =0
A1 =0 ve A, = 0.0007812

bulunur.

2] = yA2 =+/0.0007812 = 0.0279499

olur.

)
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0.2 0.04 0.08
X.X* = (02 04)= 0
0.4 0.08 0.16

A-0.04 -0.08
-0.08 2-0.16

ise
22-02.=0
M=0,2=02

x| = y2 = 0.2 =0.4472135

2] _ 0.0279499

= = 0.0624978
[x|  0.4472135

Relatif Hata :

olarak bulunur.

Bu hatalar spectral normunda hesap edilmistir.

Sonug olarak diyebiliriz ki, bu 6rnekteki meydana gelen hatanin Frobenius
normunda hesap edilen degeri ile Spectral normunda hesap edilen degerinin aym

oldugu goriilmiistiir.
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