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OZET

YUKSEK LISANS TEZI
ISI DENKLEMININ YAKLASIK COZUMU ICIN RITZ METODU
Adem IRMAK
Damisman: Dr. Ogr. Uyesi S. Sule SENER KILIC

Amag: Bu tezde, 1s1 denklemi i¢in bir sinir deger problemi ele alindi. Problemin Ritz metodu
kullanilarak yaklasik ¢6ziimii ile tam ¢6ziimii karsilastirmali olarak sunuldu.

Yéntem: ilk olarak, problem Ritz metodu kullanilarak, bir denklem sistemine déniistiiriildii ve
algoritmanin hata analizi sunuldu.

Bulgular: Ele alinan problem tipi i¢in Ritz yonteminin ne kadar kullanisli oldugu sayisal
ornekler lizerinde goriilmiistiir.

Sonug: Is1 denkleminin niimerik ¢oziimlerini elde etmek igin Ritz metodunun etkili oldugu
goriilmiis ve avantajlarindan faydalanilmistir.

Anahtar Kelimeler: 1s1 denklemi, Ritz metodu, hata analizi
Ocak 2021, 41 sayfa



ABSTRACT

MS THESIS
RITZ METHOD FOR APPROXIMATE SOLUTION OF THE HEAT EQUATION
Adem IRMAK
Supervisor: Dr. Ogr. Uyesi S. Sule SENER KILIC

Purpose: In this thesis, a boundary value problem for the heat equation is discussed. Using the
Ritz method, the approximate solution and the exact solution of the problem were presented
comparatively.

Method: First, the problem was converted into an equation system using the Ritz method and
the error analysis of the algorithm was presented.

Findings: The usefulness of the Ritz method for the problem type was seen on numerical
examples.

Results: It has been seen that the Ritz method is effective to obtain numerical solutions of the
heat equation and its advantages have been utilized.

Keywords: heat equation, Ritz method, error analysis.
January 2021, 41 pages
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GIRIS

Is1 denklemi, uygulamali bilimlerdeki biiyilk 6neminden dolay1 son yillarda oldukga
yaygin olarak ele almmaktadir. Ozellikle miihendislik uygulama alanlarinda siklikla
kullanilmaktadir. Bu denklemlerin ¢oziimlerini anlama arzusu, matematik¢ilerin ¢abalarinda

her zaman 6nemli bir yer tutmustur.

Ritz metodu, adi diferansiyel denklem ve kismi diferansiyel denklenmelerin yaklagik
¢Ozlimlerini bulmak i¢in kullanilan yaygin metotlardan bir tanesidir. Diferansiyel denklemlerin
¢Oziimii i¢in oldukca kullanishh olan Ritz metodu, fizik, kimya, biyoloji, miihendislik
uygulamalari, reaktif uygulamalar, diflizyon denklemleri ve radyo frekansi uygulama
alanlarinda siklikla bagvurulan kullanisgli bir yontemdir. Bu yontemde, zayif ¢oziime seri
¢oziimler yardimiyla yaklasilir. Yontemin etkinligi (yakinsamasi) kullanilan temel sistem

fonksiyonlariin sayisina baglhdir.

Bircok parabolik, eliptik ve hiperbolik denklemlerin ¢oziimiinde Ritz metodunun
kullanilmas: olduk¢a yaygin bir yontemdir. Yontem ilk olarak 1870’de Lord Rayleigh
tarafindan, bir ucu kapali bir ucu ag¢ik borulardaki titresim problemlerini ¢ozmek igin
kullanilmistir . Ancak yaklasim literatiir de pek taninmamistir. 40 yi1l sonra, Ritz tarafindan iki
bildirinin yayinlanmasi nedeniyle, yontem Ritz yontemi olarak da adlandirildi. Teori daha sonra
bu metodun gelisimini inceleyen tartismalara konu olmus ve bazi farklarla Rayleigh-Ritz

yontemi olarak da yeniden isimlendirilmistir (Leissa 2005).

Bu yontemin uygulanmasinda diger tiim varyasyonel metotlar gibi 6ncelikle denklem
integral formuna dontistiiriiliir ve ardindan yaklasik ¢6ziim elde edilir (Reddy 1993). Ritz
metodunun baz fonksiyonlar1 se¢imini 1s1 denkleminde ilk irdeleyen bilim adamlar1 Delves ve

Freeman (1981), Mikhlin (1971) dir.

Reddy ve Babu (2016) ¢alismasinda baska metotlarla Ritz metodunu adi diferansiyel

denklemlere uygulayarak bazi miihendislik problemlerinde yaklasik ¢6ziimleri karsilagtirmistir.

Rashedi ve Yousefi (2011), parabolik bir denklemin Ritz metoduyla ters problem igin

¢Ozlimiinii incelemislerdir.

Storch ve Strang (1988), esit yiik altinda konsol kiriginin statik deformasyonuna karsilik

gelen varyasyon prensibini Ritz metoduyla olusturmuslardir.



Gander ve Wanner (2012), Ritz metodu hakkinda bilgi verip;

Y106, y), ¥a(x, ), Y3 (x, v), W, (x,y), ... gibi bir dizi segerek bu diziyle

m
Z kijaj = b
=1

saglandigimmi ve diziyi iceren fonksiyonelin karesel terimlerden olusup, minimal oldugunu

gostermislerdir.

Knabner ve Angermann (2003) calismasinda parabolik denklemlerin klasik ve modern
¢ozlimleriyle ilgilenmislerdir.
Omodei ve Anderssen (1975), iki noktali smir deger problemi igin ¢dziimlerin

kararliligin1 Ritz metodunu kullanarak ispat etmislerdir.

Galerkin metodunun diferansiyel denklemlerin sinir deger problemlerine uygulanmasi

Evans (1998) ve Ladyzhenskaya (1985) ¢alismalarinda anlatilmaktadr.

Bu tez ¢alismasi 1s1 denkleminin sinir deger problemi i¢in yaklasik ¢oziimler elde etmek

amactyla hazirlanmgtir.
Bu tez calismasi bes boliimden olusmaktadir.

Kuramsal Temeller bolimii tezde yer alan tanim ve teoremlerin ifade edildigi

bolimudir.

Materyal ve Yontem boliimiinde 1s1 problemi i¢in Ritz metodunun nasil uygulandig: ve
hata yaklasimi ifade edilmektedir. Bu boliimdeki teorik islemlerde, Axelsson ve Barker (2001)

calismasindan faydalanilmistir.

Arastirma Bulgular1 bolimi bir 6nceki boliimde teorisi incelenen metodun, zayif
¢Oziimii elde edilen 1s1 problemimize nasil uygulandigini ve yaklasik ¢oziimiin elde edilmesi

konularini kapsayan kismidir.

Tezin, Nimerik Ornekler boliimiinde, iki 6rnek ele alinarak, bir 6nceki bolimde verilen
teorik bilgiler 15181inda yaklasik niimerik ¢oziimler elde edilmistir. Sonuglar tablo ve sekil
tizerinde gosterilmistir. Bu boliimdeki matematiksel islemlerde Maple® programindan

yararlanilmigtir.

Son boliim olan Tartigma ve Sonug boliimiinde ise Ritz metodunun bu tiir problemlerin

¢Ozlimii iizerine olan etkisinden bahsedilmektedir.



KURAMSAL TEMELLER

Bu boliimde verilen tanim ve teoremler igin Vainberg (1973), Kreyszig (1989),
Ladyzhenskaya (1985) ve Zeidler (1985,1990) kaynaklarindan faydalanilmistir.

Tamm 1: V herhangi bir F cismi tizerinde bir vektor uzayi olsun.
Eger
N:V - R*
doniistimii asagidaki sartlar1 saglarsa, bu doniisiime norm denir. Normlu bir vektdr uzayina
normlu uzay denir.
N1. Her x € V igin [|x|| = 0 dir. (Pozitiflik aksiyomu)
N2. Her x € V igin [|x|| = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart x = 0 olmasidir.
N3. Herx € V ve a € F igin |lax]|| = |a|||x]| . (Homojenlik aksiyomu).
N4. Her x,y € V igin ||x + y|| < |lx|l + lly]l . (Uggen esitsizligi)
Tamm 2: (u,) , normlu uzayinda bir dizi olsun .
Eger

lim|lu, —u|| =0
n—-oo

oluyorsa (u,) dizisi u € X elemanina yakinsiyor denir.

Tamm 3 (Kapal Kiime): X kiimesinde her yakinsak dizinin yakinsadigi nokta bu kiimeye ait

ise X kiimesine kapali kiime denir.

Tamim 4 (Konveks Kiime): X c R" herhangi bir kiime olmak iizere, her A € [0,1] ve her

X1, X2 eEX lgll’l
A +(1—-Dx, €X

sart1 saglaniyorsa X kiimesine konveks kiime denir.



Tamm 5 (Konveks Fonksiyon): X, R" uzaymin bostan farkli konveks bir alt kiimesi olsun.

f:X — R fonksiyonu her A € [0,1] ve her x;, x, € X igin

fAx1 + (1= Dx3) < Af (x) + (1 = Df(x2)

esitsizligi saglaniyorsa bu fonsiyona X iizerinde konveks fonksiyon denir.

Ayrica A € [0,1] ve x; # x, igin

fQAx1+ (1= Dx3) <Af(x) + (1 = Df(x2)

esitsizligi gecerli ise f fonksiyonu kesin konvekstir denir.

Tanmm 6: X normlu uzay olmak iizere, her u, v € X icin
el = vl < lluxvll < llull + vl

esitsizligi gecerlidir ve bu genellestirilmis tiggen esitsizligi olarak adlandirilir.

Tamm 7 (Lineer Uzay): X kiimesi iizerinde tanimlanan toplama ve skalerle ¢arpma islemlerine

gore, her x,y,z € X ve her a, B € R igin
L1. x+y=y+x

L2. (x+y)+z=x+(y+2)

L3. (a+ B)x = ax + Bx

L4. a(x+y) =ax +ay

L5. a(Bx) = (aB)x

L6.ax=x=>a=1

L7. x + u = x olacak sekilde u € X vardir.
L8. x +y = u olacak sekilde y € X vardir.

sartlar1 saglaniyorsa X kiimesine reel sayilar kiimesi tizerinde bir lineer uzay denir.



Tamm 8 (Koersiv Bilineer Form): f: R" — R fonksiyonu

lim f(x) = oo

lIxlI-0
sartin1 sagliyorsa koersiv olarak adlandirilir. Baska bir ifadeyle herhangi M > 0 sayis1 icin
lIx]| = R iken f(x) = M olacak sekilde R > 0 sayis1 varsa f fonksiyonuna koersiv ad1 verilir.

H, Hilbert uzay1 olmak iizere her x € H i¢in
a(x,x) = cllx||?

olacak sekilde ¢ > 0 sabiti varsa a: H X H — R bilineer formuna koersiv ad1 verilir. Burada

lIxIl = v{x, x)u

seklindedir.

Tamim 9 (Yakinsakhk): (X, d) bir metrik uzay ve (x,), X kiimesinde bir dizi olsun. Eger her
E > 0 ve her n = ng igin d(x,, x) < & olacak sekilde ny(E) € N sayisi1 varsa (x,,) dizisine X

kiimesinde yakinsak dizi ve x elemanina da dizinin limiti denir.

Tamm 10 (Cauchy Dizisi): (X, d) bir metrik uzay ve (x,), X kiimesinde bir dizi olsun. Eger
her £ > 0 i¢in n,m = n, iken d(x,, x) < &€ olacak sekilde ny(€) € N sayis1t mevcutsa (x;,)

dizisine Cauchy dizisi denir.

Tammm 11 (Tam Metrik Uzay): (X, d) bir metrik uzay olsun. Eger bu uzaydaki her Cauchy

dizisi bir x € X limitine yakinsiyorsa (X, d) uzayma tam metrik uzay denir.

Tamim 12 (Banach Uzay): X = (X, ||.||), normlu lineer uzay olsun. X uzay1 d(x,y) = ||x — y||

metrigine gore tam ise bu uzaya Banach Uzayi denir.

Tammm 13 (Siireklilik): f: X — Y bir fonksiyon ve x, € X olsun. Eger her £ > 0 i¢in
dy(x,x9) <6 iken dy(f(x), f(xy)) < E olacak sekilde & = 6(E) pozitif sayr varsa f

fonksiyonu x, noktasinda siireklidir denir.

Eger f fonksiyonu X kiimesinin her noktasinda siirekli ise bu fonksiyona X kiimesinde siirekli

fonksiyon denir.

Tammm 14: f(x) fonksiyonu, [a,b] kapali araliginda siirekli ve (a,b) agik araliginda

diferansiyellenebilir ise

fb) - f(a@)

f1(©) ==——

olacak sekilde en az bir ¢ € (a, b) vardir.



Tanmm 15: g(x), [a, b] kapali araliginda integrallenebilen pozitif veya negatif bir fonksiyon
olsun. Eger f(x) bu [a, b] kapali1 araliginda siirekliyse herhangi bir ¢ € [a, b] i¢in

b

b
[ regeax=r© [ g0 x

a

olur. Eger g(x) = 1 olarak alinirsa, bu teorem f(x) fonksiyonunun [a, b] kapali araligindaki

ortalama degerine karsilik gelir. Yani

b
f@) =7 [ 1 ax

olur.

Tanim 16 (Operator): Lineer uzayda tanimli doniisiimlere operatdr denir.

Tanim 17 (Lineer Operator): X ve Y, F cismi lizerinde birer lineer uzay olsun. T: X —» Y
operatoril, her 4, u € F ve x,y € X igin

T(Ax + py) = AT(x) + uT (y)

sartin1 sagliyorsa bu doniistime lineer operator denir.

Tanimm 18: K iizerinde bir X lineer uzayi, u + v toplam1 u,v€ X ve au, u€X a €K
skaler carpimi ile tanimlanmis bir kiimedir. Bu toplama ve skaler carpma su ozellikleri

saglamalidir. Her u,v,w € X ve , f € K i¢in

Vi.u+v=v+u

V2. u+v)+w=u+v+w)

V3. (¢ + B)u=au+ fu

V4. a(fu) = (af)u

V5.cu=u=a=1

V6. Heru € X i¢in u + 6 = u olacak sekilde bir 8 € X mevcut olmali.

V7. Her u € X i¢in u + v = 6 olacak sekilde bir v € X mevcut olmali.



Tamm 19: V, F cismi ilizerinde tanimlanmis bir vektor uzayi olmak iizere, eger
[=VXV->F

dontisiimii asagidaki aksiyomlar1 saglarsa bu doniigiime V iizerinde bir i¢ ¢arpim denir ve

x,y € V i¢in (x, y) seklinde gosterilir.

1. Her x € Vicin (x,x) > 0

i2. Her x € V icin {(x, x) = 0 olmasi icin gerek ve yeter sart x = 0 olmasidur.

3. Her x,y € V i¢in (x,y) = (y,%) . Yani (x,y) i¢ ¢arpmmi (y,x) i¢ carpiminin eslenigine

esittir.
4. Herx,y € V ve a € F i¢in {ax, y) = a{x,y) .
i5. Herx,y,z € Vigin (x,y + z) = (x,y) + {(x + z) .

Tamim 20: (X, ( )) bir i¢ ¢arpim uzay1 olsun. Her x,y € X i¢in

16 < Hlxllllyll

esitsizligine Cauchy-Schwartz esitsizligi denir. Burada norm, ||x|| =./(x,x) olarak

tanimlanmaktadir.

Tamim 21: (X, ()), bir i¢ ¢arpim uzay1 olsun. Bu uzay d(x,y) = {/(x — y,x — y) metrigine

gore tam ise bu uzayan Hilbert uzayi denir.

Tamm 22: H*(0, 1), Hilbert uzay1 olup kendisi ve birinci mertebeden genellestirilmis tiirevleri

L,(0, 1) uzaymna ait olan fonksiyonlarin uzayidir.

H3(0,1) uzayr H'(0,1) uzaymin alt uzayr olup, (0,1) araliginm sinirlarinda sifir olan

fonksiyonlar icermektedir. Bu uzayda i¢ ¢arpim ve norm sirasiyla

du(x) dv(x)
dx dx ) dx

”u”H&(O’l) = (ul v)H(}(O,l)

l
(u, V)Hg(o,z) = f (u(x)v(x) +
0

seklinde tanimlanir.



Tammm 23: L,(0,1) fonksiyon uzay1 olup, (0,l) araliginda 6l¢iilebilir ve karesel olarak
integrallenebilir fonksiyonlarin olusturdugu Hilbert uzaydir. Bu uzayda i¢ ¢arpim ve norm

sirastyla

l
. 9 on = f () g()dx
0

||f||L2(0,z) = ’(f:ghz(o,z)

seklinde tanimlanmaktadir.

Tammm 24: L,(Q), Q= (0,1) x(0,T] bolgesinde Olciilebilir ve karesi integrallenebilir

fonksiyonlar1 iceren Hilbert uzayidir.

Bu uzayda i¢ carpim ve norm sirasiyla

(W)@ = || ulx, t)v(x,t) dxdt,
J

lull,, @) = /(u"’)Lz(ﬂ)

ile tanimlanir.



MATERYAL VE YONTEM

Bu tezde,

ou(x,t)
e i o A1) ]
at ax @
uGe 0y = 91,92 te@©T) @)
u(x, 0) = up(x) x€N=(0,L) 3)
problemi sinir sartlari ile birlikte ele alinmistir.
Is1 yayilim denklemi
= =L
Zy’ u(x,0) = u, *
W f v
Alx, t)
seklinde gorsellestirildiginde;
a? =—
ps

esitliginde s gubugun 6zgiil 1s1s1, p yogunluk fonksiyonu ve K 1s1l iletkenliktir.

Burada a? 1s1 yayilim sabiti, A(x, t) € L,(Q) siirekli dis 1s1 kaynag1, ug(x) € L,(0,1)

baslangi¢ 1s1 dagilimi, J} € L,(0,T) ise ug noktalardaki 1s1 aki fonksiyonlaridir. Bu problemin

¢oziimi olan u(x,t) fonksiyonu telin x noktasinin ¢t anindaki 1s1 degerini verir. Bu boliimde
(1) - (3) siur deger probleminin Ritz metodu ile nasil ¢oziilebildiginden (Goldberg 1976)

bahsedilmis ve ardindan ¢6ziim yonteminin hata analizi verilmistir (Drabek and Milota 2007).



Problemin Céziimiine Iliskin Baz1 Teoremler ve Ritz Metodunun Yaklasim

Bu boliimde (1) - (3) probleminin yaklasik ¢6zlimiinii i¢in Ritz metodunun hata

yaklasimi1 verilmistir.

Remark 1: Hilbert uzaylarinda, kismi diferansiyel denklemlerin sinir deger problemlerinin
varyasyonel veya zayif formiilasyonlarini incelemektedir. Uygun bir sekilde tanimlanmis zay1f
¢ozlimiin varligr ve tekligi tartisilacaktir. Bu ¢6ziimiin sonlu boyutlu uzaylar yardimiyla
yakinsamasina Ritz veya Galerkin metodu denir. Bu metodun bazi temel ozellikleri

ispatlanacaktir.

V Hilbert uzayi, a(.,.) i¢ ¢carpimu ile diisiiniildiigiinde VxV — R ve norm ||v||y = a(v, v)l/ 2
seklindedir.

Teorem 1 (Riesz Temsil Teoremi): f € V' siirekli lineer fonksiyonel olsun, burada tek olarak

belirlenmis biru € V ile
a(u,v) = f(v) Vv EV 4)

birlikte, u varyasyonel problemin tek ¢oziimiidiir. Ayrica
1
F(v) = Ea(v, v)—f(v) >min VuevV (5

seklindedir.
Ispat: Ilk olarak varyasyonel problemin varlig1 ispat edilecektir.

f siirekli oldugu i¢in
If Il < cllvlly vv eV

yazilir. Buradan hareketle

2 1,
f@)=3llvlly —clivlly = —c
yazilir. Burada son esitlikte ilk esitligin lokal minimum degeri i¢in gereklilik kriteri kullanildi.
Dolayistyla F(.) fonksiyonu asagidan sinirlt ve

d = infF(v)

veV

vardir.
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Viilken , k » o icin F(V}) - d olan bir dizi olsun.

Basit bir hesaplama (Hilbert uzaylarda paralelkenar esitligi) bize asagidaki ifadeyi verir.
Vi = Vel I5 + 1IVie + Vel I§ = 211Vl 17 + 2[1Vel[F

Vv e Vigin d < F(V) ve f(.) nin lineerligi kullanilirsa,

k,¢ — oo igcin,

Vi +Vp
2

Vk + Vg)

|| —4f (V) - 4f (V) + 8f (42

Vi = Vellf = 211Vill3 + 211V 115 — 4

= 4-F(Vk) + 4F(V{’) —8F (@)

< 4F (Vi + 4F(V,) —8d - 0

elde edilir.

Bu yiizden {V; }xey Cauchy dizisidir. Clinkii V' bir tam uzay, u € V ile bu dizinin bir u

limiti vardir. Ciinkii F(.) siirekli F(u) = d ve u varyasyonel problemin bir ¢ziimiidiir.

Sonraki adimda, (2) varyasyonel probleminin her bir ¢6ziimiiniin (1)’ inde ¢dziimii

oldugu gosterilecektir. Bu,
1
P(E)=Flu+é&v) = Ea(u +Ev,u+€Ev) — f(u+ Ev)

= ~a(wu) + Ea(u,v) + %a(v, v) = f(w) —Ef(v)

seklindedir.
Eger u varyasyonel problemin minimumu ise € = 0 da ®(€) lokal minimuma da sahiptir.
Yerel minimum i¢in gerekli sart

0=¢'(0) =a(u,v)— f(v) Vv eV

esitligine yol agar.

Son olarak ¢oziimiin tekligi kanitlanacaktir. (1) denkleminin ¢6ziimiiniin tek oldugunu

ispatlamak yeterlidir.

Eger (1)’ in ¢ozliimii tek ise, o zaman (2) varyasyonel probleminin iki ¢oziimiiniin

varlig1, 6nceki adimda kanitlanmis olan gercege aykiri olacaktir.
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(1) denkleminin iki ¢dziimii u, Ve u, olsun. Iki denklemin farkin1 hesaplamak
a(u, —u,,v) =0 Vv eV

Verir.
Ozel olarak v = u; — u, i¢in bu denklem saglanir.
Bu yiizden ||u; — uy||y = 0, yani uy = u, dir.
Tamm 25: b(.,.):VxV - R, V Banach uzayi iizerinde bilineer form olsun. Eger

|b(u, v)| < pllullyllvlly  YuveVv, u>0 (6)

esitligi saglanirsa sinirlidir. Burada p ise u ve v den bagimsiz bir sabittir.

Eger bilineer form
b(u,uw) = m|ull% VuevV, m>0 (7)

sartin1 saglarsa koersivdir. Burada m ise u dan bagimsiz bir sabittir.
Remark 2: I¢ carpim uygulamasi . V Hilbert uzay olsun.

a(.,.) i¢ carpimi sinirlt ve koersiv bilineer form, Cauchy-Schwarz esitsizligi
la(u, )| < |lully lIlvlly Vu,veV

Tarafindan, agik¢a a(u,v) = ||u||2 oldugu goriiliir. Bu yiizden sabitler m =1 ve u=1

secilebilir.
Sonra Riesz Teoreminin ifadesiyle sinirli bilineer form ve koersiv durumuna gore genellesecek.

Teorem 2 (Lax-Milgram Teoremi): b(.,.):VxV — R, V Hilbert uzay1 tizerinde sinirli ve

koersiv bilineer form olsun.
b(u,v) = f(v) Vv eV (8)

Bu halde her bir sinirli lineer fonksiyonel f € V' igin, tam olarak bir u € V vardur.

Ispat: T bir lineer operator, T":V - V
a(Tu,v) =b(uw,v) VvVveV aT'wv)=>b(v,u) VvEV 9

ile tanimlanir.
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b(u,.) ve b(.,u) V iizerinde siirekli lincer fonksiyonel olmak iizere Tu ve T'u
elemanlar1 vardir ve tek tanimlanir.(Teorem 1’ den). Clinkli operatorler asagidaki bagintiyi

saglar.
a(Tu,v) = b(u,v) = a(T'v,u) = a(u, T'v) (10)

T' ne T nin adjoint operatorii denir. (9) da V = Tu alinirsa ve b(.,.) nin sinirsizligi kullanilirsa

(Vu € Vigin)
ITull} = a(Tw, Tw) = b(u, Tu) < pllully = |Tully < ullully

yazilir.
Bu yiizden T sinirlidir. Buradan T lineer ve siireklidir.
Ayni iglemler kullanilarak T' niinde sinirh ve siirekli oldugu gosterilebilir,

Bilineer formu tanimlayalim.
dw,v) :==a(TT'u,v) = a(T'u,T'u) Vu,vev

Burada (10) kullanildi.

Bundan dolay: bilineer form simetriktir. b(.,.) nin koersivligi kullanilarak ve Cauchy-

Schwarz esitsizliginden
m?|vlly < b(v,v)? = a(T'v,v)? < |7 IT"vII = IvIIFa(T'y,T'v) = |lvljd(v,v)
elde edilir. Simdi T’ ve a(.,.) nin sinirliligi uygulanirsa

m?|vll§ <d(w,v) = a(T'v,T'v) = IT"v|[}; < ulvlly (1D

1
Burada d(.,.) V lizerinde bir i¢ ¢arpm, simetrik ayn1 zamanda da koersivdir. (11) de d (v, v)z

tarafindan etkilenmis norma ||v||,, normuna esittir.
Teorem 2’ den
dw,v) = f(v) Vv eV
icin tam olarak bir w € V vardir. (9) ile (8) in i¢gine u = T' eklenirse
b(T'w,v) —a(TT'w,v) =dw,v) = f(v) VveV
Bu yiizden (8) in ¢oziimii T'w dur.

(Coziimiin tekligi simetrik durumda oldugu gibi benzer sekilde kanitlanmistir.
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Remark 3: V Hilbert uzay olmak tizere a(.,.) i¢ ¢arpimini alalim.
1
F(v) = Ea(v, v) — f(v) - min (12)

problemini diisiindiigiimiizde burada f:V — R sinirh lineer fonksiyoneldir.
a(u,v) = f(v) Vv eV (13)
Denkleminde tek ¢oziimii olan varyasyonel problemin u € V tek ¢oziimii vardir. Bu da Teorem

(2) de kanitlanmustir.

(12) veya (13) {in ¢oziimiinde nlimerik yontemle yaklasmak i¢in, V nin sayilabilir
ortonormal baza (Schauder baz) sahip oldugu varsayilacaktir. Sonra, asagidaki 6zelliklere sahip

dimVy = k ile sonlu boyutlualt uzaylar
V,Vo,...c V. VYueV ve VE>Oicin kEN ve u, € Vg

vardir ve
Jlu—uglly <€ vk = K (14)

sartin1 saglar.
Vx € Vg4q formunun dahil edilmesinin gerekli olmadigina dikkat edelim.

(12) ve (13) iin Ritz yaklagimi su sekilde tanimlanir.

a(uy, vi) = f(vy) Vg € Vg (15)

olacak sekilde u;, € Vi bulunmasidir.
Lemma 1: (15) ¢oziimiiniin varligi ve tekligi (15) in tam olarak bir ¢6zliimii vardir.

Ispat: Hilbert uzaylarmm sonlu boyutlu alt uzaylari da Hilbert uzaylaridir. Bu sebeple
Teorem 1’ i (15) e uygulayabiliriz, bu da lemmanin agiklamasini verir. Ek olarak, (15) in

¢ozlimil Vi tlizerindeki bir minimizasyon problemini ¢ozer.
Lemma 2: (En iyi yaklagim 6zelligi)

(15) in ¢6zlimii Vi da u nun en iyi yaklagimidir. Yani,
lu —wuelly = inf Jlu—wlly (16)
VkEVK

saglanir.
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Ispat: Vi, c V olmak iizere (13) zayif denkleminde test fonksiyonlarmm biri Vi dan

kullanilabilir. (13) ve (15) in fonksiyon ortogonalligini verir, buna Galerkin ortogonalligi denir.
a(u —ug,vx) =0 Vv, € Vg @7)

ile ifade edilir. Burada u — uy, hatasi Vi uzaymda ortogonaldir. Yani, u — u;, L Vi dir. Bunun
manasi, V nin i¢ ¢arpimina gore Vy lizerinde u nun ortogonal yansimasidir. Simdi wy, € Vi
keyfi bir eleman olsun. (17) Galerkin Ortogonali ile Cauchy-Schwarz esitsizligi asagidaki

ifadeyi saglar.
lu —wellz = alu —up,u —uy) = a(u — ug, u — (U — wy))
=a(u—ug,u—vg) < |lu—ugllyllu—vlly

Burada wy, € Vi ve v, € Vi keyfidir.

Eger |lu—uglly >0 ise ||lu—ug|ly bolinerek lemmanin ifadesini verir. Eger

llu — uy || = 0 ise lemma son derece dogrudur.

Teorem 3 (Ritz Metodunun yakinsamasi): Ritz metodu asagidaki bagintiyla yakinsar.
lim ||lu —uglly =0
X—00

Ispat: En iyi yaklasim 6zelligini (14) ve (16) verir.

lu —welly = inf flu —welly <&
VkEVK

Esitligi her bir € > 0 ve k > K(€) i¢in saglanir. Boylece yakinsama ispatlanmis olur.
Remark 4: Ritz Metodunun Lineer denklem sistemi olarak formiilasyonu:

Vi nmn hesaplanmasi icin Vi nimn keyfi bazi {¢;}¥; kullanilabilir. Vv, € V igin (15) Ritz
yaklasimi i¢in denklem saglanir ve sadece her bir ¢p; baz fonksiyonu igin saglanir. Bu ifade
denklemin her iki tarafinin test fonksiyonuna gore lineerliginden ve her bir fonksiyonun
vy € Vx baz fonksiyonlarinin lineer kombinasyonu olarak gosterilebileceginden
kaynaklanmaktadir. v, = Y, a;¢; olsun. (15) den yola cikarak
k K
a(ug, Vi) = Z a;a(ug, ¢;) = Z aif (1) = f(vg)

yazilir.
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Eger
a(u, @) =f(d) =12k
ise denklem saglanir. Eger (15) saglanirsa 6zellikle ¢b; nin her bir baz fonksiyonu igin gegerlidir.
Ardindan, baz fonksiyonlarinin lineer kombinasyonu da olasi bir ¢6zlim i¢in kullanilir.
U, = Z?=1 o) j u; € R (bilinmeyen katsayilar olmak tizere)
Test fonksiyonlari olarak kullanildiginda, baz fonksiyonlar1 elde edilir.
k K

D a@lnd) = ) a@ oW = f(#) =12k

Bu denklem A, = f denkleminin lineer sistemine esittir.

Burada;
A= (aij)fjﬂ = a(d’j! ¢i){'(,j=1

sertlik matrisi olarak adlandirilir.

I¢ garpimin argiimanlar1 ve matrisin girisi iin, indislerin sirasmin farkli olduguna dikkat

edelim. Sag taraf, f; = f (¢ j) , 1 =1,2,..., k olmak iizere k uzunlugunda bir vektordiir.

v = YK vi¢; elemanlart ve (v',v?, .., v*)T katsayr vektorii arasmnda 1—1 esleme

kullanmak, A matrisinin pozitif tanimli ve simetrik oldugunu gosterebilir.
A=AT & a(v,w) = a(w,v) Yo,w € Vi
xTA, >0 x#0icine a(v,v) >0 VvEVK, v#0

Remark 5: Koersiv bilineer form ve sinirlilik durumu:

Eger b(.,.) smirh ve koersiv fakat simetrik degil, (8) in yaklasik ¢oziimii (Ritz metodunda

oldugu gibi ayni1 fikirle) miimkiindiir. Bu durum Galerkin yontemi olarak adlandirilir.

Ayrik problem

b (uy, vi) f (Vi) Vv € Vg (18)

olacak sekilde u; € V; bulmaya baghdir.
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Lemma 3: (18) in ¢oziimiiniin varlig ve tekligi:

(18) in tam olarak tek ¢dziimii vardir.

Ispat: Lemma’ nin ifadesi dogrudan Teorem Lax-Milgram (Teorem (2)) den gelir.

Remark 6: Ayrik ¢6ziim lizerine;

Koersiv bilineer form ve smirlilik olmasi durumunda ayrik ¢oziim ortogonal izdiisiim degildir.
Lemma 4: Cea Lemma’ sinin hata tahmini:

V Hilbert uzayinda b: VxV — R smirh ve koersiv bilineer form olsun ve f € V' smurl lineer

fonksiyonel olsun.

(8) in ¢oziimii u ve (18) in ¢dziimii u, olsun, o halde hata tahmini asagidaki gibi
lu = welly <= inf flu = wlly (19)
T MukEVk

bulunur. Burada,

m Ve u sabitleri Tanim (25) ve Remark (2) de verilmistir.
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ARASTIRMA BULGULARI

Bu bolimde 1s1 denkleminin, bir 6nceki bolimde verilen Ritz metodu kullanilarak
yaklasik ¢oziimleri elde edilmistir. Boylelikle ele alinan problem tipi i¢in Ritz yonteminin ne
kadar etkili oldugu sayisal ornekler iizerinde bir kez daha sunulmustur. Hesaplamalar i¢in

(Grossmann et al. 2007) calismasindan faydalanilmistir.

Problemimizin matematiksel ifadesi:

, 0u(x,t)
oun,t) a[a o0x_1_) 0<x<L 20
ot T oax &Y Sxs (20)
u(x,0) = uy(x) x€N=(0L) 21D
u(x, t)lL =0 te(0,7T) (22)

seklindedir. Eger problemimizin zayif bir ¢oziimil varsa, bir seri araciligiyla problemimize

yaklasik olarak ulasabiliriz.

Denklem (20)’ i yeniden ifade edersek
U — [azux]x =1 (23)

olur.

Burada x ve t indisleri mekansal ve zamansal tiirevlere karsilik gelir. (Larsson and Thomee
2003).

(20) - (22) probleminin ¢oziimii denince her g € H1(2) test fonksiyonu igin

L

jg(—[azux]x +uy) dx = ng dx u(x,0) = uq (24)
0 0

esitligini saglayan u € H>1((0,L) x (0,T)) fonksiyonu anlasilacaktir (Sobolev 1991).

(24) deki integral esitligi ifadesi artik (20) - (22) orijinal denklem sisteminin zayif ¢oziimiine

esittir.
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Zayif ¢oziim icin (24) esitligini integralledigimizde

o\h

L L
a ux x9 dx = (CZ uxg)l - J azuxgx dx
0 o

L

= [azuxg]é - f azuxgx dx
0

oldugundan (24) denklemi

L

j(a UpGx + U g) dx — [a?u,glh = j/lg dx
0

seklinde yazilabilir.

g(0) =g(L) =0

oldugu diistiniiliirse

j(azuxgx +u,g)dx = f/lg dx

olur.

Bu denklem (20) - (22) denkleminin zayif ¢6ziim formudur.

(25)

(26)

(27)

Bu formun temel faydasi bagimli degiskenin diizgiin zayif olabilecegine imkan tanir. Simdi

kendi problemimiz i¢in Ritz metodundan bahsedelim.

Bu metod ile uygun yaklagsik fonksiyonlarin lineer kombinasyonu seklinde yaklasik ¢oziimii

N
W) = ) GO

esitligi seklinde aranacaktir. Ritz metodu self adjoint problemlere uygulanabilir.

Burada ¢; (x) fonksiyonlari

$i(0) — ¢;(L)=0 ve (P, dj) = 5] (@5, ¢ yani;  (¢ij) = (¢)0)

sartin1 saglamalidir (Samarskii 2001).
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sartin1 kabul edelim.

Denklemimizin zayif formu

L
f (azux(qu)x + utqu) dx = ¢,
0

denklemine doniisiir. Burada
$;(0) = ¢;(L) =0

sartlarin1 saglar.

Aradigimiz u(x, t) fonksiyonu

ulx, t) = ulN(x,t) = ¢g + ¢, ()P (%) + (D) P, (x) + ... ....
N
= b0 + ) al®p(0)
i=1
bicimindedir. ¢y = 0 oldugundan (30) denklemi diisiiniildiigiinde
L N N L
| [az > a® (i), + Z(cxt))tqbi(x)qb,(x)] dx = [ agudx
0 i=1 i=1 0

elde edilir. (33) denklemi yeniden diizenlenirse

N L N L L
D @) [ 3B @ dr = =2 Y 0) [ @iy 0edr + [ 20y
i=1 0 i=1 0 0
Buradan
ué = —a?Ké + A
elde edilir.
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Burada ¢ = [c1 (1), cz(t), ..., cn(£)]T  olmal iizere

L N L N L N
p=|[don@ar| k=@ x| L 2= || aeGodx
0 ij=1 0 ij=1 0 i=1
seklindedir.
Bu matrissel ifade sinir sartlar1 ve baslangi¢ sartlariyla birlikte diistiniildiiglinde
¢ = x(1—xY) (36)
do; . .
dﬁl = —2x%7t 4 it (37)
sinir sartlart ile
u(x,0) = sin(kmx) (38)
olur.
Baslangic¢ sart1 alindiginda
L L N
[ w09, = [ 3 0830 d (39)
0 0 i=1
elde edilir. Denklem u bilindiginden (39) da yerine konulursa
L
uc(0) = f sin(kmx) ¢;(x)dx (40)
0
bulunur.
Son olarak c i¢in ¢oziildiigiinde
L N
c(0)=pu? U sin(kmx) ¢;(x)dx (41)
0 j=1

bulunur. Bu deger bize u® (x, 0) fonksiyonunu verir.

Simdi ise ¢gubugun 1sisinin zamanla nasil gelistigini anlamak i¢in A, K, u katsay1 matrisleriyle

(35) adi diferensiyel denklemini baslangi¢ sartiyla birlikte diisiindiigiimiizde,
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c(0) = ¢,
i¢in
c;(t) fonksiyonlari tam olarak bulunabilir. Bu fonksiyonlar1 yaklasimimizda yerine koyarsak
ul(x,t)
¢Oziimii bulunur.

Niimerik Ornekler

Bu boliimde elde edilen bulgular dogrultusunda sonuglari test etmek tizere niimerik 6rneklere

yer verilmistir.

Ornek 1: (1) probleminde Q = (0,1) x (0,1) bélgesi i¢in

up — [@?uy], = e tsinmx xt) € Q
u(x,0) = e* 1, x € (0,1) (42)
u(0,t) = et u(1,t) = ettt te (0,1)

sinir deger probleminin ¢dziimiinii arayalim.

Katsay1 matrisleri

[y prrdx [ prpydx [ o prdx [ i padx

U= : . : K = : . :
fol Papydx - fol P, dx fol oL pidx - fol b, dhdx
olmak tizere,
/34 o3 0 0 1 /11 2/13 0 0 &
3/23 - 3/41 /23 0O ° /13 - 3/13 /15 0 ”
0 323 —3/a6 3/26 o =7 o /s Y15 2/17 | (9
0 0 /26 /52 Ca 0 0 /17 /17 Ca

esitligi elde edilir.
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1

uc(0) = fsin mx ¢pj(x)dx G=12..)

0
hesaplanarak

0,604975
—1,150738
1,583846
—1,861928

c(0) =

bulunur ve
uM(x,0) = 0,604975e* sinmx — 1,150738e* sin 3mx
baslangi¢ sart1 elde edilir. Baglangic sartiyla birlikte
Cl(t)l (0) (t)’ C3 (t)’ C4(t)
diisiiniildiiglinde
1
uN(x,t) = e§t3_2t2+4t(0,57355 + 3,8646‘3) sin%x
L3 2244t 3y . O
+e3 (0,2772 + 2,04e" )sm?x
1
+e3 21 (0,31532 + 0,71835¢*”) sin - x
1
+e3t T2+ () 62534 + 0,32109¢) sin =" x

1.3 5.2
) — ex(cost)+3t 2t%+4t

seklinde bulunur. (42) problemi igin u(x sinmx ¢oziimii elde edilir.

Sekil 1” de bu ¢dziim fonksiyonu ve u (x) niimerik ¢oziimiiniin grafikleri verilmistir.
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0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
X

Sekil 1. Ornek 1 i¢in u(x) ve u" (x) fonksiyonlarinin grafigi

Tablo 1 de u(x)¢oziimii ve farkli sayida test fonksiyonu ile elde edilen yaklasik ¢6ziim

arasindaki farkin L, normu verilmistir.

Tablo 1. Farkli n degerleri igin L, hatalari

n test fonksiyonu sayisi ||u — un||§2 0,1
10 0.23445554 x 1075
20 0.86565666 x 10~°
30 0.69942957 x 1078
40 0.75666652 x 10~°
50 0.10989807 x 10~11
60 0.56778784 x 10712
70 0.14158152 x 1014
80 0.10403664 x 10~ 14
90 0.360599523 x 10~ 1>
100 0.13975272 x 10716

Tablo 1 den kullanilan baz fonksiyonu sayisi artik¢a hatanin azaldigi goriilmektedir.
Buna gore baz fonksiyonu sayisi ne kadar artirilirsa o kadar gercek ¢ozlime yakin bir ¢6ziim

fonksiyonu elde edilecektir.
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Ornek 2: (1) probleminde

u — [a?u, ], = me "t sinmx (x,t) € O
u(x,0) = sinmx + 3x, 0<x<1 (44)

—u(0,t) =me ¢ u(l,t) =me ¢ 0<t<1
siir deger problemini ele alalim. Bu problemin01
uN(x) =YXN, u, sink mx (45)

formunda bir ¢6ziimiinli arayalim. Gerekli hesaplamalar yapilarak, (45) ifadesinde bilinmeyen

katsayilar hesaplandiginda asagidaki ¢6ziim fonksiyonu elde edilir:
uN(x) = e™SI"7 4 588.21590173 sin (”?x) _ et 1 164.48327540 sin (%)

(44) problemi i¢in tam ¢6ziim u(x) = e’ sin x(x — 1) seklindedir. Asagidaki Sekil 2° de u(x)

ve ul (x) niimerik ¢oziimiiniin grafikleri verilmistir.

LA T 4 5 3

Sekil 2. Ornek 2 icin u(x) ve u" (x) fonksiyonlarmnin grafigi

Tablo 2’ de u(x)¢6ziimii ve farkli sayida test fonksiyonu ile elde edilen yaklasik ¢6ziim

arasindaki farkin L, normu verilmistir.
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Tablo 2. Farkli n degerlerine karsilik gelen L., hatalari

n test fonksiyonu sayisi || — unllf2 @)
10 0.12865383635353
20 0.00527906000063
30 0.00001768515181
40 0.12131383 x 107°
50 0.16343126 x 10°°
60 0.31738288 x 1077
70 0.79358519 x 1078
80 0.97654623 x 10~°
90 0.56789414 x 1071°
100 0.2345665 x 10711

Tablo 2’ den n degerinin artmasi durumunda Ornek 2 icin gercek ¢6ziim ve elde edilen

yaklagik ¢coziimler arasindaki farkin L, normunun azaldig1 goriillmektedir.
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TARTISMA VE SONUC

Bu tezde, Is1 Problemi i¢in bir sinir deger problemi ele alinmigtir. Materyal ve Yontem
boliimde ele alinan sinir deger problemi i¢in zayif ¢oziimden bahsedilmistir. Bu niimerik
yaklasim Ritz metodunun kullanilmasini igermektedir. Bu metodun yaklasik ¢6ziim elde
edilebilmesi igin nasil uygulandig1 agiklanmistir. Ayrica tezin bu bdliimde bu metodun hata

analizi de anlatilmis ve hataya ait teorem ispati ile birlikte verilmistir.

Arastirma ve Bulgular kisminda, teorik olarak verilen niimerik yaklasimi test etmek i¢in
iki nimerik 6rnek ¢6ziilmistiir. Niimerik orneklerde, Ritz metodunda kullanilan temel sistem
fonksiyonlarmin sayisina bagli olarak hatanin nasil degistigi tablolar tizerinde agiklanmistir.
Ayrica ele aliman niimerik problemler icin gergek ¢oziim ve yaklasik ¢oziimiin grafiklerinin
karsilastirilmast da yapilmistir. Sunulan problemlerde elde edilen hata sonuglari, kullanilan
niimerik yaklasimim ne kadar etkili oldugunu gostermektedir. Diger bir ifadeyle, 1s1
denkleminin niimerik ¢odziimlerini elde etmede Ritz metodu oldukg¢a kullanisli oldugu

gorilmiistiir.
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