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OZET

YUKSEK LiSANS TEZI
YARI-TANJANT DEMETTE (0,2) TiPLI TENSOR ALANLARININ LiFTLERI

Merve Giil SIMSEK
Danmisman: Doc¢. Dr. Furkan YILDIRIM
Amag: Bu yiiksek lisans tezinde, tM Yari-tanjant demete (0,2) tipli tensor alanlarinin dikey,
tam ve yatay liftleri ile bunlara ait ¢esitli geometrik 6zellikler incelenecektir.

Yontem: Tez ile ilgili olarak, kuramsal temel, genel metotlar ve aragtirma teknikleri olarak
asagidakiler kullanilacaktir:

1. Tanjant ve yari-tanjant demet geometrisi (Kuramsal temel-Tanjant ve yari-tanjant demetler
ve bu demetlerdeki liftler ile ¢esitli operatorler)

2. Klasik tensor analizi (indislerin yani lokal koordinatlarin kullanimzi)
3. Kovaryant diferensiyelleme formalizmi (global inceleme teknigi).

Bulgular: Bu tezde, TM tanjant demet izdiigiimiiyle tanimlanan tM yari-tanjant demete; (0,2)
tipli tensor alanlarmin dikey, tam ve yatay liftleri verilmistir. Ayrica, yari-tanjant demette
¢esitli metrikler sunulmustur.

Sonug¢: Tanjant demette yer alan metrikler non-dejenere (regiiler) metriklerdir. Yari-tanjant
demetteki metriklerin ise dejenere (singiiler) metrik olmasi 6n goriilmektedir. Fizik alaninda
ve diferensiyel geometride dejenere metrikler nemli bir 6neme sahip olup bu metriklerle ¢ok
sayida c¢alismalar yapilmaktadir. Dolayisiyla elde edilecek yeni dejenere metrikler ile
gelecekte cok sayida calismalar yapilacaktir.

Anahtar Kelimeler: Dejenere metrik, pull-back demet, tam lift, yari-tanjant demet, yatay
lift.

Ekim 2020, 60 sayfa
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ABSTRACT

MASTER THESIS
LIFTS OF (0,2) TENSOR FIELDS IN THE SEMI-TANGENT BUNDLE

Merve Giil SIMSEK
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Furkan YILDIRIM
Purpose: In this master thesis the vertical, complete and horizontal lifts of tensor fields of
type (0, 2) to semi-tangent bundle and their properties will be found.

Method: In relation to the master thesis, the following will be used as theoretical basis,
general methods and research techniques:

1. Tangent and semi-tangent bundle geometry (Theoretical basis-Tangent and semi-tangent
bundles and lifts in these bundles and various operators)

2. Classical tensor analysis (the use of indices, ie. local coordinates)
3. Covariant differentiation formalism (global review technique).

Findings: In this thesis; the vertical, complete and horizontal lifts of tensor fields of type
(0,2) to semi-tangent bundle and their properties are studied. Some metrics of the semi-
tangent bundle were also presented.

Results: The metrics in the tangent bundle are non-degenerate (regular) metrics. It is
predicted that the metrics in the semi-tangent bundle are the degenerate (singular) metric.
Degenerate metrics in physics and differential geometry have an important place, and many
studies have been carried out with these metrics. Therefore, with the new degenerate metrics
to be obtained, many studies will be made in the future.

Keywords: Complete lift, Degenerate metric, Horizontal lift, Pull-back bundle, Semi-tangent
bundle.

October 2020, 60 pages
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GIRIS

Bir¢ok bilim dalinda uygulama bulmasi nedeniyle, diferensiyel geometri modern
matematigin en aktif caligma alanlarindan birisi olup diferensiyel ve integral hesaplama
metodlarim1 kullanarak cesitli geometrik problemleri ¢dzmeyi hedef alan matematigin alt
disiplinidir. XVII. yiizyilda temelleri atilan diferensiyel geometrinin baslica konusu,
Gauss’un egri ve ylizeylerin c¢esitli 6zelliklerini ¢aligmasina dayanir. Bu ¢aligmalar manifold
kavramina 6n ayak olmustur. En genel tanimi ile, manifoldlar yerel olarak Euclid uzayina

benzeyen noktasal kiimelerdir.

Diferensiyel Geometri’de 6nemli bir yere sahip olan tensér kavrami giincel anlamda
ilk olarak aslinda bir fizik¢i olan Woldemar Voigt tarafindan 1898’de kullanildi. Tensor
hesaplamalar1 1890’11 yillarda kisaca Ricci olarak alinan Gregorio Ricci-Curbastro tarafindan
mutlak diferensiyel hesaplamalar basligi altinda incelendi ve bu calismalar 1892 yilinda
kendisi tarafindan sunuldu. Daha sonra Ricci and Tullio Levi-Civita (1900) mutlak

diferensiyel hesaplama metodlar1 ve uygulamalar1 ad1 altinda ¢alismalarini yayimladilar.

Uzayda her bir noktaya sirastyla bir skaleri veya vektorii tayin eden skaler alanin veya
vektor alanin genellesmis hali olan tensor alani, manifold iizerinde tanimli olup manifoldun
her bir noktasina bir tensor karsilik getiren bir doniistimdiir. Matematiksel yapilarda ise tensor

alan1 ifadesi yerine kisaca tensor kullanilir.

Diferensiyel Geometri’de onemli bir konu olan Riemannian manifoldda tanjant
demetlerin Diferensiyel Geometri’sinin incelenmesi ilk olarak Sasaki (1958) tarafindan
yapilmistir ve sonra Dombrowski (1962), tanjant demetteki geometrilerin gelismesine katkida
bulunmustur. Ledger and Yano (1965), simetrik uzaylarda tanjant demeti tanimlamislar ve

bununla ilgili caligmalarda bulunmusturlar.

1966 yilinda tanjant demette liftler ¢alisilmaya baglanmistir. Ik calisma Yano and
Kobayashi (1966)’ya ait tanjant demette tensor alanlarinin ve konneksiyonlarin tam ve dikey
liftleri olmugtur. Ama “lift” kavrami “genisleme” anlaminda Yano and Kobayashi’den
daha once yapilan Sasaki (1958)’nin g¢alismalarinda “devam” adi altinda goriilmektedir.
Kandatu (1966), lineer olmayan konneksiyona sahip bir manifoldda tanjant demeti

tanimlamstir.



Yano and Ishihara (1967) tanjant demette konneksiyonlarin ve tensor alanlarinin yatay
liftleriyle ilgili calismalarda bulunmuslardir. Morimoto (1970) tanjant demette tensor

alanlarinin ve konneksiyonlarin liftleri hakkinda ¢alismalar yapmustir.

Yano and Petterson (1967) calismasinda lift konusu, kotanjant demet icin de
incelenmistir. Yano and Ishihara (1973) calismasinda ise, hem tanjant hem de kotanjant
demetlerdeki dikey, tam, yatay ve diagonal liftlerle ilgili elde edilmis 6nemli sonuglara yer

verilmistir.

Yari-tanjant demet ise Duc (1979) tarafindan tanimlanmis olup yari-tanjant demete ait
baz1 Ozellikleri Vishnevskii (2002) tarafindan incelenmistir. Yari-tanjant demette Lie ve

kovaryant tiirevlerinin tam liftleri ise Salimov and Kadioglu (2000) tarafindan c¢alisilmustir.

Sunulan bu tezde ise Oncelikle, TM tanjant demet izdiislimiiyle tanimlanan tM yari-
tanjant demete; (0,2) tipli tensor alanlarinin dikey, tam ve yatay liftleri verilmistir. Ayrica,

yari-tanjant demette ¢esitli metrikler sunulmustur.

Tezdeki sonuglarin biiyiik bir kismi Yildirirm and Simsek (2020) calismasinda yer

almaktadir.



KURAMSAL TEMELLER

Manifold Kavrami

Tamm 2.1.1: X Hausdorff uzay ve herhangi bir U — X acik kiimesinden V' < R”

kiimesine tanimlanan
o:U->V
homeomorfizmine X ’de n boyutlu koordinat sistemi veya harita, U ’ya ise ¢ haritasinin
koordinat komsulugu veya koordinat bolgesi denir ve (U , (p) seklinde gosterilir. Eger x e U
ise
go(x) = (xl,xz,...,x") ed”
olur. Burada x',...,x" reel sayilarina ¢ haritasinda x noktasmin koordinatlar1 denir.

Tanmm 2.1.2: Eger X Hausdorff uzayinin n-boyutlu ¢, haritalarinin U, boélgeleri bu

uzay1 Orterse, yani

X =|JU, , (A-indisler kiimesi )

aeA

ise X ’e n-boyutlu topolojik manifold veya sadece n-boyutlu manifold denir.

Tamm 2.1.3: X Hausdorff uzay ve k ise 0 <k sartin1 saglayan tam say1 olmak tiiizere

asagidaki sartlar saglayan {(U,,p,):a € 4,U, c X} lokal koordinatlar ailesine X iizerinde

C* smifindan n-boyutlu atlas adi verilir:

1. Lokal haritalarin U bolgesi X ’i Orter, yani X, n-boyutlu topolojik manifolddur.

2.Keyfi a,e 4 igin U,NU, # ise

(oﬁ o¢a71 :¢a(Ua mUﬁ)_> ¢ﬂ(Ua mUﬂ)
doniisiimii C* smifindandir. Bu sarta bazen (U,,p,) ve (U 5@ ﬂ) haritalarnin  C*
uzlasmas1 sarti da denir. @0 @, doniisiimiine ise koordinatlarm  déniisiimii
(u; =uj (uof{ ),z', j=1,., n) denir. Burada u, (Uﬂ,(pﬁ) haritasindaki xeU, NU,

noktasinin koordinatlari, u/ ise (U, ¢, ) haritasindaki x noktasinin koordinatlaridir.



U,NU, =Yise bu durumda ¢, o @.' doniisiimii tanimlanamaz. Ancak, bu durumda
@p° @, doniisimiinin C* smifindan oldugu kabul edilecektir. 2. sart, @y o @,
doniisiimlerinin C* smifindan difeomorfizmler olmasina denktir. Bu ise, ¢ 5 © (p;(1 koordinat
doniistimiiniin Jakobi matrisinin determinantinin sifirdan farkli olmasi demektir.

Tamm 2.1.4: {(Ua,goa )} ve {(U 5P )}, C"* smifindan herhangi iki atlas olsun. Bu
atlaslarin keyfi (U a,goa) ve (U 5@ ﬂ) haritalar1 C* uzlasmis ise yani, {(Ua,goa )} ve

{(U 5Py )} atlaslarmin birlesimi C* smifindan atlas ise verilen atlaslara denk atlaslar denir.

Tamm 2.1.5: X Hausdorff uzayi iizerinde C* atlaslarmin denklik sinifina C* -yap1

denir. C*-yapisinin tiim C* atlaslarinin birlesiminin olusturdugu C* atlasina maksimal C*

atlas ad1 verilir.

X tizerindeki C* atlaslarinin her bir denklik smifi, kendisinin bir eleman: ile ifade
edilir. Yani, C*-yapis1, onun keyfi C* atlasi ile olusturulabilir. Buradan da X iizerindeki her

bir C* -yapisinin bu yapidan olan bir C* atlas ile verilebilecegi sonucu ¢ikar.
C’ -yapiya topolojik yapi, C* (1 <k< oo) yapiya ise diizgiin (smooth) yap1 denir.
Bundan sonra sadece C” -yapilara bakilacaktir.

Tanim 2.1.6: M, sayilabilir baza sahip Hausdorff uzay olsun. Eger, M {izerinde n-
boyutlu C” atlaslarinin C” yapist verilmisse M uzayma n-boyutlu C”sinifindan

diferensiyellenebilir manifold veya diizglin manifold denir ve M, ile gosterilir.

Tensor Alanlari

Tamm 2.2.1: B,, n—boyutlu reel vektdr uzay1 ve B, bu reel vektdr uzaymin dual

uzay1 olmak iizere x,€B, j=1..,q ve £eB,, i=l,.,p kovektor degiskenlerinin

1 2 P
@ =1(X,X),0,X,,6,8,..,5)

reel degerli fonksiyonunu goz Oniine aldigimizda bu fonksiyon her bir degiskene gore

lineerlik sartin1 saglarsa, fonksiyona multilineer fonksiyon denir.

Mesela birinci vektor degiskenine gore lineerlik sart1 A, 4 € R olmak tizere

1 2 P 1 2 P 12 p
O=HAX + UV, X)X, 6,850y §) = A (X, Xyt X3 6,850y §) + L (5 X500, X, 6,80, 6)



biciminde gosterilebilir. Bu multilineer fonksiyona karsilik gelen

p
/_/%

t:B,xB x..xB xB, x..xB, —[]
%/—/
q

operatoriine B, uzayinda p dereceden kontravaryant, ¢ dereceden kovaryant tensor ad verilir.
Bu sekildeki tiim tensorlerin uzay ise 37 (B,) ile gosterilir. p >0, g >0 olmak tizere s = p+g

sayisina tensoriin valentligi, (p,q) semboliine ise tensOriin tipi denir. (p,0) tipli tensore

kontravaryant tensorler, (0,q) tipli tensorlere ise kovaryant tensorler denir.

S, (Bn ), 39(B,) uzayin biitiin simetrik tensorlerinin alt uzayr olmak iizere herhangi

bir g € S,(B, ) tensoriinii alalim.

g(x,y)=0, VyeB, 2.1)
sartinda X = 0 olmasi halinde g tensoriine regiiler tensor denir.
(2.1)’deki esitligin koordinatlarla gosterimi
g, X'y =0
bi¢iminde yazilir. Bu esitlik her )’ i¢in saglandigindan
g:x' =0, j=1..n
bulunur. Bu denklem sisteminde

Det(gij ) =0

oldugunda x' =0 ¢oziimii elde edilir. Burada (gij ), g tensoriine karsilik gelen matrisi

gosterir.

g € S,(B, )tensorii regiiler tensor ise g tensériine B, uzayinda esas tensor adi verilir.

Esas tensore karsilik gelen (gij) matrisinin tersini (§”) ile gosterelim. Bu durumda

g'g, =6/ 2.2)

1

oldugu goriiliir. B, ve B, uzaylar arasinda

&=g,x" (1,=g.") (2.3)

dontigiimdi, (2.2) esitligine gore



xt=g"s, O =g"n) (2.4)
olur. ge S, (Bn) tensoriine karsilik gelen invaryant bilineer formu
w=g(%,y)=g,x'y’
seklinde yazalim. Burada (2.3) ve (2.4) esitliklerini g6z oniine alirsak
o=g(%,y)=g;x'y' =x'n,=g"n¢,

olur. Yani, g esas tensorii verildiginde biz kovektdr degiskenlerinin = g"n,¢ ; Invaryant

bilineer formunu buluruz. Buna gére de g7, (2,0) tipli tensdriin koordinatlaridir. Bu tensére

g tensOriiniin ters tensoril denir. Ayrica

g(naé)zgljniéj :nixi :gikykxia

g(§,77) — gﬂfjn[ — ;/yj = gjkxkyj
=g,y = gy'x' =2(.¢)
oldugundan g’ tensorii simetriktir.

Boylece B, uzaymnda g tensorii verildiginde B, ’den B, ’a bir izomorfizm bulunur.

Buna gore vektor ve kovektorler aynilagtirilir ve ayn1 X sembolii ile gosterilir. Yani
i i ~ ik
X =8uX > X =& X
yazilir. Bu islemlere indisin indirilmesi (xi - xk) ve yiikseltilmesi (xk - xi) islemleri denir.

Buna gore, S (76,)7) tensorii goz Oniine alinirsa

S :g~p[Sij’ S/ =g"s,

ij?

s7=g"g"s,
ifadelerinin her biri S; tensdriinden indislerin yiikseltilmesi islemi

S, =88, §,=8,5, S,,=8,8,5
ifadelerinin her biri ise verilmis S” tensoriinden indislerin indirilmesi islemidir.

Eger g(?c,}), B, uzaymda (0,2) tipli tensor ise, her X,y € B, vektorlerinin skaler
carpimi denildiginde g tensoriiniin X ve y vektorleri tizerindeki izi anlagilir ve Xy veya

(%,7) bigiminde gosterilir. Yani

Xy=g(%y)=gxy =xy (2.5)



bigiminde tanimlanir.

Det(g i ) # 0 olmast halinde (2.5) skaler carpimina regiiler ¢arpim denir.

Tamm 2.2.2: M, , C* smifindan bir manifold ve 7,, her pe M, noktasindaki
tanjant uzay1 olsun. M, manifoldunun her p € M, noktasina 7, uzaymndan bir X, vektori

karsilik getiren X vektor degerli fonksiyonuna vektor alani denir (Salimov ve Magden 2008).

f, M, manifoldunda bir doniisiim ise Xf ’de M, manifoldunda

(X )p)= X,/
ile tanimlanan bir doniisiimdiir. U < M, koordinat komsulugunu alalim. Bu komsuluktaki bir
vektor alant
X =£&'0,
olarak yazilir. £’ ’ler U ’daki lokal koordinatlara baglidir. Yani
= fi(xi,...,x” ), i=1,...,n
olur.

M, C”snifindan bir manifold olmak iizere her m € M, noktasindaki her bir (p,q)

tipli tensor i¢in uygun bir I (m) tensor uzay1 vardir.

Tamm 2.2.3: M, C”smifindan bir manifold ve 3/ (m), her me M, noktasindaki
(p,q) tipli tensdr uzayr olsun. M, manifoldunun her me M, noktasina I (m) tensor

uzayindan bir 7 (m) tensoOrii karsilik getiren 7' fonksiyonuna (p,q) tipli tensor alani denir

(Bishop and Goldberg 1968).

Eger p=1, ¢ =0 ise vektor alan1 elde edilir. Yani, (1,0) tipli tensor alani bir vektor

alamidir.

Eger p=¢g =0 ise her m € M, noktasina bir skaler deger karsilik gelir. Bu yiizden

(0,0) tipli tensor alani reel degerli bir fonksiyondur.

0
xE Sl (x)

olur. Boylece f fonksiyonunun diferensiyeli olan df* operatorii (0,1) tipli bir tensor alanidir.

Eger U — M, bélgesinde f fonksiyonu C” smifindan ise her xeU ig¢in df



Herhangi bir m noktasindaki 7, tensorii simetrik tensor ise 7 tensor alanina simetrik
tensor alani denir. Eger herhangi bir m noktasindaki 7, tensorii antisimetrik tensor ise T
tensor alanina antisimetrik tensor alani denir.

T, ( p,q ) tipli tensor alani olsun. 61,...,6’p (0,1) tipli tensor alanlar1 ve X X,

vektor alanlar1 olmak tizere

7(6,,.0,, X, X, \m) = T, (6,(m)..... 0, (m), X, (m)...., X, (m))

ifadesi reel degerli fonksiyon tanimlar. Ozelikle x’ koordinatlarina gére T tensdr alaninin

bilesenleri

T :T(dxfl,...,dx’?f 8 ,..,0 )

Jresdg G,
biciminde reel degerli fonksiyonlardir (Bishop and Goldberg 1968).

T tensor alanmin bilesenleri C” smifindan fonksiyonlar ise 7 tensor alanina C~

smifindandir denir. C* sinifindan olan (0,1) tipli tensor alanina 1-form (Pfaffian form) denir.

(p,q) tipli 7 tensor alaninin C” smifindan olmasi i¢in gerek ve yeter sart her bir

0,,...0, l-formlart ve her bir C* smifindan X,., X  vektér alanlar1 igin

T (6’1,...,19p y X e X q) fonksiyonunun C* simifindan olmasidir.

Tamm 2.2.4: o=(w;), (0,2) tipli bir tensdr olsun. @=(w;) tensériinde i ve;
indislerine gore antisimetriklik varsa @ =(®,) tensdriine 2-form veya dis form denir. Bir k-

forma dis diferensiyel uygulanirsa sonugta k+1-form elde edilir. Yani @, k-form ise

doe3,, (M,) olup k+1-form olusur. Boyle k+1 formlara tam form denir.
d’o=d(dw)=0

olmasi tam formlarin en dnemli 6zelligidir. Yani tam formlara dis diferensiyel uygulanirsa

sonug sifir olur.

Diferensiyellenebilir Manifold Uzerinde Afin (Levi-Civita) Konneksiyon

M, diferensiyellenebilir manifoldunun y:u' =u' (t) egrisi boyunca konneksiyon
tanimlanmas1 egrinin noktalarma uygulanan vektorler arasinda baglant1 olusturma kuralidir.
Eger y egrisinin herhangi bir noktasindaki v' vektorii # parametresine bagh olarak degistikge

verilen konneksiyona gore baglangigtaki ile uygun kalirsa, bu durumda bu vektor verilen



konneksiyona gore y egrisi boyunca paralel kaydirilmigs olur. Eger konneksiyon

diferensiyellenebilirse, o zaman paralel kaydirmay: ifade eden v' = vi(t) fonksiyonlar1 da

diferensiyellenebilir fonksiyonlar olur. Eger vektorlerin paralel kaydirilmasi halinde lineer

bagimlilik korunursa verilen konneksiyona afin veya lineer konneksiyon ad1 verilir.

Afin konneksiyonun y egrisinin ¢esitli noktalarina uygulanan vektorler arasinda
uygunlugu ifade eden sarti, yani vektdriin egri boyunca verilmis afin konneksiyona gore

paralel kaydirilmasi sartin1 bulalim. y egrisinin baslangi¢ noktasindaki izi, k=1,..n lokal
bazin1 alalim ve farz edelim ki CkZi(t) ‘nin lineer bagimliligi, baz vektorlerin verilen egri
boyunca paralel kaydirilma kuralini ifade etmis olsun. Keyfi v' = 2* 5{1[ vektoriiniin verilen

afin konneksiyona gore y egrisi boyunca paralel kaydirilmas: icin gerek ve yeter sart A

katsayilarinin sabit olmasidir. Bu nedenden istifade edilerek
mﬂ=ﬁdg (2.6)
ifadesi yazilabilir. v' = A* ckzi esitliginden

k

A =aiv 2.7)
esitligi yazilir. Burada izi baz vektorii oldugundan buna karsilik gelen kobaz vektorii ;i ile
gosterilir. Dolayistyla ckzi Zli =9, olur. (2.7) ifadesi (2.6) esitliginde kullanilirsa

'+ vt =0 (2.8)

esitligi elde edilir. (2.8) denkleminde !,

of =—a,dd" (2.9)

1

bigimindedir. (2.8) sart1 v' vektdriiniin verilen afin konneksiyona gore paralel kaydirilmasi
sartidir. (2.9) bigiminde tanimlanan @/ objelerine konneksiyon formlar1 (baglanti objeleri)

denir.

Teorem 2.3.1: 1. Konneksiyon formlari {izi}, k=1,...,n bazinin secilisinden

bagimsizdirlar.



2. Konneksiyon formlari, egrisel koordinatlarin doniistiiriilmesi durumunda tensor

dontisiim kuralina gore doniismezler.

Ispat: 1. ' ve @ farkli iki baza kargilik gelen konneksiyon formlari olmak iizere

paralel kaydirilan v' vektorii igin
' +opn' =0, (2.10)
' +ov =0 (2.11)

sartlar1 elde edilir. (2.10) ve (2.11) sartlarindan ve v' vektdriiniin baslangic degerinin keyfiligi

sartindan @, = @, olduguna ulagilir.

2. M, manifoldunda u’ egrisel koordinatlarin degismesi halinde baz vektdrlerinin ve

kovektorlerinin doniisiim kurali

k 0 k . o -1
ai =4 ar, 5{1’ = Al.’,izl (2.12)
seklinde yazilabilir. Burada A,l = 27”:. , A,-i' = ?;; bicimindedir. (2.12)’deki ikinci esitligin
diferensiyelini alindiginda
a’?i =dA! i’i'+ Ad iz"' (2.13)

esitligi elde edilir. (2.9) denkleminde (2.12)’nin birinci esitligi ve (2.13) esitligi gz Oniine

alindiginda
: k : .k S . "
w;=-a;da =-A! a; (a’Al.’, a'+A4.da )
k k k
ve gerekli islemler sonucunda
o = Al Ao - 4]'dd!, (2.14)

elde edilir. (2.14) esitligi, a); konneksiyon formlarinin, tensoriin koordinatlar1 olamadigini

gosterir.

Simdi ise kovektoriin y egrisi boyunca verilen afin konneksiyona gore paralel

kaydirilmasi sartin1 inceleyelim.
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Tamim 2.3.1: @, kovektdriiniin y egrisi boyunca paralel kaydirilan keyfi v vektorii
lizerindeki izi bu egri boyunca sabit kaldig1 i¢in, @, kovektoriine y egrisi boyunca verilen

afin konneksiyonuna gore paralel kaydirilmistir denir.
Bu tanima gore
d(vo,)=dvo, +vids, =0 (2.15)
esitligi yazilabilir. v' vektoriiniin paralel kaydirilmasi sartindan
av' = - (2.16)
elde edilir. (2.16) esitligi (2.15) ifadesinde kullanilirsa
(da),. -0l o, )vi =0
esitligi bulunur. v vektoriiniin keyfiliginden dolay1 @, kovektoriin y egrisi boyunca verilen
afin konneksiyona gore paralel kaydirilma sarti
dw, - oo, =0 (2.17)
biciminde olur. Vektoriin ve kovektdriin (1-form) p egrisi boyunca paralel kaydirilmasi

sartint kullanarak, egrinin ¢esitli noktalarina uygulanmis keyfi tipli tensoriin de paralel

kaydirilmasini verebiliriz. y egrisi boyunca (p,q) tipli keyfi tensoriin izi

1 4

idy J
Z=t""v"'.Vv'w,. 0
JiJg q P

seklinde verilmis olsun. Z fonksiyonunun vektér ve kovektdr degiskenlerinin y egrisi

boyunca paralel kaydirilmasi sartlar1 dahilinde diferensiyeli

- . o1 o1 p
dZ =dt"" v" . .v" w, . a), 10 dvj' V0w wi
Jiedg Y 7 ! g q ! b
i 1 p
+...+t]] ]’.q vV wi d i, (2.18)
1 q
. A F ; 1 P
_ by s el s [ iy 4 Siy ol Ji Jq ) )
_(dtjw o =@ O @l ol )\lz V0,
seklinde yazilir. Burada
é\ti|...il, — dtilmip _a)s tilmiﬂ _ a)_) tl] iy +a) ts‘lz iy +a) t (2 19)
Ji-dyg JieJg N Sjyeedg T Jg i s g s e :

olarak alindiginda
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(2.20)

olarak bulunur. y egrisi boyunca verilen afin konneksiyona gore paralel kaydirilan vektor ve
kovektor degiskenlerinin multilineer fonksiyonunun diferensiyeli de degiskenlerin multilineer

fonksiyonu olur. O halde dZ multilineer fonksiyonuna karsilik gelen bu tensoriin tipi ¢ jl ]”

tensoOriiniin tipi ile aynidir. Koordinatlar1 da (2.19) esitligi ile verilmistir. ot /1 j tensoriine

t J‘ j tensoriliniin mutlak diferensiyeli denir.

Tensoriin mutlak diferensiyelinin tanimindan ¢ikartilan sonuglar soyle ifade edilebilir:

a. Vektoriin ve kovektoriin paralel kaydirilmasi sartlart
o' =0, dw, =0
seklinde olur. Dolayisiyla keyfi tipli bir tensoriin paralel kaydirilmasi sarti

Ji--Jg
olarak verilir.

b. Birim tensoriin mutlak diferensiyeli sifira esittir, yani

s/ )=0

olur.

(2.19) esitliginden dolay1 tensorlerin mutlak diferensiyelleri i¢in asagidaki 6zellikleri
yazabiliriz:

1. S(f, 1)=& Fot,, t, ve t, aym tipli tensorlerdir,

2. 5(At)=(dA) + ASt), A -skalerdir,

3. 5(4®B)=(4)®B+A®(5B), 4 ve B keyfi tipli tensorlerdir, ®- tensér

carpimini gosterir.
4. Tensorlerin simetriklestirme, alternelestirme ve kontraksiyon islemleri mutlak

diferensiyelleme islemi ile islem Oncelik siras1 degisebilir.

Afin konneksiyonlu uzaylar
Tanmm 2.3.1.1: X, diferensiyellenebilir manifoldunun her bir egrisi boyunca afin
konneksiyonu verilmis olsun. Lineerlik sartin1 saglayan X, diferensiyellenebilir manifolduna

n- boyutlu afin konneksiyonlu uzay denir.
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Bu tanimdaki lineerlik sart1 su sekilde ifade edilir:
X, manifoldunun keyfi M noktas1 ve bu noktanin komsulugunda keyfi vektor alanlar

i

verilmesi halinde keyfi V' vektdr alaninin M noktasindan gegen keyfi bir egri igin

hesaplanmis mutlak diferensiyeli, bu egri boyunca elementer yer degisme du’ vektoriiniin

lineer fonksiyonudur, yani
o' =vidu" (2.21)

1

olarak yazilir. Burada v}, v' ’ye ve noktaya bagl fonksiyon, du" ise her bir vektdre teget

vektdriin koordinatlaridir. Diger taraftan dv' =0,v'du" oldugundan
M =dv' + o' =0, v'du" + o)V (2.22)
olur. (2.21) ve (2.22) esitliklerinden
olv = (v -0,y Jdu’ (2.23)
ifadesi bulunur. v*, 0.v' "nin ve v' ’lerise u' ’lerin fonksiyonlaridir. @, formlar1 v' vektdr

alanlarinin segilisine bagl olmadigindan @, formlart du” *nim lineer fonksiyonu olur, yani
o, =T du’ (2.24)

olarak yazilir. Burada I'!, katsayilari afin uzayin bir noktasinin fonksiyonlaridir. Bunlara afin
konneksiyonun katsayilar1 denir. Katsayilarin verilmesi X, ’de afin konneksiyonunu tayin

eder.

Simdi T, afin konneksiyon katsayilarinin déniisiim kuralin1 verelim. (2.24) esitligi

kullanilarak
o) =T, du® =T A du
esitligi elde edilir. Ayrica
AldAl, = 47 (0, 4, Jdu* (2.25)

oldugu i¢in ve diger taraftan Aj A; = 5; esitligin her iki tarafinin 0, kismi diferensiyeli

alindiginda
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ou(4/4))-0.(0) =0

(007 ) 4y + 47 (004,) =0

4/ (04))=~(0,4]) 4
oldugu goriiliir. Bu son esitlik (2.25) denkleminde kullanilirsa

A, =410, 4] Yiu' .20

elde edilir. (2.26), (2.24) ve (2.14) esitlikleri kullanilarak konneksiyon katsayilarinin dontisiim

kurali
[= AL Al A T+ ALA, (2.27)
olarak verilir. Burada A,; =0 kA;.' bi¢imindedir.

(2.24) denklemini kullanarak afin konneksiyonlu uzayda verilen keyfi vektor alani i¢in

mutlak diferensiyel
v =(o v +T! v Ydu" (2.28)

bigiminde bulunur. (2.28) denkleminin sol tarafi bir tensdr ve du® vektdr oldugundan

parantezin igindeki ifade bir tensoriin koordinatlar1 olur. Bu tensére, verilen v' tensdriiniin

kovaryant tiirevi denir ve
Vv =0,y +T v (2.29)
olarak gosterilir. Bu tiirevin sonucu (1,1) tipli bir tensordiir.

Benzer sekilde @; kovektdr alaninin kovaryant tiirevi
V.o, =0,0,-T, o (2.30)
olur ve sonug (0,2) tipli bir tensdr oldugunu gosterir.

(2.24) esitliginden, (p,q) tipli ¢ /.‘l‘_f._;.’q tensoriiniin mutlak diferensiyeli
Ji--Jg ks " jiowjy

. o P . . 9 o
Qi i) iy iyeeSedy s lied, k
Al = (0,1 Jr; Che =3 Ty 64 du (2.31)
=1 u=l1

bigiminde olur. (2.31) denkleminin sol tarafi bir tensdr ve du* vektdr oldugundan parantezin

icindeki ifade bir tensoriin koordinatlaridir. Bu tensdre, verilen t;‘l”'lj’f tensoriinlin kovaryant
oy

tirevi denir ve
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K iy i ks ¥ iy Ky © sy

o o P ) . . 9 ..
AT RN S W T S S A (2.32)
A=1 u=l

biciminde gosterilir. Tensoriin kovaryant tlirevi tanimindan, (p,q) tipli tensoriin kovaryant
tirevi (p,q+1) tipli bir tensordiirYani kovaryant tiirev, uygulanan tensoriin kovaryantlik

derecesini bir artirir.

Kovaryant tlirevin tanimindan yararlanilarak asagidaki 6zelikler verilmektedir:

Vk (tzllp itilmi‘? ): Vk tlllp ivk tlllp

1 Viedg iy 11Jg 2J1++Jyg
Bdy N [0 A— iy
2. V() =(0,A)6 FAV LT Ae F(M,)

iyod, held, N iy, b, iy, b,
3. Vk(tjl...jq ® gsl.“sq ) - thjl...jq ® gsl...sq + tjln.jq ® vkgsl.“sq

4. Tensorlerin simetriklestirme, alternelestirme ve kontraksiyon islemleri mutlak

diferensiyelleme islemi ile islem oncelik sirasi degisebilir.
Afin (lineer) konneksiyonun invaryant tanimi asagidaki gibi verilir:

Tamm 2.3.1.2: M, manifoldu iizerinde J;(M,) vektér alanlarmimn modiilii olmak

uzere
VY =V(X,Y): 3,(M,)x 3y (M,) = 34(M,)
dontisiimii
LV oyaZ=/NyZ+gV,Z; f,ge3)(M,), X,Y,ZeJ(M,)
ii. V(X +gY)=(2 )X+ vV, X +(Zg)Y +gV,Y
sartlarini sagliyorsa V ’ya afin konneksiyon denir. Burada
Vi ShM,) > Sh(M,)
doniistimiine de X vektor alan1 boyunca kovaryant diferensiyellenme denir (Bishop and
Goldberg 1968).
Egrilik ve burulma tensorleri

A, afin konneksiyonlu uzayinda verilen f=f (ul,...,u”) diferensiyellenebilir
fonksiyonun tam diferensiyeli, yani df =0, fdu' ifadesi, koordinatlarin doniisiimii halinde

invaryant kalir ve df fonksiyonu du’ vektoriiniin lineer fonksiyonudur. Bu lineer fonksiyona

karsilik gelen kovektoriin koordinatlari
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Vi=0.f (2.33)
ile gosterilir. Bu kovektore f fonksiyonunun gradienti, f* fonksiyonuna ise bu kovektor alanin

potansiyel fonksiyonu denir. Keyfi V, kovektoriiniin herhangi bir skaler alanin gradienti

olmasi i¢in

olmasi gerek ve yeter sarttir (Yano and Ako 1968).
V. gradient kovektoriiniin kovaryant tiirevi
V.V, =0V, -T, (2.35)

bi¢imindedir. (2.35) denkleminde j ve i indislerine gore alternelestirme islemi yapilarak (2.34)

esitligi kullanilirsa

k
V[j 1= Siij (2.36)
elde edilir. Burada
k k

olarak verilmistir. (2.36) denkleminin sol tarafindaki kovaryant tiirev (0,2) tipli tensor oldugu
icin S§ kemiyetleri asag1 indislerine gore antisimetrik olan (1,2) tipli tensoriin bilesenlerini
ifade eder. Bu tensore A4, uzaymimn burulma (torsion) tensorii denir. 4, manifoldundan

alimmus keyfi X, Y vektor alanlari i¢in burulma tensoriiniin invaryant formda yazilisi ise
S(X,Y)=V,Y -V, X -[X,Y] (2.38)

bicimindedir (Kobayashi and Nomizu 1963). Burada [X Y ], X ve Y vektor alanlarinin Lie

parantezi olup
. ylr = x(xr)-v(x7)
seklindedir.

Keyfi v/ vektdriiniin V v/ =0,v' +T'L v" kovaryant tiirevi (1,1) tipli tensdr belirtir.

Bu tensoriin kovaryant tiirevi ise
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VVV =0V +TL V" -T"V V'
=0,(0v' +T v +T! @ v" +T 7y )-T"V V'
=0’V +0, T VvV +T 0 v +T! 0"+ Tnyk _T"V '

biciminde bulunur. Bu esitlikte 7, s indislerine gore alternelestirme islemi uygulanirsa

2V[rVS]vi =R V'-2S'V (2.39)

denklemi elde edilir. (2.39) denkleminde
=9 ', —o,L, +0T T%-T. T" (2.40)

= 2(6[,F§]k+l“i_‘m‘ T2

olarak alimmustir. (2.39) denkleminin sol tarafindaki terim ve sag tarafindaki ikinci terim

tensér ve v' keyfi vektor oldugundan R!, ifadesi (1,3) tipli tensordiir. Bu tensdre 4,

uzayiin Egrilik tensorii veya Riemannian- Christoffel tensorii denir.

(2.39) formiiliine benzer olarak asagidaki formiiller yazilabilir:

2V Vo, =-RL0, =25V 0, , (2.41)

2V, V0! = R0 ~Rlypn =25V, 0], (2:42)

2V, V j‘ jq =R;;mzj'f’z P+ +ermfj‘l " (2.43)
— Ryt = R 1 = 28KV

(2.41)’e w, kovektdriiniin (2.42) formiiliine ise ¢; afinorunun Ricci 6zdesligi denir.
Keyfi X,Y,Z € A, vektor alanlar1 i¢in egrilik tensoriiniin invaryant formda yazilisi ise
RX,Y)Z=V,V,Z-V,V,Z-VnZ (2.44)
bicimindedir (Kobayashi and Nomizu 1963).

Konneksiyonlarin doniisiimii

Keyfi iki afin konneksiyonlu uzaylarin difeomorfizmine bakalim. Bu durumda, bu
uzaylarin karsilikli noktalarimin koordinatlar1 ayni olacak sekilde uygun egrisel koordinat

sistemi verilebilir. Bu tiir karsilik getirme, ayn1 bir X, differensiyellenebilir manifoldunda iki

keyfi afin konneksiyonun verilmesiyle de olusturulabilir. Bu duruma, konneksiyonlarin
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birinden digerine gegmeye, konneksiyonlarin doniistiiriilmesi veya paralel kaydirma kuralinin

dontstiiriilmesi olarak bakilabilir. Ayn1 manifold {izerinde ¢esitli konneksiyonlar dahil etmek

miimkiindiir. M, manifoldu iizerinde I' f; ve ﬁ;‘ konneksiyon katsayilarina sahip V ve V

konneksiyonlari verilmis olsun. Keyfi v' vektdr alanmin bu konneksiyonlara gore kovaryant

tiirevleri
Vo =0V +T) v, Vv =0, v +T, v"

biciminde olur. Bu iki esitligi taraf tarafa ¢ikarirsak

VoV =V =T v" (2.45)
esitligi elde edilir. Burada

T, =T -T|, (2.46)

bigimindedir. (2.45) esitligi ile verilen T, , (1,2) tipli tensér meydana getirir. Bu tensére afin
deformasyon (gerilme) tensorii denir.

Teorem 2.3.3.1: T/

km >

(1,2) tipli tensér ve I, ise V afin konneksiyonunun

katsayilar1 olmak iizere (2.46) esitligi ile verilen T, katsayilari da diger bir afin

konneksiyonun katsayilar1 olur.
Ispat: (2.46) esitliginden
k Tk k
L =r; =T

g y

yazilir. T'; i¢in konneksiyon katsayilarinin doniistiiriilmesi halinde

Tk k kg1 47 (T K k' k k'
T T = A 4] (T T )+ Al A (2.47)
olur. Burada Tl./k tensor oldugundan

T} = Ap A AT,

1T (2.48)
esitligi elde edilir. (2.48) esitligi (2.47) esitliginde kullanilirsa

Tk k41" 4)' Tk k k'

U =4, 4 AT, + A4
oldugu bulunur. Bu ise, ff katsayilarinin, konneksiyonlarin doniistiiriilmesi kuralina gore

dontistiigiinii ifade eder. Dolayisiyla bir afin konneksiyondur.

Bu teoremin bazi sonuglar1 asagidaki gibi verilmistir:
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1 2
Sonuc¢ 1. I f; ve I' l’; afin konneksiyon katsayilar1 olmak tizere her A skaleri igin

1 2
L+ ATE
kg ij
T (2.49)
degeri de bir afin konneksiyonun katsayilaridir.
Ispat: (2.49) esitligi
k _ ! k /I 2 k ! k 2 0
Ly =T+ T-T) (2.50)

biciminde yazilabilir. (2.50) esitliginin sag tarafindaki ikinci terim tensor oldugundan Teorem

2.3.2’¢ gore T/ afin konneksiyon olur. Yani iki farkli konneksiyon kullanilarak yeni bir

konneksiyon olusturulmus olur.

Ozel halde A =1 alirsak
(2.51)

o 1 2
k . k k . » . .
bulunur. I';; konneksiyonuna I';; ve I'; konneksiyonlarina gére orta konneksiyon denir.

Sonug 2. T afin konneksiyonu verilmis olsun. Bu taktirde, IN“U’.‘ =T, katsayilari da

afin konneksiyon tayin eder.

Ispat: Burulma tensoriiniin ifadesi

oldugundan

T~k k k Tk k

U =T5+25;, T =1 (2.52)
yazilir. Teorem 2.3.2°den dolay1 1:;2 katsayilar1 bir afin konneksiyon belirtir. 1:;; ve F/k,

konneksiyonlarina karsilikli konneksiyon denir.

Burulmasi sifir olan uzaylar

Burulmasiz afin konneksiyonlu uzaylarin burulma tensorii sifira esit oldugundan bu

uzaylarin konneksiyon katsayilar alt indislerine gore simetriktir, yani

ko k _ Tok
F.ji - Fz‘j _Fi/
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olur. Burulmasiz afin konneksiyonlu uzayin herhangi egrisel koordinat sistemine gore

n

koordinatlar1 u',...,u" olan O(u') noktasim alalim ve konneksiyon katsayilarinin verilmis

oldugu koordinat sistemine gore bu noktadaki degerlerinin Ff;. katsayilari ile verildigini kabul

edelim. 8] Kronecker sembolii olmak iizere
W' =8t —Zt")%ffm(u/’ —u )l —u)) (2.53)

bigiminde yeni koordinatlar1 tanimlayalim. Bu ifade »’ den u’ ’ne bir doniisiimdiir. (2.53)

doniisiimii difereniyellenebilirdir ve u’ koordinatlarinin u’ koordinatlarina gére kismi

turevleri
A =6 +8 Th” —u”), 41 =5/ T (2.54)

biciminde yazilir. (2.54) esitligi O noktasinda ve civarinda det (Aj);t 0 sartin1 saglar. Yani,

(2.53) doniisiimii diferensiyellenebilir manifoldun tanimindaki miimkiin olan doniisiimler

sinifindandir. (2.54) tiirev fonksiyonlar1 O noktasinda yazilirsa

A =50, A =5T (2.55)

olur.

Simdi ise konneksiyon katsayilarmin yeni koordinat sistemine gére O noktasindaki
degerlerini hesaplayalim. Bunun i¢in (2.55) ve (2.27) esitlikleri kullanilarak
I=6/606,T"+6.5 T
veya
r,.=o

esitlikleri bulunur. Bdylece burulmasiz afin uzayin her bir noktasinda Oyle bir koordinat
sistemi verilebilir ki, konneksiyon katsayilar1 bu sisteme gore bu noktadaki biitiin degerleri

stfir olur. (2.53) ile verilen koordinatlara normal koordinat sistemi denir.

Burulmasiz afin konneksiyonlu uzaylarda

1. R( )kl = 0,

rs

2. R[mk]l = 0,
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3. V[,Rm]ki =0 (Bianchi-Padov esitligi), (Bianchi’nin 2. 6zdesligi)
esitlikleri gegerlidir.

Bu esitliklerin her {igiiniin de invaryant (tensor) karakter tasidigini dikkate alirsak,

bunlarin ispatin1 normal koordinat sisteminde incelemek yeterli ve daha kolaydir.
Burulmasiz afin konneksiyonlu uzayda simetrik ve regiiler a; tensorii verilmis olsun.

Bu tensoriin tersi @’ olmak iizere, a, tensoriiniin kovaryant tiirevi
Via;, =a (2.56)
seklinde olsun. (2.56) esitliginde indislerin yeri dairesel olarak degistirilerek
owa, —Tja, —Tja, =V,.a

ki **mj kj " mi i

m m _
aiajk _Fij A _Fik a;, = Viajk9

8_/aki —F}Zami —F_;';akm =V .a,,.
esitlikleri yazilir.

Sonuncu iki esitlikten birinci esitlik ¢ikartilirsa
2F;"amk = a,.ajk + Ojal.k —aka,.j - (al.jk +a, —akij) (2.57)
esitligi bulunur. (2.57) esitliginin her iki tarafi @ tensérii ile garpilirsa
A Y
=1 }—ga Hay +a, -ay,) (2.58)
olur. Burada

=

seklindedir. (2.59) ifadesine @, tensoriiniin Riemannian konneksiyon katsayilari, Levi-Civita

67"k(8iajk +0;a, —Gkaﬁ) (2.59)

|~

konneksiyonu veya Christoffel sembolii denir. Burulmasiz afin konneksiyonlu uzayin

konneksiyon katsayilar regiiler ve simetrik @, tensoriiniin Christoffel sembolii ve kovaryant

tiirevleri yardimiyla ifade edilir.

te e #e
Tanmm 2.3.4.1: Burulmasiz afin konneksiyonlu 4, uzaymda e, , :{O ST
192 ++tn e = e

n-vektorii olmak tizere v,v,...,v lineer bagimsiz vektorleri lizerine kurulan paralelyiiziin
1 2 n

hacmi
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V=e. . \1/1 \2/'2 v (2.60)

iiy...Q, n
olsun. v,v,...,v vektorlerinin paralel tasinmasi sonucunda /" hacmi korunursa, burulmasiz 4,
1 2 n

uzayina es afin (denk afin) uzay denir.
(2.60) denkleminden
oe, , =0 veya Vie , =0 (2.61)

wdy

olur. Es afin uzayin konneksiyonu (2.61) denklemiyle belirlenir. (2.61) sart1
akeil...in _inl €si, ., _"'_Fiineil...s =0 (2.62)
biciminde yazilabilir. n-vektoriin antisimetrikligine gore (2.62) sisteminin biitiin denklemleri

Ol —The —..—Tpe, =0 (2.63)

s2..n

denklemine denk olur. e, , = e olarak yazilirsa bu durumda (2.63) esitliginden
I, =0,Ine (2.64)

yazilir. Es afin uzay bu sart ile de karakterize edilebilir. (2.64) esitligindeki es afin

konneksiyonun katsayilari ile belirlenen I',, toplami gradiyentdir. Bu gradiyentin potansiyel

fonksiyonu ise Ine olur.
R, =R, =0T} -0} +TT, -T,T} (2.65)
tensoriine Ricci tensorii denir. Es afin konneksiyonu
R, =R, (2.66)
sart1 ile de karakterize edilebilir.

Burulmasiz afin konneksiyonlu uzaylarda egrilik tensoriiniin R[rsk]i =0 ve R(rs)ki =0

sartlarini sagladigin1 géz ontine alirsak
Rrskk =R _—-R, (2.67)
esitligini yazabiliriz. (2.66) ve (2.67) esitlikleri es afin konneksiyonunun
R, =0

sart1 ile de karakterize edilebilecegini gosterir.
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Tanim 2.3.4.2: Burulmasiz afin konneksiyonlu uzaym her bir noktasindaki tanjant

uzayinda verilen simetrik, (0,2) tipli g tensori, tanjant uzaymn paralel kaydirilmasi
durumunda korunuyorsa bu uzaya metrik uzay ad verilir ve simetrik, (0,2) tipli g, tensoriine
metrik tensor denir.

Tamm 2.3.4.3: Metrik uzaymn g metrik tensorii regiiler ise yani det (gl.j);t 0 ise bu
uzaya Weyl uzay1 ad1 verilir ve W, ile gosterilir.

Tamm 2.3.4.4: Weyl uzayin es-afin uzay olmasi halinde, bu uzaya Riemannian uzay1

ad1 verilir ve V, ile gosterilir.

Riemannian uzay1 burulmasiz konneksiyona sahip olan uzaydir ve bu uzayin

Riemannian konneksiyonu

Vg, =0 (2.68)

sart1 ile karakterize edilir. /, Riemannian uzayinin konneksiyon katsayilari

r; :{g‘}:%gkr(aig;j+ajgir_argij) (2.69)

bi¢iminde verilir. Yani, V, uzaymin konneksiyon katsayilar1 g tensoriiniin Christoftel

sembolleriyle cakisir. (2.69) katsayilartyla verilen konneksiyona Riemannian konneksiyonu

veya Levi-Civita konneksiyonu denir. Diger taraftan Riemannian manifoldu iizerinde Vg =0

sartin1 saglayan ama burulmasi olan konneksiyonlar da vardir. Bu tiir konneksiyonlara ise

metrik konneksiyon denir.

. . s .
Riemannian uzayinda R, g, = R, olmak lizere

L Ry =0
2. Ry =0
3. v[sRij]kl =0

4. Rij(kl) = O

s. Rijkl = Rklij

esitlikleri gegerlidir.
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MATERYAL ve YONTEM

Tanjant Demet
M, ¢~ smifindan 7i- boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold ve M manifoldunun

P noktasindaki tanjant uzay 7;)(]\/[,,) olmak iizere

(M) G.1)

ile tanimlanan 7' (A/ln) kiimesine tanjant demet denir (Yano and Ishihara 1973).

T (M ) ‘nin herhangi bir PeT s (M ) noktasi igin M manifoldu iizerindeki 7' (M,)

n n

tabii demet yapisini iireten 77:7 (Mn) —>M ﬁ(@’) = P dogal demet izdiiglimiinii tanimlar.

v (P) =Pe 1, (Mn) kiimesine M baz uzaymmn P noktasindaki fibresi denir.

fiM,>T (Mn) diferensiyellenebilir doniisiimii ile tanimlanan f kesitine bakalim:
o f =id‘ ", - M manifoldunun keyfi P noktasindaki f (P) goriintiisiinii, 7}(1\4”) ’nin sifir
vektoriine gotiiren £ kesitine sifir kesit denir. [ (Ml) sifir kesiti M baz uzay1 ile ayni

olmas1 nedeniyle M manifoldunun kendisi 7' (A/ln) ’de diferensiyellenebilir imbedding olmus

(icine daldirilmis) altmanifolddur (Yano and Ishihara 1973).

(Xh ), U koordinat komsulugunda lokal koordinatlar olsun. M baz uzayi {U; xh}

koordinat komsuluk sistemiyle ortiilmiis olacak sekilde R" uzayi, R iizerindeki #Z-boyutlu

vektor uzay1 olmak iizere

PeT » (Mn) (P eU ) noktast (P , X ) sirali ¢ifti ile gosterildiginden ve X e R"

. . . 0 .
vektoriiniin bilesenleri E(M) tanjant uzayinda {ah} 5,1 =§ dogal bazina gore P ’nin
yh =Xh (Z =n+l1,..., 2n) kartezyen koordinatlar1 oldugu i¢in Va (U ) cT (Mn) acgik kiimesi

UxR" direkt carpimi difeomorfizm olacaktir. U komsulugunda P:ﬁ(@’) ‘nin koordinatlari
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x" (hzl,---,i’l) ile gosterilirse ve (x”,xz)eﬁ’eﬂ’l (U) oldugu dikkate alinirsa,

7 (U ) cT (M ) acik kiimesinde (x”, xz) lokal koordinatlar sistemi elde edilir ve (xh, xg)

ye, (xh) ’dan indirgenmis (elde edilmis) 7 - (U ) ’daki koordinatlar denir (Yano and

Ishihara 1973).
M manifoldunun P = ﬂ(@’) noktasini i¢eren diger bir koordinat komsulugu {U , xhv}
olmak tizere, 7~ (U ) koordinat komsulugu da P noktasini igerir.

a (U ) koordinat komsuluguna gére P noktasmin indirgenmis koordinatlari

(x", y"y ile belirtilir. Buradaki doniisim kurali

(3.2)

bi¢imindedir (Yano and Ishihara 1973). Burada, xh'(xh); x', x%,...,x" degiskenlerinin ¢ " -

.....

sinifindan olan diferensiyellenebilir fonksiyonlaridir. X' th, X" =th ile gosterilirse (3.2)

doniisimii
x =xH'(xH), H=1,.,n,n+1,....2n (3.3)

olarak yazilir. (3.2) doniisiimiiniin Jakobi matrisi

ox"' A 0
{ax“ jz [Ah'] : A”'] G4
hey h
ile tanimlidir. Burada
g O
axh s “The axhaxg

esitlikleri mevcuttur. (3.2) doniislimiiniin tersi ise

(3.5)

veya
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x=x" (xH') (3.6)

ile gosterilir. (3.5) doniisiimiiniin Jakobi matrisi

a4 o
o )\ 4y A 7

bigimindedir. (3.4) ve (3.7) matrisleri T(M,) tanjant demetin daima yonlendirilebilir

n

oldugunu gosterir (Yano and Ishihara 1973).

M manifoldu iizerinde ¢~ -sinifindan (7” ) S) tipli tiim tensor alanlarinin kiimesi

3, (Mn) ve bunlarm direkt toplami ise

N

o0

3(M,)= 2 3 (M,)

r,s=0

ile belirtilir. Benzer olarak (M, ) tanjant demetindeki uygun kiimeler sirasiyla 3, (T (Mn))

ve S(T (M )) ile gosterilir.

n

Fonksiyonun dikey lifti

f, M ’de bir fonksiyon olmak iizere I (M ) tanjant demette ' f fonksiyonuna

bakalm: f:pm — R ve 7Z':T(Mn)—>Mn olmak iizere * f = for olsun. vf:T(]\/[n)—>R

fonksiyonuna f fonksiyonunun dikey lifti denir. Burada
F(B)= £5y)=ron(B)= £(P)= £(x) (P, e (U). B=(+.s))
olup " f (@’) degeri fibre boyunca sabittir ve P = 7" ( E’) € M, noktasmdaki f (P) degerine
esittir (Yano and Ishihara 1973).
Vektor alaninin dikey lifti

M manifoldu iizerinde herhangi bir X €, (Mn) vektor alani verilmek iizere 7' (A/[n)

tanjant demetinde

"X (1) = (@ X)) (3.8)
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ile tanimlanan * X vektor alanina X vektor alaninin dikey lifti denir (Yano and Ishihara

1973).

Burada @ kovektorii M 'nin U komsulugunda CO:COI-dXi seklindeki koordinatlara

sahip olup U ise ﬂ_l(U) "da lCO:CO,»yi indirgenmis koordinatlarina sahiptir.

(3.8) esitliginden X vektdr alamimin X  dikey liftinin, T (A/[n) tanjant demette

, 0
X= (3.9)

indirgenmis koordinatlara gore bilesenleri

seklindedir (Yano and Ishihara 1973).

1-formun dikey lifti
M manifoldunda weJ (1\/[,1) 1-formu verilmis olsun. T (]\4”) tanjant demetinde @
‘nin dikey lifti olan ‘@€ 3(1) (T (Mn )) 1-formu indirgenmis koordinatlara gore
'w=(m, 0) (3.10)
bilesenlerine sahiptir (Yano and Ishihara 1973).
(3.10) esitliginden her bir 77 - (U ) acik kiimesinde
(dx") = ax" (3.11)
olacak sekilde yazilir (Yano and Ishihara 1973).
Vektor alaninin tam lifti

M manifoldunda X €3, (M,) vektor alam verilmis olsun. T(M,) tanjant demetinde

X vektor alanmmin tam lifti olan ‘X ET%(T (Mn)) vektdr alani indirgenmis koordinatlara

gore bilesenleri

‘X —[Xh J (3.12)
Jox' '

seklindedir. (Yano and Ishihara 1973).
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(3.12) esitliginden her bir 77 - (U ) acik kiimesinde
‘(8,)=0, (3.13)

olur (Yano and Ishihara 1973).

Afinor alanimin tam lifti

M manifoldu {izerinde £ 631 (M ) afinor alani verilmis olsun. 7 (Ml) tanjant

demetinde F afinor alanmin tam lifti olan “F ES}(T (Mn)) afinor alani indirgenmis

koordinatlara gore

e [ F0
ysaSFvih Fh

1

bilesenlerine sahiptir (Yano and Ishihara 1973).

Y — operatori
F, m  izerinde tamiml bir afinor alani olmak iizere 7' (A/[,,) tanjant demetinde

yFe3, (T (%)) vektdr alani indirgenmis koordinatlara gore

yF = G‘F”J (3.14)

bilesenlerine sahiptir (Yano and Ishihara 1973).

n

T Efilz(T (Mn)) olmak iizere, T (M ) tanjant demetinde 7’ eSi(T (M,,)) afinor

alan1 indirgenmis koordinatlara gore

0 0
]/T:(O o ] (3.15)
s h

bilesenlerine sahiptir (Yano and Ishihara 1973).

Yatay lift

M, , diferensiyellenebilir manifoldu iizerinde V afin konneksiyonu verilmis olsun.

Keyfi X €3, (Mn) icin
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HX:CX—(VVX) (3.16)
ile tanimlanan "X E:%(T (Ml)) vektor alanina, X vektor alaninin yatay lifti denir ve burada
(V,X) =A(VX)
seklindedir (Yano and Ishihara 1973).

X ’in "X vyatay lifti, T (M,) tanjant demeti iizerindeki indirgenmis koordinatlara

gore

HX_ Xh 1
| (3-17)

bilesenlerine sahiptir. Burada
I =yT/ (3.18)
seklindedir.
Fe3(M) in T (]Wn) tanjant demeti iizerindeki ” F  yatay lifti
"F=CF-(V,F) (3.19)
ile tanimlidir (Yano and Ishihara 1973).

Burada VyF
(V,F)=y'V F'0. ®dx" (3.20)

seklinde tammhdir. F ’in " F yatay lifti, 7 (A/[n) tanjant demeti iizerindeki indirgenmis

koordinatlara gore

, E0
"=lpEare B G.21)

bilesenlerine sahiptir (Yano and Ishihara 1973).
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Kovektor alaminin dikey lifti

0)6310 (]Wn) iizerindeki @' :Q)Bé:BA lokal bilesenlerine sahip ve koordinatlari
Ct)za)ldxi seklindeki 1-form olmak ilizere @ 1-formunun dikey lifti olan ‘o vektor alani

T (M,,) kotanjant demetinde indirgenmis koordinatlara gore

. (o
0= o (3.32)

bilesenlerine sahiptir (Yano and Ishihara 1973).

Vektor alaninin tam lifti

M manifoldu iizerinde X €3, (M,) vektor alami verilmis olsun. T (M,) kotanjant

n

demetinde X vektor alanmnm tam lifti olan ‘X € 3 (T *(M )) vektor alani indirgenmis

n

koordinatlara gore

‘X = 4 (3.33)
y —pl.(@hXi) ‘

bilesenlerine sahiptir (Yano and Ishihara 1973).

Afinor alaninin tam lifti

M manifoldu iizerinde F 631 (Mn) afinor alani verilmis olsun. T (Mn) kotanjant

demetinde F afinor alaninin tam lifti olan F ES}(T *(Mn)) afinor alani indirgenmis

koordinatlara gore

h

- ( F 0,} (3.34)
p,(0,F; =0,F") Fj

bilesenlerine sahiptir (Yano and Ishihara 1973).

Y — operatorii

X, m , tuzerinde tanimli bir vektor alani olacak sekilde T (M,,) kotanjant demeti

tizerindeki y X fonksiyonu

yX=p X (3.35)
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ile tanimlanir.

F', v tzerinde tamiml bir afinor alani olacak sekilde T (Mn) kotanjant demetinde

yFe3, (T " (M ., )) vektor alani indirgenmis koordinatlara gore

yF = [(; F_Sj (3.36)

bilesenlerine sahiptir (Yano and Ishihara 1973).

n

TeJ, (M ) olmak iizere, T (Mn) kotanjant demetinde 7T eSi(T *(Mn)) afinor

alan1 indirgenmis koordinatlara gore

0 0
;/T:(p - O] (3.37)

Ji

bilesenlerine sahiptir (Yano and Ishihara 1973).

Vektor alaninin yatay lifti

Mm , diferensiyellenebilir manifoldunda V simetrik afin konneksiyon olmak iizere

keyfi XGT%(Mn) icin

"X =X+1VX) (3.38)
ile tanimlanan “X € 3 (T " (Mn)) vektor alanina, X vektor alaninin yatay lifti denir ve
burada X * ’in VI-XS kovaryant tiirevi

S\ : T S

VX)=0X"+X L'
seklindedir (Yano and Ishihara 1973).

X ’in "X vyatay lifti, T (Mn) kotanjant demeti iizerindeki indirgenmis koordinatlara gore

u }rl
x=" (3.39)
X,

bilesenlerine sahiptir. Burada
Fjl. =psrj ; (3.40)
seklindedir.
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Afinor alaninin yatay lifti

F Ej(M,) in T (Mn) kotanjant demeti iizerindeki ” F yatay lifti

"F="F+)[VF] (3.41)

ile tanimhdir. Burada [VF ], keyfi X,Y 632)(]\4,,) vektor alanlari igin

[VFI(X, 1) =V, (FY)+V,(FX) (3.42)

ile taniml (1,2) tipli bir tensér alamdir. < ’in “ F yatay lifti, T (Mn) kotanjant demeti

tizerindeki indirgenmis koordinatlara gore

p F! 0
F= [ (3.43)
I F; +T,F F,

hs™ i

bilesenlerine sahiptir (Yano and Ishihara 1973).
Yari-Tanjant Demet

M ile Bm sirastyla ¢ ©  smifindan 7 ve M1-boyutlu diferensiyellenebilir manifoldlar

ve 74 ZM —>Bm submersionu tarafindan tanimlanan diferensiyellenebilir bir demet olsun. Bu

demette ab,...=1,..n-ma,B,...=n—-m+1,..,n;i,j,..=1,2,..,n olmak uzere,

(xa,xa):(xj ) lokal koordinat sistemine gore x“ ’lar Bm ‘nin lokal koordinatlari, x* ’lar ise,

74 IM —>Bm demetinin fibre koordinatlaridir (Vishnevskii et al. 1985). (xa"xa') demetteki

bir diger yerel koordinatlar olmak iizere

{xa’ = ("), (3.44)

doniigiimii yazilir. (3.44)’de belirtilen doniisiimiin Jakobi matrisi
(s 7
X 0 A
bi¢imindedir.
I(B,), B, *in (x= I, (x), X = (x”,xa) €M) X noktasindaki tanjant uzayi olsun.
7;(Bm) uzayindaki {aa} dogal catisna gore X ’in bilesenleri X “=dx” (X ) olmak iizere,
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M , manifoldu iizerinde lokal koordinatlar (X[) Z(Xa,xa,xa) , (x= y“ , a =a+m,

I=1,...,n+m) olan f(Bm) yari-tanjant demeti (pull-back demeti) elde edilir (Husemoller

1994; Lawson and Michelsohn 1989, Salimov and Kadioglu 2000, Steenrod 1951, Duc 1979,
Vishnevskii et al. 1985).

f(Bm) yari-tanjant  demeti, B, iizerinde dogal demet yapisina ve
T (xa,xa,x;) —>(x") seklinde tammli 77:#B)—>B, izdiisimiine sahiptir. Eger,
T, :(xa,xa,x;) —(x",x%) ile, 74 :H(B)—>M, doniisiimii tanimlanacak olursa; #(B,), M,
lizerinde de bir demet yapisina sahip olur. Buradaki izdiisiim doniisiimleri arasinda 7=74 °7,

esitligi yazilabilir (Salimov and Kadioglu 2000). Boylece (t(Bm),@oﬂ'g) kompozit demeti

veya step-like demeti tanimlar (Ostianu 1974; Poor 1981).

M nin lokal koordinatlarmmn (3.44)’e gore, f(Bm) iizerinde belirttigi koordinat

n

doniisimii
x = x (xb,xﬁ),
X =x(x"), (3.45)
fothes

seklindedir. (3.45) doniisiimiiniin Jakobi matrisi
A A;' 0
A=4'=| 0 45 0 (3.46)
0 4z A
ile gosterilir. Ayrica burada

o o’x”
Ba axﬂaxa

seklindedir. (3.45) donilistimiiniin tersi yazilirsa
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x = x(x", x"),

x* =x“ (xﬂ'), (3.47)
o

elde edilir. (3.47) doniisiimiiniin Jakobi matrisi

AL 40
(4.)=| 0 45 0| (3.48)
0 A5 A5

ile gosterilir. (3.46)’da belirtilen matris i¢in

Det(4)#0, Det(4;)#0

oldugundan Detd #0 ’dir. Yari-tanjant demetin boyutu diHY(Bm):n‘i‘m olur (Duc 1979;
Vishnevskii et al. 1985). Ozel olarak %= olmast durumunda #(B,) yari-tanjant demeti,
T(M) tanjant demetine doniisiir (Salimov and Kadioglu 2000). Pull-back demetinin yiiksek

mertebeden durumlara genellemeleri Pontryagin demetleri olarak bilinir (Pontryagin 1950).

F (B ), Bm tizerindeki ¢~ smifindan reel degerli fonksiyonlarin belirttigi halka

m

olmak tlizere, Bm *deki ( D, q) tipli tiim tensor alanlarinin F ( Bm) tizerindeki modiilii 35 (Bm)
ile gosterilir.

Bu tez ¢alismasinin amaci (0,2) tipli tensor alanlarinin yari-tanjant demete dikey, tam
ve yatay liftlerini tanimlamak ayrica bunlarin metrik 6zelliklerini incelemektir (Eker 2019a,

2019b).
Fonksiyonun dikey lifti

f, Bm tizerinde tanimli bir fonksiyon olmak iizere, Z(Bm) yari-tanjant demeti

uzerinde, 7. f(Bm) —>Bm ve f = f o7  dontgiimleri vasitasiyla tanimlanan [

fonksiyonunun dikey lifti
Wf:v ‘fojz'2 :f’oﬂ'1 072'2 :foﬂ'
seklindedir (Ay 2013).

Buradan
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YO, x ) = f(x) (3.49)
elde edilir. Boylece " f degeri 7. f(Bm) —>Bm “deki her bir fibre boyunca sabittir (Ay 2013).

Vektor alanminin dikey lifti
Y SB (Mn ) , X=X“(x")0, olmak iizere =N (x*,x*)0, + X“(x*)0, seklindeki

bir izdiisiimii olan vektor alanimin f(Bm) yari-tanjant demetine dikey lifti indirgenmis

koordinatlara gore bilesenleri (Vishnevskii 2002)

0
"=lo (3.50)
X{Z

seklindedir. Buradan ve (3.46) esitliginden (| X')=A( X) elde edilir (Ay 2013).

Kovektor alaninin dikey lifti

@, Bm lizerindeki @), lokal bilesenlerine sahip ve koordinatlarla ifadesi @@= a)adxa

seklinde olan 1-form olmak iizere @ 1-formunun f(Bm) yari-tanjant demetine dikey lifti

indirgenmis koordinatlara gore

" w=(0, ,, 0) (3.51)

bilesenlerine sahiptir. Buradan ve (3.46) esitliginden (WUU):A(WCJ) oldugu goriiliir (Ay
2013).

Fonksiyonun tam lifti

Eger f = f (Xg X ), Bm iizerinde bir fonksiyon ise f fonksiyonunun Z(Bm) yari-

tanjant demetine tam lifti
“ f=(u(df))=x"0,f =0, f (3.52)

ile tanimlanir (Salimov and Kadioglu 2000).
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Vektor alaninin tam lifti
Y e 3, (Mn ) , X=X“(x")0, olmak iizere =N (x“,x*)0, + X“(x*)0, seklindeki

bir izdiislime sahip olan vektor alaninin t(Bm) yari-tanjant demetine tam lifti indirgenmis

koordinatlara gore (Vishnevskii 2002)

@a
Y=l xe (3.53)

bilesenlerine sahiptir. Buradan ve (3.46) esitliginden (w@' ") :Z(CL@) elde edilir (Vishnevskii
et al. 1985).
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ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

(0,2) Tipli Tensor Alanimin Dikey Liftleri

G=G,dx" ®dx” ile tanimli G e I2(M) tensor alanmin t(B,) yari-tanjant demetine

dikey lifti

"G="G,)=/0 G, 0 4.1

bilesenlerine sahiptir. (3.48) kullanilarak "' G,., = 4/.47.(" G,,) esitligi ispatlanabilir. (0,2) tipli
"G tensor alanma G e T35 (M, ) tensor alaninin #(B,)) yari-tanjant demetine dikey lifti denir.

Det("™ G) =0 oldugu i¢in agagidaki teorem elde edilir:

Teorem 4.1.1. #(B,) yari-tanjant demet siradan (trivial) ™G metrigine sahiptir.

Teorem 4.1.2. G, B, ilizerinde (0,2) tipli tensor alan1 olmak iizere .Y e Iy(M )
vektor alanlari i¢in asagidaki esitlikler gecerlidir:

i) VVG(VVX’ VVY) — 0’

ii) VVG(VVX’ CCY) — O’

i) "G(“X,"Y)=0,

iv) "G(“X,“Y)="(G(X,Y)).

ispat. (i) ¥, ¥ e 3\ (M) ve Ge3)(B,) olmak iizere, (3.50) ve (4.1)’den,

va( va’ WY) — vaU va[ vvyJ

:WGab WXa WYb_I_WG WXa WYﬁ—I_WG*WXa VVYE
T aﬂT aﬁT

w w ya wyb w wya wyf w wya wyfS
+Gab)0( Y+Gaﬂ)0( Y+Ga7})0( Y

—_—
0

+va;b vaa vvyh + vaEﬁ vaa vvyﬁ' + VVG;E vaa vaﬁ'
0 0

=0
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elde edilir.

(i) W,¥ eI (M) ve GeI(B,) olmak iizere, (3.50), (3.53) ve (4.1)’den,
WG(WX’ L’CY) — WGH WXI cch

— WGab vaa ccyh + va an ccyﬂ + VVG _ WXa CCYB
T aﬂ T aﬂ T
+WGab vaa ccyb + vaaﬁ vaa Ccyﬂ + VVG _ vaa CCYE
T T aﬁ T

+ va;b VVXE ccyb + WGaﬁ. vaE chﬂ + va;B vaa ccyﬁ
e 0 0

elde edilir.

(iii) W, Y e 3L (M) ve G € 32(B,) olmak iizere, (3.50), (3.53) ve (4.1)’den,
va(ch’ WY) — vaU chI vvyj

— va cha vvyb + va cha vvyﬂ J va _ cha vvyﬁ
ab — aﬂ — af
0 L

+WGab cha WYb + va cha vvyﬂ + VVG B cha vaﬁ
—— af — ap
° e

+ WGab C(’Xa vvyb + va;ﬂ ch& vaﬂ + WGEE ch; VVYE
0 0 0

=0
elde edilir.

(iv) X,¥Y e 3 (M) ve Ge3)(B,) olmak iizere, (3.49), (3.50), (3.53) ve (4.1)’den,
va(ch’ ccy) — WG[J chI chJ

— WGab cha CCYb + vaaﬁ cha ccy,b’ + vaaZ; cha ccyﬁ
0 B I a
0

+ WGab (?ch ccyb + vaaﬂ cha ccyﬂ + VVG B (?ch ccyﬁ
— ap
’g —_— [ S——

« 5
0 Gy XY 0
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+ Wng ch& ccyb + vaEﬂ ch& ccyﬁ + WG;B chE ccyﬁ
0 0 O"

=G, XY =" (G(X,Y))
elde edilir.

(0,2) Tipli Tensor Alaninin Tam Liftleri
Ge 3M,), G=G,, (x“ )dx"’ ®dx” izdiisiimii ile tammli M, iizerinde (0,2) tipli bir

tensoOr alani olmak lizere (x“, x*) koordinatlarina gore,

@:(@a){g Gw(()X“)]

bilesenlerine sahiptir (Vishnevskii 1985). (0,2) tipli @ izdiistimlii tensor alanmin t(B,) yari-

tanjant demetine tam lifti

0 0 0
m@;z(c@u)z 0 ¥8,G, G, | (4.2)
0 G, 0

seklindeki bilesenlere sahiptir. Burada (3.46) kullanilarak <G, = A/4%.(“G,) esitligi
kolaylikla gosterilebilir (Vishnevskii 1985).

Burada
Det(“G)=0
oldugu i¢cin asagidaki teoremler yazilir.

Teorem 4.2.1. ¢(B,) yar tanjant demet, “G dejenere metrigine sahiptir (V.

Vishnevskii 1985).

Teorem 4.2.2. G, M . uUzerinde tamimh (0,2) tipli izdisimli tensér alam ve

I’

¥, ¥ e 3\ (M) olmak iizere;
i) “6(7X,"Y)=0,
i) 607X, ") =" (GX.Y)),
i) “ 6" X, ") ="(G(X, 1)),
iv) 6", ¥ ="(G(x,7))
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esitlikleri gegerlidir.

ispat: (i) W, ¥ €3\ (M,) ve Ge3IUM,) olmak iizere, (3.50) ve (4.2)’den,
CC@V(WX’ WY) — CC@U val WYJ

cc cc cc n
=G "X Y+ G XY+ G X Y
— [ S—_—] —
0 0 0
+ 6w XY+ G XY + G X Y
0 0 0

+ G XY+ G XY + G XY
OV OV T
-0
elde edilir.

(i) X, ¥e3 (M) ve GeIU(M,) olmak iizere; (3.49), (3.50), (3.53) ve (4.2)’den,
cc @(WX’ cc@,) _ cc @U WXI cc @7.]

_ cc@ab WXa cc@,b +cc@aﬁ WX“ cc@,ﬁ-'_cc@(lﬁ WX” cc@ﬂ
0 0

0
cc ccb cc cc p cc cc E
NG e T G N B T
0 0 0

cc —~ccb cc —~cc1p cc — cc ﬁ
+ 00 XY + G X Y 1 G v x Y
[ —) \ S
0 Gop x« yf 0

=G, XY ="(G(X,Y))
elde edilir.

(i) X,¥ e 3\ (M,) ve GeI2(M,) olmak iizere; (3.49), (3.50), (3.53) ve (4.2)’den,
cc @(cc@r’ WY) _ cc @]J cc@'] WYJ
_ cc ab cc a W + cc aﬂ cc a W + cc aﬁ cc a w n
G X Y+ G, XY+ G N Y
RS o v

+cc @ah cc @ra WYb n cc @aﬁ cc @ra WYﬂ + cc @aﬁ cc @'a WYE
0 0 G X“ YA

ap

N cc @ah cc Q& WYh + cc @aﬂ cc Q& Vvyﬂ N cc @;B cc Q& WYE
[ S —] —_ e —
0

0 0
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=G, XY =" (G(X,Y))
elde edilir.

(iv) X,¥e3 (M) ve 6e3(M,) olmak iizere; (3.50), (3.52), (3.53) ve (4.2)’den,
CC@(CC@', cc&r) _ CC@]J cc&] ccgj?J
_ cc @ab cc@ya cc @b " cc @aﬁ cc@a cc @,ﬂ n cc @aﬁ cc@a cc &ﬂ
0 0 0

+ cc ab cc @'a cc@ + cc @aﬂ cc @'a chﬁ LC@[XB cc @'a chﬁ

0 }aG X“ Ga/, x“ )ﬁyﬁ

n cc - cc@'& cc@b n CC@aﬂ cc@j cc?ﬂ 4 00@77 cc@'a cc@ﬁ

& a B
0 Gy 10,X% Y 0

¥ (0,6, ) XY" + G, Xy (0,Y)+ G, 0" (0,X°)Y”
=°0,(G,,XY") =" (G(X.,Y))
elde edilir.
Ayrica, (4.1) ve (4.2)’ye gore, “g ile

G =6+ "G

seklindeki yeni bir (0,2) tipli izdiigiimli tensor alan1 tanimlanacak olursa, bu tensér alani

(x“,x%,x*) koordinatlarina gore

0 0 0) (0o o o) (0 0 0
6 =0 »90.G, G,|+0 G, 0|=|0 »0,G,+G, G,
o G, o0){o o o) (o G, 0

bilesenlerine sahiptir.

cc@*, (0,2) tipli G tensor alanmin #(B,) yari-tanjant demetine deforme olmus tam

lifti olarak tanimlanir. (3.48)’den kolaylikla G 1= A4 @*u) oldugu gorilir.
Ispat: Burada kolaylik adia sadece “G s bilesenini hesaplarsak (3.48)’den

G ap = ALAL G+ A2AL G+ 424] G
%,—J T

I 0
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— ccr1* - cer* — S occr*
+A45.4,, 6w+ A° Ay, 6 o+ Al AL 6 27
— —_— —

0 A7 4% Gap 0

= A3 A)(170,G, 5+ G )+ 7 (0, 40) A5G 5 + (0, 45) A5G,
= AL AN (10,6, )+ AL ALG 1+ (0,4 A5G s+ (0, 45) A0G, 5
= 170, (AL ALG o)+ Gy = 97 0,G i+ G
elde edilir. Bu sekilde kolaylikla “G -, nin diger bilesenleri de bulunabilir.
Dolayisiyla,
G =46 )
elde edilir. Buradan
Det(“6)=0
olur.
Teorem 4.2.3. #(B,)yar-tanjant demeti dejenere deforme olmus “g’ metrigine
sahiptir.
(0,2) Tipli Tensor Alaminin Yatay Liftleri
F € 3,(B,) icin, yF vektor alan1 (x“,xa,xa) koordinatlarina gore

0
yF=WF)=|0 4.3)
y:‘,‘Fa

&

seklindeki bilesenlere sahiptir. Burada (yF)'= A(yF) oldugu (3.46) yardimu ile kolaylikla

gosterilebilir.

Se3%B,) igin, (0,2) tipli yS tensér alam (x*,x%,x%) ve (x’,x”,x”)

koordinatlarina gore

0 0 0
yS=(S,)=|0 ¥°S,., 0 (4.4)
0 0 0
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seklindeki bilesenlere sahiptir. Burada (yS)'= 4;.4].(yS) oldugu (3.48) yardim ile kolaylikla

gosterilebilir.

Xe3\(B,) izdisimii olmak iizere, X €J,(M,) izdiisimli vektor alani olsun

(Vishnevskii 2002). iy izdistiimlii vektor alaninin #(B,)) yari-tanjant demete yatay lifti

H]—l@r:c’t,’@_y(v%

ile tanimlidir.

Burada V, B, diferensiyellenebilir manifoldunda simetrik afin konneksiyon belirtir.

Burada ayrica “W ve y(V@' ) vektor alanlar1 (x,x“,x*)koordinatlarma gore t(B,)

yari-tanjant demette sirastyla

X’ 0
W)= x> ne=(nviy )0
yo.x yV.X

lokal bilesenlerine sahiptir.
X‘nin V_ X kovaryant tiirevi
N _ & B &
(V,X°)=0,X"+X"T,°,
ile tanimlidur.

Y  izdiigimli vektdr alamnin t(B,) yar-tanjant demetine Y yatay lifti

(x*,x%,x%) indirgenmis koordinatlarina gore

@KJ
HHX:(HHXI): V& (4'5)
a B
-, X
bilesenlerine sahiptir. Burada
r,=yTS2, (4.6)

esitligi gecerlidir.
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B, in U komsulugunda G,,, G=G,, (x“)dx“ ®dx” lokal bilesenlerine sahip olan

HH _
g e 39(M,) izdiigiimlii tensdr alaninin #(B,) yari-tanjant demete ¢ yatay lifti (x*,x“,x")

ve (x,x”,x”) indirgenmis koordinatlarina gore
"6="6-v 6="6-/4v6] 4.7)
ile tamimlidir. Buradaki (0,2) tipli [VG] tensor alam
VG =yV, G, dx" @dx” (4.8)
ile tanimhidur.

(4.2), (4.4), (4.7) ve (4.8) kullanilarak € yatay liftinin (x*,x",x“) koordinatlarma

gore #(B,) yari-tanjant demetinde

0 0 0

"e="6=l0 yI°G +vT°G G
- IJ) - y & a-of +y e faoc af (49)

0 G, 0

bilesenlerine sahip oldugu goriiliir. Burada G, lar G € 39(M ) tensér alaninin, r,7, «B,)

yari-tanjant demeti tizerindeki V nin bilesenleridir. I'* ; lar ise (4.6)daki gibi tanimlidir.

Ispat: (4.2), (4.4), (4.7) ve (4.8) kullanilarak

0 0 0) (0 0 0

HH & o (e £ & o (e
6=0 yT°.G,+vT7,G, G,|=0 »0G,~©G,T°.G,~T.G,) G,
0 G, 0/ (0 G, 0

0 0 0 0 0 0

=[0 ¥9,G, G,|-|0 ¥V.G, 0|="6-y1VE]
o G, o0Jlo o o0

elde edilir.

Teorem 4.3.1. G, M, de (0,2) tipli izdlistimli bir tensér alani ve .Y e Iy(M )

olmak tizere,

iy "6 x, 1) =0,
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i o X, =" (G ),
iy " 6mx,""¥)="(G(x.Y)),
"o, =" (6x, )
esitlikleri gegerlidir.

ispat: (i) W.¥e3 (M) ve 6e30(M,) olmak iizere, (3.50) ve (4.9)dan,
HH@(WX’ Wn — CC@U WXI vvyJ

HH HH HH y:
— @ab vaa VVYb + , an vvyﬂ + @ai an vvyﬂ
— — —
0 0 0
HH HH HH iy
+ G TXOY T G PXO Y T Gap XY
0 0 0

+ @, VVXE vvyb + Hij @;ﬂ vaa vaﬁ‘ + HH @aﬁ va& vvyﬁ
J e
=0
elde edilir.

(i) W,Ye3 (M) ve 6 eI (M,)olmak iizere, (4.5) ve (4.9) dan,
HH@(HH@,’HH%:HH@UHH@JHH&J
=6, WY 6, Y s Y

0 0 o

n HH @ab HH @a HH ?b n HH @aﬂ HH @a HH ?ﬂ n HH @aﬁ HH @a HH ?ﬁ
%/_/

0

N HH @Eh HH@,Q HHQrb N HH@gﬂ HH@,E HH@/)’ N HH@77 HH@«Z HH @ﬁ
0 0

=(V'T.7, Gy +¥T,7,G,, ) XV +G X" (-y°T,/ Y7 )+ G, Y" (-y°T,/ X7)
=" (GX.Y))-7V(G(X.,Y))]
_ HH (G(X,Y))

elde edilir.

(iii) W, Y e 3L (M) ve G e 3%(M,) olmak iizere; (3.49), (3.50), (4.5) ve (4.9) kullanilarak,

45



HH@(WX’ HH@r) _ HH@]J WX1 HH@,J

_ HH @ab wya HH @,h N HH @aﬁ wya HH @,ﬂ N HH @aﬁ wy HH @,ﬁ
0 0 0

HH HH b HH HH B HH HH [
R i - I e - PR
0 0 0

N HH @Eh WXE HH @,b N HH @Eﬂ WXE HH @ﬁ N HH @Eﬁ WX; HH @(ﬁ
0 0

=G, XY’ ="(G(X,Y))
elde edilir.

(iv) ly ,@’ e 3, (M,) ve de 39(M,) olmak iizere; (3.49), (3.50), (4.5) ve (4.9) kullamlarak,
e, vyry=""g, " »y’

G Ry G, Ty G Ry
0 0 0

iy HH o HH @a WYb " HH @aﬂ HH @'a WYﬂ . HH @aﬁ HH @'a WYE
— ——

0 0

N HH @;b HH @,E WYb N HH @;ﬂ HH @,E WYﬁ N HH @Eﬁ HH @,E WYE
0 0 R

=G, XY ="(G(X,Y))

elde edilir.
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)

2

(€))
(C))

SONUC

Bu tezde; Yari-tanjant (pull-back) demete (0,2) tipli tensor alanlarinin dikey, tam

ve yatay vb. liftleri tanimlandi.

Yari-tanjant (pull-back) demete tanimli (0,2) tipli tensor alanlarinin dikey, tam ve

yatay vb. liftlerle ilgili ¢esitli problemler arastirildi.
Yari-tanjant demette ¢esitli metrikler sunulmustur.

Yari-tanjant demetteki elde edilen yeni dejenere (singiiler) metrikler ile gelecekte

fizik alaninda ve diferensiyel geometride ¢ok sayida ¢alismalar yapilacaktir.
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