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Diferansiyel doniisiim yontemi kullanilarak lineer ve lineer olmayan diferansiyel denklemler
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In this study, the differential transform method is used for solving fractional
differential equations. Especially Bagley-Torvik equation which has an important role in
fractional differential equations has been analysed by this method. Using differential
transform method, linear or nonlinear differential equations can be tansformed into simple

algebraic equations. Then these equations can be easily dealt with and solved systemically.

Key words: Fractional Differential Equations, Differential Transform Method, Bagley-

Torvik equation.

il



ICINDEKILER

L GIRIS . 1
1.1, AMAG V& KAPSAIM......viiiiieiiieiiieiiecie ettt ettt ettt stee e veeseaeebeesaseenseessseensaesaseens 1

1.2, Literatiir OZeti. ... ...oieeie e, 2

2. TEMEL KAVRAMELAR. ...t e e 4
2.1. Adi diferansiyel denklem............oooiiiiiiiii e 4

2.2. Kismi diferansiyel denklem. ..o 4

2.3. Kesirli integralin sagladigi bazi 6zellikler.................oooiiiiiiiiiii 7
3.BAGLEY-TORVIK DENKLEMI........uiiiiiiiiiiiiiiiici e 10
3.1. Bagley-Torvik denkleminin tarihgesi............ooeiiiiiiiiiiiiiiiia 10

3.2. Bagley-Torvik denkleminin elde edilmesi..............coooviiiiiiiiiiiiiiiiiinnn, 11

3.3. Bagley-Torvik denklemiyle ilgili yapilan ¢aligmalar............................o... . 15

4. DIFERANSIYEL DONUSUM YONTEMI........oooiiiiiiiiiiiiii e, 17
4.1. Kesirli DOntstim YONtemI. ......ooouuiiiiit it 19
5.DIFERANSIYEL DONUSUM YONTEMI ILE KESIRLI DIFERANSIYEL
DENKLEMLERIN COZUMLERI. ......oiuiiiii e, 22
5.1. Kesirli Diferansiyel Denklemlere Yontemin Uygulanmasi........................... 23

6. BAGLEY-TORVIK DIFERANSIYEL DENKLEMININ DIFERANSIYEL DONUSUM
YONTEMI iLE COZUMU VE DIGER METODLARLA KARSILASTIRILMASI........... 29
7.GENEL SONUC VE ONERILER.........ccooiiiiiiiiii e, 36
8. TABLO VE MAPLE KODLARI. ...t 37
KAYNAKL AR . e e 46

iii



ONSOZ

Diferansiyel denklemler, o0zellikle lineer diferansiyel denklemler ve kesirli
diferansiyel denklemler teorik ve pratik bakimdan biiyiikk 6nem tasimakta ve biitiin fen ve
miihendislik bilim dallarinda ¢ok genis bir uygulama yeri bulmaktadir.

Bu ¢alismanin ilk boliimiinde bu tezin yapilma amaci belirtilmis ve simdiye kadar
yapilan calismalar hakkinda bilgi verilmistir. Sonraki bdliimde ise diferansiyel denklemler
hakkindaki temel kavramlar aktarilmistir. 3. boliimde kesirli cebir literatiiriinde 6nemli bir
yere sahip olan Bagley-Torvik denkleminin detayli bir analizi yapilmistir. 4. ve 5. boliimlerde
sirastyla Diferansiyel Donlistim yontemi ve bu yontemin kesirli diferansiyel denklemlere
uygulanmasi hakkinda gerekli tanim ve teoremler verilmig, konu hakkinda ornekler
¢cOziilmiistiir. 6. bolimde Bagley-Torvik denkleminin diferansiyel doniisim metoduyla
¢ozlimii verilmis diger metotlarla yapilan ¢oztiimlerle karsilagtirmali grafigi verilerek metodun
kullaniglilig1 gosterilmistir. Son boliimde ise calismadan elde edilen sonuglar verilmis, temel
bazi doniisiimler tablo halinde gosterilmis ve bazi maple kodlar1 eklenmistir.

Tez konusunun sec¢imi ve yiritiilmesi konusundaki yardimlar1 ve yakin ilgisinden
dolay1 saymm hocam Yrd. Do¢. Dr. Aydin KURNAZ’ a, tavsiyelerini hi¢bir zaman eksik
etmeyen saym hocam Dog¢.Dr. Galip Oturang’ a, yardimlarindan dolayr Ars. Gor. Yildiray

Keskin’ e ve destegini esirgemeyen herkese tesekkiirlerimi sunarim.

Yicel Cenesiz
Konya, 2007
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1. GIRIS

1.1. Amac¢ ve Kapsam

Diferansiyel Doniisiim Yontemi kullanilarak karsilasilan karmagik ve yiiksek
mertebeden kismi tiirevli diferansiyel denklemler (1s1 iletim denklemi, dalga
denklemi, Poisson denklemi gibi) ve diger miihendislik problemlerinin ¢dziimiinii
elde etmek miimkiindiir. Kullanilan yontem, kullanim agisindan elverisli ve ¢abuk
sonuca gotiiren bir yontemdir. Laplace ve Fourier doniisiimleri gibi yontemlerle
karsilagtirildiginda, doniisiim yontemi daha pratik ve daha zaman kazandirict ve
bilgisayar programlamasina uygundur.

Bu yontem kullanilarak kismi tiirevli diferansiyel denklemler cebirsel
denklemlere doniistiiriilebilir ve eclde edilen cebirsel denklemler de bazi basit
islemlerle kolaylikla sistematik bir sekilde ¢oziilebilir. Ayrica diferansiyel doniisiim
metodu diger yaklasik ¢6ziim yontemleriyle karsilastirildiginda daha kolay ¢oziime
ulastirir. Buna ek olarak diferansiyel doniisiim metodunun lineer ve lineer olmayan
problemlerin ¢Oziimiiniin yan1 sira, slirekli olmayan sinir sartlarina sahip

problemlerin ¢éziimiinde de calistig1 da goriilebilir.



1.2. Literatiir Ozeti

Zhou (1986) calismasinda ilk olarak Diferansiyel Doniisiim Ydntemini,
elektrik devre analizlerinde otaya ¢ikan lineer ve lineer olmayan baglangic deger
problemlerini ¢ézmek ic¢in ortaya koymustur. Chen, C.K., Ho, S.H.( 1996) ise
calismasinda, diferansiyel doniisim (DT) metodunu o6zdeger problemlerine
uygulamgtir. Ozdegerlerin ve 6zfonksiyonlarin bulunmasinda kullamlan en g¢ok
bilinen yontemler olan Ritz ve Galerkin yontemlerinde, i>2 i¢in i. 6zdegerin
bulunmasi oldukga gii¢ olup Chen ve Ho yaptiklari calismada diferansiyel doniistim
(DT) metodu ile 6zdegerleri ve 6zfonksiyonlar1 elde etmislerdir. Daha sonra Chen,
CK., Ho, S.H.; (1999) yalmizca adi tiirevli diferansiyel denklemler igin
uygulanabilen diferansiyel doniisiim metodunu, bu calismayla birlikte ilk olarak
kismi tiirevli diferansiyel denklemlere genisletmis olup bunun i¢in iki boyutlu
diferansiyel dontigimii tanimlamistir. Ayrica Jang, M.J.,, Chen, C.L., Liu,
Y.C.;(2000) calismalarinda, ilk olarak lineer ve lineer olmayan baslangic deger
problemleri gridler yardimiyla diferansiyel doniisiim yontemi kullanarak
¢cozmiislerdir. Niimerik yontemlerde siklikla gridlerden faydalanilmasina ragmen ilk
olarak bu caligmada dikkate alinmis olmakla birlikte hem daha iyi sonuglar elde
edilmis hem de ¢Oziimiin global hatas1 kontrol altina alinmistir. Bunlara ek olarak
Ayaz, F., (2004). calismasinda lineer cebirsel-diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinii
DT metodu ile inceleyerek konuyla ilgili 6rneklerden elde edilen sonuglar analitik
¢oziimlerle karsilagtirmistir. Kurnaz A., Oturang, G. (2005) calismalarinda ise ; DT
metodunu ¢oziimiin arandig1 araliktaki ¢6ziim fonksiyonu gridlere bolerek sistemlere
uygulamis bodylece ¢oziim fonksiyonu her bir alt aralik icin bulunarak ¢6ziime
yaklasilmistir. Bununla birlikte hata kontrolii yapilarak hata icin sisteme girilen iist
sinira bagl olarak, alinmasi gereken minimum grid sayisi tespit edilmistir. Ertiirk V.
S., Momani S., Odibat Z. (2007) g¢aligmalari, Caputo anlaminda tiirevlere sahip
yuksek mertebeli lineer ve lineer olmayan kesirli diferansiyel denklemlerin sayisal
¢oziimleri i¢in Diferansiyel donilisiim yonteminin uygulanmasini ve konuyla ilgili
¢Oziilmiis 6rnekleri igermektedir. Ayrica Momani S., Odibat Z. (2007) ¢aligsmalarinda

lineer kesirli diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri i¢in kesirli fark yontemi, Adomian



Decomposition yontemi ve varyasyonel iterasyon teknikleri kullanilarak farkli tip
problemler i¢in ¢éziimler elde etmis ve analitik sonuglar karsilastirmislardir. Oturang
G., Kurnaz A., Keskin Y.(2007). c¢alismalarinda kesirli tiirevli diferansiyel
denklemlerin ¢oziimlerine yonelik yeni bir yaklasik analitik metod sunmuglardir. Bu
yontemle ilgili tanim ve teoremler verilip lineer veya lineer olmayan denklemler i¢in
¢Oziimler incelenmistir. Ayrica Kurnaz A., Keskin Y., Oturang G. (2007)
calismalarinda lineer olmayan kesirli tiirevli diferansiyel denklem sistemlerine ve
lineer ¢ok terimli diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerine yonelik yeni bir yaklasik

analitik metodunu sunmuslar, verilen teknikle ilgili problem ¢6ziimleri verilmistir. S.

Saha Ray, R.K. Bera, (2005 ¢alismalarinda kullanilan analiz ile % mertebeli kesirli

diferansiyel denklemlere ayrisma metodu uygulanmistir. Boylece % mertebeli

lineer kesirli diferansiyel denklemlerin ¢oziimiine bu metodun uygun oldugu
gosterilmistir. Ayrica bu calismada Bagley-Torvik denkleminin ¢6ziimiinii elde

etmek i¢in analitik bir diizen ortaya konulmustur.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Miihendislikte, fiziki bilimlerde, sosyal bilimlerde ve daha bir¢cok bilim
dalinda ¢ok sayida problemi ¢dzebilmek i¢in 6nce bu problemleri matematiksel
ifadelerle formiillestirmek ve sonra da bunlarla ilgili bazi sinir sartlari, baslangic
sartlarin1 kullanarak problemlerin ¢dziimleri olusturan fonksiyonlar1 bulup ortaya
koymak gerekir. Bilinen bir problemi formiilize eden bu matematiksel ifadeler bazen
aranan fonksiyonun en azindan birinci mertebeden veya daha yiiksek mertebeden
tiirevlerini icermektedir. Iste bu ¢esit bir matematiksel ifadeye diferansiyel denklem

denir.

2.1. Adi Diferansiyel Denklem

Adi tiirevli diferansiyel denklem,
Fx, 3,31y . ")=0
seklinde yazilir. Bu diferansiyel denklem n. mertebeden tiirevii diferansiyel denklem
olarak adlandirilir.
Bir diferansiyel denklemde bir veya daha fazla sayida bagimli degisken
olmasina karsin eger yalniz bir bagimsiz degisken varsa bu denkleme adi tiirevii

diferansiyel denklem denir.

2.2. Kismi Tiirevli Diferansiyel Denklemler

Bir diferansiyel denklem, bir tek bagimli degiskenin iki veya daha fazla
sayida bagimsiz degisken cinsinden tiirevlerini igeriyorsa bu denkleme kismi tiirevli
diferansiyel denklem denir

A, B, C, D, E, F ve G, x ve y bagimsiz degiskenlerinin fonksiyonlar1 olmak

lizere, ikinci mertebeden lineer kismi tiirevli diferansiyel denklem;



2 2 2
aZ‘+B(3“ +c5”2‘+Da—”+E5—”+Fu=G(x,y) (2.2.1)
ox Ox0y oy ox oy

seklindedir. G(x,y)=0 ise (2.2.1) denklemi

2 2 2
0u g0t 94, p® g M k=0 (222)
ox oxoy oy ox oy

sekline indirgenir. (2.2.2) kismi tiirevli diferansiyel denklemi parabolik eliptik ve

hiperbolik olmak iizere 3 farkl tipi vardir.

A, B, C, D, E ve F katsayilar1 gercel sabitler olmak iizere x ve y
degiskenlerine gore
Ax*+2Bxy+Cy’+Dx+Ey+F=0 (2.2.3)
seklinde ikinci dereceden cebirsel denklemin “A”‘sina bakilarak tipi belirlenebilir.
Bu durumda;

A<0Q ise eliptik  diferansiyel denklem
A=B>—-44C{A=0 ise parabolik diferansiyel denklem
A >0 ise hiperbolik diferansiyel denklem

gosterdigi bilinmektedir.

Tanim 2.1: 7 > 0 i¢in,
F(n) = Ix”_le_xdx
0

bi¢ciminde tanimlanan fonksiyon Gamma Fonksiyonu olarak adlandirilir. Bu integral,
n>0 icin yakinsak olup Gamma fonksiyonunun bazi 6zellikleri asagidaki gibi

verilebilir.
1. F(n+1)=n-F(n)

dir. Ozel olarak, sirastyla n=1,2,3,4 igin,

elde edilebilir. Daha genel olarak, tiimevarimla,



[(n+1)=n!

bulunur. Bu yiizden Gamma fonksiyonuna faktdriyel fonksiyonu da denir.

2

2. n<Oi@nFOﬁ=FO:4)ﬂemmman

3 r(pﬂ11—p)=g;;ﬁ,0<p<1

4. f*ﬂwxﬁ(}+%j=J;rcm)BuﬁnmmeGmmmammswmmign

¢ogalma formiilii ad1 verilir.

5. r'(1)= je‘x Inx dx =—y burada y ’ya Euler sabiti denir.
0

6. F'(l) J.e’x Inxdx=-y
0

Tamm 2.2.[Momani,2007] x>0 ve f(x) reel fonksiyonu igin
f(x)eC[0,%) olmak iizere f(x)=x"f,(x) olacak sekilde bir p>pu, (£eR)
reel sayis1 varsa f (x) reel fonksiyonuna C,’dedir denir. Eger neN ve f ") & C,
ise bu taktirde f(x) reel fonksiyonuna C;, dedir denir.

Tammm 2.3. Bir f€C,, u>-1 fonksiyonu i¢in & >0 mertebeli, Riemann-

uo

Liouville ,/=,D,“ integral operatorii,

D f(=,1]1(t) = ﬁj(r —u)*" fudu t>a (2.2.4)

bigiminde tamimlanir. Ozel olarak & =0 igin , Riemann-Liouville integral operatorii,
A0 =71(t)

olarak bulunur.



Tammm 2.4. n—1<a<n,neN olmak lizere herhangi bir mertebeden kesirli

tirev n —a mertebeli kesirli integrasyon yardimiyla

R PRl

bi¢iminde tanimlanir. Ozel olarak
d"

LI =D 1 af(t)=

n—-a-1 p(n) _
{Fﬁzcnj( —u)" " Fu)du |,n-1<a<n

, n=a

(2.2.5)

yazilabilir. a =0 i¢in,(2.2.4) ve (2.2.5) denklemleri sirasiyla Riemann-Liouville

integral ve tlirevleri olarak bilinir.

Kesirli tiirev kavrami i¢cin Riemann-Liouville taniminin disinda bu tanim
tizerindeki baz1 degisikliklerle elde edilen ve Caputo’nun verdigi ve Caputo tiirevi
olarak da bilinen tanimi dikkate alacagiz. Ciinkii; baslangi¢ deger problemleri i¢in

Caputo’nun tanimi daha kullaniglidir.

2.3.Kesirli integralin sagladig1 baz1 ozellikler

1. Lineerlik 6zelligi
D (x+y)=D"(x)+D"(y)
D?(ax) =aD’(x)
2. Birlesme (yada yarigrup) 6zelligi
DD’ (x)=D"""x
3. Sifir eleman
D’(x)=x
4. Alt kiime olma 6zelligi
D (x)=d"(x), adogalsayisiicin

5. Difintegrasyon i¢in ¢arpim kurali



D! (x+y)= i(q,jD;’ (x) D7 ()

j=0\.J

seklinde tanimlanabilir.

Tammm 2.5. Bir f(¢) reel degerli fonksiyonunun Caputo anlamindaki kesirli
tirevi; ve f(¢t)eC”, icin
;J.(t—u)"’“’lf(")(u)du n—-1l<a<n,neN, t>0
I'n-a)? ’ ’ ’

d"l

DO =, 170,Df(0) =

, n=a
bi¢ciminde tanimlanir. Caputo anlammdakl kesirli tlirev tanimina ait bazi 6zellikler

Jafari H., Daftardar-Gejji V tarafindan asagidaki gibi siralanmustir.

L. Drf()=, 1. D f(t)#, D 1" ()=, D [ (1),
" . n—1 x
2. Drf(ty=, D | fO->—r“(07)],
k=0 k'
3. D (Af(t)+ug(t))=AD< f(1)+ uDg(t), A, birer sabit.
4. DDl f(t)y =D f(t), Va, BeR".
0, jeNu{O} ve j<n
5. Di(t)=4 T(j+1) ., ' . o,
————t""" , jeNve j>2nveya jgNve j>n
F(] +l—a)
6. Herhangi bir C sabiti i¢in, D*C =0,

7. DI IV f(t) = f(1),

8. I'DAf(t) = f(t) - %f“‘)(m) ,n—-l<a<nneN,
0

=~
Il

Tamm 2.6. m, m < p <m+1sartin1 saglayan bir tamsay1, f siirekli bir fonksiyon,
£H(1), (k=1,2,...,m+1)tirevleri de [a,f]kapali araliginda siirekli olsun. Bu

takdirde f fonksiyonunun p. mertebeden Griinwald-Letnikov kesirli tiirevi



b oS (@) (=a)" 1
D f(1)=2, [(-p+k+1) +F(—p+m+l

k=0

)iu—r)’“’ £ (e

seklinde tanimlanabilir.
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3.BAGLEY TORVIiK DENKLEMIi

3.1. Bagley-Torvik denkleminin Tarihcesi

AD?x(1) + BD%x(£) + Cx(¢) = £(¢) G.1.1)
seklindeki Bagley-Torvik denklemi Newton sivisina batirilmis kati1 plakalarin

hareketinin modellenmesi sonucu ortaya ¢ikmistir. Burada A4 # Ove B, C € ‘R olarak

almmistir. Bu denklem ilk olarak Bagley (1984) tarafindan teklif edilmis
Podlubny(1999) ve Trinks(2002) tarafindan incelenmistir.

Iyi bilinir ki kesirli diferensiyel denklemler igin baslangi¢ sartlarnin kisiye
uygun sec¢imi Ozel bir meseledir. Lorenzo ve Hartley problemi dogru olarak
formulize ettigi, ¢oziimler i¢cin Onerilen yanlis baslangic degerlerinin etkisini analiz
ettigi calismalarinda baslangi¢ degerlerinin etkisini ele almistir.

Podlubny’nin(1999) 6ncekini takip eden ¢aligmasinda , su anki analizde,
x(0)=0 ve Dx(1)_, =0 (3.1.2)

homojen baslangi¢ degerlerinin dinamik siirecte karsilik geldigini kabul edecegiz.

Denklemi  bulanlardan Peter Torvik lisans egitimini Minesota
Universitesinde Hava akimlari miihendisligi béliimiinde yapmus yiiksek lisans
egitimini ayn1 liniversitede Mekanik ve Malzeme ilizerine yapmistir. Doktorasini da
bu iiniversitede Miihendislik Mekanigi iizerine yapan yazar 1980°de Wright State
Universitesinde egitmen olarak, 1988’de Pensilvanya State Universitesinde idareci
olarak goreve baglamistir.

Profesor Torvik esneklik, dalga yayilimi, sok ve titresim, ucak sistemlerinde
carpisma etkisi, lazer materyallerin etkilesimi teorilerinde uzmandir. Oncelikli
aragtirma konular1 yapr dinamigi carpisma ve etki mekanigi, siirekli ve farkl
sistemlerde titresimin etkisi, enerji dagilimi ve dagilan materyallerin dagilimi

Uzerinedir.
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3.2. Bagley-Torvik Denkleminin Elde Edilmesi

Bagley ve Torvik(1984) Newton sivisina batirilmis plakalarin hareketini

incelerken o = % mertebeli kesirli diferensiyel denklemin tiirevini almistir.

Sekil 3.2.1 deki gibi gosterilen yar1 alandaki Newton yapiskan sivisini
diisiinelim. Bu yiizeydeki hareketler sonsuz yiizeydeki genel enine hareketler
sebebiyle meydana gelmektedir. Yar1 alandaki sivinin hareketinin denklemi difiizyon

denklemidir.

+z

A

! rigid plate

Newtonian

‘ fluid

Sekil 3.2.1 Yar1 alandaki Newton s1visi

ov(z,t) 0°v(z,1)
Ta M

(3.2.1)

(3.2.1) denkleminde, p sivinin yogunlugu, u viskozite ve v(z,t) de z ve ¢

fonksiyonlariin enine sivi hizin1 tanimlamakta kullanilmaktadir. (3.2.1) denkleminin

Laplace doniistimiinii alarak ve zaman tiirevlerinin davranislar i¢in agagidaki
of (¢
L{%} —SL[f(0)]-f(t=0) (3.2.2)

kuralin1 kullanarak

pot[v(z.0)]- vz =0) = T 1 [v(z0)] (3.23)
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esitligini elde ederiz. Bagley ve Torvik sivinin i¢inde baslangi¢c hiz profilini sifir

olarak varsayarak (3.2.3) denklemini

psL[v(z,t)] =y%;L[v(z,t)] (3.2.4)

denklemine indirger. Sadece zaman degiskeni bakimindan Laplace doniisiimii
hesaplandig1 zaman z 'nin derinlikleri agisindan hiz profili i¢in asagidaki gosterim

kullanilabilir.

W(z,t) =v(t)e” (3.2.5)
L[ v(z,1)]=e"L[w(0)] (3.2.6)
Lol n)=2e 1 [v0)] (3.2.7)

(3.2.6) ve (3.2.7) denkleminin (3.2.4) denklemine eklenmesiyle4 bilinmeyen

parametresine bagli

pse”L [v(t):l = ,wlzelzL[v(t)], A= \/E (3.2.8)
7

denklemini elde ederiz. Sivinin z=0 noktasindaki plakanin Ongoriilen hiziyla

eslesen sinir kosullarindan, v, (¢) , eksiksiz hiz profili

| 5P,
Wz =0,0)=v(t)=v,(1) —> v(z,t) =V, (1) e\/: (3.2.9)
tiirevlenebilirdir. Bir sonraki adimda, asagidaki esitlikte
ozt = p 22D (3.2.10)
0z

Newton akigkanmin iligkisini gosteren kesinti yukaridaki 6zellikleri kullanarak

Laplace bolgesine doniistiiriiliir.

Lo (21)]- ﬂﬁﬁ}w)}:@m[v(z,z)} G2

denklemi
L[o(z1)] :@%L[v(z,t)] (3.2.12)

seklinde yazilabilir. Asagidaki iki doniisiim (3.2.12) denklemi i¢in tanimlanabilir.
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sL[v(z,1)]= L[%} (3.2.13)

=L ———— (3.2.14)
(3.2.13) ve (3.2.14) denklemlerini kullanarak

L[o(z6)]=JupL @ L{;(z,t)} (3.2.15)

denklemini elde ederiz. (3.2.15) deki iki doniisiimiin c¢arpimi ters donilisiimi

hesapladigimiz zaman

o(z,0)=Jup 11 j ") g, (3.2.16)
F(zjo(t—r)Z

denklemine karsilik gelir. Baslangi¢ hiz profili sifir oldugu varsayildigindan, (3.2.16)

denklemi

o(z,0)=Jup ! %j vz ,uth%v(z,t) (3.2.17)
i) =
2

seklinde yeniden yazilabilir. (3.2.17) denkleminde « :%mertebeli kesirli bir tiirev

Newton sivisinin yar1 alandaki kalan gerilimi-hiz iliskisi seklinde tanimlanabilir. Bu
ylizden m kiitlesinin kat1 bir plakasi sonsuz Newton sivisina asagidaki sekilde
gosterildigi gibi batirilmistir. Plaka & katiligmin sayesinde sabit bir noktada
tutulabilir denilebilir. Varsayilabilir ki ortaya c¢ikan hareketler sivinin hareketini
etkilemez ve plakanin A4 alani ¢ok biiyliktiir, dyle ki (3.2.16) denklemindeki gerilim-
hiz iliskisi plakanin her iki tarafinda da gegerlidir. Plakaya etki eden biitiin kuvvetler

dengesi
mu(1)+ku(t)+24(z=0,6)=0

denklemini verir. (3.2.17) denklemini degistirerek,



14

1
mu(t)+ku(t)+2A4y pp ;Dv(z=0,t)=0
denklemini elde ederiz.
v(z=0,t)= 1:1(1‘)
denklemi ve o = % mertebeli kesirli diferansiyel denklem sonsuz Newton sivisina

batirilmis kat1 plakanin yer degistirmesini takip etmek i¢indir. Burada belirtmek

gerekir ki yer degistirmenin kesirli tiirevi yukaridaki basit fiziksel sistemin
hareketinin tanimlanmasi sonucu meydana gelir. Ayni yolla, %mertebeli kesirli

tiirev, giic-yer degistirme iligkisinin sonsuz kirisinin esnek temelinin zamanla ilgisi
bakimindan asimptotik parcasi asagidaki sekildeki gibi taginirken elde edilir.[C.
Trinks, P. Ruge,2002]

(¥

Sekil 3.2.2 Asimptotik par¢anin taginmast
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3.3. Bagley-Torvik Denklemiyle Ilgili Yapilan Calismalar

Bagley-Torvik denklemi iizerine simdiye kadar degisik ¢oziim metotlart
uygulanmis, diger ¢6ziim metotlariyla karsilastirmalar yapilmistir.

Podlubny(1999) yilindaki ¢alismasinda,
ADx(t)+ BD,2x(t)+ Cx(t) = (2)
Bagley-Torvik denkleminde katsayillann A=1, B=0.5, C=0.5, baslangic sartlar1

8, 0<r<1

¥(0)=0, »'(0)=0 ve f(¢) fonksiyonunuda f ()= {0 } 1} seklinde alarak

niimerik olarak ¢ozmiistiir.

Ray ve Bera(2005) yaptiklari ¢alismada Bagley-Torvik denklemini
Podlubny ile aym1 baslangi¢ kosullarin1 ve ayn1 4,B,C ve f{(t) degerleriyle Adomian
Ayrisma Metodunu kullanarak ¢ézmiistiir. Ayrica bu g¢alismada iki ¢oziimiin
karsilagtirmali bir grafigi de mevcuttur.

Gejji ve Jafari[2004] yaptiklar1 ¢alismada Bagley-Torvik denklemini bir
sistem haline getirdikten sonra Adomian Ayrisma Metodunu kullanarak
¢Ozmiislerdir.

Sayed, Mesiry ve El-Saka[2004] calismalarinda cesitli
A,B,Cvef(t)degerleri icin Bagley-Torvik denkleminin niimerik ¢6ziimiinii elde
etmislerdir.

Edwards, Ford ve Simpson[2002] yaptiklar1 ¢aligmada Bagley-Torvik
denklemini sistem haline getirmisler ve niimerik olarak ¢éziimiinii elde etmislerdir.

Diethelm ve Ford[2001] Bagley-Torvik denklemini sistem haline getirmis
ve Adams tipi yaklasimi kullanarak niimerik olarak ¢ozmiistiir.

Arikoglu ve Ozkol[2006] calismalarinda A=1, B=1, C =1almis, smir

kosullarini x(0)=1, x’(0)=1 olarak belirlemis ve f (t) fonksiyonunu da

f (t) = C(1+7¢) alarak diferansiyel doniisiim metoduyla ¢dzmiislerdir.
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Hu, Luo wve Lu[2007] yaptiklar1 c¢alismada baslangic sartlari
¥(0)=0, »'(0)=0 olmak iizere Bagley-Torvik denklemini Adomian Ayrisma
Metodunu kullanarak ¢ézmiislerdir.

Ertiirk, Momani ve Odibat[2007] ¢calismalarinda Bagley-Torvik denklemini

H A B
d’y _ 4%y _,d7y _,

dr* ¢ dt” dr”

olarak ifade etmistir. Baslangi¢ kosullarin1 y(0) =0, y'(0) =1 olarak kabul etmisler,

O0<pB,<B <p,pu=l<pus<ml-1<p <l,s-1<p,<s,ml,seN ve

u=2,3=0,a=b=-1 kabul ederek genellestirilmis donlisim metoduyla

denklemin ¢éziimiinii elde etmislerdir.
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4.DIFERENSIYEL DONUSUM YONTEMI

ik olarak 1986 yilinda Zhou tarafindan tanitilan bu metot ile diferansiyel
denklemler cebirsel denklemlere doniistiiriilebilir ve elde edilen cebirsel denklemler
de bazi basit islemlerle kolaylikla sistematik bir sekilde c¢oziilebilir. Ayrica
diferansiyel doniisiim metodu diger yaklasik ¢6zliim yontemleriyle karsilastirildiginda
daha kolay c¢oziime ulastirir. Sonugta bu yontem ile lineer ve lineer olmayan
problemlerin ¢0zlimiiniin yan1 sira, siirekli olmayan smir sartlarina sahip

problemlerin ¢oziimiinde de galistigini gorebiliriz.
Tanim 4.1.1.[Chen, 1996]

Tek bilesenli w(x) fonksiyonunun diferansiyel doniistim fonksiyonu W(k)

olmak iizere, w(x)’in tek boyutlu diferansiyel doniisiimii

W (k) = %{% w(x)} (4.1.1)

olarak tanimlanir.
Tanim 4.1.2. [Chen, 1996]

W(k) doniisiim fonksiyonunun ters diferansiyel doniisiim fonksiyonu,
w(x) =Y W (k)x* (4.1.2)
k=0

bicimde tanimlanir. (4.1.1) ve (4.1.2) esitlikleri dikkate alinarak asagidaki (4.1.3)
esitligi elde edilir.
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w(x) = ii{% w(x)} x* (4.1.3)

(4.1.1) ve (4.1.2) denklemleri kullanilarak temel matematiksel operasyonlar
yardimiyla tek boyutlu diferansiyel doniisiim icin tablo 8.1 deki o6zellikler ispat
edilebilir.
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4.2. Kesirli Diferansiyel Doniisiim Yontemi

Teorem 4.2.1. (Genellestirilmis Taylor Formiilii) Kabul edelim ki, 0 <a <1 ve

k=0,1,---,n+1 i¢in D! f(t) e C(a,b] olsun. Bu taktirde,

a _ (t - a)(’Hl)a (n+)a
B0 = aa D /s s Eeladie@h]l @D
olmak tuzere
— C (t_a)ia i o
0= 2 a2 (e R (120) (42.2)

olur. Burada, D! = DD/ ---D{ (n defa) olarak dikkate alinmistir.

Tamm 4.2.1.[Ertiirk, 2007] Bir y(¢) fonksiyonunun kesirli diferansiyel déniisiimii,

DY =DIDf---D? (k defa) olmak iizere
1
Y(k)=———[D*y(t)]., , 0<a<l,k=0,1,- 423
a ( ) F(k(x+1)[ y( )]’*’0 <« ( )

olarak tanimlanir.

Tamm 4.2.2.[Ertiirk, 2007] {a Y (k)}w , dizisinin ters kesirli diferansiyel doniisiimii

()= Y (k)(t-1,)" (4.2.4)

k=0

o0

olarak tanimlanir.

(4.2.3) ve (4.2.4) denklemleri birlikte diisiintildiigiinde,

N 1 ka _ ko
y(t)= ;m[& y(O, (t-1,) 4.2.5)

elde edilebilir. Burada (4.2.5) esitliginden, kesirli diferansiyel doniisiim kavraminin

kesirli kuvvet serileri agilimindan elde edildigi agiktir.
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Teorem 4.2.2.[Oturan¢(In Press), Arikoglu, 2006] Bir y(t)=u(t) £ v()

fonksiyonunun kesirli diferansiyel dontigiimii, Y (k) olmak {iizere,

> a

Y(k)=, U(k)x, V (k) (4.2.6)

bigimindedir.

Ispat. Kesirli diferansiyel doniisiim tanimindan ve tiirev operatdriiniin lineerliginden,

1 ka
Y (k) —ml)* [u(t)+v()] .
—1 ke 1 ka
- F(ak+1) b: [u(t)] 1=t * F(ak+]) D. [V(t)] t=1,
_ U(K)£, V()

olarak sonug elde edilir.

Sonu¢ 4.2.1. Bir y()=cu(t), (c bir sabit) fonksiyonunun kesirli diferansiyel
doniisiimii, ,Y (k) olmak iizere,

Y (k)=c,U (k)

a a

bi¢imindedir.

Teorem 4.2.3.[Arikoglu, 2006] Bir y(¢f)=D.“u(t), fonksiyonunun kesirli

diferansiyel doniistimii, ,Y (k) olmak iizere,

r 1
Y (F)=, Uk +n) (ke +na +1)
F(ka + 1)

bigimindedir.

Ispat. Kesirli diferansiyel doniisiim tanimindan,

1 1
Y(k)=———D!D}* =—_plme 4.2.7
J(F) [(ak+1) ()] =0 T(ak+1) () (#2.7)

yazilabilir. Bununla birlikte, u () nin diferansiyel doniisiimii ,U (k) olmak iizere,
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U(k) :ﬁd‘“[u(r)]

t=t,

olup,

1

U(k+n):F(a(k+n)+1)

D£k+n)a [u (t)]

a
t=t,

= D" [u(1)]

t=t,

=F(a(k+n)+l)‘a U(k+n)
yazilabilir. Elde edilen bu ifade (4.2.7) de yerine yazilirsa,

F(ka+na+1)

V()= Ulkem) =5

a

elde edilir ki bu da ispat1 tamamlar.

Sonu¢ 4.2.2. Bir y(¢) =D u(t), fonksiyonunun kesirli diferansiyel doniisiimii,

Y (k) olmak iizere,

a

I'(ka+a+1)

V()= U)o

a

bi¢imindedir.

Sonuc 4.2.3. Bir y(¢) = u(t)v(t) , fonksiyonunun kesirli diferansiyel dontisiimii, YV (k)

> «a

olmak tizere,

Y(K)= U8,V (k—r)=3 . U(r) ¥ (k-r)

r=0

bi¢imindedir.

Sonu¢ 4.2.4. Bir y(t)=¢", fonksiyonunun kesirli diferansiyel déniisimii, ,Y (k)

olmak tizere,
, k=pl/a,
Y(k)=0(ka—p)=
“ () (k= p) {0 diger

bigimindedir.
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5. DIFERANSIYEL DONUSUM YONTEMI iLE KESIRLi DIFERANSIYEL
DENKLEMLERIN COZUMLERI

Tam degerli olmayan tiirev ve integral, teoride ¢ok eskiden beri bilinmesine
karsihik fizik, kimya ve miihendislik gibi bilimlerdeki uygulamalarina son
donemlerde rastlanmaktadir. Bir ¢ok fiziksel olgu kesirli diferansiyel denklemlerle
¢ok basarili bir sekilde aciklanabildiginden kesirli diferansiyel denklemlerin
¢Ozlimleri i¢in yapilan ¢alismalarda bir ¢cok gelismeler meydana gelmistir. Kesirli
diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinde ozellikle Laplace ve Fourier doniisiimleri
gibi bir c¢ok analitik yaklasimlar ortaya konulmus, ancak bu yontemler kesirli
diferansiyel denklemlerin lineerlik, sabit katsayili olup olmadig1 gibi 6zel hallerinin
coziimlerinde ise yarayabilmistir. Aciktir ki, bir ¢ok kesirli diferansiyel denklem
lineer veya sabit katsayili olamayacagi gibi tam ¢oziimlerinin de bulunamamasi
dogaldir. Bu tip durumlarda yaklasik veya niimerik ¢oziimler kaginilmaz hale gelir.
Bu yiizden son donemlerdeki calismalarda farkli iteratif yontemler ve Adomian
ayrisma metodu gibi yaklasik yontemlere agirlik verilmistir. Bu boliimde de
diferansiyel doniisiim yontemi kesirli diferansiyel denklemlere uygulanarak, kesirli
diferansiyel doniisiim olarak adlandirilacaktir. Bu yontem; hem lineer hem de lineer
olmayan denklemlere uygulanabildiginden ve bununla birlikte adi ve kismi tiirevli
diferansiyel denklemlerde de oldugu gibi bir kesirli diferansiyel denklemi bir cebirsel
denkleme c¢evirerek ¢6zdiigii icin oldukca iyi ve kullanigli bir yontem olarak

karsimiza ¢ikmaktadir.
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5.1. Kesirli Difreansiyel Denklemlere Yontemin Uygulanmasi

Bu baslik altinda kesirli diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri genellestirilmis
Taylor formiilii kullanilarak incelenecektir. Bu yontem son derece kullanishi olup

bir¢ok tipteki dnemli kesirli diferansiyel denklemlerin ¢6zlimiine uygulanabilirdir.

Problem 5.1.1. D“y+ f(¢t)y=g(t), t >0, m—1<a <m baslangi¢ deger problemi;
f(t) ve g(t)eC', olmak iizere,
Dy+ f(t)y=g(t), t>0, m—1<a<m (5.1.1)
¥ (0)=c,,... j=0,1,...,(m-1) (5.1.2)

baslangi¢ deger problemi igin, dncelikle (5.1.1) esitliginin « = a icin diferansiyel
q

doniigtimii alinirsa,
F(k +q+ pj k
q
Y (k+ p)—r T LS E ()Y (k-r)=G, (k) (5.1.3)

)

olarak bulunabilir. Burada, Yq(k),Fq(r) ve Gq(k) sirastyla  y(2), f(t) ve g(¢)

fonksiyonlarinin doniisiim fonksiyonlaridir. (5.1.2) baslangic kosulunun diferansiyel
doniistimii yapildiginda

Y (¢j)=c;, j=0.1,...(m-1) (5.1.4)
elde edilir. (5.1.4) sartim ve k=1..n igin Y (—k)=0 esitligini (5.1.3)’te yerine
yazarak gerekli tim Y, (k) katsayilar1 elde edilir. Boylece ters diferansiyel doniisiim

yardimiyla problemin ¢6ziimii elde edilebilir.

Ornek 5.1.1.[Oldham 1969] Simdi elektrot genislemelerindeki voltaj teorisinde

kullanilan

1/2

\/;Wy+twy:1 (5.1.5)

(0) =1 (5.1.6)



24

baslangic deger problemini dikkate alalim. Burada we(O,%} dir. Bu durumda

w=H biciminde olacagi dikkate alinirsa, (5.1.5) denklemi diizenlenerek

n
1/2 2p—n
Wy—i—t 2n y:t_l/z (517)
yazilabilir. Bu durumda (5.1.7) denkleminin diferansiyel doniisiimii alindiginda
F( k er 3nj )
Y, (k+n) =LY 5(r-Qu-n)®Y,, (k—r)=5k+n)  (5.1.8)
l“( k+ 2nj pry
2n

elde edilir. Burada, Y,,(k) déniisim fonksiyonu ve &(k) da Dirac fonksiyonudur.

(5.1.6)baslangi¢ kosulunun diferansiyel doniisiimii alinirsa,
1
=7 =1 ]

elde edilir. Boylece, k=1.n icin Y, (=k)=0 olacagindan,
Y,(=D)=1,(2)=.=1,(=n)=0

bulunmus olur. k=1-n 1i¢in (5.1.7) de bu degerler yerine yazilirsa,

F(l - Z+ SnJ g
Y, () ——L—L 4N 5(r - u-n))®Y,, (k-r)= (1
2;1()1_‘(1_"4_2"} ; (V ( ILI }’l)) 271( V) ()
2n

yazilabilir. Béylece Y,,(1)=0 elde edilir. k=i—n (i=1..2u—n-1) igin (5.1.7)
denkleminden Y,,(2)=7Y,,(3)=...=Y,,(222—1)=0 bulunur. Bu durumda k =24 —n

i¢in,

ot
v, (2u)=-,, ()~ 22

elde edilir. k=2u—n+1 igin,
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r(2ﬂ+l+;j
Y, Qu+1)=—1, ) —=2 2 g

F(2u+1 1)
2n

bulunur. Bu elde edilenler (5.1.8) de yazilirsa

F(2§+r+;j ;T ;+ij

n j .

Y, Qu+r)=-Y. — = )| = or r=2ju,

o204 1) ==Y, (1) r(zﬂ”ﬂj Ty o r=2m
2n 0 for r#2ju.

elde edilir. Ters diferansiyel doniisiim kullanilarak,

F( +le
() = ZYZ,, (r)zn—Z( D" ’“H

1+lw

elde edilir ki bu ¢6ziim [Oldham, 1974]’de de kuvvet serisi yontemiyle elde

edilmistir.

Problem 5.1.2. D"y+aD“y+by=g(t) t>0, m—1<a<m baslangic deger

problemi; g(t)e C!, olmak iizere,

D"y+aDy+by=g(t) t>0, m—1<a<m (5.1.9)
Yy (0)=¢;, j=0,1,...,(m-1) (5.1.10)
baslangi¢ deger problemi i¢in, (5.1.9)esitliginin o = P icin diferansiyel donilistimii

alinirsa, y(¢) ve g(¢) fonksiyonlarmin doniisiim fonksiyonlar1 sirasiyla Yq(k) ve

G, (k) olmak iizere,

r(“wmq o k+arp

k" )+a)’q(k+p)(k;qj+b)/q(k)Gq(k)(S.l.ll)
q q
bulunur. Burada, (5.1.10) baslangi¢ kosulunun diferansiyel doniisiimii yapildiginda

Y (g/)=c;, j=0,1,...,(m-1) (5.1.12)

I@(k+mq)
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elde edilir. (5.1.12) sartim ve k=1..n i¢in Y (—k)=0 esitligini (5.1.3)’te yerine
yazarak gerekli tim Y, (k) katsayilar elde edilir. Boylece ters diferansiyel doniisiim

yardimziyla problemin ¢6ziimii elde edilebilir.

Ornek 5.1.1: Simdi m =2 igin

d’y d°.
+ + =8, t>0, 0<a <1 5.1.13
a a7 ( )
y(0)=0, »'(0)=0 (5.1.14)
denklemini dikkate alalm ve a=2= % oldugunu kabul edelim. Gerekli temel
q

islemlerden sonra (5.1.13)denkleminin diferansiyel dontistimii,

E+3 k+3
Yz<k+4>z%+§+n(k+n%+W2Y2<k>85@

elde edilir. Bu ifade diizenlenirse,

i r(k+3j
85()— V1) 2 ey (k)
2 (k+2j
t 2
Y,(k+4)=4 5.1.15
2k +4) (ke +4)(k +2) ( )
yazilabilir. (5.1.14) baslangi¢ sartinin doniisiimii alindiginda da
Y,(0)=0,
:(0) (5.1.16)
%,(2)=0.

elde edilir. Boylece, (4.16) sartin1 ve k=1..n igin Y,(—k)=0 sartim (5.1.15) de

yerine yazarsak,
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Yz(l)zo fork=_3,
Y,(3)=0 fork=-1,
Y,(4)=4 for k=0,
Y,(5)=0 for k=1,
Y,(6)=0 fork=2,
Y,(7)=-0.68778  fork =3,
2
Yz(g)z—wT fork =4,
Y,(9)=0 fork =35,

Y,(10)=0.06667  for k=6,
Y,(11)=0.05558w>  for k=1,

Y,(12)=0.01111w" for k=8,

degerleri elde edilir. Sonug olarak {YZ (k)}io serisinin diferansiyel ters dontigiimii ve

w’ =1 oldugu dikkate almarak 12. mertebeden yaklasik ¢oziim

12
y() =D Y, (k)" =4r* —0.68778:7' —0.333331" +0.06667¢" +0.05558¢'""> +0.01111°.
k=0

olarak elde edilmis olur.

Ornek 5.1.3.
1/2
%+f1x1/2y_2y2 =0 (5.1.17)
1(0) =1 ((5.1.18)

lineer olmayan baslangic deger problemini géz Oniine alalim. a:E:E icin
q

(5.1.17) ve (5.1.18) denklemlerinin sirasiyla diferansiyel dontistimleri alindiginda

F(k+4j F(k+4j
Yz(k+2)(k—i2j+yz(k+1)(k—i2j—2yz(k)®yz(k)0(5.1.19)
r[k+2 r[ Ktz
2 2

\%

Y,(0)=1 (5.1.20)
elde edilir. Bu durumda (5.1.19) denklemi (5.1.18) de yerine yazildiginda, k =-1
i¢in



7,(1)=-1.128

elde edilir. Daha sonra sirastyla £ =0,1, 2,--- i¢in
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bulunabilir. Bu sekilde (5.1.17)- (5.1.18) probleminin ¢6zlimii i¢in 6 terimli kesirli

diferansiyel dontisiim yaklasimi

OEDRACTS

=1-1.128¢"2 +3t—5.265¢>"% +10.7732¢> —20.324¢%'> +39.544¢°

olarak elde edilmis olur. Asagidaki tabloda ise sirasiyla 6, 8 ve 10 terimli kesirli

diferansiyel doniisiim yaklasimlar1 6., 8. ve 10. mertebeli doniigiimler olarak ifade

edilerek elde edilen sonuglar verilmistir.

0.01
0.02
0.03
0.04
0.05
0.06
0.07
0.08
0.09
0.1

»(0)

6. mertebe FDT metodu

8. mertebe FDT metodu

10. mertebe FDT metodu

1

0.912809934
0.889005149
0.874792545
0.865462099
0.859327895
0.855616503
0.853938684
0.854099066
0.856012325
0.859661072

1

0.912803829
0.888942893
0.874556807
0.864866699
0.858123610
0.853500936
0.850568840
0.849105905
0.849016834
0.850291567

1

0.912803604
0.888938306
0.874530738
0.864778869
0.857901446
0.853032380
0.849697644
0.847629804
0.846688877
0.846824827

Tablo.5.1.1
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6. BAGLEY TORVIiK DIFERENSIYEL DENKLEMININ DIiFERANSIYEL
DONUSUM YONTEMi iLE COZUMU VE DIiGER METODLARLA
KARSILASTIRILMASI

Ay”(t)+BD,%y(t)+Cy(t)=t, t>0; (6.1.1)
genel Bagley-Torvik denkleminde baslangic sartlari

y(0)=0, y’(0)=0 (6.1.2)
seklinde verilsin. Zaman adimini /4 olarak alalim. Problemin birinci mertebe

yaklagimi

Ah_2 (ym _2ym—1 +ym—2)+Bh_%sz%ym7j +Cym :f(m) (613)

Jj=0

halinde verilsin.Burada m = 2,3,--- i¢in

y,=0, =% ;Y‘J =0 (6.1.4)

ve m=0,1,2,--- igin y, = y(mh), f, = f(mh)seklinde alinacaktir. (6.1.3), (6.1.4)
yakinsamasini kullanarak, niimerik ¢oziimii elde etmek icin

W (f, =Cy, )+ A2, = Yo )—BYRY W,»%ym_j
j=1

= ' , m=23,---(6.1.5

¥ =0, »=0
algoritmasini tiiretebiliriz.

(6.1.5) algoritmasina gore yapilan hesaplamalardan elde edilen sonuglar, sabit
katsay1l1 kesirli diferansiyel denklemler i¢in verilen Green fonksiyonunun yardimiyla
elde edilen analitik sonuglarla oOrtiismektedir (Podlubny[1999]). (6.1.1) ve (6.1.2)

baslangi¢ deger problemlerinin analitik ¢oziimii

y()=[G,(t=7)f(r)dr (6.1.6)
_l N _l)k Q ' 2k+1 ok _ﬁ
Gg(f)—A; x [Aj t E;’zgj( Aﬁj 6.1.7)
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denklemleri seklinde elde edilir. (Podlubny[1999]). Bu ¢6ziimde
f(t)=f*(t)={8’ Ogtgl}ve A=1,B=05,C=05
0, ¢>1
seklinde alinarak asagidaki ~2=0.05, 2=0.1, 7=02ve h=0.5 icin sirasiyla
asagidaki grafikler ¢izilmistir. Bu ¢ozlimlerin yapildigi Maple Program kodlar1t Ek

1.a boliimiinde verilmistir.

(1} 2 4 6 i 10 12 " 16 18 0

Sekil 6.1.1 h=0.05 i¢in niimerik ¢6ziim

o
g )
b o
o

L] 2 4 6 L] L] 12 14 16 18 20

x

Sekil 6.1.2 h=0.1 i¢in niimerik ¢6ziim
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w

Sekil 6.1.3 h=0.2 i¢in niimerik ¢6ziim

o
10 &
o

L] 2 4 17 Li] 10 12 1 16 14 20

Sekil 6.1.4 h=0.5 i¢in niimerik ¢6ziim

Diferansiyel dontisiim metodunun bir baska uygulanis sekli de verilen aralig

gridlere ayirarak adim adim gitmektir. Bu yontemde verilen

L _f(ty),  asish (6.1.8)

seklinde verilen bir denklemi [a,b]araliginda {7,,f,...,¢,} gibi sabit noktalar
yardimiyla araliklara boliinerek c¢oziime baslanir. Burada her i=0,1,....N ve

b—a)

h= (— icin ¢, = a+ih seklinde alinacaktir.
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Alnan [a,b] bolgesi N tane alt bolgeye ayrilir ve i =0,1,..., N —1 igin her
alt  bolgedeki  yakinsak  fonksiyonlar  asagidaki  sekilde  gosterilen
»,(t) fonksiyonlaridur.

TN

WD)

yl®) »(® w0 »(0

(6.1.8) denklemine diferansiyel doniisiim yontemi uygulandiginda, doniistiiriilmiis

fonksiyon ve y(t) fonksiyonu arasindaki spektrum

(k+1)Y (k+1)=F(Y(k)) (6.1.9)

seklinde gbsterilir. Burada F(.), f(t,y(¢)) fonksiyonunun dniismiis halini
gostermektedir. y () = o baslangig kosulu altinda

Y(0)=c (6.1.10)

elde edilir.
[k alt bolgede, y(¢)fonksiyonu y,(f) seklinde tamimlanabilir. (6.1.9) ve

(6.1.10) esitliklerinden, y,(¢) fonksiyonu a noktasinda n. mertebeden Taylor
polinomlarinin elemanlar1 olarak
50 (1) =, (0)+ 7, (1) (1=a)+ %, (2) (¢ ~a)’ + -+, (n) (¢ )

seklinde ifade edilebilir. Burada 0 ifadesi Taylor polinomonunun ¢, =a noktasi

n

(6.1.11)

civarinda agildigin1 géstermektedir. Taylor agilimi elde edildiginden, y (tl)

J’(t1)zyo(t1)
=%, (0)+ X, (1)(t-a)+ ¥, (2)(t=a) ++Y,(n)(t-a)
Y, (0)+Y, (1) i+ Y, (2) A+ + Y, (n)R" (6.1.12)

(/)

I
<

J=0

seklinde gosterilebilir.
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[k alt bolgedeki y, (tl)’in son degeri ikinci alt bdlgenin baslangic degeri

olacaktir, yani y, (¢,)=Y,(0) =y, (¢ )olacaktir. Ayni yol izlenerek

y(t)=x(1)
=Y,(0)+%,(1)(6, =)+, (2)(t =)+ 4% (n)(,=1,)’
=1, (0)+ X, (1) + (28 5o Y, ()
=2 N (i)W
j=0
(6.1.13)
Boylece (,,,) noktasindaki ¢ziim
y(Hl) yl(l+1)
=Y (0)+ Y, (1)(ti+1 _ti)+ Y, (2)(ti+1 —1 )2 +eot Y (n)(tm _ti)n
=Y, (0)+Y, (1)h+Y,(2)h* +---+Y,(n)h" (6.1.14)
_ n K (J)h/
=0
olarak elde edilecektir.(Jang[2000])
Bagley -Torvik denklemini
3
2 2
Aflywd +Cy = f(x) (6.1.15)
X

dx?
seklinde alalim. Baslangic kosullar1 da y(O) =0, y’(O) =(0 olarak verilsin.
Denklemin katsayilar1t 4=1,8=0.5,C =0.5ve f(x) fonksiyonu da

8, 0<x<l1
f(X)={ }

0, x>1
seklinde verilsin.Bu durumda (6.1.15) denklemi

ny(x*)+%D3y(x*)+%y(x*):f(x*) (6.1.16)

haline gelir. Yukaridaki esitlige diferansiyel doniisiim metodu uygulandigi zaman

F(ka+4a+1) (k+ )+F(ka+3a+1)
[(ka+1) “ 2T (ka+1) “

Y (k+3)+ ”‘Yz(k) = F(k)

esitligini elde ederiz. =% ve X =x-— x, yazildig1 zaman
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15 e 2
r[k—zzJaY(k+4)+ 21{]‘2;2)

elde edilir. N =10 ve £ =0.2 segilirse 0 < x <0.2 araliginda

aY(k+3)+%(k)= F (k)

F(k+5j F(k+2j
)= o )2y |2
2 (k+2)
2| —=
2
denklemi elde edilir. Baglangic kosullar1 ele alindiginda
J(0)=0, %, (120, 7,(2)=0. %,(3)=0

elde edilir.Ayrica

3
aﬁi4)8Ix3)=a%(5)ii?égiEiaigi%

2 2

yazilarak bu katsayilarda bulunur.Buradan ters doniisiim yapildig1 zaman

1 5

Y, (x)= Y, (0)+ Y, ()x2 ++ Y (4)x" + Y, (5)x7
yazilir. Boylece
7(0.2)=,%(0)=7,(0)
ikinci secilen baslangi¢ sartlar1 elde edilmis olur ve bu alt aralik i¢inde ayn1 prosediir
uygulanir.
Yukaridaki islemler uygulandigi zaman elde edilen verilerle ¢izilen grafikler

asagida verilmistir. Bu ¢6ziimde kullanilan Maple Program kodu Ek 1.b de

verilmistir.
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-2

Sekil 6.1.5 h=0.2 i¢in FDT metodu

25

Sekil 6.1.6 h=0.5 i¢in FDT metodu

Degisik h degerleri icin cizilen grafiklerde elde edilen sonuglardan da
anlasildig1 tizere Diferansiyel Doniisiim Yontemi kesirli diferansiyel denklemlerin
¢Oziimii i¢in uygun ve elde edilen sonuglar géz Oniine alindiginda kullanigh bir

yontemdir.
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7.GENEL SONUC VE ONERILER

Bu c¢alismada diferansiyel doniisim yontemi ve bu yontemin Kkesirli
diferansiyel denklemlere uygulanmasi hakkinda bilgi verilmistir. Ayrica yonteme
iliskin mevcut formiillere yeni formiiller ifade ve ispat edilerek genis bir doniisiim
tablosu hazirlanmistir. Ayrica kesirli tliirev ve katlarini ihtiva eden, literatiirde 6nemli
bir yere sahip olan Bagley-Torvik denkleminin de bu yontemle ¢oziimii yapilmis elde
edilen sonuglarin kalitesi daha 6nce yapilan sonuglarla karsilastirarak belirtilmistir.
Diger taraftan calismanin sonunda doniisiim fonksiyonlart okuyucunun kolayca
kullanimi agisindan tablo seklinde verilmis, ayrica ¢alismanin iginde gegen
problemlerin ¢6zlimiinde kullandigimiz baz1 Maple programlari yazilmistir.

Diferansiyel doniisiim yontemi kullamim agisindan ve bilgisayara
uygulanabilirliginden dolay1 diger yaklasik ¢6ziim ydntemleriyle kiyaslama
yapildiginda s6z konusu yontem daha kolay bir yontemdir. Diger yontemlerde
karsilagilan karmasik integrallerin yerine bu yontemde cebirsel denklemler elde edilir
ve bu cebirsel denklemler ile denklem kolayca bilgisayara tanitilip ¢oziimler

hesaplanabilir.
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Tablo 8.1
) Diferansiyel Doniigiim Fonksiyonu
Fonksiyon
! w(x) Wk)= 1 iw(x)
k!| dx* o
2
w(xX)=u(x)% v(x) W(k)=U(k) £ V(k)
3
w(x)=c u(x) (ceR ) W(k)=c U(k) (ceR)
? w(x)zdiu(x) Wk)=k+1)Uk+1)= (k;'l)! Ulk+1)
x !
5 ,
w(x)Z%u(x) W)=k + 1)(k+2)... () Uy = & Z")! Ulk+r)
X !
6 d% . ( k+q+ rJ
w(x)=—u(x) W, (k)=U, (k+r)———1—~
dxA ! ! r [kﬂlj
q
7 k
w(x)=u(x)v(x) W(k)=U(k) & V(k)= ZU(V)V(k —r)
: w(x)=u(x) < v(x) : F(k_szwj
dx% Wq(k):szz(;Uq(s+r)Vq(k—s+1) r("‘”qj
q
9 Wk)=U(k)® V(k)&
WE VIS Stk)= Zk: iU(r)V(t)S(k —r+t)
10 w(x)=u(x) .
2 W(k)= Z(k—r+1)(k—r+2)U(r)V(k—r+2)
S V) =uov )
11

w(x)=ux)v1x)

Wk)= i(r + D)k —r+D)U@F+0)V(k—r+1)
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12
w(x)=u(x)v(x) j—is(x) Wk)=Uk)® V(k)& (k+1)(k+2)S(k+2)
X
Y =" W= 5 m=] > ="
wix)=x ()= (kem)= 0 , aksi halde
14 m ok om) Lk=mgqg/n
W(x)=x" W, (k)= 5(5_;] B {O, diger}
15
w(x)=a, aeR W(k)=ad (k)
16
w(x)=ax, aeR Wk)=ao(k-1)
17
wx)=ax’, aeR W(k)=a6 (k-2)
18 w(x)=ax’+bx’+ex,
W(k)=a6 (k-3)+bd (k-2)+co (k)
a,b,ceR
19 Wik)=
wix)=(1+x)" m(m—l)(m—Z)...(m—k+l)’ Mtk ve m>k
k!
1 , m=k
20 at  (x
w(x)=sin(ax+b) Wik, ngin (Ek + b)j
21 a* 7
w(x)=cos(ax+b) W(k)= FCOS (Ek + b))
22 k k
wix)=a ™ wk)="2 (12'“)
23 w a*
w(x)=e W(k)ZF
24 k
w(x)= e W(k)=%eb
25
w(x)=In(ax+b), a>0, W)= (—=D)*'a*p* 0
b>1 k
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26 i o
w(x)=sinh(ax+b) Wk)= Fe ’ fek ise
0 , kift ise
27 0 , k tek ise
w(x)=cosh(ax+b) Wik)= c;d & kit ise
28 x _
w(x)= j u(t)dt Wik)= U(kk D_ (k 1) U(k-1)
29 X
Wl =ve) [u(tyds o= vty Sl U=y () CEZL=D
30 x (k 1)
W(x)= j u(t)v(t)dt Wk) =——2L(Uk-1)® V(k-1) )
31 X
w(x)zj j u(t)dt W(k) = (k- 2) U(k-2)
32 XX, XyX
wie)= | j j j u(t)dt Wiy = K= ”) Ullk-n)
33 1 P
W(y) W= [ébcké‘hh W%,y )} o)
34
w(x,y)=ux,y)£v(x,y) W(k,h)=U(k,h) +V(k,h)
35
w(x,y)=c u(x,y) (cer ) W(k,h)=c U(k,h) (ceR )
30 w(x,y)=§ ux,y) W(kh)=(k+1)Uk+1,h)= (k;(—l) Utk+1,h)
X
Y wiey)= 2 utey) Wk =Gt ks 2).. e Uk b= g
X
38 w(x,y)Z% ux,y) W(k,h)=(h+1)U(kh+1)= (h;l_l) Ulk,h+1)
39 0’ (h+s)!
Wiy~ ufx) Wk )=+ I+ 2)...(h+5) Ul s) =2 Ul
y
40

wx.y)=u(x.y)v(x.y)

Wk)=U(k,h) ® V(k,h)= zk:i V(r,h—s)U(k —r,s)
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41 :
. Wkh)=5 (ko hon) 1, k=mveh=n ise
= h)=0 (k-m,h-n)=
W)=y 0, aksi halde
42 5
w(x,y)=axy’, aeR W(k,h)=ao (k-1,h-2)
43 s 5
wx,y)=ax’y’, aeR W(k,h)=ao (k-5,h-7)
44 w(x,y)=axy+bxy’+cy’,
W(k,h)=ad (k-1,h-1)+ bo(k-1,h-6)+ co(k,h-5)
a,b,c eR
45
wix.y)=u(x.y)v(x.y)s(x) Wk)=( U(k,h) ® V(kh) )& S(k,h)
46 Py kK h
wx,y)=u(x,y) Pl W(k,h)= z Z (k—r+2)k—r+1)U(rh-s)V(k-
X r=0 s=0
47 0 kK h
wxy)=— u(xy) W(kh)=>> (r+)(k —r+1) Ufr+1,h-s)V(k-
ax r=0 s=0
48 0 L
w(x,y)=5 ux,y) Wih)= > (s+D)(h—s+1) Ulr,h-s+1)V(k-
r=0 s=0
# W(x)ZQu(x) th—k h k—r+1)(h—s+1) Utk
W)= ulxy (kh) ZOZ(;( r+1)(h—s+1) Ulk-
50 k h
_ ax+by+c :a_ b_ c
w(x,y)=e W(k,h) T e
51 ko gk
wy)=a e Wih)=— 2" inia )+
k! A
52 ak bh T
w(x,y)=sin(ax+by+c) Wﬂc)zF 7 Sin 5(k+h)+c
53 a* b V4
w(x,y)=cos(ax+by+c) Wk)= o ﬁcos [3 (k+h)+ Cj
54 a* b" . .
w(x)=sinh(ax+by+c) W(k)= Fﬁe , k tek ise
0 , k¢ift ise
0 , k tek ise
55 w(x)=cosh(ax+by+c) Wk)=< a* b" s
Fﬁe , k¢ift ise
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56 ( ) W(k h ) 1 |: ak+h+m ( ):|
wx,y,t ,n,m)= —w(x, y,t
k\h\m!| ox*oy"ot ©0.0.0)
wx,v,t)=u(x,y,t) *
57 (ey=utxry Wik hm)=U(khm) + V(o hm)
v(x.y.t)
wx.y.t)=c u(x.y,1),
58 W(k,h,m)= c U(k,h,m)
ceR
0 (k+1)!
59 w(x,y,t)Za— u(x,y,t) W(k,h,m)=(k+1)U(k+1,h,m)= T Ulk+1,h,m)
X !
_0 (h+1)!
60 W(X,y,t)—a u(x,y,1) W(k,h,m)=(h+1)U(k,h+1,m)= = Uk,h+1,m)
_0 _ ~ (m+1)!
61 w(x,y,t)—a ux,y,t) W(k,h,m)=m~+1)U(k,h,m+1)= : Ulk,h,m+1)
m!
r+s+p
_ _(k+n)! (h+s)! (m+ p)!
62 MO S e Wkhm="=0 = Jrhtsmip)
W(k,h,m)= U(k,h,m) & V(k,h,m)
63 9, = 9, Jl 2, ’t k h /1t
W)Uy )V W(k,h,m)= ZZZ U(r,h-s,m-p)V(k-r,s,p)
r=0 s=0 p=0
W(xy l‘ :g k h m
T o Wikhm)=>>">" (kr+1)(h-s+1)U(k-
64 r=0 s=0 p=0
0
u(x’J’:t)a v(x.y1) r+1,s,p)V(r,s+1,m-p)
(ko) k k). k!
65 W(X1,X2,...,Xn) R,
—W(X], X, 5es X,
{Oxlk‘axé‘z...axf" (3, ) 0=0
xi;O
WX, X200, Xp) =
66 Wﬂ(],kg,...,kn): Uﬂ(],kg,...,kn)l" V(k],kg,...,kn)

UX 1, X2, X)) EV(X X, 0, X)
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67

W(X1,X2,...,Xp)=C

u(x1,xz...,Xn),c € R

W(k],kz,...,kn): C Uﬂ(],kz,...,kn)
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KULLANILAN MAPLE KODLARI

EK 1.a Bagley-Torvik denkleminin niimerik olarak elde edilmesi i¢in yazilan Maple

programi

> restart:
h:=0.1:A:=1:B:=0.5:C:=0.5:
y[1]:=0:y[0]:=0:
for n from 0 to 10 do
f[n]:=8:
od:
for m from 2 to 10 do
t[m]:=0:
for j from 1 to m do
t[m]:=t[m]+(-1)"j*binomial(3/2,j)*y[m-j]:
od:
y[m]:=(h"2*(fim]-C*y[m-1])+A*(2*y[m-1]-y[m-2])-
B*sqrt(h)*t[m])/(A+B*sqrt(h)):
print(m*h,y[m]):
od:
for n from 11 to 500 do
f[n]:=0:
od:
for m from 11 to 500 do
t[m]:=0:
for j from 1 to m do
t[m]:=t[m]+(-1)"j*binomial(3/2,j)*y[m-j]:
od:
ylm]:=(h"2*(fim]-C*y[m-1])+A*(2*y[m-1]-y[m-2])-
B*sqrt(h)*t[m])/(A+B*sqrt(h)):
print(m*h,y[m]):
od:
>
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Ek 1.b Bagley-Torvik denkleminin Diferansiyel Doniisiim yontemiyle ¢oziimiine

iliskin Maple Programi

> restart:

Digits:=10:
y[0,0]:=0:y[0,1]:=0:y[0,2]:=0:

for k from 0 to 10 do
v[k]:=coeftayl(8,x=0,k):

od:

for k from 0 to 10 do

1:=2*k:

fI()]=vk]:

f1((1+1))]:=0:

od:

f[-1]:=0:

for j from 0 to 1.0 by 0.2 do
y[3,31:=y[},2]* GAMMA(_2.)/GAMMA(5/2.)/2.:
for k from 0 to 10 do

ylik 1=Ky (k)2 -
GAMMA((k+5)/2.)*y[j,k+3]//GAMMA((k+2)/2.)/2.)*GAMMA((k+2)/2.)/ GAMMA (
(k+6)/2.):

od:

t[j]:=0:

for k from 0 to 10 do

1=ty k(e (2.):

od:

print(T[j1.4[j1):

y[j,0]:=subs(x=},t[j]):
y[j+0.2,0]:=subs(x=j+0.2,t[j]):
y[j+0.2,1]:=-y[j,0]/4:
y[j+0.2,2]:=subs(x=j+0.2,diff(t[j],x)):
print("onceki nokta",j,y[j,0]):
print("ilerki nokta",j+0.2,y[j+0.2,0]):
print("turev",j+0.2,y[j+0.2,2]):

od:

for j from 1.2 to 10 by 0.2 do
y[j,-1]:=0:

for k from -1 to 20 do
ylik+41=(yTj.k]/2-

GAMMA ((k+5)/2.)*y[j,k+3]//GAMMA((k+2)/2.)/2)*GAMMA((k+2)/2.)/ GAMMA((
k+6)/2.):

od:

t[j]:=0:

for k from 0 to 10 do
1=ty kT (/2):

od:

print(T[j1.4[j1):

y[j,0]:=subs(x=},t[j]):



y[j+0.2,0]:=subs(x=j+0.2,t[j]):
y[j+0.2,1]:=-y[j,0]/4:
y[j+0.2,2]:=subs(x=j+0.2,diff(t[j],x)):
print("onceki nokta",j,y[j,0]):
print("ilerki nokta",j+0.2,y[j+0.2,0]):
print("turev",j+0.2,y[j+0.2,2]):

od:

for k from 0 to 10 by 0.2 do

flk]:=piecewise(x<k+0.2 and x>k, t[k],x=k+0.2,t[k+0.2]):

od:

g:=0:

for k from 0 to 10 by 0.2 do
g:=gHk]:

od:

plot(g,x=0..10);

45
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