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Bu galisma dort boliimden olugsmaktadir. Birinci boliimde; fark denklemleri ile ilgili
genel tanim ve teoremleri verdik.

Ikinci boliimde; fark denklemleri ile ilgili yapilmis bazi ¢aligmalar hakkinda bilgi
verdik.

Xn

—— "5 fark denkleminin ¢oziimleri hakkinda bilgi
1+ X, X

n-1"n-3

Ugiincii bolimde; X,,, =

verdik.

Xn_(3k
Dordiincii bolimde ise, X ., = n-Gk2) fark denklemini tamimladik ve

n+l 1
+ Xn—k Xn—(2k+1)

pozitif baslangi¢ sartlar1 i¢in ¢dziimlerini inceledik.
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ABSTRACT

The Post Graduate Thesis

A STUDY ON THE PERIODICITY OF THE DIFFERENCE EQUATIONS
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2008, 35 Pages
Jury: Prof. Dr. Esref HATIR
Assoc. Prof. Dr. Cengiz CINAR

Assist. Prof. Dr. Ibrahim YALCINKAYA

This study consists of four sections. In the first section, we gave general definitions
and theorems about difference equations.

In the second section, we gave information about some difference equations which is
studied before.

In the third section, we gave the information about the solution of difference

: _ Xn—5
equation X  , =—.
1+ X, X5
. . . Xn—(3k+2)
In the fourth section, we defined the difference equation X,,, =
1+ Xn—k Xn—(2k+1)

and investigated its solutions where initial conditions are positive real numbers.
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1. BOLUM
FARK DENKLEMLERI iLE iLGILI GENEL TANIMLAR

Bu boéliimde fark denklemleri ile ilgili genel tanim ve teoremler verilmistir.

X bagimsiz degiskeninin siirekli oldugu durumda, y(X) bagimli degiskeninin

degisimi y (X), Yy (X),..., Y™ (X),... tiirevleri yardimiyla aciklanabilmektedir. Ancak

X’in kesikli degerler almasi durumunda degisim tiirevler yardimiyla agiklanamaz.
Bu boliimde X’in tamsay1 degerler aldigi durumlarda ortaya ¢ikan ve iginde sonlu

farklarin bulundugu denklemler {izerinde duracagiz.

Tammm 1.1. n bagimsiz degisken ve buna bagimli degiskende y olmak
lizere, bagimh degisken ve bagimsiz degisken ile bagimhi degiskenin
E(y), E*(y), E’(Y),...,E"(Y),... gibi farklarmi igeren bagmtilara Fark Denklemi

denir. Dikkat edilirse, fark denklemlerinin diferansiyel denklemler ile arasinda biiyiik

benzerlikler vardir.

a,y(n)+a,y(n+1) = f(n)

birinci mertebeden fark denklemidir.

a,y(n-D+ay(n+a,y(n+1)=g(n)

ikinci mertebeden fark denklemidir. Denklemin mertebesinin belirlenmesinde, Yy ’nin

hesaplanabilmesi i¢in gerekli olan baslangi¢ sart1 sayis1 goz oniine alinmaktadir.

Tamm 1.2. | reel sayilarin herhangi bir alt aralig1 olmak tizere, f : 1 X1 — |

stirekli diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Her X ,,X, € | i¢in

Xpo = f(Xnﬂxn—l)’ n= 091729--- (11)



denklemi bir tek {Xn }::_1 ¢Oziimiine sahiptir.

Tamm 1.3. Eger X noktast icin (1.1) denkleminde X = f&,;) ise, X’e (1.1)
denkleminin denge noktasi denir. Eger her n >0 igin X = X, ise, x’¢ f ’nin sabit

noktasi denir.

Tanm 1.4. Eger her n>0 i¢in X_,X, €J iken X, € J olacak sekilde bir

J < | alt aralig1 varsa, bu araliga (1.1) denkleminin degismez (invariant) araligi

denir.

Tamm 1.5. X, (1.1) denkleminin denge noktasi olmak {izere:

(a) Eger x_,,X, € | olmak iizere her ¢ > 0 i¢in ‘XO - X‘ + ‘X_1 - X‘ <0 iken her

n>0 i¢in

X, —§‘<5 olacak sekilde bir 6 >0 sayis1 varsa, X denge noktasi

kararlidir denir.

(b) Eger x denge noktasi kararh ve X_,X, €l iken limX, = x olacak

n—oo

sekilde,

X, —;‘ +‘X_1 —;‘ <y sartin1 saglayan y >0 sayisi varsa, X denge noktasi

lokal olarak asimptotik kararlidir denir.

(c) Eger her x_,,X, €| iken limx, = X ise, X denge noktasina ¢ekim noktasi

nN—o0

(global attractor) denir.

(d) Eger X denge noktasi kararli ve ¢gekim noktasi ise, X denge noktas1 global

asimptotik kararlidir denir.

(e) Eger X denge noktasi kararli degil ise, kararsizdir denir.



(f) Eger x_,,X, €l iken ‘XO —§‘+‘X_l —i‘ <r ve bazt N >-1 sayilar i¢in

‘XN - i‘ > r olacak sekilde bir r >0 sayisi varsa, X denge noktasina repeller denir.

denir ve p bu sart1 saglayan en kii¢iik pozitif tam sayidir.

Tanim 1.7. Eger {Xn} dizisinde sonlu sayida terim hari¢ tutuldugunda, geriye
kalan sonsuz sayidaki terim igin X, = X, ise, {Xn} dizisine er ge¢ p periyotludur
denir ve p bu sart1 saglayan en kiiciik pozitif tam sayidir.

Tamm 1.8. Bger {x, | dizisi i¢in limx,  =a,, (k=0L2..,p-1) ise,

{Xn} dizisi p asimptotik periyotludur denir ve p bu sart1 saglayan en kiigiik pozitif

tam sayidir.

Tanim 1.9. (1.1) denkleminde, f(X,,X, ) fonksiyonunu f(u,v) seklinde

distinelim:
G {CST I (€8
ou ov
olmak iizere,
yn+1 = pyn + qyn—l (12)

denklemi elde edilir. Bu denkleme X denge noktasi civarinda lineer denklem denir.

(1.2) denkleminin karakteristik denklemi:

A’=pi-q=0 (1.3)
dir.



Teorem 1.1. (Lineer Kararhhk Teoremi)

(a) Eger (1.3) denkleminin her iki kokii de mutlak degerce 1°den kiiciik ise, X

denge noktasi lokal asimptotik kararlidir.

(b) Eger (1.3) denkleminin koklerinden en az biri mutlak degerce 1’den

biiytik ise, X denge noktasi kararsizdir.

(¢) (1.3) denkleminin her iki kokiiniin de mutlak degerce 1’den kiiciik olmasi
icin gerek ve yeter sart |p| <1-0 <2 olmasidir. Bu durumda, X denge noktasi1 lokal

olarak asimptotik kararlidir.

(d) (1.3) denkleminin her iki kokiiniin de mutlak degerce 1’den biiylik olmasi
icin gerek ve yeter sart |q| >1 ve | p| < |1 — q| olmasidir. Bu durumda, X denge noktasi

repellerdir.

(e) (1.3) denkleminin, bir kokiinlin mutlak degerce 1’den biiyiik, diger

kokiiniin mutlak degerce 1°den kiigiik olmasi igin gerek ve yeter sart p° +4q >0 ve

| p| > |1 - q| olmasidir. Bu durumda, X denge noktasi kararsizdir.

() (1.3) denkleminin bir kokiiniin mutlak degerce bire esit olmasi i¢in gerek
ve yeter sart |p| :|1—q| veya =-1 ve |p| <2 olmasidir. Bu durumda X denge

noktas1 non-hiperbolik nokta olarak adlandirilir.

Tamm 1.10. X , (1.1) denkleminin denge noktasi olsun. | > -1, m <o olmak

lizere, {X,,X. »,X, | dizisinin her elemam X denge noktasindan biiyilk veya esit,

| =—1 veya | >—1 igin X, , <X ve M=o veya M<o igin X,,, <X oluyorsa,
{Xl,xl+1,...,xm} dizisine {Xn }::_1 ¢Ozlimiiniin bir pozitif yar1 donmesi denir. Benzer
sekilde, | > -1, m <o olmak iizere, {X,,X,H,...,Xm} dizisinin her elemani X denge

noktasindan kiiciik, 1 =—1 veya | >—1 igin X >X ve M=o veya M<oo igin



Xy, = X oluyorsa, {X,,X,+1,...,Xm} dizisine {Xn};o:_l ¢Ozlimiinlin bir negatif yari

donmesi denir.

Tamm 1.11. {Xn }:}1 ¢Oziimlerinin hepsi birden ne pozitif ne de negatif ise,

bu ¢oziimlere sifir civarinda salinimlidir (oscillate) denir. Aksi halde saliniml

degildir.

Tanim 1.12. {Xn —;} dizisi saliniml ise, {X, }:}1 ¢oziimiine X denge noktas

civarinda salinimlidir denir.

Tamm 1.13. {Xn }::_1 dizisinde her n i¢in P <X, <Q olacak sekilde P ve

Q pozitif sayilar1 varsa, {Xn }:O?l dizisi sinirhidir denir.
Teorem 1.2. (Clark Teoremi) p,qeR ve k,ne {1,2,...} olmak tizere;
Xn+1 + an + an—k =0

fark denkleminin lokal asimptotik kararli olmasi icin gerek ve yeter sart |p| +|q| <1

olmasidir.

Sonu¢ 1.1. p, eR, ke {1,2,...} ve Ne {0,1,2,...} olmak tizere;

Xog + P X, +ooot PX, =0

fark denkleminin lokal asimptotik kararli olmasi igin gerek ve yeter sart zik=1| pi| <l

olmasidir.



2. BOLUM
FARK DENKLEMLERI iLE ILGILi YAPILMIS CALISMALAR

Bu boliimde fark denklemlerinin periyodikligi ile ilgili literatiirde var olan ve
calismamizi yaparken degerlendirdigimiz caligmalar hakkinda bilgi verilmistir.

Camouzis ve Devault (2001) yaptiklar1 calismada; X,,X,,p >0 pozitif

baslangi¢ sartlar altinda

X
X, = p+X”—‘1, n=0,12,..

fark denkleminin global asimptotik kararliligini ve periyodikligini incelemislerdir.

Patula ve Voulov (2002) yaptiklar1 calismada;

fark denkleminin ¢dziimlerinin 2 periyotlu ¢oziimlere yakinsadigini gostermislerdir.

Bx
Stevic (2002) yaptig1 calismada; X, = B—M fark denkleminin ¢oziimlerini
+ X,

incelemis ve ¢éziimlerin

n 2j-1 1 X0 n 2j 1
X, =X, | 1=X ve X =X,l1-
2n 0 1j=1 L] 14X, 2n+1 1 1+X0 1 ] 1+ x.

J= i

(=}

seklinde oldugunu ortaya koymustur.



Abu-Saris ve Devault (2003) yaptiklar1 ¢alismada;

Yn

n-k

Yo = A+

, n=0,12,...

fark denkleminin y .,y ..., Y, A>0, ke{2,34,.} baslangi¢ sartlar1 altinda

pozitif denge noktasinin global asimptotik kararli olmasi i¢in gerekli olan sartlari

elde etmislerdir.

Metsel (2003) yaptig1 caligmada; pozitif baslangi¢ sartlar altinda

_f(x)

n-1

X
|

, n=0,12,...

fark denkleminin periyodikligini incelemistir.

Xn—l

rasyonel fark denkleminin
I+ X, X,

Cinar (2004) yaptig1 ¢alismada; X,,, =

¢Oziimlerini incelemis ve

[(n+1)/2]-1
[T @x xi+1)
Xfl [(n+1)/l2:]0—1 ’ n tek
[T @i+Dx_x, +1
i=0
Xn = n/2
[T @i-Dx_x, +1)
Xo == ,  ngift
[T @ix_x, +1)
i=1

esitligini vermistir.

Cinar (2004) yaptig1 iki caliymadan birincisinde; X,,X_,,a,b >0 sartlari

altinda



— Xn—l
I+ax, X,

n+1

fark denkleminin, ikincisinde ise

_ ax,_,
1+bx, X,

n+1

fark denkleminin ¢oziimlerini elde etmistir.

El-Owaidy ve arkadaslar1 (2004) yaptiklari ¢galismada; « €[1,), k =0,1,2,...

ve pozitif reel sayilar olan baslangi¢ sartlar1 altinda

X

X
L =a+ Xk n=012,.

n

n+

fark denkleminin pozitif ¢oziimlerinin periyodikligini ve global asimptotik

kararliligini incelemislerdir.

Stevic (2004) yaptig1 ¢alismada;

_ P+ Xo_ (251

n+l T

X , n=0,12,...

Xn+(2|+s) +1

fark denkleminin ¢éziimlerinin, p >1 i¢in 2s periyotlu oldugunu gostermistir.

Abu-Saris ve Al-Jubouri (2004) yaptiklari ¢aligmada;

fark denkleminin ¢6ziimlerinin periyodik oldugunu gostermislerdir.



Stevic (2005) yaptig1 calismada;

fark denkleminin ¢6ziimlerinin S,1 € N igin asimptotikligini, periyodikligini,

salimimliligini ve simirliligini incelemistir.

Taixiang (2005) yaptig1 ¢alismada,;

X
X, =p+—% n=0,12,..
X

n+1
n

fark denkleminin ¢oziimlerinin p, X,,X_, > 0 sartlar1 altinda sinirliligini incelemistir.

Papaschinopoulos ve Schinas (2005) yaptiklar1 ¢alismada; K ¢ift bir say1

olmak tizere,

X —k
Xoo = Py, +;—, n=0,12,..

fark denkleminin ¢6ziimlerinin K + 1 periyotlu oldugunu gostermislerdir.

Saleh ve Alogeili (2005) yaptiklar1 ¢alismada;

Yn

yn—k

Yo = A+ ,h=012,..

fark denkleminin 'y .,y ., Yo, A>0 baslangic sartlari altinda pozitif denge

noktasinin global asimptotik kararliligini1 ve periyodikligini incelemislerdir.
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Berenhaut ve Stevic (2005) yaptiklar ¢alismada; X_,,X_;,X_,,X_;,X, >0 i¢cin

fark denkleminin ¢dziimlerinin 3 periyotlu ¢oziimlere yakinsadigini gostermislerdir.

Yan ve arkadaslar1 (2005) yaptiklar1 calismada; «,X_,, X, baslangi¢ sartlarini

reel say1 alarak

X
Xpy =@ ———, N=0,1,2,...

n+1

fark denkleminin ¢&ziimlerinin asimptotik kararliligimi  ve periyodikligini

incelemislerdir.

Abu Saris (2006) yaptig1 calismada; w_,,w_,,w, > 0 baslangi¢ sartlar: altinda

rasyonel fark denkleminin c¢oziimlerinin 4 periyotlu ¢oziimlere yakinsadigini

gostermistir.

Karatag ve arkadaglari (2006) yaptiklart ¢alismada; X ; € (0,%0), (i=0,1,...,5)

olmak iizere,

—_Xos  hoo12..

I+ X, ,X,_s

n+1

fark denkleminin pozitif ¢ézlimlerini incelemislerdir.
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Simsek ve arkadaslar1 (2006) yaptiklar1 ¢calismada; X ; € (0,), (i =0,1,...,5)

olmak tizere

X
=—"" _ n=012,..
1+ X .X

n-1"*n-3

n+1

fark denkleminin ¢éziimlerini ve periyodikligini incelemislerdir.

Berenhaut ve arkadagslari (2006) yaptiklar1 ¢alismada; y ; >0, (i=0,L...,4)

baslangig¢ sartlar1 altinda

y, =2 noo,.

yn—l

fark denkleminin ¢dziimlerinin 2 periyotlu ¢oziimlere yakinsadigini gostermislerdir.

Alogeili (2006) yaptig: ¢alismada; X_,,X, € R,a > 0 olmak iizere,

rasyonel fark denkleminin ¢éziimlerini incelemis ve ¢oziimleri igin

2| l(l_a) (1_ 2| 1)X71X0

,N Cift ise
a’(1-a)—(1-a’)x_Xx, ¢

a*" (1 a)—(1-a”)x_ X,
2|+1 a)—(l— 2|+1)X71X0

,n tek ise

n
f[
=1
n+l
ﬁ
i=0

esitligini vermistir.

Aloggili (2006) yaptig1 calismada; X\, X )5, Xy >0, A>0 ve K herhangi

pozitif bir tamsay1 olmak iizere,
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Xn-k
=—"1=— n=0,12,.
a+X, X

n

n+1
n

fark denkleminin ¢oziimlerini ve kararliligini incelemistir.

Simsek ve arkadaslar1 (2008) yaptiklar ¢calismada; pozitif baslangi¢ sartlar

altinda

Xi—(5k+9)

1 + Xn—4 Xn—9 "'Xn—(5k+9)

, n=0,12,...

n+1

fark denkleminin ¢6ziimlerini ve periyodikligini incelemislerdir.
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3. BOLUM

= 1”—’5 FARK DENKLEMININ COZUMLERI
+ X, X

n-1"n-3

n+1

Bu boliimde, Simsek ve arkadaglari (2006) tarafindan yapilan bir ¢alisma
hakkinda bilgi verilmistir.

Bu ¢alismada; x; (i=0,1,...,5) baslangi¢ sartlar1 pozitif reel sayilar olmak
lizere,

X
=—" __ n=0L2,. (3.1)
1+ X X

n-1"*n-3

n+1

fark denkleminin ¢6ziimleri incelenmistir.
Teorem 3.1. (3.1) denklemi i¢in asagidaki ifadeler dogrudur:

@) (X4, (1=0,1,...,5) dizileri azalandir ve a,,, >0 olmak iizere;

i+1

limx,, , =a,, limX,,_, =a,, limX,, , =a,
nN—o0 n—oo n—oo

limx,, , =a,, limX,, , =a,, limX,, =a
n—o —> nN—

limitleri mevcuttur.
(b) (3.1) denkleminin ¢dziimleri 6 asimptotik periyotludur.

¢) aa,a. =0 ve a,a,a, =0 dir.
1735 2746

(d) Yn=n, i¢in X, ; > X,,, olacak sekilde bir n, € N varise limx, =0 dir.

N—o0

(e) (3.1) denkleminin ¢ézlimleri;
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X

X X o
on+1 = X_s (1_1—32 —_—),

X, X_ n
Xgnoa =Xy (1= 2= [ ),

Xonss = X71(1_ =S z _ —_—),

seklinde genellestirilebilir.

Ispat. (a) (3.1) denkleminden X (I1+X X ,)=X,_; oldugu agiktr.

Xo s X3 €(0,00) oldugu icin 1+ X, X, €(l,00) olur. Buradan Vn>0 igin

n-1°
Xni < Xq_s Olup,
0 << Xgpos <eee < Xp3 < Xg <X < X

0<ii < Xgpg <on <Xy <Xg <X, <Xy

0<.i<Xgpy <eoee < Xps < Xg <Xy <Xy
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0 <ii < Xgpon <o <X < Xpg < Xy <X,
0 <o < Xgpy <o <Xy <Xy < X5 <X
0 <o < Xgp <o < Xjg <Xy < X <X

esitsizlikleri elde edilir. Boylece

limx,, s =a,, limx,, , =a,, imX,, ; =a,
n—o n—oo nN—oo

limx,, , =a,, limX,, , =a,, limX,, =a,
n—o0 - nN—o0

nN—o0
limitlerinin varlig1 gosterilmis olur.

(b) (3.1) denkleminin c¢oziimlerinin 6 asimptotik periyotlu oldugu (a)
sikkindan aciktir.

(¢) (3.1) denkleminden

X
=S (3.2)
1+ Xﬁn—l X6n—3

X6n+1

elde edilir. (3.2) denkleminde esitligin her iki tarafinin limiti alinirsa;

Gl

:mi al +a1a3a5 = al = a1a3a5 =0

a

oldugu goriiliir. Benzer sekilde (3.1) denkleminden,

X
X6n+2 =04 (33)
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elde edilir. (3.3) denkleminde esitligin her iki tarafinin limiti alinirsa;

a
a,=—2>—=a, +a,3,8, =a, = a,3,a8, =0
I+aa,

oldugu goriiliir.

(d) Vn=>n, i¢in X, ; > X,,, olacak sekilde bir n, € N var ise

ve

elde edilir. Buradan

oldugu goriiliir. Bu durumda

olup limx, =0 olur.

nN—oo

(e) (3.1) denkleminden;

(Xn—l o Xn—7) (34)

elde edilir. (3.4) denkleminden,



N=0igin X, —X_5 = X; — X_;

n=1icin X, =X, =X, =X,

nN=2igin X, —X_, =—— (X, — X_;)
T lexx, 7

n=3i¢in X, — X ! (X, —X_,)

=3 1¢m X, —X_, = - X_
T laxx, o

N=4 i¢in X, —X_, = (X; —X5) =
T lxx, 7

n=>5 igin X, — X, = (X, —X_,) =
© Y e, ¢+

esitlikleri elde edilir. Buradan,

17

I+ Xx,X, 1+ X,X,

1 1
(Xl - st)
L+ XX, 14+ XX
1 1
(Xz _X-4)

n

1
Xonst — Xanos = (X = X_s )H —

vn >0 i¢in

i 1+ X5 X5 (3.5)

n

1
Xonia = Xonog = (X, =X )H—

oldugu goriiliir.

(3.5) denkleminden, X,,,, —X,, s = (X, — X

N=01i¢in X —X_5 =X —X_

i=1 1+ Xzi X2i—2

n 1
O[] olup,
i=1

= 1+ X2i—3 X2i—1



n=11igin X; —X_; =(X, —X_y)

I+ XX

1 1
N=2 icin X. — X, =(X, — X
g X; =%, =% ‘5)1+x_1x11+x1x3

1 1 1

n=3i¢in X, — X, =(X, —X_,)
T T XX T XXy T XX

1 1 1 1

n=4 ig¢in X, —X; = (X, —X_,)
T T e X T XX T XX 1 XX,

.. 1 1 1 1 1
n=>5i¢in X, —X; =(X, —X_5)

18

L+ X X T4+ XX T+ XX T+ XX, 1T+ XX,

esitlikleri elde edilir. Bu esitliklerden,

n

Xons1 — X5 = X—s)z
" JOll_l[l+X2|3X2|1
Xones = X5 = (X = X_5)
" 10I11+X2|3X2|1
n 3j+2

6n+5 (X - X—5 )ZH

j=0 i=l1 1+X2| 3X2| 1
oldugu goriiliir.

Benzer sekilde (3.5) denkleminden,

(3.6)

(3.7)

(3.8)
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. 1
Xoni2 = Xonog = (X =X )H—

olup,

nN=0i1¢in X, —X, =X, =X,

1
1+ XX,

n=1i¢in X, —X_, =(X, —X_,)

1 1
1+ XX, 14+ X,X,

n=2 i¢in X, — X, =(X, —X_,)

1 1 1
L+ XX, T+ X, X, 14X, X,

n=31icin X; — X, =(X, —X_,)

1 1 1 1
T+ XX, T+ X, X, 14X, X, 14+ XX

n=4 igin X, —X, = (X, —X_,)

1 1 1 1 1
L+ XX, T+ X, X, T+ X, X 1+ XX 1+ XX

n=>5igin X, — X, =(X, —X_,)
esitlikleri elde edilir. Bu esitliklerden de

Xonizo —X_g = (Xz — X, )z _ - (3-9)

Xeonsa — X5 = (Xz — X )z U U (3.10)

Xense — Xo :(Xz _X74)Z L1 (3-11)



20

oldugu goriiliir. Son olarak,

X5 X X 5X
X, — X_s -
I+ XX I+ XX,
ve
X X, X, X
Xy, = X4 = T Ay T :
1+ Xx,X 1+ Xx,X

X(’"”:X‘{ 1+xx ZH1+X2| sz

-2 j=0 i=l

formiilleri elde edilir. Bdylece ispat tanimlanir.
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4. BOLUM

X . o . . .
=G FARK DENKLEMININ COZUMLERI
L+ X, Xn—(2k+1)

n+1

Bu boéliimde, (3.1) denkleminden faydalanilarak daha genel bir denklem
tanimlanmis ve c¢ozlimleri incelenmistir. Ayrica, Simsek ve arkadaslart (2006)

tarafindan yapilan ¢alismada elde edilen sonuglar genellestirilmistir.

Bu amagla; X ;.55 X 3.1)5-5 X5 X, baslangig sartlari pozitif reel sayilar ve

k =0,1,2,... olmak tizere,

X,
= O h=1,23,... (4.1)
1+ Xn—k Xn—(2k+l)

n+1

fark denklemi tanimlanmig ve ¢éziimleri incelenmistir.
Teorem 4.1. (4.1) denklemi i¢in asagidaki ifadeler dogrudur:

(@) s=0,1,.,3k +2) olmak iizere (Xs,s), ;) dizileri azalandir ve Vs igin

3643)s = 0 olmak tzere;

lim X3k+3)n-s = A3Kk43)s
n—

0

limitleri mevcuttur.

(b) (4.1) denkleminin ¢oziimleri 3k + 3 asimptotik periyotludur.
(¢) z=12,...,(k +1) olmak iizere;

4,8, 1) Qg 2ks2) = 0
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olur.
(d) Vn=n, igin X, = X,,, olacak sekilde bir n; € N varise limx, =0
n—oo
dir.
(e) (4.1) denkleminin ¢oztimleri b =1,2,...,k +1 olmak tizere;
Xp_(kst) Xo-(2k+2) 3 1
X3ka3)neb = Xp_(3k+3) 1 ZH

1+ Xb—(k+1)xb—(2k+2) j=0 i=l 1+ X(k+1)i+b—(k+1)X(k+1)i+b—(2k+2)

3j4
Xp—(k+1) Xb—(3k+3) L 1

n
X =X 1-
(Bk+3)n+(k+1)+b b—(2k+2)
1+ Xb—(k+1)Xb—(2k+2) j=0 i=1 1+ X(k+1)i+b—(k+l)X(k+1)i+b—(2k+2)

S}

Xp-2k+2) Xb-3k+3) X Sk
- —(3k+
X 3k+3)n+b(2k+2) = Xb—(k+1) 1- ] z Hl

F Xp_ k1) Ko—2k+2) 120 =t L Xoeonyivb—krn) Xkenyirb—(2k+2)

1

seklinde genellestirilebilir.
Ispat.

(@) (4.1) denkleminden X, (1+ X, X, ki) = Xy_3ks2) ©ldugu  agiktir.

X > Xn_ksny € (0,00) oldugu igin 1+ X, X, 4,y € (1,00) olur. Buradan ¥n >0 i¢in
Xn+1 < Xn—(3k+2) Olup’

O <...< X6k+7 < X3k+4 < Xl < X—(3k+2)

0 <o < Xias < Xipas <Xy < Xz

0 <o < Xgrro < Xgppp < X3 < X5



0 <..< X9k+8 < X6k+5 < X3k+2 < X—l

0 <...< X9k+9 < X6k+6 < X3k+3 < XO

esitsizlikleri elde edilir. Boylece,

hm X(3k+3)n _Gk+2) = @

}gg X3ka3pn-3k+1) — Qo

hm X(3k+3)n —G6k) = 84

lim X3kazynar = Qaan
nN—o0

hm X(3k+3)n A3

limitlerinin varlig1 gosterilmis olur. Bu limitler kisaca s =0

36:3)s = 0 olmak uzere,

lim X3k+3n-s = A3Kk43)-s
nN—o0

seklinde ifade edilebilir.
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L...,(3k +2) ve Vs igin

(b) (4.1) denkleminin ¢dziimlerinin (3K + 3) asimptotik periyotlu oldugu (a)

sikkindan aciktir.



(¢) (4.1) denkleminden asagidaki denklemler elde edilir.

X _ X(3k+3)n—(3k+2)
(Bk+3)n+1
1+ X(3k+3)n—k X(3k+3)n—(2k+1)
X _ X(3k+3)n—(3k+l)
(Bk+3)n+2
1+ X(3k+3)n—(k—1)X(3k+3)n—2k
X _ X(3k+3)n—(3k)
(Bk+3)n+3 T
1+ X(3k+3)n—(k—2)X(3k+3)n—(2k—1)
_ X(3k+3)n—(2k+2)
X(3k+3)n+(k+1) -

1+ X 3k+3)n X(3k+3)n—(k+1)

Yukaridaki denklemlerde sirasiyla limit alinirsa;

a‘1
a, “l+a .a = A+ 88,8y, =8 = Q8,3 =0
+ a2k+3ak+2
a2
By = T S A AR =8 = 888, =0
+ a2k+4ak+3
a3
a, =1— = 8y + 838,85 =83 = A38,48y,5 =0
+ a2k+5ak+4
8, =— oA taaydy, =8, = 88,8, =0
Kt k-1 k—1%2k A3k+1 — Akl k—1%2k A3k+1 =

1+ a3k+1a2k



ay
a = 1 = A+ 8y, =& = 85,85, =0
+ a‘3k+2a2k+1
ak+l
A,y = = Ay T A8, T Ay = A4 8y,85;

1 + a3k+3a2k+2

oldugu goriiliir. Buda z =1,2,...,(k +1) olmak iizere,

a,8,, (k1) Qpp ki) = 0

seklinde ifade edilebilir.

(d) Vn=n, igin X, = X,,, olacak sekilde bir n; € N var ise

a‘l 2 a'2k+3 2 a‘k+2 2 a‘l 2 a2k+3

az 2 a2k+4 2 ak+3 2 a2 2 a2k+4

a‘3 2 a2k+5 2 a‘k+4 2 a3 2 a2k+5

ak 2 a3k+2 2 a2k+l 2 ak 2 a3k+2

ak+l 2 a3k+3 2 a2k+2 2 ak+1 2 a3k+3

esitsizlikleri elde edilir. Buradan

a; =y, =,

a, = Ay = Ay,

25

=0



Ay = Ay,s = Ayyy

Ay = Ay = Ay

Ay = A3 = Ay

oldugu goriiliir. (c) sikkindan yararlanilarak;

A =y =, = 0

A, =y = Q3 = 0

Ay = 8ys =y, =0

Ay = Ay, =y = 0

Ay = Qg3 Ty = 0

elde edilir. Buradan lim x, =0 oldugu goriiliir.

nN—o

(e) (4.1) denkleminden,

1

1 + Xn—k Xn—(2k+1)

X —X

n+l n-(3k+2) — (Xn—k - Xn—(4k+3))

elde edilir.
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(4.2)



b=12,...,(k+1) olmak iizere (4.2) denkleminden,

n=b-1 igin,

Xp = Xo_3k+3) = Xp ~ Xp_(3k+3)

n=b+k igin,

1

] b b—(3k+3)
Xb Xb—(k+1)

Kokt ~ XKp(aks2) =

n=b+2k+1 igin,

1

(X +K+ X —i + )
Xb+k+1 Xb

Xpsak+2 = RKpokety =

o 1
T+ Xp e Xo 14 XXy 40

(Xb - Xb—(3k+3))

n=b+3k+2 ig¢in,
1

Xpi3ke3 ~ Xp (Xb+2k+2 - Xb—(k+1))

1 + Xb+2k+2 Xb+k+1

~ 1 1 1
1 + Xb+2k+2 Xb+k+1 1 + Xb+k+1 Xb 1 + Xb Xb—(k+1)

esitlikleri elde edilir. Buradan Yn>0 ve b=12,...,(k +1) i¢in,

(Xb - Xb—(3k+3))

n
Xksnnsd — Xacrnnsb-kss) = (X = Xp_3k43) )H

oldugu goriiliir. (4.3) denkleminden,

N=0i¢in X, =Xy 313 = (X = Xp_3143))

i L+ X (ka1)ieb—(k+1) X(k+1)i+b—(2k+2)

27

(4.3)



1

3
N=31i¢in Xy 55 =Xy = (X5 = Xp_(3143) )Hl
i=1 +X(k+1)i+b—(k+l)X(k+1)i+b—(2k+2)

1

6
N=061¢In X 6, — Xypi30 = (Xp — Xb—(3k+3))H1
i=1 L+ Xinisb—(kr) Xkatyisb—(2k+2)

1

9
N=91i¢in Xg 0,p — Xerseep = (Xp — Xp_(3k+3) )Hl
i=1 L Xonyisb—(kat) X(kenyisb—(2k+2)

esitlikleri elde edilir. Bu esitliklerden ¥n > Oigin,

3j 1

n
X3kemned ~ Xo-3k43) = (Xb - Xb—(3k+3)) ]
=0 i=1 L X nyieh—(ke) X(k1)irb—(2k+2)

oldugu goriiliir. (4.3) denkleminden,

1

1
n=1 1¢1n X(k+1)+b - Xb_(2k+2) = (Xb - Xb—(3k+3)H

ist L Xcanyish— kot Xkeisb—(2k+2)

1

4
N=41¢In  Xuyaym ~ Xpreny = (X — Xb—(3k+3)H

ict L Xcanyisb— ket Xksisb—(2k+2)

1

)

)

7
N=71¢IN X7y ~ Xoaqakea) = Ko — Xb—(3k+3)H 1+ x
izl

esitlikleri elde edilir. Bu esitliklerden Vn > 0 igin,

(k+1)i+b—(k+1) X(k+1)i+b—(2k+2)

)

28

(4.4)
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3j+1 1

Hl (4.5)

n
j=0 i= + X(k+1)i+b—(k+1)X(k+l)i+b—(2k+2)

X 3ke3)n+(k+1)+b — Xp—(2k+2) = (Xb - Xb—(3k+3))

oldugu goriiliir. Benzer sekilde (4.3) denkleminden,

1

2
n=2 i¢in Xoks2yib ~ Koks1) = (%, — Xb—(3k+3)H )

i L+ Xk1)i+b—(k1) K(k+1)i+b—(2k+2)

> 1
N=35 1610 Xse.s):n — Xps(aksa) = (X, — Xb—(3k+3)H )

i L+ X(k1)i+b—(k1) X(k+1)i+b—(2k+2)

1

g
n=238 i¢in X sk+8)+b — Xps(sk+s) — (X, — Xb—(3k+3)H )

i 1+ X (ks 1)ib—(k1) X(k+1)ib—(2k+2)

esitlikleri elde edilir. Bu esitliklerden ¥n > 0 igin,

n 3j+2 1

X3kamns2ks2)sb — Xoogesry = (Xp = Xb—(3k+3))_ (4.6)

j=0 =l 1+ X (et 1)icb—(k+1) Xk 1)ieb—(2k+2)

oldugu goriiliir. (4.1) denkleminden,

Xp_(3k+3)
Xy =
1+ Xp—(k+1) Xp—(2k+2)

Xp—(k+1) Xo—(2k+2) Xb—(3k+3)

(4.7)

X, — X =—
b~ Xb—(3k+3)
L+ Xy 1) Xo_2k22)

esitligi elde edilir. (4.7) sirasiyla (4.4), (4.5), (4.6) denklemlerinde yerine yazilip

gerekli diizenlemeler yapilirsa VN >0 ve b=1,2....,(k +1) i¢in,



Xp_(kat) Xo-(2k+2) & 3 1
X3kemnb = Xp-(3k+3) 1- 1 ZHI
+ Xb—(k+1)Xb—(2k+2) j=0 i=1 + X(k+1)i+b—(k+1)X(k+1)i+b—(2k+2)

3j+1 1

Xy X n

_ —(k+1) *b—(3k+3)

X(3k+3)n+(k+1)+b - Xb—(2k+2) 1- 1 ZHI
+ Xb—(k+l)Xb—(2k+2) j=0 i=1 +X(k+l)i-¢-b—(k+l))((k-¢—1)i+b—(2k-¢-2)

3j+2 1

I1

Xp_(2k+2) K- (3k+3)

n
X =X 1-
(3k+3)n+(2k+2)+b b—(k+1)
1+ Xb—(k+1)xb—(2k+2) j=0 i=l 1+ X(k+1)i+b—(k+1)X(k+1)i+b—(2k+2)

formiilleri elde edilir. Bdylece ispat tamamlanmis olur.
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SONUC VE ONERILER

Xn—(3k+2)

1 + Xn—k Xn—(2k+1)

Bu ¢alismada, X, = fark denklemi tanimlanmis ve pozitif

baslangi¢ sartlar1 altinda ¢oziimleri incelenmistir. Denklemin katsayilar reel sayi,
dizi veya fonksiyon alinarak yeni denklemler tanimlanabilir ve c¢oziimleri bu
calismada verilen yontemle incelenebilir. Ayrica bu denklemlerin simrlilignt ve

kararliligida ¢alisilabilir.
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