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ÖZET 

Yüksek Lisans Tezi 

 

FARK DENKLEMLERİNİN PERİYODİKLİĞİ ÜZERİNE BİR ÇALIŞMA 

 

 

Nuriye ATASEVER 

 

Selçuk Üniversitesi Fen Bilimleri Enstitüsü 

 Ortaöğretim Ana Bilim Dalı  

Matematik Öğretmenliği Programı 

Danışman : Yrd. Doç. Dr. İbrahim YALÇINKAYA 

2008, 35 Sayfa   

Jüri: Prof. Dr. Eşref HATIR 

Doç. Dr. Cengiz ÇİNAR 

Yrd. Doç. Dr. İbrahim YALÇINKAYA 

 

Bu çalışma dört bölümden oluşmaktadır. Birinci bölümde; fark denklemleri ile ilgili 
genel tanım ve teoremleri verdik.  

 İkinci bölümde; fark denklemleri ile ilgili yapılmış bazı çalışmalar hakkında bilgi 
verdik. 

Üçüncü bölümde; 
31

5
1 1 −−

−
+ +
=

nn

n
n xx

x
x  fark denkleminin çözümleri hakkında bilgi 

verdik. 

Dördüncü bölümde ise, 
)12(

)23(
1 1 +−−

+−
+ +
=

knkn

kn
n xx

x
x  fark denklemini tanımladık ve 

pozitif başlangıç şartları için çözümlerini inceledik. 

Anahtar Kelimeler: Fark Denklemi, Çözüm, Asimptotik Periyodiklik 
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ABSTRACT 

The Post Graduate Thesis 

 

A STUDY ON THE PERIODICITY OF THE DIFFERENCE EQUATIONS 

 

 

Nuriye ATASEVER 

 

    Selcuk University Graduate School of Natural and Applied Sciences 

Department of Mathematics Education 

Supervisor : Assist. Prof. Dr. İbrahim YALÇINKAYA 

2008, 35 Pages  

Jury: Prof. Dr. Eşref HATIR 

Assoc. Prof. Dr. Cengiz ÇİNAR 

Assist. Prof. Dr. İbrahim YALÇINKAYA 

 

This study consists of four sections. In the first section, we gave general definitions 
and theorems about difference equations.  

In the second section, we gave information about some difference equations which is 
studied before.  

In the third section, we gave the information about the solution of difference 

equation 
31

5
1 1 −−

−
+ +
=

nn

n
n xx

x
x . 

In the fourth section, we defined the difference equation 
)12(

)23(
1 1 +−−

+−
+ +
=

knkn

kn
n xx

x
x   

and investigated its solutions where initial conditions are positive real numbers. 

  Key  Words : Difference Equation, Solution, Asymptotic Periodicity 
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1. BÖLÜM 

FARK  DENKLEMLERİ İLE İLGİLİ GENEL TANIMLAR 

 

 

Bu bölümde fark denklemleri ile ilgili genel tanım ve teoremler verilmiştir. 

 

x  bağımsız değişkeninin sürekli olduğu durumda, )(xy  bağımlı değişkeninin 

değişimi ... ),( ..., ),( ),( )(''' xyxyxy n  türevleri yardımıyla açıklanabilmektedir. Ancak 

x ’in kesikli değerler alması durumunda değişim türevler yardımıyla açıklanamaz. 

Bu bölümde x ’in tamsayı değerler aldığı durumlarda ortaya çıkan ve içinde sonlu 

farkların bulunduğu denklemler üzerinde duracağız. 

 

Tanım 1.1. n  bağımsız değişken ve buna bağımlı değişkende y  olmak   

üzere, bağımlı değişken ve bağımsız değişken ile bağımlı değişkenin 

),( ),( 2 yEyE ... ),( ..., ),(3 yEyE n  gibi farklarını içeren bağıntılara Fark Denklemi 

denir. Dikkat edilirse, fark denklemlerinin diferansiyel denklemler ile arasında büyük 

benzerlikler vardır. 

 

)()1()( 10 nfnyanya =++  

 

birinci mertebeden fark denklemidir. 

 

)()1()()1( 210 ngnyanyanya =+++−  

 

ikinci mertebeden fark denklemidir. Denklemin mertebesinin belirlenmesinde, y ’nin 

hesaplanabilmesi için gerekli olan başlangıç şartı sayısı göz önüne alınmaktadır. 

 

Tanım 1.2. I reel sayıların herhangi bir alt aralığı olmak üzere, IIxIf →  :  

sürekli diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Her Ixx ∈− 01,  için    

                                         

                                           ,...2,1,0    ),,( 11 == −+ nxxfx nnn                                    (1.1) 
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denklemi bir tek { }∞ −= 1nnx  çözümüne sahiptir. 

 

Tanım 1.3. Eğer x  noktası için (1.1) denkleminde ),( xxfx =  ise, x ’e (1.1) 

denkleminin denge noktası denir. Eğer her 0≥n  için nxx =  ise, x ’e f ’nin sabit 

noktası denir.  

 

Tanım 1.4. Eğer her 0>n  için Jxx ∈− 01 ,  iken Jxn ∈  olacak şekilde bir 

IJ ⊆  alt aralığı varsa, bu aralığa (1.1) denkleminin değişmez (invariant) aralığı 

denir. 

 

Tanım 1.5. ,x  (1.1) denkleminin denge noktası olmak üzere: 

 

(a) Eğer Ixx ∈− 01,  olmak üzere her 0>ε  için δ<−+− − xxxx 10  iken her 

0≥n  için ε<− xxn  olacak şekilde bir 0>δ  sayısı varsa, x  denge noktası 

kararlıdır denir. 

 

(b) Eğer x  denge noktası kararlı ve Ixx ∈− 01,  iken xxnn
=

∞→
lim  olacak 

şekilde, γ<−+− − xxxx 10  şartını sağlayan 0>γ  sayısı varsa, x  denge noktası 

lokal olarak asimptotik kararlıdır denir. 

 

(c) Eğer her Ixx ∈− 01,  iken xxnn
=

∞→
lim  ise, x  denge noktasına çekim noktası 

(global attractor) denir. 

 

(d) Eğer x  denge noktası kararlı ve çekim noktası ise, x  denge noktası global 

asimptotik kararlıdır denir. 

 

(e) Eğer x  denge noktası kararlı değil ise, kararsızdır denir. 
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(f) Eğer Ixx ∈− 01,  iken rxxxx <−+− −10  ve bazı 1−≥N  sayıları için 

rxxN ≥−  olacak şekilde bir 0>r  sayısı varsa, x  denge noktasına repeller denir.  

 

Tanım 1.6. Eğer { }nx  dizisi için npn xx =+  ise, { }nx  dizisi p  periyotludur 

denir ve p  bu şartı sağlayan en küçük pozitif tam sayıdır. 

 

Tanım 1.7. Eğer { }nx  dizisinde sonlu sayıda terim hariç tutulduğunda, geriye 

kalan sonsuz sayıdaki terim için npn xx =+  ise, { }nx  dizisine er geç p  periyotludur 

denir ve p  bu şartı sağlayan en küçük pozitif tam sayıdır.  

 

Tanım 1.8. Eğer { }nx  dizisi için kpkpnn
ax −−∞→

=lim  )1,...,2,1,0( −= pk  ise, 

{ }nx  dizisi p  asimptotik periyotludur denir ve p  bu şartı sağlayan en küçük pozitif 

tam sayıdır. 

 

Tanım 1.9. (1.1) denkleminde, ) ,( 1−nn xxf  fonksiyonunu ),( vuf  şeklinde 

düşünelim: 

u
xxfp

∂
∂

=
),(   ve  

v
xxfq

∂
∂

=
),(  

olmak üzere, 

                                                      11 −+ += nnn qypyy                                              (1.2) 

 

denklemi elde edilir. Bu denkleme x  denge noktası civarında lineer denklem denir.   

 

(1.2) denkleminin karakteristik denklemi:    

 

                                                        0 2 =−− qpλλ                                               (1.3) 

dır. 
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Teorem 1.1. (Lineer Kararlılık Teoremi) 

(a) Eğer (1.3) denkleminin her iki kökü de mutlak değerce 1’den küçük ise, x  

denge noktası lokal asimptotik kararlıdır. 

 

(b) Eğer (1.3) denkleminin köklerinden en az biri mutlak değerce 1’den 

büyük ise, x  denge noktası kararsızdır. 

 

(c) (1.3) denkleminin her iki kökünün de mutlak değerce 1’den küçük olması 

için gerek ve yeter şart 21 <−< qp  olmasıdır. Bu durumda, x  denge noktası lokal 

olarak asimptotik kararlıdır. 

 

(d) (1.3) denkleminin her iki kökünün de mutlak değerce 1’den büyük olması 

için gerek ve yeter şart 1>q  ve qp −< 1  olmasıdır. Bu durumda, x  denge noktası 

repellerdir.  

 

(e) (1.3) denkleminin, bir kökünün mutlak değerce 1’den büyük, diğer 

kökünün mutlak değerce 1’den küçük olması için gerek ve yeter şart 042 >+ qp  ve 

qp −> 1  olmasıdır. Bu durumda, x  denge noktası kararsızdır. 

 

            (f) (1.3) denkleminin bir kökünün mutlak değerce bire eşit olması için gerek 

ve yeter şart qp −= 1  veya 1−=q  ve 2≤p  olmasıdır. Bu durumda x  denge 

noktası non-hiperbolik nokta olarak adlandırılır. 

 

Tanım 1.10. x , (1.1) denkleminin denge noktası olsun. 1−≥l , ∞≤m  olmak 

üzere, { }mll xxx ,...,, 1+  dizisinin her elemanı x  denge noktasından büyük veya eşit, 

1−=l  veya 1−>l  için xxl <−1  ve ∞=m  veya ∞<m  için xxm <+1  oluyorsa,  

{ }mll xxx ,...,, 1+  dizisine { }∞ −= 1nnx  çözümünün bir pozitif yarı dönmesi denir. Benzer 

şekilde, 1−≥l , ∞≤m  olmak üzere, { }mll xxx ,...,, 1+  dizisinin her elemanı x  denge 

noktasından küçük, 1−=l  veya 1−>l  için xxl ≥−1  ve ∞=m  veya ∞<m  için 
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xxm ≥+1  oluyorsa, { }mll xxx ,...,, 1+  dizisine { }∞ −= 1nnx  çözümünün bir negatif yarı 

dönmesi denir. 

 

Tanım 1.11. { }∞ −= 1nnx  çözümlerinin hepsi birden ne pozitif ne de negatif ise, 

bu çözümlere sıfır civarında salınımlıdır (oscillate) denir. Aksi halde salınımlı 

değildir. 

 

Tanım 1.12. { }xxn −  dizisi salınımlı ise, { }∞ −= 1nnx  çözümüne x  denge noktası 

civarında salınımlıdır denir. 

 

Tanım 1.13. { }∞ −= 1nnx  dizisinde her n  için QxP n ≤≤  olacak şekilde P  ve 

Q  pozitif sayıları varsa, { }∞ −= 1nnx  dizisi sınırlıdır denir. 

 

Teorem 1.2.  (Clark Teoremi) Rqp ∈,  ve { },...2,1, ∈nk  olmak üzere;  

 

01 =++ −+ knnn qxpxx  

 

fark denkleminin lokal asimptotik kararlı olması için gerek ve yeter şart 1<+ qp  

olmasıdır. 

 

Sonuç 1.1. Rpk ∈ , { },...2,1∈k  ve { },...2,1,0∈n  olmak üzere;  

 

0...11 =+++ −+ knknn xpxpx  

 

fark denkleminin lokal asimptotik kararlı olması için gerek ve yeter şart  1
1

<∑ =

k

i ip  

olmasıdır. 
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2. BÖLÜM 

FARK DENKLEMLERİ İLE İLGİLİ YAPILMIŞ ÇALIŞMALAR 

 

 

Bu bölümde fark denklemlerinin periyodikliği ile ilgili literatürde var olan ve 

çalışmamızı yaparken değerlendirdiğimiz çalışmalar hakkında bilgi verilmiştir.  

 

Camouzis ve Devault (2001) yaptıkları çalışmada; 0,, 10 >− pxx  pozitif 

başlangıç şartları altında 

  

,...2,1,0  ,1
1 =+= −
+ n

x
x

px
n

n
n  

 

fark denkleminin global asimptotik kararlılığını ve periyodikliğini incelemişlerdir. 

 

Patula ve Voulov (2002) yaptıkları çalışmada; 

  

,...2,1,0  ,1
3

2
1 =+=

−

−
+ n

x
x

x
n

n
n  

 

fark denkleminin çözümlerinin 2 periyotlu çözümlere yakınsadığını göstermişlerdir. 

 

Stevic (2002) yaptığı çalışmada; 
n

n
n xB

Bx
x

+
= −

+
1

1  fark denkleminin çözümlerini 

incelemiş ve çözümlerin 

  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−= ∑∏
=

−

=

n

j

j

i i
n x

xxx
1

12

1
102 1

11  ve ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

−= ∑∏
= =

−+

n

j

j

i i
n xx

x
xx

0

2

10

0
112 1

1
1

1  

 

şeklinde olduğunu ortaya koymuştur. 
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Abu-Saris ve Devault (2003) yaptıkları çalışmada;  

 

,...2,1,0  ,1 =+=
−

+ n
y
y

Ay
kn

n
n  

 

fark denkleminin 0,,...,, 0)1( >−−− Ayyy kk , ,...}4,3,2{∈k  başlangıç şartları altında 

pozitif denge noktasının global asimptotik kararlı olması için gerekli olan şartları 

elde etmişlerdir. 

 

Metsel (2003) yaptığı çalışmada; pozitif başlangıç şartları altında 

  

,...2,1,0  ,
)(

1
1 ==

−
+ n

x
xf

x
n

n
n  

 

fark denkleminin periyodikliğini incelemiştir. 

 

Çinar (2004) yaptığı çalışmada; 
1

1
1 1 −

−
+ +
=

nn

n
n xx

x
x  rasyonel fark denkleminin 

çözümlerini incelemiş ve 

  

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

+

+−

++

+

=

∏

∏

∏

∏

=
−

=
−

−+

=
−

−+

=
−

−

çift        ,
)12(

)1)12((

 tek     ,
1)12(

)12(

2

1
01

2

1
01

0

1]2/)1[(

0
01

1]2/)1[(

0
01

1

n
xix

xxi
x

n
xxi

ixx
x

x

n

i

n

i

n

i

n

i

n  

eşitliğini vermiştir. 

           

Çinar (2004) yaptığı iki çalışmadan birincisinde; 0,,, 10 >− baxx  şartları 

altında  
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nn

n
n xax

x
x

1

1
1 1 −

−
+ +
=  

fark denkleminin, ikincisinde ise  

  

nn

n
n xbx

ax
x

1

1
1 1 −

−
+ +
=  

 

fark denkleminin çözümlerini elde etmiştir. 

 

El-Owaidy ve arkadaşları (2004) yaptıkları çalışmada; ),,1[ ∞∈α  ,...2,1,0=k   

ve pozitif reel sayılar olan başlangıç şartları altında 

  

,...2,1,0  ,1 =+= −
+ n

x
x

x
n

kn
n α  

 

fark denkleminin pozitif çözümlerinin periyodikliğini ve global asimptotik 

kararlılığını incelemişlerdir. 

 

Stevic (2004) yaptığı çalışmada;  

 

,...2,1,0  ,
1)2(

)12(
1 =

+

+
=

++

−−
+ n

x
xp

x
sln

sn
n  

 

fark denkleminin çözümlerinin, 1>p  için s2  periyotlu olduğunu göstermiştir. 

 

Abu-Saris ve Al-Jubouri (2004) yaptıkları çalışmada;  

 

,...2,1,0  ,
)(

1
1 ==

−
+ n

x
xf

x
n

n
n  

 

fark denkleminin çözümlerinin periyodik olduğunu göstermişlerdir. 
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Stevic (2005) yaptığı çalışmada;  

 

,...2,1,0  ,1
1 =+= −
+ n

x
x

x p
n

p
n

n α  

 

fark denkleminin çözümlerinin Nls ∈,  için asimptotikliğini, periyodikliğini, 

salınımlılığını ve sınırlılığını incelemiştir. 

 

Taixiang (2005) yaptığı çalışmada;  

 

,...2,1,0  ,1 =+= −
+ n

x
x

px
n

kn
n  

 

fark denkleminin çözümlerinin 0,, 10 >−xxp  şartları altında sınırlılığını incelemiştir. 

 

Papaschinopoulos ve Schinas (2005) yaptıkları çalışmada; k  çift bir sayı 

olmak üzere,  

 

,...2,1,0  ,1 =+= −
+ n

x
x

px
n

kn
nn  

 

fark denkleminin çözümlerinin 1+k  periyotlu olduğunu göstermişlerdir. 

 

Saleh ve Aloqeili (2005) yaptıkları çalışmada; 

  

,...2,1,0  ,1 =+=
−

+ n
y
y

Ay
kn

n
n  

 

fark denkleminin 0,,...,, 0)1( >+−− Ayyy kk  başlangıç şartları altında pozitif denge 

noktasının global asimptotik kararlılığını ve periyodikliğini incelemişlerdir. 
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Berenhaut ve Stevic (2005) yaptıkları çalışmada; 0,,,, 01234 >−−−− xxxxx  için 

 

,...2,1,0  ,11

431
1 =+=

−−−
+ n

xxxx
x

nnnn
n  

 

fark denkleminin çözümlerinin 3 periyotlu çözümlere yakınsadığını göstermişlerdir. 

 

Yan ve arkadaşları (2005) yaptıkları çalışmada; 01 ,, xx−α  başlangıç şartlarını 

reel sayı alarak 

  

,...2,1,0  ,
1

1 =−=
−

+ n
x
x

x
n

n
n α  

 

fark denkleminin çözümlerinin asimptotik kararlılığını ve periyodikliğini 

incelemişlerdir. 

 

Abu Saris (2006) yaptığı çalışmada; 0,, 012 >−− www  başlangıç şartları altında 

 

,...2,1,0  ,
1

2
1 =

+
=

−

−
+ n

w
ww

w
n

nn
n  

 

rasyonel fark denkleminin çözümlerinin 4 periyotlu çözümlere yakınsadığını 

göstermiştir. 

 

Karataş ve arkadaşları (2006) yaptıkları çalışmada; ),0( ∞∈−ix , ( 5,...,1,0=i ) 

olmak üzere,  

 

,...2,1,0 ,
1 52

5
1 =

+
=

−−

−
+ n

xx
x

x
nn

n
n  

 

fark denkleminin pozitif çözümlerini incelemişlerdir. 
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Şimşek ve arkadaşları (2006) yaptıkları çalışmada; ),0( ∞∈−ix , ( 5,...,1,0=i ) 

olmak üzere 

,...2,1,0  ,
1 31

5
1 =

+
=

−−

−
+ n

xx
x

x
nn

n
n  

 

fark denkleminin çözümlerini ve periyodikliğini incelemişlerdir. 

 

Berenhaut ve arkadaşları (2006) yaptıkları çalışmada; 0>−iy , ( 4,...,1,0=i )  

başlangıç şartları altında  

 

,...2,1,0  ,
1

43 =
+

=
−

−− n
y

yy
y

n

nn
n  

 

fark denkleminin çözümlerinin 2 periyotlu çözümlere yakınsadığını göstermişlerdir. 

 

Aloqeili (2006) yaptığı çalışmada; 0,, 01 >∈− aRxx  olmak üzere, 

 

,...2,1,0  ,
1

1
1 =

−
=

−

−
+ n

xxa
x

x
nn

n
n  

 

rasyonel fark denkleminin çözümlerini incelemiş ve çözümleri için 

   

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

−−−
−−−

−−−
−−−

=

∏

∏
+

= −
++

−
−

−

= −

−
−−

2
1

0 01
1212

01
212

1

2

1 01
22

01
1212

0

,
)1()1(

)1()1(

,
)1()1(

)1()1(

n

i
ii

ii

n

i
ii

ii

n

isetekn
xxaaa

xxaaa
x

iseçiftn
xxaaa

xxaaa
x

x  

 

eşitliğini vermiştir. 

 

Aloqeili (2006) yaptığı çalışmada; 0,0,...,, 0)1( >>−−− Axxx kk  ve k herhangi 

pozitif bir tamsayı olmak üzere,  
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,...2,1,0  ,1 =
+

=
−

−
+ n

xxa
x

x
nkn

kn
n  

 

fark denkleminin çözümlerini ve kararlılığını incelemiştir. 

 

Şimşek ve arkadaşları (2008) yaptıkları çalışmada; pozitif başlangıç şartları 

altında 

 

,...2,1,0  ,
...1 )95(94

)95(
1 =

+
=

+−−−

+−
+ n

xxx
x

x
knnn

kn
n  

 

fark denkleminin çözümlerini ve periyodikliğini incelemişlerdir. 
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3. BÖLÜM 

31

5
1 1 −−

−
+ +
=

nn

n
n xx

x
x  FARK DENKLEMİNİN ÇÖZÜMLERİ 

 

Bu bölümde, Şimşek ve arkadaşları (2006) tarafından yapılan bir çalışma 

hakkında bilgi verilmiştir.  

 

Bu çalışmada; ix−  ( 5,...,1,0=i ) başlangıç şartları pozitif reel sayılar olmak 

üzere, 

                                      
31

5
1 1 −−

−
+ +
=

nn

n
n xx

x
x ,   ,...2,1,0=n                            (3.1)  

 

fark denkleminin çözümleri incelenmiştir. 

 

Teorem 3.1. (3.1) denklemi için aşağıdaki ifadeler doğrudur: 

 

(a) ( inx −6 ), ( 5,...,1,0=i ) dizileri azalandır ve 1+ia ≥ 0 olmak üzere; 

 

156lim ax nn
=−∞→

, 246lim ax nn
=−∞→

, 336lim ax nn
=−∞→

 

 

                           426lim ax nn
=−∞→

, 516lim ax nn
=−∞→

, 66lim ax nn
=

∞→
 

 

limitleri mevcuttur. 

 

(b) (3.1) denkleminin çözümleri 6 asimptotik periyotludur. 

 
(c) 0531 =aaa  ve 0642 =aaa  dır. 

 

(d) 0nn ≥∀  için 13 +− ≥ nn xx  olacak şekilde bir Nn ∈0  var ise 0lim =
∞→ nn

x  dır. 

 

(e) (3.1) denkleminin çözümleri; 
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                         )
1

1
1

1(
0

3

1 123231

31
516 ∑∏

= = −−−−

−−
−+ ++

−=
n

j

j

i ii
n xxxx

xx
xx , 

 

                         )
1

1
1

1(
0

3

1 22220

20
426 ∑∏

= = −−

−
−+ ++

−=
n

j

j

i ii
n xxxx

xx
xx , 

 

                         )
1

1
1

1(
0

13

1 123231

51
336 ∑∏

=

+

= −−−−

−−
−+ ++

−=
n

j

j

i ii
n xxxx

xx
xx , 

 

                         )
1

1
1

1(
0

13

1 22220

40
246 ∑∏

=

+

= −−

−
−+ ++

−=
n

j

j

i ii
n xxxx

xx
xx , 

 

                         )
1

1
1

1(
0

23

1 123231

53
156 ∑∏

=

+

= −−−−

−−
−+ ++

−=
n

j

j

i ii
n xxxx

xx
xx , 

 

                         )
1

1
1

1(
0

23

1 22220

42
066 ∑∏

=

+

= −−

−−
+ ++

−=
n

j

j

i ii
n xxxx

xxxx  

 

şeklinde genelleştirilebilir. 

 

İspat. (a) (3.1) denkleminden 5311 )1( −−−+ =+ nnnn xxxx  olduğu açıktır. 

),0(, 31 ∞∈−− nn xx  olduğu için ),1(1 31 ∞∈+ −− nn xx  olur. Buradan 0≥∀n  için 

51 −+ < nn xx  olup,   

 

5171356 ......0 −− <<<<<<< xxxxx n  

 

                                4281446 ......0 −− <<<<<<< xxxxx n  

 

                                3391536 ......0 −− <<<<<<< xxxxx n  
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24101626 ......0 −− <<<<<<< xxxxx n  

 

                              15111716 ......0 −− <<<<<<< xxxxx n  

 

                              0612186 ......0 xxxxx n <<<<<<<  

  

eşitsizlikleri elde edilir. Böylece  

 

156lim ax nn
=−∞→

, 246lim ax nn
=−∞→

, 336lim ax nn
=−∞→

 

 

                                 426lim ax nn
=−∞→

, 516lim ax nn
=−∞→

, 66lim ax nn
=

∞→
 

 

limitlerinin varlığı gösterilmiş olur. 

 

(b) (3.1) denkleminin çözümlerinin 6 asimptotik periyotlu olduğu (a) 

şıkkından açıktır. 

 

(c) (3.1) denkleminden 

 

                                             
3616

56
16 1 −−

−
+ +
=

nn

n
n xx

x
x                                       (3.2) 

 

elde edilir. (3.2) denkleminde eşitliğin her iki tarafının limiti alınırsa; 

 

⇒
+

=
35

1
1 1 aa

aa  ⇒=+ 15311 aaaaa  0531 =aaa  

 

olduğu görülür. Benzer şekilde (3.1) denkleminden,  

                                                                                 

                                              
266

46
26 1 −

−
+ +
=

nn

n
n xx

x
x                                        (3.3) 
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elde edilir. (3.3) denkleminde eşitliğin her iki tarafının limiti alınırsa; 

 

⇒
+

=
46

2
2 1 aa

aa ⇒=+ 26422 aaaaa 0642 =aaa  

 

olduğu görülür. 

 

(d) 0nn ≥∀  için 13 +− ≥ nn xx  olacak şekilde bir Nn ∈0  var ise  

 

351351 aaaaaa ≥≥≥≥≥  

 

ve 

 

462462 aaaaaa ≤≥≥≥≥  

 

elde edilir. Buradan  

 

531 aaa ==   ve  642 aaa ==  

 

olduğu görülür. Bu durumda 

 

0531 === aaa    ve  0642 === aaa  

 

 olup 0lim =
∞→ nn

x  olur. 

 

(e) (3.1) denkleminden; 

 

                                 )(
1

1
71

31
51 −−

−−
−+ −

+
=− nn

nn
nn xx

xx
xx                         (3.4) 

 

 elde edilir. (3.4) denkleminden, 
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0=n  için 5151 −− −=− xxxx  

 

1=n  için 4242 −− −=− xxxx  

 

2=n  için )(
1

1
51

11
33 −

−
− −

+
=− xx

xx
xx  

 

3=n  için )(
1

1
42

02
24 −− −

+
=− xx

xx
xx  

 

4=n  için )(
1

1
1

1)(
1

1
51

1113
33

13
15 −

−
−− −

++
=−

+
=− xx

xxxx
xx

xx
xx  

 

5=n  için )(
1

1
1

1)(
1

1
42

0224
24

24
06 −− −

++
=−

+
=− xx

xxxx
xx

xx
xx  

                                                   M  

 

eşitlikleri elde edilir. Buradan, 

 

                   0≥∀n  için 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

+
−=−

+
−=−

∏

∏

= −
−−+

= −−
−−+

n

i ii
nn

n

i ii
nn

xx
xxxx

xx
xxxx

1 222
424222

1 3212
515212

1
1)(

1
1)(

           (3.5) 

 

olduğu görülür. 

 

(3.5) denkleminden, ∏
= −−

−−+ +
−=−

n

i ii
nn xx

xxxx
1 1232

515212 1
1)(  olup, 

 

0=n  için  5151 −− −=− xxxx  
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1=n  için 
11

5133 1
1)(

xx
xxxx

−
−− +

−=−  

 

2=n  için 
3111

5115 1
1

1
1)(

xxxx
xxxx

++
−=−

−
−−      

 

3=n  için 
533111

5117 1
1

1
1

1
1)(

xxxxxx
xxxx

+++
−=−

−
−   

  

4=n  için 
75533111

5139 1
1

1
1

1
1

1
1)(

xxxxxxxx
xxxx

++++
−=−

−
−   

 

5=n  için 
9775533111

51511 1
1

1
1

1
1

1
1

1
1)(

xxxxxxxxxx
xxxx

+++++
−=−

−
−  

M  

 

eşitlikleri elde edilir. Bu eşitliklerden, 

 

                                         ∑∏
= = −−

−−+ +
−=−

n

j

j

i ii
n xx

xxxx
0

3

1 1232
51516 1

1)(                      (3.6) 

                         

                             ∑∏
=

+

= −−
−−+ +

−=−
n

j

j

i ii
n xx

xxxx
0

13

1 1232
51336 1

1)(                      (3.7) 

 

                             ∑∏
=

+

= −−
−−+ +

−=−
n

j

j

i ii
n xx

xxxx
0

23

1 1232
51156 1

1)(                      (3.8) 

 

olduğu görülür. 

 

Benzer şekilde (3.5) denkleminden, 
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∏
= −

−−+ +
−=−

n

i ii
nn xx

xxxx
1 222

424222 1
1)(  

olup, 

  

0=n  için  4242 −− −=− xxxx  

 

1=n  için 
20

4224 1
1)(

xx
xxxx

+
−=− −−  

 

2=n  için 
4220

4206 1
1

1
1)(

xxxx
xxxx

++
−=− −   

    

3=n  için 
644220

4228 1
1

1
1

1
1)(

xxxxxx
xxxx

+++
−=− −   

  

4=n  için 
86644220

42410 1
1

1
1

1
1

1
1)(

xxxxxxxx
xxxx

++++
−=− −  

  

5=n  için 
10886644220

42612 1
1

1
1

1
1

1
1

1
1)(

xxxxxxxxxx
xxxx

+++++
−=− −   

M  

 

eşitlikleri elde edilir. Bu eşitliklerden de 

 

                             ∑∏
= = −

−−+ +
−=−

n

j

j

i ii
n xx

xxxx
0

3

1 222
42426 1

1)(                       (3.9) 

 

                             ∑∏
=

+

= −
−−+ +

−=−
n

j

j

i ii
n xx

xxxx
0

13

1 222
42246 1

1)(                     (3.10) 

 

                             ∑∏
=

+

= −
−+ +

−=−
n

j

j

i ii
n xx

xxxx
0

23

1 222
42066 1

1)(                       (3.11) 
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olduğu görülür. Son olarak, 

 

31

531
5

31

5
51 11 −−

−−−
−

−−

−
− +

−=−
+

=−
xx
xxx

x
xx

x
xx  

ve 

20

420
4

20

4
42 11 −

−−
−

−

−
− +

−=−
+

=−
xx
xxx

x
xx

xxx  

 

eşitlikleri (3.6), (3.7), (3.8), (3.9), (3.10), (3.11) eşitliklerinde yerlerine yazılırsa, 

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

−= ∑∏
= = −−−−

−−
−+

n

j

j

i ii
n xxxx

xx
xx

0

3

1 123231

31
516 1

1
1

1 , 

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

−= ∑∏
= = −−

−
−+

n

j

j

i ii
n xxxx

xx
xx

0

3

1 22220

20
426 1

1
1

1 , 

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

−= ∑∏
=

+

= −−−−

−−
−+

n

j

j

i ii
n xxxx

xx
xx

0

13

1 123231

51
336 1

1
1

1 , 

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

−= ∑∏
=

+

= −−

−
−+

n

j

j

i ii
n xxxx

xx
xx

0

13

1 22220

40
246 1

1
1

1 , 

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

−= ∑∏
=

+

= −−−−

−−
−+

n

j

j

i ii
n xxxx

xx
xx

0

23

1 123231

53
156 1

1
1

1 , 

 

                           ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

−= ∑∏
=

+

= −−

−−
+

n

j

j

i ii
n xxxx

xx
xx

0

23

1 22220

42
066 1

1
1

1  

 

formülleri elde edilir. Böylece ispat tanımlanır. 
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4. BÖLÜM 

)12(

)23(
1 1 +−−

+−
+ +
=

knkn

kn
n xx

x
x  FARK DENKLEMİNİN ÇÖZÜMLERİ 

 

Bu bölümde, (3.1) denkleminden faydalanılarak daha genel bir denklem 

tanımlanmış ve çözümleri incelenmiştir. Ayrıca, Şimşek ve arkadaşları (2006) 

tarafından yapılan çalışmada elde edilen sonuçlar genelleştirilmiştir. 

 

Bu amaçla; 01)13()23( ,,...,, xxxx kk −+−+−  başlangıç şartları pozitif reel sayılar ve 

,...2,1,0=k  olmak üzere, 

 

                                         ,
1 )12(

)23(
1

+−−

+−
+ +
=

knkn

kn
n xx

x
x  ,...3,2,1=n                                (4.1) 

 

fark denklemi tanımlanmış ve çözümleri incelenmiştir. 

 

Teorem 4.1. (4.1) denklemi için aşağıdaki ifadeler doğrudur: 

 

(a) )23(,...,1,0 += ks  olmak üzere )( )33( snkx −+  dizileri azalandır ve s∀  için 

0)33( ≥−+ ska  olmak üzere; 

  

sksnkn
ax −+−+∞→

= )33()33(lim  

 

limitleri mevcuttur. 

 

(b) (4.1) denkleminin çözümleri 33 +k  asimptotik periyotludur. 

 

(c) )1(,...,2,1 += kz  olmak üzere; 

 

0)22()1( =++++ kzkzz aaa  
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olur. 

 

(d) 0nn ≥∀  için 1)12( ++− ≥ nkn xx  olacak şekilde bir Nn ∈0  var ise 0lim =
∞→ nn

x  

dır. 

 

(e) (4.1) denkleminin çözümleri 1,...,2,1 += kb  olmak üzere; 

 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

++
−= ∑∏

= = +−+++−+++−+−

+−+−
+−++

n

j

j

i kbikkbikkbkb

kbkb
kbbnk xxxx

xx
xx

0

3

1 )22()1()1()1()22()1(

)22()1(
)33()33( 1

1
1

1  

 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

++
−= ∑∏

=

+

= +−+++−+++−+−

+−+−
+−++++

n

j

j

i kbikkbikkbkb

kbkb
kbbknk xxxx

xx
xx

0

13

1 )22()1()1()1()22()1(

)33()1(
)22()1()33( 1

1
1

1  

 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

++
−= ∑∏

=

+

= +−+++−+++−+−

+−+−
+−++++

n

j

j

i kbikkbikkbkb

kbkb
kbkbnk xxxx

xx
xx

0

23

1 )22()1()1()1()22()1(

)33()22(
)1()22()33( 1

1
1

1  

 

şeklinde genelleştirilebilir. 

 

İspat. 

  

(a) (4.1) denkleminden )23()12(1 )1( +−+−−+ =+ knknknn xxxx  olduğu açıktır. 

),0(, )12( ∞∈+−− knkn xx  olduğu için ),1(1 )12( ∞∈+ +−− knkn xx  olur. Buradan 0≥∀n  için 

)23(1 +−+ < knn xx olup,  

 

)23(14376...0 +−++ <<<<< kkk xxxx  

 

)13(25386...0 +−++ <<<<< kkk xxxx  

 

                                        kkk xxxx 336396...0 −++ <<<<<  
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M  

                                        1235689...0 −+++ <<<<< xxxx kkk  

 

                                        0336699...0 xxxx kkk <<<<< +++  

 

eşitsizlikleri elde edilir. Böylece, 

 

1)23()33(lim ax knkn
=+−+∞→

 

 

                                                   2)13()33(lim ax knkn
=+−+∞→

 

 

                                                   3)3()33(lim ax knkn
=−+∞→

 

 

                                                                  M  

 

                                                   231)33(lim +−+∞→
= knkn

ax  

 

                                                   33)33(lim ++∞→
= knkn

ax   

 

limitlerinin varlığı gösterilmiş olur. Bu limitler kısaca )23(,...,1,0 += ks  ve s∀  için 

0)33( ≥−+ ska  olmak üzere, 

 

sksnkn
ax −+−+∞→

= )33()33(lim  

 

şeklinde ifade edilebilir. 

 

(b) (4.1) denkleminin çözümlerinin )33( +k  asimptotik periyotlu olduğu (a) 

şıkkından açıktır. 

 



 24

(c) (4.1) denkleminden aşağıdaki denklemler elde edilir. 

  

)12()33()33(

)23()33(
1)33( 1 +−+−+

+−+
++ +
=

knkknk

knk
nk xx

x
x  

 

                                              
knkknk

knk
nk xx

x
x

2)33()1()33(

)13()33(
2)33( 1 −+−−+

+−+
++ +
=  

 

                                              
)12()33()2()33(

)3()33(
3)33( 1 −−+−−+

−+
++ +
=

knkknk

knk
nk xx

x
x  

 

                                                                          M  

 

                                              
)1()33()33(

)22()33(
)1()33( 1 +−++

+−+
+++ +

=
knknk

knk
knk xx

x
x  

 

Yukarıdaki denklemlerde sırasıyla limit alınırsa; 

 

232

1
1 1 +++
=

kk aa
a

a  ⇒  132211 aaaaa kk =+ ++  ⇒  03221 =++ kk aaa  

 

                 
342

2
2 1 +++
=

kk aa
a

a  ⇒  242322 aaaaa kk =+ ++  ⇒  04232 =++ kk aaa  

 

452

3
3 1 +++
=

kk aa
a

a  ⇒  352433 aaaaa kk =+ ++  ⇒  05243 =++ kk aaa  

 

                                                                      M  

 

                
kk

k
k aa

a
a

213

1
1 1 +

−
− +
=  ⇒  113211 −+−− =+ kkkkk aaaaa  ⇒  01321 =+− kkk aaa  
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12231 +++

=
kk

k
k aa

a
a  ⇒  kkkkk aaaaa =+ ++ 2312  ⇒  02312 =++ kkk aaa  

 

               
2233

1
1 1 ++

+
+ +
=

kk

k
k aa

a
a  ⇒  1332211 +++++ =+ kkkkk aaaaa  ⇒  033221 =+++ kkk aaa  

 

olduğu görülür. Bu da )1(,...,2,1 += kz  olmak üzere, 

 

0)22()1( =++++ kzkzz aaa  

 

şeklinde ifade edilebilir. 

 

(d) 0nn ≥∀  için 1)12( ++− ≥ nkn xx  olacak şekilde bir Nn ∈0  var ise   

 

3212321 +++ ≥≥≥≥ kkk aaaaa  

 

                                             4223422 +++ ≥≥≥≥ kkk aaaaa  

 

5234523 +++ ≥≥≥≥ kkk aaaaa  

 

                                                                  M  

231223 +++ ≥≥≥≥ kkkkk aaaaa  

 

                                            33122331 +++++ ≥≥≥≥ kkkkk aaaaa  

  

eşitsizlikleri elde edilir. Buradan  

 

2321 ++ == kk aaa  

 

3422 ++ == kk aaa  
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4523 ++ == kk aaa  

 

                                                                   M  

 

1223 ++ == kkk aaa  

 

                                                      22331 +++ == kkk aaa  

 

olduğu görülür. (c) şıkkından yararlanılarak;  

 

02321 === ++ kk aaa  

 

03422 === ++ kk aaa  

 

04523 === ++ kk aaa  

 

                                                                  M  

 

01223 === ++ kkk aaa  

 

                                                  022331 === +++ kkk aaa  

 

elde edilir. Buradan 0lim =
∞→ nn

x  olduğu görülür. 

 

(e) (4.1) denkleminden, 

 

                             )(
1

1
)34(

)12(
)23(1 +−−

+−−
+−+ −

+
=− knkn

knkn
knn xx

xx
xx                       (4.2) 

 

 elde edilir. 



 27

)1(,...,2,1 += kb  olmak üzere (4.2) denkleminden, 

 

1−= bn   için, 

)33()33( +−+− −=− kbbkbb xxxx  

 

kbn +=   için, 

)(
1

1
)33(

)1(
)22(1 +−

+−
+−++ −

+
=− kbb

kbb
kbkb xx

xx
xx  

 

12 ++= kbn   için, 

)(
1

1
)22(1

1
)1(22 +−++

++
+−++ −

+
=− kbkb

bkb
kbkb xx

xx
xx  

                           )(
1

1
1

1
)33(

)1(1
+−

+−++

−
++

= kbb
kbbbkb

xx
xxxx

 

 

23 ++= kbn   için, 

)(
1

1
)1(22

122
33 +−++

++++
++ −

+
=− kbkb

kbkb
bkb xx

xx
xx  

                    )(
1

1
1

1
1

1
)33(

)1(1122
+−

+−++++++

−
+++

= kbb
kbbbkbkbkb

xx
xxxxxx

   

                                                                                                                                                                

                                        M  

 

eşitlikleri elde edilir. Buradan 0≥∀n  ve )1(,...,2,1 += kb  için, 

 

     ∏
= +−+++−++

+−+−++++ +
−=−

n

i kbikkbik
kbbkbnkbnk xx

xxxx
1 )22()1()1()1(

)33()33()1()1( 1
1)(           (4.3)   

 

olduğu görülür. (4.3) denkleminden,  

 

0=n  için  )( )33()33( +−+− −=− kbbkbb xxxx  
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3=n  için  ∏
= +−+++−++

+−++ +
−=−

3

1 )22()1()1()1(
)33(33 1

1)(
i kbikkbik

kbbbbk xx
xxxx  

 

6=n  için  ∏
= +−+++−++

+−++++ +
−=−

6

1 )22()1()1()1(
)33(3366 1

1)(
i kbikkbik

kbbbkbk xx
xxxx  

 

9=n  için  ∏
= +−+++−++

+−++++ +
−=−

9

1 )22()1()1()1(
)33(6699 1

1)(
i kbikkbik

kbbbkbk xx
xxxx  

 

                                                                 M  

 

eşitlikleri elde edilir. Bu eşitliklerden 0≥∀n için, 

 

            ∑∏
= = +−+++−++

+−+−++ +
−=−

n

j

j

i kbikkbik
kbbkbbnk xx

xxxx
0

3

1 )22()1()1()1(
)33()33()33( 1

1)(      (4.4) 

 

olduğu görülür. (4.3) denkleminden,  

 

1=n   için     )
1

1(
1

1 )22()1()1()1(
)33()22()1( ∏

= +−+++−++
+−+−++ +

−=−
i kbikkbik

kbbkbbk xx
xxxx  

 

4=n  için     )
1

1(
4

1 )22()1()1()1(
)33()1()44( ∏

= +−+++−++
+−++++ +

−=−
i kbikkbik

kbbkbbk xx
xxxx  

 

7=n  için     )
1

1(
7

1 )22()1()1()1(
)33()44()77( ∏

= +−+++−++
+−++++ +

−=−
i kbikkbik

kbbkbbk xx
xxxx  

 

                                                               M  

 

eşitlikleri elde edilir. Bu eşitliklerden 0≥∀n  için, 
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       ∑∏
=

+

= +−+++−++
+−+−++++ +

−=−
n

j

j

i kbikkbik
kbbkbbknk xx

xxxx
0

13

1 )22()1()1()1(
)33()22()1()33( 1

1)(    (4.5) 

 

olduğu görülür. Benzer şekilde (4.3) denkleminden, 

 

2=n   için     )
1

1(
2

1 )22()1()1()1(
)33()1()22( ∏

= +−+++−++
+−+−++ +

−=−
i kbikkbik

kbbkbbk xx
xxxx  

 

5=n   için     )
1

1(
5

1 )22()1()1()1(
)33()22()55( ∏

= +−+++−++
+−++++ +

−=−
i kbikkbik

kbbkbbk xx
xxxx  

 

8=n   için     )
1

1(
8

1 )22()1()1()1(
)33()55()88( ∏

= +−+++−++
+−++++ +

−=−
i kbikkbik

kbbkbbk xx
xxxx  

 

                                                            M  

 

eşitlikleri elde edilir. Bu eşitliklerden 0≥∀n  için, 

 

      ∑∏
=

+

= +−+++−++
+−+−++++ +

−=−
n

j

j

i kbikkbik
kbbkbbknk xx

xxxx
0

23

1 )22()1()1()1(
)33()1()22()33( 1

1)(     (4.6) 

 

olduğu görülür. (4.1) denkleminden,  

 

                                     
)22()1(

)33(

1 +−+−

+−

+
=

kbkb

kb
b xx

x
x  

 

                                    
)22()1(

)33()22()1(
)33( 1 +−+−

+−+−+−
+− +

−=−
kbkb

kbkbkb
kbb xx

xxx
xx                              (4.7) 

 

eşitliği elde edilir. (4.7) sırasıyla  (4.4), (4.5), (4.6)  denklemlerinde yerine yazılıp 

gerekli düzenlemeler yapılırsa 0≥∀n  ve )1(,...,2,1 += kb  için, 
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⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

++
−= ∑∏

= = +−+++−+++−+−

+−+−
+−++

n

j

j

i kbikkbikkbkb

kbkb
kbbnk xxxx

xx
xx

0

3

1 )22()1()1()1()22()1(

)22()1(
)33()33( 1

1
1

1  

 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

++
−= ∑∏

=

+

= +−+++−+++−+−

+−+−
+−++++

n

j

j

i kbikkbikkbkb

kbkb
kbbknk xxxx

xx
xx

0

13

1 )22()1()1()1()22()1(

)33()1(
)22()1()33( 1

1
1

1  

 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

++
−= ∑∏

=

+

= +−+++−+++−+−

+−+−
+−++++

n

j

j

i kbikkbikkbkb

kbkb
kbbknk xxxx

xx
xx

0

23

1 )22()1()1()1()22()1(

)33()22(
)1()22()33( 1

1
1

1  

 

formülleri elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur. 
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SONUÇ VE ÖNERİLER 

 

Bu çalışmada, 
)12(

)23(
1 1 +−−

+−
+ +
=

knkn

kn
n xx

x
x  fark denklemi tanımlanmış ve pozitif 

başlangıç şartları altında çözümleri incelenmiştir. Denklemin katsayıları reel sayı, 

dizi veya fonksiyon alınarak yeni denklemler tanımlanabilir ve çözümleri bu 

çalışmada verilen yöntemle incelenebilir. Ayrıca bu denklemlerin sınırlılığı ve 

kararlılığıda çalışılabilir. 
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