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ONSOZ

Yiiksek lisans tezi olarak hazirladigim bu ¢alisma ii¢ boliimden olugmaktadir.

Birinci boliimde Pell denklemlerinin tarihi gelisimi, Diophantine denklemleri ve

Gauss tamsayilar1 hakkinda genel bilgiler verildi.

Ikinci boliimde x*—Dy* =F1 Pell denklemlerinin ¢oziimii hakkinda genis bilgiler

verilip, tezimize 151k tutmasi amaglandi.

Uciincii boliimde ise x*—5y*=F1 ve x*—py° =1 (p, 4k+1 biciminde bir asal
say1) Pell denklemlerinin Gauss tamsayilarinda ¢oziimii arastirilip bunlarla ilgili olarak

dort teorem verildi.

Bana calismalarim sirasinda yardimer olan ve gerekli yardimlarini hi¢ esirgemeyen
degerli hocam Prof. Dr. Hasan SENAY’a ve sevgili esim Esin DURAN’a sonsuz

tesekkiirlerimi ve saygilarimi sunarim.
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1. BOLUM

1. GIRIS

Pell denklemleri, Sayilar Teorisi’nin en 6nemli konularindan biridir. Kare olmayan
herhangi bir D pozitif tamsayisi i¢in NI irrasyonel sayisinin rasyonel yakinsayanlarinin
bulunmasi problemi bizi

x*—Dy* =1
Diophantine denkleminin ¢éziimlerinin bulunmasina gotiiriir.

Katsayilar1 tam olan ve birden fazla bilinmeyeni kapsayan Diophantine
denklemlerinin bazi 6zel durumlarini, kokeni Archimedes’e kadar uzanan ve D bir tam
kare olmamak iizere x> —Dy” =1 Pell Denkleminin ¢oziimlerini buna bagl olarak da
x> —5y* =F1 Pell Denklemleri ile p, 4k+1 seklinde bir asal olmak iizere x* —py’ =1

Pell denkleminin Gauss Tamsayilarinda ¢oziimlerini inceleyelim.



1.1.Pell Denklemlerinin Tarihi Gelisimi

Kare olmayan herhangi bir D pozitif tamsayisi i¢in JD irrasyonel sayisinin

rasyonel yakinsayanlarinin bulunmasi problemi bizi

x*—Dy* =1
Diophantine denkleminin ¢dziimlerinin bulunmasina gotiiriir. Gergekten (x,y)e 7’
ikilisi bu denklemin y =0 olan bir ¢oziimii ise, (x/y)’=D+1/y> olup burada y ne

kadar biiyiik olursa x/y kesrinin JD ye o kadar yakin olacagi aciktir.

Aslinda kokeni Archimedes’e kadar uzanan x2 —Dy2 =1 denklemine; Euler

muhtemelen bir yanlshkla, bu denklemle ¢ok az ilgilenmis olmasma ragmen Ingiliz
Matematikgisi John Pell’in (1611-1685) adin1 vermistir. Pell denkleminin ortaya cikisi

ile ilgili en eski ve en iinlii problem Archimedes’in “Siirahi Problemi” olup bu bizi
x> —4729494 y* =1 denklemine gotiiriir. Bu denklemin 1880 yilinda Amthor tarafindan
bulunan en kiiciik pozitif ¢oziimiinde ye Z 'nin 41 rakamh bir tamsayr olduguna ilgi
cekilmelidir.

Pell denklemleri ile ilgili ilk ayrintili incelemelere Hintli Matematikciler
Brahmagupta (M.S. 600) ve Bhaskara’nin (M.S. 1100) calismalarina rastlanir.
Brahmagupta ozel olarak x> —92y* =1 denklemini bir yil igerisinde ¢ozecek kisinin bir

matematikci olacagim ifade ederek bu tiir denklemlerin 6nemini daha o zamanlarda

vurgulamistir.

Pell denklemiyle ciddi olarak ilgilenen ilk Avrupali matematik¢i Fermat olmustur.

Fermat 1657 de Ingiliz matematikci John Wallis (1616-1703) ve onun hocas1 Lord
William Brouncker’e (1620-1685) yazdig1 bir mektupta x> —61y> =1 ve x*—109y° =1

denklemlerinin (x,y)e Z* ¢bziim ikililerini bulmalarini isteyerek adeta meydan

okumustur. Brounchker, Fermat’a cevabinda Pell denklemini ¢6zmek i¢in ¢ok etkili bir



metodunun bulundugunu ve bu yontemle x*>—109y° =1 denkleminin bir ¢oziimiinde
X€ Z’nin tam 15 rakamli bir tamsayr oldugunu bildirmistir. Euler 1759’da

Brouncker’in yonteminin, /D ’nin siirekli kesir aciliminin belirtilmesine benzeyen bir
metot olduguna ilgi ¢cekmistir ki, aslinda Bhaskara, “Varga Prakrit” adim1 verdigi ve

buna denk olan metodu ile Brouncker’den yaklasik bes yiiz yil 6nce bu denklemi
¢ozmiistiir. Euler x> Dy’ =1 denkleminin en kiiciik pozitif ¢oziimiinii bulmak igin
JD ’nin siirekli acilimini kulland1 ve diger c¢oziimlerin verilen bir ¢oziimden bir
indirgeme formiiliiyle nasil iiretilebilecegini gosterdi.

Fermat ve Wallis’in her ikisi de dogru bir sekilde, Pell denkleminin daima bir
¢cOziimiiniin mevcut olacagin (gercekte sonsuz sayida) tahmin etmislerdi. Gergekte
Euler x> —Dy” =1 denkleminin biitiin ¢6ziimlerinin, VD ’nin siirekli kesir acilimindan
elde edilebilecegini Langrange’dan en az on yil 6nce fark etmis olmasina ragmen,
1768’de Langrange bu iddianin ilk tam ispatin1 ve her ¢dziimiin /D nin siirekli kesir
acilimindan elde edilebilecegini yayinladigi seri makalelerle gosterdi (Senay 2007).

Tabii ki Pell denklemlerinin sadece tamsayilar ile ¢oziimii iizerine degil Gauss
tamsayilar1 ile ¢oziimil iizerine de bir takim calismalarda bulunulmustur. Bizde bu

calismalarin 1s13inda x> —5y° =F1 ve p,4k+1 biciminde bir asal sayr olmak iizere

x> —py” =1 Pell denklemlerinin Gauss tamsayilarinda ¢oziimlerini inceleyelim.

1.2. Diophantine Denklemleri

1.2.1. Bir bilinmeyenli denklemler

a,,a,€ Z olmak iizere a,x+a,=0 seklindeki denklemin x =—a,/a, ¢dziimiiniin

ancak a,’in a,’1 bolmesi durumunda bir tamsay1 olacaktir. Bu denklemin tamsayi



¢oziimleri her zaman mevcut olmayabilir. Ornegin, 5x —2=0 denkleminin tamsayili
¢Oziimii olmasi i¢in x=2/5"in tamsayr olmasi gerekmektedir. Halbuki 2/5¢ Z

oldugundan 5x —2 =0 denkleminin tamsayil1 ¢c6ziimii mevcut degildir.
Bu durumu birinci dereceden daha yiiksek dereceli denklemlerde de gorebiliriz:
Ikinci dereceden x’-2x+1=0 denklemi x,=1vex,=1 tamsayl ¢oziimlerine

sahip fakat x> —4x+2=0 denkleminin ise Xy, = 2++/2 kokleri irrasyonel olup hicbir

tamsayili1 ¢oziimii mevcut degildir.
Tam sayil1 n.dereceden bir bilinmeyenli denklem
a,+ax+a,x +...+a,x"=0 (n>1)
in coziimii gayet kolaydir. Gercekten eger a€ Z tamsayisi bu denklemin bir ¢oziimii ise

denklemi saglar. Yani

2 n __
a,+taa+a,a +...+aa" =0
_ n-1 n-2
a,=-a(a,a"" +a,_a"" +...+a,)

olur. Buradan a,’1n a ile kalansiz boliindiigii anlasilir. Neticede denklemin her tamsayili
¢Oziimii bu denklemin sabit terimini boler. Bir denklemin tamsayili ¢oziimlerini bulmak
icin a,’in Oyle bolenleri aranmali ki, denklemde yerine koyunca onu bir 6zdeslige
cevirsin. Ornegin;

x"+x74+2x>+2=0 denkleminin tamsayili ¢oziimlerini sabit terim olan 2’nin

bolenleri arasinda aramak gerekir. Yani -1, 1, -2, 2 sayilar1 arasinda aranmalidir. Bu

tamsayilardan sadece x =—1 bu denklemi saglar.



1.2.2. Birinci dereceden iki bilinmeyenli denklemler

a, b tamsayilar sifirdan farkli ve c keyfi bir tamsay1 olmak iizere birinci dereceden
iki bilinmeyenli bir

ax+by+c=0
denklemini g6z oniine alalim. Bu denklemde (a,b)=1 almak genelligi bozmayacaktir.
(a,b)=d >1 oldugunda

a=ad b=bd ve c=cd
olacak sekilde (a,,b,,c,)e Z tamsayilar1 bulunabildigi takdirde denklemin tamsayili
cOziimleri bulunabilir.

adx+bdy+cd=0

Denkleminin her tarafini d ile boldiigtimiizde

ax+by+c =0 (cl =§j

denklemini elde ederiz.

1) Ilk olarak ¢ =0 halini goz 6niine aldigimizda denklemimiz
ax+by=0

sekline gelir. Bu denklemi x’e gore ¢ozersek

b
X=——y
a

elde ederiz. Buradan x’in tamsayili degerler alabilmesi icin y’nin a ile kalansiz

boliinebilmesinin gerek ve yeter sart olmasi asikardir. t biitiin tamsayili degerler olmak

lizere y=at (t=0,£1%2,...) ise



X = —Eat ise x =—bt elde edilir.
a

2) Ikinci olarak ¢ # 0 halini g6z 6niine alalim.

(X,,Y,) denklemin bir ¢oziimii olsun.
ax+by+c=0

ax,+by,+c=0 olup buradan
a(x—x,)+b(y-y,)=0

a(x,—x)

Y=Y, = T bulunur ki, y—y,’mn bir tamsayr olmasi, ancak ve ancak
X, — X ’in b’nin bir kat1 olmas1 durumunda miimkiin olabilecegini ifade edebiliriz.

(t=0,£1,£2,...) tbiitiin tamsay1 degerlerini almak iizere

X,— X =Dbt ise x =x,—bt

y—y,=abt/b ise y—-y,=at ise y=y,+at

elde edilir. x=x,-bt, y=y,+at (t=0,£1,£2,...) formilleri ax+by+c=0
denkleminin biitiin ¢oziimlerini verir.
Daha 6nce ele aldigimiz ¢ =0 durumu icin bulunan

X =—bt ve y=at ¢oziim formiilleri;

X =X,—bt ve y =y, +at formiillerinden x, =y, =0 almakla elde edilir.



1.2.3. ikinci dereceden ii¢ bilinmeyenli denklemler

x*+y* =2z* ikinci dereceden ii¢ bilinmeyenli denklemini ele alalim. Bu denklemin

biitiin tamsayili ¢Oziimlerini bulmak probleminin geometrik anlami; kenarlar1 ve

hipoteniisii tamsayilar olan dik ticgenleri bulmaktir.

x ve y sayilarinin en biiyiik ortak bolenini d ile gosterecek olursak;
x=x,d ve y=y,d ve denklem
xid* +yd* =7’
seklini alir. Buradan z*’nin d* ile boliinebildigi neticesi ¢ikar ki bu da z nin d nin bir
kati olmas1 demektir. z=1z,d dir.
Simdi
x:d’ +yid* =zd’
sekline gelen denklemin her tarafin1 d* ile bolersek
X{+y; =7
elde ederiz.

Bu sekilde baslangictaki denkleme benzeyen bir denklem olusturduk. Burada

(x,,y,)=1 dir. O halde baslangictaki denklemi (x,y)=1 olmak iizere irdeleyelim. Bu

taktirde x ve y sayilarindan en az birisi tektir. (Mesela x tek olsun.)

)(2+y2=z2 (1.1)
ise

x*=z’—y* ; x*=(z+y).(z-y) (1.2)

elde ederiz. (1.2) deki ¢arpanlarin en biiyiik ortak bélenini d; ile gosterecegiz. (a,b)=1

olmak tizere



z+y=ad, z-y=bd,
dir. Bu degerleri (1.2) de yerine yazarsak
x* =abd;
elde ederiz. (a,b)=1 oldugundan ve aralarinda asal iki saymin carpimi, ancak her

carpanin bir kare olmasi halinde kare olabileceginden a=u’,b=v> seklindedir. Bu

taktirde ise

x> =u’v’d;
ve

X =uvd, (1.3)
olur. y ve z,

z+y=ad, , z-y=bd,

denklemlerinden

d, (1.4)
olarak bulunur. x tek oldugundan ve (1.3)’den u, v ve d;’in de tek olduklart neticesi

¢ikar. Bundan bagka d, =1’dir. Ciinkii (x,y)=1 oldugundan

2 2
u —-v

x=uvd, , y= d, (1.5)

esitliklerinden d, =1 olarak bulunur. u ve v sayilar1 aralarinda asal olan a ve b sayilarina

a=u’,b=v" ifadesiyle bagli olduklarindan u ve v aralarinda asaldir. b<a ve

v <u’dur.

Biitiin bunlardan,



(1.6)

formiillerini elde ederiz. Bu formiiller u, v aralarinda asal ve tek olmak iizere

(v<u) x*+y’ =z’ denklemini saglayan ortak bolensiz x, y ve z iigliilerini verirler.

Yukarida yapilan incelemeler asagidaki teoremin bir ispatidir.

Teorem 1.1. x*+y° =27° ((x, y)= 1) Diophantine denkleminin trivial ¢oziimii disindaki

biitiin ¢oziimleri, (u, V) =1 ve her ikisi tek v <u seklindeki tamsayilar olmak iizere

1.7

formiilleri ile verilir (Gelfond 1962).

Bu teoremin geometrik yorumu; trivial olan ¢oziimii diginda (x =y =2z=0), biitiin

tamsay1r coOziimlerini bulma problemi, dikkenarlar1 ve hipoteniisleri tamsayi olan

dikiicgenleri bulma problemine denktir. u ve v nin
(u,v)=1 , v<u (u,vtek) sarti alinda ilk degeri
v=1l , u=3 iin x=3,y=4,z=5
v=1l , u=5 i¢in x=5y=12,z=13
v=3 , u=5 icin x=15y=8,z=17



1.2.4. x* + 5y’ =z’ Diophantine denklemi

Simdi x*>+5y” =z* denkleminin tamsayilardaki ¢oziimiinii inceleyelim.

x*+5y° =272°
denklemini

S5y’ =z"—x*
ve buradan

y*=(z—-x)(z+x)/5
olarak yazabiliriz.

Buna gore carpanlar

ya
z—x/5 , z+x
ya da
z-x , z+x/5
olur.
z+x=2m’> , z-x/5=2n’
alirsak
x=m’-5n> , y=2mn

olarak bulunur.

z=m’+5n?

10

Boylece tamsayilardaki her ikiliyi yine tamsayilarda ¢6ziim olan (x,y,z) tgliisiine

gotiirmiis oluruz.
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1.3. Gauss Tamsayilari

1.3.1. Gauss tamsayilarinin temel 6zellikleri

Tammm 1.1. Herhangi a,be Z ve i=+-1 olmak iizere a+bi bicimindeki biitiin

sayilara Gauss Tamsayilar1 denir. Bu tiir sayilarin ciimlesini Z[i] ile gosterecegiz.

Z[i]={a+bi

a,be Z}

Not 1.1. Z[i] bir tamlik bslgesi olup kesirler cismi Q(i) dir.

Tammm 1.2. a,be Z olmak ilizere ao=a+bie Z[i] sayisinin eslenigi a—bi seklinde

tanimlanip, o ile gosterilir. Bir oa=a+bieZ [1] sayisinin  normu

N(a+bi)=aa=a’+b’e Z dir.

Onerme 1.1. Norm fonksiyonunun su 6zellikleri vardir (Senay 2007).
1) Voe Z[i] igin N(a)=0

2) N(a)=0=a=0

3) Va,Be Z[i] i¢in N(op)=N(a).N(B) dir.

4) a=a+bi,p=c+die Z[i] (a,b,c,de Z) olmak iizere,

a) o =af
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b) (a+B)=0a+P

Not 1.2. N(a+bi)=212+b2 norm fonksiyonu tamsayilarin iki kare toplami olarak

temsil edilmeleri acisindan c¢ok ©nemlidir. Z[i] deki boliinebilirlikle ilgili temel

kavramlar Z i¢in yapilanlara benzerdir.

Tamm 1.3. o,Be Z[i] olmak iizere, =Py olacak bicimde Fye Z[i] varsa B, a’y1

boler denir ve B|0c yazilir.

Lemma 1.1. oc|B = N(oc)‘N(B) dir (Ireland ve Rosen 1990).

Ispat: Eger ofp ise, Tanim 1.3’e gére, p=o.z olacak sekilde 3ze Z[i] dir. Esitligin
her iki tarafin normunu alirsak, N(B)=N(o.z) olur. Norm o6zelliklerinden,

N(B)=N(a).N(z) olup, N(a)[N(B) olur.

Tamim 1.4. Vae Z[i] igin, u|0c olacak sekilde bir u tamsayist varsa buna Zi] nin bir

tersinir elemani denir.

Onerme 1.2. o.e Z[i] "nin tersinir olmast i¢in gerek ve yeter sart N(a)=1 olmasidur.

Su halde Z[i] nin tersinir elemanlart F1, Fi ’lerdir (Callialp 1999).

Ispat: oe Z[i] tersinir < 0 e Z[i] demektir.
o
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1=l N(l):N(oc).N(éj ve N(a)eZN(0)>0

oldugundan, eger o tersinir eleman ise, N(ot)=1 olmalidir.

Tersine olarak, ae=a+bie Z[i] i¢in, N(a)=1= oo ise, 1_ o=a—bie Z[i]
o
bulunur.
N(a)=a’+b’=l<a=F1,b=0 veya a=0,b=7F1 anlamm tasidifindan

Z[i] deki birimlerin F1, Fi oldugu anlagilir.

Tanmm 1.5. u, Z[i] nin herhangi bir tersinir eleman1 olmak iizere, herhangi o, € Z[i]

elemanlart icin a=u.f esitligi gegerli ise o ve B elemanlarina ilgili elemanlar denir ve

bu durum o = [} seklinde gosterilir.

Tanmm 1.6. oe Z[i] elemanina eger o ’nin Z[i]deki her boleni ya kendisinin bir

ilgilisi ya da bir tersinir eleman ise indirgenemez denir.

Tamm 1.7. Z[i]nin tersinir olmayan sifirdan farkli bir ® tamsayisina; herhangi

o,Be Z[i] tamsayilar igin, 7t|0c[3 olmasi ya T|ow veya Tt|B olmasin gerektiriyorsa asal

denir.

Not 1.3. Z[i] bir 6klid bolgesidir. Her Oklid bélgesi bir tek carpanlama bolgesi

oldugundan Z[i] tek carpanlama bolgesidir. Z[i] nin her indirgenemez elemani ayni

zamanda bir asal elemanidir.
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Onerme 1.3. 1e Z[i] ve N(=) bir rasyonel asal ise 7 asal Gauss tamsayisidir (Callialp

1999).

Ispat: a,ne Z[i] olmak tizere,

ajt=3pe Z[i] . m=aPp=N(m)=N(a).N(B) olacagindan N(m)de bir
rasyonel asal oldugundan N(7)=N(a).N(B) esitliginde N(o) veya N(B)dan biri 1
olmalidir. Onerme 1.2.’ye gére o veya B ’lardan biri tersinir olmalidir. Buna gére 7’ nin

her iki durumda da tersinir elemanlardan ve kendisinden bagka boleni bulunmadigindan

7 asal olmak durumundadir.

Teorem 1.2. (Z[i] i¢in Aritmetigin Temel Teoremi) Her biri sifirdan farkli ve tersinir

olmayan bir ae Z[i] bir takim Gauss asallarinin ¢carpimi olarak yazilabilir ve bu yazilis

sira ve ilgililik diistiniilmezse tek tiirliidiir. Yani, eger u bir tersinir eleman ise T ve um

ayni elemanlardir (Flanders 1985).

Buraya kadar verdigimiz bilgiler yardimiyla biz 7Z ’nin ¢arpimsal aritmetigi ile
Z[i] nin ¢arpimsal aritmetigine ayni gozle bakabiliriz. Simdi Z ile Z[i] nin asallar
arasinda var olan bagintiya daha detayli bakalim.

T, Z[i] de bir asal ise, N(n) =7t.7_t, Z’nin bir pozitif elemamidir. Acik olarak
N(m)#1 dir. Ciinkii 7 asal oldugu i¢in tersinir olamayacaktir. Z de aritmetigin temel

teoremine gore,

N(m)= TR=p,p,...p, (p; ler rasyonel asal) (1.8)

yazilir. Ayrica buradan n‘N(n) olur ki Tt|p1 p,...p, olup Not 1.3’e gore bir i indisi i¢in

7|p, olacaktir. O halde Gauss asallarim ararken rasyonel asallarin bolenlerine bakmak

yeterli olacaktir.
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Onerme 1.4. 7 bir Gauss asali olsun. O halde 7E|p olacak sekilde bir tek p rasyonel

asali vardir. Ustelik ya N(n)=p yada N(x)=p* dir (Flanders 1985).

Ispat: Onerme 1.2. ve (1.8) esitligi yardimiyla, me Z[i] asalinin bir p rasyonel asalint

boldiigiinii soyleriz. Burada p tektir. Ciinkii tek olmasaydi Tt|q gibi p den farkli bir q
rasyonel asali olmasit gerekirdi. Fakat hem p hem de q asal olduklarindan
1=(p,q)=px+qy (x,yeZ) olacagindan Z[i] de, Tc‘(px +qy)=1 olmast agik olarak

2

imkansizdir. Simdi 7|p ve Lemma 1.1.°den Tc|p:>N(7t)‘N(p)=p olup Zde

aritmetigin temel teoremi geregi ya N(n)=p ya da N(x)=p’ dir. (7 asal oldugundan

N(m)#1 dir.) Buradan T=x+yi(x,y€ Z) ise, p=x"+y’ veya p°=x"+y’ olur.

Onerme 1.5. 7 gibi bir Gauss asal1 farkl1 iki rasyonel asali bolmez (Senay 2007).

Ispat: Herhangi iki rasyonel p ve q asallar1 icin px+qy=1 olacak sekilde x,ye Z
vardir. Eger mt|p ve 7|q olsaydi boliinebilmenin lineerlik dzelliginden =l elde edilirdi.
Bu ise @’nin Z[i] de tersinir olmasim gerektirir ki, bu 7’nin Z[i] de asal olusu

kabuliimiizle ¢elisir.

N(m)=p olmasi durumunda 7.%=pdir. Buradan, p nin Z[i] de tam tamna iki

tane asal carpani vardir.

N(m)=p® olmasi durumunda Z[i] deki aritmetigin temel teoremi T.mw=p> ye
uygularsak, u tersinir bir eleman olmak iizere p nin, ®T=u.p olacak sekilde bir Gauss
asali oldugunu goriiriiz. Simdi bunun aksini iddia edelim. Yani p bir rasyonel asal olsun
ve Z[i] de bir p carpani olsun. O halde p nin Z[i] de en azindan bir © garpam vardir.

2

Fakat bu da 7|p anlamina gelip buradan ya N(m)=p ve nn=p yada N(n)=p” ve p
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bir Gauss asalidir. Acik olarak, biz hangi p nin bir Gauss asali olarak kaldigi ve

hangisinin A= p seklinde ¢arpanlarinin oldugu problemi ile kars1 karsiya kaldik.

N(n)=p oldugunu goz Oniine alalm ve T=x+yi (Xx,y€Z) olsun. O halde,
p=N(n)=nm=x>+y>. O halde p, iki kare toplam seklinde yazilabiliyor demektir.

Acik olarak ne x =0 ve ne de y=0 dir. Veya p bir tam kare olsaydi1 bir Gauss asali

olmazdi.

Tersine, p nin bir rasyonel asal oldugunu ve x #0, y#0 olmak iizere p=x>+y’

oldugunu diisiinelim. O halde, p=o.o(0t=x+yi). Acik olarak o tersinir degildir.
7, o ’nin bir Gauss asal carpani olsun. O halde N(n)‘N(oc) =p. Bu yiizden p, %’nin

rasyonel asali ile ilgilidir ve ot =um, p= TT.

Not 1.4. p, bir rasyonel asal olsun. O halde ya p bir Gauss asalidir ya da © ve T Gauss
asallart olmak iizere p=7.x dir. Bu durum ancak ve ancak p>=x*+y> olmasi halinde
Z de ¢ozilebilir. O halde N(7)=pdir ve T=x+yi seklinde alabiliriz. Bdylece Gauss

asallarin1 bulmak i¢in rasyonel asallar1 inceleriz ve karelerin toplamlarini test ederiz.

Simdi ilk asallar1 deneyelim:

p=2 igin, 2=1>+1>=(1+i).(1-i) = dir. Burada bazi 6zel durumlar vardir.
n=1-i=—i(1+i)=—ixn
olur.

Boylece 2 bir birime bagl olarak ©n*’ye denktir. (2, Z[i] de dallanmaktadir. Yani

2, bir asalin karesiyle boliinebilmektedir.)

p=3 i¢in, 3#x’+y* oldugu kolayca goriilebilir. Bu yiizden 3 bir Z[i] asaldur.
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p=5igin, 5=22+1=(2+i).(2—i)=nx du.

p=7 ve 11 icin her ikisi de karelerin toplam1 degil ve bu yiizden ikisi de Z[i]

asalidir.
p=13icin, 13=3*+2 , p=nm ve m=3+2i dir.
p=17 icin, 17=4>+1> , p=nn ve m=4+i dir.

Sadece p=2 cift asalin1 dikkate aldik. Simdi tek asallara yonelelim. 3, 7 ve 11
Z[i] nin tek asallaridir. Fakat bunu agiklamak i¢in kongriianslar1 kullanmaliyiz. Eger

X € 7 ise 0 zaman X =2n veya X =2n+1 seklindedir.

Birinci durumda x* =4n”=0(mod4) ve ikinci durumda
x> =(2n+1)" =4n(n+1)+1=1(mod4) diir.

Bundan dolay1 eger x ve y Zde ise o zaman x*>+y’>=0,1 veya 2 (mod 4)diir.

Boylece iki karenin toplami asla (mod 4)’e gore 3’e kongruent degildir.
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2. BOLUM

2. x* =Dy’ =31 PELL DENKLEMLERININ COZUMU

Genel olarak bu tiir denklemlerin ¢éziimlerinin bulunmasina gegcmeden 6nce, 6zel
olarak D=5 i¢in, denklemi c¢ozmede sonsuz basit siirekli kesirlerin nasil

kullanilabilecegini degerlendirelim.

J5 sayisin1 bir sonsuz basit siirekli kesir olarak acalim.

Bunun i¢in (\/g - 2)(x/§ + 2) =1 0zdesliginden yararlanilir.

(vV5-2).(V5+2)=1

g ! 1 1

542 4+5-2 4, 1

\/5 +2
bulunur.

Boyle devam edilirse;

4+ I
4+

J5+2
V5=[2,4,4,4,..]=[2,4]

elde edilir. Simdi siirekli kesir teorisinde 6nemli bir kavram olan ve Pell denklemlerinin

coziimiinde ¢ok pratik bir ara¢ olusturan yakinsayan kavramini; 0<k <nolmak {lizere
C, =[a,.a,,a,,...,a,] sayisina [a,,a,,a,,...,a,]| siirekli kesrinin k. yakinsayam

seklinde verebiliriz. Asagidaki teorem yakinsayanlarin hesaplanmasiyla ilgili basit bir

yontem verir.
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Teorem 2.1. (p, ) ve (q, ) dizileri
Po=23, . p=a.3,+l , p,=a,p_,+p.,
qQ=1, q,=a, , q.=3a,q_,+q_, (ZSkSn)

seklinde tanimlanmis olsunlar. O zaman;

_ _ Py
¢, =[ag.a,a,,...,a, | =%
dx

olur (Senay 2007).

J5 :[2,4_1] oldugunu g6z Oniine alarak Teorem

2.1.’e gore asagidaki tabloyu

olusturalim.
k a Px qx P —5q;
0 2 2 1 -1
1 4 9 4 1
2 4 38 17 -1
3 4 161 72 1
4 4 682 305 -1
5 4 2889 1292 1
6 4 12238 5473 -1
7 4 51841 23184 1
8 4 219602 98209 -1
9 4 930249 416020 1

Tablo 2.1. +/5 in ilk on yakinsayanlarinin tablosu
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Bu tablodan \/5 in ilk on yakinsayamini; 2/1, 9/4, 38/17, 161/72, 682/305,
2889/1292, 12238/5473, 51841/23184, 219602/98209, 930249/416020 olarak elde

ederiz. /5 in siirekli kesir actliminin periyodu 1 oldugundan p, ,/q,,, bicimindeki

herhangi bir yakinsayanin pay ve paydasi x> —5y” =1 denkleminin ¢dziimii olacaktir.
Buna gore p,/q,=9/4, p;/q; =161/72, ps/qs =2889/1292,

p,/q, =51841/23184, Py/d, =930249/416020 sayillar1 (9,4), (161,72),

(2889,1292), (51841, 23184), (930249, 416020)e Z* c¢oziimlerini verir.

Yani (X,y)=(pyi»qs) Olur.

Ayrica yine yukardaki tabloya gore t=1,3,5,... icin p; —5q; =—1 esitligini
saglayan +/5’in p,/q, yakinsayanlar, x’>—5y’>=-1 denkleminin (p,,.q, )€ Z
seklindeki ¢oziimleridir.

Simdi D pozitif ve kare olmayan bir tamsay1 olmak {izere

x*=Dy’ =1 2.1

denkleminin biitiin x,y tamsay1 ¢oziimlerinin nasil bulunabilecegini ele alabiliriz. (2.1.)

denkleminin ¢6ziim takimi bilindiginde, diger biitiin ¢oziimler bundan kolaylikla elde
edilir. Oncelikle x*-5y*=1 orneginde de bu tiir denklemlerin biitiin tamsay1

coziimlerinin temel ¢6ziim diyebilecegimiz belirli bir ¢o6ziimden nasil elde

edebilecegimiz problemini ele alacagiz.

Tamm 2.1. Eger x =X,y =Y, i¢in x+ yx/B, (\/B > 0) iki terimlisi (2.1.) denkleminin
biitiin (X,y) pozitif ¢oziimleri icin aldig1 degerler arasinda miimkiin olan en kiiciik

degeri aliyorsa, bu (x,,y,) ¢oziimiine denklemin en kiigiik pozitif ¢oziimii veya temel

¢cOziimii denir.
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x> —5y* =1 denklemini temel ¢oziimii (9,4) diir. Bundan sonra gelen biiyiikliik

bakimindan ¢6ziimii (161,72) olup agik olarak 161+ 7245 >9+44/5 dir.

Sonuc 2.1. x> —Dy” =1 denkleminin bir tek en kiiciik ¢oziimii vardir.

Ispat: Gergekten x*—Dy’ =1 denkleminin (x,,y,),(X,,y,)€ Z* ve x,#x, ve y, #Y,
olan iki farkli temel ¢oziimiiniin bulundugunu varsayalim. Bu kabulle tanim geregi

X+ y\/ﬁ iki terimlisinin bu ¢oziimler icin aldig1 degerler esit olmalidir. Boylece
X+ YD/B =X, +YZ\/B
olup, buradan x, —x, =(y,—y,)vD elde edilir.

Oysa bu esitlikte x,,y, € Z, VD "nin irrasyonel oldugu goz Oniine alinirsa esitligin
ancak ve ancak x,—x,=0vey,—y, =0 veya x,=x,vey, =y, olmasi durumunda

miimkiin olacag agiktir. Buna gore mevcut oldugunda temel ¢oziim tektir.

Sonug 2.2. (x,,y,)€ Z*, x> —Dy” =1 denkleminin temel ¢6ziimii olsun. Bu taktirde bu

denklemin diger ¢coziimleri
(XO + yox/ﬁ)n =x, +y,vD
(xo —~ yox/ﬁ)n =x, —y,~D olmak iizere (x,,y, )€ Z* seklindedir.
Ispat: (x,,y,)e Z* (2.1.)’in temel ¢6ziimii oldugundan denklem saglanir.
Yani x; —Dy; =1 ise (XO + y(,\/ﬁ)(x(, - y(,\/ﬁ) =1

n’inci kuvvet alirsak

(Xo + YO\/B)H (Xo - YO\/B)ll =1
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elde edilir.

n(n-1)
2

(X0+y0\/6) :x3+nxg‘ly0\/ﬁ+ X0 PyeD+...+y) (\/B)

Bu ac¢ilimda tek numarali tiim terimler bir tamsay1 olup, bunu x, gibi bir tamsayi ile

gosterebiliriz.

Acilimdaki ¢ift numarali terimler ise; JD parantezinde yine tamsayilarin toplami

olarak yazilabileceginden ynx/ﬁ olur.

Yani (xo + yox/ﬁ)n =X, + ynx/ﬁ
Benzer diisiinceyle ikinci ¢arpan i¢inde
(xo-¥,YD) =x,-y,/D
yazabiliriz.
(xo + yox/ﬁ).(xo —yox/ﬁ) =1
idi.
(xn + ynx/ﬁ).(xn —~ ynx/ﬁ) =x.-Dy. =1 olup bu da bize genel Pell denkleminin

¢oziim takimimn (x,,y, )€ Z* oldugunu gosterir.

Teorem 2.2. D tam kare olmayan bir tamsay1 ve (x,,y,)€ Z°, x> =Dy’ =1 denkleminin

temel ¢oziimii olsun. Bu takdirde genel Pell denkleminin diger biitiin ¢oziimleri;

X, = 1/2[()(0 +y0\/5)n +(X0 —yO\/B)H}

y, = I/ZJB[(XO +y0\/6)n —(XO —yO\/E)H}
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olmak iizere (£x,,%y,) dir (Gelfond 1962).

Ispat: Sonug 2.2.ye gére

(Xo +YO\/B)H =X, "‘yn\/B

(Xo - Y()\/B)n =X, = yn\/B

oldugunu biliyoruz.

Bu esitlikler bir kere taraf tarafa toplanip, bir kerede taraf tarafa cikarilirsa;

X, = 1/2[()(0 +y0\/5)n +(X0 —yO\/B)H}

y, = I/ZJB[(XO +y0\/6)n —(XO —yO\/E)H}

oldugunu goriiriiz.

Bu da bize teoremi ispatlar.

Ornek 2.1. x*—5y>=1 denkleminin temel ¢oziimii (9,4) olup, bu denklemin diger

biitiin pozitif ¢oziimleri

xn:%[(9+4\/§)“+(9—4ﬁ)n}

yn:%[(9+4\/§)n—(9—4\/§)n}

formiilleri ile verilir.
n = 11icin (9, 4) olur.
n =2 icin (161, 72)

n = 3 i¢in (2889, 1292)



24

Not 2.1. x*—Dy” =1 denkleminde oldugu gibi x> —Dy” =—1 denkleminin ¢6ziimleri,
VD nin yakinsayanlar1 hesaplanmadan temel ¢oziim yardimiyla bulunabilir.

Yine x*—Dy’=-1 Pell denkleminin ¢oziimlerine iliskin Lagrange tarafindan

verilen asagidaki teoremin de 6nemi biiyiiktiir.

Teorem 2.3. Eger p, 4k + 1 biciminde bir asal ise x*—py’=-1 denkleminin bir

cOziimii vardir. Bagka bir deyisle 6zdes olarak \/B nin siirekli kesir ag¢iliminin periyodu

tektir.
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3. BOLUM

3. xX*-5y* =71 ve x* —py’ =1 PELL DENKLEMLERININ GAUSS
TAMSAYILARINDA COZUMLERI UZERINE

3.1. x> =5y’ =z’ Diophantine Denkleminin Gauss Tamsayilarinda Coziimii

James T. Cross (1986) x*>+y”>=2z" Diophantine denklemini saglayan ¢oziimleri

arastirmig ve tamsayr coOziimlerinden Gauss tamsayr c¢oziimlerine gecis {izerine

caligmalar yapmustir.

Bizde bu boliimde bundan faydalanarak x*—5y> =2z Diophantine denkleminin
¢oziimlerini elde ederek aym zamanda Diophantine denklemi olan x’—5y>=7F1 ve

x> —py” =1 Pell denklemlerinin Gauss tamsayilarinda ¢6ziimlerini aragtiracagiz.

x> +y® =z denklemi geometrik olarak dik kenarlar1 ve hipoteniisii bilinen biitiin
dik iicgenlerin bulunmasi seklindedir. Tamsayilarda (3, 4, 5) ve ona orantili tamsay1

ticliilerinin x* +y” =z* denklemini sagladigim biliyoruz.

x> -5y =z* denklemi geometrik olarak buna benzer bir siniflandirma yapamayiz.
Fakat tamsay1 coziimleri {iizerinde, (9, 4, 1) ve ona orantili tamsay:1 {gcliilerinin

x> —5y* =z* denklemini sagladigini gorebiliriz.
Simdi x*-5y”> =z denkleminin tamsayilardaki ¢oziimiinii inceleyelim.
x*=5y*=27" 3.1
denklemini

5y2 —x2_z?
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y =—7—" (3.2)

olarak yazabiliriz. Buna gore ¢arpanlar

ya
(x-2)/5 , (x+z2) (3.3)
ya da
(x-2) , (x+2)/5
olur.

[k duruma gore

x—z/5=2n" , x+z=2m’
alinirsa
x—z=10n> , Xx4+z=2m’ (3.4)

olur.
Bulunan bu degerler (3.2) denkleminde yerine yazilirsa
y =2mn
bulunur.
(3.4) esitlikleri bir kere taraf tarafa toplanip, bir kerede taraf tarafa ¢ikarilirsa
x=m’+5n*> , z=m’-5n?
elde edilir. boylece tamsayilardaki her ikiliyi yine tamsayilarda c¢oziim olan

(x,y,z)e Z’ tgliisiine gotiirmiis oluruz.

Simdi bir doniisiim yardimiyla tamsayilardaki bu c¢oziimii Gauss tamsayilarina

tagimaya calisalim.
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A, biitiin m,ne Z[i] Gauss tamsayz ikilisi (m,n ) lerden olusan ciimle olsun. Yani
A :{(m,n)‘m,ne Z[i]}
dir.
A* da, m,ne A olmak iizere biitiin
f(m,n)= (m2 +5n%, 2mn, + (m2 —Snz))

ticliilerinin ciimlesi olsun.
A dan A* {izerine tanimlanan bu f doniisiimii (1-1) birebirdir.

A ve A*1n olusturulusu geregi A daki her (m, n) ikilisine karsilik A*’da bir

(x, y, z) tigliisii bulunur.
A* daki her eleman icin de A da bir (m, n) ikilisi vardir.

Boylece asagidaki teoremi elde ederiz.

Teorem 3.1. Her m,ne Z[i] i¢in f doniisiimii alundaki Gauss iicliileri; x* -5y =2’

denkleminin birer ¢oziimleridir.
Ispat: Her (m,n)e A ikilisinin x> —5y* =7 denklemini sagladigim gosterelim.
m=a+ib , n=c+id
olsun. Bu durumda
f(m,n)=f(a+ib,c+id)
=| (a-+ib)’ +5(c+id)",2(a-+ib)(c+id), (a+ib) ~5(c+id)’ |
x =(a+ib)" +5(c+id)" =a® —b* +5¢> — 5d* + 2abi +10cdi

y=2(a+ib)(c+id)=2ac—2bd +2adi+ 2bci
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z=(a+ib)’ =5(c+id)" =a® —b> —5¢* + 5d* + 2abi — 10cdi
f(m,n)=(x,y,z)

bulunur.
Simdi (x,y,z) Gauss iigliisiinii x> —5y* =z* denkleminde yerine yazarsak;
(a®—b?+5¢> —5d° + 2abi +10cdi)* —5(2ac — 2bd + 2adi + 2bci)’ =
(a®— b —5¢* + 5d° + 2abi —10cdi )’

acilimlart yapilip, gerekli sadelestirmelerden sonra esitligin sol yani;

(a*+b*+25c" +25d* —6a’b” —10a’c” +10a°d’ +10b’c’ —10b°d* ~150c’d’ +40abed)
+i(4a’b—4ab’ — 20a’cd + 20b’cd — 20adc’ + 20abd” +100c’d —100cd’ )

esitligin sag yani;

(a*+b"+25c* +25d" —6a’b* —10a’c +10a’d” +10b’c’ —10b°d’ —150¢°d” + 40abed )
+i(4a’b —4ab’ —20a’cd +20b’cd — 20adc” + 20abd” +100c’d —100cd’ )

olarak bulunur. Iki Gauss tamsayisinin esitliginden reel kisimlarin ve imajiner kisimlarin

karsilikli birbirine esit olduklar1 goriiliir. A’nin her elemani f doniisiimii altinda
x*—5y*=7" denkleminin bir c¢oziimiine doniisiir. Buradan A*'m her eleman

x> —5y* =z* denkleminin bir ¢6ziimii oldugu sonucuna varabiliriz.

Teoremi bir 6rnekle elemanter olarak gorelim.

Ornek 3.1.

m=1+2i , n=3i olmak iizere (m,n) ikilisinin f altindaki goriintiisii

£(1+2,31) =| (1+20)" +5(30)", 2(1+21) (31), (1+21) ~5(3i)’ |
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x=(1+2i) +5(3i)" = —48+4i

y=2(1+2i)(3i) = =12 +6i

z=(1+2i)" =5(3i)" =42 +4i

f(142i,31) = (—48+4i, =12+ 6i, 42+ 4i) = (x,y,2)
Ucliisiinii (3.1) denkleminde yerine yazarsak
(—48+4i)" —5(-12+6i)" = (42+4i)’

1748+ 3361 =1748 + 3361

esitligi goriiliir.

3.2. x> =5y’ =1 Pell Denkleminin Gauss Tamsayilarinda Coziimii

Her m,ne Z[i] icin

f(m,n)z(x,y,z)z(m2+5n2,2mn, mz—Snz) iicliisiiniin x* =5y’ =27
denkleminin bir ¢oziimii oldugunu biliyoruz.

z2=1(z=71) aldigimzda m’-5n’=1 oldugu gorillirr Bu durumda

problemimiz m*—5n"=1 esitligini saglayan m,ne Z[i] tamsayilarint  bulma

problemine doniisiir.

m=a+ib , n=c+ide Z[i] elemanlar1 alip x>-5y>=1 denkleminde yerine

yazarsak,
(a+ib)’ —5(c+id)" =1

a’+2abi—b>—5(c’ +2cdi—d’) =1



a’+2abi—b’ —5¢> —10cdi+5d* =1
(a®=b”—5c*+5d°) +i(2ab—10cd) =1+ 0
olur.
Iki Gauss tamsayisinin esitliginden
2ab—10cd =0
ve
a’+5d>-b’-5¢> =1

oldugu goriiliir. (3.5) esitliginden

olur. a’y1 (3.6)’da yerine yazarsak;

25¢%d?

b2

+5d*-b*-5¢* =1

bulunup, gerekli diizenleme yapilirsa

(b*+5¢)(5d*-b*) =b

oldugu goriiliir. (3.7)’deki aralarinda asal carpanlari irdelersek

1) b*+5c*=1 ve 5d*-b*=b’
2) b*+5¢*=b*> ve 5d°-b*=1

olmast durumlari ile kars1 karsiya kaliriz.
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(3.5)

(3.6)

(3.7)

I’inci durumda b’+5¢® =1 esitligi ancak ve ancak b = 1 ¢ = 0 durumunda

gerceklesir. 5d° —b”> =b” esitliginde b = 1 degerini yazdigimizda d =

d¢ Z oldugundan bu imkansizdir.

£§ elde edilir ki
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2’inci durumda b’ +5c¢®>=b” esitliginde ¢ = 0 oldugu asikardir. 5d°—b’ =1
esitliginin de her iki tarafin1 (-1) ile carparsak, b’ —5d* = -1 pell denklemini elde ederiz.
Bu Pell denkleminin tam sayilardaki en kiigiik ¢oziimii (2,1)e Z* (Bkz. Tablo 2.1.)

oldugundan b=2 ve d = 1 dir.

a=>5cd/b esitliginde b, ¢ ve d tamsayilarini yerine koydugumuzda a = 0 olarak

buluruz.

Simdi buldugumuz a=0,b=2,c=0ved =1 degerlerini m=a+ib, n=c+id 'de

yerine yazarsak m = 2i ve n =1 oldugunu goriiriiz.
Bu (m,n)=(2i,i) ikilisini x*>—5y” =1 denkleminde yerine yazarsak,
(2i)"-5(1)" =1
—4+5=1
I=1
esitligini elde ederiz.

Boylece (m,n)=(x,,y,) olarak adlandirdigimizda yukarida yapilan irdelemeler

asagidaki teoremin bir ispatidir.

Teorem 3.2. x*—5y>=1 Pell denkleminin Gauss tamsayilarinda en kiiciik ¢oziimii

(x.y,) =(2i,i) ikilisidir.

Sonug 3.1.

(X0,¥,) =(2i,i) x*=5y* =1 Pell denkleminin temel ¢oziimii olmak iizere; Gauss

tamsayilarindaki diger biitiin ¢oziimler her ne N ig¢in;



% =Ll (x, +yov5) +(x, = yov5)"
(s 305"+ (x0 - v035) |

1= 375 o 508) (o

formiilleriyle verilir.
Ispat: Ispati n iizerinde indiiksiyonla yapalim.

n=1i¢in
XIZ%[(Zi+i\/§)1+(2i—i\/§)lj|
-

v, =%[(2i+i\/§)l —(21—16)1}

=i
olup (x,,y,)=(2i,i)=(xX,,y,) olur ki, bu denklemi saglar.
n =2 i¢in
X, :%[(21%/5)2 +(2i—i\/§)2}
=9
v, :%[(21%/5)2 —(2i—i\/§)2}
=4
olup (x,,y,)=(—9,—4) bulunur. Bunu denklemde yerine yazarsak
x* =5y’ =1

(-9) =5(-4)" =1
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81-80=1
1=1

esitliginin saglandigini goriiriiz. Daha 1yi karar verebilmek i¢in n = 3 i¢inde denklemin

dogrulugunu gosterelim.

n =3 i¢in
X, :%[(2i+i\/§)3+(21—i\/§)3}
— 38

=g ) (i

=—17i
olup (x,,y,)=(-38i,—17i) ikilisini denklemde yerine yazarsak,
(-38i)" —5(~17i)" =1
—1444+1445 =1
1=1
olup, bu da bize (x,,y,) ikilisinin denklemi sagladigin1 gosterir.
n =n — 1 i¢in iddianin dogrulugunu kabul edip

n = n igin ispat edelim. Kabuliimiiz geregi (x,_,,y,.) ikilisi denklemi saglar. Yani
(%pt) =5(v0m) =1 (3.8)
dir. Bu esitligi;

x; —=5y; =x; -5y, =1 ile taraf tarafa garparsak

(x2, -5y, )(xs-5ys) =1 (3.9)
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halini alir. Biitlin ¢oziimler temel ¢oziimden elde edildigi icin
2 2 _ (.2 2\1

X2, =5yo, =(x;-5y;) (3.10)
alabiliriz. (3.10) ifadesini (3.9) da yerine yazarsak

(Xr21—1 _SYIzl—l)'(X(Z) _5}’(2)) =1

n-1

(Xé —5y§) (xé —Syé) =1

(x5 —5y5) =1
elde edilir ki bu da bize,

X, =5y, =1

oldugunu gosterir. Her ne N i¢in teoremin hipotezi dogrudur.

3.3. x> —5y? = -1 Pell Denkleminin Gauss Tamsayilarinda Coziimii

Her m,ne Z[i] i¢in
f(m,n)=(x,y,z)=(m’+5n>, 2mn, m*-5n’) {igliisiiniin x?-5y =22
denkleminin bir ¢oziimii oldugunu 6nceki boliimiimiizden biliyoruz.

z=4i aldigimizda z°=-1 ve m’-5n"=-1 oldugu goriilir. Buna gore

m’ —5n” = -1 esitligini saglayan m,ne Z[i] Gauss tamsayilarin1 bulmaya calisalim.

m=a+ib , n=c+ide Z[i] elemanlart alip x*>-5y> =—1 denkleminde yerine

koyalim.
(a+ib)’ =5(c+id)" =—1

a’ +2abi—b”* —5¢* —10cdi+5d* = -1



(a®+5d” —b* —5¢*)+i(2ab—10cd) = —1+ 0

olur.
Iki Gauss tamsayisinin esitliginden
2ab—10cd =0

ve
a’+5d*>-b*-5¢* =-1

oldugu goriiliir. (3.11) esitliginden

olur. a’y1 (3.12)’de yerine yazarsak;

25¢%d?

b2

+5d*—b*—5¢* =-1

bulunup, gerekli diizenleme yapilirsa

(b*+5¢*)(5d° —b*) = b’

oldugu goriiliir. (3.13)’deki aralarinda asal ¢carpanlari incelersek

1) b°+5¢*=—1 ve 5d*-b*=b’
2) b*+5¢*=b* ve 5d*°-b*=-1

olmasi durumlari ile karsilasiriz.

I’inci durumda b*+5¢” =—1 olmasi b,ce Z oldugundan imkansizdir.
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(3.11)

(3.12)

(3.13)

2’inci durumda b*+5c¢>=b* esitliginde ¢ = 0 oldugu asikardir. 5d>—b*=-1

esitliginin de her iki tarafin1 (-1) ile carparsak, b>—5d* =1 pell denklemini elde ederiz.

Bu Pell denkleminin tam sayilardaki temel ¢oziimii (9,4)e Z* (Bkz. Tablo 2.1.)

oldugundan b =9 ve d = 4 tiir.
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a=>5cd/b esitliginde b, ¢ ve d tamsayilarini yerine koydugumuzda a = 0 oldugu
goriiliir.
Buldugumuz a = 0, b =9, ¢ = 0 ve d = 4 degerlerini m=a+ib, n=c+id’de

yerine yazarsak m =91 ve n =41 oldugunu goriiriiz.
Bu (m,n)=(9i,4i) ikilisini x*>—5y* =—1 denkleminde yerine yazarsak,
(9i)° —5(4i)" =—1
-81+80=-1
“1=-1
esitligini elde ederiz.

Yukarida yaptigimiz incelemeler asagidaki teoremin bir ispatidir.

Teorem 3.3. x’-5y>=-1 Pell denkleminin Gauss tamsayilarinda temel c¢oziimii

(x.y,) = (91,41 ikilisidir.

Sonuc 3.2.

(X0,¥,)=(91,4i) x*>—5y>=-1 Pell denkleminin temel ¢ziimii olmak iizere;

Gauss tamsayilarindaki diger biitiin ¢oziimler her n tek dogal sayisi icin;

X, == (X +yo35) + (%, = yo'5)
Al )+ V]

s~ 59088 (s, -3035)

formiilleriyle verilir.
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Ispat: Ispat: n iizerinde indiiksiyonla yapalim.
n=1i¢in
(n . 1 .. 1
X, = E[(91+ 41\/5) + (91—41\/5) }
=91

y, =%[(9i+4ix/§)l —(91—41@)1}

=4
olup (x,,y,)=(X,.y,)=(91,4i) temel ¢oziim olup, denklemi saglar.
n =3 i¢in
X, = %[(9”41@)3 +(9i —4ix/§)3}
=-28891

y, :%[(9”43/5)3 —(9i—4i\/§)3]

=-1292i
olup (x,,y,)=(-2889i,—1292i) bulunur. Bunu denklemde yerine yazarsak
x> =5y’ =-1
(—2889i)" —5(~1292i)" =1
—8346321+8346320=—-1
1=-1
esitliginin saglandig: goriiliir.

Simdi n=n-2 i¢in iddianin dogrulugunu kabul edip, n=n igin ispat edelim.

Kabuliimiiz geregi (X, ,,y,_,) ikilisi denklemi saglar. Yani,
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(X02) =5(y,) =1 (3.14)
dir. Bu esitligi;
(xé —Sy; )2 =1 ile taraf tarafa ¢arparsak
2
(x32=5yia)-(x5-5y;) =1 (3.15)
seklini alir. Biitiin ¢6ziimler temel ¢coziimden elde edildigi i¢in
n-2
Xs,=5yi, =(x;=5y;) (3.16)
almakta bir sakinca yoktur. (3.16) ifadesini (3.15) de yerine yazarsak
2
(Xi—z _SYIZI—Z)'(Xé _5%) =-1
n-2 2
(x5-5ys) .(xo-5ys) =-1

(x5 -5ys) =-1
elde edilir ki bu da bize,
X, =5y, =-1

oldugunu gosterir. Her n tek dogal sayis1 i¢in teorem ispatlanmis olur.

3.4. x> —py’ =1 Pell Denkleminin Gauss Tamsayilarinda Coziimii

(p, 4k + 1 Biciminde Bir Asal Sayidir.)

Bu béliimde daha genel bir Pell Denklemi olan x* —py” =1(p 4k + 1 bigiminde bir

asal say1) Pell Denkleminin Gauss tamsayilarinda ¢oziimlerini inceleyecegiz.



39

Boliim 3.1°den hareketle; her m,ne Z[i] icin ve p 4k + 1 biciminde bir asal say1

olmak uizere

f(m,n) = (X,y,Z) = (1’1’12 +pn2’ 2mn, m?> _pnz)

licliisiiniin x*> —py” =z denkleminin bir ¢6ziimii olacagim soyleyebiliriz.

z’=1 (z=%1) aldigimizda m’—pn’=1 oldugu goriliir. Simdi m’-pn*=1

esitligini saglayan m,n e Z[i] tamsayilarin1 bulmaya caligalim.

m=a+ib , n=c+ide Z[i] elemanlarmi x?-py>=1 denkleminde yerine

yazarsak,
(a+ib)’ —p(c+id)’ =1
a’+2abi—b’ —p(c’ +2cdi—d*) =1
a’+2abi—b* —pc> —2pedi+pd* =1
(a2 +pd® -b? —pc2)+i(2ab—2pcd) =1+0i
olur.
Iki Gauss tamsayisinin esitliginden
2ab—2pcd =0
ve
a’+pd>—b>—pc’ =1

oldugu goriiliir. (3.17) esitliginden

olur. a’y1 (3.18)’de yerine yazarsak;

(3.17)

(3.18)
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pZCZdZ

bZ

+pd>—b’—pc’ =1

bulunup, gerekli diizenleme yapilirsa
(b®+pc®)(pd*~b*) =1
(b*+pc?)(b*—pd*)=-b? (3.19)
oldugu goriiliir. (3.19)’daki aralarinda asal ¢arpanlari irdelersek
1) b>+pc*=-1 ve b*—pd’=b’
2) b>+pc’=b> ve b’—pd’=-1
olmast durumlari ile karsilagiriz.
1’inci durumda b” +pc® =—1 olmas1 b,ce Z oldugundan imkansizdur.
2’inci durumda b*+pc® =b’ esitliginde ¢ = 0 olacag aciktir. b>—pd> =—1 Pell

denkleminin, p 4k + 1 seklinde bir asal say1 oldugundan teorem 2.3.’e gore (r,s)e 7>
gibi bir temel ¢6ziimii bulunur. Bu taktirde b =r ve d = s dir.

a=pcd/b esitliginde b, ¢ ve d tamsayilarini yerine koydugumuzda a = 0 oldugu
gortiliir.

Buldugumuz a=0,b=r,c =0 ve d =s degerlerini m=a+ib, n=c+id ’de yerine

yazarsak m =ri ve n =si oldugunu goriiriiz.

Yukarida yaptigimiz bu irdelemeler asagidaki teoremin bir ispatidir.

Teorem 3.4. p, 4k + 1 biciminde bir asal say1 olmak iizere x* —py” =1 Pell denkleminin

Gauss tamsayilarinda temel ¢oziimii (x,,y,)=(ri,si) ikilisidir.
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Sonug 3.3. (x,,y,)=/(ri,si) x> —py’ =1 Pell denkleminin temel ¢oziimii olmak iizere;

Gauss tamsayilarindaki diger biitiin ¢oziimler her ne N ig¢in;

=3 (xo+¥udp) +(x0=304p) |
Y, = ﬁ[(xo +¥,lp) =(xo- yox/ﬁ)n}

formiilleriyle verilir.
Ispat: Ispat1 n iizerinde indiiksiyonla yapalim.

n=1i¢in
X, =%[(ri+si\/5)l +(ri—si\/5)l}
=11

y, = 2\/_[(ri+si\/5)1 —(ri—si\/g)l}

L
P
=si
olup (x,,y,)=(ri,si)=(X,,Y,) olurki, bu denklemi saglar.

n =2 i¢in
X, = %[(ri + si\/g)2 + (ri - si\/g)z}
= 12 _psz

el o]
=-2rs

olup (x,,y,)= (—r2 —psz,—2rs) bulunur. Bunu denklemde yerine yazarsak



x> —py’ =1

(—r2 —psz)2 —p(-2rs)’ =1
r* +2pr’s® +p’s* —4pris’ =1
' =2pr’s’ +p’st =1

(—r2 +ps’ )2 =1 (—r2 +ps’ =1temel gézﬁm)

esitliginin saglandig1 goriiliir. Yani (x,,y,) denklemi saglar.

n =n-1 i¢in iddianin dogrulugunu kabul edip,

42

n=n igin ispat edelim. Kabuliimiiz geregi (x,,,y,,) ikilisi denklemi saglar.

Yani
(%o) =P (yon) =1

dir. Bu esitligi;
x; —pys =1 ile taraf tarafa carparsak
(x2—pyas)-(x5 —pys) =1

olur. Biitiin ¢oziimler temel ¢6ziimden elde edildigi i¢in
X2, —py2, =(x2-py2)”

alabiliriz. (3.22) ifadesini (3.21) de yerine yazarsak
(x2-py2)" (x3-py)=1

(x2-py2) =1

(3.20)

(3.21)

(3.22)



elde edilir ki bu da bize,
x;—py, =1

oldugunu gosterir. Boylece her ne N i¢in teoremi ispatlamis oluruz.
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