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OZET

Yiiksek Lisans Tezi
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SINIFLARI ICIN iTERASYON SEMASI

Gamze OZKAN
Atatiirk Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisi
Matematik Anabilim Dali
Analiz ve Fonksiyonlar Teorisi Bilim Dali

Damigman: Dr. Ogr. Uyesi Siiheyla ELMAS

Yapilan bu ¢aligmada ilk 6nce konveks metrik ve konik konveks metrik uzaylar tanitildu.
Konik konveks metrik uzayda yapilan bazi sabit nokta teoremlerine yer verildi. Son
olarak bazi doniisiim siniflart i¢in {i¢ adim iterasyonunun, konik konveks metrik uzayda

yakinsamasi {izerine ¢aligmalardan bahsedildi.

2019, 79 sayfa

Anahtar Kelimeler: Konik konveks metrik uzay, sabit nokta, {i¢ adim iterasyonu



ABSTRACT

MS Thesis

THE ITERATION METHOD FOR CLASS OF UNIFORMLY QUASI-
LIPSCHITZIAN MAPPINGS IN CONE CONVEX METRIC SPACES

Gamze OZKAN
Atatlirk University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Analysis and Theory of Functions
Department of Mathematics

Supervisor: Assist. Prof. Dr. Sitheyla ELMAS

In this study, first of all convex metric spaces are presented. Some fixed point theorems
in cone convex metric space are given. Lastly convergence of three-step iteration method

for some class of mappings in cone convex metric spaces have been denoted.

2019, 79 pages
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1. GIRIS

Diisiinen insan, Once yapacagi ise gore ortami hazirlamak zorundadir. Ciinkii yapacagi
ise gore ortami hazirlamak zorundadir. Ciinkii is ne olursa olsun; o is belli bir mekanda
veya belli bir yapiya sahip ortamda yapilir. Matematik¢i de matematiksel olarak yapacagi
isler i¢in genel olarak uzay diye adlandirilan kiimenin {izerinde hangi yapilara ihtiyag
duyacagini belirleyerek ise baslar. Bostan farkli bir kiime {iizerine birden ¢ok
matematiksel yapilar konulabilir. Bunlara topolojik, cebirsel, cebirsel-topoloji ve
konvekslik gibi yapilar 6rnek verilebilir. Bir kiime {izerinde dort islem yapilacaksa,
kiimenin cebirsel yapr olarak cisim olmasi gerekir. Eger kiime iizerinde tanimlanan
herhangi bir fonksiyonun limiti, siirekliligi ve tiirevi veya tanimlanan bir dizinin
yakinsaklig1 incelenecekse, kiimenin metrik veya topolojik uzay olma 6zelligine sahip
olup olmadigina bakilir. Baz1 durumlarda kiimenin ayni1 anda birden fazla yapiya sahip
olmas1 gerekir. Ornegin, bir serinin yakinsaklig: incelenirken cebirsel 6zelliklerin
yaninda kiimenin herhangi iki elemaninin arasindaki uzakliginin bilinmesine ihtiyag

vardir. Bu da bizi klasik analizde metrik diye adlandirilan kavrama gotiiriir.

Metrik uzay, dizilerin yakinsakligi ve fonksiyonlarin siirekliligi gibi temel analiz
kavramlar1 incelemek i¢in ortaya c¢ikan soyut bir kavramdir. Bu nedenle analiz ve
geometride oldugu gibi matematigin bir¢ok dalinda soyut bir kiimenin elemanlar1 igin bir
uzaklik kavramina ihtiya¢ duyulmus ve bunun igin gerekli ara¢ bir uzaklik fonksiyonu
veya “metrik”tir.19.ncu yiizyil boyunca yavas yavas ulasilan fikir ve metotlara 1900 ve

1910 yillar1 arasinda ani olarak aciklik getirildi. Bu, temel olarak dort dnemli yayimin

ortaya cikisiyla oldu.

1. Integral denklemler iizerine Frendholm’un 1900 yilindaki yayini
2. Lebesque’nin integrasyon lizerine olan 1902 yilindaki tezi

3. Spektral tezi lizerine Hilbert’in 1906 yilindaki yayini

4. Frechet’in metrik uzaylar iizerine olan 1906 yilindaki tezi



Tarihsel olarak sabit nokta teorisi Brouwer ile baglandig1 bilinse de Analizde 6nemli olan
sabit nokta teorisi 19.ncu yiizyilin son doneminde diferansiyel denklemlerin ¢ziimiinde
kullanilan yaklagim yontemlerine dayanmaktadir. Burada kullanilan yaklasim yontemleri
Liouville (1836) Cauchy (1884), Peano (1885-1886-1889), Lipschitz (1877) ve Picard
(1890) olarak soylenir.

Sabit nokta ¢aligmalari {i¢ ayr1 baglikta toplanabilir.

1. Topolojik sabit nokta teorisi

2. Metrik sabit nokta teorisi
a. Tek degerli fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisi

b. Cogul degerli fonksiyonlar igin sabit nokta teorisi

3. Ayrik sabit nokta teorisi

Bunlarin ortaya ¢ikis teoremleri sirasiyla

1. Brouwer
2. Banach
3. Tarski

olarak verilebilir.

Sabit nokta teorisi matematigin potansiyel teori, yaklasim teorisi, lineer olmayan
fonksiyonel analiz, diferansiyel denklemler, fonksiyonel analiz, genel topoloji potansiyel
teori ve oyun teorisi gibi bircok alaninda uygulamalari vardir. Bunlarin diginda

miihendislik ve istatistik gibi alanlarda uygulamalar1 vardir.

Sabit nokta lizerine yapilan ¢caligmalardan sonra sabit nokta teorisi iizerine ¢aligilabilecek

baska bir uzaym olup olmadigi sorusu soruldu.



Ardindan Zhang ve Huang sabit nokta i¢in metrik uzaylarin tamamen yeterli olmadigini
ve metrik uzaydan bagka bir uzayin olabilecegini gordiiler. Bu uzaya ise konik metrik

uzay adini verdiler.

Bu tezde ise metrik uzay, sabit nokta ilgili teoremleri, konik metrik uzayin bazi temel
ozellikleri, konik metrik uzayda bazi sabit nokta teoremleri bunlarin ispat1 ve konveks
konik metrik uzayda tanimlanan iterasyon dizisinin konik konveks metrik uzayda

yazmaya ¢alisip yakinsamasi iizerinde durulacaktir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Genel Kavramlar

Asagidaki tanimda bir uzaklik fonksiyonunun temel 6zellikleri listelenmistir.

Tamm 2.1.1 Bir X kiimesi tizerinde taniml1 bir metrik V x, y, z € X igin

d(x,y) =0

dx,y) =0 x=y
d(x,y) = d(y, x) (simetri ozelligi)

A w0 b=

d(x,z) < d(x,y) + d(y, z) (iiggen esitsizligi)

ozelliklerini saglayan bir d: X X X - R fonksiyonudur. Eger d, X iizerinde bir metrik
ise 0 zaman (X, d) ¢iftine bir metrik uzay denir. Verilen herhangi bir X kiimesi (X kiimesi
bir elemanli bir kiime olmadikga) birden ¢ok metrige sahip olabilir. Genel olarak hangi
metrigin kullanildig1 acik olarak biliniyorsa "(X,d) metrik uzayr” yerine “X metrik

uzayr” yazilir.

1.Aksiyom bir noktanin diger bir noktaya uzakliginin negatif olamayacagini,2.aksiyom
bir noktanin kendisine olan uzakliginin sifir oldugunu,3.aksiyom ise x noktasinin y ye
uzakligl,y nin x e uzakhgina esit oldugunu ifade eder. Uggen esitsizligi olarak bilinen
4.aksiyom diizlemde ayni1 dogru flizerinde olmayan ii¢ farkli nokta bir iliggen
olusturdugunu ve bu iiggende iki kenarin uzunluklar1 toplami, {iglincii kenarin

uzunlugundan daima biiyiik oldugunu ifade eder. Eger noktalar ayn1 dogru iizerinde ise

d(x,z) =d(x,y) +d(y,z)

olur. Metrik aksiyomlar1 birbirinden bagimsiz degildir. $oyle ki;



d(x,z) =d(x,y) +d(y,z) = 0=d(x,x) <d(x,z) =d(x,y) + d(y,z) = 2d(x,y)

=d(x,y)=0
(4.aksiyoma once 2. aksiyomu sonrada 3. aksiyomu uygulayarak 1. aksiyomu elde edilir.)
2.1.2. Ornek:

e Riizerinde her x,y € Rigin d: R X R — R d(x,y) = [x — y| seklinde tanimlanan
d fonksiyonunun metrik sartlarin1 sagladigir aciktir. Bu metrige reel sayilarin(reel
dogrunun) mutlak deger ya da ahisilmis metrigi denir.

e Herx,y € Rigin d(x,y) = (x — y)? biciminde tanimlanan déniisiimii metrigin ilk
iki aksiyomunun saglanacagi aciktir. Fakat bu doniisiim {iggen esitsizligini saglamaz.

Dogrudan da x = 3,y = 5 ve z = 4 sayilar1 i¢in

dix,y) =4>1+1=d(x,2z) +d(z,y)
4.aksiyomu saglamadigi goriiliir. Buna gore doniisiim bir metrik degildir.
. X # @ Herhangi bir kiime ve Vx,y € X i¢in

0,x=y

Lx%y (1.1)

acxy) =

sekilde tanimlanan d:X XX — R doniisiimii i¢in metrigin birinci ve ikinci
aksiyomlarinin saglandigi (1) tanimindan acgiktir. Metrigin {iglincli aksiyomunun

saglandigin1 gosterelim. Her x,y,z € X igin
1. x=y,z#+x (1)tanimmdan 0 < 1 + 1 oldugundan

d(x,y) <d(x,z) +d(z,y)



olur.

2. z=y,z + x ise l.ye benzer olarak

d(x,y) <d(x,y) +d(y,y) =d(x,z) + d(z,y)

elde edilir.

3. z=x,y+ziseyined(x,y) <d(x,x)+d(x,y) =d(x,z) +d(zy) oldugu elde

edilir.

Dolayisiyla, x,y, z € X vektorlerinden herhangi ikisinin esit olmasi durumunda metrigin
liclincli aksiyomunun saglandigini goriiriiz. x,y,z € X noktalarinin {i¢iiniin de farkl

olmasi durumunda {igiincii aksiyomun olacagi aciktir.

2.1.3. Tanmm: f:(X,d) — (Y,d’') fonksiyonunun x, noktasinda siirekli olmasi igin

gerek ve yeter sart

d(x,x0) <8 = d'(f(x),f(xp)) < ¢

olacak sekilde x( noktasina ve € sayisina bagli bir § > 0 sayisinin var olmasidir. Yani

f, %o € X dasiirekli © Ve > 0 igin 35() > 0d(x,x,) < § = d'(f(x), f(x0)) < &,

olur.

2.1.4. Tamm: (X, d) metrik uzayi, bir a € X noktasi ve € € R* sayis1 verilsin.

e B(a,e)={x€eX:d(ax)<e}



alt kiimesine, a merkezli € yarigapli agik yuvar

e Blacs]={xeXd(ax)<c¢e}

alt kiimesine, a merkezli € yaricapli kapah yuvar

o S(a,e)={xeX:d(a,x)=c¢}

kiimesine a merkezli ve € yarigapli yuvar yiizeyi ya da kiire(sphere) denir.

2.1.5. Tamm: (X, d) bir metrik uzay1 ve A € X olsun a € A noktasi i¢in B(a,&) c A
olacak bigimde € > 0 varsa a ya A nin bir i¢ noktasi denir. A nin biitlin i¢ noktalarinin

kiimesi A° ile gosterilir.A nin her noktas: bir i¢ nokta ise A bir acik kiimedir denir.

2.1.6. Tanmm: (X, d) bir metrik uzay1r ve A € X olsun. X\A kiimesi acik ise A kapahdir

denir.

2.1.7. Tanmm: X bir kiime olsun. f: N — X fonksiyonu, her n € N sayisi i¢in, f(n) = x,
seklinde tanimlansin. f fonksiyonuna X kiimesi i¢inde bir dizi denir. ve (x,)neny Ya da

(x,,) seklinde gosterilir.

2.1.8. Tamm: (X, d) metrik uzayinda bir dizi (x,) olsun x, € X olmak tizere Vr > 0
sayisma karsilik n > N iken d(x,, x,) < r olacak sekilde r ye bagli bir n, € N sayis1

varsa, (x,) dizisi x, € X e yakinsar denir ve

lim x, = x,

n—oo

veya

Xp = X



seklinde yazilir. Bu durumda,

lim x, =xy © Vr>03n,(r) EN,Vvn > nyg = d(x,,x5) <r

n—oo
& VB(xy,7r),3Ing(r) € N,Vn = ny = x, € B(xo,1)

olur. Verilen dizinin n,. terimden sonraki dizinin biitiin elemanlar x, in r —komsulugu

icinde kaliyor iken, dizinin sonlu sayidaki terimi x, 1n r komsulugu diginda kalir.
2.1.9 Ornek: R?de (x,) = (1,%) dizisi alisilmis metrige gore (1,0) noktasina yakinsar.

2.1.10. Tanmm: (X, d) metrik uzayinda (x,) dizisi verilsin. Eger Ve > 0,Vm,n = n,
dogal sayilari igin, d(x,,, x,) < € olacak bi¢imde bir ny, € N varsa (x,) dizisi bir

Cauchy dizisidir denir.

2.1.11. Ornek: R reel sayilar kiimesi iizerindeki alisiimis metrige gore, dogal sayilardan
olusan (x,) = (n) dizisi, bir Cauchy dizisi degildir. Ciinkii tanimdaki a , b dogal sayilari
ne kadar biiyiik segilirse se¢ilsin, a # b oldugundan, d(a,b) = |a — b| = 1 olur.

Bir dizinin Cauchy dizisi olmasi metrik bir 6zelliktir. Bir metrige gore Cauchy dizisi olan

baska bir metrige gore Cauchy dizisi olmayabilir.
2.1.12. Ornek: R reel sayilar kiimesi {izerinde,

_ y
1+ (x| 14|yl

d(x,y) =

metrigi tanimlansin.N dogal sayilardan olusan (x,) = (n) dizisi bir Cauchy dizisidir.
Soyle ki,



e > 0vem < nolsun.

i - m n
m'n_1+m 1+n
1
<
1+n

olur. % < n, olacak sekilde bir n, dogal sayis1 segerek, Ym,n = n, icin

d(Xp, x,) =d(m,n) <e€
olup, (x,) = (n) dogal sayilar dizisi Cauchy dizisidir.
2.1.13. Teorem: (X, d) metrik uzayinda, yakinsak her dizi bir Cauchy dizisidir.

(xp) = x€X,Ve>0,Vn=>n, ve m =>n,; sayist i¢in, d(x,,,x) < g,d(xn,x) <§

olacak bigimde n; € N vardir. k = max{ny, n,} i¢in V m,n = k sayilar1 igin metrik

aksiyomun iiggen esitsizliginden,

€ €
d(x, xn) < d(xp, x) +d(x,x,) < > _|_E =€

olup (x,,) dizisi Cauchy dizisidir. Her Cauchy dizisi yakinsak olmayabilir.

2.1.14. Ornek: (R — {0}, |. |) uzayinda (x,,) = (%) dizisi bir Cauchy dizisidir, fakat (x,,)

dizisi R — {0} uzayinda yakinsak degildir.

2.1.15. Teorem: (X, d) metrik uzayinda (x,) yakinsak bir dizi olsun. O zaman (x,,) bir
Cauchy dizisidir.
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2.1.16. Teorem: (X, d) metrik uzayimnda her (x,,) Cauchy dizisi sinirhidir. O halde (X,d)
metrik uzayinda, yakinsak her dizi sinirlidir. (X, d) metrik uzayinda yakinsak bir dizinin

her alt dizisi de yakinsaktir.

2.1.17. Tammm: (X, d) metrik uzayinda her Cauchy dizisi yakinsak ise bu uzaya tamdir
denir. A c X iginde bulunan her Cauchy dizisi A nin bir elemanma yakinsarsa A ya

tamdur denir.

Bir uzayin tam olmasi topolojik bir 6zellik degildir, metrik bir 6zelliktir, yani metrik

degistikce uzayin tam olmasi da degismektedir.

2.1.18. Tammm: (X, d) metrik uzay olsun. Bir A ¢ X kiimesindeki her (x,,) dizisi A nin
bir elemanina yakinsayan bir alt diziye sahipse A ya kompakt (ya da dizisel kompakt)
kiime denir. Eger X kiimesinin kendisi kompakt ise (X, d)’ye bir kompakt metrik uzay

denir.

Bu kompaktliga denk bagka kompaktlik tanimlari vardir: “Bir kiime kompakttir ancak ve
ancak her sonsuz A altkiimesi bir limit noktasina sahipse (limit noktasinin A altkiimesine
ait olmasi gerekmez)”,”Bir kiime kompakttir ancak ve ancak her agik ortiisii sonlu Ortiiye

sahipse” gibi. Kompaktlik ¢ok giiclii ve yararli bir 6zelliktir.

Dizisel kompakttik topolojik ozelliktir, kalitsal 6zellik degildir. Bir metrik uzayin

kompakt olmas1 bu metrik uzayimn tam ve tamamen sinirli olmasina baglidir. Ornegin;

o Alisilmis metrikle (kendisinin bir alt kiimesi olarak) R kompakt degildir ¢iinkii

(xp)=m)=(1,23,..)

dizisi yakinsak bir alt diziye sahip degildir.
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e (0,1) c R kiimesi kompakt degildir ¢iinkii (x,) =1 —% dizisi (0,1) kiimesi
icinde yakinsak bir alt diziye sahip degildir: her alt dizi (0,1) iginde olmayan 1’
yakinsar ve bu nedenle hi¢bir altdizi (0,1) i¢inde yakinsamaz

e [0,1] c R kiimesi kompakttir.
Genel olarak bir metrik uzayda kapal1 ve sinirl bir altkiime kompakt olmayabilir.

2.1.19. Tammm: X bostan farkli bir kiime ve T P(X) kuvvet kiimesinin bir alt kiimesi

olsun. t ailesi asagidaki 6zellikleri sagliyorsa X iizerinde bir topoloji denir.

e PXET
o Ay A, .., A, ETigin N, 4; €T,

o V{A;}iq © tigin U;e; 4; ET dir.

2.1.20. Tanmm: X,F iizerinde vektor uzay olsun.Vx € X vektortini ||x|| reel sayisina
dontstiiren ve asagidaki sartlar saglayan reel degerli || ||: X — R fonksiyonuna norm

denir. Her x,y € X ve her A € F igin

e x>0

e |xl=0=x=0

o lAxll = Allxll

o lx+yll < llxll + Iyl

(X, Il 1) ikilisine normlu uzay denir.

Bir vektoriin normu bir vektoriin uzunlugunun bir genellemesi oldugundan her normlu

uzayin ¢ok dogal bir yolla bir metrik uzay olmasi siirpriz olmamalidir.
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2.1.21. Tanmm: Eger (X, ||. ||) bir normlu vektor uzay ve d, d(x,y) = ||x — y|| ile tanimli
metrik ise 0 zaman d ye ||.|| normu tarafindan indirgenen (genellestirilen, iiretilen)

metrik adi verilir.

2.1.22. Tanmim: Bir normlu vektdr uzayi, normdan indirgenen metrik ile tam ise Banach

uzay1 olarak adlandirilir.

Uzunluk kavraminda oldugu gibi R® deki nokta ¢arpimi ve diklik gibi énemli bazi
Ozelliklerin vektor uzaylarina genellestirilmesi i¢ carpim uzaylarinda ve Hilbert

uzaylarinda olur. Tarihi olarak i¢ ¢arpim uzaylar1 normlu uzaylardan daha eskidir.

2.1.22. Tammm: X bir reel vektdr uzayi olsun.X iizerinde bir i¢ carpim asagidaki 6zellikleri

saglayan bir
(,.):XxX->R
fonksiyondur. Her x,y,z € X ve her , f € R igin
e (xx)=0;
e (x,x) =0ancak veancak x = 0;
e (ax+Byz) =alxz)+p(y, 2);

e (xy)=x)

Bir (X, (,.)) i¢ ¢arpim uzay1 verildiginde i¢ ¢arpimin indirgedigi norm

1
l[x|] = (x,x)2

ve bu normun indirgedigi metrik
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d(x,y) = llx = yll

dir.

2.1.23. Tamim: Bir i¢ carpim uzayi, i¢ ¢arpimin indirgedigi normdan indirgenen metrige

gore tam ise bu uzaya bir Hilbert uzay adi verilir.

Buna gore Hilbert uzaylari, 6zel Banach uzaylar1 oldugu anlagilmaktadir.

2.1.24. Tammm: X bir vektor uzayi olsun.X in bostan farkli bir A alt kiimesi i¢in x,y € A

iken x, y noktalarini birlestiren dogru pargasi yine A ya ait oluyorsa yani 0 < t < 1 i¢in

1-t)x+tyeA

ise veya denk olarak A = 0, u = 0 olmak tizere A+ u =1 i¢in Ax + uy € A ise A ya

disbiikey veya konveks kiime denir.

X icinde bir A konveks kiimesi ve bir f: A — R fonksiyonuicin A >0,y =2 0,A+pu=1

olmak tizere x,y € A oldugunda

fAx +uy) < Af(x) +uf(y)

saglanirsa o zaman f, A lizerinde bir konveks fonksiyondur denir.

Ayrica calistigimiz iterasyon metotlar1 da konveks yapida oldugu i¢in doniistimlerin

alindig1 kiimelerde konveks metrik uzayn altkiimeleridir.

2.1.25. Tammm:(X,d) metrik uzay verilsin. W:X XX x[0,1] —» X doniisiimii
herx,y,u € X ; 1 €[0,1] igin
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d(w, W, y; 1) < 2dwx) + (1 — Ddw,y)

sagliyorsa W, X lizerinde konveks yap1 olusturur denir. W ile (X, d) metrik uzayma da

konveks metrik uzay denir ve (X, d, W) ile gosterilir.
2.1.26. Tamm: (X, d) metrik uza.W: X3 x [0,1]® - X doniisiimii

V(x,y,z;a,b,c) € X3 x[0,1]3,u € X ve a+b+c=1igin

d(W(x,y,z;a,b,c),u) < ad(x,u) + bd(y,u) + cd(z,u)

sagliyorsa W, X iizerinde konveks yapi olusturur denir. W ile (X, d) metrik uzayina da

konveks metrik uzay denir.(X, d, W) seklinde gosterilir.
(X, d, W) Konveks metrik uzay,E de X in bos olmayan bir alt kiimesi olsun.
at+b+c=1

olmak iizere V(x,y,z;a,b,c) € E3 x [0,1]2 i¢in W(x,y,z;a,b,c) EE ise E ye X in

konveks alt kiimesi denir.
2.1.27. Tamm: (X, d, W) konveks metrik uzay1 € > 0 ve r > 0 igin
d(z,x) <r,d(z,y) <r,d(x,y) >re

sartin1 saglayan her x,y,z € X igin

d <z, w (x, y, %)) <(1-6))r
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olacak sekilde §(¢) sayisi varsa, X e diizgiin konveks metrik uzay denir.

Bir (X,d, W) konveks metrik uzayr A € [0,1] ve x,y € X i¢in asagidaki ozellikleri

sagliyordur.

o W(x,x,A)=x,W(x,y,0) =y, W(x,y,1) =x
o dx Wy ))=0-Ddxy) dy,W(x,y1)=2d(xy)
o dxy)=d(x,W(x,y,1)+dW(xy),y)

2.2. Sabit Nokta Teorisi

Sabit nokta teorisi, yeni uygulama alanlariyla siirekli gelisen matematigin en onemli
alanlarindan birisidir. Ozel olarak sabit nokta teorisi Fizik, Ekonomi, Oyun teorisi
Optimizasyon problemleri denge problemleri gibi bir¢ok alanda uygulamasi olan bir
teoridir. Bu alanda ilk ¢aligmay1 1886 yilinda Peano yapmustir. Ardindan 1912 yilinda
Brouwer f(x) = x denkleminin ¢6ziimiiniin bulunmasi ile Brouwer sabit nokta teoremini
ispatlamistir. Ayni yillarda fonksiyonal analizin temel teoremlerinden biri olan Banach
sabit nokta teoremini ispatlamigtir. Banach tam metrik uzayda tanimli daraltan

doniistimlerin tek bir sabit noktaya sahip oldugunu gostermistir

2.2.1. Tanmm: X # @ ve T: X — X taniml1 bir doniisiim olsun. Eger Tx = x olacak sekilde

bir x € X noktasina T nin sabit noktasi denir.

2.2.2. Ornek:

e X=[00) VveT:X>X, Tx = f doniisimiiniin sabit noktas1 x = 0 dir
e X=|[1,0)veT:X - X, Tx = x? doniisiimiiniin sabit noktas1 x = 1 dir

e X=(1,0)veT:X -» X, Tx = x? + b doniisiimiiniin sabit noktas1 yoktur
e X=(—oo,0)ve T:X - X, Tx = x3 doniisiimiiniin sabit noktas1
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dir.

2.2.3. Tammm: (Lipschitzian Doniisiim)

(X, d) metrik uzay1 ve bir T: X — X fonksiyonu verilsin.Vx, y, z € X igin,

d(Tx,Ty) < rd(x,y)

olacak bigimde bir r > 0 sabiti varsa, T ye Lipschitzian doniisiim denir. Bu sarti

saglayan en kiigiik r reel sayisina da Lipschitzian sabiti denir.

2.2.4. Tammm: (Daraltan Doniisiim)

(X, d) metrik uzay1 ve T: X — X fonksiyonu verilsin.vx,y € X i¢in,

d(Tx,Ty) <rd(x,y)

olacak bicimde x ve y noktalarindan bagimsiz bir 0 < r <1 reel sayis1 varsa, T

fonksiyonuna bir daraltan doniisiimii denir.

2.2.5. Tammm: (Kesin Daraltan Doniisiim)

(X, d) metrik uzayi ve T: X — X fonksiyonu verilsin. Vx,y € X, x # y olmak iizere

d(Tx,Ty) <d(x,y)

oluyorsa T ye kesin daraltan doniisiim denir.
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2.2.6. Tamim: (Genislemeyen Doniisiim)

(X, d) metrik uzay ve T: X — X fonksiyonu verilsin. Vx,y € X igin,

d(Tx,Ty) <d(x,y)

oluyorsa T ye genislemeyen doniisiim denir.

2.2.7. Tammm: (Diizgiin Lipschitzian Donniisiim)

(X, d) metrik uzay1, K, X' in bos olmayan bir alt kiimesi ve T: K — K fonksiyonu verilsin

vn € Nve Vx,y € K i¢in

d(T"x,T"y) < Ld(x,y)

olacak bicimde L > 0 reel sayisi varsa, T ‘ye diizgiin Lipschitzian doniisiim denir.

2.2.8. Tamim: (Asimptotik Genislemeyen Doniisiim)

(X, d) metrik uzayi, K, X' in bog olmayan bir alt kiimesi ve T: K — K fonksiyonu verilsin

Vx,y € K igin

d(T"x,T"y) < k,d(x,y)

olacak sekilde k, — 1 sartim1 saglayan {k,} c [1,0) dizisi varsa, T’ye asimptotik

genislemeyen doniisiim denir.
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2.2.9. Tammm: (Quasi Genislemeyen Doniisiim)

(X,d) metrik uzay1, K, X' in bos olmayan bir alt kiimesi ve T:K — K fonksiyonu
verilsin. Vx € K vep € F(T) # @ igin

d(Tx,p) < d(x,p)

sartin1 sagliyorsa T “ ye quasi Genislemeyen doniisiim denir.

2.2.10. Tanmim: (Asimptotik Quasi Genislemeyen Doniisiim)

(X,d) metrik uzayi, K, X' in bos olmayan bir alt kiimesi ve T: K — K fonksiyonu
verilsin. F(T) # @ olsun. Vx € K ve p € F(T) igin

d(T™x,p) < k,d(x,p)

olacak sekilde k,, — 1 sartin1 saglayan {k, } € [1,c0) dizisi varsa, T ye Asimptotik

quasi genislemeyen doniisiim denir.

2.2.11. Tamim:(Diizgiin Quasi-Lipschitzian Doniisiim)

(X, d) metrik uzay1, K, X' in bostan farkli bir alt kiimesi ve T: K — K fonksiyonu verilsin.

ve F(T) #@olsun.x e Kvep € F(T) # @ igin

d(T"x,p) < Ld(x,p)

olacak bigimde L > 0 reel sayis1 varsa, T ‘ye diizgiin quasi -lipschitzian doniisiim

denir.



19

2.2.12. Ornek:
e X=Rd(xy)=|x—y|,T:R - R, Tx = 3x olsun. Bu durumda
d=(Tx,Ty) = |3x — 3y| = 3|x —y| = 3d(x,y)
k = 3i¢in T fonksiyonu Lipschitz sartini saglar. Ayn1 zamanda daraltan bir doniislimdyir.
e X=Rdxy =|x—y,T:-R->R,Tx = x—%cosx

1 1
d(Tx,Ty) = |Tx —Ty| = |x—zcosx—y+§cosy|
Slx—y|+%|cosx—cosy|
— Lo lein 2 cin XY
= |x y|+22|sm S sin— |

<|lx—-y|+ |sin?|

1 3
Slx=yl+slx =yl =3lx -yl

3

5 —daraltandir.

e X=Rd(xy) =|x—yl,T:R->R,Tx=1+1In(2 +e*) olsun.

X

<1

T =1e=

ve Ortalama Deger Teoreminden

Tx)-TW)

T'(x) = X—y
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olup, T'(x,) < 1 dir. Yani,

T(x)=T
T@d=—9%:%2<1=HH@—TUN<W—Y

olur. Bu da T ‘nin kesin daraltan bir déniisiim oldugunu gosterir.

Tam olmayan metrik uzaylarda tanimlanan doniistimlerin sabit noktasi olmas1 gerekmez.
Lipschitzian sartin1 saglayan her doniisim diizgiin siireklidir. O halde daraltan
dontisiimlerde diizgiin stireklidir. Verilen doniisiim siirekli degilse daraltan doniisiim
olamaz. Kesin daraltan doniisiimlerin sabit noktasini garantilemek icin ¢aligilan uzaymn

kompakt olmas1 gerekir.

Doniistimler arasindaki baglanti su sekildedir:

T — daraltan = T — kesin daraltan = T — genislemeyen = T — lipschitzian
genislemeyen donlisim = asimptotik genislemeyen = dizgin lischitzian

e X=RT:R-R,d(x,y)=|x—y| Tx =x — 3olsun.
d(Tx,Ty) = |x —3 —y + 3|

=|x—yl=d(xy)

ise bu doniisiim genislemeyen doniisiimdiir. Ama bu doniisiim ne daraltan ne de kesin

daraltandir.

Banach uzayinda bazi genislemeyen doniisiimlerin sabit noktasi olmasi gerekmez.
Genislemeyen doniisiim diizglin konveks bir Banach uzaymin sinirli, kapali ve konveks

altkiimesi lizerinde tanimli ise bu doniisiimiin sabit noktas1 vardir.
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2.3. Bazi1 Sabit Nokta Teoremleri

Asagidaki teoremler Lipschitzian, genislemeyen, daraltan ve Kkesin daraltan gibi

dontistimlerin belirli sartlar altinda sabit noktasinin var ve tek oldugunu gosterir.

2.3.1. Brouwer sabit nokta teoremi

B, R™ kapal1 bir kiire ve R™ nin bir konveks kompakt alt kiimesi olmasi durumunda

f:B — B tanimlanan siirekli doniisiimii bir sabit noktaya sahiptir (Khamsi and Kirk

2001).

2.3.2. Schauder sabit nokta teoremi

B bir Banach uzay1 K, B’ nin bostan farkli konveks kompakt bir altkiimesi olsun. Bu
durumda f: K — K tanimlanan siirekli doniisiimii en az bir sabit noktaya sahiptir.(Khamsi
and Kirk 2001)

2.3.3. Banach Daralma ilkesi

(X,d) tam metrik uzayr ve T:X — X daraltma doniisimii verilsin. Bu taktirde T
doniistimii bir tek sabit noktaya sahiptir, yani; Tx = x olacak sekilde bir tek x € X
noktasi vardir (Maddox 1988).

Ispat: (X, d) tam metrik uzay1, T daraltma doniisiimii ve x, € X noktasi verilsin.

T" =ToT™ 1!

olmak tzere

x, = Txg
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x2 == Tx1 == szo

X3 = sz == T3x0

Xp =Txp_q =T"x,

bigiminde bir (x,) dizisi olusturulabilir. Simdi bu dizinin bir Cauchy dizisi oldugunu

gosterelim:

d (X, %) < d(T™x0, T"x) = d(T™x, T™0T™ ™x,)
S de(xo, Tn_mxo) = rmd(xo,xn_m)
= rm(d(xO;xl) + d(xly XZ) + -+ d(xn_m_l,xn_m))

< rMd(xg, x) (1 + 7+ 7%+ 4y

rm
< T d(xo, x1)

yazilabilir. 0 < r <1 oldugundan, m sayis1 yeterince biiyiitiilerek sag yan istenildigi
kadar kiigiltiilebilir. Boylece (x,) dizisi, bir Cauchy dizisidir. (X,d) tam uzay
oldugundan, x,, - p € X noktas1 vardir. Simdi, Tp =p oldugunu gosterelim. T

dontisiimii siirekli oldugundan, dizisel siireklidir. Dolayisiyla
Tp = T(limy .0 %,) = lim T, = lim Xpyq =
olur. Son olarak p noktasmin tekligini gosterelim. Varsayalim ki
Tp=pveTq=q

olacak sekilde p, g gibi iki sabit nokta olsun. O zaman
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d(p,q) = d(Tp,Tq) < rd(p,q)

olur. r < 1 oldugundan, d(p, g) = 0 ve dolayisiyla p = g bulunur. O halde T doniisiimi,
bir tek sabit noktaya sahiptir.

2.3.4. Teorem:

(X, d) bir tam metrik uzay1 ve n € N i¢in T" bir daraltan dontisiim olacak bi¢cimde bir
T: X — X doniisimii verilsin. O halde T tek bir sabit noktaya sahiptir (Khamsi and Kirk
2001).

2.3.5. Teorem:

(X, d) bir kompakt metrik uzay ve T:X — X kesin daraltan bir doniisiim olsun. Bu

durumda T bir tek p sabit noktasina sahiptir. Ustelik her x € X igin

lim, . T"x =p

dir (Khamsi and Kirk 2001).

Goebel ve Kirk diizgiin konveks bir Banach uzayinda tanimli asimptotik genislemeyen

dontistimlerin sabit noktaya sahip oldugu asagidaki teoremle ispatlanmaistir.

2.3.6. Teorem:

X uniformly konveks Banach uzayi,K # @ konveks, kapali, sinirli bir alt kiimesi ve
T: K — K asimptotik genislemeyen bir doniisiim olsun. Bu durumda T, K da sabit noktas1

vardir (Goebel and Kirk 1972).
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2.4. iterasyon Yontemleri

Bir doniisiimiin sabit noktasin1 veya noktalarini bulurken c¢esitli iterasyon metotlari

kullanilir.

2.4.1. Picard Iterasyonu: (X, d) bir metrik uzay, K € X kapali bir alt kiime ve T: K —

K doniisiim olsun. x, € X‘in T altindaki n’inci iterasyonu

Xp = Txp_q = TMx, n=12,..

seklindedir. Buna x, baslangic degerli ardisik yaklasimlar dizisi veya Picard
iterasyonu denir (Picard 1890).

2.4.2. Krasnoselskij Iterasyonu: (N, ||.||) Bir normlu uzay, K,X* in bostan farkl alt
kiimesi ve T:K — K bir dontisimi verilsin. x, € N, A € [0,1] i¢in Krasnoselskij

iterasyonu,

Xnse1 = (1 = Dx, + ATx,

seklindedir (Krasnoselskij 1955)

2.4.3. Kirk Iterasyonu: (N, |.||) bir normlu uzay, K; X‘in bos olmayan konveks

altkiimesi ve T: K — K bir doniisiimii verilsin. Kirk iterasyonu, x, € N olmak {izere

Xpi1 = QoXp + a Tx, + ayT?x, + -+ apTFx,

seklindedir. Buradai = 0,1,2, ..., mi¢cin a; > 0, a; = 0 olmak iizere

at+a,+az+-+a, =1
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dir (Kirk 1971).
2.4.4. Mann Iterasyonu: (N, ||.|)) Bir normlu uzay, K; X' in bos olmayan konveks alt

kiimesi ve T: K — K bir doniistimii verilsin. x, € K herhangi bir nokta olmak tizere

Mann iterasyonu
Xpe1 = (1 —a)x, + a,Tx,,n=0,12,..

seklindedir. Burada {a,,}, (0,1) araliginda

co
lim,_ e a, =O,Zan = 00

n=1

sartlar1 saglayan bir dizidir (Mann 1953).

2.4.5. Ishikawa Iterasyonu: (N, ||.||) Bir normlu uzay, ,K; X' in bos olmayan konveks
alt kiimesi ve T: K — K bir doniisiimii verilsin. x5 € K keyfi bir nokta olmak iizere

Ishikawa iterasyonu,

{ Xnt1 = (1 - an)xn + a,Tyn,
Vo =1 = B)x, + BnTx, ,n =012, ..

seklindedir. Burada {a,,} ve {B,} € (0,1) dizileri

[ee]
lim a,, = 0, lim ﬁnzO,Zan =
n—-oo n—-oo

n=1

sartlarin1 saglar (Ishikawa 1974).
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2.4.6. Noor iterasyonu: (N, ||.|) bir normlu uzay, K; X' in bos olmayan konveks alt
kiimesive T: K — K bir doniigiimii verilsin. x, € K herhangi bir nokta olmak iizere Noor

iterasyonu,

Xnt1 = (1 - an)xn + a,Typ,
Yn = (1 - .Bn)xn + BnTan
Zn = (A —y)xn + ¥uTx,,n=0,12, ...

seklindedir. Burada {a,,}, {8}, {y».} € (0,1) ve

co
lim a, =0, lim £, =0, lim y,, =0, Zanzoo
n—oo n—oo n—oo

n=1

dur (Noor 2000).

Xu ve Noor, iterasyonunun diizgiin konveks bir Banach uzaymin kapali, smirli ve
konveks alt kiimesinden kendi iizerine tanimlanmis asimptotik genislemeyen bir

doniistimiin sabit noktaya yakinsakligini ¢alismislardir (Xu and Noor 2002).

2.4.7. n-Adim Iterasyonu (Multistep Iteration): (N, ||.||) Bir normlu uzay, @ # K € X
konveks alt kiimesi ve T: K — K bir doniisiimii verilsin. x, € K keyfi bir nokta olmak

izere n-adim iterasyonu p > 2 i¢in

Xn1 = (1 - an)xn + anTy%:
v = (1= BL)xy, + BiTz,
2 =(1-B D + BT =12, ,p— 1

seklindedir. Burada

{a,} c (0,1), 7111_{20 a, =0 Z a, = ©

n=1



27

ve {Bi} c[0,1),1<i<p-—1, lim BL = 0 dir (Rhoades and Soltuz 2004).
n—-oo

2.4.8. Picard-Mann Hibrit iterasyonu: (N, ||.||) bir normlu uzay, @ # K < X konveks
alt kiimesi ve T: K = K bir doniisiimii verilsin. x; € K bir nokta olmak iizere Picard-

Mann Hibrit iterasyonu,

{ Xn+1 = TYn,
Yn=(1 —ap)x, + ayTxy,n EN,

seklindedir. Burada (a,) € (0,1) dir (Khan 2013).

Bu iterasyonlar cesitli sartlar altinda birbirlerine doniistiiriilebilir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

Sabit noktay1 incelemek ic¢in metrik uzaylarin yeterli olmamasi sabit nokta teorisinin
uygulanabilecegi daha kapsamli bir uzayin olup olmadigi sorusunun sorulmasina sebep

olmustur.

2007 yilinda Cinli matematik¢iler Zang ve Huang sabit noktay1 incelemek i¢in metrik
uzaylarin biitliniiyle yeterli olmadigin1 ve metrik uzaylardan daha kapsamli bir uzaymn
olabilecegini gordiiler ve bunun i¢in de bu sorunun iistesinden gelmek i¢in konik metrik
uzay kavramini verdiler. Her iki uzayda da reel sayilar kiimesi yerine E banach uzayini
aldilar Asagida konik metrik uzay 6zelliklerine gegcmeden dnce konik kavraminin uzayda
tanimlanabilen bir yiizey oldugunu ve literatiirde konigi, ¢ok yiizli koni kavramlarinin

kullanildigini sdyleyebiliriz. Cok yiizlii konigi “C, R™ de bir koni olsun.
C = {x € R™ Ax < 0}

olacak sekilde bir A € R™ ™ matrisi varsa C konisine R™ de bir ¢ok yiizlii koni vardir “
seklinde ifade edilmektedir. Cokyiizlii anlaminda bir koni sonlu sayida vektorle

gerilebilir, yani A € R™*™ i¢in R™ nin dyle bir sonlu altkiimesi X vardir ki

N
{x:Ax < 0} = {z civiici ERc; =0,v;, €EX,s € Z*}
i=1

tanimlanmaktadir.
3.1. Konik Metrik Uzaylarin Temel Ozellikleri

3.1.1 Tammm: E bir gercel Banach uzayi ve P C E olsun. Asagidaki sartlar1 saglayan P’

ye koniktir denir.
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i. P # @ kapalive P # {0}
ii. abeR0<ab x,yeEP=>by+ax€eP

ili. xeP,—-xeP=>x=0

Burada " <" x,y € E igin x <y © y — x € P tammlanan E iizerinde kism1 siralama
bagintisidir. x < y oldugunda bu x < y fakat x # y demektir. Bundan sonra E daima bir

gergel Banach uzaymi, P # {0} ve P, E’ de bir koniki temsil edecektir.

3.1.2. Onerme: E iizerinde P’ ye gore Vx,y € E i¢in x <y & y — x € P bigiminde

tanimlanan "’ < "’ bagintist bir kismi1 siralama bagintisidir.

Ispat:

i. Vx€EE,x—x=0€EP>x<x
ii. x<yy<x=>y—-x€P,x—-y=—(y—x)EP=>y—x=0=>y=x
. x<y,y<z=>y—-x€P,z—yEP>y—x+z—-y=z—x€EP>=>x<2z

14

olduguna gore " < ' bagmtisi bir kismi siralama bagintisidir.

3.1.3. Tamm: E bir gercel Banach uzayi ve P C E bir konik olsun. Eger her x, y € E i¢in
0 < x < y oldugunda ||x|| < K||y|| oldugunda 0 < K varsa P konigine normal konik

denir. Bu ifadeye denk olarak P nin E de koni olmasi i¢in Vx,y € E igin

inflllx +yll:x,y € P,lIxll =1 = |lyll}

sartim1 saglamasidir. ||x|| < K||y|| esitsizligindeki en kii¢iik pozitif K sayisina P’ nin

normal sabiti denir (Deimling 1985).

3.1.4. Ornek: E = R? olmak iizere
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P ={(x,y) € R%:x,y = 0}

E de bir konidir. Ornekte verilen P konisi, normal sabiti K = 1 olan R? de bir normal

konidir.

3.1.5. Teorem: K < 1normal sabiti olan normal bir koni yoktur (Rezapour and
Hamlbarani 2008).

3.1.6. Teorem: Her k > 1 i¢in,K > k olacak sekilde normal sabiti K olan normal bir koni

vardir (Rezapour and Hamlbarani 2008). Normal olmayan konilerde vardir.

3.1.7. Teorem:P konisinin E de normal olmamasi i¢in gerekli ve yeter sart

0<x,<xp+Vypnx,+y, — 0amax, » 0

saglayacak sekilde P iginde {x,,} ve {y,} dizilerinin olmasidir (Jankovic 2009).

3.1.8. Tammm: E bir gercel Banach uzayi1 ve P de E de bir koni olsun. Eger E de {isten
sinirli artan ya da alttan sinirli azalan her dizi yakinsak ise P ye diizenli koni (regiiler

koni) denir. Yani
X1SX2SX3SSX11SS:Y
olacak sekilde {x,,} c E dizisi ve y € E i¢gin

llxn — x] = 0 (n - )

olacak sekilde bir x € E vardir.
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3.1.9. Teorem: Her diizenli koni normaldir. Ama normal bir koni diizenli olmayabilir.
3.1.10. Tammm: X # @ herhangi bir X kiimesi ve d: X X X — E doniisiimii olsun.
d doniisimii Vx,y,z € X i¢in;

i. dxy)=0dx,y)=0ex=y

ii. d(C,y)=d(y,x)

iii. d(x,y)<d(xz)+d(zy)

sartlarin1 sagliyorsa d ye X kiimesi iizerinde bir koni metrik ve (X, d) ikilisine de bir

koni metrik uzay denir (Huang and Zhang 2007).

Burada E bir reel Banach uzay1, P, E de P° # @ olan bir konidir.

E = Rve P = [0,0) alinirsa, d nin metrik oldugu agiktir. O halde her metrik bir konik

metriktir. Ama tersi dogru degildir.

3.1.11. Ornek:

E=RLP={(x,y) ER:x,y>0}cRLX=R d:XXX->Eved: XXX — E ve

d(x,y) = (]x — y|, alx — y|), a = 0 bir sabit olsun.

1) P bir koniktir soyle ki,

i. Pkapalive 8 € Poldugundan P = @ (x,y) = (1,0) € Pise P + {6}

ii. ab€eRab=0z=(x,y1)t=(x3y,) €P olsun. Budurumda

X, 120 x5,y,20=>ax; =20,ay; =0,bx, =20,by, =0
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= ax,; + bx, = 0veay; + by, =0

= az + bt = a(x;,y;) + b(x3,y5)

= ax; + bx,,ay, + by,

iii. z=(x,y),—z=(—x,—y) € P olsun. Bu durumda

xy=20 —x,-y=20=>x=20,—x=20vey=>0,-y=>0

=>x=0,y=0

=7z=(00)=0€P

olur. Bu durumda koniklik sartlar1 saglanir.

2) (X, d) bir konik metrik uzaydir. Soyle ki;

id(x,y) =6 =(x-ylalx=y) = (0,0) = (x —yl.alx—y|) €P

= d(x,y) =0 ve

d(x,y) =6  (lx =yl alx —y|) = (0,0)

e lx—yl=0,alx—y|=0
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S x=yveyaa =0

ii. Vx,y € Rigin

d(x,y) = (lx =yl alx —y|)

=(ly—xlaly—x]) =d(,x)

iii. Vx,y,z € Rigin

dix—y) =(lx—ylalx—yl)

=(x—z+z-ylalx—z+z—-yl|)

<(lx—zl+lz-ylalx -zl +|z-yD)

<d(x,z) +d(zy)

olur. (Huang and Zhang 2007).

3.1.2. Ornek: E = C4[0,1] iizerinde, supremum normu ile tanimlansin yani

xllo = sUpaefo,11lx(a)l

Il = llxllo + x|l o

normu verilsin.P = {x € E:x(a) = 0,a € [0,1]}, E de normal konidir.
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0 < f < g olacak sekilde f,g € E olsun.

If Il = supqerolf (@I, llgll = supaejo11lg(@l

oldugundang — f € P,g—f € 6 dirV a € [0,1] igin

f@) < g(a@) = |f(a)] < lg(a)l

= SuPqefo)lf (@D < supqefo,11[g(a)]
= lIfIl < llgll

olur. Bu ise

Ifll<Kligll = K =1

P normal bir koniktir( K = 1 normal sabiti ile ).ama regiiler bir konik degildir.

E nin elemanlarim x € [0,1] olmak iizere f,(x) = x™ seklinde tanimli alttan simnirh

azalan bir {f,,(x)} dizisini alalim

ise bu dizi alttan 6 ile sinirhidir. Fakat E i¢inde bu dizi yakinsak degildir. Farz edelim ki
bu dizi E iginde 8 ya yakinsasin.Ve > 0 i¢in 3n € N var dyleki,vn > N i¢in

/() =61l = [lx™ =6l <€

olmalidir.
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Fakat f,(1) =1"=1€E ¢ =§ iken I, (1) —6] =1 <§ bir celiskidir o halde
secilen dizi yine E de yakinsak degildir. Bu durum normal konik olmanin regiiler konik
olmay1 gerektirmedigini gosterir.

3.1.13. Tanmm: (X, d) bir konik metrik uzay, {x,} X de bir dizi x € X olsun.

Eger Vc € E,0 << c ye karsilik Vn = n; igin d(x,, x) << ¢

olacak bi¢imde bir n, € N varsa {x,, } dizisi x noktasina yakinsiyor denir.

lim x, = x veyax, » x (n » )
n-oo

biciminde gosterilir (Huang and Zhang 2007).
3.1.14. Tammm: (X, d) konik metrik uzayi, {x,, } X de ve dizi x € X olsun.

Eger her ¢ € E,0 << c ye karsilik Vn,m = n, i¢in d(x,, x,,) << c olacak bigimde bir

ny € N varsa, {x,,} dizisine X de bir Cauchy dizisi denir (Huang and Zhang).

3.1.15. Tammm: (X, d) bir konik metrik uzay olsun. Eger X de ki her cauchy dizisi X

icindeki bir elemana yakinsiyorsa (X, d) ye tam koni metrik uzay denir.
3.1.16. Tammm: E ve F reel Banach uzaylari P ile Q sirasiyla E ve F de koniler ve

d:X XX - E,p:Y XY — F olmak iizere (X, d) ve (Y, p) koni metrik uzaylar olsun. Bir
f:X — Y fonksiyonu ve x, € X verilsin. Eger V ¢ € F,0 << c ye karsilik

d(x,x9) << b (Vx € X) igin p(f(x),f(xo)) <<c
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olacak sekilde bir b € E, 0 << b varsa f fonksiyonu x, noktasinda siireklidir denir.

3.1.17. Teorem: (X,d) ve (Y, p), 3.1.16 Tanim’da ki gibi iki konik metrik uzay olsun.
Bir f: X — Y fonksiyonunun bir x, € X noktasinda siirekli olmasi i¢in gerekli ve yeterli
kosul X de x, noktasina yakinsayan her {x,} dizisi i¢in Y de {f(x,)} dizisinin f(x,)

noktasina yakinsamasidir.

3.1.18. Tanim: (X, d) bir koni metrik uzay olsun. Eger X de ki her bir {x,} dizisi i¢in,
{x,}‘in X de yakmsak bir {x,, } alt dizisi varsa, (X, d) ye dizisel kompakt koni metrik
uzay denir.

(X, d) ye dizisel kompakt koni metrik uzay ise o zaman tam koni metrik uzaydir. Séyle
ki; {x,} X de herhangi bir Cauchy dizisi olsun. X dizisel kompakt oldugundan, {x,} in
X’deki bir x noktasina yakinsayan bir {xnk} alt dizisi vardir. Bu durumda “ (X, d) bir
koni metrik uzay, {x,} X de bir Cauchy dizisi ve x € X olsun. Eger {x,} dizisinin x" e

yakinsayan bir alt dizisi varsa, {x,} de x’e yakinsar.” teoreminden x,, - x € X olur. O
halde (X, d) tamdir.

3.1.19. Tammm: (X, d) konik metrik uzay ve T: (X,d) — (X, d) doniisiim olsun.
1. Vx,y € X i¢in
d(Tx,Ty) < d(x,y)
ise T donilisiimiine genislemeyen doniisiim denir.
2. Egerp e F(T)+ @veVx,y € X igin

d(Tx,p) < d(x,p)
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ise T' ye quasi-genislemeyen doniisiim denir

3. Vx,y € Xigin

d(T"x, T"y) < k,,.d(x,y)

olacak sekilde k, — 1 sartim1 saglayan {k,} c [1, ) dizisi varsa T’ye asimptotik

genislemeyen doniisiim denir.

4., Egerp € F(T) + @ veVx,y € X igin

d(T™x,p) < k,.d(x,p)

olacak sekilde k,, — 1 sartin1 saglayan {k,,} < [1,00) dizisi varsa T’ye asimptotik quasi-

genislemeyen doniisiim denir.

5. Egerp € F(T) + @ veVx,y € X i¢in

d(T™x,p) < L.d(x,p)

olacak sekilde L > 0 sayis1 varsa,T doniisiimiine diizgiin quasi-Lipschitzian doniisiim

denir.

3.1.20. Tammm: (X, d, W) konik metrik uzay olsun. W: X x X x [0,1] - X doniisiimii

Vx,y,u € X ve A € [0,1] igin

d(u,W(x, y; /1)) S Ad(u,x) + (1 —Dd(u,y)
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sartin1 sagliyorsa W, X iizerinde konveks yapi olusturuyor denir. W ile birlikte (X, d)

konik metrik uzayma da konveks konik metrik uzay denir.

3.1.21. Tamm: (X,d, W) konik metrik uzay olsun. W: X3 x [0,1]®> — X d6niisiimii
Vv(x,y,z;a,b,c) € X3 x[0,1]3,u € Xvea, + b, + ¢, = 1i¢in

d(W (x,y,z; a,, by, cy),u) < apd(x,u) + b,d(y,u) + c,d(z,u)

sartin1 sagliyorsa bu durumda W, X iizerinde konveks yapi olusturuyor denir. Sayet
W, (X, d) konik metrik uzayi tizerinde konveks yapi olusturuyorsa (X, d)’ye konveks

konik metrik uzay denir.

Huang ve Zhang (2007) tarafindan tanimlanan koni metrik uzaylardaki metrik fonksiyonu
bir koni ile siralanan Banach uzaymin sira yapisinin getirdigi koninin i¢ noktalari
yardimiyla yakinsaklig1 tanimlamis ve bu teoriyi ilerletmistir. Bu tanimlama ile birlikte
metrik uzaylarda bilinen sonuglara paralel sonuglar elde edilmis ve bu sonuglar sabit

nokta teoremlerine uygulanmistir.

Bu boliimde daraltan doniistim siniflar1 i¢in tam konik metrik uzaylarda bazi sartlar

eklenerek sabit noktas1 olmasi saglanabilir.

3.2. Konik Metrik Uzaylarda Daraltan Déniisiimler Icin Bazi Sabit Nokta

Teoremleri

3.2.1 Teorem: (X, d) bir tam konik metrik uzay P normal K sabitiyle birlikte normal bir

konik olsun.T: X — X doniisiimii asagidaki daraltma sartlarini saglasin.

d(Tx,Ty) < kd(x,y) Vx,y € X,k € [0,1)
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O zaman T X’ de sabit tek noktaya sahiptir ve her x € X i¢in (T™x) dizisi bu sabit

noktaya yakinsar.
ispat:
Xo € X olsun (x,,) dizisi i¢in

x; =Txg, X, = Txy = T?x9,x3 = Txy, = T3x¢, e, Xpy1 = Tx,, = T 1x,
d(xpi1,Xn) = A(Txp, Txp_q) < kd(xp, xp—1) < kzd(xn—pxn—z) < e S kM (xq, %)
elde edilir.

Yn > m igin
d(xn, xm) < d(xn, xp-1) + d(p-1, Xn-2) + d(Xp_2,Xn-3) + - d(Xm41, Xm)

S (le—l + kn—Z + k1’l—3 + -+ km)d(xl,xo)

km
< ﬁd(xl,xo)

olur. Buradan

m

k
lld (xn, xm) |l < mK”d(xon)”

elde edilir. Bu da d(x,, x,,) = 0 (n,m — o) ile olur. Yani; (x,,) bir Cauchy dizisidir.

X tam oldugundan x,, = x* = x* € X vardir. Ayrica
d(Tx*,x*) < d(Tx,, Tx*) + d(Tx,, x*) < kd(x,, x*) + d(xp4q,x¥)
olur. Normal konik oldugundan

Nd(Tx, x| < K(klld (xen, x| + |d Cepiq, xDID) - 0
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= ||d(Tx*,x*)||=0=Tx* = x*
Bu da x*bir sabit noktasidir.T nin x* ve y* iki sabit noktasi olsun. O zaman
d(x*,y") =d(Tx", Ty") < kd(x",y") = |ld(x",y")|| =0 vex" =y
sonug olarak T ’nin sabit noktasi tektir.

3.2.2. Not: 3.2.1 teoreminde T doniisiimii siireklidir. Gergekten ¢ € E, 0 < c verildiginde

c
b <%
secilirse k > 0 oldugundai EE=0K % dir. O zaman

c
d(x,y) Kb d(Tx,Ty) < kd(x,y) < kE =c

olur.

3.2.3.Teorem: (X, d) bir tam konik metrik uzay, P normal K sabitiyle birlikte normal

konik olsun. 0 « ¢ olacak sekilde bir ¢ € E ve x, € X igin
B(x,,¢) ={x € X:d(xy,x) < c}
olsun. T: X — X daraltan doniisiimii
d(Tx,Ty) < kd(x,y),Vx,y € B(xy,¢),k € [0,1)

d(Txy,x0) < (1 —k)c Ohalde T, B(x,, ¢) de tek bir sabit noktaya sahiptir.
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Ispat: B(x,, ¢)*“nin tam oldugunu gostermek ispat1 tamamlar. Bunun igin Vx € B(x,, )

icin Tx € B(x, ¢) oldugunu ispatlamak yeterlidir. (x;,,), X ‘te de bir Cauchy dizisi olsun

X tam oldugundan bir x € X i¢in x,, = x (n — o) olur.

d(xg,x) < d(xp,x0) +d(x,,x) <d(xp,x)+¢ x, > x,(n > ) = d(x,x) >0

Boylece d(xg, x) < ¢ ve x € B(x,, c) dir. Yani (x,,), B(x,, c)'de yakinsak bir dizidir. Bu

durum B(x,, ¢)’nin tam konik metrik oldugunu gosterir. Vx € B(x,, ¢) igin

d(xy, Tx) < d(Txgy,x) +d(Tx,,Tx) < (1 —k)c+ kd(xy,x) < (1 —k)c+kc=c

olur. Oyleyse Tx € B(x,,c) dir.

3.2.4.Teorem: (X, d) bir tam konik metrik uzay,P normal K sabitiyle birlikte normal bir

konik olsun. T: X — X daraltan doniisiimii Vn € N igin

d(T"x,T™y) < kd(x,y),Vx,y € X,k € [0,1)

sartlarini saglasin. Boylece T X de tek bir sabit noktaya sahiptir.

3.2.5. Teorem: (X,d) dizisel kompakt konik metrik uzay ve P diizgiin konik

olsun.T: X — X doniisiimii zay1f daraltan doniisiim olsun. Yani V x,y € X ve x # y igin

d(Tx,Ty) < d(x,y)

ise 0 zaman T’nin X de tek bir sabit noktas1 vardir.
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Ispat: x, € X olsun
x; = Txg, X, = Txy = T?Xg, e, Xpy1 = Ty = T 1xg, ...
bazi n'ler igin x,,.; = x, olursa x,,, T’ nin bir sabit noktasidir. Bu ylizden
vn € Ni¢in x,,,, # x,, olsun ve d,, = (x,,, X,,4+1) olsun.
dpi1 = d(Xn1, Xne2) = Ad(Txy, Txpiq) < d(Xp, Xpy1) = dp

Yani vn € N igin (d,) alttan siirli ve monoton azalan bir dizidir. (0 < d,,) P diizgiin
oldugundan n — oo, d,, = d* olacak sekilde bir d* € E vardir. X dizisel kompakt ise X
deki her dizi yakinsak alt dizisi vardir. Yani (xnl.); (x,,) altdizisi olup x,,, - x*(i > o)

icin x* € X vardir. Her regiiler konik ayn1 zamanda bir normal konik oldugundan

ld(r,, 72)

| < lldCen, x7)

| -0

olacak sekilde K > 0 sayis1 vardir.” (X, d) bir konik metrik uzay, P normal sabit K ile
bir normal konik ve (x,,), X iginde bir dizi olsun. (x,) ve (y,), X i¢inde iki dizi ve n —
o iken x, - x ve y, = y olsun. O zaman n — o iken d(x,,y,) = d(x, y)olur.”

ifadesinden;

i = ,d(xp,,x*) = 0oldugundan i - co,d(Tx,,Tx") = 0 olur.

Budai — oo, Tx,, = Tx* demektir. Benzer sekilde

T?xy, = T?x*, (i = o) den

d(Txp, xpn,) = d(Tx",x*), d(T?xp, Txn,) = d(T?x*, Tx*) (i - )
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elde edilir. Simdi Tx* = x*oldugunu gosterelim. Tx* # x*olsun. O zaman d* # 0 elde

edilir. Boylece

d* =d(T*x*, Tx*) > d(T?*x*,Tx*) = limd,,.. =d*
L—00

Ni+1

Bu bir ¢eliskidir. Yani Tx* = x*olmalidir. Sonu¢ olarak x*, T' nin sabit bir noktasidir.

Sabit noktanin tekligi aciktir.

3.2.6. Teorem: (X, d) bir tam konik metrik uzay, P normal K sabitiyle birlikte normal bir

konik olsun.T: X — X asagidaki daraltma sartlarini saglasin.

d(Tx,Ty) < k(d(Tx,x) + d(Ty,y))

vx,y € X,k € [0, %) O zaman T, X’de tek bir sabit noktaya sahiptir ve Vx € X i¢in

(T™x) oteleme (iterative) dizisi bu sabit noktaya yakinsar.
Ispat:
X € X olsun.
x, = Txg, %y = Txy = T%xg, oo, Xpp1 = Tx,, = T 1x,, ..

d(xn+1:xn) = d(Txn» Txn—l) < k(d(Txnrxn) + d(Txn—len—l))

= k(d(xn+1'xn) + d(xn' xn—l))

Buradan

k k
d(xn+1:xn) < md(xnl xn—l) = h'd(xn; xn_]_) (h = m)



44

elde edilir.n > m igin

d(xn'xm) < d(xn: xn—l) + d(xn—l'xn—z) + ot d(xm+1'xm)

< ("1 + A2 + o+ ™) d (x4, X0)

hm
< 1n d(x1, x0)
olur.

d(x,, X)) = o, (n,m — o) Yani (x,,) X de bir Cauchy dizisidir. X tam konik metrik

uzay (x,) X' de yakinsaktir. x* € X, x,, = x*,n — oo olsun.

d(Tx*,x*) < d(Tx,, Tx*) + d(Tx,, x*)

< k(d(Txn,xn) + d(Tx*,x*)) + d(xp4q,x")

1
d(Tx*,x*) < 1—% (kd(Txn,xn) + d(xn+1,x*))

ise

1
ld(Tx, x| < K T (klld Cena, )1l + lld (g, DD - 0

olur. Yani ||d(Tx*,x*)|| = 0 dir. Bu da Tx* = x* olmasim gerektirir. O halde x*, T’ nin
bir sabit noktasidir. Sabit noktanin tek oldugunu gosterelim.y*, T’ nin bagka bir sabit

noktasi olsun.
d(x*,y*) =d(Tx*,Ty*) < k(d(Tx*,x*) + d(Ty*,y*)) =0

Boylece x* = y*elde edilir. Bu da sabit noktanin tek oldugunu gosterir.
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3.2.7.Teorem: (X, d) bir tam konik metrik uzay, P normal K sabitiyle birlikte normal bir

konik olsun. T: X — X asagidaki daraltma sartlarini saglasin.

1
d(Tx, Ty) < k(d(Tx,y) + d(x, Ty)),Vx,y €EX k€ [05)

O zaman T, X’de tek bir sabit noktaya sahiptir ve Vx € X i¢in (T™ x) Oteleme (iterative)

dizisi bu sabit noktaya yakinsar.
Ispat:

X € X olsun.
x, = Txg, %, = Tx; = T?xg, oo, Xpoqg = T, = T 1x,, ...
d(Xp41,xn) = d(Txp, Txn_1)

< k(d(Txp, Xp—1) + d(Txn_1,%,))

< k(d(xn+11xn) + d(xn; xn—l))

olur.

k 1
A (s, %) < 7 At X 1) = hid G x1), (B = m)

n > migin

d(xn'xm) < d(xn» xn—l) + d(xn—L xn—z) + -+ d(xm+1:xm)

< (W4 A2 4 o+ ™) d(xq,x0) < %d(xhxo)

olur.
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e Gon, X1l < 155 KA s, %)l BU da d G, ) = 0 (,m = o).

Yani (x,, ) X de bir Cauchy dizisidir.X tam konik metrik uzay (x,, ) X' de yakinsaktir.
x*€X,x, > x* (n— o) olsun.

d(Tx*x*) < d(Tx,, Tx*) + d(Tx,, x*)
< k(d(Tx", xp) + d(Txp, x)) + d(xp1q, X7,

< k(d(Tx*, x*) + d(xp, x) + d(xpi1,x7)) + d(xny1,x7)
d(Tx",x") < = (k(dCn x) + d@a1, %)) + ACtnir, X)),

ld(Tx™, x|l < Kﬁ(k(lld(xn.x*)ll + ld (e, DD + lld Cenaa, x)ID = 0.
Yani [|d(Tx* x*)|| = 0. BudaTx* = x* olmasini gerektirir.x*, T'nin bir sabit noktasidir.
Simdi sabit noktanin tek oldugunu gosterelim.y*, T’ nin bagka bir sabit noktas1 olsun.
d(x*,y*) =d(Tx*,Ty*) < k(d(Tx*,x*) + d(Ty*,y*)) =0

oldugundan d(x*,y*) = 0 ve buradan x* = y* olur. Bu da sabit noktanin tek oldugunu

gosterir.
3.2.8. Ornek:

E =R2?P ={(x,y) € R% x,y = 0} konisi verilsin ve

X={(x,00eR%:0<x<1}U{(0,x) ER:0<x <1}

olsun.d: X x X - E,
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a0, (,0) = (3 =yl lx 1)
a((0),0) = (I =15 = ¥1)

4 2
4((,0), (0,) = (0.9, (x,0) = (x +»x+5)

biciminde tanimlansin. d, X iizerinde bir koni metrik olup (X, d) tam koni metrik uzaydir

T:X — X doniisiimii,
1
T((x,0)) = (0,x) ve T((0,x)) = (Ex, 0)
olarak verilsin.T doniistimii,k = % € [0,1) olmak tizere V (x4, x3), (¥1,¥,) € X igin

A(T((x1,x 2)), T((Y1,¥2))) < kd((x1,%2), V1, Y2 ))

daraltanlik kosulunu saglar, fakat T doniisiimii,X iizerindeki euclid metrigine gore

daraltan bir doniisiim degildir.
3.3. Koni Normlu Uzaylar ve Fonksiyonlarin Sabit Noktalari
Koni Normlu Uzaylar

E bir reel Banach uzay, P E’de P® # @ olan bir koni ve " <" E iizerinde P ye gore bir

kismi sira bagintisi olarak alinacaktir.

3.3.1. Tammm: Bir X vektor uzayi ve ||. ||c: X — E fonksiyonu verilsin. Eger ||. ||, Vx,y €

X vel € Rigin
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0 <1l

x|l =0 x=0
I2x]lc = 1lllxll¢

lIx + yllc < lixllc + llyllc

M 0 o

Kosullarini sagliyorsa ||. || ye X kiimesi tizerinde bir koni norm ve (X, d) ikilisine de bir

koni normlu uzay denir (Zabrejko 1997).

3.3.2. Onerme: X bir vektor uzayi ve ||. ||c: X — E bir koni norm olsun. O zaman

d:X—)X,d(X',y):”x—y”C (x'yEX)

bi¢ciminde tanimlanan d, X iizerinde bir koni metriktir. Bu durumda d,Vx,y,z € X ve 4 €

R igin

1. dix+zy+2z)=d(xy)
2. d(Ax, Ay) = |A|d(x,y)

ozelliklerini saglar.

Ispat:

Once d nin bir koni metrik oldugu gosterilecektir.Vx, y, z € X alindiginda

1. dx,y)=llx=yllc=20dxy)=lx—ylle=0ex—-y=0x=y

2. di,y) =llx=yllc =IED@ =Dle = =1y = xlic = lly = xllc = d(y,x)
3. dx,y)=llx=yllc=llx—z+z=-yllc <llx—zllc +llz=yllc

=d(x,z) +d(y, 2)



49

kosullar saglandiginda d X iizerinde bir koni metriktir.
AyricaVx,y,z € X ve 1 € Rigin
dx+zy+2)=(x+2) - +2)lc=Ilx—-yllc=dxy)
d(Ax,2y) = |I2x = Ayllc = 1A(x = Yllc = 1Allx = yllc = |Ald(x, y)
oldugundan o6zellikleri saglar.
Koni Normlu Uzaylarda Sabit Nokta Teoremleri:

3.3.3. Tanmm: (X, ||. || ) bir koni normlu uzay,C X in konveks bir alt kiimesi ve S, T: C —

C iki doniistim olsun.{a,}, {8, };
1. n20igin0<a,<10<p,<1,
2. liminfa,=a>0

n—-o0o

kosullarin1 saglayan R de iki dizi olmak tizere,{x,} € X dizisi asagidaki bigcimde

tanimlansin.

1. xp€C
2. n=20ic¢iny, = (1 — B )x, + BnSx,

3. n=>0i¢inx,; =1 —ay)x, +a,Ty,

Bu bigimde tanimlanan {x,,} dizisine S ve T ile olusturulmus Ishikawa Iterasyon dizisi

denir (Ishikawa 1974).
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3.3.4. Teorem: (X, |I. llc) bir koni normlu uzay,C X in dizisel kapali ve konveks bir alt

kiimesi,S, T: C = C,0 < q < 1 olmak lizere Vx,y € X i¢in

1Sx = Tyllc < gV {llx = yllc, llx = Sxllc, ly = Tylle, llx = Tylle, lly — Sxlic}

kosulunu saglayan doniisiimler ve {x,} de 3.3.3 Tanim ile verilen Ishikawa iterasyon
dizisi olsun. Eger {x,,} dizisi bir z noktasina yakinsiyorsa, o zaman z S ve T nin ortak bir

sabit noktasidir ve bu nokta tektir.
Ispat:

{x,} dizisi z noktasina yakinsadigindan o halde {x,} C de bir Cauchy dizisidir. Ayrica

lim infa, = a > 0 oldugundan bir ¢ € E,0 < ¢ alindiginda,
n—->oo

(1-q)*ca
4

(1-q)c
2

vn >N iging =a,, [|Xpe1 — Xnllc < ve |lx, — zllc «
olacak bi¢imde yeteri kadar biiyiik bir n € N vardir.
n=>0icinx,,, =1 —ay)x, +a, Ty,
esitliginden
(a1 = X)) = @ (Tyn — x)

elde edilir.”E bir reel Banach uzayi ve P de E de bir koni olsun. O zaman,x,y € P ve

a,beRicinx <yve0 <a<biseax < by dir” ifadesinden Vn > N igin
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a
”xn+1 - xn”C = an”Tyn - xn”C = E ”Tyn - xn”C

2 2 (1 - CI)ZCO( (1 — q)zc
Ty, — xnllc SE”xTHl_xn”C <<E " — -

elde edilir.

”an - Tyn”C < CI{”Xn - yn”C: “xn - an”C, “yn - TYn”C: ”xn - TYn”C: ”)/n
- an”c}

Burada bes durum séz konusudur.

1.Durum:

”an T Tyn”C < CI||xn - yn”C ise

n20iginy, = (1= Bn) Xp + Bn Sxp Ve llx + yllc < llxllc +llylle, 0B <1

kosullarindan

1S%n = Tynlle < qlixn = yulle = qllyn = x2llc
= qllxn = Buxn + BpSxn — Xpllc
= qlIBn(Sxn — xn)llc
= qPnllSxn — xnllc
< qllSx = xnllc

< CI||5xn - Tyn”(: + CI”Tyn - xn”C

O halde
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q
Ilsxn - Tyn“C < m ”Tyn - xn”C

olur.
2.Durum:
”an - Tyn”C < q”xn - an“C ise,

llx + yllc < llxllc + llyllc ifadesinden

”an Ex Tyn”C < CI||Xn - Tyn”C + q”Tyn - an”C

olur. Buradan

q
”an - Tyn“C < m ”Tyn - xn”C

elde edilir.

3.Durum:

”an - Tyn”C < q”yn - Tyn”C ise’

Yo = (1= By )xXn + Bn Sy llx + yllc < llxllc + llyllc ifadelerinden

”an - T.Vn”C < CI”yn - Tyn”C = Q||xn — PnXn + BnSxy — TYn”C

= Q||xn — BnXn + PnSxn — Tyn + BTy, — .BnT.Vn”C
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= CI”ﬁn(SXn - Tyn) + (1 - ﬁn)(xn - TYn)”C
< qllBn(Sxn — Typ)llc + qll(X — Br) (. — Ty ¢
= qlgnllsxn - Tyn”C + CI(]- - ﬁn)”xn - TYn”C

< qllsxn - Tyn”C + q”xn - Tyn”C

olur. Buradan

q
Ilsxn - Tyn“C < m ”Tyn — xn”C

elde edilir.
4.Durum:
”an - Tyn”C < CI||yn - an”C ise

”an - Tyn”C < Q||Xn - Tyn”C + q”SXn - T:Vn”C

olur. Buradan

q
”an - Tyn“C < m ”Tyn - xn”C

elde edilir.

5.Durum:

”an - T.Vn”C < CI”yn - an”C isea
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Yn = (1 —Bn )xn + Bn Sxn, 0<p,=<1 Olup Ve I[x + YHC < ”x”C + ||Y||c
ifadesinden

1Sxn = Tynllc < qllyn = Sxnllc = llxn = Buxn + BnSxn — Sxnllc
= qll(1 = Bn)xn — (1 = Br)Sxnllc
= qll(1 = B (xn — Sx)llc
= q(1 = B)llxy — Sxullc

< CI”xn - an”C

< Q||xn - Tyn”C T q”TYn F an”C

olur. Buradan
q
Ilsxn > Tyn“C < 1 — q ”Tyn - xn”C

elde edilir.

lim Sx,, =Tz

n—-oo

olur. Burada
1Sx = Tylle < g V{llx = yllc, llx = Sxll¢, ly = Tylle, llx = Tylle, lly — Sxlic}
esitsizligi kullanildiginda,
ISxn —Tzllc < q V{llxn = zllc, X0 = Sxnllc, 1z = Tzll¢, llxn, — Tzlle, |2 — Sxyllc}

elde edilir. Burada ¥n > N igin bes durum vardir.
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1.Durum:

1Sxn = Tzllc < qllxn — 2|l ise,

(1-q) c
ISx, = Tzll¢c < qllxp — zllc K q—F —S5=¢
olur.
2.Durum:
ISx,, — Tz|lc < qllx, — Sx,, || Ifadesinde
Ix + yllc < llxllc + llylle Kosulu ve [[Sx, — Tyullc < (1 ITyn = xnllc esitsizligi

kullanildiginda

1S = Tzl < qllxn = Tynllc + qliTyn — Sxnllc

< q”xn Tyn”C + q ”Tyn xn”C

= (a+ L) Iy — xallc

q
= 1Ty = xllc
olur. Burada

2(1- q)zca (1-q)c
4 2

2
1T = Xalle < = ltnes = xnlle < =

Esitsizligi kullanildiginda
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q g (1-q@?_q-qkc _c
_ <— - = =3
1S3 = Tzlle < Ty = ulle € 37— 2 T2

<c

elde edilir.
3.Durum:

|Sx,, — Tz|; < qllz — Tz|| ifadesinde

Ix +yllc < llxlic + llyllc kosulu ve [ISx, = Tyalle < 7Ty — xyllc esitsizligi

kullanildiginda
1Sxn = Tzllc < qllz = Tyullc + qliTyn = Sxullc + qllSxn = Tzllc
< qllz = Tyullc + qlf—q ITyn = xnllc + qllSxn — Tzllc
2
< qllz = xullc + qllxn = Tynllc + f_—q Ty = xnllc + qllSxy, — Tzllc

2
= qllz = xallc + (4 +12) 0 = Tyllc + qliSx, = Tzllc

q
= CI”Z - xn”C + 1-q ”xn - Tyn”C + Q||5xn - TZ”C
olur.

2 2(1— q)ZC'Ol 1- q)zc
1750 = xalle < = lnes = plle « ———— = >—

esitsizliginden

q q
152 = Tzllc < T . lz —xnllc +m”T}’n — xnllc
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— —n)2
L Omakey _a O q)c=£+ﬁ=qcsc
1-q 2 (1—-q)2 2 2 2

elde edilir.
4.Durum:

I1Sx, — Tz||c < qllx,, — Tz||. ifadesinde

lx +ylle < llxllc + llyllc kosulu ve [|Sxn, —Tyullc < ﬁ—q ITyn = xpllc  esitsizligi

kullanildiginda

1S = Tzll¢ < qllxn = Tynllc + qliTyn — Sxnllc + qllSxn — Tzl

< qllan = Tyalle + a7 1Ty — xullc + qllSx, — Tzllc

2
= (q + 1q_—q) Ty, — xnllc + qllSx, — Tzll¢

= 2 ITyn = xullc + qllSx, = Tzllc

olur.
q q 1- Q)ZC qc
B < _ =—<
|Sx, — Tzl < a=92 ITyn — xnllc < (1—q)2 2 2 =°¢
elde edilir.
5.Durum:

ISx,, — Tz|lc < qllz — Sx,||c ifadesinde,
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HX+ﬂhSHﬂk+mmck%mHveW%n—HMMSﬁ%W%rﬂmM esitsizligi

kullanildiginda

Ilsxn - TZ”C < Q||Z - xn”C + q”xn - Tyn”C + q”T:Vn - an”c

< qllz = xallc + qllatn = Tyullc + 472 ITyn = xallc

2
= qllz = xallc + (g + 1) %0 = Tymllc

q
= CI”Z - xn“C + E ”xn - Tyn”C

olur.
q
”SXn - Tyn“C < m ”Tyn - xn”C
esitsizliginden
”an - TZ”C < CI”Z - xn“C + 1i_q ”xn - TYn”C
(1-@)c |, g 1-@?c _ _(1-q) -9
K q > +1_q 5 =q > c+q > c
=q(1—-q)c=<c
elde edilir.

Her bes durumda da Vn € N igin ||Sx,, — Tz||; < c olur. Boylece Sx,, » Tz (n —» o)
olur.
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|z = Sxullc < llz = xpllc + llxn = Tynllc + [ITyn = Sxallc

< llz=xullc + llxn — Tyullc + (li_q)”xn = Tyullc
q
< iz = xalle + (14 1%) It = Tyl

1
= ”Z - xn”C + E”xn - Tyn”C

olur. vn > N i¢in

iz =Sxullc < llz = xullc + 7= 7 ll2tn = Tynllc
i —n)2
<<(1 q)c+L(1 D .
2 1-q 2
z —(1_;’)6 + —(1_2q)c =(1-q)c<c

bulunur. Bu ise Sx,, » z (n — o) olmasimi verir. Bu durumda Sx,, » Tz (n - o)

olup yakinsak bir dizinin limiti tek oldugundan Tz = z olup z, T’nin bir sabit noktas1 olur.

ISx — Tyllc < q V{llx —yllc, llx = Sxllc, ly = Tylle, lIx = Tyllc, lly — Sxllc}

esitsizligi kullanildiginda

1Sz = zllc = ISz = Tzllc < q V{llz = zll¢, |z = Szll¢, llz — Tzl ¢}

=qV{0,llz—-Szllc}

oOlur. Burada iki durum vardir. Eger

ISz —z||lc <q.0=>Sz =2
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olur. Eger

ISz — zllc < qllSz — z|l¢

ise,g <1 i¢in “P bir koni x € P,a € R,0 < a <1 olmak lizere x <ax=>x=10"

ifadesinden

ISz—z||,=0=>Sz=12z

elde edilir.

Bu durumda z, S ve T nin ortak sabit noktalaridir.

T ve S doniistimlerin z den bagka sabit noktasi a oldugunu kabul edelim.o halde

Iz —allc = ISz — Tall¢
<qVillz—allg, llz = Szll., lla — Tallc, |z — Tall, lla — Szllc}

< q \% {”Z - a”CI 0}

olur.

Eger ||z — allc < qllz — all¢ ise

q <1lig¢in “P bir koni x€P,a €R,0<a <1 olmak lizere x <ax=>x=0"

ifadesinden

lz—all=0

olur. Bu ise z = a olmasin1 verir.
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Eger ||z —allc < q.0 = z = a olur.

O halde S ve T doniisiimlerin sabit noktasi tektir.

3.3.4. Teorem: (X, ||. ) Bir normlu uzay, C, X in kapali ve konveks bir alt kiimesi,

S,T:C->C,0<5g<1,Vx,y€Xigin

1Sx = Tyll < gqmax{llx — yll, llx = SxII, lly = Tyll, llx = Tyll, lly — SxI[}

kosulunu saglayan doniistimler ve {x,,} de 3.3.3 tanim ile verilen Ishikawa iterasyon dizisi
olsun. Eger {x,} dizisi bir z noktasina yakinsiyorsa, z S ve T nin ortak sabit noktasidir

ve bu nokta tektir.

3.4. Reel Diziler i¢cin Baz1 Lemmalar

Bu kisimda teoremlerimizde kullanacagimiz bazi 6nemli lemmalara yer verilmistir.

3.4.1. Lemma:{r,} ve {t,,},

Tne1 < (1 +t)n,nEN

esitsizligini saglayan ve negatif olmayan reel say1 dizileri olsun. Eger )57 t,, < oo iSe,

lim 7,
n—-oo

limiti vardir (Zhou et al.2002).

Ispat: m,n € N igin
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Tn+m+1 < (1 + tn+m)rn+m

< (1 + tn+m)(1 + tn+m—1)rn+m—1

< (ITEE"A + e))m,

esitsizligi yazilabilir. Boylece

limsupy—ootn < (1_[(1 + tl-)) T
i=n

olur.} -4 t, < oooldugundan lim [];2,,(1 + t;) = 1 elde edilir. Yukaridaki esitsizlikten
n—>00

limsupy, o1y < liminfy, Ty,
esitsizligi yazilabilir. O halde

lim 7,

n—-oo

vardir.
3.4.2. Lemma:{a,},{b,},{6,} € R ve
ans1 <1 +6)a, +b,n=>1

esitsizligini saglayan diziler olsun. Eger Y7, b, < cove }'>°_, §, < o ise, lim a,, limiti
n—-oo

vardir (Tan and Xu 1993).
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ispat:
mn =1 i(;il’l An+m+1 < (1 + 6n+m)an+m + bn+m

< (1 + 8pm)@nem + brim)

<1+ 5n+m)((1 + On+m-1)@nim—1+ bpym—1) + bn+m)

< (T + 6))(an + X" by)

yazilabilir.

lim supa, < (1_[ 1+ 60) a, + Z b;
e t=n i=n

olur.

Y1 by <0 ve Y 6, < oooldugundan lim []2,(1+6;) =1ve lim )2, b; =0
n—-oo n—-oo

elde edilir.

lim supa, < (1_[(1 + 50) <an + Z bi)
" i=n i=n

ifadesinden
limsup,a, < liminf,_..,a,

yazilir. O halde lim a,, limiti vardir.

n—-oo
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

4.1. Konik Ve Konveks Yapilarinin Kavramsal Gelisimi

Oncelikle yakimnsamasi iizerinde durulan iterasyonun ele alindigi uzaym konik ve
konvekslik kavramlarinin basit diizeyde matematiksel olarak ne ifade ettigine deginelim.
Konik ilk kez bir kiiplin hacminin iki katina ¢ikarilmasi probleminde ortaya ¢ikmuistir.
Yunan Krali Minos bir tiirbe insa ettirmek i¢in emir vermis, fakat kiip seklinde olan bu
tiirbenin hacminin mevcut kiip seklindeki tiirbenin hacminin iki kati1 olmas1 gerektigini
sOylemistir. O zamanin bir¢ok matematik¢isi bu problemin ¢6ziimii i¢cin ugrasmasina
ragmen ancak Plato Akademisi iiyelerinden Menaechmus (M.0.380-M.0O 320) adli bir
matematik¢i bu probleme ¢oziim getirebilmistir. Euclid ve Aristotelesin de iclerinde
bulundugu baska bir¢ok matematik¢i konikler hakkinda arastirma ve incelemeler
yapmistir. Euclid’in konikler iizerine yaptig1 aragtirmalara dair bir kanit bulunmamasina
ragmen, bir¢ok bilim adam1 Archimedes’in konikler lizerine yaymlanmis eserlerine onun

aragtirmalarinin ilham verdigine inanmaktadir.

Antalyali Apollonius ¢aligmalarinda koniklerle ilgili mevcut bilgilere bir¢ok bilgi daha
eklemistir. Ayrica bu konuda “konikler” adinda 487 tane 6nermeyi barindiran 8 ciltlik bir
kitab1 yazmistir. Bunlardan ilk dordii Yunancadir. Besinci, altinci ve yedinci ciltlerin
Arapcaya ¢evrilmis halleri bulunurken sekizinci cilt asla bulunamamistir. Apollonius’tan
sonra konikler ile ugrasan iki matematik¢i Pappus ve Proclus olmustur. Pappus ve Proclus
besinci yiizyilda kendilerinden dnce gelen matematikgilerin konikler {izerinde yaptiklar
caligmalara bir cok yorum getirmislerdir. Bu iki matematik tarih¢isinden sonra 15.yiizyila
kadar genelde Yunan kiiltiirii ve bilgisi; 6zelde de konikler hakkinda bir canlanma
yasanmamistir. Koniklige katkida bulunan matematikgilerden bazilarina Newton,

Poncelet, Steiner, Dandelin, Dupin ,Gergonne,Brianchon 6rnek verilebilir.

Koni uzayda ifade edilebilen bir yiizeydir. Literatiirde koni, ¢ok ylizlii koni kavramlari

siklikla lineer programlama, optimizasyon ve su sebekeleri ile ilgili problem ve
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coziimlerde goziikmektedir. Ayrica makinalar, ev araglari, siislemeler gibi pek ¢ok tiretim
sektoriinde de kullanilan ylizey cesitlerinden biridir. Diger taraftan 6zel egrilerden olan
parabol, elips, ¢cember ve hiperbol gibi egriler koni ile diizlemlerin kesismesiyle

olusmaktadir.

Konveksite de geometride oldugu gibi matematigin diger dallarinda genis Olgiide
kullanilan temel bir kavramdir. Konveksite fonksiyonel analiz, kompleks analiz,
salinimlarin analizi, kismu tiirevli diferansiyel denklemler, diskret(ayrik) matematik,
cebirsel geometri, olasilik teorisi, kodlama teori,kristallografi ve diger pek ¢ok alanda
genellikle gizli(dolayl) olarak yer almaktadir. Konveksite matematigin disinda fizik,
kimya, biyoloji ve diger pek c¢ok alanlarda da onemli bir rol oynamaktadir. Ayrica
konvekslikle ilgili caligmalar bilim ve teknolojiye pek ¢ok katki saglamaktadir. Konveks
kiimelerin farkli tanimlar1 bulunmasina karsin en kullanish olan1 “arada olmaya” dayanan

tanimadir.

Konveksite Yunanli filozoflar tarafindan incelenmistir ve muhtemelen eski Misir ve Babil
doneminde de izi siiriilmiistiir. Belki de bu kavram sayilarin ge¢misi kadar eski degildir.
Fakat ¢cemberler tiggenler gibi temel geometrik sekillerin ¢izimi insanlik medeniyetinin
baslangicina kadar geri gider. Yunanli bilim insanlarinin yaptigi en 6nemli katki
geometriye yaptigi katkilar oldugu bilinmektedir bu hususta ilk sistematik ve ciddi eserin
13 ciltlik Euclid’in Elements oldugu iyi bilinmektedir. Konveksite kavramininin ilk kim

ya da kimlerin giindeme getirdigini sOylemek pratikte miimkiin géziikmemektedir.

Konvekslikle ilgili ilk sistematik ve 6zenli tanim1 On the sphere and cylinder adli bilimsel
eserinde Archimedes’in yaptig1 goziikmektedir. (Archimedes: Baslangi¢ noktalar1 bir
dogru iizerinde bulunan ve dogrunun olustugu yar1 diizlemlerden sadece bir tarafinda yer
alan veya diger yar1 diizlemde pargasi olmayan diizlemde biikiilmiis belli dogru parcalari
vardir) Archimedes in bu tanimi iki bin yi1l boyunca duyulmamis ve {iizerine
calistimamistir. Elbette bunlar matematikg¢iler 6zellikle 17. yiizyll matematikgileri

tarafindan bilinmektedir. Bununla birlikte o zaman konvekslikle ilgili problemlerin
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onceligi yoktur. Oncelikle analizin gelisimi katkida bulunan limit, siireklilik ve tiirev gibi

kavramlardan kaynaklanan problemlerdir.

Konvekslikle ilgili daha sonraki sistematik ilk ¢alisma Minkowski (1864-1909)
tarafindan yapilmistir ve bu calismalar bu kavramla ilgili en temel ve onemli fikirleri
icermektedir. Konveksite teorisinde en erken gelismeler sonlu boyutlu ve nicel
problemlerin ¢dziimlerine yonelmistir. Bu caligmalar ile ilgili ilk ciddi inceleme
Bonnesen (1873-1935) ve Fenchel (1905-1988) tarafindan yapilmistir. 1940 dan beri
matematigin diger alanlarinda uygulamalarindan dolay1 konveksligin kombinatorik nitel
ve teorinin boyuttan bagimsiz kismi iizerinde ¢alisma egilimi artt1 Bu kavramla ilgili en
son tartismalar niteldir ve sonsuz boyutlu topolojik vektér uzaylart iizerindeki

konvekslige kaymistir.

Koni ve Konveks Koni kavramlarinin matematiksel tanimi su sekildedir:

“C € R™ olsun. Eger her x € C,1 > 0 reel sayilari i¢in Ax € C ise 0 zaman C ye bir koni
denir. Eger her x;,x, € C ve 44,4, = 0 reel say1 giftleri igin A;x; + A,x, € C ise 0
zaman C ye bir konveks koni denir.” Yani;

C, R™ ait bos kiimeden farkl1 alt kiimesi verilsin

e ( den alman iki noktanin toplami1 yine C de kaliyorsa,

e  ( de alinan bir noktanin negatif olmayan bir reel say1 ile carpimi yine C ye aitse

e ( kiimesi her zaman orjini igeriyorsa

C kimesine konveks konik denir.
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4.2 Konveks Konik Metrik Uzayin Diizgiin Quasi Lipschitzian Déniisiimleri I¢in Ug

Adimli iterasyon Semasi

Bu kisimda materyal yontemde ifade edilen uniform quasi-Lipschitzian doniisiimlerin

konveks konik metrik uzaydaki yakinsamasi tizerine durulacaktir

(X,d, W) Tam konveks konik metrik uzay,P normal sabiti k olan E de normal bir koni

olsun. @ # C c X konveks kapali altkiimesi; T;, R;, S;: C = C sirasiyla

0 < L;,0<Lj;0 < L uniform quasi-Lipschitzian dontigiimler olsun

{@n}, (B} {vn}, {an}, bn}, {cn}, {dn}, {en}, {1}

dizileri [0,1] araliginda alinmak tizere

an+Bn+tym=a,+b,+c,=d,+e,+1,—4

sartin1 saglasin. Bu durumda

F=(n{Z, F(TY) n (n{2, F(RY) N (N2, F(S)) # @

ve x; € C olmak iizere uniform quasi-Lipschitzian doniisiimlerin {i¢ sonsuz ailesi igin

{x,} dizisini

Xn+1 = W(xn' Tr?yn' Up; A, P, Vn)
Yn = W(RRXn, St Zp, Vs G, by, C) (4.2.1)

— n n .
ZTl - W(Sn x‘l’l’ Rnxn' WTll dTl’ eTl’ ln)
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seklinde olsun. Burada {u,}, {v,}, {w,.}, C de siirli dizilerdir. lterasyonda e, = 1,d,, =

[, =0 ve R; = I olarak alinirsa,

Xnt1 = W(xn: Tr?yn: Un; Any Yo ﬁn)

Yn = W(xn: Srrllxn: Up; Qp, by, Cn) (4.2.2)
seklinde Ishikawa tipi iterasyon elde edilir.
iterasyondae, = b, = 1,d, =1, =0,a, = ¢, =0ve R; = §; = I alinirsa,

Xns1 = W (xn TV Uns @y B Vi) (4.2.3)

bu iterasyon Mann tipi iterasyondur.
Lemma 4.2.1: (X, d, W) konik konveks metrik uzay, @ # C c X olsun.i = 1,2, ... igin
T;, R;,S;:C - C sirasiyla L; > 0,L'; > 0,L"; > 0 Lipschitz sabitleri ile uniform quasi-
Lipschitzian doniisiimler olsun. Ayrica F # @ ve sinirli bir kiime olsun. Bu durumda

Vx eC,p e Fven=12,..icin

d(T*x,p) < Ld(x,p)
d(Ri*x,p) < Ld(x,p)

d(Si*x,p) < Ld(x,p)

olacak bi¢gimde bir L > 0 sayis1 vardir.

Lemma 4.2.2: C , k = 1 normal sabiti ile normal solid konik ve (X, d, W) tam konveks
konik metrik uzayinin bostan farkli konveks kapali altkiimesi olsun T;, R;, S;: C — C,

sirastyla



69

L;>0,L;>0,L/ >0

Lipschitz sabitleri ile uniform quasi-Lipschitzian doniisiimler olsun.

{a 2} B 3 {vn b {an }, {bn} {cn 3 {dn } {en }, {l 0}

dizileri [0,1] araliginda alinmak tizere

an+.8n+yn:an+bn+cn:dn+en+ln:1V62?L°=1(ﬂn+yn)<O°

saglasin.{L;}, {L;}, {L}} dizileri smirli olmak dtizere {x,} dizisi (4.2.1) deki gibi

tanimlansin. O halde

a) Vp €F igin

d(xn+1' p) < [1 + ﬁan(l + L)]d(xn' p) + nnMO

esitsizligi saglanir. Burada

L = max{supis;{L:}, supiz1{L"1}, supis1{L" 3}, = B + ¥u

ve

MO = SuppEF,nzl{d(un' p) + Ld(vn: p) + de(Wn; p)}

dir.

b) vpeF,mmnz=1igin
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n+m-1

d(xn+m' p) < Mld(xn' p) + MOMl Z Nk

k=n

dir. Burada M, = eX* 1+ k=1 Bie dyr.

Ispat: Tanim 3.1.21,(4.2.1) iterasyonu Lemma 3.4.2 ve Lemma 4.2.1 den

d(xp41, ) = d(W (X, Tt Y, Un; @, Pn¥n), D)
< and (e, p) + Brd(T'yYn, ) + ¥nd(Un, )

< and(xn, p) + Brld (Y, p) + ¥nd(Un, p) (4.2.4)
d(yn' p) = d(W(RTTLant ngn' Vp; Ap, by, Cn)' p)
< and(Ryxy, p) + bpd(S3 2y, p) + cpd(vy, p)
< apLd(xy,p) + b,Ld(z,,p) + c,d(v,, p) (4.2.5)
d(Zn' p) = d(W(S#xn' Ry X, Wy; dy, e, ln)' p)
< dnd(Spxn, ) + end(Ryxp, p) + Ld(wy, p)
(4.2.6)

< dpld(xy, p) + e,Ld(xp, p) + Lyd(wy, p)
olur. (4.2.6) ifadesini (4.2.5) de yerine yazarsak;
d(n, p) < anLd(xn, p) + bpL{dnLd(xn, p) + €nLd (xn, p) + lyd Wy, P)] + cnd (vy, p)
= anLd(xp, p) + bnL[(dy + €x)Ld (xn, p) + lnd(Wy, )] + cd (v, p)
< ayLd(xn, p) + bpL[Ld(xy, p) + lnd(Wn, p)] + ¢nd(vn, p)

= (an + an)Ld(xn' p) + bnlnLd(Wn' p) + Cnd(vnv p)
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< L(1 + L)d(x,,p) + Ld(w,,p) + d(v,, p) (4.2.7)

olur. (4.2.7) ifadesi (4.2.4) de yazarsak

Ad(xXp+1,P) < and(xy, p) + B LIL(1 + L)d(xp, p) + Ld(Wy, p) + d (v, p)]
+ ¥nd(up, p)

= (@n + BnL?(1 + L))d(xn, p) + Pnl?d(Wy, P) + BrLd (¥, D) + Ynd (i, P)
= (14 Bul?(1 + 1))d(xn, p) + [d(uy, p) + Ld (W, p) + L2d Wy, D)1 (Bn + ¥2)
= (14 BuL?(1 + L))d(xp, p) + M1y, (4.2.8)
olarak bulunur.
b) Vx > 0 igin 1 + x < e* ifadesinden ve (4.2.8) esitsizliginden,Vp € F m,n > 1
i¢in
dCnm P) < (14 Brom—1L2(1 + L)]d (K pm-1,P) + MoNnm—1
< ePrm-1 P+ (3, 1, D) + Molinam—1
< eﬁmm_le(HL)[(l + Bram—2 L2 (1 + L))d (pam-2.0) + MoTpsm—2]
+MonNn+m-1

2
< e(ﬁn+m—1+ﬁn+m—2)L (1+L)d(xn+m—2'p) + MO [th_m_z + T’n+m_1]
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< Myd(xp, p) + My Mo XRET 1 1
olur. Burada M, = eX*+LEI% Bk dir

Teorem.4.2.3: C,k = 1 normal sabiti ile solid normal konik ve (X,d, W) konik tam
konveks metrik uzayin bostan farkli konveks kapali alt kiimesi olsun. n = 1,2, ... i¢in
T; R;,S;: C — C swrastyla L; > 0,L'; > 0,L"; > 0 Lipschitz sabitleri ile uniform quasi-
Lipschitzian doniisimler olmak iizere F # @ ve smirhi bir kiime olsun.
{an}, {Bn} {vnl) {an}, {bn}, {cn ) {d ) {en), {1} dizileri [0,1] araliginda alinmak tizere

An +PntVn=ap+b,+cp=dp+e, +1,=1ve X7 (Bp+Vn) <

sartlar1 saglansin. {L;}, {L’;},{L";} dizileri sinirh ve {u,}, {v,}, {w, } dizileri (4.2.1) deki

sekilde tanimlansin.

F= <ﬁ F(Ti)> n (ﬁ F(Ri)> n (ﬁ F(Si))

T;, R;, S; dontistimlerinin bostan farkli ve sinirli ortak sabit noktasi olsun. Bu durumda

{y,, } € F olacak sekilde {y,,} dizisi olmasi i¢in ancak ve ancak lim ||d(x,,y,)|| =0
n—oo

olmasidir.
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ispat:

X, >y €F olsun. Yakinsamanin tanimindan d(x,,y) - 6 ve bundan dolay1

ld (xn, ¥)1| - 0 dir.
p € F ve {x,,} dizisinin tanimindan
d(xn+1,0) = AW Cen, Ta' Vo Uns @y By V) D)
< @pd(xn, p) + Brnd(Ta' yn, P) + Vnd(un, p)
< @pd(xn, p) + Bnld (Yo, p) + ¥nd(un, p)
< anld(xn, p) + bpld(zy, p) + cpd(vn, p)
ve
d(zp, p) = d(W (Spxn, RyXn, Wy; dn, €n, 1n), D)
< dypld(xy, p) + e,Ld(xp, p) + Lyd(wy, p)
olur.
L = max{sup;enL’;, supienL”i} icin

d(xn+1r p) < and(xn' p)
+ B, L (anLd(xn, p) + an(dnLd(xn, p) + e, Ld(x,, p) + L,d(wy, p)))

+ cnd(Vp, p) + ¥nd(uy, p)
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< dCop)(1+ Bul?(1 + 2L)) + (B + v (L2d(wn, p) + Ld(vy, p) + d(up, p))

{u,}, {v,,}, {w,, } smurl dizilerinden dolay1 herhangi bir n € N ve p € F ve u € P\{6}
icin L?d(w,,p) + Ld(v,,p) + d(u,,p) < uolur.

Vx = 0i¢in 1 + x < e* dikkate alinarak

ld Gens, DI < (1 + BrL?(1 + 20))[1d (xn, DI + (B + v llull
< ePnl* 2D d (x, Pl + (B + Vi) llul|

Id ey DI < ¥ OF2DBnem—1]1d (x4 e, DI + Nl Bt + Vsme1)
< eV 42D Bnsm—1 [V 142LBnsm=2) || d (o 4 20 P + N1l (Brsmez + Vrem—2)]

+”u”(ﬁn+m—1 + yn+m—1)

2

< M OB Bt d sty g, DI + €520t ul] ) (B + Vi)
j=1

< P F2D I Bremei || d (., p)|

L2(1+2L) 2721 Bram-—j "
te |2l ' 1(ﬁn+m—j + yn+m—j)
]:

L?(1+2L)B mm=t
<e [nd(xn,p)n + ”””Zk (B + m]
=N
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n+m-—1
= MldCen I+ MUl ) (B + 1)
=n

olur. Burada M = eX*(+2LB g = ¥ B olup teorem kosullarini saglar.

lim ||d(x,, yo)|| = 0 esitliginden bazi {xnk} dizisi d(xnk,ynk) — 0 saglar Yakinsak
n—oo

serisi

Yime1(Bn + vn) ; herhangi € > 0 ve N, € N olacak sekilde herhangi k > N, i¢in saglar.

lld Gy v )| < j ve ¥5%,. (B +v) < mdlr. Simdi {x,,} dizisinin cauchy dizisi

oldugunu gosterelim.

q>ny,meN bu durumda

||d(xq+m' xq)” = ”d (xq+m'ynzvo)” + ”d (ynzvo'xq)”

< M ||d (xnyys Yy, )| + MR 8285 + 1) +

M ||d (xnyy Yy, )| + MU EIZ0,, (B + 1))

<2M ”d (ano,ynNO)” + 2M||ul| Z;"anO(ﬁj +y;) < 2 + 2 =€

X tam oldugundan x, - x, (n — ) olacak sekilde x, € C vardir: Simdi y, - x,

gosterelim. Gergekten

d(ynk,xo) < d(ynk,xnk) + d(xnk,xo) - 0(k - )
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olur. Bu da {ynk} dizisinin x, yakinsadigin1 gosterir.

Xo € F ve py = po(k — o) olacak sekilde {p;} C F yakinsak dizisi verilsin.

d(po, Ti(po)) < d(Po, i) + d(pr, Ti(po))
< (1 +L)d(Po, i) - 6
olur. Buradan

Po € Ti(p,) Yani py € F(T;) benzer sekilde py € F(R ;) Ve py € F(S;) (i € N) elde
edilir. Bu nedenle p, € F dir.

X ile gosterdigimiz konik konveks metrik uzay lizerinde tanimlanan doniisiimii bu
uzaydaki noktalar arasindaki uzaklig1 belli oranda daraltmasi veya biiziistiirmesi Banach
sabit nokta teoreminin ana fikridir. Ancak bu biiziigme verilen noktalardan bagimsiz bir
oranda olmalidir. Ornek olarak X = {x € R:x > 1} uzayi iizerinde C(x) = x + x~ 1 ile

tanimlanan doniisiimiine bakalim.X uzayindan se¢ecegimiz farkli iki x ve y noktasi i¢in

IC(x) = C| < |x =yl

esitsizliginin saglandig kolayca goriiliir ama bu doniislimiin sabit noktas1 yoktur. Demek

ki farkli iki nokta x ve y i¢in C: X — X doniislimiiniin

d(C(x), C(y)) <d(x,y)

kosulunu saglamasi bu doniigiimiin sabit noktasi i¢in yeterli degildir. Banach sabit nokta

teoremi araciligiyla ¢c6zmek icin esas zorluk X olarak uygun metrik uzay tanimlamaktir.
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5. TARTISMA ve SONUC

[k béliimde metrik uzaylarin baz1 6zellikleri, sabit nokta teoremlerinin ve konik metrik

uzaylarin gelisimi hakkinda bilgi verilmistir.

Ikinci boliim dort kisimdan olusmaktadir. Birinci kisimda metrik uzay tanimi ve bu
uzayin bazi 6zellikleri ifade edilmis, ikinci kisimda sabit nokta tanimi ve 6zel doniisiim
smiflari incelenmis, tiglincii kisimda hangi tiir doniisiimlerin sabit noktalarinin var ve bu
noktalarin hangi sartlar altinda tek oldugunu gosteren teoremlerden bahsedilmis,
dordiincii kisimda bir doniisiimiim sabit noktasini1 veya noktalarini bulurken kullanilan

iterasyon metotlar1 incelenmistir.

Uciincii boliim dort kisimdan olusmaktadir. Birinci kistmda konik tanim, ¢esitleri ve bazi
ozellikleri ifade edilmis, ikinci kisimda konik metrik uzaylarda daraltan doniisiimler i¢in
bazi sabit nokta teoremleri incelenmis, liclincii kistmda koni normlu uzaylar ve
fonksiyonlarin sabit noktalari ifade edilmis, dordiincii kisimda ise reel diziler i¢in bazi

lemmalarin ispat1 verilmistir.

Dordiincti  boliimde konveks konik metrik uzayda diizgiin - quasi-Lipschitzian
dontisiimlerin ii¢ sonsuz ailesi icin bir iterasyon semasi teskil edilerek bu iterasyonun

ortak sabit noktaya yakinsadig1 goriilmiistiir.

Kisa zamanda konik metrik uzaylar metrik uzaydaki bazi kavramlar1 genelleyerek genis
bir calisma alani olusturmustur. Giinlimiizde de matematik diinyasinda gelistirmeye

uygun bir alan olarak diisliniilmektedir.
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