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Bu calisma alt1 boliimden olugmaktadir. Birinci boliimde; konuya ait literatiir
ozeti verilmistir. ikinci béliimde; literatiir de yer almis bazi sayr ve polinom
dizilerinin tanim ve temel ozellikleri verilmistir. Ugiincii bdliimde; Diophantine
dortliileri ve literatlir de yer alan g¢aligmalara yer verilmistir. Dordiincli boliimde;
elemanlar1 Chebyshev polinomlar dizisinden olusturulan dortliller tanimlanmis ve
Fibonacci ve Lucas sayilarina uygulamalari verilmistir. Besinci boliimde; dordiincii
boliimde tanimlanan  dortlillerin  genellestirilmesi  yapilarak, elemanlari
Genellestirilmis iki degiskenli polinomlar dizisinden secilen dortliilerin uygulamalari

verilmistir. Altinc1 boéliimde; besinci boliimde olusturulan dortliilerden faydalanarak

D(Z - K?) 6zelligine sahip Diophantine dértliileri elde edilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Genellestirilmis  Fibonacci  sayr  dizileri,
Genellestirilmis say1 dizisi, Genellestirilmis iki degiskenli Fibonacci polinomlari,

Polinom dizisi, Diophantine dortliileri.
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This study consists of six sections. In the first section, there is a summary of
literature related to this subject. In the second section, you can find the definition of
some number sequences, polynomial sequences and their basic properties. In the
third section, there are a definition of Diophantine Quadruples and its given to
studies in literature. In the fourth section, it’s defined Diophantine Quadruples which
are made of polynomial sequences and it is given the application of the Fibonacci
and Lucas Numbers. In the fifth section, it is made a generalization, which is defined
as quadruples in the fourth section and it is given the application of quadruples which
their elemants are choosed from ‘Genaralized Bivariate Polynomial Sequences’. In

the sixth section, it is obtained Diophantine Quadruples, which have the property

D(ZKz) which is contained by taking into account generalization results.
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ON SOz

Hazirlamis oldugum tez galismasi, Selguk Universitesi Fen-Edebiyat Fakiiltesi
Matematik Boliimii Anabilim Dal1 Ogretim Uyelerinden Yrd. Dog. Dr. Ayse NALLI
yonetiminde hazirlanarak, Selguk Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii’ne Yiiksek
Lisans Tezi olarak sunulmustur.

Bu Yiiksek Lisans Tezi igerik olarak alt1 boliimden olusmustur.

Birinci boliimde; konuya ait literatiir 6zeti verilmistir.

Ikinci béliimde; literatiir de yer almis bazi say1 ve polinom dizilerinin tanim ve
temel Ozellikleri verilmistir.

Ugiincii boliimde; Diophantine dortliileri ve uygulamalar verilmistir.

Dordiinci  boliimde; elemanlar1  Chebyshev polinomlarindan olusturulan
dortliiler tanimlanmis ve Fibonacci ve Lucas sayilarina uygulamalar1 verilmistir.

Besinci  boliimde; dordiinci  boliimde tanimlanan  dortliiler elemanlari
Genellestirilmis iki degiskenli polinomlar dizisinden secilerek genellestirilmistir.

Altinct boliimde;  besinci boliimde olusturulan dortlillerden faydalanarak

D(Z - K?) ézelligine sahip Diophantine dértliileri elde edilmistir.

Yiiksek Lisans tezimin hazirlanmasinda bilgileri 1s18inda aydinlatan ve yol
gosteren degerli danigmanim Saym Yrd. Dog¢. Dr. Ayse NALLI’ ya ve bu tezin
yazilmasi siiresince gosterdikleri sabir ve anlayis ile sahsima verdikleri maddi-
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SIMGELER

Fn, n. Fibonacci sayisi,
L, , n. Lucas sayist,
P, , n. Pell sayisi,
Q,, n. Pell-Lucas sayisi,
R, » n. Genellestirilmis Fibonacci sayisi dizisi,
W,,, n. Genellestirilmis say1 dizisi,
F, (X), Fibonacci polinomlar dizisi,
L, (X), Lucas polinomlar dizisi,
T,(X), L tip Chebyshev polinomlari,
U, (x), II. tip Chebyshev polinomlari,
V,,(X) , III. tip Chebyshev polinomlari,
Y, (X) , IV. tip Chebyshev polinomlari,
A, (x), Polinom dizisi,
H,(X,Y), Genellestirilmis Iki Degiskenli Fibonacci Polinomlar1 Dizisi (Mario

Catalani,2004)
S,(X,Y) , Genellestirilmis iki Degiskenli Polinomlar Dizisi
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1. BOLUM

LITERATUR OZETi

Bu boliimde literatiirde yer almis calismalar verilmistir.

Diophantus of Alexandria (1974), Dort elemanli bir kiimenin
herhangi iki elemaninin g¢arpimina bir eklendiginde miikemmel

kare olan

1 33 68 105 o
16 16 16 16

kiimesini elde etmistir.

Fermat (1967), Herhangi iki elemaninin ¢arpimina bir eklendiginde miikemmel

kare olan dort elemanli

{1,3.8,n} (1.2)

kiimesini tanimlamistir. Tanimladig: (1.2) kiimesinin dordiincti elemaninin n =120

oldugunu bulmustur.

J.H. van Lint (1968), {1,3,8,n} kiimesinin ¢éziimii i¢in olusturulan n =120 pozitif

tamsayisinin tek olup olmadigini ileri stirmiistiir.

Baker A. and Davenport (1969), {1,3,8,n} kiimesinin herhangi iki elemaninin

¢arpiminin

1-n+1=x2, 3-n+l=y?, 8-n+l1=2z> (1.3)
miikemmel kare olma kosulundan
3x2-2=y% ve 8x*-7=12° (1.4)

Diophantine denklemlerini elde etmistir. J.H. van Lint tarafindan One siiriilen

n =120 pozitif tamsayisinin tek oldugu sonucuna varmistir.



Euler (1972), a verilen bir say1 olmak {izere

X-y+a, y-z+a
X-Z+a, y-v+a (1.5)
X-V+a, zZ-v+a
mitkkemmel kare olacak sekilde {X,y,z,v} kiimesini bulma problemine
genellestirmistir.
a=1 i¢in
{1,3,8,120} ve {3,8,21,2080} (1.6)

sonuclar1 elde edilmistir.

Jones B. W. (1976), Her n pozitif tamsayist igin {1,3,8,n} kiimesinin
genellestirmesi olarak

{n,n+2,4n+4, 4n+1)(2n+1)2n+3)} (1.7)
kiimesini tanimlamistir. (1.7) kiimesi her n pozitif tamsayisi i¢in Diophantus’un

tanimladig1 6zelligi saglamaktadir.

Hoggatt V.E. ve Bergum G. E. (1977), 1, 3, 8 sayilarinin sirastyla (Fn )nzo

Fibonacci dizisinin F,, F4, F¢ terimleri oldugu ileri siiriilmiis,
(Fy)n+1, (Fuo)n+l, (Fy)n+l

mikemmel kare olacak sekilde bir n pozitif tamsayist bulma problemini
formillestirmistir. Diophantus 6zelligini saglayan

{th » Fatias Faea s n} (1.8)
dort pozitif tamsayiy1 bulma problemi ¢oziilebilecektir. Mitkemmel kare olan (1.8)
kiimesindeki n pozitif tamsayisinin degerini

N=4F1 Fatyo Foss
seklinde elde etmistir. t =1 i¢in 6zel olarak n =120 degerini verir.

Boylece
{Fat> Fatsa s Fatea s 4Fort Forsa Forys ) (1.9)

kiimesinin herhangi iki elemaninin ¢arpimina bir eklendiginde miikemmel karedir.



Morgado J. (1984), F,,F, (F,) ., Fibonacci dizisinin uygun elemanlari olmak

n=0
uzere
{Fns Frear s Fraar > 4Foer Fror Foar | (1.10)
kiimesinin herhangi iki elemaninin ¢arpimina
Fa2 sz veya — Fa2 sz
eklendiginde miikemmel kare oldugunu gostererek (1.9) un bir genellestirmesini elde

etmistir.

Morgado J. (1983-1984), (U n ) II. tip Chebyshev polinomlar1 olmak {izere

n>0
U, Upiars Unars 4U,, U0 Unsr )l NorelN (1.11)

kiimesinin herhangi iki elemaninin ¢arpimina a, b negatif olmayan uygun degerler

olmak iizere

UaUs

eklendiginde miilkemmel kare oldugunu gostermistir.

Horadam A. F. (1987), R,,R, {Rn };OZO Genellestirilmis Fibonacci say1 dizisi olmak

uzere

%Aﬂl’vvn+2ra an+4r9 4VVn+rVV W,

n+2r "¥n+3r

Lonr>0 (1.12)
kiimesinin herhangi iki elemaninin ¢arpimina

(e (R2RZ )

eklendiginde miikemmel kare oldugunu ispat etmistir. Burada R, R, € {Rn}

0

n=0
genellestirilmis Fibonacci say1 dizisinin uygun elemanlar1 ve m, W nin en kiiciik alt
indisi olmak tizere W nin ¢arpan sayisinin 2 veya 4 olma durumuna bagh olarak t, 1

veya 2 degerini alir.

Horadam A. F. (1965), a,b, p,q tamsay1 ve W, =a, W, =b olmak tizere
Wy = pWp —aqWp 5, n=2 (1.13)
rekiirans bagintist ile verilen, W, };O:o seklindeki tamsay1 dizisini tanimlamis ve bu

dizinin temel 6zelliklerini vermistir.



Morgado J. (1995), k>h>0, T,.T, {T, };0:0 I. Tip Chebyshev polinomlari
olmak tizere
{Tn aTn+2r aTn+4r :4Tn+r Tn+2r Tn+3r }, nr= 0 (1-14)

kiimesinin herhangi iki elemaninin ¢arpimina

F (Th —Ti )T

2

eklendiginde, carpimda 2 veya 4 ¢arpan olma durumuna bagli olarak t nin 1 veya 2
degeri i¢cin miikkemmel kare oldugunu ispat etmistir. Ayrica Jose Morgado, Fibonacci

ve Lucas sayi dizileri i¢in (1.14) kiimesinin uygulamasini vermistir.

Dujella A. (1996), n,a,b tamsay1 olmak iizere keyfi {a,b} ¢iftinin
a-b+n=x’
D(n) ozelligini sagladig1 varsayimindan yola ¢ikarak

{a,b,a+b+2x, a+4b+4x} (1.15)

kiimesinin D(n) 6zelligini saglayan bir Diophantine dortliisii olmasi igin gerek ve
yeter sartin 1. terim ile 4. terimin ¢arpiminin eklenen n degerlerine gore miikemmel
kare olmasi gerektigi sonucuna varmistir. Bu sonugtan faydalanarak D(n) ozelligini

saglayan Diophantine dortliileri elde etmistir.



2. BOLUM

BAZI SAYI VE POLINOM DiZiLERI

Bu kisimda tez iginde kullanilacak olan literatiirde yer almis bazi sayi ve

polinom dizilerinin tanimi1 ve temel 6zellikleri verilmistir.

2.1. Baz1 Say1 Dizileri

Tanmm 2.1.1. Fy =0 , F; =1 olmak iizere

Fn = Fn—l + Fn_2, n 2 2 (21)

lineer rekiirans bagintisi ile verilen, {Fn }:O:o seklindeki tam say1 dizisine Fibonacci

Dizisi denir. Fibonacci dizisinde her n tamsayisina karsilik gelen degere n.
Fibonacci sayisi denir.

Fibonacci sayilarmin iireten fonksiyonu

t
gt)=—3 (22)
I-t-t
dir.
Tanim 2.1.2. Ly =2, L; =1 olmak iizere
Ln = Ln—l + Ln_z N n 2 2 (23)

lineer rekiirans bagintisi ile Verilen,{Ln }:]ozo seklindeki tam say1 dizisine Lucas

Dizisi denir. Lucas dizisinde her n tamsayisina karsilik gelen degere n. Lucas sayis1
denir.
Lucas sayilarinin iireten fonksiyonu
2-t

g) = ——
1-

— (2.4)

dir.



Fibonacci ve Lucas sayilarinin karakteristik polinomunun kokleri

P -1-1=0
denkleminden
1+\/§ l—x/g
a= , f=—-—
2 2

olmak iizere,

Fibonacci ve Lucas sayilarinin Binet formiilleri sirasiyla

" — 4"
F, = \/g’g
ve
L,=a"+p"
dir.
Fibonacci ve Lucas Sayilarmin Ozellikleri
1. n>1 i¢in
Foo + Foag =Ly
2. n>0 i¢cin
L, =2F,; - F,
3. n>1igin
Fn =F,L,
4. n>1 igin
Fi + Fost = Fona
5. n>1 i¢cin
Lysilno =Ly =5(-D""
6. n>0 icin
Ly, +2(-D)" = L3
7. n>0 igin
5F2 -2 = 4(-n™!
8. n>1 icin

I:n+1 ’ I:n—l - I:n2 = (‘Dn

(2.5)

(2.6)

2.7)

(2.8)

(2.9)

(2.10)

2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)



Tanim 2.1.3. Py =0, P, =1 olmak iizere
P,=2P,; +Py,, Nn=2 (2.17)

lineer rekiirans bagintisi ile verilen, {Pn }:O:o seklindeki tamsay1 dizisine Pell Dizisi

denir. Pell dizisinde her n tamsayisina karsilik gelen degere n. Pell sayisi denir.
Pell sayilarinin iireten fonksiyonu

t

I =——" (2.18)
1-2t—-t
dir.
Tanim 2.14. Q, =2, Q; =2 olmak iizere
Qn =2Qp +Qpp, N22 (2.19)

lineer rekiirans bagintisi ile verilen, { n }Cr’]ozo seklindeki tamsay1 dizisine Pell-Lucas

Dizisi denir. Pell-Lucas dizisinde her n tamsayisina karsilik gelen degere n. Pell-
Lucas sayisi denir.

Pell-Lucas sayilarinin {ireten fonksiyonu

2-2t
9O =— (2.20)
1-2t-t
dir.
Pell ve Pell-Lucas sayilarinin karakteristik polinomunun kokleri
A -22-1=0 (2.21)
denkleminden
a=1+2, f=1-42 (2.22)
olmak iizere
Pell ve Pell-Lucas sayilarinin Binet formiilleri sirasiyla
n n
p_a =/ (2.23)
a-p
ve
Q =a"+p" (2.24)

dir.



Tamm 2.1.5. p,  tamsayi,
Ro=0, R, =1
olmak tizere
Rn=PRp —0Rp,, N=2 (2.25)
rekiirans bagmtist ile verilen, {R,, }:O:o seklindeki tamsay1 dizisine

Genellestirilmis Fibonacci Say1 Dizisi denir.

Genellestirilmis Fibonacci say1 dizisinin iireten fonksiyonu

g(p.q,t) =;2 (2.26)
I-pt+qt
dir.
Tamm 2.1.6. a, b, p, g tamsayi,
Wy =a, W, =b
olmak tizere
W, =pW,_; —qW,,, n=>2 (2.27)

rekiirans bagintisi ile verilen, {Wn }:O:o seklindeki tamsay1 dizisine Genellestirilmis

Sayi Dizisi denir. (A.F. Horadam, 1965)

Genellestirilmis say1 dizisinin {ireten fonksiyonu

a+(b- pa)t
gab,p.gt= 0PI g (2.28)
I-pt+qt
dir.
{Rn };OZO ve {\N n };OZO say1 dizilerinin karakteristik polinomunun kokleri
A2 -pl+q=0 (2.29)

denkleminden

[n2 _ In2
a:u, ﬂ:u (2.30)

2 2

olmak tizere

a-f=0, a-B=+p>-4q, a+B=0p (2.31)

dir.



Ry 17", ve W, |, dizilerinin Binet formiilleri sirastyla

R -4 -F (2.32)
a-p
ve
W, = Ad’+Bf" (2.33)
a-p
olmak tizere
A=b-af ve B=aa-b (2.34)
buradan
A-B=e=pab-ga’ —b? (2.35)
elde edilir.

W, |™_, dizisinin 6zel durumlarr;
a=0b=1,p=1,q=-1,A=1,B=-le=-1 icin W,(0,1;1,-1)=F,  (2.36)
a=2,b=1,p=1,0=-1,A=+/5,B=—/5,e=5 icin W,(2,1;1,-)=L, (2.37)
a=0b=1,p=2,q=-1,A=1,B=-1,e=-1 icin W,(0,1;2,-1)=P,  (2.38)
a=2,b=2,p=2,q=-1,A=2v2,B=2/2,e=8 i¢in W, (2,2; 2,-1)=0Q, (2.39)
a=0,b=1, A=1,B=-1,e=-1 icin W, (0,1; p, q) =R, (2.40)

olmak tizere

{Fo b AL, 1P, 1 {Qn L{Ry, | dizileri sirasiyla Fibonacci, Lucas, Pell, Pell-Lucas

ve Genellestirilmis Fibonacci dizileridir.

2.2. Bazi Polinom Dizileri

Tanmm 2.2.1. F,(x) =0, F(X)=1 olmak iizere
Fo(X)=XFp_(X)+ Fr_(X), n=>2 (2.41)
lineer rekiirans bagmtis1 ile verilen, {Fn (X)};ozo seklindeki polinom dizisine

Fibonacci Polinomlar: Dizisi denir.



Fibonacci polinomlarinin iireten fonksiyonu

t

g(xt)=——
1—xt—t

dir.

Tanim 2.2.2. Ly(X)=2, L;(X)=Xx olmak iizere

Lo (X)=XLy_1(X) + L2 (X), n=2

10

(2.42)

(2.43)

lineer rekiirans bagintisi ile verilen, {Ln (X)};O:0 seklindeki polinom dizisine Lucas

Polinomlar: Dizisi denir.
Lucas polinomlarinin lireten fonksiyonu

2—xt

gt =——
1—xt—t

dir.

Fibonacci ve Lucas polinomlarinin karakteristik polinomunun kokleri

2 -xi-1=0
denkleminden
X+Vx? +4 X—\x% +4
a@)z———g——m ﬂ@)z———g———

olmak tuzere

Fibonacci ve Lucas polinomlariin Binet formiilleri sirasiyla

_ad"(0-"0
R0 = T

Ve

L,(x)=a"(x)+ 8" (%)

dir.

(2.44)

(2.45)

(2.46)

(2.47)

(2.48)
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Tanim 2.2.3. X = cos& olmak tizere
T,(X) =cosn@ (2.49)

bagintisina n. dereceden I. Tip Chebyshev Polinomu denir.

cosn@+cos(n—2)0 =2cosB@cos(n—1)8
trigonometrik 6zdesliginden
To(¥) =1, T (x)=x

olmak tlizere

Th(X)=2XT,_;(X) =T, (X), n=2 (2.50)

lineer rekiirans bagintisi ile verilen, {Tn(x)};ozo seklindeki polinom dizisine 1. Tip

Chebyshev Polinomlar Dizisi denir.

[.Tip Chebyshev polinomlarinin tireten fonksiyonu

1—xt
gn(Xt) =——— (2.51)
1-2xt+t
dir.
Tanim 2.2.4. X =cos@ olmak iizere
U, (x) = —Sm(h + 10 (2.52)
sin @
bagintisina n. dereceden II. Tip Chebyshev Polinomu denir.
sin(n +1)8 +sin(n —1)8 = 2cos@sinné
trigonometrik 6zdesliginden
Up() =1, Uj(x)=2x
olmak tizere
U,(X)=2xU,;(X)-U,_,(X), n=2 (2.53)

lineer rekiirans bagintisi ile verilen, {U n (X)}:O:0 seklindeki polinom dizisine II. Tip

Chebyshev Polinomlari Dizisi denir.

II. Tip Chebyshev polinomlarinin iireten fonksiyonu

g(x,t) = (2.54)

1—2xt+1t?
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dir.

Tanim 2.2.5. X = cos@ olmak lizere

3)
cos| n+— |6
Vn(x)=—2 (2.55)

cos—0
2
bagintisina n. dereceden III. Tip Chebyshev Polinomu denir.
1 1 1
cos n+5 0+ cos n—2+5 0 =2cosfcos n—1+5 o

trigonometrik 6zdesliginden
olmak iizere

V,(X)=2XV,_;(X) =V (X), n=2 (2.56)

lineer rekiirans bagintisi ile verilen, {\/ n (X)};OZO seklindeki polinom dizisine IIl. Tip

Chebyshev Polinomlar Dizisi denir.

III. Tip Chebyshev polinomlarinin tireten fonksiyonu

1-t
In(X)=—"— (2.57)
1-2xt+t
dir.
Tanim 2.2.6. X = cos@ olmak lizere
ofn+3)
sin n+5 0
1
sin — &
2

bagintisina n. dereceden I'V. Tip Chebyshev Polinomu denir.
: 1 : 1 . 1
sin n+5 0+ sin n—2+5 0 =2cosfsin n—1+5 0

trigonometrik 6zdesliginden

Yo(X)=1, ¥;(X)=2x+1
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olmak tuzere

Y, (x)=2Xx¥,;(X) = ¥»(X), n=2 (2.59)

lineer rekiirans bagntisi ile verilen {‘I’n (X)};OZO seklindeki polinom dizisine IV. Tip

Chebyshev Polinomlari Dizisi denir.

IV. Tip Chebyshev polinomlarinin iireten fonksiyonu

1+t

— (2.60)
1-2xt+t

g n (X’ t) =
dir.

I., II., III. ve IV. tip Chebyshev polinomlarinin karakteristik polinomunun

kokleri
22 =2XA+1=0 (2.61)

denkleminden

a(X)=x+Vx> =1 ve PB(X)=x-Vx>-1 (2.62)

olmak tuzere

I. ve II. tip Chebyshev polinomlarinin Binet formiilleri sirasiyla

T, (X) = “n(x);ﬂ REY (2.63)
vE
n+l1 n+l
U, ()= XL X 2.64
(X) 1 (2.64)
dir.

II1. ve IV. tip Chebyshev polinomlarinin Binet formiilleri sirasiyla

(x—1+\/ﬁ)a”—(x—l—m)ﬂ“

V,(X)=
) X2 —1

(2.65)

Ve

(x+1+\/x2—1)a"—(x+1— xz—l)ﬂ”

2x% -1

¥ (X)= (2.66)

dir.
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Chebyshev polinomlar ile ilgili 6zellikler:

1. n>2 igin

2T, (X)) =U,(x)-U,_»(X) (2.67)
dir.
2. n2>1 i¢in

Ta(X)=U,(X)=xU,(X) (2.68)

dir.

3. n>0 i¢in, (2.64) 6zdesliginde X :% yazilirsa;

; N+l pn+l
O e LR
elde edilir.
4. n2>1 i¢in, (2.68) 6zdesliginde X:% yazilirsa;

(ORI

elde edilir.

5. (2.69) ve (2.70) 6zdesliklerinden n >0 igin

i) . i i"
Tn(Ejz 'nFn+1 _Eln 1|:n =?(2Fn+1 - Fn) (2.71)

ede edilir.

6. (2.1) ve (2.71) 6zdesliklerinden n >1 i¢in

T, Gj - '?(Fn 12F, ) 2.72)

elde edilir.
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7. (2.62) goz oniinde bulundurularak (2.63) 6zdesliginde X = é yazilirsa;

T@z[[lf][gn
e e

boylece
T, l = ﬂ Fan
2 2 F,
(2.11) den
i i"
Tn 5 ZELH (273)
elde edilir.
8. n,r,s>0 icin
1
Tn (X)Tn+r+s (X) + E[Tr—s (X) - TI’+S (X)] = Tn+r (X)TH+S (X) (2'74)

dir.
9. n,r,s>0 i¢in

AT 0T 0T 45 (X) +§[Tr_s<x> ~Trs OOF = [T (O Tnrss (0 + Trpr (T (0OF
(2.75)
elde edilir.

10. n,reIN , n>r icin

Unerot (0 -Upar 00 +U 2 () =U2 (%) (2.76)
dir.
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11. 2sin%6?cos[n+%j€:sin(n+1)0—sinn0

2 cos%&’sin[n +%j0 =sin(n+1)0+sinné
trigonometrik 6zdesliklerinden sirasiyla n>1 igin
Vn (X) =Un(X)—Un_1(X) (2.77)

Ve

() =U,(x)+U_(X) (2.78)

Ozdeslikleri elde edilir.

12. (2.77) ve (2.78) 6zdesliklerinde x :é icin, (2.69) dan sirasiyla

A Gj =i"(F,,, +iF,) (2.79)

A\~
¥, (lj =i"(F,,, —iF,) (2.80)

Ozdeslikleri elde edilir.

Tanim 2.2.7. Y20, x> +4y =0 ve

Fo(x,y)=0, Fi(x,y)=1
olmak tlizere

Fn(XY) =XFo_ (X y) + YFn2(X,y), n=2 (2.81)

rekiirans bagintis1 ile verilen, {Fn (X, y)}‘r)]o:0 seklindeki polinom dizisine Iki

Degiskenli Fibonacci Polinomlar1 Dizisi denir. (Mario Catalani, arXiv:

math/0406323v1 [math. CO] 16 Jun 2004)
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Iki Degiskenli Fibonacci Polinomlarinin iireten fonksiyonu

t
In(Xt) =———— (2.82)
I—xt—yt
dir.
Tanmm 2.2.8. y#0, X2 + 4y #0 ve
Ho(X,y) =237, Hi(X,y) =9

olmak tizere

Hy (X yY)=XH (X, Y) +yH 5 (X, y), nx2 (2.83)

rekiirans bagintis1 ile verilen, {Hn(x, y)}fzo seklindeki polinom dizisine

Genellestirilmis Iki Degiskenli Fibonacci Polinomlar1 Dizisi denir. (Mario
Catalani, 2004)

Genellestirilmis iki degiskenli Fibonacci polinomlarinin iireten fonksiyonu

ay + (a; —ayx)t
1-xt—yt?

g(x,y,t)= (2.84)

dir.

{Fn (X, y)};ozo ve {H n (X, y)};ozo dizilerinin karakteristik polinomunun kokleri

A2 -x—y=0 (2.85)
denkleminden
[,2 [,2
X+4/X" +4y X—4/X" +4y
a(x,y) BT BX.Y) =5 (2.86)

olmak tlizere,

{Fn (X, y)};ozo ve {H n (X, y)};ozO dizilerinin Binet formiilleri sirasiyla

Foxy) = 2B (2.87)

X2 +4y

\%
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Hn(x,y)=(a1—ﬂao)a“_ﬂ—(al—aao)aﬁ_ﬂ (2.88)
dir.
Tamm 2.2.9. a(x),b(x), p(x),q(x) reel katsayili polinomlar,
Ay (x)=a(x), A(x)=b(x)
olmak tizere
An (X) = p(X)Aq_ (X) + () App (X), n=2 (2.89)

rekiirans bagintisi ile verilen, {An (X)}C::O seklindeki diziye Polinom Dizisi denir.

(Kilig Emrah, accepted in RMJM )

{An (X) };O:O dizisinin iireten fonksiyonu

a(x) + (b(x) — p(x)a(x))t

g(x,t)= > (2.90)
1= p()t —q(x)t
dir.
{An (X) };Ozo dizisinin karakteristik polinomunun kokleri
22— p(xX)A-q(x)=0 (2.91)
denkleminden
X) ++/ P2 (X) + 4q(x X) —+/ P2 (X) + 40(X
w0~ POFVRPO+4A00 o POO-VPI0 400, o
2 2
olmak tizere
{A ()}, dizisinin Binet formiili
n n
An(X)=—Aa +B85 (2.93)
a-p

dir.
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3. BOLUM
DIOPHANTINE DORTLULERI VE UYGULAMALARI

Bu bolimde Diophantine dortliileri ve uygulamalarn verilmistir. Ayrica
milkemmel kare Ozelligini saglayan, elemanlar1 genellestirilmis say1 dizileri,

Chebyshev polinomlar1 olan kiimeler ve bu kiimelerin 6zellikleri incelenmistir.

Tanim 3.1.

{25,835, ) (3.1)
dort pozitif tamsayidan olusan bir kiime olsun. Bu kiimenin herhangi iki elemaninin
carpimina bir eklendiginde 1<1i, j <4 olmak iizere

aj-aj+1 (3.2)

miikemmel kare oluyorsa bu kiimeye Diophantine dortliisii denir.

Tammm 3.2. (3.1) kiimesinin herhangi iki elemaninin ¢arpimma n eklendiginde

1<1, j £4 olmak lizere

4; 'aj +N (3.3)

milkemmel kare oluyorsa bu kiimeye D(m) ozelligine sahip ( n. dereceden

Diophantus 6zelligine sahip ) Diophantine dortliisii denir.

Teorem 3.1.

1
L 33 68 105 6
16 16 16 16

kiimesinin herhangi 1iki elemanmnin ¢arpimina bir eklendiginde Diophantine

dortliisiidiir. ( Diophantus of Alexandria, 1974)



20

Ispat:
2 2
13 (17 33 68 (50
16 16 16)° 16 16 16 )°
2 2
i.§+1: & , £.£+1: ﬂ , (35)
16 16 16 16 16 16
1 dos (197 68 105 (86Y
16 16 16)° 16 16 16
elde edilir.

Fermat 1967 yilinda bu 6zelligi saglayan dort pozitif tamsayiy1 tahmin ederek

bulmustur. 1,3,8 tamsayilari ile baglamistir ve herhangi iki elemaninin ¢arpimina bir

eklendiginde miikemmel kare olan dort elemanli

{1,3.8,n} (3.6)
kiimesini tanimlamaistir.

(3.6) kiimesinin ilk ii¢ terimin ikiserli ¢arpimlarina bir eklendiginde
1.3+1=2%, 1-.8+1=3% 3.8+1=5 (3.7)

mitkemmel kare olur. Dolayisiyla dordiincli terimle diger terimlerin ikiserli
carpimlarina bir eklendiginde

n+1, 3-n+1, 8-n+1 (3.8)

miikemmel kare olmalidir. Buradan Fermat n =120 olarak bulmustur.

Teorem 3.2. (3.6) kiimesini Diophantine dortliisii olacak sekilde herhangi iki
elemaninin c¢arpimina bir eklendiginde miilkemmel kare ve n sayst 120 dir.

(Fermat,1967)

Ispat: Ik {i¢ terimin garpimma bir eklendiginde miikemmel kare oldugu (3.7) de

gosterildi. Dordiincii terim ile diger terimlerin ¢arpimina bir eklendiginde (3.8)

miltkemmel kare olacak sekilde n = x? +2x alimrsa

X2 4+2x+1,  3x2+6x+1,  8xZ+16x+1 (3.9)

elde edilir.
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u, v tamsayilari i¢in

3x2+6x+1=u? ve 8xZ+16x+1=V> (3.10)
denklemlerinden
5x(x+2)=v? —u? (3.11)
elde edilir.
(3.11) ¢arpanlara ayrilirsa
V—Uu=>5X, V+U=X+2
olmak tizere
v=3x+1 (3.12)
elde edilir.
(3.10) ve (3.12) denklemlerinden
8x2 +16x+1=(3x +1)? (3.13)

elde edilir.
(3.13) den x=0 veya x =10 oldugu agiktir. n pozitif tamsayis1 X =10 i¢in
n =120 olur.

Teorem 3.3. Herhangi k pozitif tamsayisi igin

{Fak» Farsas Fokea» 4Foket Faran Fars | (3.14)

kiimesi bir Diophantine dortliistidiir. (Hoggat-Bergum,1977)

Ispat:

Fox - Fokyp 1= F22k+1a
For - Faces +1= Fiias
2
sz . 4F2k+1 F2k+2 F2k+3 + 1 = (2 F2k+] F2k+2 - 1) 2

(3.15)
Fokio - Faksa +1= F22k+3s

Faksz " 4F Pk Fokas +1= (2F22k+2 + l)z,

2
Fair - 4P FakiaFakes 1= (2F2k+2F2k+3 + 1) .
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Teorem 3.4. F,, F, € {F, };O:o Fibonacci dizisinin uygun elemanlar olmak tlizere

{Fn ’ I:n+2r > I:n+4r ’ 4 I:n+r I:n+2r I:n+3r }

kiimesinin herhangi iki elemaninin ¢arpimina
FZFy veya —F;Fy

eklendiginde miikemmel karedir. ( Morgado Jose, 1983-1984 )

Ispat: (F,,) Fibonacci dizisi olmak iizere
Fo Frirss + (CD"Fr Fo =Fpyr Frvs
0zdesligi elde edilir. (Dustan Everman, 1970)
(3.17) 6zdesliginde S =r i¢in
Fn Froor +(-D"F2 = F2,
a=r ve b =1 i¢in teoremde birinci terim ile ikinci terimin ¢arpimina
(-D"F?

eklendiginde miitkemmel karedir.

(3.18) de n=n+2r icin

2 2 2
I:n+2r I:n+4r +(_1)n+ ' I:r = I:n+3r

a=r ve b=1 i¢in teoremden ikinci terim ile ii¢iincii terimin ¢arpimina

(_1) n+2r Fr2
eklendiginde miikemmel karedir.
(3.18)de r =2r igin

I:n I:n+4r + (_l)n F22r = I:n2+2r

a=2r ve b =1 igin teoremden birinci terim ile {i¢lincii terimin ¢arpimina

-D)"F5

eklendiginde miitkemmel karedir.

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)
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(3.17) 6zdesliginden
2 22
(Fn+r Foes —Fn Fn+r+s) =k F (3.21)
veE
22 2
4Fn Foir Fois Frprs +FOFs = (Fn+r Fois + Fn Fn+r+s) (3.22)
elde edilmistir.
(3.22) de s=2r igin
4Fn I:n+r I:n+2r Fn+3r + Fr2 F22r = (Fn2+r I:n2+2r + I:n I:n+3r)2 (3-23)

a=r ve b=2r i¢in teoremden birinci terim ile dordiincii terimin ¢arpimina
22
Fr F2r
eklendiginde miikemmel karedir.

(3.23)de n=n+r igin

AF e Frvar Fossr Fosar + FE F2 = (F20 Fr + For Fooar | (3.24
n+r Tne2r Fnsr Pnear + 00 For n+2r Mna3r T Pngr Pnaar ( )

a=r ve b=2r igin teoremden ti¢iincii terim ile dérdiincii terimin ¢arpimina
22
Fr F2r
eklendiginde miitkemmel karedir.

Sonug olarak (3.22)de S=r i¢in

AR F2 Frog +F = (F2, +Fy Fost | (3.25)

n'n+r ' on+2r n+r n ' n+2r

(a=b=r).

Teorem 3.5. Ry, , Ry € (Rn ) dizisinin uygun elemanlari, n>1 olmak {izere

n=0

{Wn > Wn+2r > Wn+4r 94Wn+r Wn+2r Wn+3r } (3-26)

kiimesinin herhangi iki elemaninin ¢carpimina

(eqm)tRﬁ(Rlz)t—l
eklendiginde miikemmel karedir. Burada R;, R, € {Rn };O:O genellestirilmis Fibonacci

say1 dizisinin uygun elemanlar1 ve m, W nin en kiictiik alt indisi olmak iizere W nin
carpan sayisinin 2 veya 4 olma durumuna bagli olarak t, 1 veya 2 degerini alir.

( A.F. Horadam, 1987 )



24

Ispat: (2.32) ve (2.33) binet formiilleri, (2.31) ve (2.35) 6zdeslikleriyle birlikte

kullanilirsa

Wy Whiris =Wnir Whis = €9 " RrRs (3.27)

0zdesligi elde edilir.
(3.27)de s=r igin

Wy Whior _eanr2 =Wn2+r (3.28)

dir.
(3.28)de n=n+2rigin

Wi ior W4y —€0 2 er = Wn2+3r (3.29)
dir.
(3.28)de r =2r igin

Wn VVn+4r _eanQZr :Wn2+2r (3.30)
dir.

(3.27) 6zdesliginin karesi alinirsa
20202 2
AW, Wiir Wois Whires + (e q " ) RrRs = (Wn Whires *Wnir Woys ) (3.31)

elde edilir.
(3.31)de s=2r igin

AW, W Wi W ( ”)2R2R2 = (W Wiz + Wi Woapr )* (332
n n+r n+2r Y¥n+3r + eq r'2r — n n+3r + n+r n+2r ( . )

dir.
(3.32)de n=n+r igin

2
4'\NnJrr Wn+2r Wn+3r Wn+4r + (e qn+r )Z er R22r = (Wn+r Wn+4r +\Nn+2r Wn+3r ) (3-33)

dir.
(3.31)de s=r igin

2
4an Wn2+r Wn+2r + (e q " )Z le1 = (VVn Wn+2r +Wn2+r ) (3-34)
dir.
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(3.34)de n=n+r igin

4AWp Wn2+2r Whar + (e q m )2 R;l = Whir Wniar +Wn2+2r (3.35)

elde edilir. (3.28), (3.29), (3.30) 6zdeslikleri (3.32), (3.33), (3.35) Ozdeslikleriyle

birlestirilerek istenen sonug elde edilmistir.

Pell ve Lucas dizileri ile ilgili 6rnekler:

Ornek 3.1. (2.36) dan e = -1 ve q = -1 igin W,(0,1;2,-1) = P,

{Pn s F)n+2r s I:)n+4r 74 I:)n+r I:)n+2r Pn+3r} (3-36)

mikemmel karedir.

n=1,r=1igin

{P, Py, Py, 4P, Py Py} =11, 5, 29, 480}
kiimesinin herhangi iki elemaninin ¢arpimina +1 veya +4 eklendiginde

1-5-P*=27, 5-29-P% =12,
1.29- P =52, 5.480 + P* =497,
1-480 + P*P; =22, 29-480+ PP’ =118?

miikemmel kare elde edilmistir.

Ornek 3.2. (2.35)den e =5 ve q =—1i¢in W,(2,1;1,-1) = L,

{Ln ’ I—n+2r > I—n+4r ’4 I-n+r I-n+2r Ln+3r} (3-37)

milkemmel karedir.
n=1,r=1 igin

L, L3, Ls, 4L, Ly Ly p=11, 4, 11, 336}

kiimesinin herhangi iki elemaninin ¢carpimina 5 veya 52 =25 eklendiginde

1-4+5=37, 4.11+5=7%,
1-11+5=42, 4.336+25=37°,
1-336+25=197, 11-336+25 =612

miikemmel kare elde edilmistir.
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Fermat 6zelliginin benzer sonuglar1 dort elemanli Pell ve Lucas sayilarindan

olusan sonsuz bir¢ok kiimeye genellestirilebilecegi aciktir.

1995 yilinda Jose Morgado; Gheorge Udrea nin (Srivastava, H. M. And
Manocha, H. L, 1984) ve Udrea G. den elde ettigi sonuglar1 genellestirmis ve 1. Tip

Chebyshev polinomlari i¢in benzer sonuglar elde edilmistir.

Lemma 3.1. (Tn )nzo I. tip Chebyshev polinomlar1 igin

Tn (X)Tn+r+s (X) + %(TI'—S (X) _TI'+S (X)) = TI’]+I’ (X)TH+S (X) (3'38)
ve

AT ()T (X)Tn+s (X)Tn+r+s (X)+ i(Tr—s (x) - Tr+s (X))2 =

= Ty (O Tpras () + Ty (0T (X)) (3.39)

0zdeslikleri vardir. (Morgado Jose, 1995 )

Ispat: Notasyon kolaylig1 agisindan T,,(X) polinomu T seklinde ifade edilmistir.

(2.49) 1. tip Chebyshev polinomu tanimindan

T Tirss =cosnfdcos(N+T1 +8)0 = %(cos(Zn +r+5)8+cos(r + 5)6’)
Ve
T Tous =cos(n+1)0 cos(n+5)0 = %(cos(Zn +1 +8)8 + cos(r —s)6)
buradan
ToTnires = Tnor Tnas = %(cos(r +5)8 —cos(r — 5)9)
Ve
TTores = ToerTows = %(THS -T. ) (3.40)

dir. Boylece (3.38) 6zdesliginin ispat1 elde edilmistir.
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(3.40) 6zdesliginin karesi alinirsa

1 2 2
Z(Tr—s _Tr+s) = (Tn+rTn+s _TnTn+r+s)
2 +2 272
=Tn+rTn+s. +T, Tn+r+s - 2TnTn+rTn+sTn+r+s
buradan
1 2 2 2 P
AT T ThesThires + Z(Tr—s _Tr+s) =TnirTnes + T Toires + 2T Mo e Tnas Tnaras

dir. Boylece (3.39) 6zdesliginin ispat1 elde edilmistir.

Teorem 3.6. k>h>0 T, ,T, e(T,) ., L tip Chebyshev polinomlar dizisinin

n=0

uygun elemanlari olmak tlizere

{Tn ’Tn+2r aTn+4r »4Tn+r Tn+2r Tn+3r } (3-41)

kiimesinin herhangi iki elemaninin ¢arpimina

B (Th ~Ti )}t

eklendiginde miikemmel kare olur. Burada (3.41) deki terimlerin ¢arpiminin ikili
veya dortlii ¢arpan olma durumuna gore t degeri 1 veya 2 dir. ( Morgado Jose, 1995)
Ispat:

(3.38)de s=r igin

1 2
TnTn+2r + E(TO - T2r ) = Tn+r (3.42)

elde edilir.
(3.42)de r=2r igin
1

2
TnTn+4r +E(T0 _T4r):Tn+2r (3.43)
elde edilir.
(3.43)de n=n+2r igin
1
Tn+2 rTn+4r + 5 (TO - T2r ) = Tn2+3r (3.44)

elde edilir.
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(3.39) da s=2r icin

2
1
4TnTn+rTn+2rTn+3r + (E(Tr _T3r )) = (TnTn+3r + Tn+rTn+2r )2 (3-45)

elde edilir.
(3.45)de n=n+r igin

2
1
4Tn+rTn+2rTn+3rTn+4r + (E (Tr _T3r )) = (Tn+rTn+4r +Tn+2rTn+3r )2 (3-46)

elde edilir.

(3.39)da n=n+r ve S=r igin
1 : 2
4-I-n+r-|-n2+2r-|-n+3r + [E (TO _Tzr )j = (Tn+rTn+3r +Tn2+2r) (3~47)

teoremin ispat1 tamamlanmis olur.

Teorem 3.7. F,,, F,, € {F, };O:O Fibonacci say1 dizisinin uygun elemanlar1 olmak

uzere

{an I:2n+4r I:2n+8r 4. I:2n+2r . I:2n+4r . I:2n+6r} n.r>0 (3.48)

s 5 s
Fn

I:nJrZr Fn+4r I:n+r Fn+2r Fn+3r

kiimesinin herhangi iki elemaninin ¢arpimina

t
s4p-Fon
I:h

eklendiginde miikemmel kare elde edilir. Burada (3.48) deki terimlerin ¢arpiminin
ikili veya dortlii carpan olma durumuna gore t degeri 1 veya 2 dir.
(Morgado Jose, 1995)
Ispat:
(2.73) 6zdesliginin uygun degerleri, (3.42) de yerine yazilirsa

. . . 2
2 Fon Fonar +l l—ﬂ~ Far _ 2 [ Fansor
4 I:n l:n+2r 2 2 I:2r 4

Fn+r

buradan
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2
Fon F F F
Ton | Ponvar (—1)”(2(—1)r __Ar j:[ Zn+2r j (3.49)
Fo Fnior Far Frar
elde edilir.
(3.49)da r =2r igin
2
Fon Fonssr | (—1)”(2 _Far ]: ( Fansar j (3.50)
Fn n+4r Far Fhiar
elde edilir.
(3.50) de n=n+2r igin
2
F F F F
2n+4r Ton48r (-1)”(2(—1)r __4r J:( 2n+6r j (3.51)
Fnior  Fniar Far Foar
elde edilir.

(2.73) 6zdesliginin uygun degerleri, (3.46) da yerine yazilirsa

2
4 I:2n . I:2n+2r . I:2n+4r . I:2n+6r +(F2r _(_l)r i} —

I:n I:n+r Fn+2r I:n+3r I:r F3r
2
=(F2n . F2n+6r + F2n+2r . F2n+4rj (3.52)
I:n I:n+3r l:n+r Fn+2r
boylece
2
4F2n+2r I:2n+4r I:2n+6r I:2n+8r +[F2r _(_l)r h] _
I:m—r I:n+2r I:n+3r I:n+4r I:r F3r
2
:[F2n+2r I:2n+8r + I:2n+4r I:2n+6rJ (3.53)
I:n+r I:n+4r I:n+2r I:n+3r
elde edilir.

Sonug olarak (2.73) 6zdesliginin uygun degerleri, (3.47) de yerine yazilirsa

2
2 2 2
4 I:2n+2r (F2n+4r J I:2n+6r + [2 _ (_l)r I:6r ] — I:2n+2r I:2n+6r + ( I:2n+4r J
l:n+r I:n+2r I:n+3r I:2r I:n+r I:n+3r I:n+2r

(3.54)

sonucu elde edilir.
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Teorem 3.8. (Ln )nzo Lucas say1 dizisi ve n =1 olmak lizere
{Lnn Lniors Lnvars 4-Logr - Logor - Linsar } (3.55)
kiimesinin herhangi iki elemaninin ¢arpimina
+(+2-L,)

eklendiginde miikkemmel kare elde edilir. Burada h ¢arpimda ¢arpanlarin alt indisi ile
iist indisi arasinda, ikili veya dortlii carpan olma durumuna gore t degeri 1 veya 2 dir.

( Morgado Jose, 1995)

Ispat: Teorem 3.7 nin ispatina benzer sekilde yapilabilir.
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4.BOLUM

CHEBYSHEV POLINOM DORTLULERI

Bu béliimde elemanlari I. tip Chebyshev polinomlar dizisinden segilen

{Tn+r—15Tn+r+1’Tn+r—1 + 2TnJrr +Tn+r+17Tn+r—1 + 4'Tn+r + 4Tn+r+1}

I. tip Chebyshev polinomlar dortliisii elde edilmistir. Benzer sekilde elemanlar: I1.,

III. ve IV. tip Chebyshev polinomlar1 dizisinden segilen dortliiler verilmistir.

Lemma 4.1. T, € {Tn }:10=o L. tip Chebyshev polinomlari, r +$ ¢ift tamsayi, n,r,s>0

2
1
(Tn,ws lj'(Tnlr+s,1j+§(T0_T2)=(Tn r+s] (4-1)
2 T2 TR

0zdesligi vardir. Notasyon kolaylig1 agisindan T,(X) L. tip Chebyshev polinomlar1 T,

olmak tuzere

seklinde ifade edilmistir.

Ispat: (2.49) 1. tip Chebyshev polinomlarmin tanimindan

T i 1T 14 =cos(n+i—1}9-cos[n+ﬂ+lj9
n+7—l n+7+1 2 2

- %(cos(zn £145)0 4+ cos(20))

= %(cos(2n +r+8)9+T,)

\
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n+T H+T 2 2

:%(cos(Zn—i- F +5)0+cos(0)9)

= %(cos(zn +r+s)9+T,)

buradan

2
1
[TNMTN){TJ =5 (L -T) (4.2)

elde edilir.

Teorem 4.1. T, {Tn }:O:O I. tip Chebyshev polinomlari, n,r >0 olmak tizere

{T T T

n+r—1> "‘n+r+1> 'n

T

n

+r-1 + 2Tn+r +T +r—1 + 4Tn+r + 4Tn+r+1} (4-3)

n+r+1»

kiimesinin herhangi iki elemaninin ¢arpimina

2T, ~T,), liled.

N= %(T0 ~T,), geriye kalan terimler igin

eklendiginde miitkemmel karedir.
Ispat: (4.1)de s=r igin,

1. terim ile 2. terimin ¢arpimi

(Tn+r—1)'(Tn+r+1)+%(T0 _T2)= (Tn+r)2 (4-4)

dir.

(4.4) 6zdesligi kullanilarak diger terimlerin ispati1 yapilabilir.
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1. terim ile 3. terimin ¢arpimi
Tn+r—1 (Tn+r—1 + 2Tn+r +Tn+r+1 ) = (Tn+r—1 )2 + 2(Tn+r—1 )(Tn+r)+ (Tn+r—l )(Tn+r+1)
1
= (Tn+r—1)2 + 2(Tn+r—1 ner T (Tn+r )2 _E(TO _T2)

1
= (Tn+r—1 +Tn+r )2 - E(TO _Tz)

boylece

1
Tn+r—1 (Tn+r—1 + 2Tn+r +Tn+r+1)+ E(TO _TZ) = (Tn+r—1 +Tn+r )2 (4.5)

elde edilir.

1. terim ile 4. terimin ¢arpimi
Tn+r—1(Tn+r—1 + 4'Tn+r + 4Tn+r+1 ) = (Tn+r—1 )2 + 4'(Tn+r—1 )(Tn+r )+ 4(Tn+r—1 )(Tn+r+1)

= (Tn+r—1)2 + 4(Tn+r—1)(Tn+r )+ 4‘:(Tn+r )2 - %(TO -T, ):l
= (Tn+r—1 + 2Tn+r)2 - 2(TO _Tz)

boylece
T

n+r-1

(T

n+r—

| 4T +4T,

n+r+1

)+2(Ty-T,)=(T

n+r—

1 + 2Tn+r )2 (4'6)

elde edilir.

Benzere sekilde diger terimlerin ¢carpimi elde edilebilir.

Sonug 4.1. (2.73) 6zdesligi ve (4.4) den

in+r—1 in+r+1 1 i2 in+r 2
—(Ln+r—1 )—(Ln+r+1 )+ _(1 5 LZJ = (7 Ln+r]

2 2 2 2
Ve
j2n+2r s j2n+2r 2
4 ((Ln+r—1)(|-n+r+1)+|_ " r(2+ LZ)):T[LMF;SJ
boylece

(I-r1+r—1)(|-n+r+1)"|'5(_1)n+r :(Ln+r)2 4.7)
elde edilir.
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Teorem 4.2. L, {Ln };Ozo Lucas say1 dizisi ve n,r >0 olmak iizere

{Ln+r—19 Ln+r+19 I-n+r—1 + 2|-n+r +1 I-n+r—1 +4Ln+r +4Ln+r+1} (4'8)

n+r+1°

kiimesinin herhangi iki elemaninin ¢arpimina

N 20CDMT Liled,
5(-)™", geriye kalan terimlerigin

eklendiginde miikkemmel karedir.

Ispat: (4.7) 6zdesligi kullanilarak, Teorem 4.1. in ispatina benzer sekilde ispat
edilebilir.

Lemma 4.2. T, e {T,}" ,U, e {U,}", sirasiyla I ve IL. tip Chebyshev polinomlari

r +s c¢ift tamsayi, n,r,s >0 olmak iizere
2
U U +;(T -T,)=|U (4.9)
n+%71 n+%+1 2sin? 6 0 72 n+% ’

0zdesligi vardir. Notasyon kolaylig1 agisindan T,(X) ve U,(X) polinomlart T,,U,

seklinde ifade edilmistir.

ispat:
(2.52) II. tip Chebyshev polinomlarinin tanimindan

sin(n +r;S—1j¢9 sin[n +Hz_s+ljt9
(Unﬂ”’s lj.(um";sﬂj: '

sin @ sin @

2

= ﬁ(cos@)ﬁ —cos(2n+r +5)8) (4.10)
Sin

ve
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(cos(0)8 —cos(2n + r +5)60) (4.11)

- 2sin’ @

elde edilir.
(4.10) ve (4.11) 6zdesliklerinden

2
1
(Un+'”2r&"—1}'[un+'”2rs+1)_[un+r;5] ZM(TZ _TO) (4.12)

elde edilir.

Teorem 4.3. T, e {T,}7_,U, €{U,|"_, swrasiyla I. ve IL tip Chebyshev polinomlari

n=0>"—n
ve Nn,r >0 olmak lizere

{Un+r—19 Un+r+1’ Un+r—1 + 2U n+r +Un+r+19 Un+r—l +4Un+r +4Un+r+l} (4'13)

kiimesinin herhangi iki elemaninin ¢carpimina

%(TO—Tz), l.ile4.
N=J S 0
.12 (T,—T,), geriye kalan terimler icin
2sin” @

eklendiginde miikemmel karedir.

Ispat: (4.9) 6zdesligi kullanilarak, Teorem 4.1. in ispatina benzer sekilde ispat
edilebilir.

Sonuc 4.2. (4.9) 6zdesliginde X :é aliirsa, (2.69), (2.73) 6zdeslikleriden

2
_n+%—1 F _n+ri25+1 B 1 { i2 L JH%F
i N + ——L, |=|i
nJLZS n+%+2 2sin’ @ 2 2 n+$+l

Chebyshev polinomlar dizisinin trigonometrik 6zdesliginden cos@ =X olmak iizere

sin @ = > dir.
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Boylece
2
F2N+r+S 1 n+% 5 _i2n+r+s
: [FnJr”sz[ Fn+r2+5+2j * E(_l) E = I:n+ri23+1
2
ve
2
"I 4.14
I:n+% . Fn+%+2 +(=D) B Fn+ﬂ+1 (4.14)
2
elde edilir.

Teorem 4.4. F, € {Fn }:;0 Fibonacci say1 dizisi ve n,r >0 olmak iizere
{Fn+rﬂ Fn+r+2> I:n+r + 2Fn+r+1 + Fn+r+2> |:n+r + 4Fn+r+1 + 4Fn+r+2} (4'15)

kiimesinin herhangi iki elemaninin ¢arpimina

N ) AEDTTL Liled.
(-=D)™",  geriye kalan terimler icin

eklendiginde miitkemmel karedir.

Ispat: (4.14) 6zdesligi kullanilarak, Teorem 4.1. in ispatina benzer sekilde ispat1 elde
edilebilir.

Lemma 4.3. T, e {T,}” .V, € ¥, |, sirastyla I. ve IIL tip Chebyshev polinomlari

r +s cift tamsayi, n,r,s >0 olmak iizere

2
1
Vv v +—(T,-T,)=|V (4.16)
( n+“2’51J ( n+rJ2'5+1J 20052;9 0~ 12 [ n+rJ2rsJ

0zdesligi vardir. T (X) ve V,(X) polinomlar1 notasyon kolaylig1 acisindan T,,V,

seklinde ifade edilmistir.
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Ispat: (2.55) III. tip Chebyshev polinomlarinin tanimindan

r+s 1 r+s 3
cos n+7_5 0 cos n+T+5 0
{Vn+r+s—1J . [Vn+r+s+1] - 1 . 1
2 2

= ;l(cos(zn +1+5+1)8+cos(2)6) (4.17)
2c0s’ -0
2
ve
r+s 1 r+s 1
COS(n+2+2j COS(n+2+2j
cos—0 cos—0
2 2
= ;(cos(m + 1 +5+1)8 +cos(0)8) (4.18)
2cos>—6
2
elde edilir.

(4.17) ve (4.18) 6zdesliklerinden

2
1
Vv v —|V = (T,-T,)
( ”“55_1} ( ”“WJ ( ”*r?] 20052;6’ S

elde edilir.

Teorem 4.5. T, e{T, | .V, e{V,}", sirastyla I ve IIL. tip Chebyshev polinomlari

n=0°
ve n,r >0 olmak lizere

{Vn+r—l’ Vn+r+l’ Vn+r—1 + 2Vn+r +Vn+r+l’ Vn+r—1 + 4Vn+r + 4Vn+r+l} (4'19)

kiimesinin herhangi iki elemaninin ¢arpimina
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-—i%—{m—ul 1.ile4.

cos’— 6
2

1 (T,—T,), geriye kalan terimler igin

2cos’ — 0
2

eklendiginde miikemmel karedir.

Ispat: (4.16) 6zdesligi kullanilarak, Teorem 4.1. in ispatina benzer sekilde ispat1 elde
edilebilir.

Sonug 4.3. (4.16) 6zdesliginde X :% alinirsa, (2.73) ve (2.79) 6zdeslikleriden

" F i " i [ U
| n+%+l ”+%—1 ! n+%+2_H n+%+1 +@ _E 2|~

r+s 2
.”*T .
=1 F o +IF
n+—-+1 n+——
2 2

Chebyshev polinomlar dizisinin trigonometrik 6zdesliginden cos@ = X olmak iizere
2cos’ 1 = 1+2 dir.
2 2

Boylece

s ( J( 5i—2n—r—s
S2N+r+S H :
I F +1F F +1F =
r+s r+s_ r+s r+s .
n+—2 n+—2 1 n+—2 +2 n+—2 +1 i+2

2
F2N+r+s :
=1 {F s HIF r+sJ
n+7+1 n+——

2
vE
2
(Fn‘r+s+”:n‘r+s lj(Fn‘l’+S‘2+|Fn‘l’+s‘1}+(2_l)(_l)n+2 :(F r+s +1F r+sJ
) ) o T n+T+1 n+T
(4.20)

elde edilir.
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Teorem 4.6. F, {Fn }:O=o= L, e {Ln };ozo sirasiyla Fibonacci ve Lucas say1 dizileri ve

n,r >0 olmak tlizere
{(Fn+r + iFn+r—1)’ (Fn+r+2 + iI:n+r+1)9 (Fn+r + iI:n+r—1)+ 2(Fn+r+1 + il:n+r )+ (Fn+r+2 + i':n+r+1)’

(Fn+r + il:r1+r—l)+ 4(Fn+r+1 + iFn+r)+ 4(Fn+r+1 + iFn+r) } (421)

kiimesinin herhangi iki elemaninin ¢arpimina

N :{4(2—i)(—1)””, 1.ile4.

2-i)-1)™", geriye kalan terimler igin

eklendiginde miitkemmel karedir.

Ispat: (4.20) 6zdesligi kullanilarak, Teorem 4.1. in ispatina benzer sekilde ispat
edilebilir.

Lemma 4.4. T, e {T,}|” ¥, € {¥, ", swrastyla L. ve IV. tip Chebyshev polinomlart,

n=0°

I +s cift tamsayi, n,r,s >0 olmak iizere

2
1
¥ 7 t—— (T,-T,)=| ¥ 4.22
( n+l”2rs_1J( n+r‘55+1j 2Sin2;0(0 2) ( n+rJ2rsJ ( )

0zdesligi vardir. T,(X) ve W¥,(X) polinomlar1 notasyon kolaylig1 agisindan T,,'¥,

seklinde ifade edilmistir.

Ispat:
(2.58) IV. tip Chebyshev polinomlarinin tanimindan
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sm(n+rzs—l+;j9 sm(n+rzs+1+;J9
[\Pmr;slj . (\PnﬂuerHJ - .

sinlﬁ sinlﬁ
2
= —;(COS(ZH +1+5+1)0 —cos(2)0) (4.23)
2sin®— 0
2
A
) r+s 1 ) r+s 1
Sin H+T+E Sin n+7+5
[\P] ' {‘P J = ] ' ]
2 2 sin—& sin—@
2 2
= —;l(cos(zn + 1 +5+1)0 —cos(0)8) (4.24)
2sin® — 6
2
elde edilir.

(4.23) ve (4.24) 6zdesliklerinden

2
1
¥ | - ¥ =——(1,-T,
[ n+r§S—1J( n+rJ2“s+1J ( n+r;s] 2Sin2;9 ( 2 0)

elde edilir.

Teorem 4.7. T, e {T, 1", ¥. e {¥

=0 o Strasiyla I. ve IV. tip Chebyshev polinomlari

dizisi ve n,r >0 olmak {izere

{\P ¥ an+r—l + 2\Pn+r + \Pn+r—l + 4'an+r + 4LPn+r+l} (4'25)

n+r—1> = n+r+l» n+r+1»

kiimesinin herhangi iki elemaninin ¢arpimina
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2

——(-T). Liled.
sin” — 6
N = . 2
(T, —T,), geriye kalan terimler igin
2sin’ 59

eklendiginde miikemmel karedir.

Ispat: (4.22) 6zdesligi kullanilarak, Teorem 4.1. in ispatina benzer sekilde ispat
edilebilir.

Sonuc 4.4. (4.22) 6zdesliginde x :é aliirsa, (2.73) ve (2.80) 6zdeslikleriden

" iF " iF L [ZE )
I n+%_l n+%71 | n+%+2_l n+%+l +@ _3 2 |~

Chebyshev polinomlar dizisinin trigonometrik 6zdesliginden cosé = X olmak tizere
2sin?20=2"" gir.
2 2

Boylece

s [ 5i—2n—r—s
s2N+r+S . .
I F —-iF F —iF =
r+s r+s_ r+s r+s .
n+—2 n+—2 1 n+ B +2 n+ B +1 2—1i

elde edilir.
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Teorem 4.8. F, € {Fn }:zo, L, e {Ln };Ozo sirastyla Fibonacci ve Lucas sayilari dizisi ve

n,r >0 olmak iizere

{(Fm—r - iI:n+r—1 )>(Fn+r+2 - iI:n+r+1 )>(Fn+r - iI:n+r—l)+ 2(|:n+r+1 - iI:n+r )+ (Fn+r+2 - iI:n+r+1 )’

(Fn+r - iFn+r—1)'|' 4'(Fn+r+1 - il:n+r)+ 4(Fn+r+2 - iFn+r+1)} (4-27)

kiimesinin herhangi iki elemaninin ¢carpimina

N - 42+i)-1)"", liled.
(2+i)-1)"", geriye kalan terimler icin

eklendiginde miikkemmel karedir.

Ispat: (4.26) 6zdesligi kullanilarak, Teorem 4.1. in ispatma benzer sekilde ispat
edilebilir.
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5. BOLUM

GENELLESTIRILMIS iKi DEGISKENLI POLINOM DORTLULERI

Bu bolimde I. tip Chebyshev polinomlar dizisinden olusturulan dortliilerin
genellestirilmesi yapilarak, elemanlar1 genellestirilmis iki degiskenli polinomlar

dizisinden segilen

2 2
{S r+s » K=S r+s » S r+s +2K'S r+s +K*S r+s
n+——-1 n+——+1 1 n+

— n+—+1 ’
2 2 2 2 2

S r+s

2 2

+4KS |, +4K?S }
1 n+ n+——-+1

genellestirilmis iki degiskenli polinomlar dortliisii elde edilmistir.

5.1. Genellestirilmis Tki Degiskenli Polinomlar Dizisi

Tamm 5.1.1. {Sn (a(x), b(x); P(X),Q(y))(x, y)}dizisi notasyon kolaylig1 acisindan
(a(x), b(x); P(X),Q(y)) bagimsiz degisken cikarildi ve sadece {Sn (X, y)}nZO seklinde

ifade edildi. Baslangi¢ kosullar1
So(x,y)=a(x) ve S;(x,y)=hb(x)

olmak tizere

Sn(%,Y)=PX)Sn_1(%,Y) = Q(Y)Sh2(X,y), n=2 (.1

rekiirans bagintisi ile verilen, {Sn(x, y)}:ozo dizisine Genellestirilmis iki Degiskenli

Polinomlar Dizisi denir. Bu tanim ( 2.27) nin genel halidir.

(X,y reel katsayili iki degisken olmak tizere S,(X,Y),P(X), Q(y),a(x),b(X)

polinomlari, notasyon kolaylig1 agisindan sirasiyla S,,P,Q,ave b seklinde ifade

edildi.)
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Genellestirilmis iki Degiskenli Polinomlar Dizisinin, karakteristik polinomunun

kokleri P? —4Q # 0 olmak iizere

t? —Pt+Q=0
denkleminden
P++P?-4Q F, P—P?-4Q
o=— =
2 2

(5.3) kolerinin; ¢arpimi, farki ve toplami

a-f=Q, a-B=P°-4Q, a+p=P

dir.

{Snf, dizisinin Binet formiilii
_Aa"-B-p"

S
n a-p

(5.7) den

A=b-a-f ve B=b-a-«a

(5.2)

(5.3)

(5.4)

(5.5)

(5.6)

elde edilir. (Xx,y reel katsayili iki degisken olmak iizere S,(X,Y),P(x),Q(Y),

a(x),b(x), A(X, y) ve B(X, y) polinomlari, notasyon kolaylig1 agisindan sirastyla S,

P,Q,a,b, A ve B seklinde ifade edilmistir.)

5.2. Genellestirilmis Iki Degiskenli Polinomlarin Ureten Fonksiyonu

Tanmm 5.2.1. a,,a,,...,a, reel sayilar dizisi olsun.

n

gp(X)=a +at+--+a "+ => at"
n=0

fonksiyonuna {a, }10 dizisinin iireten fonksiyonu denir.

(5.7)
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Tamm 5.2.2. S,S,,...,S, iki degiskenli polinomlar dizisi olmak iizere
00 (%, Y,1) =Sy +Sit+St7 +-- 4+ S "+ = > S t" (5.8)
n=0

fonksiyonuna Genellestirilmis Iki Degiskenli Polinomlar Dizisinin Ureten
Fonksiyonu denir.

(5.1) rekiirans bagintisindan elde edilen indirgenmis polinomu
k(x,y,t)=1-Pt+Qt?
n>2 igin
S,-P-S,,+Q-S,,=0
olmak iizere
g,k = (SO +St+St7 +--- 4+, t" +---)(1— Pt+Qt2)

=S, +(S, = PS, )t +(S, — PS, + QS )t? +---
+-+(S, = PS, , +QS, )" +---
=S, +(S, — PSy)t

=a+(b-aP)t

buradan
{Sy}7, dizisinin iireten fonksiyonu

_a+(b-Pa)t

= (5.9)
" 1—Pt+Qt?

dir.

Lemma 5.2.1. {Sn };ozo genellestirilmis iki degiskenli polinomlar dizisi, r + S ¢ift

tamsay1 ve n,r,s>0 olmak iizere
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2
r+s
[s e J(KZS e ]+K2AB(aﬂ)”+z_1=[KS HS] (5.10)
n+7—1 n+7+1 n+7

0zdesligi vardir. Burada K(X,Y),S,(X,Y) iki degiskenli reel katsayili polinomlari

notasyon kolayligi acisindan K,S,, seklinde ifade edilmistir.

Ispat: (5.5) Binet formiiliinden

o] ne S LA PLELIT)
S K2S _K?2 Aa 2 -Bp 2 'Aa > _gg"
n+izs—1 n+%+1 B a—ﬂ a—IB
2 1 ’ 2 2n+r+s 2 p2N+r+s ne T ne
a_
_AB 2 g | K| 2ABa 2B 1 2ABa
(@-p) (a-pBY
2 r+s r+s
= K7 =2 L -K? g +
“ (a-p)
E n+B o
IN-PAEY {_1]
—K? p
(=Y

buradan

2
r+s
[s s 1]K{s s J:{Ks HS] ~K2AB(af)" 2 (5.11)
n+——— n+——+ n+——
2 2

elde edilir.
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Teorem 5.2.1. {Sn }:o:o genellestirilmis iki degiskenli polinomlar dizisi, r + S ¢ift

tamsay1 ve n,r,s >0 olmak iizere

, S

S r+s r+s r+s
{ n+——-1 n+——+1 n+——-1
2 2 2

+2KS . +K*S ..,
n+

— n+——+1
2 2

S

r+s
n+——-1
2

+4KS . +4K*S . } (5.12)
n+ n+——+1

kiimesinin herhangi iki elemaninin ¢arpimina

N 4K AB(aB) T2 Liled.
K? AB(aﬂ )n+%_l , geriyekalan terimlerigin

eklendiginde miitkemmel karedir.

Ispat: 1. terim ile 2. terimin carpimi, Lemma 5.1.1. de ispat edildi. Diger terimlerin

carpiminda (5.11) géz 6niinde bulundurulursa,

1. terim ile 3. terimin garpimi,

2 _
[Snﬂzs—lj '(Swr;s_l * 2K8n+% K Sn+r2+s+1j B

r+s

(Smﬁ's—lJ' Sn r+s +2KS res T Kzsn r+s + AB(aﬂ)nJrT_l =
D) +T+1

2
= [ Sn+i2s—1 + Sn+f+25j (5.13)
elde edilir.
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1. terim ile 4. terimin ¢arpimu,

2 _
{Sn+r2+5—lJ . [Smr;s_l * 4KSn+$ +4K Snﬂfﬂ} B

2
— 2
_[Snﬂzs—lj +4K (Sn+rzﬂ—lj{sn+ts]+4K (Sn+P2rs—1 ][Snﬁ;sﬂj

bdylece

r+s_4
(smwslj-(smml +4KS s +4K28n+r+3+1]+4K2AB(a,b’)”+ 2 =
2 2 BN 2

2
_ (Smr;s_l + 2Ksn+r+3] (5.14)

ede edilir.

Diger terimlerin ¢arpimi benzer sekilde elde edilebilir.

(5.12) de s=r igin

Sonug 5.2.1. {Sn }:ozo genellestirilmis iki degiskenli polinomlar dizisi olmak tizere
{(Sn+r—1 ), K2(Sn+r+1 )> (Sn+r—1 ) +2K (Sn+r ) + K2 (Sn+r+1 )’

(Sn+r—1)+4K (Sn+r)+4K2 (Sn+r+1)} (5~15)

kiimesinin herhangi iki elemaninin ¢arpimina

N = 4K2AB(aB)" ", l.ile4.
K? AB(aﬁ )n”_] , geriyekalan terimlerigin

eklendiginde miitkemmel karedir.
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(5.15)de r=n igin
Sonug 5.2.2. {Sn }:ozo genellestirilmis iki degiskenli polinomlar dizisi olmak tizere
{SZn—D K252n+1a Sona +2K Sy + K? Sonsts Sanog 4K S, +4K? 82n+1} (5.16)
kiimesinin herhangi iki elemaninin ¢arpimina

N - 4K2AB(aB)", 1.ile4.
K? AB(a,B )2n71 , geriyekalan terimleri¢in

eklendiginde miikemmel karedir.

(5.12)de r+s=2 igin

Sonug 5.2.4. {Sn }:O:O genellestirilmis iki degiskenli polinomlar dizisi olmak {izere
80 K2Sp.00 S, 42K S, + K2 S, 5, S, +4K S, +4K?S,,|  (5.17)
kiimesinin herhangi iki elemaninin ¢arpimina

N = 4K*AB(ap)', 1.ile4.
KzAB(aﬂ )n, geriyekalan terimleri¢in

eklendiginde miitkemmel karedir.

Sonug 5.2.5. {Sn };ozo genellestirilmis iki degiskenli polinomlar dizisi olmak {izere

(5.15)de K =1, K=-1 igin sirastyla
{Sn+r—17 Sn+r+15 Sn+r—1 +2 Sn+r +Sn+r+1> Sn+r—1 +4Sn+r +4Sn+r+1} (518)
{Sn+r71’ Sn+r+19 Sn+r71 _2Sn+r +Sn+r+1’ Sn+r71 _4Sn+r + 4Sn+r+1} (5-19)

kiimesinin herhangi iki elemaninin ¢arpimina

N = 4AB(ap)"™*", l.ile4.
AB(a,B )nH_l, geriyekalan terimlerigin

eklendiginde miitkemmel karedir.
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Teorem 5.2.2. {Sn }:zo genellestirilmis iki degiskenli polinomlar dizisi, r + S ¢ift

tamsay1 ve n,r,s >0 olmak iizere

2 2
{S r+s » K*S r+s .» S r+s +2KS r+s +K*S r+s »
n+——-1 n+——+1 n+——-1 n+—— n+——+1
2 2 2 2 2
2
S ... —2KS .. +K*S . (5.20)
n+7—1 n+—= n+7+1

kiimesinin herhangi iki elemaninin ¢arpimina

2
N = {ZKSMHS) , 3.1le4.
2

K*AB (0{,6’ )”+%_1 ,  geriyekalan terimlerig¢in

eklendiginde miikemmel karedir. K(X,Y),S,(X,Y) iki degiskenli reel katsay1li
polinomlar1 notasyon kolaylig1 agisindan K, S, seklinde ifade edilmistir.

Ispat:

1. terim ile 4. terimin garpimi,

S r+s 1S r+s -2KS r+s+K2S r+s =
- n+7—1 n+T n+T+1

2
:(Sn r+s J _2K(S r+s ][S r+s]+K2(S r+s ](S r+s ]
+—-1 n+——-1 n+—— n+——+1 n+——-1
2 2 2 2 2
2 2 ris
n
=S s —2K|S s S ris [F|KS ] =K 2AB(aﬁ)n+7_l
n+T—1 n+7—1 n+7 n+T

2

r+s

:[s v Ksmmj ~K?*AB(ep)" 2 !
2

buradan
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r+s

(S r+s }[S r+s —-2KS r+s+K28 r+s ]+K2AB(aﬂ)n+2_1=
n+——-1 n+7—1 n+7 n+7+1

2
:(SMHS_I—KSMHS} (5.21)
2 2
dir.
2. terim ile 4. terimin garpimi,
K?2 b, (S s — 2K Sn+E +K? Sn+r+s+]] _
2 2 2 2
2
_ K2 A3 2
=K (Sm”zfs—l j(sm'”zfsﬂj 2K (Snﬂ;sj{smr“}l}—i_(K Sn+r;5+1j
2 2
=| KS r+s | K2AB(a/B)n+%il -2K ’ S r+s S r+s + KzS r+s
N+~ N+ n+7+1 N+ =+l
bdylece
2 2 2 s
K sm%+1 (Smr;s_l —2KS s +K smr;sﬂ} KZAB(ep)" 2 ' =
2
- (Ksn+r2+s -~ K28n+rzs+1} (5.22)
elde edilir.

3. terim ile 4. terimin garpimi,
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boylece

2 2
[Smr;s_l +2K Sn+r+s +K Sn+r;3+1J.[Sn+r§S—l -2K Smr;S +K Sn+r53+lJ+

2 2
_ 2
+[2Ksn+r+sj ‘(Smr;s_l*K Sn+r2+s+1J (5.23)

elde edilir.

(5.20)de s=r i¢in

Sonug 5.2.6. {Sn }:ozo genellestirilmis iki degiskenli polinomlar dizisi olmak tizere

{Sn+r—1 2 K25r1+r+1 b Sn+r—1 +2K Sn+r + K2 Sn+r+1 > Sn+r—1 -2K Sn+r + K2 Sn+r+1}

(5.24)
kiimesinin herhangi iki elemaninin ¢carpimina

N = (2KS,,, ), 3.ile4.
K? AB(aﬂ )n”_1 ,  geriyekalan terimlerigin

eklendiginde miitkemmel karedir.

(520)de r+s=2 icin

Sonug 5.2.7. {Sn };ozo genellestirilmis iki degiskenli polinomlar dizisi olmak tizere

n+2»

{8, KS,.,, 8, +2K S, +K2S,.,, 8, 2K S, , +K?S, .|  (5.25)

kiimesinin herhangi iki elemaninin ¢arpimina

(2KS,,, ), 3.ile4.
K? AB(a,B )n , geriyekalan terimlericin

eklendiginde miilkemmel karedir.

(5.20) de K =1 icin

Sonugc 5.2.8. {Sn };ozo genellestirilmis iki degiskenli polinomlar dizisi olmak {izere



Snerss p Spres o Sy res 2 s S res oS ks 725 s
2 2 2 2 2 2 2
kiimesinin herhangi iki elemaninin ¢arpimina
g garp
2
N = [2Sn+r+sJ , 3.ile4.
B 2
n+ﬁ_1 . . .« .
AB(aﬁ) 2, geriyekalan terimlerigin

eklendiginde miitkemmel karedir.

Sonug 5.2.7. nin uygulamasi,

(5.25)de K=x, AB=1, aff =-Y igin

53

+S
n+r2+3+1}

(5.26)

Ornek 5.2.1. {Fn(x, y)};ozo genellestirilmis iki degiskenli Fibonacci polinomlar dizisi

olmak uzere

{Fn(xa y)a X2 Fn+2(xa y) ’ Fn(xa y) + 2X Fn+1(xa y) + X2 Fn+2(xa y) ”

Fa (6 Y) = 2XFr oy (X, Y) + X2 Fypa (X, )

kiimesinin herhangi iki elemaninin ¢arpimina

N - 4x*(F,,, ), 3.ile4.
x> (— y)n ,  geriyekalan terimler i¢in

eklendiginde miitkemmel karedir.
Coziim:
n=1 i¢in
i 9, R0, Ry +2XF00) 45 Fy(x,Y),

Fl(xa y) - 2X FZ(X:' y) + X2 F3(Xa y)}

(5.27)



{1, xXPxty, Xty +2xt +1, X+ xPy-2x2 +1}
kiimesinin herhangi iki elemaninin ¢arpimina

N = 4x*, 3. ile4.
—x?y, geriyekalan terimlerigin

eklendiginde miitkemmel karedir.

x4+x2y+2x2+1—x2y:(x2+1)z,
x4+x2y—2x2+1—x2y:(x2—1)2,

(x4 + xzy)<x4 + X2y +2x7 + 1)— X2y = (xz(x2

2

+y)+ xz)z,
f

(x4 + xzy)(x4 + Xy —2x% + 1)— X2y = (x2 (x2 + y)— X

2

(x“ + X2y +2x° +1)<x4 + X2y —2x° +1)+4x4 =< 4 +x2y+1)2.

Sonug 5.2.5. in ugulamasi,

(5.18)de r=1, AB=-5, a¢ff=—-1 i¢gin

Ornek 5.2.2. {L, }:Ozo Lucas dizisi olmak tlizere

Loy Lyoos Ly #2000, + Lo, Ly +4L,,, +4L,.,)

n> —n+2» n+2»

kiimesinin herhangi iki elemaninin ¢carpimina

N = ~20(-1)", l.ile4.
- 5(— l)n , geriyekalan terimlerigin

eklendiginde miikkemmel karedir.

Coziim:

n=2 i¢in

54

(5.28)



L, L, L+2L + L, L +4L, +4L,}={3,7,18, 47}
kiimesinin herhangi iki elemaninin ¢arpimina

{— 20, 1.ile4.

-5, geriyekalan terimlerigin
eklendiginde miikemmel karedir.
3.7-5=4,  7-18-5=11,
3-18-5=7°, 7-47-5=18,

3-47-20=11%, 18-47-5=29%

55
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6.BOLUM

D(Z - K*) OZELLiGINE SAHIiP DIOPHANTINE DORTLULERI

Bu boliimde 5. boliimde elemanlar genellestirilmis iki degiskenli polinomlar
dizisinden olusturulan dértliller, D(Z - K?) 6zelligini saglayan Diophantine dértliileri

seklinde elde edilmistir.

6.1. D(Z-K?) Ozelligini Saglayan Kiimeler

{Sn }:):0 (5.1) de tanimlanan genellestirilmis iki degiskenli polinomlar dizisi,

r+s
(5.10) 6zdesliginde AB(O{,B)MT_1 iki degiskenli polinomu Z ile ifade edilirse

2
2 2
Sn+r+sl(K Sn+r+3+1j+<Z'K ):[KSMHSJ 6.1
2 2 P
olmak {izere
{S s K?S } (6.2)
n+7—1 n+T+l

D(Z - K?) 6zelligini saglayan bir kiime olsun.

(5.12) kiimesinde 1. terim ile 4. terimin ¢arpimina, diger terimlerin ikiserli

carpimlarina eklenen ifadenin dort kati eklendigi (5.14) de ispat edilmistir.
Dolayistyla (5.12) kiimesinin D(Z - K?) &zelligini saglayan Diophantine dortliisii
olmasi i¢in gerek ve yeter sart 1. terim ile 4. terimin ¢arpimina eklenen ifadenin

Z - K?olmasidir. Bu nedenle,
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1. terim ile 4. terimin ¢arpiminin

2 2 Ty 2

Sn+r+s_l[8n+r+s_l H4KS 4 4K2sn+r+5+1]+ (z k2)=y? (6.3)

oldugunu kabul edelim. Notasyon kolaylig1 agisindan Y (X,Y),Z(X,y)iki degiskenli
polinomlar1 Y, Z seklinde ifade edilmistir.

(6.1) 6zdesliginden

2
2 2
Snﬂ?—l(K sn+rJ2'3+lJ - [Ksmr;sJ N <Z K ) (6.4)

olmak iizere
(6.4) 6zdesligi (6.3) de yerine yazilirsa

2
2 2 K2
Y= Sn+—'”2r5—l +4K(Sn+'”2’5—1 (Sm”s +4 Sn+r;5—lJ(K Sn+'”2’5+lj+(z K )

2

2
2 2
S +4K(sn+m_1 (SMHS +4 (KSMHS) [z )}(Z-K )

2 2
2

2
=|Spuras 2KSn+r;S] 3(z-K?)
olmak lizere
2
3z K2)=(sn+r§sl +2Ksn+m] _y? (6.5)
elde edilir.

(6.5) den

LTS r+s
2 2

2 2

3(z-K2)=[s o 42KS HS—Y]-[S o 42KS r+s+Y] 6.6)
n+12-1 n n+-—>2-1 n+

elde edilir.
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Sonug 6.1. (6.6) 6zdesliginin ¢arpanlari

3ZK:SM%?4+2KSM%§—Y (6.7)
Kzsm%LﬁQK%J?+Y (6.8)

seklinde ifade edilirse;
(6.7) ve (6.8) 0zdesliklerinden

ZK2+322K2=22KSn+

r+s

+4ZK?S
T1 n+2

r+s

boylece

ZK? =2ZKS +4ZK?S -32°K? (6.9)
n 1 n+1£S

LIS r+s

2

elde edilir.
(6.9) 6zdesligi, (6.1) 6zdesliginde yerine yazilirsa

2

2
(KSFH—MJ :Sn+r+s—1(K2S res J+2ZKSn+r§s_1+4ZKZSn+r;s_3Z2K2

5 n+T+1

- 2 2 2722
—Sn+,+23_1(K Sn+r;s+l+ZZK]+4ZK Sn 32°K

r+s
FRLEnn)
2

burdan

2
Sn+Hs—l(Kzanr”sH * 2ZKJ = KS 15| ~ 4ZK28n+ﬁ +327K?
2 2 n+T 3
elde edilir.
Boylece
2 _ 2 . _
Sn+H251(K SM%+1 +2ZK) =K [Smr;s ZJ[SnJ;S 3Zj (6.10)

seklinde elde edilir.

(6.10) 6zdesligi i¢in iki durum s6z konusudur.
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Sonug 6.1.1. (4.2) rekiirans bagintisinda — QSn =Z olmak lizere

+ri25—2
sn%s = PSn+%_1 +Z (6.11)

dir. Notasyon kolaylig1 a¢isindan Q(y), P(X) polinomlar1 Q, P seklinde ifade

edilmistir.

(6.11) 6zdesligi (6.10) da yerine yazilirsa

S s 1(;<2smr+s+l+2z+<J=|<2[psn+r+s 1+Z—Z](P8n s 1+Z—3Z]

=K?PS ., (PS s —22]
n+ 2 1 n+ 2 1

boylece

K?S =K?P?S .o —2ZK(KP+1) (6.12)

r+s
n+-—>+1
2 2

elde edilir.
(6.11) 6zdesligi (6.9) da yerine yazilirsa

ZK? =2ZKS l+4ZK2(PS

r+s r+s
n+—12— n+12—
2 2

_ 2 212 Aa72pe2
=2ZKS s +4ZKPS pis  +4Z7K-32K

l+zj—322K2

buradan

ZK? =2ZK(2KP +1)S HZ7K? (6.13)

nal+s_

2
dir.

(6.11) ve (6.12) 6zdeslikleri (6.3) kiimesinde yerine yazilirsa;
liclincii terimi

S ... +2KS .. +K’S

n+4§7—1 n+45— n+ >

I’+S+1

1—2ZK2P—2ZK

r+s
L -
2

— 2p2
—Sn+r+s_1+2K(PSn+r+s_l+Zj+K P Sn

2
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=S 0 (1+2KP+K?P?)4 27K 22K?P - 22K

2

buradan
2 _ 2 _ 2
sn%s_1 + 2KSH+% +K?2S 55 = (KP+1) sm%s_1 2ZK?P (6.14)
elde edilir.
Dordiincti terimi
S s T4KS L +4KPS o =
2 2 2
=S ris +4K(Psn+r+s_1 + ZJ+4£K2F’ZSMHS_1 —2ZK*P —ZZKJ
=S ., (1+4KP+4K?P?)+4ZK —8ZK2P -8ZK
n+7—1
buradan
2
S eyt 4KSH+% + 4K28n+%+1 =(2KP +1) Sn+%_l ~4ZK(2KP +1)
(6.15)
elde edilir.

(6.11) Ozdesligi ve elde edilen (6.12), (6.14) ve (6.15) ozdeslikleri (6.3)

kiimesinde yerine yazilirsa Z = —QSn+ res_, olmak iizere

2

D(22K(2KP+1)S 1+ZZK2]

nal+s_

0zelligine sahip Diophantine dortliisii

2
{Smr;s_l, KZPZsmﬁ_1 —2ZK(KP +1), (KP +1) S s, —2ZK?P,

2 2
(KP+1F'S . —4ZK(2KP+ 1)} (6.16)
2

seklinde elde edilir.
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Sonug¢ 6.1.2. (4.2) rekiirans bagintisinda — QSn+ =3Z olmak iizere

r+s
r+s_p
2

sn%s = PSH+%S_1 +32Z (6.17)

dir. Notasyon kolayligi acisindanQ(y),P(X) polinomlart Q,P seklinde ifade
edilmistir.
(6.17) 6zdesligi (6.10) da yerine yazilirsa

2

2 _K?2 _ _
Sn+r+s_l(K Sn+r+s+1+ZZK]—K (Psn+r+s_1+3z zj(Psmr;S_lwz 3Zj

2 2

= szsmm_][PsMHS_] +2zj
2 2

Ve

K?*S . szzsm%_1 +2ZK(KP -1) (6.18)
elde edilir.

(6.17) 6zdesligi (6.9) da yerine yazilirsa
2 2 A7 212
ZK? = 2ZKSn+%_1 +4ZK [Psmrgs_1 + 32] 322K
=27KS . (1+2KP)+12Z°K? -32°K>

buradan

ZK? =2z|<(2KP+1)sn+@_1 +9Z°K?. (6.19)

2

(6.17) ve (6.18) 6zdeslikleri (6.3) kiimesinde yerine yazilirsa;
ticlincii terimi

2 _
Sn+ﬂ—1 + 2KSn+m +K Sn+ﬂ+1 -
2 2 2

=S +2K(PSn

r+s
nelEs )
M)

1 +3zj+ szzsn 1 +2ZK?*P-2ZK

LTS

r+s
L > B
2

2
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=5 .o (1+2KP+K?P?)+62K +22K?P - 27K
2

buradan

S +2ZK(KP+2)  (6.20)

LI+

2
ras T2KS L +KPS o o= (KP+1) S

Ir+s r+s r+s_
2 2 2 M)

elde edilir.

Dordiinci terimi

S

r+

2
st 4KSn+ﬁ +4K Sn+ﬁ =
2 2 2

+1

=S +4K(PS
n+

s +3Z |+4 K*P?S +2ZK*P-2ZK
n+35-1 1 n+ 1

r+s_
2

r+s_
2

=S ., (1+4KP+4K2P?)+12ZK +8ZK2P -8ZK
n+7—1
buradan
2
sn+%_1 + 4Ksn+% + 4K28n+%s+1 =(2KP +1) sn%s_1 +4ZK(2KP +1)
(6.21)
elde edilir.
(6.18), (6.20) ve (6.21) 6zdeslikleri (6.3) kiimesinde yerine yazilirsa
z--Los Imak i
= _EQ n+%_2 olmak uzere,
D(ZZK(ZKP 1S s 9ZZK2j
2
ozelligine sahip Diophantine dortliisii
2
{SMHZSI’ szzsm%fl +2ZK(KP —1), (KP +1) sm%f1 +2ZK(KP +2),
(2KP +1) ST 47K (2KP + 1)} (6.22)
2

seklinde elde edilir.
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6.2. D(Z-K?) Ozelligine Sahip Kiimeler i¢in Teoremler

(6.16)da Z = —QSn icin

r+s
+1+8_9
2

Teorem 6.2.1. {Sn }:0:0 Genellestirilmis iki degiskenli polinomlar dizisi ve r + S ¢ift

tamsay1 ve n,r,s >0 olmak tlizere

2
oo s ]

ozelligini saglayan Diophantine dortliisii

2p2 2 2
{smr;sl, K*P sm%f1 +2K(KP + 1)an+%572, (KP +1) sm%f1 +2K PQSM%J,
(2KP+1)'S . +4K(2KP+ 1)an+r+s2} (6.23)
2 2

seklindedir. Notasyon kolaylig1 acisindan S, (X,Y), K(X,Y), P(X), Q(y) polinomlar1

sirastyla S, K, P ve Q seklinde ifade edilmistir.

(6.23)de s=r igin
Sonug 6.2.1. {Sn }:O:O Genellestirilmis iki degiskenli polinomlar dizisi, n,r >0 olmak
uzere
D(-2KQ(2KP +1)Sy,, 1 )Sn.r» +(KQSy.y )

0zelligini saglayan Diophantine dortliisii

{SH-H‘—I’ K2P28n+r—1 + 2K(KP + 1)Q8n+r—2’ (KP + 1)28n+r—1 + 2K2PQSn+r—2’

(2KP+1)°S,.,, +4K(2KP +1)QS,.,, » | (6.24)

seklindedir.
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(6.23)de r+s=2 i¢in
Sonug 6.2.2. {Sn }:10:0 Genellestirilmis iki degiskenli polinomlar dizisi olmak {izere,
D(-2KQ(2KP +1)S,5, , +(KQS, , )
0zelligini saglayan Diophantine dortliisii
{sn, K?P?S, + 2K (KP +1)QS,_,, (KP+1)'S, +2K*PQS, _,,
(2KP +1)°S, + 4K (2KP +1)Q5, | (6.25)

seklindedir.

(6.23) de K =1 i¢in
Sonug 6.2.3. {Sn };O:O Genellestirilmis iki degiskenli polinomlar dizisi ve r + S ¢ift

tamsay1 ve n,r,s >0 olmak tizere

2
D| -2Q(2P +1) S r+s S r+s S r+s
[ Q( + { N+ IJ( N+ 2j+(Q n+22] J

ozelligini saglayan Diophantine dortliisii

2 2
{sn+r2+s_], P Sn+%—l +2(P+ 1)an+%_2, (P+1) sm%_1 + 2PQSH+%_2,

(2P + 1)an+,;sl +4(2P + 1)an+,;$2} (6.26)

seklindedir.

(6.23) de K =-1 i¢in
Sonug 6.2.4. {Sn };Ozo Genellestirilmis iki degiskenli polinomlar dizisi ve r + S ¢ift

tamsay1 ve n,r,s >0 olmak tizere

2
D| 2Q(2P-1) S S S
( Q( { n+rJ2rS 1}( n+rJ2rS 2j+[Q n+";'s—2j J

ozelligini saglayan Diophantine dortliisi
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seklindedir.

icin
ris_, 16

1
(622)de Z=-2QS | :

Teorem 6.2.2. {Sn };O:O Genellestirilmis iki degiskenli polinomlar dizisi ve r + s ¢ift

tamsay1 ve n,r,s >0 olmak tizere

2
2
D(_ 3 K(2KP + 1)Q(Sn+,2+s_J[Sn+r;s_2j + (KQSnJ;S—zj J

Ozelligine sahip Diophantine dortliisii

2

2
{smr;s_l, szzsm%s_1 -3 K(KP - 1)Qsn+r+s (KP+1)°s. +

s 5 +1Es5
2

r+s
r+s_y
M)

—EK(KP+2)QS s s (2KP+1YS —fK(zKPH)Qs s }
3 n+T*2 n 3 n+ 2

(6.28)
seklindedir.

(6.28)de s=r icin
Sonu¢ 6.2.5. {S,|” , Genellestirilmis iki degiskenli polinomlar dizisi ve n,r >0

olmak tlizere

2
D(— g K(2KP + 1)QSn+r—ISn+r—2 + (KQSﬂ+f—2 )zj

ozelligine sahip Diophantine dortliisii
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2 2
{Sn+r—1’ K2I:)2Sn+r—1 _g K(KP - 1)Q8n+r—23 (KP + 1)2 Sn+r—1 - g K(KP + 2)QSn+r—2’

(2KP +1)’S,,, —g K(2KP + 1)an”2} (6.29)
seklindedir.

(6.28)de r+s=2 ic¢in

Sonug 6.2.6. {S, | Genellestirilmis iki degiskenli polinomlar dizisi olmak iizere,

D(—% K(2KP +1)QS,_,S, +(KQS, _, )2]
ozelligine sahip Diophantine dortliisii

{sn, K2P2S, —% K(KP-1)QS,_,, (KP+1)’S, —% K(KP+2)QS,_;,

(2KP +1)'s, —gK(zKPH)an} (6.30)
seklindedir.

(6.28) de K =1 i¢in
Sonug 6.2.7. {S,|”_ Genellestirilmis iki degiskenli polinomlar dizisi ve r +s cift

tamsay1 ve n,r,s >0 olmak tizere

2
2
D[E(zp + I)Q(Smr;rs_l)(smr;s_z) + (Qsmr;s—zj J

ozelligine sahip Diophantine dortliisii

2 2

2 2

{Smr;s_w P sn%s_1 —E(P - 1)an+£_2, (P+1) sm%_1 —E(P + 2)an+§_2,
2 2

4
@P+1)'s .o -=(P+1)QS ., } (6.31)
5 3 n+——=2

seklindedir.



67

(6.28) de K =-1 igin

Sonug 6.2.8. {Sn }:10:0 Genellestirilmis iki degiskenli polinomlar dizisi ve r + S ¢ift

tamsay1 ve n,r,s >0 olmak lizere

) 2
D(EQP”Q(SM;S oo (00

ozelligine sahip Diophantine dortliisii

n+ ™ n+

2 2
{smm_l, P?S by E(P +1Q8 . . (P-1)'S s —E(P - 2)an+r;s_2,

) 4
(2P 1) sm%_1 _5(2P —1)an+r;s_2} (6.32)

seklindedir.

Sonug 6.2.8. in uygulamasi

(6.32)de r+s=2, P=x, Q=-Y i¢cin
Ornek 6.2.1. {Fn (X, y)}f:O iki degiskenli Fibonacci polinomlar dizisi olmak {izere,
2
D(E y(2X - 1)I:n(xo y) ' Fn—l(xo y) + (yFn—l(Xa y))zj
ozelligine sahip Diophantine dortliisii

{Fn(x, Y), X*Fy (X, Y) +§ y(x+1)F, (% y), (x—1F Fy(x, y) +§ y(x=2)F,_(x,y),

4
(2x 1) F,(x, y>+§y(2x—1)Fn1(x,y)} (6.33)
seklindedir.

Coziim:

n=1 i¢in
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2
o[ 2 v(ax- DR G y)R (. y)+ (R x ) |00
ozelligine sahip Diophantine dortliisii
2 2 2 e 4
(R R (1P 2 - 2R (x- 1P 2 yox- DR f -

= {x, X3, x(x—l)z, X(2X—1)2}

otk izee
)= (xtx-1) )= -
{xx-07)=be =) i x2x-17)= (2x0 ~x.
xx=1F )= < xf. (1) o7 (- fx- )
cde il

n=2 i¢in
D@ y2x—1)F,(x, y)- F(x )+ (YR (x, y))zj = D@ xy(2x—1)+ yz)

ozelligine sahip Diophantine dortliisii

(R, 2y DR (- 1P 4 290D, (x- 1Ry xR -

= {x, x? +§ y(x+1), x(x-1) +§ y(x-2), x(2x-1) +§ y(2x - 1)}

olmak tlizere

x(x(x ~1y +§ y(x —2)} +§xy(2x—1)+ y2=(x(x=1)+yY,

x[ X +§ y(x+1)j+§xy(2x—l)+ y? = (x2 + y)z,



x(x(zx—l)2 +§y(2x—l)}+§xy(2x—l)+ y? =(x(2x-1)+y),

[ 2yl 1 2y D) Sy -
(R0 dyer-)]
IR (T e S
(R ey
(17 + 2y(x-2) - 1f + Sy Sn-)s v -

[ xx—jax 1)+ Lyax—s)|
3

elde edilir.

Sonug 6.2.7. nin uygulamasi
(6.31)de r+s=2, P=1, Q=-1 i¢in

Ornek 6.2.2. {L, }::0 Lucas say1 dizisi olmak iizere

D(z Ln Ln—l + (Ln—l )2)

0zelligine sahip Diophantine dortliisii

{L,» Ly» 4L, + 2L, ,, 9L, +4L, ,}

seklindedir.
Coziim:
n=4 i¢in

DlaL,L, + (L, )= D(72)

ozelligine sahip Diophantine dortliisii

69
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{L,, Ly, 4L, +2L,,9L, +4L,}=1{7,7,36,79}
olmak tizere

7-7+72=11%,
7-36+72=18>,
7-79+72 =252,

3679+ 72 = 547
elde edilir.
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SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda Genellestirilmis iki degiskenli polinomlar dizisinden
secilen dortlillerden D(Z-K?) ozelligine sahip Diophantine dortliileri elde

edilmistir. Yeni Diophantine dortliileri, Diophantine beslileri, Diophantine altililar

tanimlanabilir.
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