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ÖZET 

Yüksek Lisans Tezi 

DIOPHANTINE DÖRTLÜLERİ VE GENELLEŞTİRİLMİŞ İKİ 

DEĞİŞKENLİ POLİNOM DİZİLERİ 

 
Gül Nihal Özcan 

 

Selçuk Üniversitesi Fen Bilimleri Enstitüsü 

 
Matematik Anabilim Dalı 

 

Danışman: Yrd. Doç. Dr. Ayşe NALLI 

 

2009, 74 sayfa 

 
Jüri: Yrd. Doç. Dr. Ayşe NALLI 

                       Yrd. Doç. Dr. Ayşe Dilek GÜNGÖR 

                  Yrd. Doç. Dr. Aynur YALÇINER 

 

        Bu çalışma altı bölümden oluşmaktadır. Birinci bölümde; konuya ait literatür 

özeti verilmiştir. İkinci bölümde; literatür de yer almış bazı sayı ve polinom 

dizilerinin tanım ve temel özellikleri verilmiştir. Üçüncü bölümde; Diophantine 

dörtlüleri ve literatür de yer alan çalışmalara yer verilmiştir. Dördüncü bölümde; 

elemanları Chebyshev polinomlar dizisinden oluşturulan dörtlüler tanımlanmış ve 

Fibonacci ve Lucas sayılarına uygulamaları verilmiştir. Beşinci bölümde; dördüncü 

bölümde tanımlanan dörtlülerin genelleştirilmesi yapılarak, elemanları 

Genelleştirilmiş iki değişkenli polinomlar dizisinden seçilen dörtlülerin uygulamaları 

verilmiştir. Altıncı bölümde;  beşinci bölümde oluşturulan dörtlülerden faydalanarak 

 özelliğine sahip Diophantine dörtlüleri elde edilmiştir. )( 2KZD ⋅

 
ANAHTAR KELİMELER: Genelleştirilmiş Fibonacci sayı dizileri, 

Genelleştirilmiş sayı dizisi, Genelleştirilmiş iki değişkenli Fibonacci polinomları, 

Polinom dizisi, Diophantine dörtlüleri. 
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Asist. Prof. Dr. Aynur YALÇINER 

 

        This study consists of six sections. In the first section, there is a summary of 

literature related to this subject. In the second section, you can find the definition of 

some number sequences, polynomial sequences and their basic properties. In the 

third section, there are a definition of Diophantine Quadruples and its given to 

studies in literature. In the fourth section, it’s defined Diophantine Quadruples which 

are made of polynomial sequences and it is given the application of the Fibonacci 

and Lucas Numbers. In the fifth section, it is made a generalization, which is defined 

as quadruples in the fourth section and it is given the application of quadruples which 

their elemants are choosed from ‘Genaralized Bivariate Polynomial Sequences’. In 

the sixth section, it is obtained Diophantine Quadruples, which have the property 

( )2ZKD  which is contained by taking into account generalization results. 

 
KEY WORDS: Generalized Fibonacci number sequences, Generalized number 

sequence, Generalized bivariate Fibonacci polynomials, Polynomial sequence, 

Generalized bivariate polynomials, Diophantine Quadruples. 
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1. BÖLÜM 

LİTERATÜR ÖZETİ 

        Bu bölümde literatürde yer almış çalışmalar verilmiştir. 

 

Diophantus of Alexandria (1974), Dört elemanlı bir kümenin 

herhangi iki elemanının çarpımına bir eklendiğinde mükemmel 

kare olan  

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

16
105,

16
68,

16
33,

16
1                                              (1.1) 

kümesini elde etmiştir. 

 

Fermat  (1967), Herhangi iki elemanının çarpımına bir eklendiğinde mükemmel 

kare olan dört elemanlı 

{ }n,8,3,1                                                      (1.2) 

kümesini tanımlamıştır. Tanımladığı (1.2) kümesinin dördüncü elemanının 120=n  

olduğunu bulmuştur.  

 

J.H. van Lint (1968),  kümesinin çözümü için oluşturulan  pozitif 

tamsayısının tek olup olmadığını ileri sürmüştür. 

{ n,8,3,1 } 120=n

 

Baker A. and Davenport (1969), { }n,8,3,1  kümesinin herhangi iki elemanının 

çarpımının 
222 18,13,11 znynxn =+⋅=+⋅=+⋅                     (1.3) 

mükemmel kare olma koşulundan 

22 23 yx =−       ve                                      (1.4) 22 78 zx =−

Diophantine denklemlerini elde etmiştir. J.H. van Lint tarafından öne sürülen 

 pozitif tamsayısının tek olduğu sonucuna varmıştır. 120=n
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Euler (1972),  a  verilen bir sayı olmak üzere 

avzavx
avyazx
azyayx

+⋅+⋅
+⋅+⋅
+⋅+⋅

,
,
,

                                         (1.5) 

mükemmel kare olacak şekilde  { }vzyx ,,,  kümesini bulma problemine 

genelleştirmiştir. 

         için 1=a
{ }120,8,3,1   ve  { }2080,21,8,3                                   (1.6) 

sonuçları elde edilmiştir. 

 

Jones B. W. (1976), Her  pozitif tamsayısı için n { }n,8,3,1  kümesinin 

genelleştirmesi olarak  

{ })32)(12)(1(4,44,2, +++++ nnnnnn                            (1.7) 

kümesini tanımlamıştır. (1.7) kümesi her  pozitif tamsayısı için Diophantus’un 

tanımladığı özelliği sağlamaktadır. 

n

 

Hoggatt V.E. ve Bergum G. E. (1977),    sayılarının sırasıyla ( )  8,3,1 0≥nnF

Fibonacci dizisinin   terimleri olduğu ileri sürülmüş,  642 ,, FFF

( ) 12 +nF t  ,     ( ) 122 ++ nF t  ,     ( ) 142 ++ nF t  

mükemmel kare olacak şekilde bir n pozitif tamsayısı bulma problemini 

formülleştirmiştir. Diophantus özelliğini sağlayan  

{ }nFFF ttt ,,, 42222 ++                                            (1.8) 

dört pozitif tamsayıyı bulma problemi çözülebilecektir. Mükemmel kare olan (1.8) 

kümesindeki n pozitif tamsayısının değerini 

3222124 +++= ttt FFFn  

şeklinde elde etmiştir.  için özel olarak 1=t 120=n  değerini verir.  

        Böylece 

{ }32221242222 4,,, +++++ tttttt FFFFFF                            (1.9) 

kümesinin herhangi iki elemanının çarpımına bir eklendiğinde mükemmel karedir.  
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Morgado J. (1984), ( ) 0, ≥∈ nnba FFF  Fibonacci dizisinin uygun elemanları olmak 

üzere 

{ }rnrnrnrnrnn FFFFFF 3242 4,,, +++++                         (1.10 ) 

kümesinin herhangi iki elemanının çarpımına  
22

ba FF    veya    22
ba FF−

eklendiğinde mükemmel kare olduğunu göstererek (1.9) un bir genelleştirmesini elde 

etmiştir. 

 

Morgado J. (1983-1984),  II. tip Chebyshev polinomları olmak üzere ( ) 0≥nnU

{ } INrnUUUUUU rnrnrnrnrnn ∈+++++ ,,4,,, 3242                 (1.11) 

kümesinin herhangi iki elemanının çarpımına  negatif olmayan uygun değerler ba,

olmak üzere 
22
ba UU  

eklendiğinde mükemmel kare olduğunu göstermiştir. 

 

Horadam A. F. (1987), { }∞=∈ 0, nnkh RRR Genelleştirilmiş Fibonacci sayı dizisi olmak 

üzere 

{ } 0,,4,,, 3242 ≥+++++ rnWWWWWW rnrnrnrnrnn                    (1.12) 

kümesinin herhangi iki elemanının çarpımına  

( ) ( ) 122 −
−

t
kh

tm RReq  

eklendiğinde mükemmel kare olduğunu ispat etmiştir. Burada  

genelleştirilmiş Fibonacci sayı dizisinin uygun elemanları ve , W  nin en küçük alt 

{ }∞=∈ 0, nnkh RRR

m

indisi olmak üzere W  nin çarpan sayısının 2 veya 4 olma durumuna bağlı olarak t , 1 

veya 2  değerini alır. 

 

Horadam A. F. (1965),  tamsayı ve qpba ,,, aW =0 , bW =1  olmak üzere  

2,21 ≥−= −− nqWpWW nnn                                    (1.13) 

rekürans bağıntısı ile verilen, { }∞=0nnW  şeklindeki tamsayı dizisini tanımlamış ve bu 

dizinin temel özelliklerini vermiştir. 
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Morgado J. (1995), ,  0≥> hk { }∞=∈ 0, nnkh TTT   I. Tip Chebyshev polinomları 

olmak üzere 

{ } 0,,4,,, 3242 ≥+++++ rnTTTTTT rnrnrnrnrnn                      (1.14) 

kümesinin herhangi iki elemanının çarpımına  

( )
t

kh TT ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −
2
1  

eklendiğinde, çarpımda 2 veya 4 çarpan olma durumuna bağlı olarak t  nin 1 veya  

değeri için mükemmel kare olduğunu ispat etmiştir. Ayrıca Jose Morgado, Fibonacci 

ve Lucas sayı dizileri için (1.14) kümesinin uygulamasını vermiştir.  

2

 

Dujella A. (1996),   tamsayı olmak üzere keyfi ban ,, { }ba,   çiftinin  

2xnba =+⋅  

)(nD  özelliğini sağladığı varsayımından yola çıkarak  

{ }xbaxbaba 44,2,, ++++                                     (1.15) 

kümesinin  özelliğini sağlayan bir Diophantine dörtlüsü olması için gerek ve 

yeter şartın 1. terim ile 4. terimin çarpımının eklenen  değerlerine göre mükemmel 

kare olması gerektiği sonucuna varmıştır. Bu sonuçtan faydalanarak  özelliğini 

sağlayan Diophantine dörtlüleri elde etmiştir. 

)(nD

n

)(nD
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 2. BÖLÜM 

BAZI SAYI VE POLİNOM DİZİLERİ 

        Bu kısımda tez içinde kullanılacak olan literatürde yer almış bazı sayı ve 

polinom dizilerinin tanımı ve temel özellikleri verilmiştir. 

 

2.1. Bazı Sayı Dizileri 

Tanım 2.1.1.  ,   olmak üzere 00 =F 11 =F

2,21 ≥+= −− nFFF nnn                                         (2.1) 

lineer rekürans bağıntısı ile verilen, { }∞=0nnF şeklindeki tam sayı dizisine Fibonacci 

Dizisi denir. Fibonacci dizisinde her n  tamsayısına karşılık gelen değere n. 

Fibonacci sayısı denir. 

        Fibonacci sayılarının üreten fonksiyonu 

21
)(

tt
ttg
−−

=                                                 (2.2) 

dir. 

 

Tanım 2.1.2.  ,   olmak üzere  20 =L 11 =L

2,21 ≥+= −− nLLL nnn                                         (2.3) 

lineer rekürans bağıntısı ile verilen,{ }∞=0nnL  şeklindeki tam sayı dizisine Lucas 

Dizisi denir. Lucas dizisinde her n  tamsayısına karşılık gelen değere n. Lucas sayısı 

denir. 

       Lucas sayılarının üreten fonksiyonu 

21
2)(

tt
ttg
−−

−
=                                                 (2.4) 

dir.  
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        Fibonacci ve Lucas sayılarının karakteristik polinomunun kökleri 

012 =−− λλ                                                   (2.5) 

denkleminden 

2
51,

2
51 −

=
+

= βα                                         (2.6) 

olmak üzere, 

        Fibonacci ve Lucas sayılarının Binet formülleri sırasıyla 

5

nn

nF βα −
=                                                  (2.7) 

ve 

                                                   (2.8) nn
nL βα +=

dir. 

        Fibonacci ve Lucas Sayılarının Özellikleri 

 1.   için 1≥n

nnn LFF =+ +− 11                                                (2.9) 

2.   için  0≥n

nnn FFL −= +12                                                (2.10) 

3.   için 1≥n

nnn LFF =2                                                  (2.11) 

4.   için 1≥n

                                             (2.12) 12
2

1
2

++ =+ nnn FFF

5.   için 1≥n
12

11 )1(5 −
−+ −=− n

nnn LLL                                       (2.13) 

6.   için 0≥n

                                            (2.14) 2
2 )1(2 n

n
n LL =−+

7.   için 0≥n
122 )1(45 +−=− n

nn LF                                          (2.15) 

8.   için 1≥n
n

nnn FFF )1(2
11 −=−⋅ −+                                        (2.16) 
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Tanım 2.1.3.   ,   olmak üzere  00 =P 11 =P

2,2 21 ≥+= −− nPPP nnn                                      (2.17) 

lineer rekürans bağıntısı ile verilen, { }∞=0nnP  şeklindeki tamsayı dizisine Pell Dizisi  

denir. Pell dizisinde her  tamsayısına karşılık gelen değere n. Pell sayısı denir. n

        Pell sayılarının üreten fonksiyonu 

221
)(

tt
ttg
−−

=                                               (2.18) 

dir. 

 

Tanım 2.1.4.   , 20 =Q 21 =Q   olmak üzere  

2,2 21 ≥+= −− nQQQ nnn                                      (2.19) 

lineer rekürans bağıntısı ile verilen, { }∞=0nnQ  şeklindeki tamsayı dizisine Pell-Lucas 

Dizisi denir. Pell-Lucas dizisinde her  tamsayısına karşılık gelen değere n. Pell- n

Lucas sayısı denir. 

        Pell-Lucas sayılarının üreten fonksiyonu 

221
22)(

tt
ttg
−−

−
=                                              (2.20) 

dir. 

        Pell ve Pell-Lucas sayılarının karakteristik polinomunun kökleri 

0122 =−− λλ                                               (2.21) 

denkleminden 

21,21 −=+= βα                                         (2.22) 
olmak üzere 

         Pell ve Pell-Lucas sayılarının Binet formülleri sırasıyla 

βα
βα

−
−

=
nn

nP                                                (2.23) 

ve 
nn

nQ βα +=                                                 (2.24) 
 

dir. 
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Tanım 2.1.5.  qp ,  tamsayı,  

1,0 10 == RR  

olmak üzere  

2,21 ≥−= −− nqRpRR nnn                                     (2.25) 

rekürans bağıntısı ile verilen, { }∞=0nnR  şeklindeki tamsayı dizisine 

Genelleştirilmiş Fibonacci Sayı Dizisi denir. 

        Genelleştirilmiş Fibonacci sayı dizisinin üreten fonksiyonu 

21
),,(

qtpt
ttqpg
+−

=                                          (2.26) 

dir. 

        

Tanım 2.1.6.   tamsayı, qpba ,,,

bWaW == 10 ,  

olmak üzere  

2,21 ≥−= −− nqWpWW nnn                                    (2.27) 

rekürans bağıntısı ile verilen, { }∞=0nnW  şeklindeki tamsayı dizisine Genelleştirilmiş 

Sayı Dizisi denir. (A.F. Horadam, 1965)  

        Genelleştirilmiş sayı dizisinin üreten fonksiyonu 

21
)(),,,,(

qtpt
tpabatqpbag

+−

−+
=                                     (2.28) 

dir. 

        { }  ve  sayı dizilerinin karakteristik polinomunun kökleri ∞
=0nnR { }∞=0nnW

02 =+− qpλλ                                              (2.29) 

denkleminden 

2
4

,
2

4 22 qppqpp −−
=

−+
= βα                            (2.30) 

olmak üzere 

pqpq =+−=−=⋅ βαβαβα ,4, 2                          (2.31) 
dir. 
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        { }  ve  dizilerinin Binet formülleri sırasıyla ∞
=0nnR { }∞=0nnW

βα
βα

−
−

=
nn

nR                                               (2.32) 

ve 

βα
βα

−
+

=
nn

n
BAW                                             (2.33) 

olmak üzere 

        βabA −=    ve  baB −= α                                     (2.34) 

buradan 
22 bqapabeBA −−==⋅                                      (2.35)  

elde edilir. 

 

        { }  dizisinin özel durumları; ∞
=0nnW

1,1,1,1,1,1,0 −=−==−==== eBAqpba   için          (2.36)                         nn FW =− )1,1;1,0(

5,5,5,1,1,1,2 =−==−==== eBAqpba  için        (2.37) nn LW =− )1,1;1,2(

1,1,1,1,2,1,0 −=−==−==== eBAqpba   için         (2.38) nn PW =− )1,2;1,0(

8,22,22,1,2,2,2 ===−==== eBAqpba  için     (2.39) nn QW =− )1,2;2,2(

 1,1,1,1,0 −=−==== eBAba             için                 (2.40) nn RqpW =),;1,0(

olmak üzere 

        { }  dizileri sırasıyla Fibonacci, Lucas, Pell, Pell-Lucas 

ve Genelleştirilmiş Fibonacci dizileridir. 

{ } { } { } { }nnnnn RQPLF ,,,,

 

2.2. Bazı Polinom Dizileri 

Tanım 2.2.1. , 0)(0 =xF 1)(1 =xF   olmak üzere  

2),()()( 21 ≥+= −− nxFxxFxF nnn                               (2.41) 

lineer rekürans bağıntısı ile verilen, { }∞=0)( nn xF  şeklindeki polinom dizisine 

Fibonacci Polinomları Dizisi denir. 
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        Fibonacci polinomlarının üreten fonksiyonu 

21
),(

txt
ttxg
−−

=                                            (2.42) 

dir. 

 

Tanım 2.2.2.  , 2)(0 =xL xxL =)(1   olmak üzere  

2),()()( 21 ≥+= −− nxLxxLxL nnn                               (2.43) 

lineer rekürans bağıntısı ile verilen, { }∞=0)( nn xL  şeklindeki polinom dizisine Lucas  

Polinomları Dizisi denir. 

        Lucas polinomlarının üreten fonksiyonu 

21
2),(

txt
xttxg
−−

−
=                                            (2.44) 

dir. 

        Fibonacci ve Lucas polinomlarının karakteristik polinomunun kökleri 

012 =−− λλ x                                               (2.45) 

denkleminden 

2
4)(,

2
4)(

22 +−
=

++
=

xxxxxx βα                          (2.46) 

olmak üzere 

        Fibonacci ve Lucas polinomlarının Binet formülleri sırasıyla 

4

)()()(
2 +

−
=

x

xxxF
nn

n
βα                                        (2.47) 

ve 

)()()( xxxL nn
n βα +=                                         (2.48) 

dir.  
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Tanım 2.2.3. θcos=x  olmak üzere  

θnxTn cos)( =                                                (2.49) 

bağıntısına n. dereceden I. Tip Chebyshev Polinomu denir. 

θθθθ )1cos(cos2)2cos(cos −=−+ nnn  

trigonometrik özdeşliğinden  

1)(0 =xT ,   xxT =)(1  

olmak üzere  

2),()(2)( 21 ≥−= −− nxTxxTxT nnn                              (2.50) 

lineer rekürans bağıntısı ile verilen, { }∞=0)( nn xT  şeklindeki polinom dizisine I. Tip 

Chebyshev Polinomları Dizisi denir. 

        I.Tip Chebyshev polinomlarının üreten fonksiyonu 

221
1),(

txt
xttxgn
+−

−
=                                           (2.51) 

dir. 

 

Tanım 2.2.4.  θcos=x  olmak üzere  

θ
θ

sin
)1sin()( +

=
nxU n                                            (2.52) 

bağıntısına n. dereceden II. Tip Chebyshev Polinomu denir. 

θθθθ nnn sincos2)1sin()1sin( =−++  

trigonometrik özdeşliğinden 

1)(0 =xU ,   xxU 2)(1 =  

olmak üzere 

2),()(2)( 21 ≥−= −− nxUxxUxU nnn                             (2.53) 

lineer rekürans bağıntısı ile verilen, { }∞=0)( nn xU  şeklindeki polinom dizisine II. Tip 

Chebyshev Polinomları Dizisi denir. 

        II. Tip Chebyshev polinomlarının üreten fonksiyonu 

221
1),(

txt
txg

+−
=                                           (2.54) 
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dir. 

Tanım 2.2.5. θcos=x  olmak üzere  

θ

θ

2
1cos

2
1cos

)(
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
n

xVn                                            (2.55) 

bağıntısına n. dereceden III. Tip Chebyshev Polinomu denir. 

θθθθ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

2
11coscos2

2
12cos

2
1cos nnn  

trigonometrik özdeşliğinden 

1)(0 =xV  ,  12)(1 −= xxV  

olmak üzere  

2),()(2)( 21 ≥−= −− nxVxxVxV nnn                               (2.56) 

lineer rekürans bağıntısı ile verilen, { }∞=0)( nn xV  şeklindeki polinom dizisine III. Tip 

Chebyshev Polinomları Dizisi denir. 

        III. Tip Chebyshev polinomlarının üreten fonksiyonu 

221
1),(

txt
ttxgn
+−

−
=                                          (2.57) 

dir. 

 

Tanım 2.2.6. θcos=x  olmak üzere  

θ

θ

2
1sin

2
1sin

)(
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=Ψ
n

xn                                           (2.58) 

bağıntısına n. dereceden IV. Tip Chebyshev Polinomu denir. 

θθθθ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

2
11sincos2

2
12sin

2
1sin nnn  

trigonometrik özdeşliğinden 

1)(0 =Ψ x  ,  12)(1 +=Ψ xx  
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olmak üzere  

2),()(2)( 21 ≥Ψ−Ψ=Ψ −− nxxxx nnn                             (2.59) 

lineer rekürans bağıntısı ile verilen { }∞=Ψ 0)( nn x  şeklindeki polinom dizisine IV. Tip 

Chebyshev Polinomları Dizisi denir. 

        IV. Tip Chebyshev polinomlarının üreten fonksiyonu 

221
1),(

txt
ttxgn
+−

+
=                                           (2.60) 

dir. 

 

        I., II., III. ve IV. tip Chebyshev polinomlarının karakteristik polinomunun 

kökleri 

      (2.61) 0122 =+− λλ x

denkleminden 

1)( 2 −+= xxxα     ve    1)( 2 −−= xxxβ                       (2.62) 

olmak üzere 

         I. ve II. tip Chebyshev polinomlarının Binet formülleri sırasıyla 

2
)()()( xxxT

nn

n
βα +

=                                         (2.63)  

ve  

  
12

)()()(
2

11

−

−
=

++

x

xxxU
nn

n
βα                                     (2.64) 

dir. 

       III. ve IV. tip Chebyshev polinomlarının Binet formülleri sırasıyla 

( ) ( )
12

1111)(
2

22

−

−−−−−+−
=

x

xxxxxV
nn

n
βα                      (2.65) 

ve 

 ( ) ( )
12

1111)(
2

22

−

−−+−−++
=Ψ

x

xxxxx
nn

n
βα                     (2.66) 

dir. 
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        Chebyshev polinomları ile ilgili özellikler: 

 

1.    için 2≥n

)()()(2 2 xUxUxT nnn −−=                                      (2.67) 
dir. 

2.     için 1≥n

)()()( 1 xxUxUxT nnn −−=                                       (2.68) 

dir. 

 

3.     için,  (2.64) özdeşliğinde 0≥n
2
ix =  yazılırsa; 

1

11

52 +

++
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

n
n

nn
n

n FiiiU βα                              (2.69) 

elde edilir. 

 

4.     için,  (2.68) özdeşliğinde  1≥n
2
ix =    yazılırsa; 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

− 2222 1
iUiiUiT nnn                                   (2.70) 

elde edilir. 

 

5.   (2.69) ve (2.70) özdeşliklerinden   için 0≥n

( nn

n

n
n

n
n

n FFiFiiFiiT −=−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

+ 1
1

1 2
222

)                       (2.71) 

ede edilir. 

 

6.  (2.1) ve  (2.71) özdeşliklerinden  için 1≥n

( 12
22 −+=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

nn

n

n FFiiT )                                       (2.72) 

elde edilir. 
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7. (2.62) göz önünde bulundurularak (2.63)  özdeşliğinde  
2
ix =    yazılırsa; 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
=

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

nnnn

nn

n

i

iiT

2
51

2
51/

2
51

2
51

2

2
51

2
51

22

 

böylece 

n

n
n

n F
FiiT 2

22
⋅=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  

(2.11) den 

n

n

n LiiT
22

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛                                                (2.73) 

elde edilir. 

 

8.  için 0,, ≥srn

           [ ] )()()()(
2
1)()( xTxTxTxTxTxT snrnsrsrsrnn +++−++ =−+               (2.74) 

dir. 

 

9.   için 0,, ≥srn

[ ] [ 22 )()()()()()(
4
1)()()(4 xTxTxTxTxTxTxTxTxT snrnsrnnsrsrsrnrnn +++++−+++ +=−+ ]

(2.75) 

elde edilir. 
 
 
10.  ,  INrn ∈, rn >   için 

)()()()( 2
1

2
111 xUxUxUxU nrrnrn −−−+−− =+⋅                         (2.76) 

dir. 
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11.                            ( ) θθθθ nnn sin1sin
2
1cos

2
1sin2 −+=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +  

( ) θθθθ nnn sin1sin
2
1sin

2
1cos2 ++=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +  

trigonometrik özdeşliklerinden sırasıyla    için 1≥n

)()()( 1 xUxUxV nnn −−=                                       (2.77) 

ve 

 )()()( 1 xUxUx nnn −+=Ψ                                       (2.78) 

özdeşlikleri elde edilir. 

 

12. (2.77) ve (2.78) özdeşliklerinde 
2
ix =   için,  (2.69) dan sırasıyla 

( nn
n

n iFFiiV +=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+12
)                                         (2.79) 

ve 

( nn
n

n iFFii
−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Ψ +12

)                                         (2.80) 

özdeşlikleri elde edilir. 

 

Tanım 2.2.7. ,  ve  0≠y 042 ≠+ yx

0),(0 =yxF  , 1),(1 =yxF  

olmak üzere 

2,),(),(),( 21 ≥+= −− nyxyFyxxFyxF nnn                       (2.81) 

rekürans bağıntısı ile verilen, {  şeklindeki polinom dizisine İki 

Değişkenli Fibonacci Polinomları Dizisi denir. (Mario Catalani, arXiv: 

math/0406323v1 [math. CO] 16 Jun 2004) 

}∞=0),( nn yxF
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        İki Değişkenli Fibonacci Polinomlarının üreten fonksiyonu 

21
),(

ytxt
ttxgn
−−

=                                          (2.82) 

dir. 

 

Tanım 2.2.8.  ,  ve  0≠y 042 ≠+ yx

00 ),( ayxH =  , 11 ),( ayxH =  

olmak üzere 

2,),(),(),( 21 ≥+= −− nyxyHyxxHyxH nnn                      (2.83) 

rekürans bağıntısı ile verilen, { }∞=0),( nn yxH  şeklindeki polinom dizisine 

Genelleştirilmiş İki Değişkenli Fibonacci Polinomları Dizisi denir. (Mario 

Catalani, 2004) 

        Genelleştirilmiş iki değişkenli Fibonacci polinomlarının üreten fonksiyonu 

2
010

1
)(

),,(
ytxt

txaaa
tyxg

−−

−+
=                                     (2.84) 

dir. 

        { }  ve  dizilerinin karakteristik polinomunun kökleri  ∞
=0),( nn yxF { }∞=0),( nn yxH

02 =−− yxλλ                                               (2.85) 

denkleminden 

2
4

),(
2 yxx

yx
++

=α  ,    
2

4
),(

2 yxx
yx

+−
=β                  (2.86)   

olmak üzere,  

        { }  ve  dizilerinin Binet formülleri sırasıyla ∞
=0),( nn yxF { }∞=0),( nn yxH

yx
yxF

nn

n
4

),(
2 +

+
=

βα                                            (2.87) 

ve 
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( ) ( )
βα

βα
βα

αβ
−

−−
−

−=
nn

n aaaayxH 0101),(                    (2.88) 

dir. 

 

Tanım 2.2.9.    reel katsayılı polinomlar, )(),(),(),( xqxpxbxa

)()(0 xaxA = ,  )()(1 xbxA =  

olmak üzere  

2),()()()()( 21 ≥+= −− nxAxqxAxpxA nnn                        (2.89) 

rekürans bağıntısı ile verilen, { }∞=0)( nn xA  şeklindeki diziye Polinom Dizisi denir.  

(Kılıç Emrah, accepted in RMJM ) 

        {  dizisinin üreten fonksiyonu }∞=0)( nn xA

( )
2)()(1

)()()()(),(
txqtxp

txaxpxbxatxg
−−

−+
=                                 (2.90) 

dir. 

        {  dizisinin karakteristik polinomunun kökleri }∞=0)( nn xA

0)()(2 =−− xqxp λλ                                          (2.91) 

denkleminden 

2
)(4)()(

)(
2 xqxpxp

x
++

=α   , 
2

)(4)()(
)(

2 xqxpxp
x

+−
=β       (2.92) 

olmak üzere 

         {  dizisinin Binet formülü  }∞=0)( nn xA

βα
βα

−
+

=
nn

n
BAxA )(                                          (2.93) 

dir. 
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3. BÖLÜM 

DIOPHANTINE DÖRTLÜLERİ VE UYGULAMALARI 

       Bu bölümde Diophantine dörtlüleri ve uygulamaları verilmiştir. Ayrıca 

mükemmel kare özelliğini sağlayan, elemanları genelleştirilmiş sayı dizileri, 

Chebyshev polinomları olan kümeler ve bu kümelerin özellikleri incelenmiştir.  

 

Tanım 3.1.  

{ }4321 ,,, aaaa                                                 (3.1) 

dört pozitif tamsayıdan oluşan bir küme olsun. Bu kümenin herhangi iki elemanının 

çarpımına bir eklendiğinde 4,1 ≤≤ ji  olmak üzere 

1+⋅ ji aa                                                     (3.2) 

mükemmel kare oluyorsa bu kümeye Diophantine dörtlüsü denir. 

 

Tanım 3.2.  (3.1) kümesinin herhangi iki elemanının çarpımına n eklendiğinde  

 olmak üzere 4,1 ≤≤ ji

naa ji +⋅                                                   (3.3) 

mükemmel kare oluyorsa bu kümeye  özelliğine sahip ( n. dereceden 

Diophantus özelliğine sahip ) Diophantine dörtlüsü denir. 

)(nD

 

Teorem 3.1. 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

16
105,

16
68,

16
33,

16
1                                             (3.4) 

kümesinin herhangi iki elemanının çarpımına bir eklendiğinde Diophantine 

dörtlüsüdür. ( Diophantus of Alexandria, 1974) 
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İspat:  

22

22

22

16
861

16
105

16
68,

16
191

16
105

16
1

,
16
611

16
105

16
33,

16
181

16
68

16
1

,
16
501

16
68

16
33,

16
171

16
33

16
1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=+⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=+⋅

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=+⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=+⋅

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=+⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=+⋅

                       (3.5) 

elde edilir. 

        Fermat 1967 yılında bu özelliği sağlayan dört pozitif tamsayıyı tahmin ederek 

bulmuştur.  tamsayıları ile başlamıştır ve herhangi iki elemanının çarpımına bir 8,3,1

 eklendiğinde mükemmel kare olan dört elemanlı 

{ }n,8,3,1                                                      (3.6) 

kümesini tanımlamıştır. 

        (3.6) kümesinin ilk üç terimin ikişerli çarpımlarına bir eklendiğinde 

                                         (3.7) 222 5183,3181,2131 =+⋅=+⋅=+⋅

mükemmel kare olur. Dolayısıyla dördüncü terimle diğer terimlerin ikişerli 

çarpımlarına bir eklendiğinde  

18,13,1 +⋅+⋅+ nnn                                    (3.8) 

mükemmel kare olmalıdır. Buradan Fermat 120=n olarak bulmuştur.  

 

Teorem 3.2. (3.6) kümesini Diophantine dörtlüsü olacak şekilde herhangi iki 

elemanının çarpımına bir eklendiğinde mükemmel kare ve n saysı  dir. 

(Fermat,1967)  

120

 

İspat: İlk üç terimin çarpımına bir eklendiğinde mükemmel kare olduğu (3.7) de 

gösterildi. Dördüncü terim ile diğer terimlerin çarpımına bir eklendiğinde (3.8)  

mükemmel kare olacak şekilde  alınırsa xxn 22 +=

,122 ++ xx                                   (3.9) ,163 2 ++ xx 1168 2 ++ xx

elde edilir.  
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        u ,  v   tamsayıları için 
22 163 uxx =++      ve                              (3.10) 22 1168 vxx =++

denklemlerinden 
22)2(5 uvxx −=+                                              (3.11) 

elde edilir.  

        (3.11) çarpanlara ayrılırsa 

xuv 5=− ,       2+=+ xuv  

olmak üzere 

13 += xv                                                      (3.12) 

elde edilir.  

        (3.10) ve (3.12) denklemlerinden 

( )22 131168 +=++ xxx                                             (3.13) 

elde edilir. 

        (3.13) den  veya 0=x 10=x  olduğu açıktır. n pozitif tamsayısı  için 

 olur. 

10=x

120=n

 

Teorem 3.3. Herhangi k pozitif tamsayısı için  

{ }32221242222 4,,, +++++ kkkkkk FFFFFF                        (3.14) 

kümesi bir Diophantine dörtlüsüdür. (Hoggat-Bergum,1977) 

İspat:  

( )

( )

( ) .1214

,1214

,1

,1214

,1

,1

2
322232221212

22
2232221222

2
324222

2
22123222122

2
22422

2
12222

+=+⋅

+=+⋅

=+⋅

−=+⋅

=+⋅

=+⋅

++++++

+++++

+++

+++++

++

++

kkkkkk

kkkkk

kkk

kkkkkk

kkk

kkk

FFFFFF

FFFFF

FFF

FFFFFF

FFF

FFF

                  (3.15) 
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Teorem 3.4.     Fibonacci dizisinin uygun elemanları olmak üzere { }∞=∈ 0, nnba FFF

{ }rnrnrnrnrnn FFFFFF 3242 4,,, +++++                          (3.16) 

kümesinin herhangi iki elemanının çarpımına  

22
ba FF    veya    22

ba FF−

eklendiğinde mükemmel karedir. ( Morgado Jose, 1983-1984 )  

 

İspat:  Fibonacci dizisi olmak üzere  )( nF

snrnsr
n

srnn FFFFFF ++++ =−+ )1(                             (3.17) 

 özdeşliği elde edilir. (Dustan Everman, 1970)  

        (3.17) özdeşliğinde rs =  için 
22

2 )1( rnr
n

rnn FFFF ++ =−+                                    (3.18) 

ra =  ve  için teoremde birinci terim ile ikinci terimin çarpımına  1=b

2)1( r
n F−  

eklendiğinde mükemmel karedir. 

        (3.18) de  için rnn 2+=

2
3

22
42 )1( rnr

rn
rnrn FFFF +

+
++ =−+                              (3.19) 

ra =   ve  1=b  için teoremden ikinci terim ile üçüncü terimin çarpımına 

22)1( r
rn F+−  

eklendiğinde mükemmel karedir. 

        (3.18) de rr 2=  için 
2

2
2

24 )1( rnr
n

rnn FFFF ++ =−+                                   (3.20) 

ra 2=  ve 1=b  için teoremden birinci terim ile üçüncü terimin çarpımına 

2
2)1( r

n F−  

eklendiğinde mükemmel karedir. 
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        (3.17) özdeşliğinden 

( ) 222
srsrnnsnrn FFFFFF =− ++++                               (3.21) 

ve 

( )2224 srnnsnrnsrsrnsnrnn FFFFFFFFFF ++++++++ +=+            (3.22) 

elde edilmiştir. 

        (3.22) de  için rs 2=

( )23
2

2
22

2
2

324 rnnrnrnrrrnrnrnn FFFFFFFFFF ++++++ +=+            (3.23) 

ra =   ve  rb 2=  için teoremden birinci terim ile dördüncü terimin çarpımına 
2

2
2

rr FF  

 eklendiğinde mükemmel karedir. 

        (3.23) de rnn +=  için  

( )24
2

3
2

2
2

2
2

4324 rnrnrnrnrrrnrnrnrn FFFFFFFFFF ++++++++ +=+        (3.24) 

ra =  ve  için teoremden üçüncü terim ile dördüncü terimin çarpımına  rb 2=

2
2

2
rr FF  

eklendiğinde mükemmel karedir. 

        Sonuç olarak  (3.22) de rs =  için 

( )22
24

2
24 rnnrnrrnrnn FFFFFFF ++++ +=+                         (3.25) 

( )rba == . 

 

Teorem 3.5.  dizisinin uygun elemanları,  olmak üzere ( ) 0, ≥∈ nnkh RRR 1≥n

{ }rnrnrnrnrnn WWWWWW 3242 4,,, +++++                          (3.26) 

kümesinin herhangi iki elemanının çarpımına  

( ) ( ) 122 −t
kh

tm RReq  

eklendiğinde mükemmel karedir. Burada { }∞=∈ 0, nnkh RRR  genelleştirilmiş Fibonacci 

sayı dizisinin uygun elemanları ve m , W  nin en küçük alt indisi olmak üzere W  nin 

çarpan sayısının 2 veya 4 olma durumuna bağlı olarak t , 1 veya  değerini alır.    2

( A.F. Horadam, 1987 ) 
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İspat: (2.32)  ve (2.33) binet formülleri, (2.31) ve (2.35) özdeşlikleriyle birlikte 

kullanılırsa  

sr
n

snrnsrnn RRqeWWWW =− ++++                               (3.27) 

özdeşliği elde edilir. 

        (3.27) de rs =  için 
22

2 rnr
n

rnn WRqeWW ++ =−                                      (3.28) 

dir. 

        (3.28) de için rnn 2+=

2
3

22
42 rnr

rn
rnrn WRqeWW +

+
++ =−                                 (3.29) 

dir. 

        (3.28) de rr 2=  için 

2
2

2
24 rnr

n
rnn WRqeWW ++ =−                                     (3.30) 

dir. 

        (3.27) özdeşliğinin karesi alınırsa 

( ) ( )2222
4 snrnsrnnsr

n
srnsnrnn WWWWRRqeWWWW ++++++++ +=+      (3.31) 

elde edilir. 

        (3.31) de  için rs 2=

( ) ( )223
2
2

22
324 rnrnrnnrr

n
rnrnrnn WWWWRRqeWWWW ++++++ +=+     (3.32) 

dir. 

        (3.32) de rnn +=  için 

( ) ( )2324
2
2

22
4324 rnrnrnrnrr

rn
rnrnrnrn WWWWRRqeWWWW ++++

+
++++ +=+   (3.33) 

dir. 

        (3.31) de rs =  için 

( ) ( )22
2

42
2

24 rnrnnr
n

rnrnn WWWRqeWWW ++++ +=+                   (3.34) 

dir. 
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        (3.34) de rnn +=  için 

( ) ( )22
23

42
3

2
24 rnrnrnr

rn
rnrnrn WWWRqeWWW +++

+
+++ +=+             (3.35) 

elde edilir. (3.28), (3.29), (3.30) özdeşlikleri (3.32), (3.33), (3.35) özdeşlikleriyle 

birleştirilerek istenen sonuç elde edilmiştir. 

 

        Pell ve Lucas dizileri ile ilgili örnekler:  

Örnek 3.1.  (2.36) dan 1−=e  ve 1−=q  için nn PW =− )1,2;1,0(   

{ }rnrnrnrnrnn PPPPPP 3242 4,,, +++++                             (3.36) 

mükemmel karedir.  

1,1 == rn  için  

{ } { }480,29,5,14,,, 432531 =PPPPPP  

kümesinin herhangi iki elemanının çarpımına 1±  veya 4±  eklendiğinde  

22
2

2
1

22
2

2
1

24
1

22
2

22
1

22
1

11848029,224801
,494805,5291
,12295,251

=+⋅=+⋅
=+⋅=−⋅
=−⋅=−⋅

PPPP
PP
PP

 

mükemmel kare elde edilmiştir. 

 

Örnek 3.2.  (2.35) den  ve 5=e 1−=q  için nn LW =− )1,1;1,2(  

{ }rnrnrnrnrnn LLLLLL 3242 4,,, +++++                             (3.37) 

mükemmel karedir. 

1,1 == rn  için  

{ } { }336,11,4,14,,, 432531 =LLLLLL  

kümesinin herhangi iki elemanının çarpımına 5  veya  eklendiğinde 2552 =

22

22

22

612533611,19253361
,37253364,45111

,75114,3541

=+⋅=+⋅
=+⋅=+⋅
=+⋅=+⋅

 

mükemmel kare elde edilmiştir. 
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        Fermat özelliğinin benzer sonuçları dört elemanlı Pell ve Lucas sayılarından 

oluşan sonsuz birçok kümeye genelleştirilebileceği açıktır. 

 

        1995 yılında Jose Morgado; Gheorge Udrea nın (Srıvastava, H. M. And 

Manocha, H. L, 1984)  ve Udrea G. den elde ettiği sonuçları genelleştirmiş ve I. Tip 

Chebyshev polinomları için benzer sonuçlar elde edilmiştir.  

 

Lemma 3.1.  ( ) 0≥nnT   I. tip Chebyshev polinomları için  

( ) )()()()(
2
1)()( xTxTxTxTxTxT snrnsrsrsrnn +++−++ =−+                (3.38) 

ve 

( ) =−+ +−++++
2)()(

4
1)()()()(4 xTxTxTxTxTxT srsrsrnsnrnn  

( )2)()()()( xTxTxTxT snrnsrnn ++++ +=                               (3.39) 

özdeşlikleri vardır. (Morgado Jose, 1995 ) 

 

İspat: Notasyon kolaylığı açısından  polinomu )(xTn T  şeklinde ifade edilmiştir.  

        (2.49)  I. tip Chebyshev polinomu tanımından 

( )θθθθ )cos()2cos(
2
1)cos(cos srsrnsrnnTT srnn ++++=++=++  

ve 

( )θθθθ )cos()2cos(
2
1)cos()cos( srsrnsnrnTT snrn −+++=++=++  

buradan 

( )θθ )cos()cos(
2
1 srsrTTTT snrnsrnn −−+=− ++++  

ve  

( srsrsnrnsrnn TTTTTT −+++++ −=−
2
1 )                             (3.40) 

dir. Böylece (3.38) özdeşliğinin ispatı elde edilmiştir.  
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        (3.40) özdeşliğinin karesi alınırsa 

( ) ( )

srnsnrnnsrnnsnrn

srnnsnrnsrsr

TTTTTTTT

TTTTTT

++++++++

+++++−

−+=

−=−

2

4
1

2222

22

 

buradan 

( ) srnsnrnnsrnnsnrnsrsrsrnsnrnn TTTTTTTTTTTTTT +++++++++−++++ ++=−+ 2
4
14 22222  

 dir.  Böylece (3.39) özdeşliğinin ispatı elde edilmiştir. 

 

Teorem 3.6.     ,0≥> hk hT kT ∈ ( ) 0≥nnT  I. tip Chebyshev polinomlar dizisinin 

 uygun elemanları olmak üzere  

{ }rnrnrnrnrnn TTTTTT 3242 4,,, +++++                              (3.41) 

kümesinin herhangi iki elemanının çarpımına  

( )
t

kh TT ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −
2
1  

eklendiğinde mükemmel kare olur. Burada (3.41) deki terimlerin çarpımının ikili 

veya dörtlü çarpan olma durumuna göre t değeri 1 veya 2 dir. ( Morgado Jose, 1995 ) 

İspat:   

        (3.38) de rs =  için 

( ) 2
202 2

1
rnrrnn TTTTT ++ =−+                                    (3.42) 

elde edilir. 

        (3.42) de  rr 2=  için 

( ) 2
2404 2

1
rnrrnn TTTTT ++ =−+                                    (3.43) 

elde edilir. 

        (3.43) de   için  rnn 2+=

( ) 2
32042 2

1
rnrrnrn TTTTT +++ =−+                                (3.44) 

elde edilir. 
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        (3.39) da   için rs 2=

( ) ( 2
23

2

332 2
14 rnrnrnnrrrnrnrnn TTTTTTTTTT ++++++ +=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+ )             (3.45) 

elde edilir. 

        (3.45) de  rnn +=   için 

( ) ( 2
324

2

3432 2
14 rnrnrnrnrrrnrnrnrn TTTTTTTTTT ++++++++ +=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+ )           (3.46) 

elde edilir.  

        (3.39) da  rnn +=   ve  rs =   için  

( ) ( 22
23

2

203
2

2 2
14 rnrnrnrrnrnrn TTTTTTTT ++++++ +=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+ )                (3.47) 

teoremin ispatı tamamlanmış olur. 

 

Teorem 3.7.  Fibonacci sayı dizisinin uygun elemanları olmak 

üzere  

{ }∞=∈ 02 , nnhh FFF

0,,4,,,
3

62

2

4222

4

82

2

422 ≥
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⋅⋅⋅
+

+

+

+

+

+

+

+

+

+ rn
F
F

F
F

F
F

F
F

F
F

F
F

rn

rn

rn

rn

rn

rn

rn

rn

rn

rn

n

n         (3.48) 

kümesinin herhangi iki elemanının çarpımına  

t

h

h

F
F

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−±± 22  

eklendiğinde mükemmel kare elde edilir. Burada (3.48) deki terimlerin çarpımının 

ikili veya dörtlü çarpan olma durumuna göre t değeri 1 veya 2 dir.  

(Morgado Jose, 1995 ) 

İspat:   

        (2.73) özdeşliğinin uygun değerleri, (3.42) de yerine yazılırsa 

2
22

22

2

4
2

2

422
22

42
1

2
1

4 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⋅−+⋅⋅

+

+
+

+

+
+

rn

rn
rn

r

r
r

rn

rn

n

n
rn

F
Fi

F
Fi

F
F

F
Fi  

buradan 
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2
22

2

4

2

422 )1(2)1( ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−−+⋅

+

+

+

+

rn

rn

r

rrn

rn

rn

n

n
F

F
F
F

F
F

F
F

                  (3.49) 

elde edilir.  

        (3.49) da rr 2=  için 

2

2

42

4

8

4

822 2)1( ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−+⋅

+

+

+

+

rn

rn

r

rn

rn

rn

n

n
F
F

F
F

F
F

F
F

                      (3.50) 

elde edilir.  

        (3.50) de  için rnn 2+=

2

3

62

2

4

4

82

2

42 )1(2)1( ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−−+⋅

+

+

+

+

+

+

rn

rn

r

rrn

rn

rn

rn

rn
F
F

F
F

F
F

F
F

                (3.51) 

elde edilir.  

        (2.73) özdeşliğinin uygun değerleri, (3.46) da yerine yazılırsa 

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−+⋅⋅⋅

+

+

+

+

+

+
2

3

62

3

62

2

42222 )1(4
r

rr

r

r

rn

rn

rn

rn

rn

rn

n

n
F
F

F
F

F
F

F
F

F
F

F
F

 

2

2

4222

3

622
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅+⋅=

+

+

+

+

+

+

rn

rn

rn

rn

rn

rn

n

n
F
F

F
F

F
F

F
F

                            (3.52) 

böylece 

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−+

+

+

+

+

+

+

+

+
2

3

62

4

82

3

62

2

4222 )1(4
r

rr

r

r

rn

rn

rn

rn

rn

rn

rn

rn
F
F

F
F

F
F

F
F

F
F

F
F

 

2

3

62

2

42

4

8222
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

+

+

+

+

+

+

+

+

rn

rn

rn

rn

rn

rn

rn

rn
F
F

F
F

F
F

F
F

                            (3.53) 

elde edilir. 

        Sonuç olarak (2.73) özdeşliğinin uygun değerleri, (3.47) de yerine yazılırsa 

22

2

42

3

6222
2

2

6

3

62
2

2

4222 )1(24 ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

rn

rn

rn

rn

rn

rn

r

rr

rn

rn

rn

rn

rn

rn
F
F

F
F

F
F

F
F

F
F

F
F

F
F

    

(3.54) 

sonucu elde edilir. 
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Teorem 3.8.  ( ) 0≥nnL  Lucas sayı dizisi ve  olmak üzere 1≥n

{ }rnrnrnrnrnn LLLLLL 3242 4,,, +++++ ⋅⋅⋅                       (3.55) 

kümesinin herhangi iki elemanının çarpımına  

( )thL−±± 2  

eklendiğinde mükemmel kare elde edilir. Burada çarpımda çarpanların alt indisi ile 

üst indisi arasında, ikili veya dörtlü çarpan olma durumuna göre t değeri 1 veya 2 dir. 

h

 ( Morgado Jose, 1995 ) 

 

İspat: Teorem 3.7 nin ispatına benzer şekilde yapılabilir. 
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4.BÖLÜM 

CHEBYSHEV POLİNOM DÖRTLÜLERİ 

        Bu bölümde elemanları I. tip Chebyshev polinomlar dizisinden seçilen 

{ }111111 44,2,, +++−++++−+++−+ ++++ rnrnrnrnrnrnrnrn TTTTTTTT  

I. tip Chebyshev polinomlar dörtlüsü elde edilmiştir. Benzer şekilde elemanları II., 

III. ve IV. tip Chebyshev polinomları dizisinden  seçilen dörtlüler verilmiştir. 

 

Lemma 4.1.  I. tip Chebyshev polinomları, { }∞=∈ 0nnn TT sr +  çift tamsayı,  

olmak üzere 

0,, ≥srn

( )
2

2
201

2
1

2 2
1

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

++++−++ srnsrnsrn
TTTTT                        (4.1) 

özdeşliği vardır. Notasyon kolaylığı açısından  I. tip Chebyshev polinomları  

şeklinde ifade edilmiştir. 

)(xTn nT

 

İspat: (2.49) I. tip Chebyshev polinomlarının tanımından 

 

( ) ( )( )

( )( )2

1
2

1
2

2cos
2
1

2cos2cos
2
1

1
2

cos1
2

cos

Tsrn

srn

srnsrnTT srnsrn

+++=

+++=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+
+⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+
+=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⋅⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+

+
+−

+
+

θ

θθ

θθ

 

ve 
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( ) ( )( )

( )( )0

22

2cos
2
1

0cos2cos
2
1

2
cos

2
cos

Tsrn

srn

srnsrnTT srnsrn

+++=

+++=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⋅⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+

+
+

+

θ

θθ

θθ

 

buradan 

( 02

2

2
1

2
1

2 2
1 TTTTT srnsrnsrn

−=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

++++−++
)                         (4.2) 

elde edilir. 

 

Teorem 4.1.  I. tip Chebyshev polinomları,  olmak üzere  { }∞=∈ 0nnn TT 0, ≥rn

{ }111111 44,2,, +++−++++−+++−+ ++++ rnrnrnrnrnrnrnrn TTTTTTTT                (4.3) 

kümesinin herhangi iki elemanının çarpımına 

( )
( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−

−
= içinterimlerkalangeriyeTT

ileTT
N ,

2
1

.4.1,2

20

20
 

eklendiğinde mükemmel karedir.  

 

İspat:   (4.1) de rs =  için, 

 

        1. terim ile 2. terimin çarpımı 

( ) ( ) ( ) ( 2
2011 2

1
rnrnrn TTTTT +++−+ =−+⋅ )                               (4.4) 

dir.  

 

        (4.4) özdeşliği kullanılarak diğer terimlerin ispatı yapılabilir. 

 



 33

        1. terim ile 3. terimin çarpımı 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )111
2

1111 22 ++−++−+−++++−+−+ ++=++ rnrnrnrnrnrnrnrnrn TTTTTTTTT  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )20
2

1

20
2

1
2

1

2
1

2
12

TTTT

TTTTTT

rnrn

rnrnrnrn

−−+=

−−++=

+−+

++−+−+

 

böylece 

( ) ( ) ( 2
120111 2

12 rnrnrnrnrnrn TTTTTTTT +−++++−+−+ +=−+++ )               (4.5) 

elde edilir.  

        1. terim ile 4. terimin çarpımı 

( ) ( ) ( )( ) ( )( 111
2

1111 4444 ++−++−+−++++−+−+ ++=++ rnrnrnrnrnrnrnrnrn TTTTTTTTT )  

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )20
2

1

20
2

1
2

1

22

2
144

TTTT

TTTTTT

rnrn

rnrnrnrn

−−+=

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−++=

+−+

++−+−+  

böylece 

( ) ( ) ( )2120111 2244 rnrnrnrnrnrn TTTTTTTT +−++++−+−+ +=−+++             (4.6) 

elde edilir. 

        Benzere şekilde diğer terimlerin çarpımı elde edilebilir. 

       

Sonuç 4.1.  (2.73) özdeşliği ve (4.4) den 

( ) ( )
2

2

2

1

1

1

1

22
1

2
1

22 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+ +

+

++

++

−+

−+

rn

rn

rn

rn

rn

rn
LiLiLiLi  

ve 

( )( ) ( )( )
2

2

22

2
22

11

22

4
2

4 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=++ ++

+
−−

++−+

+

srn

rn
rn

rnrn

rn
LiLiLLi  

böylece 

( )( ) ( )211 )1(5 rn
rn

rnrn LLL +
+

++−+ =−+                                     (4.7) 

elde edilir.  
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Teorem 4.2.  Lucas sayı dizisi ve  olmak üzere  { }∞=∈ 0nnn LL 0, ≥rn

{ }111111 44,2,, +++−++++−+++−+ ++++ rnrnrnrnrnrnrnrn LLLLLLLL          (4.8) 

kümesinin herhangi iki elemanının çarpımına 

⎩
⎨
⎧

−
−

=
+

+

içinterimlerkalangeriye
ileN rn

rn

,)1(5
.4.1,)1(20  

eklendiğinde mükemmel karedir. 

İspat:  (4.7) özdeşliği kullanılarak, Teorem 4.1. in ispatına benzer şekilde ispat 

edilebilir. 

 

Lemma 4.2. { } { }∞=
∞
= ∈∈ 00, nnnnnn UUTT  sırasıyla I. ve II. tip Chebyshev polinomları 

 sr +  çift tamsayı,  olmak üzere  0,, ≥srn

( )
2

2
2021

2
1
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⎟
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⎠
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θ
                 (4.9) 

özdeşliği vardır. Notasyon kolaylığı açısından  ve  polinomları  

şeklinde ifade edilmiştir. 

)(xTn )(xUn nn UT ,

 

İspat:  

        (2.52) II. tip Chebyshev polinomlarının tanımından 

( ) (4.10)      )2cos()2cos(
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1
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ve 
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( ) (4.11)                   )2cos()0cos(
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⎜
⎜
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⎛
+

+
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elde edilir. 

        (4.10) ve (4.11) özdeşliklerinden  

( 022

2

2
1

2
1

2 sin2
1 TTUUU srnsrnsrn

−=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−⎟⎟
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⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

++++−++ θ
)               (4.12) 

elde edilir. 

 

Teorem 4.3. { } { }∞=
∞
= ∈∈ 00, nnnnnn UUTT  sırasıyla I. ve II. tip Chebyshev polinomları 

ve  olmak üzere 0, ≥rn

{ }111111 44,2,, +++−++++−+++−+ ++++ rnrnrnrnrnrnrnrn UUUUUUUU       (4.13) 

kümesinin herhangi iki elemanının çarpımına 

( )

( )
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
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⎧

−

−
=

içinterimlerkalangeriyeTT

ileTT
N

,
sin2

1

.4.1,
sin

2

202

202

θ

θ  

eklendiğinde mükemmel karedir.  

İspat:  (4.9) özdeşliği kullanılarak, Teorem 4.1. in ispatına benzer şekilde ispat 

edilebilir. 

 

Sonuç 4.2. (4.9) özdeşliğinde 
2
ix =  alınırsa, (2.69),  (2.73) özdeşlikleriden 
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θ
 

Chebyshev polinomlar dizisinin trigonometrik özdeşliğinden x=θcos   olmak üzere  

4
5sin2 =θ  dir. 
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Böylece 
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⎞
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⎝

⎛
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+
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+++++ srn

srn
srnsrn

FFF                      (4.14) 

elde edilir. 

 

Teorem 4.4.  Fibonacci sayı dizisi ve  olmak üzere  { }∞=∈ 0nnn FF 0, ≥rn

{ }21212 44,2,, +++++++++++++ ++++ rnrnrnrnrnrnrnrn FFFFFFFF          (4.15) 

kümesinin herhangi iki elemanının çarpımına 

⎩
⎨
⎧

−
−

=
+

+

içinterimlerkalangeriye
ileN rn

rn

,)1(
.4.1,)1(4  

eklendiğinde mükemmel karedir.  

İspat: (4.14) özdeşliği kullanılarak, Teorem 4.1. in ispatına benzer şekilde ispatı elde 

edilebilir. 

 

Lemma 4.3. { } { }∞=
∞
= ∈∈ 00, nnnnnn VVTT  sırasıyla I. ve III. tip Chebyshev polinomları 

sr +  çift tamsayı,  olmak üzere  0,, ≥srn

( )
2

2
20

21
2

1
2

2
1cos2

1
⎟
⎟
⎠
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⎜
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⎝
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⎞
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⎛
+

++++−++ srnsrnsrn
VTTVV

θ
                (4.16) 

özdeşliği vardır.  ve   polinomları notasyon kolaylığı açısından  

şeklinde ifade edilmiştir. 

)(xTn )(xVn nn VT ,
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İspat:  (2.55) III. tip Chebyshev polinomlarının tanımından 
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ve 
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elde edilir. 

 

        (4.17) ve (4.18) özdeşliklerinden   

( )02
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2
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1cos2

1 TTVVV srnsrnsrn
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elde edilir.  

       

Teorem 4.5.  { } { }∞=
∞
= ∈∈ 00, nnnnnn VVTT  sırasıyla I. ve III. tip Chebyshev polinomları 

ve  olmak üzere  0, ≥rn

{ }111111 44,2,, +++−++++−+++−+ ++++ rnrnrnrnrnrnrnrn VVVVVVVV          (4.19) 

kümesinin herhangi iki elemanının çarpımına 
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( )
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eklendiğinde mükemmel karedir.  

 
İspat: (4.16) özdeşliği kullanılarak, Teorem 4.1. in ispatına benzer şekilde ispatı elde 

edilebilir. 

 

Sonuç 4.3. (4.16) özdeşliğinde 
2
ix =  alınırsa, (2.73) ve (2.79)  özdeşlikleriden  
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Chebyshev polinomlar dizisinin trigonometrik özdeşliğinden x=θcos   olmak üzere  

2
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1cos2 2 +

=
iθ  dir. 

        Böylece 
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                                        (4.20) 
elde edilir. 
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Teorem 4.6. , { }∞=∈ 0nnn FF { }∞=∈ 0nnn LL  sırasıyla Fibonacci ve Lucas sayı dizileri ve 

 olmak üzere  0, ≥rn

( ) ( ) ( ) ( ){ ( ,2,, 1211121 +++++++−++++++−++ ++ )+++++ rnrnrnrnrnrnrnrnrnrn iFFiFFiFFiFFiFF
 

( ) ( ) ( )}rnrnrnrnrnrn iFFiFFiFF ++++++−++ +++++ 111 44                 (4.21) 

kümesinin herhangi iki elemanının çarpımına 
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eklendiğinde mükemmel karedir.  

 

İspat: (4.20) özdeşliği kullanılarak, Teorem 4.1. in ispatına benzer şekilde ispat 

edilebilir.    

 

Lemma 4.4. { } { }∞=
∞
= Ψ∈Ψ∈ 00, nnnnnn TT  sırasıyla I. ve IV. tip Chebyshev polinomları, 

sr +  çift tamsayı,  olmak üzere 0,, ≥srn
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               (4.22) 

özdeşliği vardır.  ve )(xTn )(xnΨ  polinomları notasyon kolaylığı açısından nnT Ψ,  

şeklinde ifade edilmiştir. 

 

İspat:   

        (2.58) IV. tip Chebyshev polinomlarının tanımından   
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elde edilir. 

        (4.23) ve (4.24) özdeşliklerinden   
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elde edilir. 

 

Teorem 4.7. { } { }∞=
∞
= Ψ∈Ψ∈ 00, nnnnnn TT  sırasıyla I. ve IV. tip Chebyshev polinomları 

dizisi ve  olmak üzere 0, ≥rn

{ }111111 44,2,, +++−++++−+++−+ Ψ+Ψ+ΨΨ+Ψ+ΨΨΨ rnrnrnrnrnrnrnrn      (4.25) 

kümesinin herhangi iki elemanının çarpımına 
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eklendiğinde mükemmel karedir.  

İspat:  (4.22) özdeşliği kullanılarak, Teorem 4.1. in ispatına benzer şekilde ispat 

edilebilir.    

 

Sonuç 4.4. (4.22) özdeşliğinde 
2
ix =  alınırsa, (2.73) ve (2.80) özdeşlikleriden  
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Chebyshev polinomlar dizisinin trigonometrik özdeşliğinden x=θcos   olmak üzere   
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1sin2 2 i−

=θ  dir. 

        Böylece 
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                                        (4.26) 

elde edilir. 
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Teorem 4.8. { } { }∞=
∞
= ∈∈ 00, nnnnnn LLFF  sırasıyla Fibonacci ve Lucas sayıları dizisi ve 

  olmak üzere 0, ≥rn

( ) ( ) ( ) ( ){ ( ,2,, 1211121 +++++++−++++++−++ −+ )−+−−− rnrnrnrnrnrnrnrnrnrn iFFiFFiFFiFFiFF
 

( ) ( ) ( )}1211 44 +++++++−++ −+−+− rnrnrnrnrnrn iFFiFFiFF                 (4.27) 

kümesinin herhangi iki elemanının çarpımına 
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ileiN rn

rn
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eklendiğinde mükemmel karedir.  

 
İspat:  (4.26) özdeşliği kullanılarak, Teorem 4.1. in ispatına benzer şekilde ispat 

edilebilir.    
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5. BÖLÜM 

GENELLEŞTİRİLMİŞ İKİ DEĞİŞKENLİ POLİNOM DÖRTLÜLERİ 

        Bu bölümde I. tip Chebyshev polinomlar dizisinden oluşturulan dörtlülerin 

genelleştirilmesi yapılarak, elemanları genelleştirilmiş iki değişkenli polinomlar 

dizisinden seçilen 

⎪⎩
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+
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+
++

+
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+
+
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2
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2
1

2
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+
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+ 1
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2
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44 srnsrnsrn
SKSKS  

genelleştirilmiş iki değişkenli polinomlar dörtlüsü elde edilmiştir. 

 

5.1. Genelleştirilmiş İki Değişkenli Polinomlar Dizisi 

Tanım 5.1.1. ( ){ }),()(),();(),( yxyQxPxbxaSn dizisi notasyon kolaylığı açısından 

 bağımsız değişken çıkarıldı ve sadece ( )(),();(),( yQxPxbxa ) { } 0),( ≥nn yxS  şeklinde  

ifade edildi. Başlangıç koşulları 

)(),(0 xayxS =   ve  )(),(1 xbyxS =  

olmak üzere 

2),,()(),()(),( 21 ≥−= −− nyxSyQyxSxPyxS nnn                    (5.1) 

rekürans bağıntısı ile verilen, { }∞=0),( nn yxS  dizisine Genelleştirilmiş İki Değişkenli 

Polinomlar Dizisi denir. Bu tanım ( 2.27) nin genel halidir. 

( yx,  reel katsayılı iki değişken olmak üzere   

polinomları, notasyon kolaylığı açısından sırasıyla ve  şeklinde ifade 

edildi.) 

),(),,( xPyxSn )(),(),( xbxayQ

aQPSn ,,, b
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        Genelleştirilmiş İki Değişkenli Polinomlar Dizisinin, karakteristik polinomunun 

kökleri   olmak üzere 042 ≠− QP

 
02 =+− QPtt                                                  (5.2) 

denkleminden 

2
42 QPP −+

=α ,   
2

42 QPP −−
=β                            (5.3) 

(5.3) kölerinin; çarpımı, farkı ve toplamı 

Q=⋅ βα ,  QP 42 −=− βα ,  P=+ βα                           (5.4) 

dir. 

        { }   dizisinin Binet formülü ∞
=0nnS

βα
βα

−
⋅−⋅

=
nn

n
BAS                                              (5.5) 

(5.7) den 

β⋅−= abA    ve  α⋅−= abB                                     (5.6) 

elde edilir. ( yx,  reel katsayılı iki değişken olmak üzere   

ve polinomları, notasyon kolaylığı açısından sırasıyla  

  ve B şeklinde ifade edilmiştir.) 

),(),(),,( yQxPyxSn

),(),(),( yxAxbxa ),( yxB ,nS

AbaQP ,,,,

 

5.2. Genelleştirilmiş İki Değişkenli Polinomların Üreten Fonksiyonu 

Tanım 5.2.1.   reel sayılar dizisi olsun. naaa ,,, 10 K

∑
∞

=

=++++=
0

10)(
n

n
n

n
nn tatataaxg LL                            (5.7) 

fonksiyonuna { }∞=0nna  dizisinin üreten fonksiyonu denir. 
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Tanım 5.2.2.  iki değişkenli polinomlar dizisi olmak üzere  nSSS ,,, 10 K

∑
∞

=

=+++++=
0

2
210),,(

n

n
n

n
nn tStStStSStyxg LL               (5.8) 

fonksiyonuna Genelleştirilmiş İki Değişkenli Polinomlar Dizisinin Üreten 

Fonksiyonu denir. 

        (5.1) rekürans bağıntısından elde edilen indirgenmiş polinomu 

21),,( QttPtyxk +−=  

2≥n  için  

021 =⋅+⋅− −− nnn SQSPS  

olmak üzere 

( )( )

( ) ( )

( )

( )

( )taPba

tPSSS

tQSPSS

tQSPSStPSSS

tQPttStStSSkg

n
nnn

n
nn

−+=

−+=

++−++

++−+−+=

+−+++++=

−−

010

21

2
012010

22
210 1

LL

L

LL

 

buradan 

        { }  dizisinin üreten fonksiyonu ∞
=0nnS

( )
21 QttP
tPabagn

+−

−+
=                                            (5.9) 

dir. 

 

Lemma 5.2.1. { }  genelleştirilmiş iki değişkenli polinomlar dizisi, ∞
=0nnS sr +  çift  

tamsayı ve  olmak üzere 0,, ≥srn
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özdeşliği vardır. Burada  iki değişkenli reel katsayılı polinomları 

notasyon kolaylığı açısından  şeklinde ifade edilmiştir. 
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İspat:  (5.5) Binet formülünden 
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buradan 

( ) 1
2

2
2

2
1

2

2

1
2

−
+

+
+

++
+

+−
+

+
−⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ srn
srnsrnsrn

ABKKSSKS αβ             (5.11) 

elde edilir. 
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Teorem 5.2.1. { }  genelleştirilmiş iki değişkenli polinomlar dizisi, ∞
=0nnS sr +  çift  

tamsayı ve  olmak üzere 0,, ≥srn
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44 srnsrnsrn
SKSKS                             (5.12) 

kümesinin herhangi iki elemanının çarpımına 

( )
( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
−++

−++

içinterimler kalan  geriye,

4. ile 1.,4 
1

22

1
22

srn

srn

ABK

ABKN
αβ

αβ  

eklendiğinde mükemmel karedir. 
 
İspat:  1. terim ile 2. terimin çarpımı, Lemma 5.1.1. de ispat edildi. Diğer terimlerin 

çarpımında (5.11) göz önünde bulundurulursa,  

 
        1. terim ile 3. terimin çarpımı, 
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böylece 
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elde edilir. 
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        1. terim ile 4. terimin çarpımı, 
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ede edilir.   

        Diğer terimlerin çarpımı benzer şekilde elde edilebilir. 

 

        (5.12) de rs =  için 

Sonuç 5.2.1. { }∞=0nnS  genelleştirilmiş iki değişkenli polinomlar dizisi olmak üzere 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ ,2,, 1
2

11
2

1 +++−+++−+ ++ rnrnrnrnrn SKSKSSKS  

( ) ( ) ( )}1
2

1 44 +++−+ ++ rnrnrn SKSKS                                (5.15) 

kümesinin herhangi iki elemanının çarpımına 
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içinterimler kalan  geriye,
4. ile 1.,4 12
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αβ  

eklendiğinde mükemmel karedir. 
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        (5.15) de nr =  için 

Sonuç 5.2.2. { }∞=0nnS  genelleştirilmiş iki değişkenli polinomlar dizisi olmak üzere 

{ }12
2

21212
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12 44,2,, +−+−+− ++++ nnnnnnnn SKSKSSKSKSSKS   (5.16) 

kümesinin herhangi iki elemanının çarpımına 
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4. ile 1.,4 122
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eklendiğinde mükemmel karedir. 

 

        (5.12) de  için 2=+ sr

Sonuç 5.2.4. { }∞=0nnS  genelleştirilmiş iki değişkenli polinomlar dizisi olmak üzere 
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2 44,2,, +++++ ++++ nnnnnnnn SKSKSSKSKSSKS          (5.17) 

kümesinin herhangi iki elemanının çarpımına 
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eklendiğinde mükemmel karedir.  

 

Sonuç 5.2.5. { }∞=0nnS  genelleştirilmiş iki değişkenli polinomlar dizisi olmak üzere  

(5.15) de 1=K , 1−=K  için sırasıyla 

{ }111111 44,2,, +++−++++−+++−+ ++++ rnrnrnrnrnrnrnrn SSSSSSSS        (5.18) 

{ }111111 44,2,, +++−++++−+++−+ +−+− rnrnrnrnrnrnrnrn SSSSSSSS        (5.19) 

kümesinin herhangi iki elemanının çarpımına 
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eklendiğinde mükemmel karedir.  
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Teorem 5.2.2. { }  genelleştirilmiş iki değişkenli polinomlar dizisi, ∞
=0nnS sr +  çift  

tamsayı ve  olmak üzere 0,, ≥srn

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

++
+

+
+

+
+−

+
++

+
+−

+
+

,2,,
1

2

2

2
1

2
1

2

2

1
2

srnsrnsrnsrnsrn
SKSKSSKS  

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

+−
+

+
+

++−
+

+ 1
2

2

21
2

2 srnsrnsrn
SKSKS                               (5.20) 

kümesinin herhangi iki elemanının çarpımına 
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eklendiğinde mükemmel karedir.  iki değişkenli reel katsayılı 
polinomları notasyon kolaylığı açısından  şeklinde ifade edilmiştir. 
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dir. 

        2. terim ile 4. terimin çarpımı, 
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⎛
+−

++++
+−+++++ 1

2

2

2
1

2
1

2

2 2 srnsrnsrnsrn
SKSKSSK  

       
2

12

2

1
22

3
1212

2 2 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

++++
+

+
+++++−++ srnsrnsrnsrnsrn

SKSSKSSK  

( )
2

1
2

2

1
22

31
22

2

2

2 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

++++
+

+
++

−++
+

+
srnsrnsrn

srn
srn

SKSSKABKKS αβ  

böylece 

( ) =+⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+− −++

++++
+−+++++

1
22

1
2

2

2
1

2
1

2

2 2
srn

srnsrnsrnsrn
ABKSKSKSSK αβ  

2

1
2

2

2
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=

++++
+

srnsrn
SKKS                                      (5.22) 

elde edilir. 

        3. terim ile 4. terimin çarpımı, 

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⋅⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ +

++++−+++
++++−++

2
1

2

2
1

22
1

2

2
1

2
22 srnsrnsrnsrnsrnsrn

SKSKSSKSKS  

2

2

2

1
2

2
1

2
2 ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+= +

++++−++ srnsrnsrn
SKSKS  
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böylece 

+⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+−⋅⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
++

++++
+−++++++

+−++ 1
2

2

2
1

2
1

2

2

2
1

2
22 srnsrnsrnsrnsrnsrn

SKSKSSKSKS  

2

1
2

2
1

2

2

2

2 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+

+++−+++
+

srnsrnsrn
SKSSK                        (5.23) 

elde edilir.  

 

        (5.20) de rs =  için 

Sonuç 5.2.6. { }∞=0nnS  genelleştirilmiş iki değişkenli polinomlar dizisi olmak üzere  

{ }1
2

11
2

11
2

1 2,2,, +++−++++−+++−+ +−++ rnrnrnrnrnrnrnrn SKSKSSKSKSSKS  

   (5.24) 
kümesinin herhangi iki elemanının çarpımına 

( )
( )⎩

⎨
⎧

= −+
+

içinterimler kalan  geriye,
4. ile  3.,2

12

2

rn
rn

ABK
KSN

αβ
 

eklendiğinde mükemmel karedir.  

 

        (5.20) de   için 2=+ sr

Sonuç 5.2.7. { }∞=0nnS  genelleştirilmiş iki değişkenli polinomlar dizisi olmak üzere  

{ }2
2

12
2

12
2 2,2,, +++++ +−++ nnnnnnnn SKSKSSKSKSSKS       (5.25) 

kümesinin herhangi iki elemanının çarpımına 

( )
( )⎩

⎨
⎧

= +

içinterimler kalan  geriye,
4. ile  3.,2

2

2
1

n
n

ABK
KSN
αβ

 

eklendiğinde mükemmel karedir.  

 

        (5.20) de 1=K  için 

Sonuç 5.2.8. { }∞=0nnS  genelleştirilmiş iki değişkenli polinomlar dizisi olmak üzere  
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⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+−++
++++

+−++++++
+−+++++−++ 1

22
1

2
1

22
1

2
1

2
1

2
2,2,, srnsrnsrnsrnsrnsrnsrnsrn

SSSSSSSS    

                (5.26) 
kümesinin herhangi iki elemanının çarpımına 

( )⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

=
−++

+
+

içinterimler kalan  geriye,

4. ile  3.,2

1
2

2

2
srn

srn

AB

S
N

αβ

 

eklendiğinde mükemmel karedir. 

 

        Sonuç 5.2.7. nin uygulaması, 

        (5.25) de yABxK −=== αβ,1,  için 

Örnek 5.2.1. { }∞=0),( nn yxF  genelleştirilmiş iki değişkenli Fibonacci polinomlar dizisi 
olmak üzere  

{ ,),(),(2),(,),(,),( 2
2

12
2 yxFxyxFxyxFyxFxyxF nnnnn +++ ++  

}),(),(2),( 2
2

1 yxFxyxFxyxF nnn ++ +−                            (5.27) 

kümesinin herhangi iki elemanının çarpımına 

( )
( )⎩

⎨
⎧

−
= +

içinterimler kalan  geriye,
4. ile  3.,4

2

2
1

2

n
n

yx
FxN  

eklendiğinde mükemmel karedir.  

 

Çözüm:  

             için 1=n

{ ,),(),(2),(,),(,),( 3
2

213
2

1 yxFxyxFxyxFyxFxyxF ++  

}),(),(2),( 3
2

21 yxFxyxFxyxF +−  
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{ }12,12,,1 22422424 +−+++++ xyxxxyxxyxx  

kümesinin herhangi iki elemanının çarpımına 

⎩
⎨
⎧

−
=

içinterimler kalan  geriye,
4. ile  3.,4

2

4

yx
xN  

eklendiğinde mükemmel karedir. 

( )

( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( .141212

,12

,12

,112

,112

,

2244224224

2222222424

2222222424

222224

222224

4224

++=++−++++

−+=−+−++

++=−++++

−=−+−+

+=−+++

=−+

yxxxxyxxxyxx

xyxxyxxyxxyxx

xyxxyxxyxxyxx

xyxxyxx

xyxxyxx

xyxyxx

)

 

 

  

        Sonuç 5.2.5. in ugulaması, 

        (5.18) de 1,5,1 −=−== αβABr  için 

Örnek 5.2.2. { }∞=0nnL  Lucas dizisi olmak üzere  

{ }21212 44,2,, +++++ ++++ nnnnnnnn LLLLLLLL                     (5.28) 

kümesinin herhangi iki elemanının çarpımına 

( )
( )⎩

⎨
⎧

−−
−−=

içinterimler kalan  geriye,15
4. ile 1.,120 n

n

N  

eklendiğinde mükemmel karedir. 

 

 Çözüm:  

         için     2=n
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{ } { }47,18,7,344,2,, 43243242 =++++ LLLLLLLL  

kümesinin herhangi iki elemanının çarpımına 

⎩
⎨
⎧
−
−

=
içinterimler kalan  geriye,5

4. ile 1.,20
 N  

eklendiğinde mükemmel karedir. 

.2954718,1120473

,185477,75183

,115187,4573

22

22

22

=−⋅=−⋅

=−⋅=−⋅

=−⋅=−⋅

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
         



 56

6.BÖLÜM 

)( 2KZD ⋅  ÖZELLİĞİNE SAHİP DIOPHANTINE DÖRTLÜLERİ  

 

        Bu bölümde 5. bölümde elemanları genelleştirilmiş iki değişkenli polinomlar 

dizisinden oluşturulan dörtlüler,  özelliğini sağlayan Diophantine dörtlüleri 

şeklinde elde edilmiştir. 

)( 2KZD ⋅

 

6.1.  Özelliğini Sağlayan Kümeler )( 2KZD ⋅

        { }  (5.1) de tanımlanan genelleştirilmiş iki değişkenli polinomlar dizisi,  ∞
=0nnS

(5.10) özdeşliğinde  ( ) 1
2

−
+

+
srnAB αβ  iki değişkenli polinomu Z  ile ifade edilirse 

( )
2

2

2
1

2

2
1

2 ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=⋅+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

++++−++ srnsrnsrn
KSKZSKS                        (6.1) 

olmak üzere 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+
+

+−
+

+ 1
2

2

1
2

, srnsrn
SKS                                           (6.2) 

)( 2KZD ⋅  özelliğini sağlayan bir küme olsun.  

 

         (5.12) kümesinde 1. terim ile 4. terimin çarpımına, diğer terimlerin ikişerli 

çarpımlarına eklenen ifadenin dört katı eklendiği (5.14) de ispat edilmiştir. 

Dolayısıyla (5.12) kümesinin  özelliğini sağlayan Diophantine dörtlüsü 

olması için gerek ve yeter şart 1. terim ile 4. terimin çarpımına eklenen ifadenin 

)( 2KZD ⋅

2KZ ⋅ olmasıdır. Bu nedenle, 
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        1. terim ile 4. terimin çarpımının 

 

( ) 22
1

2

2

2
1

2
1

2
44 YKZSKKSSS srnsrnsrnsrn

=⋅+⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
++

++++
+−++−++

            (6.3) 

olduğunu kabul edelim. Notasyon kolaylığı açısından iki değişkenli 

polinomları şeklinde ifade edilmiştir. 

),(),,( yxZyxY

ZY ,

        (6.1) özdeşliğinden  

 ( 2
2

2
1

2

2
1

2
KZKSSKS srnsrnsrn
⋅−⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

++++−++
)                        (6.4) 

olmak üzere 

          (6.4) özdeşliği  (6.3) de yerine yazılırsa 

( )

( ) ( )

( )2
2

2
1

2

22
2

22
1

2

2

1
2

2
1

2

2
1

22
1

2

2

1
2

2

32

44

44

KZKSS

KZKZKSSSKS

KZSKSSSKSY

srnsrn

srnsrnsrnsrn

srnsrnsrnsrnsrn

⋅−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

⋅+
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⋅−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

⋅+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

++−++

++++−++−++

+++−++++−++−++

 

olmak üzere 

( ) 2
2

2
1

2

2 23 YKSSKZ srnsrn
−⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+=⋅ +

+−++
                             (6.5) 

elde edilir. 

 

        (6.5) den 

( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
++⋅⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−+=⋅ +

+−+++
+−++

YKSSYKSSKZ srnsrnsrnsrn
2

1
22

1
2

2 223          (6.6) 

elde edilir. 
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Sonuç 6.1. (6.6) özdeşliğinin çarpanları 

YKSSZK srnsrn
−+= ++−++

2
1

2
23                                      (6.7) 

YKSSK srnsrn
++= ++−++ 212

2                                      (6.8) 

şeklinde ifade edilirse; 

        (6.7) ve  (6.8)  özdeşliklerinden 

2

2
1

2

222 423 srnsrn
SZKZKSKZZK ++−++

+=+  

böylece 
22

2

2
1

2

2 342 KZSZKZKSZK srnsrn
−+= ++−++

                        (6.9) 

elde edilir.  

        (6.9) özdeşliği, (6.1) özdeşliğinde yerine yazılırsa 

22

2

2
1

2

2
1

2

22

2

2
1

2
1

2

2
1

2

2

2

342

342

KZSZKZKSKS

KZSZKZKSSKSKS

srnsrnsrn

srnsrnsrnsrnsrn

−+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

−++⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+++++−++

++−+++++−+++
+  

burdan 

22

2

2
2

2
1

2

2
1

2
342 KZSZKKSZKSKS srnsrnsrnsrn

+−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ +++

++++−++
 

elde edilir.  

 

Böylece 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ +

+
+

++++−++
ZSZSKZKSKS srnsrnsrnsrn

32
22

2
1

2

2
1

2
          (6.10) 

şeklinde elde edilir. 

 

        (6.10) özdeşliği için iki durum söz konusudur. 
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Sonuç 6.1.1. (4.2) rekürans bağıntısında ZQS srn
=−

−++ 2
2

  olmak üzere 

ZPSS srnsrn
+=

−++++ 1
22

                                        (6.11) 

dir. Notasyon kolaylığı açısından  polinomları  şeklinde ifade )(),( xPyQ PQ,

edilmiştir.  

        (6.11) özdeşliği (6.10) da yerine yazılırsa 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−+=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−
+

+−
+

+

−
+

+−
+

++++−++

ZPSPSK

ZZPSZZPSKZKSKS

srnsrn

srnsrnsrnsrn

2

32

1
2

1
2

2

1
2

1
2

2
1

2

2
1

2  

böylece 

( )12
1

2

22
1

2

2 +−=
−+++++

KPZKSPKSK srnsrn
                        (6.12) 

elde edilir.  

        (6.11) özdeşliği (6.9) da yerine yazılırsa 

2222
1

2

2
1

2

22
1

2

2
1

2

2

3442

342

KZKZPSZKZKS

KZZPSZKZKSZK

srnsrn

srnsrn

−++=

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++=

−++−++

−++−++  

buradan 

( ) 22
1

2

2 122 KZSKPZKZK srn
++=

−++
                             (6.13) 

dir. 

        (6.11) ve (6.12) özdeşlikleri (6.3) kümesinde yerine yazılırsa;  

üçüncü terimi 

=++
+++++−++ 1

2

2

2
1

2
2 srnsrnsrn

SKKSS  

ZKPZKSPKZPSKS srnsrnsrn
222 2

12

22
1212

−−+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=

−++−++−++
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                ( ) ZKPZKZKPKKPS srn
22221 222

1
2

−−+++=
−++

 

buradan 

( ) PZKSKPSKKSS srnsrnsrnsrn
2

1
2

2
1

2

2

2
1

2
212 −+=++

−+++++++−++
        (6.14) 

elde edilir. 

        Dördüncü terimi 

=++
+++++−++ 1

2

2

2
1

2
44 srnsrnsrn

SKKSS  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=

−++−++−++
ZKPZKSPKZPSKS srnsrnsrn

2244 2
12

22
1212

 

             ( ) ZKPZKZKPKKPS srn
884441 222

1
2

−−+++=
−++

 

buradan 

( ) ( )1241244
1

2

2
1

2

2

2
1

2
+−+=++

−+++++++−++
KPZKSKPSKKSS srnsrnsrnsrn

 

(6.15)           
elde edilir. 

 

        (6.11) özdeşliği ve elde edilen (6.12), (6.14) ve (6.15) özdeşlikleri (6.3) 

kümesinde yerine yazılırsa 
2

2
−++

−= srn
QSZ olmak üzere 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

−++
22

1
2

122 KZSKPZKD srn
 

özelliğine sahip Diophantine dörtlüsü  

( ) ( )
⎩
⎨
⎧

−++−
−++−++−++

,21,12, 2
1

2

2
1

2

22
1

2
PZKSKPKPZKSPKS srnsrnsrn

 

( ) (
⎭
⎬
⎫

+−+
−++

12412
1

2

2 KPZKSKP srn
)                              (6.16) 

şeklinde elde edilir.  
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Sonuç 6.1.2.  (4.2) rekürans bağıntısında ZQS srn
3

2
2

=−
−++

  olmak üzere 

ZPSS srnsrn
3

122
+=

−++++
                                       (6.17) 

dir. Notasyon kolaylığı açısından  polinomları  şeklinde ifade 

edilmiştir.  

)(),( xPyQ PQ,

        (6.17) özdeşliği (6.10) da yerine yazılırsa 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−++−++

−++−+++++−++

ZPSPSK

ZZPSZZPSKZKSKS

srnsrn

srnsrnsrnsrn

2

3332

1
2

1
2

2

1
2

1
2

2
1

2

2
1

2

 

ve 

( )12
1

2

22
1

2

2 −+=
−+++++

KPZKSPKSK srnsrn
                        (6.18) 

elde edilir.  

        (6.17) özdeşliği (6.9) da yerine yazılırsa 

( ) 2222
1

2

22
1

2

2
1

2

2

312212

3342

KZKZKPZKS

KZZPSZKZKSZK

srn

srnsrn

−++=

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++=

−++

−++−++

 

buradan 

( ) .9122 22
1

2

2 KZSKPZKZK srn
++=

−++
                            (6.19) 

        (6.17) ve (6.18) özdeşlikleri (6.3) kümesinde yerine yazılırsa;  

üçüncü terimi 

=++
+++++−++ 12

2

212
2 srnsrnsrn

SKKSS  

ZKPZKSPKZPSKS srnsrnsrn
2232 2

12

22
1212

−++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=

−++−++−++
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( ) ZKPZKZKPKKPS srn
22621 222

1
2

−++++=
−++

 

buradan 

( ) ( 2212
1

2

2
1

2

2

2
1

2
+++=++

−+++++++−++
KPZKSKPSKKSS srnsrnsrnsrn

)     (6.20) 

elde edilir. 

        Dördüncü terimi 

=++
+++++−++ 1

2

2

2
1

2
44 srnsrnsrn

SKKSS  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=

−++−++−++
ZKPZKSPKZPSKS srnsrnsrn

22434 2
12

22
1212

 

             ( ) ZKPZKZKPKKPS srn
8812441 222

1
2

−++++=
−++

 

buradan 

( ) ( )1241244
1

2

2
1

2

2

2
1

2
+++=++

−+++++++−++
KPZKSKPSKKSS srnsrnsrnsrn

 

(6.21) 
elde edilir. 

 
        (6.18), (6.20) ve (6.21) özdeşlikleri (6.3) kümesinde yerine yazılırsa 

2
23

1
−++

−= srn
QSZ  olmak üzere,  

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

−++
22

1
2

9122 KZSKPZKD srn
 

özelliğine sahip Diophantine dörtlüsü  

( ) ( ) ( )
⎩
⎨
⎧

+++−+
−++−++−++

,221,12,
1

2

2
1

2

22
1

2
KPZKSKPKPZKSPKS srnsrnsrn

    

( ) (
⎭
⎬
⎫

+++
−++

12412
1

2

2 KPZKSKP srn
)                              (6.22) 

şeklinde elde edilir.  
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6.2.  Özelliğine Sahip Kümeler İçin Teoremler )( 2KZD ⋅

        (6.16) da 
2

2
−++

−= srn
QSZ  için 

Teorem 6.2.1. { } Genelleştirilmiş iki değişkenli polinomlar dizisi ve ∞
=0nnS sr +  çift  

tamsayı ve  olmak üzere 0,, ≥srn

( )
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−

−++−++−++

2

2
2

2
2

1
2

122 srnsrnsrn
KQSSSKPKQD  

özelliğini sağlayan Diophantine dörtlüsü 

( ) ( ) ,21,12,
2

2

2
1

2

2
2

2
1

2

22
1

2
−++−++−++−++−++

++
⎩
⎨
⎧

++ srnsrnsrnsrnsrn
PQSKSKPQSKPKSPKS

 

( ) ( )
⎭
⎬
⎫

+++
−++−++ 2

2
1

2

2 12412 srnsrn
QSKPKSKP                        (6.23) 

şeklindedir. Notasyon kolaylığı açısından  polinomları 

sırasıyla  ve  şeklinde ifade edilmiştir. 

)(),(),,(),,( yQxPyxKyxSn

PKSn ,, Q

 

        (6.23) de rs =  için 

Sonuç 6.2.1. { }∞=0nnS  Genelleştirilmiş iki değişkenli polinomlar dizisi,  olmak 

üzere 

0, ≥rn

( )( ) ( )( )2
221122 −+−+−+ ++− rnrnrn KQSSSKPKQD  

özelliğini sağlayan Diophantine dörtlüsü 

( ){ ( ) ,21,12, 2
2

1
2

21
22

1 −+−+−+−+−+ ++++ rnrnrnrnrn PQSKSKPQSKPKSPKS  

( ) ( ) }21
2 12412 −+−+ +++ rnrn QSKPKSKP                            (6.24) 

şeklindedir.  
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        (6.23) de  için 2=+ sr

Sonuç 6.2.2. { }∞=0nnS Genelleştirilmiş iki değişkenli polinomlar dizisi olmak üzere,  

( ) ( )( )2
11122 −− ++− nnn KQSSSKPKQD  

özelliğini sağlayan Diophantine dörtlüsü 

( ){ ( ) ,21,12, 1
22

1
22

−− ++++ nnnnn PQSKSKPQSKPKSPKS  

( ) ( ) }1
2 12412 −+++ nn QSKPKSKP                                (6.25) 

şeklindedir.  

 
        (6.23) de 1=K  için  

Sonuç 6.2.3. { }∞=0nnS  Genelleştirilmiş iki değişkenli polinomlar dizisi ve sr +  çift 

tamsayı ve  olmak üzere 0,, ≥srn

( )
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−

−++−++−++

2

2
2

2
2

1
2

122 srnsrnsrn
QSSSPQD  

özelliğini sağlayan Diophantine dörtlüsü 

( ) ( ) ,21,12,
2

2
1

2

2
2

2
1

2

2
1

2
−++−++−++−++−++

++
⎩
⎨
⎧

++ srnsrnsrnsrnsrn
PQSSPQSPSPS  

( ) ( )
⎭
⎬
⎫

+++
−++−++ 2

2
1

2

2 12412 srnsrn
QSPSP                        (6.26) 

şeklindedir.  

 
        (6.23) de 1−=K  için  

Sonuç 6.2.4. { }∞=0nnS  Genelleştirilmiş iki değişkenli polinomlar dizisi ve sr +  çift  

tamsayı ve  olmak üzere 0,, ≥srn

( )
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−++−++−++

2

2
2

2
2

1
2

122 srnsrnsrn
QSSSPQD  

özelliğini sağlayan Diophantine dörtlüsü 
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( ) ( ) ,21,12,
2

2
1

2

2
2

2
1

2

2
1

2
−++−++−++−++−++

+−
⎩
⎨
⎧

−+ srnsrnsrnsrnsrn
PQSSPQSPSPS  

( ) ( )
⎭
⎬
⎫

−+−
−++−++ 2

2
1

2

2 12412 srnsrn
QSPSP                        (6.27) 

şeklindedir.  

 

        (6.22) de 
2

23
1

−++
−= srn

QSZ  için 

Teorem 6.2.2. { }  Genelleştirilmiş iki değişkenli polinomlar dizisi ve ∞
=0nnS sr +  çift  

tamsayı ve  olmak üzere 0,, ≥srn

( )
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−

−++−++−++

2

2
2

2
2

1
2

12
3
2

srnsrnsrn
KQSSSQKPKD  

  özelliğine sahip Diophantine dörtlüsü 

( ) ( ) ++
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−−
−++−

+
+−++−++ 1

2

2

2
2

1
2

22
1

2
1,1

3
2, srnsrnsrnsrn

SKPQSKPKSPKS     

( ) ( ) ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

+−++−
−

+
+−++−

+
+ 2

2
1

2

2

2
2

12
3
412,2

3
2

srnsrnsrn
QSKPKSKPQSKPK   

                (6.28) 

şeklindedir. 

 

        (6.28) de rs =  için 

Sonuç 6.2.5. { }∞=0nnS  Genelleştirilmiş iki değişkenli polinomlar dizisi ve  

olmak üzere 

0, ≥rn

( ) ( ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++− −+−+−+

2
22112

3
2

rnrnrn KQSSQSKPKD )  

  özelliğine sahip Diophantine dörtlüsü 
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( ) ( ) ( ) ,2
3
21,1

3
2, 21

2
21

22
1 −+−+−+−+−+ +−+

⎩
⎨
⎧ −− rnrnrnrnrn QSKPKSKPQSKPKSPKS     

( ) ( )
⎭
⎬
⎫+−+ −+−+ 21

2 12
3
412 rnrn QSKPKSKP                          (6.29)    

şeklindedir. 

 

        (6.28) de  için 2=+ sr

Sonuç 6.2.6. { }∞=0nnS Genelleştirilmiş iki değişkenli polinomlar dizisi olmak üzere,  

( ) ( ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++− −−

2
1112

3
2

nnn KQSSQSKPKD )  

  özelliğine sahip Diophantine dörtlüsü 

( ) ( ) ( ) ,2
3
21,1

3
2, 1

2
1

22
−− +−+

⎩
⎨
⎧ −− nnnnn QSKPKSKPQSKPKSPKS     

( ) ( )
⎭
⎬
⎫+−+ nn QSKPKSKP 12

3
412 2                                (6.30) 

şeklindedir. 

 

        (6.28) de 1=K  için  

Sonuç 6.2.7. { }∞=0nnS  Genelleştirilmiş iki değişkenli polinomlar dizisi ve sr +  çift  

tamsayı ve  olmak üzere 0,, ≥srn

( )
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−

−++−++−++

2

2
2

2
2

1
2

12
3
2

srnsrnsrn
QSSSQPD  

  özelliğine sahip Diophantine dörtlüsü 

( ) ( ) ( ) ,2
3
21,1

3
2,

2
2

1
2

2

2
2

1
2

2
1

2 −
+

+−++−
+

+−++−++
+−+

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−− srnsrnsrnsrnsrn
QSPSPQSPSPS     

( ) ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

+−+
−

+
+−++ 2

2
1

2

2 12
3
412 srnsrn

QSPSP                           (6.31)              

şeklindedir. 
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        (6.28) de 1−=K  için  

Sonuç 6.2.8. { }∞=0nnS  Genelleştirilmiş iki değişkenli polinomlar dizisi ve sr +  çift  

tamsayı ve  olmak üzere 0,, ≥srn

( )
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

−++−++−++

2

2
2

2
2

1
2

12
3
2

srnsrnsrn
QSSSQPD  

  özelliğine sahip Diophantine dörtlüsü 

( ) ( ) ( ) ,2
3
21,1

3
2,

2
2

1
2

2

2
2

1
2

2
1

2 −
+

+−++−
+

+−++−++
−−−

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+− srnsrnsrnsrnsrn
QSPSPQSPSPS     

( ) ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

−−−
−

+
+−++ 2

2
1

2

2 12
3
412 srnsrn

QSPSP                           (6.32) 

şeklindedir. 

 

        Sonuç 6.2.8.  in uygulaması 

        (6.32) de yQxPsr −===+ ,,2  için 

Örnek 6.2.1. { }∞=0),( nn yxF  iki değişkenli Fibonacci polinomlar dizisi olmak üzere,  

( ) ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅− −−

2
11 ),(),(),(12

3
2 yxyFyxFyxFxyD nnn  

  özelliğine sahip Diophantine dörtlüsü 

( ) ( ) ( )
⎩
⎨
⎧ −+−++ −− ),,(2

3
2),(1),,(1

3
2),(),,( 1

2
1

2 yxFxyyxFxyxFxyyxFxyxF nnnnn   

     ( ) ( )
⎭
⎬
⎫−+− − ),(12

3
4),(12 1

2 yxFxyyxFx nn                           (6.33) 

şeklindedir. 

 

Çözüm:   

         için  1=n
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( ) ( ) ( ) ( )( ) 0,,,12
3
2 2

001 DyxyFyxFyxFxyD =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +− ( )  

  özelliğine sahip Diophantine dörtlüsü 

( ) ( ) ( ) ( ) =
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −+−−+− 01

2
01

2
1

2
1 12

3
412,2

3
21,, FxyFxFxyFxFxF  

( ) ( ){ }223 12,1,, −−= xxxxxx  

olmak üzere 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )222222

2323
2

22

2
232343

121121,212

,212,1

,1,

−−=−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=−

−=−−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

xxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxx

xxxxxxxx

 

elde edilir. 

 

         için 2=n

( ) ( ) ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅− 22

112 12
3
2),(),(),(12

3
2 yxxyDyxyFyxFyxFxyD  

özelliğine sahip Diophantine dörtlüsü 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −+−−+−++ 12

2
12

2
12

2
2 12

3
412,2

3
21,1

3
2, FxyFxFxyFxFxyFxF  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −+−−+−++= 12

3
412,2

3
21,1

3
2, 223 xyxxxyxxxyxx  

olmak üzere 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ,12
3
21

3
2

,112
3
22

3
21

2223

222

yxyxxyxyxx

yxxyxxyxyxxx

+=+−+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

+−=+−+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−
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( ) ( ) ( ) ( )( ) ,1212
3
212

3
412 222 yxxyxxyxyxxx +−=+−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−  

( ) ( ) ( ) ( ) =+−+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++ 223 12

3
22

3
211

3
2 yxxyxyxxxyx  

( ) ( ) ,12
3
11

2
2 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−= xyxx  

( ) ( ) ( ) ( ) =+−+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++ 223 12

3
212

3
4121

3
2 yxxyxyxxxyx  

( ) ( ) ,14
3
112

2
2 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++−= xyxx  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =+−+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+− 222 12

3
212

3
4122

3
21 yxxyxyxxxyxx  

( )( ) ( )
2

54
3
1121 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−−= xyxxx  

elde edilir. 

 

       Sonuç 6.2.7.   nin uygulaması              

        (6.31) de  1,1,2 −===+ QPsr   için 

Örnek 6.2.2.  { }∞=0nnL  Lucas sayı dizisi olmak üzere 

( )( )2
112 −− + nnn LLLD  

özelliğine sahip Diophantine dörtlüsü 

{ }11 49,24,, −− ++ nnnnnn LLLLLL     

şeklindedir. 

Çözüm:   

         için  4=n

( )( ) ( )722 2
334 DLLLD =+  

özelliğine sahip Diophantine dörtlüsü 
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{ } { }79,36,7,749,24,, 343444 =++ LLLLLL  

olmak üzere 

2

2

2

2

54727936

,2572797

,1872367

,117277

=+⋅

=+⋅

=+⋅

=+⋅

 

elde edilir. 
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SONUÇ VE ÖNERİLER 

        Bu tez çalışmasında Genelleştirilmiş iki değişkenli polinomlar dizisinden 

seçilen dörtlülerden  özelliğine sahip Diophantine dörtlüleri elde 

edilmiştir. Yeni Diophantine dörtlüleri, Diophantine beşlileri, Diophantine altılıları 

tanımlanabilir. 

)( 2KZD ⋅
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