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Bu tezde, tek (solitary) dalgalar olarak bilinen lineer olmayan dalga ¢6ziimleri
calisildi. Soliton bir etkilesim anindan sonrada seklini ve hizin1 koruyan o6zel tiir
dalgalardir.

Ik boliimde, tek dalgalara ait genel tanimlara ve bu konuda yapilan mevcut
arastirmalara deginilmistir. Soliton c¢o6ziimler bulmada kullanilan bazi nlimerik
metotlar (Adomian Ayrisim, Varyasyonel Iterasyon, Diferansiyel Doniisiim ve
Indirgenmis Diferansiyel Déniisiim Metotlar1) ve bunlarm temel 6zellikleri ikinci
bolimde sunulmustur. Korteweg-de Vries (KdV) denklemi ve KdV tipi denklem
sistemlerinin mevcut soliton ¢oziimlerine dair incelemeler iiclincli boliimde yer
almaktadir. KdV tipi denklem sistemlerinin (genellestirilmis coupled Hirota-Satsuma
denklemleri ve coupled modifiye KdV denklemleri) indirgenmis diferansiyel
doniisiim metoduyla soliton ¢oziimlerinin arastirilmasina yonelik ¢alismalar ilk defa
bu tezde dordiincii boliimde verilmistir. Kullanilan metodun etkinligini gostermek
icin elde edilen ¢oziimler analitik ¢oziimlerle karsilastirilmistir. Son boliimde ise
caligmaya yonelik degerlendirmede bulunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Tek dalga, Soliton, KdV Denklemleri, Adomian ayrigim
metodu, Varyasyonel iterasyon metodu, Diferansiyel doniisiim metodu, Indirgenmis
Diferansiyel doniisiim metodu
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In this thesis, the solutions of nonlinear waves which is known as solitary
waves are studied. A soliton is a particular type of solitary wave, which is not
destroyed when it collides with another wave of the same kind.

In the first part, the general description of the solitary waves and a brief
summary of the studies concerning with these waves are given. Some numerical
methods used for obtaining solitary solutions (Adomian Decomposition, Variational
fteration, Differentional Transformation and Reduced differentional Transformation)
and their properties are mentioned in the second part. The third part deals with the
review of the available studies concerning the soliton solutions of the KdV equations
and the system of KdV-type equations. The main aim of this study is given in the
fourth part. Namely, the soliton solutions of the systems of the KdV-type equations
(The generalized Hirota-Satsuma coupled KdV equations and the coupled modified
KdV equations) are first investigated by the reduced differential transformation
method. To show the effectiveness and efficiency of the method, the results are
compared with the analytic solutions. Finally, a brief discussion of the study is given
in the last part.

Key Words: Solitary wave, Soliton, KdV Equations, Adomian
Decomposition Method, Varriational iteration Method, Differential Transfom
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1. GIRIS

1.1. Amac¢ ve Kapsam

Solitonlar, sahip olduklar1 sekli ve hiz1 koruyarak yayilan ve yine herhangi
bir etkilesim anindan sonrada bu 6zellikleri korumaya devam eden lineer olmayan
dalgalardir (Wadati 1983). Seklini ve hizin1 koruyor olmasi, her alandan bir¢ok bilim
adaminin solitonlar iizerine ¢aligmalar yapmasina neden olmus ve bdylece Soliton
teorisi dogmustur. Bu teori matematigin bir¢cok alaniyla iliskili olmakla beraber
fiziksel, kimyasal ve biyolojik bilimlerde bircok uygulamaya sahiptir. Dalga kavrami1
ilk olarak, ya bir cisim, ya bir su yiizeyi, ya da gergin bir zar lizerinde gosterilebilir.

Solitonlar giiniimiiz teknolojisi i¢in olduk¢a Onemli bir yere sahiptir.
Herhangi bir sinyal iletiminde, sinyalin en az kayipla ve yeterli biiyiikliikte hedefe
ulasabilmesi 6nemlidir. Ancak ne var ki normal sinyallerin durumlar degisebilir ve
genisliklerinde farkliliklar olabilir. Bu lineer dalgalar etrafa yayilabilir ve sinyalleri
zayiflayabilir. Solitonlar ile elektromanyetik dalgalar1 otomatik olarak yineleyen
aletlere ihtiya¢ kalmayacaktir. Ciinkii solitonlar yapisi geregi genisliklerini ve
hizlarimi degistirmeden sabit tutabilmektedirler. Soliton dalgalar ile 10.000 km’ ye
kadar Ozellikleri degismeden basariyla sinyal iletilebilmektedir. Bununla birlikte
carpistiklarinda birbirlerinden etkilenmemekte ve sinyaller optik fiberler boyunca her
iki yonde iletilebilmektedir. Bu sayede sinyaller, gidecegi yere orijinal durumlarinda
ve yeterince anlasilabilir biiytikliikte ulastirilabilir (Vedenskii, 1992).

Son yillarda uygulamali matematik ve birgok miihendislik problemlerinde
karsimiza ¢ikan, analitik ¢oziimleri olmayan veya ¢oziimleri oldukca zor ve zaman
alic1 olan diferansiyel denklemlerin ¢6ziimleri i¢in, ¢oziimleri daha kolay ve daha
cabuk sonuca goétiiren niimerik yontemler 6nem kazanmugtir. S6z konusu yontemler
sayesinde Kkarsilagilan karmasik durumlar giderilebilir ve diger miihendislik
problemlerinin ¢6ziimii, gelistirilen bilgisayar programlari yardimiyla saniyeler

icerisinde elde edilebilir.



Bu ¢aligmada ilk olarak Soliton teorisindeki tarihi gelismelere deginilecek ve
genel bir literatiir dzeti verilecektir. ikinci béliimde, ozellikle son yillarda birgok
calismaya konu olan niimerik ¢6ziim yontemleri Adomian ayrisim, Varyasyonel
iterasyon, Diferansiyel doniisiim ve bunun bir modifikasyonu olan indirgenmis
diferansiyel doniisiim yontemleri kisaca Ozetlenecektir. Korteweg de Vries (KdV)
denklemi ve KdV tipi denklem sistemlerinin yukarida bahsedilen niimerik
cOzlimlerle soliton ¢dzlimlerini inceleyen mevcut calismalar ve sonuglar1 liglincli
boliimde verilecektir. Dordiincii boliimde, KdV denklemi ve KdV tipi denklem
sistemlerinin indirgenmis diferansiyel doniisiim yontemiyle soliton ¢oziimleri ilk
olarak bu calismada verilecek olup diger ¢oziim yontemleriyle sonuglar
karsilagtirilacaktir.  Son boliimde ise bu ¢alismaya ait genel sonu¢ ve

degerlendirmeler yer alacaktir.

1.2. Literatiir Ozeti

Tek (Solitary) dalgalarin belgeli ilk gozlemleri 1834’te isko¢ miihendis John
Scott Rusell tarafindan yapildi. Russell bir ¢ift atla birlikte, dar bir kanal boyunca
stiriiklenen bir botu izlemeye basladi. Russell at sirtinda botu takip etti ve sasirtici bir
olay1 gézlemledi: Bot aniden durdugunda bir egri dalga bottan ayriliyor ve oldukga
1yi bir hizla ve tek genis bir yiikselti seklinde ilerliyordu. Tek dalga (solitary wave),
kanal boyunca seklinde ve hizinda bir degisme olmaksizin ilerledi, bilim adami at
sirtinda dalgayi takibe devam etti, fakat saatte yaklasik 8-9 mil hizla ilerleyen dalgay:
2 mil sonra kaybetti. Isko¢ bilim adami, olduk¢a 6nemli bir doga olayim
gozlemledigine inandi ve “Dalganin aktarimi (The wave of translation)” olarak
isimlendirdigi ¢alismaya devam edebilmek igin bahgesinde deneysel bir su havuzu
inga ettirdi (Allen 1993).

Russell, gdézlemlerinin sonucunu 1844°de “Dalgalar Uzerine Bildiri (Report
on Waves)” makalesinde, tek dalganin periyodik bir dalga olmayip seklini
degistirmeyen, timsek seklinde, simetrik izole edilmis sekilde yayilan bir dalga
oldugunu ifade etmistir. Tek dalganin uhizi ile sonlu h derinligindeki sivinin

serbest yiizeyi tizerindeki maksimum a genisligi arasinda

u’=g h+a (1.2.1)



bagintisinin varligini ortaya koydu. Burada ¢ yergekimi ivmesini temsil etmektedir
(Sekil 1.2.1). Hizin dalga genisligine bagli oldugu ger¢eginin goriilmiis olmasi, dalga
denklemin lineer olmadigi gercegini de ortaya koymasi acisindan oldukc¢a dnemlidir
(Newell 1985, Ablowitz ve Clarkson 1991, Drazin ve Johnson 1996).

Rusell’in bildirisinden sonra uzun bir slire bu konu bilim adamlarinin
calismalarinin dikkat c¢ekmedi. 1870’lerde lineer olmayan kismi diferansiyel
denklemlerin analizi ile matematiksel ¢oziimlerin kesfi basladi. Boussinesq ve
Rayleigh, Russell’in goézlemlerini ylizeysel olarak incelediler ve deneyleri bir
laboratuarda tekrar gergeklestirdiler. Sikistirilamayan sivilarin hareket denklemini
(1.2.1) denklemi ile aym1 formda c¢ikardilar. Tek dalga profili icin bir denklem
olusturmuslarsa da bu denklemi ¢6ziim kabul eden herhangi bir diferansiyel denklem

bulamamislardir.

0

Sekil 1.2.1: Tek dalganin tanimlanmasinda kullanilan parametre ve degiskenler
(Drazin,1996)

Tek dalgalarin kesfinden 60 yil sonra, bu doga olay1 icin teorik yap1
olusturulmaya baslanmis ve 1895’de Hollandali bilim adam1 olan Diederik Johannes
Korteweg ve doktora 6grencisi Gustav de Vries tarafindan Russell’in gézlemledigi
s1g su akintilarindaki su dalgalar1 i¢in bugiinkii soliton teorisinin lizerine kuruldugu
Korteweg de Vries (KdV) denklemi olarak taninan matematiksel bir model ortaya
konulmustur. x vet sirasiyla uzaklik ve zaman koordinatlar1 olmak tizere dalga
yiizeyinin yiiksekligi 7(x,t) ile gosterilirse, o yogunluguna sahip bir akiskan
tizerinde tek yondeki dalga hareketi,

on 3[go(2 1., 1 o%
on_3fgo(2, 1. 1,0 122
a2 hax(sm7 2" "3 % 422



denklemi ile ele alinir. Burada h suyun denge derinligi ,g yercekimi ivmesi , «

keyfi bir sabit, g = % h? _:7_2 ve T ise su yiizeyi gerilimidir. Uygun doniisiimlerle

u, —6uu, +u,, =0 (1.2.3)
KdV denkleminin standart formlarindan biri olusur. Bu denklem, icerisindeki lineer
olmayan terimin etkisinden dolay1 dalga olaymin uzun siire yayildigini gosterir
(Dodd ve ark. 1982, Drazin ve Johnson 1996, Nuriyev 1996, Hirota 2004).

1955’de Fermi, Pasta ve Ulam tarafindan “Fermi-Pasta-Ulam (FPU) nun
tekrarlanan olay1” olarak taninan bir ¢alisma yiiriitiilmiistiir. Fermi, Pasta ve Ulam,
Los Alamos bilimler laboratuarindaki lineer olmayan ve harmonik olmayan oskilator
sistemi iizerine ¢alisirken, 1914’de Debye tarafindan ortaya atilan “Harmonik
olmayan bir kafesin sonlu 1s1 iletkenligi, yaylardaki lineer olmayan kuvvetler
yiiziindendir” iddiasina dayanarak, sistemde modlar arasindaki lineer olmayan
etkilesimin sistemin enerjisinin biitlin modlar1 boyunca diizenli olarak dagilmasina
yol agmasini beklediler. Fakat sonuglar, beklenenin aksine, enerjinin biitiin modlari
boyunca yayillmadigini ancak bir siire sonra deneyin basladigi anda bulundugu
baslangi¢ modunda yeniden toplandigini gosterdi (Nuriyev 1996). Bu ¢alismadan
elde edilen beklenmedik sonuglar, lineer olmayan sistemlerin bu tiplerine olan ilgiyi
artirmig ve tek dalgalar {izerine yapilan bir¢ok ¢alismaya 6n ayak olmustur.

FPU’nun dikkat g¢eken c¢alismasi, 1965°de Martin Kruskal ve Norman
Zabusky’nin ¢alismasindaki tekrarlamanin nasil oldugunu anlamak i¢in lineer
olmayan sabit bir sona sahip birim kiitleli 6zdes parcaciklarin bir hat tizerindeki
ilerleyisi sisteminin siirekli bir modelini yeniden kurmalarina ve bdylece tek
(solitary) dalgalarin en énemli 6zelliklerinden birini belirlemelerine neden oldu. Bu
calisma, tek dalgalarin, periyodik sinir kosullari tarafindan uygulanan giicle yayilim
dongiisiinden gegerek olusturduklari birbirleriyle olan etkilesimlerin formlarinda bir
degisiklik meydana getirmedigini, ancak fazlarinda ¢ok kiiciik bir degisiklik
olusturdugunu gostermistir. Zabusky ve Kruskal, tek dalgalarin parcacik benzeri
karakter sergilemesinden dolayi, Yunancada pargacik anlamimna gelen “on”
kelimesinden yola ¢ikarak tek dalgalar1 “Soliton” ‘lar olarak adlandirmiglardir. Bu
parcacik benzeri hareket periyodik smir kosullarina bagl degildir. Zabusky ve

Kruskal sayisal hesaplamalarla, KdV denkleminin sabit dalga ¢éziimlerini buldular.



KdV denklemine ait, (sekil 1.2.2)’deki gibi baslangi¢ hizlart v, >v, olarak

belirlenmis, iyi tamimh iki tek dalga ¢6ziimiinii ele almislardir. Uzun ve dolayisiyla
hizli olan dalga t=0 aninda solda bulunmaktadir. Zaman ilerledik¢e uzun ve hizl
olan soliton kisa ve yavas olan solitona yetismektedir. Biiyiik olan1 yiiksek bir hizla
ilerlediginden kisa olani yakalar, ¢arpistiklar1 t =75 aninda tek dalga haline gelirler,
daha sonra hizli olan yavas olani sollar ve t=100 anindan itibaren baslangi¢
formlarindaki sekil ve hizlarimi yeniden almis olarak yollarma devam ederler

(Munteanu ve Donescu 2004).
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Sekil 1.2.1 : Ayni1 eksen tizerinde ilerleyen farkli hizlardaki iki solitonun etkilesimi
(Munteanu, Donescu, 2004)



Bundan sonra Zabusky 1967°de iki solitonun gergek fiziksel etkilesimini
sayisal olarak gostermis ve Lax 1968’de KdV denklemi tarafindan ydnlendirilen
lineer olmayan etkilesim altinda iki farkli ¢6ziimiin korundugunun analitik ispatini
vermistir.

Gardner, Green, Kruskal ve Miura, 1974’de lineer olmayan doniisiim
denklemlerinin integrallenebilmesi i¢in ters dagilim doniisiimiinii (Inverse Scattering
Transform) tanitmislardir (Ablowitz ve Segur 1981).

1973’te  Wahlquist ve Estabrook, bu denklemlerin bir Backlund doniisiimii
altinda degismez kalabilecegini ve bu denklemler arasinda asikar ¢oziimlerle iligkili
basit formiiller olarak sunulmus c¢oklu-soliton ¢ozlimlere sahip oldugunu
gostermislerdir.

19. ylizy1l sonlarina kadar ele alinan kayda deger sayidaki doniisiim denklemi
(Sine-Gordon, Korteweg de Vries, Boussinesq ve Schrodinger gibi), bilim
adamlarinin lineer olmamanin dogasi hakkindaki diislincelerini kdkiinden degistirdi.

KdV denkleminin tek dalga ¢6ziimiinii, 2001°de Wazwaz, Adomian ayrigim
metoduyla, 2007°de yine Wazwaz, varyasyonel iterasyon metoduyla, 2008’de
Kangalgil ve Ayaz diferansiyel doniisim metoduyla ve 2009’da ise Keskin ve
Oturang indirgenmis diferansiyel doniisiim metoduyla kurmuslardir.

Hirota ve Satsuma iki uzun dalga arasindaki etkilesimi modelleyerek KdV
tipi denklemlerden olusan bir (coupled) sistem tanitmislardir (1981).

1999°da Wu ve arkadaslar1 ise Hirota ve Satsuma’nin modelledigi denklem
sisteminin genellestirilmesi olarak lineer olmayan dagilim denklemleri ile ilgili yeni
genellestirilmis  Hirota-Satsuma coupled KdV denklem sistemini ve coupled
modifiye KdV denklem sistemini (coupled MKdV denklem sistemi) kurmuslardir.

2001°de Fan tarafindan tanh-fonksiyon metodu kullanilarak genellestirilmis
Hirota-Satsuma coupled KdV denklem sisteminin ve coupled MKdV denklem
sisteminin soliton ¢oziimleri elde edilmistir.

Genellestirilmis Hirota-Satsuma coupled KdV denklem sisteminin tek dalga
¢cozlimlerini, 2004’te Kaya ve yine ayni yil igerisinde Raslan, Adomian ayrigim
metodunu kullanarak, diger taraftan 2007°de Soliman ve Abdou, varyasyonel

iterasyon metodunu kullanarak elde etmislerdir.



Coupled MKdV denklem sisteminin tek dalga ¢oziimlerini ise 2004’te Raslan
ve 2008’de ise Soliman ve Abdou, Adomian ayrisim metodunu kullanarak, 2007°de

Ganji ve arkadaslari, varyasyonel iterasyon metodunu kullanarak elde etmislerdir.



2. NUMERIK METOTLAR VE TEMEL TANIMLARI

Bu boliimde soliton ¢oziimlere sahip KdV denklemi ve KdV tipi denklem
sistemlerinin incelenmesinde kullanilabilen niimerik metotlardan Adomian Ayrisim,
Varyasyonel Iterasyon, Diferansiyel Doniisiim ve Indirgenmis Diferansiyel Déniisiim

Metotlarinin temel tanim ve 6zellikleri sirasiyla verilecektir.

2.1. Adomian Ayrisim Metodu

1981’de G.A. Adomian tarafindan ortaya konulan daha sonra Yves
Cherruault ve ekibi tarafindan gelistirilen ayrisim metodu, bilinmeyen fonksiyonun,
0zel tip polinomlar (Adomian polinomlar1) kullanilmasiyla terimleri indirgenerek
belirlenen bir seri formu olarak ayristirilmasina dayanir. Lineer ve lineer olmayan
fonksiyonel denklemleri (cebirsel denklemleri, diferansiyel denklemleri, kismi
diferansiyel denklemleri gibi) ¢ozer.

Genel olarak, problemlerin ¢oziimiinde lineerlestirme ve kesikleme
prensiplerine dayanan sayisal yontemler kullanilmaktadir, ancak bu metotlarin
kullanilmasi ile elde edilen ¢oziim, problemin analitik ¢éziimiinden uzaklagmasina
sebep olur. Ayrisim metodu baslangicta, metodun etkinligi sadece drneklerle ortaya
konuldugundan, bazi silipheler uyandirmis olsa da daha sonra teorik olarak
yakinsaklik ispatlar1 yapilmis ve c¢esitli modellere uygulanmistir. (Adomian 1984,
Adomian 1988, Cherruault ve Adomian 1993, Adomian 1994, Abbaoui ve ark.
1995, Wazwaz 1999, Wazwaz 2002) calismalarindan hareketle Adomian ayrisim

metoduna ait su bilgiler verilebilir.

Tanmim 2.1.1.

n

Bir degiskenli skaler bir fonksiyon i¢cin n. mertebeden tiirev operatorii

n

olmak {izere Adomian polinomlari,

14" n
A= aa {N(giu‘ﬂi_o

formili ile tanimlanir.



G.Adomian, ¢oziimleri ararken 6ncelikle
FIC=9C (2.1.1)
denklemini yapisal olarak ele almistir. Burada u(: bilinmeyen fonksiyon ve g
siirekli bir fonksiyon olup F ise lineer ve lineer olmayan terimleri igeren lineer
olmayan bir diferansiyel operatorii gosterir. Adomian’in metodunun yapisal islem
adimlarini su sekilde verebiliriz.

Lineer terim L+R seklinde ayristirilir. N lineer olmayan operatér ve L
yiiksek mertebeden ve tersi alinabilen bir diferansiyel operatdr olsun. O halde (2.1.1)
denklemini

Lu(x) + Ru(x) + Nu(x) = g(x) (2.1.2)
seklinde verebiliriz. (2.1.2)’nin her iki tarafina L™ ters operatorii uygulanirsa
L"Lu= L"g- L"Ru-L"Nu (2.1.3)

bulunur. Ayrisim metodu, u (:’nin ¢OzUimiinii

S, 2.1.4)

n=0

seklinde seri formunda hesaplar ve lineer olmayan Nu(x) terimlerini de
Nu = Z An (215)
n=0

bi¢iminde ayristirir. Burada A, ’ler ug,u,,...,u,’lere baglh olan ve Adomian

polinomlart olarak adlandirilan polinomlardir. u ve Nu ’lar, sirasi ile,

u =iﬂi u;
i=0

N@ = N(i/ﬂuij:iﬂ‘a (2.1.6)

i=0

olarak elde edilir. Burada A uygunluk i¢in alinan bir parametredir. A, ’ler (2.1.6)’dan

d" 2
o7 {N[gﬂ, unﬂm (2.1.7)

ifadesiyle bulunur. (2.1.4) ve (2.1.5) ifadeleri (2.1.2)’de yerine yazilirsa

iun =0+ L‘lg—L‘lR(iunJ—L‘l[iAn) (2.1.8)

n=0

ntA, =
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esitligi goriliir. Burada € = uO: dir. Z:;OUH serisinin terimleri indirgeme formiilii
ile
u=0+L"g,

u, =—-L'Ru, - LA, (2.1.9)

u,=-L"Ru —L"A ,n>0.
seklinde yazilir. Bulunan u, terimleri ile (2.1.1) probleminin ¢6ziimii seri formunda
hesaplanmis olur. Ancak Z::oun sonsuz serisinin yerine belli sayida seri terimleri

kullanilarak yaklasik ¢6ziim,
$y =D U, (2.1.10)

alinir.
Asagida farkli durumlar i¢in Adomian polinomlarmin bulunusundan

bahsedilecektir (Wazwaz 1999, Wazwaz 2002).

1. Durum :
Eger F ¢ =y’ ise
y=>Y, (2.1.11)
n=0

olmak iizere lineer olmayan F (/:= y? terimi (2.2.11)’de yerine yazilirsa

F‘/:: ‘,o+yl+y2+y3+...f (2112)
bulunur. (2.2.12)’deki esitligin sag tarafi acilip, indis toplamlar1 ayn1 olan terimler bir
araya getirilirse

F ‘/:: YOZ +2Yo Y1 +2YoY, + y12 +2YoYs + 1Yz +2Y0Y,

(2.1.13)
+2Y, Y + Y2 H2YoYs +2Y, Y, +2Y,Y5 +

elde edilir. (2.2.13)’den F ¢ :: y? icin Adomian polinomlar
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A=Y

A =2Y,Y;,

A =Y +2Y,Y,,

A =2Y,Y, +2Y,Ys,

A=Y, 2% +2YoYs

(2.1.14)

formunda bulunur.

II. Durum:

Lineer olmayan polinom tipindeki terimler i¢in ne Z* olmak tizere asagidaki

genelleme yapilabilir:

Ab:yon’
Aiznyon—l,
1 n- n-
A=onn-ly, fyany, "y, (2.1.15)

1 n— n— n-
A =5 (-1)(n-2)y, Py en(n-1) y,"Pyy, +ny, "y,

III. Durum :

Egerne Z~ ise bu takdirde Adomian polinomlari,

A=Y,
Al =-n yO— n+l ’
1 - n+ - n+
Azz_En n+1 Yo ? ylz_nyo 13/2v (2-1-16)
1 - n+ —(n+ —(n+
A=—en(+D+2) v "7y -0 (04D Y vy, —nyy Yy
formiiliiyle bulunur.
IV. Durum :
Eger lineer olmayan terim F(y) =y y, ise
Y= Yo, Y= Yo s (2.1.17)
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olmak iizere (2.1.17) ifadesi F(y) =Yy Y, ’de yerine yazilirsa

F ‘/:: Go+Yi+Y,+Ys +"':X Go+Yi+Y,+Ys +; (2.1.18)
ve indis toplamlar1 ayn1 olan ifadeler gruplandirilirsa
A=Y, Yo,
A = Yo Y11 YoV,
A = Yo Yot Y Vit Y2 Yoo (2.1.19)

A =Yo Y+ Y Yot Yo YitYs Yoo

bulunur.

V. Durum :
F(y) =sin y ise o zaman ilk olarak A, = F(y,) ifadesini diger terimlerden
ayirmaliyiz. F(y) =sin y, lineer olmayan terimi (2.1.11)’de yerine yazilirsa
F(y) =sin[y, + (¥, + Y, + Y5+ (2.1.20)
esitligi gortiliir. Bu ifadede 8 =y,, =Yy, + Y, + Y, +--- alinirsa,
sin( @ + ¢) = sin & cos ¢ + cosasin ¢ (2.1.21)
ifadesinden,
F(y)=sin y,cos(y, + Y, + Y, +--)+C0SYy,Sin(y, +Y,+Yy, +---)  (2.1.22)
bulunur. Burada cos(y, +Y,+Y;+--)ve sin(y, +y,+y,+---) ifadeleri Taylor
serisine agilirsa

. 1 1
F(y) =3In yo|:1_5(y1 +Y, +"')2 +E(y1 "'yz"'”')4 _}
' ' (2.1.23)

1
+cosy{ Ya+Yz ) =5 (s +---)3+--}
ve boylece

. 1 1
F(y) =3I yo|:1_5(y12 +2y1y2 +"')+E(y14 +y24+"')_"':|
' ' (2.2.24)

1
+008y0|: (Y1 +y2+"')_§(y13 +y23 +)+i|

bulunur. (2.1.24) ifadesi diizenlenirse
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A, =siny,,
A =Yy, cosy,,

1,
A, =Yy, cosy, —5yfsm Yor (2.1.25)

) 1
Ay = Y5 €08 Y = 1,Y,SiN Yo — y,> cosy, ,

elde edilir.

VI. Durum :
F(y)=cosy durumunda, yukarida yapilan islemlerin benzeri verilen

lineer olmayan terim i¢in uygulandiginda,

A, =cosy,,
A =-y,siny,,
. 1
A ==Y, smyo—aylzcosyo, (2.1.26)

. 1 .
Ay ==Y5SiN Yo = 12Y, €08 Yo + ¥y sin ¥

bulunur.

VII. Durum :
F(y)=sinh y ve F(y)=coshy seklinde hiperbolik lineer olmayanliga

sahip ise ayni1 algoritma kullanilarak, sirasiyla,

A, =sinhy,,
A =y, coshy,,

A, =y, coshy, +%yfsinh Yo (2.1.27)

A, =y,coshy, +V,y,sinhy, +%yf’ coshy,,

ve
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A, =coshy,,
A =y, sinhy,,
A, =y, sinhy, +%y12 cosh y,, (2.1.28)

) 1 )
A, = y,sinhy, +y,y,cosY, +§yf sinhy,

formiilleriyle elde edilir.

VIII. Durum :
F(y)=e’ ise bu takdirde F(y,)=e” teriminin diger terimlerden
ayrilmasi gerekir. F(y) =e” ifadesi (2.1.11)’de yerine yazilirsa
F(y) =elbornyer) (2.1.29)
olur ki bu ifade,
F(y)=e’eh™=mm (2.1.30)

seklinde yazilabilir. Bu son ifadedeki e**"*>"*" terimi Taylor serisine agilirsa
1
RO =€ x| L 0+ ¥y Yy ) 3 Yy 9y

=e’ +ye” +(yz +%y12 )ey" +(y3 + V1Y, +%Y13Jey° (2.1.31)

N VA VAN SRR S
4 173 2| 2 2| 1 2 4| 1

bulunur. Buradan da
A\) — eYo ,
A1 — yleyo ,
1
=Y, +§y12)eyo )

1, (2.1.32)
=\ Yt WYt g )ey‘%

[y tyy sy e tyey o Lyelen
Vit Y1Ys Z!Y2 2!y1 Y, 4!yl ,

elde edilir.
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IX. Durum :
F(y)=e™’ ise bu takdirde Adomian polinomlar1
A\) — e*Yo ’
A1 — _yle—yo ,
1 _
= Y2 +§Y12je *,

1) (2.1.33)
=| Vst WY g je ",

=| — + +i Z_i 2 +£ 4 e*Yo
Yot Yi¥s 2!}’2 2!y1 Y, 4!)’1 ,

seklinde olur.

X. Durum :

F(y)=Iny,y>0 ise bu takdirde, bu ifade (2.1.11)’de yerine yazilirsa

F(y)=In(y,+y, +y, +-) (2.1.34)
bulunur. Diger taraftan, (2.1.34) ifadesi
F(y):ln{y0(1+ﬁ+ﬁ+--.ﬂ (2.1.35)
o Yo
formunda yazilabilir. In(af )=Ina +In 8 oldugundan (2.1.35)
— Yi Y2
F(y)=Ihy,+In|1+—=+-"=+-.. (2.1.36)
Yo Yo

olur. (2.1.36) esitliginin sag tarafindaki ikinci terim Taylor serisine agilirsa

2
F(y);]nyo+(L+ﬁ+&+..)_l(ﬁ+£+...j
o Yo Yo 2\Yo Yo

3 4
+1(ﬁ+ﬁ+..j A[LL...) ‘o
3 yO yO 4 yO yO

(2.1.37)

elde edilir. (2.1.37)’da indis toplamlar1 ayni olan terimler gruplandirilirsa, Adomian

polinomlar1 asagidaki formda bulunur.



XI. Durum :

F(y)=In(1+y),—-1<y<1 ise o zaman Adomian polinomlar1

seklinde olur.

Ao=|nyo’

Y
A=

Yo

y, 1y’
A=

Yo 2V,

A =Yo WY 1Y

Yo Yoo 3V,

ISR S A A e PN S
4yo41

Yo 2Y9 Yoo Yo

A, =In(L+Y,),
__ %
A 1+y,
AZZ y2 _1 y12
1+y, 2(1+yo)2
A =Ys W, 1 ¥

Ya

— + ,
@+Y,)® 3(A+y,)°
1y YiYs

V.Y,

1

Yi

4

A: - ’
olvy, 2(1+Y,)" @y @+Ye)® AR+

2.2. Varyasyonel iterasyon Metodu

16

(2.1.38)

(2.1.39)

Analitik ¢oziime hizla yakinsayan basarili yaklagimlar veren Varyasyonel

Iterasyon Metodu, Ji Huan He (1997) tarafindan tamtilmistir. Bu metot ile elde

edilen niimerik ¢oziimlerin hata miktarinin az olmasinin yaninda islemler sirasinda

kullanilacak bilgisayarda yiiksek kapasiteye de ihtiyag duyulmamast metodun

uygulamalarini artirmistir. He, gelistirdigi metodu otonom diferansiyel denklemlere

(2000), lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlere (2004), integro diferansiyel

denklemlere uyguladi (Wang ve He 2007). He’nin metodunu, Abdou ve Soliman

(2005), Burger ve coupled Burger, Schrodinger-KdV, genellestirilmis KdV ve sig su
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denklemlerinin ¢oziimlerini arastirmada kullandilar. Momani ve Abuasad, lineer
Helmbholtz kismi diferansiyel denklemin ¢6zliimii i¢cin bu metodu uyguladilar. Ganji
ve arkadaslar1 (2006) lineer olmayan Joulent-Miodek, coupled KdV ve coupled
MKdV denklemlerinin ¢éziimlerini varyasyonel iterasyon metodu ile arastirdilar. He
ve Wu (2006), metodu lineer olmayan dagilim denklemleri i¢in incelediler. Rafei ve
Daniali (2007), WBK denklemlerine; Yusufoglu ve Bekir (2007) ise RLW
denklemine sayisal ¢6ziim elde etmek i¢in He ’nin metodunu kullandilar.
Varyasyonel iterasyon metodunun uygulanmasinda, L lineer operator, N

lineer olmayan operator ve g(x) ise homojenligi bozan terim olmak {izere, ¢6ziim
aranan diferansiyel denklem,

Lu+ Nu=g(x) (2.2.1)
formunda ele alinr.

Varyasyonel iterasyon metoduna gére denklemin,
U, () =0, (0 + [ LU, (5)+ NG, (5) - g(s) s (22.2)

formundaki varyasyon fonksiyonu kurulur. Burada A, Lagrange carpani (Inokuti
1978) olup varyasyon teorisinden hareketle Maple, Mathematica gibi paket

programlart yardimiyla hesaplanir. 0, sinirlanmis varyasyon (He 1999) olup

oU, =0’dir. Bulunan A sayr degerine gore (2.2.2) varyasyon fonksiyonu yeniden

diizenlenerek aranan ¢6ziim fonksiyonu i¢in rekiirans bagintisi olusturulmus olur.

Baslangi¢ kosulu olarak verilen fonksiyon u, olarak se¢ilmek suretiyle n>0 icin u,

terimleri i¢in yaklasimlar elde edilmis olur. Son olarak ¢6ziim fonksiyonu,

u=Ilimu, (2.2.3)

n—ow

esitliginden elde edilir.

2.3. Diferansiyel Doniisiim Metodu

Literatiirde lineer, lineer olmayan, adi tiirevli ve kismi tiirevli bir ¢ok
diferansiyel denklemin ¢oziimiinde basariyla kullanilan Diferansiyel Dontisiim
Metodu’nu ilk olarak Zhou (1986) tanitti. Zhou, bu ¢alismasinda elektrik ve elektrik

devre analizinde karsilagilan lineer ve lineer olmayan baslangic deger problemlerini
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inceledi. Chen (1999), lineer ve lineer olmayan baslangi¢ deger problemleri igin
kapali seri ¢oziim formlari elde ederek Zhou’nun metodunu gelistirdi.

Diferansiyel doniisiim metodu, geleneksel Taylor seri metodundan farklidir.
Verilen fonksiyonlarin ilgili tiirevlerinin sembolik hesaplamalarini gerektiren Taylor
Metodunda biiyiik mertebeler i¢in yapilacak islemler olduk¢a zahmetli olup uzun
siire ugrasmay1 gerektirir. Diferansiyel doniisiim metodu ise hesaplanacak kismin
miktarini azaltir ve bir ¢ok probleme kolayca uygulanabilir. Bu ¢6ziim, diferansiyel
denklem ve baslangic bilgisi kullanarak taylor serisinin ¢dziimiiniin katsayilarini
hesaplamayi kapsar. Jang (2001), diferansiyel doniisiimii, diferansiyel denklemlerin
taylor serisi ¢oziimiinii elde etmede bir iteratif prosediir olarak ele almistir.

Diferansiyel doniisiim metodu, seri formda hemen hemene analitik ¢ozlimler
kurar. Sonsuz seri ¢dziim kapatilabildigi takdirde analitik ¢6zliim fonksiyonuna
ulagilmis olur. Bu metot ile diferansiyel denklemler cebirsel denklemlere
doniistiirtilebilir ve elde edilen cebirsel denklemler de bazi basit islemlerle kolaylikla
sistematik bir sekilde ¢oziilebilir.

Burada literatirde mevcut olan tek boyutlu, iki boyutlu ve n boyutlu
diferansiyel doniisim yontemi hakkinda bilgi verilecektir (Zhou 1986, Chen ve ark.
1996, Ayaz 2003, Kurnaz ve ark. 2005).

2.3.1. Tek boyutlu diferansiyel doniisiim yontemi

Bu yontem, tek degiskene bagli diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri igin
kullanilir.
Metodun daha kolay kavranabilmesi i¢in dncelikle diferansiyel operatdriiniin

ozelliklerini verelim:

1 L g tave) = Lumta-dvx) (o keyfi sabit)
dx dx dx

d
2 &[— ()j——u( )

d d
[ j—xv<x) U+

+( n Jd"‘ll V(x)iU(X)+U(X) d U(X)
n-1)dx" dx
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Tanim 2.3.1.

Tek bilesenli u(x) fonksiyonunun diferansiyel doniisiim fonksiyonu U (k)

olmak iizere, u(X) ’ nin tek boyutlu diferansiyel doniisiimii

U (k )—k{d u(x )} (2.31)

olarak tanimlanir.
Tanim 2.3.2.

Diferansiyel ters doniistim fonksiyonu, U (k) doéntisiim fonksiyonunun tersini

ifade eder ve
u(x) =Y U K)x* (2.32)
k=0
bicimde tanimlanir. (2.3.2) esitliginde (2.3.1) ifadesi yazilarak asagidaki (2.3.3)
esitligi elde edilir.
i)=Y~ { _u( )} X" (2.3.3)
o K x=0

w(X) cebirsel islemler igeren fonksiyon ve W (k) ise bu fonksiyona karsilik

gelen diferansiyel doniisiim fonksiyonu olmak tizere, (2.3.1) ve (2.3.2) tanimlamalar1
kullanilarak tek boyutlu diferansiyel doniisiimii i¢cin baz1 cebirsel islemleri verelim
(Chen ve Ho 1996, Chen ve Liu 1998, Chen ve Ho 1999, Abdel-Halim 2004,
Arikoglu ve Ozkol 2004):

Fonksiyon Doniisiim
w(X) =u(x)Fv(x) = W (k) =U(K)FV (k)
w(Xx) = ¢ u(x) = W (k) =cU (k)
w(x) = (;j—xu(x) = W (k) =(k +DU (k +1)
d"u(x)
w(x) = o = WkK)=(Kk+D(k+2)....k+r) U(k+r)
(k+r)!

= Uk



Fonksiyon

w(X) =u(x)v(x) =

w(x) =x" =
d2

W(X) = U(X) —5V(X) =
dx

w(Xx) = aixu(x)aixv(x) =

w(Xx) = u(x)v(x)s(x) =

w(Xx) = u(x)v(x) % s(x) =

W(k,h)=zk:

k—

S (k-r-t+2)(k—r—t+2U NV ©S(K-r-t+2)

Doniisiim

W (k) = Zk:U (rv(k-r)

W(k)=5(k—m)={

W(k)=Zk:(k—r+2)(k—r+1)U(r)V(k-r+2)

r=0

W (K) = Zk:(r +1)(k—r +DU (r +1V (k -1 +1)

W (k) =U (k) ®V (k) ® S (k)

K k-r

= Ur)vV()Sk—-r-t)

r=0 t=

r=0 t=

w(x) = a™* =
w(Xx) = sh(Ax) =
w(x)=ch(Ax) =
w(x) =sin(ax +b) =
w(x) = cos(ax +b) =

w(X) = Jx‘u(t)v(t)dt =

k k

W(k)=’1 (Ina)
k!

h :
W) =1 k tek ise

0 kcift ise

0 ktekise
W (K) =4 4k

(k) A k cift ise

k!

k
W(k)=a—sin(£k+bj

k! 2

k
W (k) :a—cos[£k+bj
k! 2

Uk-1)®V (k-1)
k

W (k) =

1 k=m
0, aksihalde

20
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2.3.2. iki boyutlu diferansiyel déniisiim yontemi

Tanim 2.3.3.
Iki bilesenli W(x,y) fonksiyonunun diferansiyel déniisiim fonksiyonu W(K,h)

olmak tizere, w(X,y)’ nin iki boyutlu diferansiyel doniisiimii

W (k, h) =ﬁ{%;th(x, y)} 0 (2.3.4)

X=
y=

olarak tanimlanir.

Tanim 2.3.4.
W(k,h) doniisiim fonksiyonunun tersi, diferansiyel ters doniisiim fonksiyonu
seklinde isimlendirilir ve
wix,y) = 3 S W(k,h)xy" (2.3.5)
k=0 h=0
ile tamimlanir. (2.3.4) ve (2.3.5) esitlikleri dikkate alindiginda (2.3.6) esitligi elde
edilir:

w(x,y) = iii[afk;hw(x y)} x“y". (2.3.6)

W(X,y) cebirsel islemler i¢eren fonksiyonlar ve W (k, h) ise bu fonksiyonlara
karsilik gelen diferansiyel doniisiim fonksiyonlar1 olmak iizere (2.3.4) ve (2.3.5)
denklemleri yardimiyla (Zhou 1986, Ayaz 2003) tarafindan verilen temel
matematiksel islemlere ait iki boyutlu diferansiyel donilisimii icin asagidaki

ozellikleri verelim:

Fonksiyon Doniisiim

w(X, y) =u(x,y)FVv(x,y) = W(k,h)=U(k,h)FV(k,h)
w(X,y)=c u(x,y) = W(k,h)=cU(k,h)

W X,y :M = W(k,h)=(kk+D)U(k+1h)

OX
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Fonksiyon Doniisiim
W X,y :ar+5u(x’ y) :

axrays

W(k,h)=(k+1)(k+2)....k +r)(h+1)(h+2)....(h +s)U (k +r,h +5)

w(X,y) =u(x, y)v(X,Yy) = W(k,h)=Zk:iV(r,h—s)U(k—r,s)

m,,n _ _ B _ 1, k=mveh=n
w(x,y)=x"y = W(k,h)=6(k—-m,h n)_{o’ aksi halde
wuw—uuwawxw =

W(k,h)=Zklzh:(k—r+2)(k—r+1)U(r,h—s)V(k—r+2,s)

=0 s=0

=

w(x, y) = U0 Y) V(% y) -

OX OX

W (k, h) :Zk:zh:(r +D)(k—r+DU(r+1L,h—-s)V(k-r+1,5s)

=0 s=0

-

w(x, y) = 406Y) V(x.y) -

oy oy

I

Zkzh:(s +D(h—s+DU (r,h—s+1V (k—r,s+1)

=0 s=0

W (K, h)

-
[

w(x, y) = 2106Y) V(x.y) -

OX oy

W(k,h)=Zkzzh:(k—r+1)(h—s+1)U(k—r+1,s)V(r,h—s+l)

r=0 s=0

w(x, y) =u(x, y)v(x, y)s(x, y) =

W(k,h):ik_rzh:h_sU(r,h—s— DV (t,5)S(k—r —t, p)
wx )= uGe ey T8N
W (k,h) = Zk:kizh:h_s(k—r—HZ)(k—r—t+2)U(r,h-s- PV (t,s)S(k-r-t+2,p)

U(r,h-s-p)V(t,s)S(k-r-t+2,p)
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2.3.3. N- boyutlu diferansiyel doniisiim yontemi
Tanim 2.3.5.
W(X1,X2,...,Xn), N-bilesenli fonksiyon olmak iizere, W(X1,X2,...,Xn) nin ii¢ boyutlu

diferansiyel doniisiimii su sekilde tanimlanir:

Ky +ky +..+k,
WK, Kok ) = | € Wﬁxl LIELD (23.7)
k 'k, 1. Kk, ! 6x118x 2 il;%
X, =0
Tanim 2.3.6.
W(Kky,kz,....kn) dontisiim fonksiyonunun tersi; diferansiyel ters doniisiim
fonksiyonu,
W(X,, Xy ey X ) = ZZ ZW( X%, ..x (2.3.8)
=0k, =0 k=

olarak tanimlanir. (2.3.7) ve (2.3.8) dikkate alinarak,

) IS} 1 ak1+k2+...+knw(xl X2 X ) ) )
w(X, X, ,..., X =E E E AR | X, .. X 2.3.9
0620 = 2, 2 2 i hi| T odant ot K, (2:39)

N "I
oco©o

yazilabilir.

(Kurnaz ve ark. 2005) ¢alismasinda yer alan n-boyutlu diferansiyel doniisiime

ait baz1 ozellikleri kisaca verelim:
Fonksiyon Doniisiim
WX, Xy ooy X0 ) = UK Xy X)) FV(X Xy, X)) =
WKk, Ky, ..., k) =U (K, Ky, .. K)FV (K, K, 0 K)

WO X1 X,) = € UG, Xy X,) =

W (K, Ky, k) =CU (K, Ky K, )

ey Xn) = au(xli Xz,-.., Xn)

W X, 2

W (K, Ky, k) = (K +DU (K, Ky K, )

Pttt

e U(X, X X)) =
X, 0%, ...OX " 06, %, )

W(Xl’XZ""’ Xn) =
(k, + 1) (k, +r2)I (k +r)!

W(klykz,---!kn): k1 k.1 k!
1° 27

Uk, +r,K, +1r,...k, +r,)

n-*
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2.4, Indirgenmis Diferansiyel Déniisiim Metodu

Diferansiyel doniisiim metodunun bir modifikasyonu olarak Keskin ve
Oturang (2009) tarafindan onerilen Indirgenmis diferansiyel déniisim metodu,
verilen diferansiyel denklemi tamamen cebirsel denkleme doniistiiren klasik
dontisimden farkli olarak kismi diferansiyel denklemi yar1 cebirsel bir denklem
sekline getirmektedir. BOylece klasik yontemde ¢oziime ulasmak i¢in kullanilan
iterasyon sayist olduk¢a azaltilmis olmaktadir. Bu sayede kullanilan bilgisayar
hafizasindan ve zamandan tasarruf edilir.

Iki degiskenli u(x,t) fonksiyonunu gz oniine alalim ve bu fonksiyonun
u(x,t) = f(x)g(x) seklinde tek degiskenli iki fonksiyonun kombinasyonu oldugunu
kabul edelim. Diferansiyel doniisiimiin temel 6zelliklerinden u(x,t) fonksiyonu

u(x,t)=§:F(i)x‘§:G(j)tj :iuk x t
i=0 j=0 k=0
olarak yazilabilir. U, x  fonksiyonu, u(x,t) ’nin iki boyutlu spektrum

fonksiyonudur. Indirgenmis diferansiyel doniisiimiin tanimlar1 ve ozellikleri

asagidaki gibi verilebilir (Keskin ve Oturang 2009).

Tanimm 2.4.1.
Eger x konum ve t zaman degiskenlerine bagli u(X,t) fonksiyonu siirekli

tirevlenebilir ve analitik bir fonksiyon ise u(X,t) fonksiyonunun doniisim

fonksiyonu,
X =%[;—iu(x,t)1_o 2.4.1)
olup, U, (x) t-boyutlu spektrum fonksiyonudur. 7
Tanim 2.4.2.
U, (X) ’in ters doniisim fonksiyonu,
u xt =iuk X t (2.4.2)
k=0

olarak tanimlanir.
(2.4.1) ve (2.4.2) denklemleri birlikte ele alinirsa,



0 1 ak )
u xt => —| —u(xt t
Slaeon]
yazilabilir.
Indirgenmis diferansiyel doniisiime ait baz1 islemler soyledir:
Fonksiyon Indirgenmis déniisiim
w(X,t) =u(x,t) Fv(x,t) = WX =U,(XFV. (X
w(Xx,t) =c u(x,t) = W, (x)=cU,(x)
w(x,t) =x"t" = W, x =x"s(k-n)
K [
w(x,t) =u(x,t)v(x,t) = W, x =3 V(U (x) =2 U, (X, (%)
r=0 r=0
ou(x,t) 0
w Xt =—= = W, (X)=—U,(x
o (9 =20, (1)
' K+r !
w Xt :M = W/ (X)= k+1 .. k+r Um(x):L

ot k!

25

(2.4.3)

K+r



26

3. SOLITON COZUMLERIN BAZI YONTEMLERLE ARASTIRILMASI

Bu boliimde, KdV denklemi ve KdV tipi denklem sistemleri icin Adomian
ayrisim, varyasyonel iterasyon, diferansiyel doniisiim ve indirgenmis diferansiyel
doniisiim metotlarini kullanarak soliton ¢éziimler elde edilmesine yonelik literatiirde

mevcut olan uygulamalar verilecektir.

3.1. KdV Denklemi

Ornek 3.1.1: KdV Denklemi
1895°de Diederik Johannes Korteweg ve Gustav de Vries tarafindan tek
dalgalar i¢in modellenen ve soliton ¢dziime sahip denklemler igin temel olan tinli,
u, —6uu, +u,, =0 (3.1.1)
KdV denkleminin soliton ¢oziimii, literatiirde birgok metotla ele alinmig olmakla
birlikte biz sadece dort metotla elde edilen ¢éziimleri inceleyecegiz.
Adomian ayrisim metodu kullanilarak kurulan ¢6ziim:

Adomian ayrisim metodunu kullanarak,

2 A kx
Ux0 =f x =2 K& (3.1.2)
14eo”

baslangi¢ kosuluna uyan ¢oziimii A. M. Wazwaz tarafindan 2001°de olusturulmustur.

Metoda gore aranan ¢oziim fonksiyonu
uxt =>u xt (3.1.3)
n=0

seklinde sonsuz bir serinin agilimi olarak kabul edilir. Denklemin lineer olmayan

terimi uu, i¢in Adomian polinomlar1 yardimiyla olusturulan F(U)ZZ:=0A1

. o . .
nonlineer operatori ve L, :a_t diferansiyel operatorii olmak {iizere, (3.1.1)

denkleminin operator formuna

ters operatorli uygulanarak
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uxt=Ffx+L" 6uu, —u

0 2 A kx » )
Du, xt =—2k—ez+|_-l 6 > A —(Zunj (3.1.4)
n=0 n=0 n=0

1+ ekx XXX

elde edilir. Seri ¢6zlim i¢in ilk terim u, X,t baslangi¢ kosullarindan belirlenir. n>1
icin U, X,t terimleri i¢in rekiirans bagintisi,
ke
11e% ° (3.1.5)
u, xt=L"6A-u_ ,s>0

XXX

u, x,t =f x =-2

seklindedir. Lineer olmayan terimi verecek Adomian polinomlari,

P {F(iﬂ,iuiﬂ . n>0 (3.1.6)

ntda’ i=0

bagintisindan hareketle,

A = Uy Uy,
A= Uy Uy +U; Uy,
A, = Uy Uy +U; U; +U, Uy, (3.1.7)

A= Uy Us +U; U, +U, Uy +Ug U,

olup u, x,t ’in terimleri,

2 A kx
U, Xt =—2—EJ1—5
1+e“
3.1.8
. k% e“x -1 (3.18)
u xt =L 6A-u, =2—— "t
1+e¥
. k% e —4e* +1
u, x,t =L" 6A-u,_ =- — t?,
- 1+e*
) 1 kHe™ e —11e** +11e* -1 |
u, x,t =L~ 6A,-u, =3 — t°,
1+e"

olarak elde edilir. Bulunan terimler (3.1.3)’de yerine konularak ¢6zlimiin seri formu,
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u xt =-2 Ke™ 5 —2k5€kx ekxxs—l t
1+e¥ 1+e¥
kPe™ ™ —4e”+1  1kMe™ ™ -11e" +11e" -1 | (319)
) 1+ t 3 1+e% b
elde edilir. Taylor serileri kullanilarak tek soliton formunda gercek ¢6ziim ise,
u xt :—2& (3.1.10)

k x—k%t 2
(1+e )

olarak verilmistir (Wazwaz 2001).
Sekil 3.1.1.de k=2,-4<t<4ve-10<x<10 degerleri i¢in KdV

denkleminin tek soliton ¢6ziimii gériilmektedir. Sekil 3.1.2.de ise t=0, —4<x<4

degerleri i¢in tek soliton ¢oziimii goriilmektedir.

Sekil 3.1.1. k=2,-4<t<4ve-10< x <10 igin tek soliton ¢6ziimii (Wazwaz 2001)

-u /
1.6
15
asf
/ \\
_—4—/ \'ﬁ—._
o4 .2 o 3 a4

Sekil 3.1.2. t =0, —4<x<4 ig¢in tek soliton ¢oziim (Wazwaz 2001)
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Verilen ikinci bir baslangi¢ kosulu,

2x
Ux0=gx=-24—5_ (3.1.11)

1+e*

icin KdV denklemini tekrar ele alalim. ilk baslangi¢ kosulunda uygulanan islem

basamaklari ikinci baslangic kosulu i¢in de takip edilerek,

0 2X o 0
Su, xt =—24a— 4171 6| S A —(ZUHJ (3.1.12)
n=0 XXX

1+ e2x n=0 n=0

rekiirans bagintisi,

er

UO X,t :g X :_24ﬁ’
1+e” (3.1.13)

u, xt =L"6A-u , k>0

XXX

kullanilarak seri ¢oziimiin terimleri,

e2x
U Xt =—24————,

1+e?

e?* 1+ 25e* — 25 — g%
5

u xt =L"6A -u, =192 t,

1+e*

u, x,t =L" 6A —-u,

XXX

e®* 1+240e* +183e** —2128e%* +183e®* + 2406 + '

— 768 t*,
1+e%
. e G x +H x
u, x,t =L° 6A,—-u, =2048 i t°,
1+e*

G x =1+2011e* +5288e" —51488e"™ —106606e™",
H x =106606e" +51488¢"* —5288e'* —2011e"™ —e',

olarak elde edilir. ilk dort terim icin yaklasik ¢oziim,



o2 e” 1+ 25e™ —25e"* —e*
uxt =-24 > +192 z t
1+e™ 1+e™

g e®* 1+240e* +183e** —2128e%* +183e®* + 240e'%* + '

k8

l+e

e G x +H x
+2048 o o+

KdV denkleminin (3.1.2) baslangi¢ kosulu i¢in gergek ¢oziimii literatiirde

0 ( est—2x+2e64t—4x+e72t—ex J

u x,t =12—
6X 1+3e8t—2x+3e64t—4x+e72t—6x

olarak bulunmaktadir. (Drazin, Johnson, 1993).
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t? (3.1.14)

(3.1.15)

Karsilastirma yapilabilmesi igin (Sekil 3.1.3)’te ger¢ek ¢oziimiin t=0.08

degeri ve —2<x<5 araligindaki iki soliton grafigi, (Sekil 3.1.4)’te ise yaklasik

¢oziimiin t =0.08 degeri ve —2 < x <5 aralifindaki iki soliton grafigi veri

Sekil 3.1.3. (3.1.15)’de verilen gergek ¢oziime ait t =0.08 ve —2<x<5
degerleri kullanilarak olusturulan iki soliton (Wazwaz 2001)

Sekil 3.1.4. (3.1.14)’de verilen niimerik ¢6ziime ait t =0.08 ve —2<x <5
degerleri kullanilarak olusturulan iki soliton (Wazwaz 2001)

Imistir.
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Varyasyonel iterasyon metodu kullanilarak kurulan ¢6ziim:
Wazwaz 2007°de (3.1.1) denkleminin soliton ¢oziimiinii varyasyonel
iterasyon metodunu kullanarak elde etmistir. Bahsi gegen calismaya gore, A

Lagrange c¢arpani olmak tizere KAV denklemi igin ilk olarak varyasyonel fonksiyon

2

ou_ X, ou, x¢& ou x¢&
n Xo -3 + -
o& OX OX

U, (xt) =u (x,t)+ I;ﬂ z ds (3.1.16)

kurulur. Maple paket program yardimiyla da hesaplanabilen Lagrange carpani
A =-1 olup buna gore (3.1.16) bagintis1 diizenlenirse

2

tlou x ou, x¢& u X¢
() =, (x 0 - [{ 22253 —
AFy: ox o

dé,n>0 (3.1.17)

¢Oziim fonksiyonunun terimleri i¢in rekiirans bagintisi elde edilir.

u x,0 =6x (3.1.18)
seklinde verilen baslangi¢ kosulu rekiirans bagintisinda ilk basamak u, X,t i¢in
secilir. Boylece
U, X,t =6X,

u, x,t =6x 1+36t , (3.1.19)
u, x,t =6x 1+36t+1296t> +15552t° ,

u, X,t =6x 1+36t+1296t* +15552t> +1119744t* +20155392t° ,
u, x,t =6x 1+36t+1296t° +46656t> +1679616t* +60466176t° +2176782336t°

u Xt =6x(1+36t+1296t* + 46656t +1679616t" +60466176t° +2176782336t°
+78364164096t" +...)

terimleri elde edilir.

u=Ilimu, (3.1.20)
hesaplanarak ¢oztiim fonksiyonu
Uxt =X 3et/<1 (3.1.21)
1-36t

bulunmustur.
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Diferansiyel doniisiim metodu kullanilarak kurulan ¢6ziim:
F. Kangalgil ve F. Ayaz (2008) (3.1.1) denkleminin (3.1.2) baslangi¢ kosulu
i¢cin ¢Oziimiinii diferansiyel doniisiim metodunu kullanarak aramislardir. Bu metotla

¢Oziim aranirken (3.1.1) denklemine iki boyutlu doniisiim uygulanir. Aranan u(X,t)
fonksiyonuna karsilik gelen doniisiim fonksiyonu U (k, h) olmak iizere,

K2 (k+3)
(h+DU(k,h+1)=6> > [ k+1-r U r,h-s U k+1l-r;s -

r=0 s=0

BT k+3.h (3.1.22)

bagintis1 kurulur. Baslangi¢ kosulunun seri agilimi ile
u(x, y)=>> Uk, h)xy" (3.1.23)
k=0 h=0

acilimi esitlenerek,

U k,0 =0,k=135,...

(3.1.24)
U 0,0 =—2k2, U 2,0 =2Kk* U 4,0 =—1k°
2 8 48

terimleri elde edilir. (3.1.24) terimleri, denklem (3.1.22)’de uygulanarak U (k,h) ’mn

bazi terimleri bulunur.
Uk,)=0, k=0,2/4,..,
Uk,2)=0, k=135,.., (3.1.25)
Uk,3)=0, k=135,..,

Diger U (k,h) terimleride yine (3.1.22)’de verilen bagintidan elde edilir. Boylece,

¢Oziim fonksiyonunun seri formu,

u(x,t) = {—l k? +lk“x2 —ik‘sx4 juikgx6 _ikloxf3 +}
2 8 48 5760 80640

+{—ik6xt+ik8x3t—ik“’xst+ik”x7t—£k“xgt+m}

4 12 960 10080 1451520

+{1k8t2 e LA U INCE I LSRN
8 8 384 2880 322560

124 ( 92klzek+29k12(e) + B )xzt3
3 3 2

574k12( &y 52

( 186 kl4 k 183 k13( )

® +135k* (e*)* j x4t3} foo

olup t degiskeninin birinci, ikinci, tigiincli ve dordiincii kuvvetlerine goére kapali

formlari,
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kZekX
U Xt =-2—"—,

1+e"

4k5 ekX 2 2k5ekx
U2 X,t =\ — ( )3 + 2 t’
1+e* 1+

2k8(ekx)2 ~ 2k8(eKX)3 ~ kBekx s 4k8(eKX)2

t2
4 4 2 3
1+ 1+ e 1+e¥ 1+e¥

4kll(ek><)3 ~ 2kll(ekX)2 ~ 2k11(ek><)2 +E kll(ekX)S _§ kll(ekX)A
1ee* ' 1ye* 146’ 3 147 3 1qen’

2 kll(ekX)Z 1 kllekx
— 3 + =
3 1+e>° 3 Qekx>

seklindedir. Sekil 3.1.5.de k=2,-4<t<4ve-10<x<10 degerleri i¢in KdV

t3

denkleminin tek soliton ¢6ziimii, Sekil 3.1.6.de ise t=0 aninda —-4<x<4

araligindaki tek soliton ¢oziimii goriilmektedir.
Terimler toplamindan hareketle, (3.1.2) baslangi¢c kosulu altindaki (3.1.1)

denkleminin ¢6ziim fonksiyonu i¢in,

2k x-k%
uxt =2 K& (3.1.26)

Kokt )

(1+e )
yazilabilir. Sekil 3.1.5.de k=2,-4<t<4ve-10<x<10 degerleri i¢in KdV
denkleminin tek soliton ¢oziimii, Sekil 3.1.6.de ise t=0, —4<x<4 degerleri igin

tek soliton ¢oziimii goriilmektedir.

-u(x,1)

Sekil 3.1.5: k=2,-4<t<4ve-10<x<10 i¢in KdV denkleminin tek soliton ¢oziimii
(Kangalgil ve Ayaz 2008)
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-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
x

Sekil 3.1.6: t =0, —4<x<4 i¢in KdV denkleminin tek soliton ¢6ziimii
(Kangalgil ve Ayaz 2008)

Kangalgil ve Ayaz, (3.1.1) denkleminin (3.1.11)’de verilen ikinci bir
baslangi¢ kosuluna uyan ¢6ziimiinii aramislar ve iki-soliton ¢oziim (two-soliton
solution) bulmuslardir. Elde ettikleri sonuglara gore Sekil 3.1.7°de ger¢ek ¢ozliimiin
t=0.08 degeri ve —2<x<5 araligindaki iki soliton grafigini, Sekil 3.1.8’de ise
yaklasik ¢Ozlimiin t=0.08 degeri ve —2<x<5 aralifindaki iki soliton grafigi
vermisglerdir.

(3.1.2) baslangi¢ kosuluna uyan ¢oziim aranirken uygulanan iglemler (3.1.11)
icinde uygulanir. (3.1.11) kosulunun seri agilimi ile (3.1.23) esitlenerek

U k,0 =0,k=135,...

(3.1.27)

U00=-6U20=6U40=-H4,...
terimleri elde edilir. (3.1.27)’de elde edilen her bir k degerine karsilik gelen terim
(3.1.22)’de verilen rekiirans bagintisinda yerine konularak diger U (k,h) terimleri

hesaplanir. Hesaplanan terimlerden bazilari sunlardir:

U 11 =-336,U 31 =736,U 51 =—%84,
U 71 14336 o, 765344 . 31843232
15 51975 (3.1.28)
U 0,2 =3840, U 2,2 =-29184, U 4,2 =T72160,
U 6.2 - 1720576 o, _ 1720576 o, =_702j;3;5()96

Hesaplanan U (k, h) terimleri ile (3.1.23)” deki toplam ifadesi diizenlenerek,
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u(x,t) = {—6+6X2 —4x* +%X6 _%XS n 2764 X0 +}
5 105 4725

4784 5 14336 ; 765344 o +}
5 15 945

+{—336xt +736%% —

+ {384Ot2 —29184x°t* + 72160x*t* — 1720576 x°t% + 2978912 X%+ }

(3.1.29)

Xt

+ {441088xt3 - 7132672

. 97200416 5 3497237504 x
5 315
44873881856 ., }
b EE S R

Xt +
2835

yazilip, t degiskeninin birinci, ikinci, ligiincli ve dordiincii kuvvetlerine gore kapali

formlar,

er
— (3.1.30)

u x,t =-24
1+e*

e? (L+ 240> — 25¢™ —e®)

u, x,t =192 s t, (3.1.31)
1+e*
2x 2X 4x_ 6Xx
4, xt =—7eg (240e7 +183¢ 7 —e7) o (3.1.32)
1+e*
2X
0, xt =204 KO K () s (3.1.33)

1+e*
K,(x) =1+2011e* +5288e"* —51488e"™ —106606e™,
K, (x) =106606e"* +51488¢'** —5288¢e"* —2011e"** —e*,

bulunur. (3.1.30)-(3.1.33)’de verilen terimler toplamindan ¢6ziimiin kapali formu

8( eBt—Zx +2€64t—4x +e72t—6x J

(3.1.34)

u x,t =12—
ax l+3e8t—2x +3e641—4x+e721—6x

elde edilebilir.

-2 -1 0 1 2 3 4

Sekil 3.1.7. (3.1.34)’de verilen gergek ¢6ziime ait t =0.08 ve —2<x<5
degerleri i¢in olusturulan iki soliton (Kangalgil ve Ayaz 2008)
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1 2

Sekil 3.1.7. (3.1.29)’da verilen gergek ¢oziime ait t =0.08 ve —-2<x<5
degerleri i¢in olusturulan iki soliton (Kangalgil ve Ayaz 2008)

Indirgenmis diferansiyel doniisiim metodu kullamlarak kurulan ¢6ziim:

Keskin ve Oturang (2009) ¢alismalarinda (3.1.1) denkleminin
2
u(x,0) =—k?sec hz[g x} (3.1.35)

baslangic kosuluna uyan c¢oziimiinii indirgenmis diferansiyel doniisiim metodu

(RDTM) ile arastirmislardir. U, (X), u(x,t) fonksiyonunun t-boyutlu spektrum

fonksiyonu olmak iizere, (3.1.1)’e doniisiim uygulamrsa

(K +D)U, ,(x) = 6ZUkr(x) U, (9~ u (%) (3.1.36)

r=0

ve baslangi¢ kosulu (3.1.35)’den
k? | K
Uo(x):—?sech EX (3.1.37)

baslangi¢ doniistimii kurulur. (3.1.37), (3.1.36)’da yerine konularak,

. kx kx
k® sinh (j ks(—3+ ZCOShZ(JJ
Ui \2) gt 2

2 l
2 cosh® (kXJ 8 cosh* (kxj
2 2
. k”sinh(l;(j(coshz(k;j—ﬂ
U,(X)=—— ,
0 12 coshs(kXJ
2

k'**| 2cosh* (k J+15 —15cosh? (kxj
1 2 2

U,(x)=——
0 96 cosh‘{kxj
2
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U, (X) degerleri elde edilir. Tlk beg terime ters doniisiim uygulanarak

0, (x,t) = ZUk(X)tk

k=0
k?| 15k™ —15k* cosh? (kxj +2k* cosh* (kx)
1 2 2 4

96 cosh® (kxj
2
k2| 8k°sinh (kXJcosh3 (kxj —24k°sinh (kxjcosh (kx)
1 2 2 2 2

i t3
% cosh® (kxj
2

k?| —36k® cosh? (kxj —24k° cosh* (kxj
1 2 2))

% coshﬁ(kxj
2
- kx
_lkSSInh(th_l K2

2 cosh"(kxj 2coshz(kxj
2 2

sonucuna ulasilir.

3.2. KdV Tipi Denklem Sistemleri

Ornek 3.2.1: Genellestirilmis Hirota-Satsuma Coupled KdV Denklemleri
ou 10 au 0w

— > +3u—-3——=0
ot 26 X X
3
NIV 3 g (3.2.1)
ot ox OX
3
a—W+a—V3v—3u%=0
ot ox x

(3.2.1)’de verilen denklem sistemi genellestirilmis Hirota-Satsuma coupled KdV
denklem sistemi olarak adlandirilir. Ryogo Hirota ve J. Satsuma 1981°de farkh
dagilim bagmtilarma sahip iki uzun dalganin etkilesiminin modellenmesini sunan
Hirota Satsuma Coupled KdV Denklem Sistemi’ni tanittilar. (3.2.1) sistemide Hirota

ve Satsuma modellemesinin genellestirilmesi olarak Yongtang Wu ve arkadaslari
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(1999) tarafindan tanitildi. Bu denklemin soliton ¢dziimlerini ise ilk defa Engui Fan
kurdu(2001). Fan’in calismalarindan hareketle literatiirde bu sistemin niimerik

¢oziimleri arastirilirken k,C,,C;,C, #0 olmak iizere,

U X0 =% B—2k? +2k? tanh? (kx)

4K’C, B+K>  4k* B+k?
v(x,0)=—§ X +§ c
1 1

w x,0 =C,+C, tanh kx

tanh kx (3.2.2)

ve

u x,0 :% B —8k? +4k?*tanh?(kx)

4~ 2 4 2
ﬂ(3k Co 2ﬂk2C2+4k C2 +4k tanh? kx (323)
3 C, C
w x,0 =C,+C,tanh® kx

v(x,0)=—

olarak iki farkli baslangi¢ sistemi kullanilmistir. (3.2.1) sisteminin yaklagim metotlari

ile ¢oziimlerini inceleyelim.

Adomian ayrisim metodu kullanilarak kurulan ¢6ziim:

(3.2.1) denklem sisteminin Adomian ayrisim metodu yardimiyla (3.2.2) ve
(3.2.3) baslangi¢ kosullarina uyan ¢6ziimleri D. Kaya tarafindan 2004’de, (3.2.3)
baslangi¢ kosuluna uyan ¢oziimii ise K. R. Raslan tarafindan 2004’de literatiire

sunulmustur. Bu ¢aligmalara gore ¢6ziim aranirken 6ncelikle (3.2.1) sistemi operator

forma getirilir. L =0/6t ve L =0°/0x° notasyonlar1 lineer diferansiyel

operatorleri ve M;,M,,M,ve M, ise lineer olmayan operatorleri sembolize etmek

lizere,

Lu =%Lxu —3M, (u,u) +3M, (v, w)

Lv=-LVv+3M,(u,v) (3.2.4)
Lw=-Lw+3M,(u,w)

sistemi (3.2.1)’in operatdr formudur. (3.2.4) sistemine L = I; ()dt ters operatorii

uygulanarak
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uxt =u x0 +L[‘1ELXU—3M1 u,u +3M, v,w},

v xt =vx0 -L*[Lv-3M, uyv |, (3.2.5)
w Xt =w x,0 -L*[Lw-3M, u,w ]
bagintisi kurulur. Adomian Ayrisim metoduna gore bilinmeyen fonksiyonlar u(x,t),

v(x,t) ve w(x,t)’lerin sonsuz seri ¢éziimlerini
u(x,t)=>u, xt, v(x,t)=>v, xt, wxt =>w Xt (3.2.6)
n=0 n=0 n=0

ve lineer olmayan operatorler M;,M, M,veM,’ii ise uygun secilmis

A,,B,,C, ve D, Adomian polinomlarinin sonsuz serileri

M; u,u =iA], M, v,w :iBn,

e "o (3.2.7)
M, uv =>C,, M, uw =>»D,

n=0 n=0

olarak aliriz. (3.2.5) sistemi, uygun Adomian polinomlar1 ve verilen baslangig

kosullarina gore yeniden diizenlenerek, ¢6ziim i¢in
1
u, Xt =u x,0, u,, Xt :L[‘l[ELX u, —3A +38n}, nx0,

Vo Xt =v x0, v, xt=-L"[L v, -3C ], n20, (3.2.8)

w, X,t =w x,0 ,w_, xt=-L"[L w, -3D, ], n=0

n+1

rekiirans bagintisi elde edilir. Rekiirans bagintisindan n>0 igin,
n-1 n-1 n-1
g Xt =>u Xt , g xt=>v xt, y xt=>w xt (3.29)
k=0 k=0 k=0

olup aranan ¢ozlimlere,

limg =u x,t, Ilimp =v xt, limy, =w Xt (3.2.10)

limit degerlerinden ulasilir.
Buna gore (3.2.1) sisteminin (3.2.2) baslangi¢ kosullarini, kurulan (3.2.8)

rekiirans bagmtisinda uygulayarak u,,v, ve w, terimleri hesaplanir.

u, Xt :% B —2k> +2k? tanh?(kx),
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u, xt :Ltl[%LX U, =3 Uy +3 VoW, X}:4ﬂk3tsech2(kx)tanh(kx),
it
u, x,t =L {ELX U —3 Ul +Ugl;  +3 VW, + VW, X}

=2%k*t* 2—cosh(2kx) sech’(kx) ,

4|1
u, x,t =L {ELX U, =3 Uy +UU, +UgUy  +3 V,Wo + VW +VeW,

_ 2p°°t* sech®(kx) —11sinh(kx) +sinh(3kx)
= - ,
4K°C, B+k>  4k? B+K°

Vo (X, t)=—= +
o(x.1) 3 ok 3 C

tanh kx |,

48k*> B +k* tsech® kx
3C,

Vv, Xt =—L[‘1[LX Vo =3 UpVy ]:

Vv, Xt :—Lt’l[LX v, =3 UV, +UgV, }

4p%* B+k* t>sech® kx tanh kx
3C,

-1
v, Xt =-L, [LX V, =3 UV +UV, +UgV, }

48°%k°> p+k? t* —2+cosh 2kx sech® kx
- 9C,

w, x,t =C,+C tanh kx ,
w, Xt :—Lt‘l[LX W, —3 UgW, J:Clkt,ﬁsech4 kx

w, Xt =—L[‘1_LX W, =3 uW, +UW, }

=-Ck*t?B?sech® kx tanh kx |,

-t
w, x,t =-L, _LX W, =3 UW, +UW, +UgW, }

Ck’t’p® —2+cosh 2kx sech® kx
- 3

Benzer bigimde ayrisim serisinin diger terimleri de rekiirans bagintisindan kolayca

elde edilir. Bu terimler (3.2.6)’da yerine yazilarak,



41

u xt :é B—2k? +2k?tanh?(kx) + 4 Bkt sec h? (kx) tanh(kx)

+28°k*t* 2—cosh(2kx) sech”(kx) (3.2.11)
+2ﬂ3k5t3sech5(kx) —11sinh(kx) +sinh(3kx) .
3
4K’C, B+K>  4k? B+K?
v(x,t)=——= > +—
3 C 3 G,
+4,6k3CO B+k? tsech® kx
3C,
45°k* p+k* t>sech® kx tanh kx
3C,
4B°%°> B+k* t2 —2+cosh 2kx sech*® kx
+
oC,

tanh kx

(3.2.12)

+...’

w x,t =C,+C, tanh kx +CktBsech® kx —Ck’t*p*sech® kx tanh kx
CKkt*p® —2+cosh 2kx sech® kx (3.2.13)
+ +...’
3

aranan ¢oziimler seri formda elde edilir. Taylor serileri kullanilarak, ¢oziimlerin

kapali formlar1 (Fan 2001),

u xt =% B—2k* +2k*tanh*(k x+pt)

4K’C, B+K>  4k® B+k?

tanh k x+ ft (3.2.14)

+
C’ 3 C,
w x,t =C,+C tanh k x+ fjt

bulunur.




Sekil 3.2.1. (a), (c), (e). (3.2.1) denkleminin C, =1.5,C, =0.1, #=1.5vek =0.1 degerleri igin
(3.2.2) kosuluna uyan ¢, (x,t), ¢, (X,t) vey, (X,t) niimerik ¢oziimleri (Kaya 2004)

(b), (d), (f). (3.2.1) denkleminin C, =1.5,C, =0.1, # =1.5vek = 0.1 degerleri i¢in
(3.2.2) kosuluna uyan u(x,t),v(x,t) ve w(x,t) analitik ¢éziimleri (Kaya 2004)

[u(x. 1) — ps(x.2)|

lo(x.1) — @s(x.1)]

[wix, ) — ¥s(x.1)|

4.29934E~13
1.65012E-11
1.46077E-10
7.72604E~13
2.74488E~11
2.29054E-10
1.11300E~12
3.83165E~11
3.11366E-10

2.03570E-11
6.50974E~-10
4.93899E-09
2.02967E-11
6.48761E~10
4.92010E-09
2.02021E-11
6.45452E-10
4.89289E-09

1.O1110E~11
3.23332E-10
2.45314E-09
1.00813E~-11
3.22233E-10
2.44376E~09
1.00340E~11
3.20588E~10
2.43025E-09

uygulanir. Boylece,

Tablo 3.2.1..(3.2.1) denkleminin C, =1.5,C, =0.1, 8 =1.5vek =0.1 degerleri i¢in (3.2.2)
kosuluna uyan ¢, (x,t), ¢, (X,t) vey, (x,t) niimerik ¢oziimleri ile
u(x,t), v(x,t) ve w(x,t) analitik ¢6ziimlerinin niimerik karsilastirmasi (Kaya 2004)

(3.2.1) sisteminin (3.2.3)’de verilen ikinci tiir baslangi¢ kosullarma uyan

¢Ozlimiiniin hesaplanmasinda da (3.2.2) i¢in uygulanan islem basamaklar1 (3.2.3) icin
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u xt :é B—2k? +2k?tanh?(kx) + 4 Bkt sec h? (kx) tanh(kx)

+28°k*t* 2—cosh(2kx) sech”(kx) (3.2.15)
+2ﬂ3k5t3sech5(kx) —11sinh(kx) +sinh(3kx) .
3
4K’C, B+K>  4k? B+K?
v(x,t)=——= > +—
3 C 3 G,
+4,6k3CO B+k? tsech® kx
3C,
45°k* p+k* t>sech® kx tanh kx
3C,
4B°%°> B+k* t2 —2+cosh 2kx sech*® kx
+
oC,

tanh kx

(3.2.16)

+...’

w x,t =C,+C,tanh kx +CktBsech® kx —Ck’t’B*sech® kx tanh kx

Ck*°p® —2+cosh 2kx sech® kx (3.2.17)
+ +’
3

seri formda ¢6zlim takimi bulunur. Seri ¢oziimlerin kapatilmasiyla

u xt :% [ —8k> +4k*tanh?® k x+ St
4 (3k*C, —2k’C, +4k"C, N 4k®

C,’ C,
w x,t =C,+C,tanh® k x+ /it

V(x,t) = tanh®> k x+pt  (3.2.18)

olarak Fan’in (2001) kurdugu ¢6ziim takimina ulasilir.
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Sekil 3.2.2. (a), (c), (e). (3.2.1) denkleminin C, =1.5,C, =0.1, S =1.5vek =0.1 degerleri i¢in
(3.2.3) kosuluna uyan u(x,t),v(x,t) vew(x,t) analitik ¢coziimleri (Kaya 2004)

(b), (d), (f). (3.2.1) denkleminin C, =1.5,C, =0.1, f =1.5vek =0.1 degerleri i¢in
(3.2.3) kosuluna uyan ¢, (x,t), ¢, (X,t) vey, (X,t) niimerik ¢dziimleri (Kaya 2004)

Varyasyonel iterasyon metodu kullanilarak kurulan ¢6ziim:
(3.2.2) baslangi¢ kosullar1 i¢in varyasyonel iterasyon metodu ile ¢oziimii
Soliman ve arkadaslar1 tarafindan 2007°de incelenmistir. Belirtilen ¢alismaya gore

(3.2.1) denklemi 6nce varyasyonel fonksiyona gore yeniden kurulur:

U () =U, () + [ 4 & {um—%unxxx+3ununx—3 VW, X}dg (3.2.19)

vn+1(x,t):vn(x,t)+j;/12 E Vo +Vo —3U,V, d& (3.2.20)

W, (X, t) =w, (x,t) + _[; A & W, +W,, —3uw, d& (3.2.21)
Burada A4, 4,, 4, genel Lagrange ¢arpanidir. Mapple paket programi kullanilarak bu

carpanlar hesaplanabilmektedir. u.u v,w, ,uv_ ,uw_ sl varyasyonlar

n-nx ! nnx’nnx’nnx

olup, duu, =6 uyv, =0JVv.Vv. =0 olarak verilmistir.

Lagrange c¢arpanlari, 4, =4, =4, =—1 olarak belirlenmistir. Lagrange
carpanlarina gore, (3.2.19)- (3.2.21) denklemleri yeniden
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un+1(x,t)=un(x,t)—j;{um—%unxxx+3ununx—3 AUA X}df (3.2.22)
vn+1(x,t):vn(x,t)—'[; Vo Vo —3U,V, OE (3.2.23)
W, (x,1) =Wn(x,t)—J'; W, +W,,, —3u.w, d& (3.2.24)

seklinde diizenlenir. (3.2.2)’de verilen kosullardan hareketle baslangi¢ yaklasimlari
U, Xt :% B—2k?* +2k?*tanh?(kx)

4k’C, B+Kk> 4k* B+k?
R A R
1 1

w, x,t =C,+C, tanh kx

tanh kx (3.2.25)

ve (3.2.22)- (3.2.24)’de verilen iterasyon formiilii yardimi ile seri ¢6ziim bilesenleri

elde edilir.
0 () = —2 cosh x + 2;[ sinh x
cosh® x
cosh? x + cosh x +tsinh x
v, (x,t) = > ,
cosh” x
2 -
wl(x,t):z( cosh x+c032hx+tsmhx],
cosh” x

2 . i
u,(x,t) =— -7 (cosh® x —3t? cosh® x + 2t sinh x cosh” x + 2t* sinh x cosh* x
cosh’ x :

— 20t* sinh x cosh® x + 2t cosh® x + 24t°® sinh X)

V,(X,t) = ilG (cosh® x + 4t® cosh? xsinh x — 8t® sinh x +t sinh x cosh* x
cosh 6x :

+1% cosh® x — 2t* cosh® x + 2 cosh® x)

s (2cosh® x +t? cosh® x — 2t% cosh® x + 2t sinh x cosh* x
cosh 6x ,

+8t° cosh? xsinh x — 2 cosh® x —16t°® sinh x)

W, (x,t)=

Benzer sekilde u, (x,t),v (x,t) ve w,(x,t) terimleri hesaplanabilir. Elde edilen

terimlerin toplamindan ¢6ztime gidilir (Sekil 3.2.3).



Sekil 3.2.3. (), (¢), (e). (3.2.1) denkleminin C, =C, = # =k =1degerleri i¢in (3.2.2) kosuluna
uyan ¢, (x,t), @, (xt) vey, (x,t) niimerik ¢oziimleri (Soliman ve Abdou 2007)
(b), (d), (). (3.2.1) denkleminin C, =C, = =k =1 degerleri i¢in (3.2.14)’de

verilen u(x.t).v(x.t) vew(x.t) analitik coziimleri (Soliman ve Abdou 2007)

Ornek 3.2.2: Coupled MKdV Denklem Sistemi

2 0 uv
U 10U, g 3dV g0W gdi_y
ot 20X ox 2dx OX dx (3.2.26)
i 2.
N OV g N I g g du
ot  ox ox  dx dx OX dx

(3.2.26) sistemi literatiirde Coupled MKdV denklem sistemi olarak geger ve

0 %0 =2 |k tanh(ko)

2k

o (3.2.27)
v(x,O):E[1+Ej+bltanh kx

ve
u x,0 =ktanh(kx)

1 (3.2.28)
v(x,0)=§ 4k* + 4 —2k*tanh® kx

46
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olmak tizere iki farkli baslangic kosuluna sahiptir (Engui Fan 2001). Verilen
baslangi¢ kosullarina gore sistemin farkli metotlarla ¢oziimlerini inceleyelim.
Adomian ayrisim metodu kullanilarak kurulan ¢oziim:

K. R. Raslan 2004’de, Soliman ve Abdou ise 2008’de (3.2.26) sisteminin
¢Oziimlerini Adomian ayristm metodunu ile olusturmuslar ve ¢oziim sistemine ait
hata degerlendirmesini de vermislerdir.

Metodun ilk adimi olarak (3.2.23) sistemi operator formda yazilir.

Lu=-3Au +3C u,v +F xt,

3.2.29
Lv=-3B v -3H u,v +3D u,v +G xt ( )

L, 28% linner diferansiyel operatorleri olmak tizere (3.2.29)’deki esitliklerin her iki

yanma L' = E (.)du ters operatorii uygulanarak,

u, Xt =ux0+L"-3A u +3C, uv +F xt |,

V,,, %t =v x0 +L"* -3B, v —-3H, u,v +3D, u,v +G, Xt

n+l

(3.2.30)

rekiirans bagintis1 olusturulur. Sirasiyla A u =u2ux, Bv=w,,Cuv=uv o

H uv =uv

X X!

ve D u,v :uzvx, sistemdeki nonlineer terimlere karsilik gelen
fonksiyonlar olup Au=>"A, Bv=>"B, Cuv=)"C,
Huv=>"H veDuv=)"0D, ise A, B, C, H ve D, Adomian
polinomlarinin seri agilimlarini ifade etmektedir.

U, :l+tanh X,

2
v, =1+tanh x ,
2.4 1 2 4 &
u, = (-1+tanh X)Z’ v, =(=1+tanh X)Z’

2

2
u, =[-tanh x + tanh® X]GJ , v, =[-tanh x + tanh® X]GJ

olup her bir terim bir 6nceki terim tarafindan belirlenmek suretiyle tim u, X,t ve

v. Xt , (n>0) bilesenleri elde edilebilir. Ve bu bilesenler
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uxt=>u xt, (3.2.31)
n=0

VXt =YV xt (3.2.32)
n=0

seri formunda yerine konularak aranan ¢oziim fonksiyonlarinin seri agilimlar elde

edilir (Sekil 3.2.4-(a),(c)). Coziim fonksiyonu,

u xt =%+tanh X+ct (3.2.33)

v x,t =1+tanh x+ct (3.2.34)

olarak bulunur (Sekil 3.2.4-(b),(d)).

(b)

Sekil 3.2.4. (a).(3.2.26) denkleminin 0 <t <3 zaman araliginda b, = 4 =k =1degerleri i¢in
(3.2.27) kosuluna uyan u, (x,t) nimerik ¢dziimi (Soliman ve Abdou 2008)

(b).(3.2.26) denkleminin 0 <t <3 zaman araliginda b, = A =k =1degerleri i¢in
(3.2.27) kosuluna uyan u(x,t) analitikik ¢6ztimii (Soliman ve Abdou 2008)

() (d)

Sekil 3.2.4. (¢).(3.2.26) denkleminin 0 <t <3 zaman araliginda b, = 4 = k =1degerleri i¢in
(3.2.27) kosuluna uyan v, (X,t) niimerik ¢6ziimii (Soliman ve Abdou 2008)
(d).(3.2.26) denkleminin 0 <t <3 zaman araliginda b, = A =k =1degerleri i¢in
(3.2.27) kosuluna uyan v(x,t) analitikik ¢6ziimii (Soliman ve Abdou 2008)
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Varyasyonel iterasyon metodu kullanilarak kurulan ¢6ziim:
(3.2.27) baslangi¢ kosullari i¢in varyasyonel iterasyon metodu ile ¢oziimii
D.D. Ganji ve arkadaslari tarafindan 2007 de incelenmistir. Calismaya gore (3.2.26)

denklemlerinin 6nce varyasyonel fonksiyon sistemi olusturulur.

un+1(x,t):un(x,t)+j;/?1 4 {Um ; Uy +3U2U,, — ; xx—3(unvn)x+3ﬂunx}d§(3235)

vml(x,t):vn(x,t)+£/12 E v o+v  +3vv +3u v —3ulv L dé

Burada 4,4, genel Lagrange ¢arpanlar1 olup Mapple paket programi yardimiyla bu
carpanlar A4 =4, =-1 elde edilir. (3.2.35) ile verilen sistemin Langrange

carpanlarina gore diizenlenmesiyle olusan

Uy, (X, 1) =u, (X,t) - j{ o F3UCU, — 3 XX—3(unvn)X+3lunx}d§
2 (3.2.36)

nx - nx n - nx

V., (X%,1) =V (X1) —IO V,+V . +3vv +3u v -3ulv -3v.  d&
iterasyon formiilii ve (3.2.28) kosullar1 kullanilarak,

n=0 igin,

u x,0 = &+ k tanh(kx)
2k

v(x,0)=&(1+hj+bltanh kx
20 b
n=1 i¢in,

U, (X,t) = Uy (X, 1) - j{ ot = = U + 3UgUs, ‘;’ o —3(UVy), +31u0x}d§
1 22kb1+2/1k2+4bfktanh(kx)—4bfk“t+4bfk“ttanh2(kx)+6k2t/1b12
4bk | —6k’tAb] tanh?(kx) — 6k °t b, + 6k°>b,t A tanh? (kx) + 3b;'t — 3b/'t tanh? (kx)
vl(x,t)=v0(x,t)—jt Vot Vo +3VoVox +3UgyVox — UV, —34V,, d&

XXX

1 (0.75tkb? —1.125b%? tanh(kx) +1.125b%? tanh? (kx)
blk +1.5b’t%k * tanh(kx) — 1.5tk * tanh® (kx) — kb,

seri ¢oziim bilesenleri elde edilir.
Ganji ve ekibi, 4A=150Db =01 ve k=01 i¢in coupled MKdV

denklemlerinin ¢6ziim grafigini (Sekil 3.2.5)’deki haliyle sunmuslardir.
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0.6
0.55
05
0.45

04
-40

20~

(©)
Sekil 3.2.5. (a), (c).(3.2.26) denkleminin b, =0.1, A =1.5 ve k =0.1degerleri igin
(3.2.27) kosuluna uyan u(x,t) ve v(x,t)analitik ¢6ziimii (Ganji ve Ark. 2008)

(b), (d).(3.2.26) denkleminin b, =0.1, 4 =15 ve k = 0.1degerleri i¢in
(3.2.27) kosuluna uyan u(x,t) ve v(x,t) niimerik ¢6ziimii (Ganji ve Ark. 2008)
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4. INDIRGENMIS DIFERANSIYEL DONUSUM METODU iLE

SOLITON COZUMLERIN ARASTIRILMASI

Ucgiincii bolimde mevcut ¢oziimler incelenmisti. Bu béliimde ise indirgenmis
diferansiyel doniisiim metodu ilk defa KdV tipi denklem sistemlerine
(genellestirilmis Hirota-Satsuma coupled KdV ve Modifiye Coupled KdV denlem
sistemleri) uygulanacaktir. Elde edilen sonuglar, tigiincii bdliimde bahsedilen

niimerik metotlarin sonuglar ile karsilastirilacaktir.

4.1. KdV Tipi Denklem Sistemleri icin Soliton Coziimler

Ornek 4.1.1:

(3.2.1) sisteminin ¢oziimiinii indirgenmis diferansiyel doniisim yontemi
(Reduced Differential Transform Metot) kullanarak olusturalim.

u(x,t), w(x,t) ve w(x,t) fonksiyonlarina karsilik gelen doniisiim
fonksiyonlar1 sirastyla U (X) ,V (x) ve W (X) olmak iizere verilen sisteme indirgenmis

diferansiyel doniigiim uygulanirsa

1d° k d
k+1U,,, X =§d_Uk x =3) U, X &ur X

X: ; =0 k ; (4.1.1)
+3Z(;&vk_r x W x +3Z(;Vk" X &W, X
d’ : d
k+1V,, X :—ka X +3rZ:(;Uk_r X &Vr X (4.1.2)
d’ . d
k+1 W, X =—ka X +3§Uk_r X &Wr X (4.1.3)

rekiirans bagintis1 elde edilir. (3.2.2) baslangic kosullarina ait baslangi¢ transformu
U, X :% L —2K? +2K?tanh?(Kx)
4 K’C, B+K?* 4k* B+K?

V,(X)=—= +
(%) 3 C? 3 C

W, x =C,+C, tanh Kx

tanh Kx (4.1.4)



formundadir. k=0 i¢in (4.1.4) kullanilmak iizere

bagintisindan
U (X)_4KSBsinh Kx
BT cosh® Kx
4 KB p+K*
Vi) =o———5——
3 C,cosh” Kx
C.Kp
W, (X) = —5—
1) cosh? Kx

2K*B% 2cosh® Kx —3

Uz(x) =

cosh® Kx
4 K* p+K? B%sinh Kx
VZ(X):—_ 3
3 C,cosh® Kx
C,K?p?sinh Kx
Wz(x):_ :

cosh® Kx

(4.1.1)-(4.1.3)
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rekiirans

seklinde n>1 i¢in U, (X),V,(x) ve W, (x) terimleri elde edilir. n>0 i¢in ilk bes

terim,

uxt => Ut vxt =2Vt wxt=>WXt  (4.15)
k=0 k=0 k=0

diferansiyel ters doniigiim bagintilarinda kullanilarak

2 4K3Btsinh Kx
a, xt _B 2K ok tanh? kx + -
3 3 cosh® KXx
2K*B%t* 2cosh? Kx -3
— +...
cosh® Kx
K?C, B+K? K? B+K?
\74(x,t):—ﬂ ° '82 +i p tanh Kx
3 C 3 G

4 KBt B+K? ﬂK4 B+K? p%sinh Kx

+_ —_
3 C,cosh® Kx 3 C, cosh® Kx

W, x,t =C,+C tanh Kx +

CKp  CK?B’sinh Kx .

cosh? Kx cosh® Kx

(4.1.6)

(4.1.7)

(4.1.8)
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seri formdaki ¢oziim fonksiyonlar1 elde edilir. C,=1.5,C =0.1, 2=15K =0.1
degerleri i¢in niimerik ¢6ziimlere ait grafikler (Sekil 4.1.1-(d),(e),(f))’de verilmistir.
Boylece seri formdaki ¢oziim fonksiyonlarindan yola ¢ikarak (3.2.14)’deki
Fan’in kapali formdaki ¢oziim takimina ulasilir. C;=1.5,C, =0.1,4=15K=0.1
degerleri i¢in analitik ¢oziime ait grafikler de (Sekil 4.1.1-(a), (b), (c))’de verilmistir.
Yine niimerik ¢6ziimiin analitik ¢oziime yakinliginin daha iyi anlasilabilmesi igin

(Sekil 4.1.2.-(g),(h),(1))’da analitik ve niimerik ¢6ziimler birlikte verilmistir.

(a) (b) (c)

4004

(d) (e) (f)

Sekil 4.1.1. (a), (b), (c). (3.2.1) denkleminin C, =1.5,C, =0.1, # =1.5,K =0.1degerleri i¢in
(3.2.2) kosuluna uyan sirasiyla u(x,t),v(x,t) vew(x,t) analitik ¢oziimleri (Fan 2001)
(d), (e), (f). (3.2.1) denkleminin C, =1.5,C, =0.1, # =1.5,K =0.1degerleri i¢in
(3.2.2) kosuluna uyan sirastyla G, (X,t),V,(x,t) ve W, (X,t) niimerik ¢6ziimleri
(@), (h), (). (3.2.1) denkleminin C, =1.5,C, =0.1, f# =1.5,K = 0.1degerleri i¢in
(3.2.2) kosuluna uyan strastyla G, (X,t),V,(x,t) ve W, (x,t) niimerik ¢oziimleri ile
u(x,t),v(x,t) vew(x,t) analitik ¢6ziimlerinin karsilastirilmasi
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x,t u(x,t)-0,(x, 0] D=0 [wixt)—W,(xt)|
0.1,0.1 0.4882E-16 0.18474E-14 0.9202E-15
0.1,0.2 0.942417E-14 0.2369378E-12 0.1176843E-12
0.1,0.3 0.18337583E-12  0.40442564E-11  0.20087341E-11
0.20.1 0.10225E-15 0.18285E-14 0.9157E-15
0.2,0.2 0.1625468E-13 0.2356320E-12 0.1170408E-12
0.20.3 0.29985373E-12  0.40199101E-11  0.19966466E-11
0.30.1 0.15516E-15 0.18038E-14 0.9084E-15

Tablo 4.1.1..(3.2.1) denkleminin C, =1.5,C, =0.1, # =1.5ve K =0.1 degerleri i¢in
(3.2.2) kosuluna uyan 0, (X,t),V;(x,t) ve W (X, t) niimerik ¢6ziimleri ile
u(x,1), v(x,t) ve w(x,t) analitik ¢6ziimlerinin niimerik karsilastiritlmasi

(Tablo4.1.1)’de verilen C,=15,C, =0.1,=15K =0.1 degerleri i¢in (3.2.1)
denkleminin (3.2.2) kosuluna uyan, indirgenmis diferansiyel doniisim metoduyla
elde edilen ¢oziimlere ait hata degerlendirmesi, (Tablo 3.2.1)’de verilen Adomian
ayristm metoduyla olusturulan ¢ézlimlerine ait hata degerlendirmesine gore daha iyi
sonuclar vermistir.

Simdide (3.2.1) genellestirilmis Hirota-Satsuma coupled KdV denkleminin
(3.2.3) kosuluna uyan ¢oziimiinii inceleyelim. (3.2.3) kosulundan hareketle baslangi¢

transformlari,

U, X :% B —8K? +4k”tanh?(Kx)

4 (3K'C, ~2/3K’C, +4K‘C, _4K
3 C,? C,
W, x =C,+C,tanh* Kx

2
V,(X) =- tanh® Kx (4.1.9)

belirlenir. (4.1.1)-(4.1.3)’de kurdugumuz rekiirans bagmtisinda ilk terimler igin

baglangi¢ transformlar1 (4.1.9) kullanilarak n>1 icin U (x),V,(x) ve W (x)

terimleri elde edilir. n>0 olmak iizere bulunan ilk beser terim yardimiyla
a, xt =% B—8K? +4k?tanh*(Kx) +8K’tsinh(Kx) -6K’C,cosh® Kx
+6K?*C, + C, cosh®> Kx +3C,cosh’ Kx +6C,cosh®> Kx —6C, (4.1.10)

—-3K?*C,cosh® Kx [/ C,cosh® Kx +--
4 (3K'C, ~2/K’C, +4K“C,
3 C,.
2 8K*Btsinh K
KT fanh? Kx + P |3 X
C, cosh® Kx

\74()(’ t) ==
(4.1.11)
+
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2C,K gtsinh Kx
cosh® Kx

W, x,t =C,+C,tanh* Kx + (4.1.12)

niimerik ¢oziimleri elde edilir. C;=1.5,C,=15,4=15K =0.1 degerleri i¢in
niimerik ¢6ziimlere ait grafikler (Sekil 4.1.2.-(a),(b),(c))’de verilmistir. Seri formdaki
niimerik ¢ozlimler kapali forma getirilirse (3.2.18)’de verilen Fan’in ¢6ziim takimina
ulasilir. Yine C,=15,C, =15,4=15K =0.1 degerleri i¢in analitik ¢dziime ait
grafikler de (Sekil 4.1.2.-(d),(e),(f))’de verilmistir. Nimerik ¢oziimiin analitik
¢Ozlime yakimliginin daha iyi anlasilabilmesi i¢in (Sekil 4.1.2.-(g),(h),(1))’da analitik

ve nlimerik ¢éziimler birlikte verilmistir.

Sekil 4.1.2. (a), (b), (c). (3.2.1) denkleminin C, =1.5,C, =1.5, # =1.5,K =0.1 degerleri i¢in
(3.2.2) kosuluna uyan sirastyla G, (X,t),V,(x,t) ve W, (X,t) niimerik ¢6ziimleri
(d), (f), (e). (3.2.1) denkleminin C, =1.5,C, =15, # =1.5,K = 0.1 degerleri i¢in
(3.2.2) kosuluna uyan sirastyla u(x,t),v(x,t) ve w(x,t) analitik ¢oztimleri (Fan 2001)
(@), (h), @). (3.2.1) denkleminin C, =1.5,C, =15, # =1.5,K = 0.1 degerleri i¢in
(3.2.2) kosuluna uyan sirastyla U, (X,t),V, (x,t) ve W, (X, t) nimerik ¢oziimleri ile
u(x,t),v(x,t) vew(x,t) analitik ¢6ziimlerinin karsilastirilmas:
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Ornek 4.1.2:

(3.2.26)de verilen coupled MKdV denklem sisteminin ¢6ziimiinii indirgenmis
diferansiyel doniisiim yontemi (RDTM)’ni kullanarak olusturalim.

Oncelikle, u(x,t) ve w(x,t) fonksiyonlarma karsiik gelen déniisiim
fonksiyonlart sirasiyla U(x) ve V(x) olmak fiizere verilen sisteme indirgenmis

diferansiyel doniisiim uygulanarak

3 k 2
k+1 Uk+1 X :ld_guk X _32Nk—r X iUr X +§d—2Vk X
X o dx 2 dx
(< q (4.1.13)
+3— U xV. x |-31—U, X

dX(; k—r r ) dX k

3 k K

K+1 V., X :_%Vk X _3zvk_r X divr X —3ZJC%UK_r X din X
" -0 X o OX X (4114
K d d

+3) N X —V. X +31—V, X
2N dx " dx

r=0
dontisiim fonksiyonlarmin rekiirans bagintisi elde edilir. Rekiirans bagmtisinda k =0

icin (3.2.27)’deki baslangi¢ kosullar1 alinmak iizere,

U, x = i+ K tanh(Kx)
2K

V,(X) = %(u Ej +b tanh Kx

U, x =(3b°-61K%0, +6K>1—4K*b,)/(4b, cosh®(K X)),
V, x =(64K?b cosh’(Kx)—6K®*1cosh?(Kx)—4K*h cosh?(Kx)
— 24K *b, +3b° cosh? (K x)) /(4K cosh* (K x))

U, x =—(9b°sinh(Kx)cosh®(Kx)+576b°K° cosh?(K x)
—720b°K® - 24b*K * sinh(K x) cosh® (K x)
—288b‘K*sinh Kx cosh Kx +364°K°sinh(K x)cosh®(K x)
+16hb,*K® sinh(K x) cosh®(K x) +36b,* 2K * sinh(K x) cosh® (K x)
—36b,* 1K sinh(K x) cosh® (K x) +36b,2*K * sinh(K x) cosh® (K x)
+480,° 2K ® sinh(K x) cosh® (K x) — 480, 4K " sinh(K x) cosh® (K x)
—72b, A*K® sinh(K x) cosh® (K x)) /(16b,°K cosh® (K x))
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V, x =—(364K°sinh(K x)cosh*(K x) +16b,’K®sinh Kx cosh*(K x)
—24b,*K*sinh(K x) cosh* (K x) + 2688b,°K®sinh K x cosh® Kx
—288b*K*sinh Kx cosh Kx +9b°sinh Kx cosh* Kx
+36b,°2°K * sinh(K x) cosh® (K x) — 48b,> 21K ® sinh(K x) cosh* (K x)
+360,* 1K ? sinh(K x) cosh* (K x) + 48b, AK " sinh(K x) cosh* (K x)
—36hb°AK*sinh(K x) cosh* (K x) — 72b,A°K ° sinh(K x) cosh* (K x)
—3456h,”K ® sinh(K x) —144b*K ® cosh(K x) + 72b,*AK * cosh® (K x)
—72b22K"® cosh®(K x)) /(16b,K? cosh” (K x))

seklinde bulunan terimler ters doniisiim bagintilarinda kullanilarak,

3 2 3 4
U Xt =2 4 K tanh(Kx) + £ 30 04K D FOKZZ4K )t
2K 4 b, cosh? (K x)

1

~ 160K cosh® (K x)
+576b°K ® cosh? (K x) —720b,°K ® — 24b,*K * sinh(K x) cosh®(K x)
—288b*K*sinh Kx cosh Kx +361°K®sinh(K x)cosh®(K x)
+16b,°K® sinh(K x) cosh®* (K x) +36b,* 4K ? sinh(K x) cosh®* (K X)
—36b°AK®sinh(K x) cosh® (K x) +36b,°A°K * sinh(K x) cosh®*(K x)
+48b° 1K ® sinh(K x) cosh® (K x) — 480, AK " sinh(K x) cosh®(K x)
—72b A°K® sinh(K x) cosh®(K X))t +...

(9b,° sinh(K x) cosh® (K x)

(4.1.15)

A

v Xt =§(1+§j+bltanh Kx + (64K ?b, cosh?(K x)

4K cosh*(Kx)

—6K*Acosh?(Kx)—4K*b cosh? (K x) — 24K *b, +3b° cosh? (K x))t
1

_16b1chosh7(Kx)

+16b,°K®sinh Kx cosh*(K x) —24b,*K* sinh(K x) cosh* (K x)

+2688h,°K° sinh € x Josh® € x »288b,*K*sinh & x Josh & x

+9b,° sinh € x Josh* & x P36b*2K* sinh(K x) cosh*(K ) (4.1.16)

—48b° 2K ® sinh(K x) cosh* (K x) +36b,* 1K * sinh(K x) cosh* (K x)

+48b, AK " sinh(K x) cosh* (K x) — 36b,> 2K * sinh(K x) cosh* (K x)

—72b,2*K®sinh(K x) cosh* (K x) — 3456b,°K ° sinh(K x)

—144b°K® cosh(K x) + 72b°AK * cosh® (K x)

—72b%2K® cosh®(K x))t* +...

(367K ® sinh(K x) cosh* (K x)
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seri formdaki ¢oziim fonksiyonlarmi elde ederiz. Bu durumda seri ¢oziim

kapatilabildigi takdirde kapali formu Fan (2001)tarafindan verilen

2
£-x+3 —ak? —614 BKA 30} (4.1.17)
4 b K
olmak iizere,
U xt =2 4K tanh(K&) (4.1.19)
2K
v Xt :%[1+Ej+bltanh K& (4.1.20)

¢Oziimii ile ortiismektedir.

(c) (d)

Sekil 4.1.3. (3.2.26) denkleminin b, =0.1, K = 0.1ve 4 = 0.1degerleri i¢in,
(a) ve (b).(3.2.27) kosullarina uyan sirasiyla (4.1.15) ve (4.1.16) niimerik ¢6ziimleri
(c) ve (d). (3.2.27) kosullarina uyan sirastyla (4.1.19) ve (4.1.20) analitik ¢oziimleri
(e) ve (f). Sirasiyla (4.1.19) ve (4.1.20) analitik ¢6ziimleri ile (4.1.15) ve (4.1.16)
niimerik ¢oziimlerinin kargilastirmasi
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5. SONUC VE ONERILER

Bu calismada genis bir yelpazede uygulama alanina sahip olan, dolayisiyla
hem matematikg¢ilerin hem de miihendisler tarafindan yogun ilgi goren Soliton teorisi
ele alinmistir. Soliton ¢6ziim elde etmek igin kullanilan literatiirde mevcut olan
Adomian ayrisim yontemi, Varyasyonel iterasyon yontemi, Diferansiyel doniistim
yontemi verilmistir. Adomian ayrisim ve varyasyonel iterasyon gibi integral
dontistimlerin aksine diferansiyel doniisiim yontemi yalnizca tiirev operatoriine
baglidir. Dolayisiyla ¢ok zor integrallenebilen ifadelerle karsilagilma durumunda
diferansiyel doniisiim metodu daha avantajli olmaktadir.

Klasik diferansiyel déniisiim yonteminin gelistirilmis sekli olan Indirgenmis
Diferansiyel doniisiim yontemi kismi tiirevli denklemlerde ¢oziime ulasmak icin
gerekli iterasyon sayisini olduk¢a azaltmaktadir ve tamamen cebirsel bir doniisiim
olmayip yar1 cebirsel bir doniisiimdiir. Bu c¢alismada, indirgenmis diferansiyel
doniistim metodu, ilk defa, KdV tipi denklem sistemlerine uygulanmistir. Bu tip
denklemlerin ¢oziimiinde klasik diferansiyel doniisim metodu ¢ok zor
uygulanabilmekte ve c¢oziimler iraksamaktadir. KdV tipi denklem sistemlerinin
indirgenmis diferansiyel doniisiim ile elde edilen sonuglar1 gercek ¢oziimleri ile

karsilastirilmistir.
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