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OZET

YUKSEK LiSANS TEZI

KOMPOZIT KIRISLERIN KARISIK SONLU ELEMANLAR YONTEMI iLE
STATIK VE DINAMIK ANALIZI

Emrah MADENCI

Selcuk Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Insaat Miihendisligi Anabilim Dah

Damisman: Yrd.Doc.Dr. Atilla OZUTOK
2011, 67 Sayfa

Jiiri
Yrd.Doc¢.Dr. Atilla OZUTOK
Prof.Dr. Ahmet AVCI
Yrd.Dog¢.Dr. Nail KARA

Yapilan bu g¢aligmada; lamine kompozit kirislerin statik ve dinamik analizleri Géateaux
diferansiyel metodu kullanilarak, karisik sonlu elemanlar formiilasyonu yardimi ile incelenmistir.
Analizlerde, sabit geometriye sahip, uniform yayili yiik etkisi altinda, ti¢ farkli mesnet kosuluna gore
simetrik, tek tabakali ve ¢apraz tabakali ortotropik kompozit Euler-Bernoulli ve Timoshenko kirisleri ele
alinmustir. Enerji prensipleri yardim ile her iki kiris teorisine ait kompozit kiriglerin diferansiyel alan
denklemleri elde edilmistir. Bu denklemler operatoér forma doniistiiriilmii, Gateaux diferansiyel metot
kullanilarak her iki kiris teorisine ait dinamik ve geometrik sinir kosullarimi da igeren fonksiyoneller
bulunmustur. Bu fonksiyonellere karisik sonlu elemanlar yontemi uygulanarak eleman matrisleri elde
edilmistir. Eleman matrislerinin ¢6ziimii icin FORTRAN 4.0 bilgisayar programinda bir analiz programi
gelistirilmigtir. Statik ve dinamik analizler i¢in sayisal uygulamalar yapilmistir. Sonuglar literatiirde
bulunan benzer ¢alisma sonuglari ile karsilastirilmig, sonuglarin birbirine ¢ok benzer ¢iktigi gériilmiistiir.

Anahtar Kelimeler: Géteaux diferansiyeli, kompozit kirisler, lamine, serbest titresim, sonlu
elemanlar



ABSTRACT

MS THESIS

STATIC AND DYNAMIC ANALYSIS OF COMPOSITE BEAMS BY MIXED
FINITE ELEMENT FORMULATION

Emrah MADENCI

THE GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCE OF
SELCUK UNIVERSITY
THE DEGREE OF MASTER OF SCIENCE
IN CIVIL ENGINEERING

Advisor: Yrd.Dog.Dr. Atilla OZUTOK
2011, 67 Pages
Jury
Yrd.Doc¢.Dr. Atilla OZUTOK

Prof.Dr. Ahmet AVCI
Yrd.Dog¢.Dr. Nail KARA

In the present work; static and dynamic analyses of laminated composite beams have been
investigated by mixed-finite element formulation using Gdteaux Differantial Method. Symmetric, Single-
layer and cross-ply orthotropic laminated Euler-Bernoulli and Timoshenko composite beams to discuss
which have a stable geometric section, down to effect of uniform spread load, according to three different
edge conditions. Field equations of relating to both beam theories to composite beams have been obtain
by energy principle. This equation transformed to operator form, then functionals of CLBT and FSDT
composite beams found by using Gdteaux Differantial. Applying variational methods to this functionals,
finite element matrix is obtained in an explicit form. Fortran 4.0 computer programme is developed for
solution of element matrix. The performance of the element for static and dynamic analyses is verified

with a good accuracy by the solution of numerical examples present in the literature.

Keywords: Composite beams, Gateaux differential, laminated, free vibration, finite element
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1. GIRIS

Ozellikle 1950°1i yillardan sonra teknolojik ve endiistriyel gelismelere paralel
olarak, ihtiyaglara cevap verecek Ozelliklere sahip malzemelerde de gelismeler
olmustur. Miihendislik, tip, uzay ve havacilik alanlarinda kullanilan polimerlerin,
metallerin ve seramiklerin gelismesi dolayisiyla, bunlarin daha iistiin ve daha ¢ok ¢esitli
Ozelliklerini bir arada bulunduran malzeme olarak kompozit malzemelerin gelisimi de
hizlanmistir. Glinimiizde kullanimui gittikge yayginlasan kompozit malzemeler, dizayn
amacina uygun olarak (1s1l, mekanik, fiziksel, isletme v.b.) iki ya da daha fazla
malzemenin makroskopik bir Ol¢iide, aralarinda kimyasal reaksiyon olmadan bir araya
getirilmesi ile elde edilen, istenen Ozelliklerin baskin, istenmeyen Ozelliklerin yok
edilmesini saglayan malzemelerdir. Kompozit malzemeye, “cok bilesenli malzeme”,
cok fazli malzeme” gibi adlarda verilmektedir.

Yap1 tasarrminda en az kaynak ile en iyi tasarimin yapilmasi istenmektedir. Iyi
bir tasarim yapabilmek ic¢in diisiik agirlikli, yiiksek mukavemetli ve diisikk maliyetli
malzemeler tercih edilmektedir. Kompozit malzemeler bu o6zelliklerin ¢ogunu
biinyesinde barindirmaktadir. Kompozit malzemelerin sahip olduklar1 miikemmel
karakteristik 6zellikleri vardir. Bu karakteristik 6zellikler;

e Mukavemet/agirlik oranlarinin yiiksek olmasi

e Korozyon dayanimlarinin yiiksek olmasi

¢ Rijitliklerinin yiiksek olmasi

e Is1 ve ses yalitimi saglamasi

e Hafif olmasi

e Metal yorgunlugu siiresinin uzun olmasi

e Fabrikasyon ve seri iiretim yapilabilmesi
gibi siralanabilir (Jones, 1999). Kompozitlerin sahip olduklar1 bu karakteristik
ozellikler, kompoziti olusturan tabakalarin dizilimine, elastisite modiiliine (E;j), poisson
etkilerine (vjj) v.b. dzelliklere bagh olarak modifiye edilebilir. Ozellikle hafif olmalari
ve yliksek mukavemet gostermeleri, boylelikle tasarimlarinin kolay yapilmasi, daha az
deformasyona ugramalar1 ve daha fazla yiik tagiyabilmeleri kompozitlerin 6nemini her

gecen giin arttirmaktadir.



Kompozitlerin gruplandirilmasinda kesin sinirlar ¢izmek miimkiin olamamakla
birlikte, yapidaki malzemelerin formuna gore bir siniflama yapmak miimkiindiir. Bu

siniflama Sekil 1.1.’de verilmektedir.

L

(=) {e)

Sekil 1.1. Kompozit malzemelerin siniflandirilmasi

Bu smiflamaya gore (a) elyafli kompozitler, (b) parcacikli kompozitler, (c)

tabakali kompozitler, (d) karma kompozitlerdir.

a. Elyafli kompozitler; ince elyaflarin matris yapida yer almasiyla meydana
gelmiglerdir. Elyaflarin  matris igindeki yerlesimi kompozit yapinin
mukavemetini etkileyen Onemli bir unsurdur. Elyaflarin mukavemeti
kompozit yapmin mukavemeti agisindan ¢ok Onemlidir. Ayrica, elyaflarin
uzunluk/¢ap oranlar1 arttikca matris tarafindan elyaflara iletilen yiik miktar
artmaktadir.

b. Parcacikh kompozitler; bir matris malzeme i¢inde baska bir malzemenin
parcaciklar halinde bulunmas: ile elde edilirler. Yapilari izotroptur. Yapinin
mukavemeti parcaciklarin sertligine baghdir. En yaygin tip plastik matris
icinde yer alan metal parcaciklardir. Ugcak motor parcalarinin {iretiminde
tercih edilmektedirler.

c. Tabakah kompozitler; en eski ve en yaygin kullanim alanina sahip olan
kompozit tipidir. En az iki adet farkli fazin, tabakali bir sekilde kompozitin

yapisinda yer almasiyla meydana gelir. Bu fazlardan birisi kompozite



Ozelligini kazandiran siirekli faz, digeri ise tabakalari bir arada tutan
baglayici fazdir. Metallere gore hafif ve ayn1 zamanda mukavemetlidirler.

d. Karma kompozitler; aym1 yapida iki ya da daha fazla elyaf ¢esidinin

bulunmasi ile meydana gelirler. Bunlara hibrid kompozitlerde denilir.

Bu calismada en eski ve en yaygin kullanima sahip olan tabakali kompozitler
kullanilmistir.

Tabakali kompozitler “lamine veya ply” olarak da adlandirilirlar (Reddy, 2004).
Laminelerin, her tabakanin diziliminden dolayi, koordinat eksenine bagl olarak ag¢ili bir
konumu vardir. Genel olarak bir laminenin her tabakasinin agisi yani 0’s1; -90°<6<90°
seklindedir. Tabakalarin dizilimi 0°<0<90° seklinde ve +0 degerleri aliyorsa “agili-
tabakali” olarak adlandirilir. Tabakalar sadece 0° ve £90° degerlerini aliyorsa “capraz-
tabakal1” olarak adlandirilir. Eger tek bir tabaka varsa o zaman da “tek-tabaka” olarak
adlandirilir. Ayrica tabaka yiiksekliklerine ve dizilimdeki yansimaya gore de simetrik ve
antisimetrik olarak iki gruba ayrilirlar.

Tabakali kompozitlerden olusan birgok yap1 elemani vardir. Bu elemanlardan bir
tanesi de kompozit kirislerdir. Kompozit kiris elemanlara insaat miihendisligi
uygulamalarinda sikca karsilasilir. Ornegin biiyiik aciklilar1 gegerken tercih edilen
kompozit kirisler, klasik malzemelere gore daha hafifler, mukavemetleri daha yiiksek,
tasarimlar1 daha kolay oldugu i¢in tercih edilirler.

Kompozit kiriglerin kullanim alanlari, karakteristik ozellikleri ve yapisal
davraniglar1 dikkate alindiginda, statik ve dinamik yiikler altindaki davraniglarini ¢ok 1yi
bilmemiz gerekmektedir. Bu yiizden kompozit kirislerin analizleri ayr1 bir 6nem teskil
etmektedir.

Kompozit kirislerin uygulamadaki 6nemi ve potansiyel avantajlart birgok
arastirmacinin ilgisini ¢ekmistir. Arastirmacilar tarafindan kompozit kirislerin analizleri
igin bir takim teoriler ve sayisal ¢6ziim yontemleri gelistirilmistir. Reddy (2004) ve
Jones (1999) tarafindan hazirlanmig, kompozit kirislerin mekanigi ile alakali genis
kapsamli kaynaklar bulunmaktadir. Geometrik &zelliklerine ve buna bagli olarak
uygulanan yiik etkilerine gore kirislerin analizleri i¢in tretilen iki onemli varsayim
vardir. Bunlar; Euler—Bernoulli Kiris Teorisi (Classical Lamina Beam Theory, CLBT)
ve Timoshenko Kirig Teorisi (First—-Order Shear Deformation Theory, FSDT) dir. Bu iki
varsayim arasindaki farklilik kayma acisinin tanimindan kaynaklanmaktadir.

Classical Lamina Beam Theory (CLBT), Euler — Bernoulli tarafindan sadece

ince kirisler (L/h>10) i¢in gelistirilmistir (Subramanian, 2006). Bu varsayima gore;



sadece egilme etkileri dikkate alinir, ¢ubukta kayma etkisi ihmal edilir. Boylece
baslangicta cubuk eksenine dik olan enkesitler, sekil degistirme esnasinda cubuk

ekseninde kalacak bi¢imde rijit bir levha gibi donerler (Sekil 1.2.) (Omurtag, 2007).

Sekil degistirmis
gubuk eleman

Cubuk eleman

Sekil 1.2. Euler — Bernoulli kiris modeli

Niimerik metotlar g¢ogunlukla Euler-Bernoulli Kiris Teorisine dayanarak
tasarlanir. Pratik miihendislikte komplike yapilarin ¢éziimii i¢in en ¢ok bu teori
kullanilmaktadir (Xu ve Wu, 2007).

Euler—Bernoulli Kiris Teorisindeki engelleri gidermek i¢in Timoshenko
tarafindan First-Order Shear Deformation Theory (FSDT) gelistirilmistir. Bu
varsayimda kayma deformasyon etkileri hesaba katilmistir (Subramanian, 2006). Kesme
kuvvetinin sebep oldugu kayma acisinin sabit oldugu varsayilir. Baslangicta ¢ubuk
eksenine dik olan kesit, sekil degistirme sonrasi rijit bir levha gibi doner ama kayma
acis1 nedeniyle gubuk ekseni arasindaki ag1 dik degildir (Omurtag, 2007) (Sekil 1.3.).
Bu varsayimla kalin kirislerinde analizi yapilmaktadir.

Kaynak arastirmasi yapildiginda bir¢ok arastirmaci tarafindan her iki kiris
teorisine ait ¢ok sayida calisma yapildigi goriilmektedir (Miller ve Adams (1975),
Vinson ve Sierakowski (1986), Heyliger ve Reddy (1988), Zienkiewicz ve Taylor
(1989), Akoz ve Kadioglu (1999), Jones (1999), Omurtag (2001), Reddy (2004),
Aydogdu (2005), Jun ve ark. (2008a,2008Db)).
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Sekil 1.3. Timoshenko kiris modeli

Ayrica bazi aragtirmacilar tarafindan CLBT ve FSDT deki smirlamalar
kaldirilarak yiiksek mertebe teorileri gelistirilmistir (Heyliger ve Reddy (1988), Shi ve
Lam (1999), Subramnian (2006), Eisenberger (2003)). Yiiksek mertebe teoriler
deplasman bilesenlerinin yiiksek mertebe gelisimlerini kirig kalinligt boyunca
kullanirlar (Reddy ve ark; 1997). Boylece kompozitlerin alt ve iist ylizeylerindeki
kayma gerilmelerinin serbest sinir kosullari karsilanabilmektedir (Zhang ve Yang,
2009).

Yap1 analiz yontemlerinin tamami diferansiyel denklem ¢6ziimiine dayanir.
Analitik ¢ozlimler yiikiin yayili olmasi, kesit Ozelliklerinin ve smir kosullarinin
matematiksel ifadelerle tanimli olmasi durumlariyla sinirlidir. Birgcok arastirmaci bu
problemlerin ¢6zliimii i¢in gelistirilen yontemleri basarili bir sekilde uygulamislardir.

Gegmisten giliniimilize kadar olan c¢alismalar incelendiginde en ¢ok kullanilan
yontemler

e Ritz Yontemi

e Sonlu Elemanlar Yontemi (FEM)

e Galerkin Yontemi

e En Kiicilik Kareler Yontemi

e Sonlu Farklar Yontemi

e Smir Elemanlar Yontemi
olarak sayilabilir. Bu sayisal ¢oziim yontemleri icerisinde Ritz yontemi, Sonlu
elemanlar yontemi ve sonlu farklar yonteminde ilk adim, diferansiyel denkleme karsi

gelen “I(u)” fonksiyonelinin bulunmasidir. Galerkin yontemi, en kiigiik kareler yontemi
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ve smir elemanlar yontemlerinde ise fonksiyonele gereksinim olmadan ¢oziim
bulunabilmektedir (Arslan, 2004). Bu yontemler arasinda genelligi ve bilgisayar
programciligina olan yatkinligi ile “sonlu elemanlar metodu” 6n plana ¢ikar (Omurtag,
2001). Aslinda Ritz yontemi ile sonlu elemanlar yontemi esas bakimindan esdegerdirler.
Her iki yontemde de ¢dziim igin yaklasik bir fonksiyon segilir. iki yontem arasindaki
temel fark, yaklagik fonksiyon Ritz yonteminde biitiin bolgede gecerli olmasina ragmen,
sonlu elemanlar yonteminde sadece bolge igindeki bir elemanda gegerlidir. Karmasik
problemlerin ¢dziimiinii kolaylastirmak ac¢isindan “sonlu elemanlar yontemi” uygun
olmaktadir (Oziitok, 1999).

Sonlu elemanlar yontemi adim adim asagidaki gibi tanimlanabilir (Ak6z, 1985)

i.  Coziim bolgesi, sonlu sayida alt bolgelere ayrilir. Bu alt bolgelere
eleman ad1 verilir. Elemanlar nod denilen sinir noktalar ile birbirlerine
birlesirler.

ii. Bolgenin alt bolgelere ayrilmasindan sonra bilinmeyen degiskeni
karakterize eden siirekli bir fonksiyon secilir. Bu fonksiyona
interpolasyon fonksiyonu veya sekil fonksiyonu adi verilir.

iii.  Bilinmeyenleri ¢6zmek igin gerekli eleman denklemleri varyasyon
prensibi vasitasiyla bulunur.

iv.  Eleman boyutu kiigiltillerek eleman sayisi arttirildiginda yaklasik
coziimiin gercek degere yaklagsmasi icin interpolasyon fonksiyonu
“stireklilik” ve “tamlik™ sartlarini saglamalidir.

Sonlu elemanlar yonteminin avantajlarindan biri, sinir sartlarinin problemin
¢ozlim sirasina gore en son adimda hesaplara dahil edilmesidir. Boylece, siir sartlarini
probleme uygularken bastan yogun hesaplara girilmez.

Sonlu elemanlar metodunu, uygulanan degisik varyasyon ilkelerine bagli olarak
kisaca iki gruba ayirabiliriz.

e Yer degistirme tiirii elemanlar

e Karisik tiirde elemanlar

Yer degistirme tiirii elemanlarda serbest degiskenler geometrik biiyiikliiklerdir.
Kuvvetler ve momentler ise, geometrik biiyiikliiklerin tiirev biiyiikliiklerinden
yararlanilarak ikinci bir iglemle elde edilir. Karigik tiirde elemanlarda, geometrik
biiyiikliiklerin yanm sira, kullanilan kabullere de bagli olarak, kuvvet ve moment tiirii
bliytikliikleri de degisken olarak biinyesinde barindirmaktadir. Her iki yonteminde

kendilerine 06zgii istiinliikleri vardir, ama 0Ozellikle statik problemler icin serbest



degisken olarak kuvvet ve momentleri, denklem takiminin ¢6ziimii esnasinda bir seferde
hesaplayan karisik elemanlar, miithendislik hesaplarinda daha biiyilk Sneme sahip
kuvvetleri ve momentleri daha az elemanla daha hassas bulabilmektedir (Omurtag,
2001). Ayrica karisik sonlu elemanlarda eleman en/boy orani da hesaplarda bir sorun
olusturmamaktadir.

Karigik sonlu elemanlar yontemi ilk olarak Herman (1967) tarafindan iki boyutlu
problemlerin analizi igin gelistirilmistir (Arslan, 2004). Daha sonra yontem, Reddy ve
Oden (1975) tarafindan yap1 kirislerinin bir boyutlu problemlerine uygulanmastir.

Sonlu elemanlar yontemini iiretmek i¢in ¢esitli varyasyon ilkelerine bagli olmak
tizere kullanilan yontemleri siralayabiliriz
e Potansiyel enerji Teoremleri
e Hu-Washizu ve Hellinger—Reissner Teorileri
e Varyasyonel formiilasyon
e Agirlik formiilasyonu

e (Gateaux turevi

Yapilan bir¢ok ¢alismada eleman denklemlerinin elde edilmesinde potansiyel
enerji teoremleri kullanilmistir (Zienkiewichz ve Cheung (1970), Ak6z (1985)). Karisik
sonlu eleman formiilasyonunda degisim metotlarin kullanildigida  goriilmistiir
(Bergman ve Mukherjee (1990)). Son yillarda Akoz ve ark., ¢esitli problemlerin statik
ve dinamik analizleri i¢in Gateaux diferansiyel metodunu basarili bir sekilde
uygulamiglar ve fonksiyoneller tiretmislerdir (Akoz ve ark. (1991), Akoz ve Kadioglu
(1996), Akodz ve Eratli (1992, 1997), Omurtag ve ark. (1997), Akdz ve Oziitok (2000)).

Bu yontemler icerisinde Gateaux tiirevi yaklagiminin bazi 6nemli avantajlar
vardir (Oziitok, 1999). Bunlardan bazilar1 sunlardir;

e Bir tek eleman kullanilarak siirekli kirigler i¢in dogru sonug elde
edilebilir.

e Verilen alan denklemlerinden, fonksiyonel ve smir kosullart ¢ok
kolaylikla elde edilebilir.

e Alan denklemleri ve siir kosullart saglam olarak fonksiyonele yansitilir.

e Alan denklemlerinin uyumlulugu kontrol edilmis olur.

e Gateaux yaklagimi ile rijitlik matrisinin tersine gerek olmaksizin

elemanlarin formiilasyonu agik olarak yazilabilir.



e ince ve kalin plak ve kabuklarin i¢ kuvvet, moment, dénme, yer

degistirme ve frekanslar1 hesaplanabilir.

Yapilan bu caligmada, tabakali kompozit kiriglerin bir tiirii olan “capraz
tabakali” ve “tek tabakali” kompozit kirislerin statik ve dinamik analizleri, Euler-
Bernoulli ve Timoshenko kiris teorilerine dayali “karisitk sonlu elemanlar
formiilasyonu” kullanilarak gelistirilmistir. Kompozit kiriglerin karisik tipteki bu
formiilasyonlar1 i¢in “Géateaux diferansiyel metodu” kullanilmistir. Arastirmalarda
geometrisi sabit kesitli, uniform yayili yiik etkisi altinda bulunan, ii¢ farkli mesnet
kosuluna sahip, ortotropik kompozit kirisler ele alinmustir.

Calismada, enerji prensiplerinden virtiiel yer degistirme ilkesi kullanilarak
Euler-Bernoulli ve Timoshenko kiris teorilerine ait diferansiyel denge denklemleri ve
kinematik denklemler elde edilmistir. Varyasyonel islemler yapilarak dinamik ve
geometrik sinir kosullar1 belirlenmis, ardindan bu smir kosullarini igeren alan

denklemleri

Q=Lu-f (1.1)

seklinde operator forma donistiiriilmiistiir. Bu operator forma Gateaux tiirevi
uygulanmis, siireklilik ve potansiyellik kontrolleri yapilarak her iki kiris teorisine ait
kompozit kirislerin fonksiyonelleri elde edilmistir. Alan denklemleri ve sinir kosullar
saglam olarak elde edilen bu fonksiyonellere yansitilmigtir. Bu islemler sirasinda Akoz
(1985, 1991, 1996, 2000) tarafindan yayinlanan kaynaklardan ve c¢alismalardan
faydalanilmistir. Elde edilen bu fonksiyoneller sadece birinci mertebe tiirevler
icermektedirler.

Karisik tipte sonlu elemanlar yontemi kullanilarak, iki diiglim noktali, Euler-
Bernoulli kirigleri i¢cin ¢okme ve moment, Timoshenko kirisleri i¢in ¢okme, moment,
kesme kuvveti ve donmenin bilinmeyenler olarak tanimlandigt CLBT4, FSDT8 kiris
elemanlart elde edilmistir. Cozliimler i¢in Fortran bilgisayar programi kullanilarak,
CLBT4 ve FSDTS8 kiris elemanlart i¢in Fortran dilinde bir analiz programi
gelistirilmigtir. Gelistirilen programla, elde edilen eleman matrislerinin bilgileri
kodlama yardimi ile sistem matrislerine aktarilmistir. Bu sistem matrisleri kullanilarak

her iki kiris teorisine ait kompozit kiriglerin statik ve dinamik analizleri yapilmistir.



Farkli mesnet kosullarina sahip CLBT ve FSDT kirislerinin statik ve dinamik
analizleriyle ilgili sayisal ¢oziimler yapilmistir. Gateaux diferansiyeli yaklasiminin
onemli avantajlarindan birisi olarak statik ve dinamik analizlerde ele alinan kompozit
kiriglerin egilme momenti, kesme kuvveti, donme, yer degistirme ve Serbest titresim
frekanslar1 her iki kiris teorisine gore hesaplanmistir. Bulunan sonuglar literatiirde
bulunan benzer calismalarin sonuglari ile karsilagtirilmig, sonuglarin birbirine ¢ok
benzer oldugu gozlemlenmistir. Ayrica degisik agilarda tabaka dizilislerinin serbest
titresim frekanslar1 ve yer degistirmeleri nasil etkileyecegi, hem acili dizilisin hem de
diger parametrelerin titresim 6zellikleri tizerindeki etkileri de incelenmistir.

Bu caligmanin devami olarak, yine Gateaux diferansiyel metodu kullanilarak
yiiksek mertebe teorilerine dayali kompozit kiriglerin statik ve dinamik analizleri ile

ilgili calismalar devam etmektedir.
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2. KAYNAK ARASTIRMASI

Son 20-30 il igerisinde kompozit malzemeler konusundaki arastirma ve
gelistirme calismalarinda ciddi bir artts meydana gelmistir. Lamine kompozitler bu
calismalarin 6nemli bir kismini1 olusturmaktadir. Yiiksek mukavemet/agirlik oran1 ve
rijitlik/agirlik orani gibi iistiin 6zelliklere sahip olmalar1 nedeniyle bu malzemeler, uzay,
otomotiv, denizcilik, insaat, vb. bir¢ok alanda kullanilmakta ve genellikle metallerin
yerini almaktadirlar. Ote yandan, bu malzemelerle birlikte yeni problemler ortaya
¢ikmakta ve bunlar {izerinde ¢aligmalar yapilmaktadir. Aragtirmacilarin biiytlik bir kismi
statik analizlerini, dinamik analizlerini, burkulma, kesit yeterliligi, etki — tepki
analizlerini ve diger g¢esitli analizlerini yaparken sonlu elemanlar yontemi
kullanmislardir.

Sonlu elemanlar metodu, ozellikle kompozit yapilarin kompleks yapisal
davraniglarinin analizi i¢in ¢ok yonlii ve etkin bir metot olmaktadir. Sonlu elemanlar
metodunu tiretmek i¢in kullanilan yontemlerden daha 6nce bahsedilmisti. Arastirmacilar
bu yaklasimlarla iirettikleri sonlu elemanlar yontemini kullanarak yaptiklar cesitli
analizlerde basarili sonuclar elde etmislerdir. Ayrica arastirmacilar yapmis olduklar
analizlerde daha 6nce bahsettigimiz Euler-Bernoulli ve Timoshenko kiris teorilerini de
kullanmislardir. Bu ¢alismalarin bir kismindan bahsedilecek olunursa;

Teoh ve Huang (1977) yapmis olduklar1 c¢alismada, fiber giiclendirilmis
malzemeden yapilmis ortotropik konsol bir kirisin dinamik analizini yapmuslardir.
Analizlerinde, konsol kirigin serbest titresimi tizerindeki kayma deformasyon ve atalet
momenti etkilerini enerji yaklagimi yontemi ile incelemislerdir.

Chen ve Yang (1985) yapmis olduklar1 ¢calismada, kompozit lamine bir kirigin
statik ve dinamik analizlerinin formiilasyonunu sonlu eleman yontemini kullanarak bir
bilgisayar programi yardimiyla yapmuglardir. Kirisin serbest titresimini incelerken
kayma deformasyonu etkilerini dikkate almiglardir.

Vinson ve Sierakowski (1986) yapmis olduklar1 ¢alismada, basit mesnetli
kompozit bir kirisin analitik ¢dzlimiinii Classical Lamina Beam Theory kullanarak
yapilmistir. Hesaplamalarda kayma deformasyon etkilerini thmal etmislerdir.

Yildirim ve ark., (1999) calismalarinda transfer matrisi yontemini kullanarak
simetrik ¢apraz tabakali kompozit Kirislerin serbest titresim analizini yapmuislar; sinir
sartlari, narinlik orani, yiiksekligin genislige orani, tabaka sayist ve malzeme

Ozelliklerinin serbest titresim frekanslari tizerindeki etkilerini incelemislerdir.
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Abramovich ve Livshits (1994) tarafindan yapilan ¢aligmada, simetrik olmayan
capraz tabakali kompozit bir kirisin serbest titresim analizi birinci mertebeden kayma
deformasyon teorisi kullanilarak yapilmistir.

Aydogdu (2005) yapmis oldugu c¢alismada, Ritz metodu kullanarak simetrik
capraz tabakali kompozit kiriglerin titresim analizini yapmistir. Calismada “parabolik
kesme deformasyon, hiperbolik kesme deformasyon, birinci mertebe kesme
deformasyon, iistel kesme deformasyon kiris teorileri kullanilmistir. Kiriglerde ankastre
ve basit mesnetli smir kosullar1 durumlart ve alti farkli serbestlik derecesi
kombinasyonlar1 dikkate alinmistir. Analizlerde algebra polinom fonksiyonlari
kullantlmistir.

Aydogdu (2006) yapmis oldugu bir diger ¢alismasinda li¢ serbestlik dereceli
kayma deformasyonlu Kiris teorisini kullanarak farkli siir sartlari altindaki agili-
tabakali kompozit kiriglerin serbest titresim analizini yapmistir. A¢ili tabakali kompozit
kirigler i¢in elde edilen sayisal sonuglar literatiirdeki degerlerle karsilastirilmusgtir.

Dong ve ark., (2005) yapmis olduklar1 ¢aligmada tabakali kompozit Timoshenko
Kiriginin titresim Ozelliklerini incelemislerdir. [02/45,/90,/-45,/90,/45,/0,] dizilis
sirasina sahip T300/970 tabakali kademeli Kirisinin dogal frekanslar1 ve mod yapilari
elde edilmistir.

Maiti ve Sinha (1994) yapmis olduklar1 ¢alismada tabakali kompozit kiriglerin
titresim davranislarini analiz etmek i¢in bir sonlu eleman modeli gelistirmisler ve fiber
dogrultusu, dizilis sirasi, boy/kalinlik orani ve mesnet tipleri gibi gesitli parametrelerin
etkilerini incelemislerdir.

Yildiz ve Eroz (2006) tarafindan yapilan caligmada, ankastre olarak
kenarlarindan mesnetlenmis ve ortasinda tekil bir yiik bulunan kompozit bir plagin yer
degistirme ve gerilme analizlerini sonlu elemanlar yontemini kullanarak
gerceklestirmislerdir.

Jun ve ark., (2008a, 2008b) yapmis olduklar1 ¢alismada eksenel yiik altindaki
kompozit lamine bir kirisin serbest titresimi i¢in dinamik analiz yapmuislardir.
Hesaplamalarda eksenel yiikii, poisson etkisini, eksenel deformasyonu, kesme
deformasyonu ve donme etkilerini kullanmiglardir. Coziim igin bir dinamik rijitlik
matrisi gelistirmislerdir.

Nabi ve Ganesan (1994) tarafindan yapilan ¢aligmada, FSDT ye dayali sonlu
elemanlar metodunu kullanarak, kompozit kirislerin serbest titresim analizlerini

gergeklestirmislerdir.
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Ahmed ve Basu (1994) tarafindan gergeklestirilen g¢alismada, normal ve
silindirik formdaki kompozit plaklarin iki boyutlu egilme analizleri i¢in yiiksek mertebe
teorilerine dayali bir sonlu eleman modeli gelistirilmistir.

Robins ve ark., (1993) yapmis olduklar1 ¢alismada, Reddy’nin Layerfise Lamine
Teorisini, kompozit plaklarin iki boyutlu yer degistirmeleri i¢in, 3 boyutlu sonlu eleman
modeli gelistirmiglerdir.

Mavenya ve Davies (1974) tarafindan yapilan ¢alismada, ¢ok tabakali kompozit
plaklarin statik analizi i¢in bir sonlu eleman modeli gelistirmislerdir. Calismada, her
tabaka farkli ortotropik 6zelliklere sahip olarak hesaba katilmistir.

Aragtirmacilarin bir kismi ¢éztimlerinde Timoshenko kiris teorisini gelistirerek
yiiksek mertebe kiris teorileri ile ¢dzlimler yapmislardir. Bunlarin bir kismi;

Heyliger ve Reddy (1986) tarafindan yapilan calismada, kirislerin egilme
titresim problemleri i¢in bir yiiksek mertebe sonlu eleman formiilasyonu gelistirilmistir.
Bu formiilasyonda, kirisin kalinli§1 boyunca kayma gerilmelerinin parabolik degistigi
varsayllmaktadir. Ayrica formiilasyon kirisin alt ve st yiizeylerinde kayma
gerilmelerini sifir oldugunu gostermektedir.

Khdeir ve Reddy (1997) yapmis olduklar1 ¢alismada kalin ve ince cross-ply
lamine kiriglerin egilme davranislart i¢in analitik ¢oziimler gelistirmiglerdir.
Coziimlerde Euler-Bernoulli kirisi, Timoshenko kirisi ve yliksek mertebe kiris teorileri
kullanmiglardir. Sinir kosullarini keyfi alarak simetrik ve ansimetrik cross-ply kiriglere
keyfi yiiklemeler yapmiglardir.

Marur ve Kant (1996) yapmis olduklar1 ¢alismada, yiiksek mertebe teorileri ve
buna uygun sonlu elemanlar kullanarak lamine kompozit kirislerin serbest titresim
analizlerini incelemiglerdir. Normal kayma gerilmelerinin etkilerini hesaba
katmamuislardir.

Jun ve Hongxing (2009) tarafindan yapilan calismada, lamine kompozit
kiriglerin dinamik rijitlik analizleri trigonometrik kayma deformasyon teorisi
kullanilarak  gerceklestirilmistir. ~ Coziimlerde = Witrtrick-Williams ~ algoritmasi
kullanmislardir.

Matsunaga (2001) yapmis oldugu calismada, cok tabakali kompozit kirislerin
serbest titresim ve burkulma analizlerini yiiksek mertebe teorilerine dayanarak
¢ozmiistiir. Hesaplamalarda kayma etkilerini, normal gerilmeleri ve donme etkilerini

dikkate almistir.
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Ivanez ve ark., (2010) tarafindan gergeklestirilen calismada, kompozit sandvig
kiriglerin dinamik analizlerini, gelistirdikleri 3 boyutlu sonlu eleman modeli ile
yapmislardir. Coziimlerde nlimerik testlerin yani sira laboratuar testleri de yapmiglardir.

Amandakumar ve Kim (2009) yapmis olduklar1 g¢alismada, Rayleigh-Ritz
metodu ve sonlu elemanlar yontemini kullanarak, konsol bir kirigin 3 boyutlu davranig
modeli gelistirmislerdir. Modelde poisson etkilerini dikkate almiglardir.

Shi ve Lam (1999) tarafindan yapilan ¢alismada, kompozit kirislerin analizi
yiiksek mertebe teorilerine dayali sonlu elemanlarla kullanilarak yapilmistir. Hamilton
prensibi kullanilarak kiitle matrisi ve varyasyonel tiirev sonlu eleman modeli i¢in
tiiretilmistir.

Rao ve ark., (2001) yapmis olduklar1 ¢aligmada, yiiksek mertebe teorilerini
kullanarak lamine kompozit kirislerin ve sandvi¢ kirislerin dogal frekanslarim
hesaplayabilmek icin analitik bir metot gelistirmislerdir. Denklemlerin ¢6ziimlerinde
Hamilton prensibi kullanmiglardir. Her bir lamine ortotropik ve planda 2 boyutlu olarak
distinmiislerdir. Niimerik sonuglari birinci mertebe teorilerinin sonuglar1 ile de
karsilastirmislardir.

Sonlu elemanlar metodunu iiretmek icin kullanilan bir diger yontemde Gateaux
diferansiyeli yaklasimidir. Gateaux Diferansiyel metodu sayesinde alan denklemlerinin
uyumlulugu kontrol edilmis olup alan denklemleri ve sinir kosullar1 saglam olarak
fonksiyonele yansitilmaktadir. Bu metot sayesinde kompozit kirislerin i¢ kuvvet,
moment, donme, yer degistirme ve serbest titresim frekanslart kolaylikla
hesaplanabilmektedir. Gateaux diferansiyel metodu Akoz ve arkadagslari tarafindan
cesitli elemanlarin statik ve serbest titresim analizlerinde basarili bir sekilde uygulanmig
ve fonksiyoneller iiretilmistir. Yapilan ¢aligmalarin bir kismi sunlardir;

Akoz (1985) tarafindan yapilan calismada, diizlem c¢ubuklar igin klasik
potansiyel enerji ve tamamlayici enerji ifadelerine dontistiiriilebilen iki yeni enerji
fonksiyoneli bulunmustur. Bu fonksiyonellerin sonlu elemanlar ve Ritz yontemi gibi
yaklasik ¢0ziim yontemleri kullanildiginda klasik fonksiyonellere gore biiyiik bir
avantaj sagladig1 goriilmistiir.

Akoz ve ark., (1991) tarafindan yapilan c¢alismada, Gateaux Diferansiyel
yontemiyle yeni bir fonksiyonel ve buna bagli sonlu eleman modeli gelistirmislerdir.
Coziimlerde degisken kesitlere sahip 3 boyutlu cubuklar kullanmiglardir. Sinir kosullari
eleman denklemleri igerisinde yer almistir. Bilinen degisken diigiim noktasi degerleri

Lagrange carpim yontemiyle islemlere dahil edilmistir.
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Akoz ve Omurtag (1993) tarafindan yapilan ¢alismada ince silindirik kabuklar
ve uzay ¢ubuklar i¢in, dinamik ve geometrik siir kosularini iceren yeni fonksiyonelleri
Gateaux diferansiyel metodu kullanarak elde etmislerdir. Bu fonksiyoneller, ayni
zamanda Klasik potansiyel enerji denklemlerine de doniistiiriilebilmektedir. Silindirik
kabuklarin ve uzay ¢ubuklarin eleman matrisleri sonlu eleman formiilasonu kullanilarak
degisik kesit alanlar1 i¢in gelistirilmistir.

Akoz ve Kadioglu (1996) yapmis olduklar1 ¢alismada, keyfi yiikleme altindaki
Winkler zemini {lizerine oturan, degisken kesit alanina sahip dairesel kiris elemanlar i¢in
karisik sonlu elemanlar yontemi kullanmiglardir. Fonksiyonellerin elde edilmesinde
Gateaux diferansiyel metodunu kullanislardir.

Akoz ve Kadioglu (1999) tarafindan Winkler zemini {izerine oturan viskoelastik
Timoshenko kirislerinin statik ve dinamik analizleri karisik sonlu eleman formiilasyonu
kullanilarak gergeklestirilmistir. Hesaplamalarda, Gateaux diferansiyeline bagl iki yeni
fonksiyonel tiretmislerdir.

Erath ve Akoz (1997) yapmis olduklari ¢alismada Winkler zeminine oturan
Reissner plaklart i¢in Gateaux Diferansiyel yontemi kullanarak yeni bir fonksiyonel
elde etmiglerdir. Bu fonksiyonelde, yer degistirmeler, i¢ kuvvetler ve sinir kosullari
olmak iizere 8 adet bagimsiz degisken yer almistir.

Erath ve Akoz (2002) tarafindan yapilan calismada, Pasternak zemini {izerine
oturan Reissner plaklarinin dinamik analizleri Gateaux diferansiyeline bagli karisik
sonlu elemanlar yontemi ile yapilmistir. Analizde, problem standart Ozdeger
probleminin ¢dziimiine indirgenmistir.

Omurtag ve ark., (1997) tarafindan yapilan ¢aligmada, Kirchhoff plaklarimin
dinamik analizleri Gateaux diferansiyeline bagli sonlu elemanlar yontemi kullanilarak
gerceklestirilmistir. Bu ¢calismada, Hellinger-Reissner ve Hu-Washizu prensipleri yerine
Gateaux diferansiyeli kullanarak, Kirchhoff plaklar1 ve elastik zemin arasinda olusan
etkilesimin elde edilmesinde sistematik bir yol verilmistir. Elde edilen sonucglardan
elemanin egilme ve serbest titresim analizi i¢in dogru sonuglar verdigi gozlemlenmistir.

Omurtag ve Kadioglu (1998) yapmis olduklart ¢alismada karigik sonlu elemanlar
formiilasyonu kullanarak, pasternak zemini {lizerine oturan ortotropik plaklarin serbest
titresim analizlerini yapmuslardir. Sonlu eleman formiilasyonunu tiiretirken Gateaux
diferansiyeli kullanmislardir.

Akdz ve Oziitok (2000) yapmis olduklari ¢alismada, ince ve kalin kabuklara ait

yeni bir fonksiyoneli, Gateaux diferansiyel yontemi kullanarak elde etmislerdir. Bu
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kabuklarin ¢oziimiinde sonlu elemanlar metodu kullanmislardir. Bu kabuklarin sonlu
elemanlar yontemi ile ¢oziilebilmesi icin yer degistirme, diizlem i¢i kuvvetler, diizlem
ici kayma kuvvetleri, egilme momentleri, burulma momentleri, enine kayma kuvvetleri
ve donme deformasyonlarinin bilinmeyen olarak tanimlandigi kabuk elemanlar elde
edilmistir.

Ayhan ve Kadioglu (2008) tarafindan yapilan ¢aligmada, kompozit dairesel
kirislerin diizlem dis1 dogal frekanslarmmi karisik sonlu elemanlar metodu ile
¢ozilmistir. Sonlu elemanlar formiilasyonu i¢in Gateaux diferansiyel yontemi

kullanmislardir. Coztimler i¢in Fortran dilinde bir bilgisayar programi gelistirmislerdir.
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3. MATERYAL VE METOT

Kat1 cisim mekaniginde, denge denklemleri, uygunluk kosullar1 ve biinye
bagintilar1 kullanilarak kuvvet etkisindeki bir elemanin veya sistemin diferansiyel
denklemleri, sinir kosullarimi saglayacak sekilde ¢oziilebilir. Diger bir yaklasimda
diferansiyel denklemlerle ugrasmadan yapiya ait uygun bir enerji fonksiyonunu
minimum yaparak ¢Oziime ulagmaktir. Bu yontem bir yandan elemana ait diferansiyel
denklemlerin ve smir kosullarin elde edilmesinde ¢ok yararli olurken ayni zamanda

dogrudan ¢oziimlere ulagmakta da kolaylik saglar.

3.1. Enerji Prensipleri

Stirekli ortam mekaniginin ¢esitli dallarinda genis bir uygulama alani bulan bu
metoda enerji yontemleri adi verilir. Problemin ¢oziimii fizik anlami1 enerji olan, belirli
bir integralin ekstrem yapilmasina indirgenmektedir. Bu tip problemlerle ugrasan
matematik dalina degisim (varyasyon) hesab1 dendigi i¢in s6z konusu yontemlere de
degisim yontemleri (varyasyonel yontemleri) ad1 verilir. Enerji yontemleri, diferansiyel
denklem metodunda siralanan denge denklemleri, uygunluk kosullari, Hooke kanunlar
ve sinir sartlarindan bir kismiyla bazi sinir sartlarini saglayan bir¢ok ¢oziimler arasinda
asil probleme cevap olami ayirip bulmaktir. Bu ayirma ise ¢esitli ¢ozlimlerin bir
fonksiyoneli olan enerji ifadesinin ekstrem yapilmasi ile saglanmaktadir. Enerji ilkeleri
icinde degisime ugrayan degiskenler yalniz denge denklemlerini saglarken, digerinde
sadece uygunluk kosullarin1 gercekler.

Lineer ve non-lineer teorilerde degisim yontemleri uygulanarak hem denge
denklemleri hem de smir kosullar1 elde edilebilir. Kompozit yapilarin, diferansiyel
denklem ve sinir kosullar ile ifade edilmesinden ziyade, enerji yontemleri ile analiz
edilmesi ¢cok daha kolay olmaktadir. Enerji teoremlerinde hareket noktasi virtiiel is

teoremidir.
3.1.1. Virtiiel is ilkesi
Bir kuvvetler sisteminin isi hesaplanirken yer degistirmelerin mutlaka o

kuvvetlerden dogmas1 gerekmez. Diger bir deyimle isin her zaman gergek olmasina

gerek yoktur. Cok defa bir kuvvetin tasarlanan keyfi bir yer degistirme sirasinda
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yapacagi isinde hesab1 s6z konusu olabilir. Boyle tasarlanan, tamamen keyfi olan bir yer
degistirmeye “virtiiel yer degistirme” denildigi gibi, kuvvetin bu tarzdaki bir yer
degistirmedeki isini de “virtliel is” adi verilir. Siirekli ortam mekaniginde virtiiel is
teoremi, uygulanacak cismin fizik biinyesine bagh degildir. Dengesi incelenen cisim
ister rijit, ister elastik isterse plastik olsun teorem her zaman gecerlidir.

(), hacmine sahip dengede olan bir cisme, cismin baglar1 ile uyumlu kabul
edilebilir bir Suvirtiiel (sanal) bir yer degistirme verilirse, cisim tiizerinde gergek

kuvvetler F tarafindan yapilan virtiiel is,

&N:Lﬁamdv (3.1)

dir. Burada dv = dx; dx, dxz, hacmi €, olan bir cismin hacim elemanini géstermektedir.

D1s kuvvetlerin virtiiel isi

5V=—Uéf&HW+L35u$) 3.2)

seklinde yazilabilir. Burada f birim hacme gelen kiitle kuvvetlerini, t, I sinur iizerinde
birim alana gelen yiizey kuvvetlerini gostermektedir.
Virtiiel yer degistirmeden dolay1 ortaya ¢ikan i¢ kuvvetlerin virtiiel isi asagidaki

sekilde hesaplanabilir. Farz edelim ki cismin dv hacmi elamani iizerinde Ju, virtiiel yer
degistirme yiiziinden, cismin og; virtiel sekil degistirmesi
oou

1 i
&F§@%+&m)5%55f (3.3)

]

seklinde hesaplanabilir.

Cismin toplam i¢ kuvvetlerin virtiiel isi

oU = o o, dv (3.4)
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Cismin hacmi tizerinde (3.4) ifadesinin integralinin alinmasi seklinde elde
edilebilir. Denklem (3.4) deforme olmus bir cismin virtiiel sekil degistirme enerjisi
olarak adlandirilir (Reddy, 2004).

3.1.2. Varyasyonel operator ve Euler denklemleri

Virtiiel yer degistirmede kullanilan 6 operatorii, degisim yontemlerinde 6zel bir
Ooneme sahiptir. Bu operatér degisimi gosterdiginden, varyasyonel operator olarak
isimlendirilir. Sekil 3.1 de goriildiigii gibi a < x <baraliginda stirekli, u(a) ve u(b)

sinir degerlerine sahip bir u(x) fonksiyonu komgulugundaki U(x) fonksiyonu

a(x) =u(x) + a v(x) (3.5)

seklinde gosterilsin. Burada o kiigiik bir parametre, v(x)ise v(a)=v(b)=0 homojen
siir kosullarini saglayan siirekli bir fonksiyondur. U(x)—u(X) arasindaki fark ouile
gosterilip U(X) in degisimi (varyasyonu) denir. Yani ouya u(X) in birinci varyasyonu

denir ve

Su=0(x) —u(x) = v(x) (3.6)

seklinde gosterilebilir. Benzer olarak T (x)ile u'(x) tiirevleri arasindaki fark Su’ ile

gosterilirse tiirevlerin degisimi de

U =T'(x) —u'(x) = V'(X) (3.7)

dir. Denklem (3.6) ve (3.7) birbiri ile karsilastirilsa degisimin tiirevi, tiirevin degisimine

esittir. Yani

!

(6u) =5(u") (3.8)
dir.
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u(b)

u(a)

> X

Sekil 3.1. Sinir degerler ve varyasyon egrisi

Bu operator virtiiel is prensibinden denge denklemlerinin elde edilmesinde ¢ok
faydalidir. Varyasyonel operatér ¢ ile tam diferansiyel operator d arasinda bir anoloji
vardir. Bu diisiinceyi gostermek icin u degiskenine bagli bir F fonksiyonu ve tiirevi

u’=du/dx oldugunu kabul edelim. X sabit i¢in F’in tam diferansiyeli

oF oF oF

dF =— dx+—du+—du’ (3.9)
OX ou ou’
dir. F’in birinci varyasyonu ise
oF = o ou + oF ou’ (3.10)
ou ou’

seklindedir. U'nun U+0U ya degisimi esnasinda X sabit oldugu i¢in denklem (3.9) da
dx=0 dir. Boylece denklem (3.9)’da ki dF ve denklem (3.10)’da ki OF arasindaki
analojiye gore, varyasyonel operator o, u bagimhi degiskene gore bir diferansiyel
operatordiir. Bunun yani sira u ve v birer fonksiyon olmak tizere, diferansiyel operator

ile degisim operatorii arasinda

§(Vu)= V (éu)

F F,)=6FF, +F JF, (3.11)

5[5j:£ F (ﬁ]
1
F,) F F/

5(F) =n(F)"" sF,
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anolojisi vardir. Burada F, =F (u) ve F, =F,(u) dur (Omurtag, 2007; Reddy, 2004).

3.1.3. Fonksiyoneller ve Euler Denklemi

Fonksiyoneller belirli integral seklinde verilen fonksiyonellerdir. Bu integral
icinde, bilinmeyen fonksiyonla, bu fonksiyonun tiirevi mevcuttur. Fonksiyoneller genel

olarak;
I(u) =IF(x,u,u’) dx (3.12)

seklindedir. Bu fonksiyoneli minimum yapan u(a) =0 ve u(b) =0 sartlarin1 saglayan,
birinci ve ikinci mertebeden tiireve sahip U =uU,(X)fonksiyonu araniyor. O zaman
v(@)=0 ve v(b)=0 homojen smir kosullarin1 saglayan bir V(X)igin, u=u,+av
fonksiyonu fonksiyonele yerlestirilirse, I(u)>1(u), olur. u,’m sabit degeri icin,
I(u, +av) integrali o parametresinin fonksiyonudur. Bu durumda o« =0 da bir

minumumu, | (u, + av)mnea ya gore tiirevinin o =0 da sifir olmalidir.

=0 (3.13)

u ve tiirevine bagl I (u)fonksiyonelinin birinci varyasyonu “Gateaux tiirevi” dir. 1(u)

nun birinci varyasyonu

5I(u0;v)zo{%l (U, +av)} (3.14)

a=0

biciminde yazilir. O zaman | (u) nun u, da minimum olmasi i¢in gerekli birinci kosul

varyasyonun
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ol(u,;v)=0 (3.15)

esitligini saglamasidir. Bu amagla denklem (3.12)’deki ifadenin ekstremum olma kosulu

b b
S1(u) = [SF dx:j(g—i§u+%5u’j dx =0 (3.16)

dir. Burada Su’ =& (du/dx)=d(Su)/dx 6zdesliginden yararlanarak

ﬁ5u + ﬁ 5u’] dx
ou ou’

Ut — —
ou ou’ dx

i5u —i(ﬁ] ou dx +{6F 5u}
| du dx\ ou’ ou’

elde edilir. u ve u’ degerleri a ve b noktalarinda biliniyorsa bunlara karsi gelen

degisimler ou(a) =o0u(b) =0 sifirdir. Bu kosullar altinda denklem (3.17)’deki ikinci

oF oF d5uj " (3.17)

b

I
D em— T D —T D —T

a

terim diiger. Birinci terimin sifir olmasi i¢in integral i¢indeki birinci ¢arpan

ﬁéu—i(ﬁj =0 (3.18)
au dx\ ou’

sifir olmalidir. Buna 1 (u) fonksiyonelin Euler-Lagrance denklemi ad: verilir. Eger bir

u(x) fonksiyonu denklem (3.18)’deki diferansiyel denklemini saglarsa ayn1 zamanda

denklem (3.12) fonksiyonelini ekstremum yapar.

3.1.4. Dogal Simir Kosullari

u(x)ve u'(x)’in a<x<b arahgmnda tanimlanmas: halinde fonksiyonelin

ekstremum olmasi i¢in gerekli kosul olan Euler denklemi elde edilmisti. Sinir kosullar

verilmisse fonksiyonelin ekstremuma sahip olabilmesi i¢in gerekli sinir kosullarini
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denklem (3.17) ifadesinden bulabiliriz. Eger u(x) smurli ya da belirlenmemisse,

denklem (3.17) ifadesinin saglamasi i¢in son terim ayri ayri sifir olmalidir. Bunun igin

x=ave X=Db de

ou=0 veya a—F, =0 (3.19)
ou

olmalidir. Birinci ifade asi/ (geometrik) sinir kosullari, ikinci ifade ise dogal sumr

kosullar: ad1 verilir (Omurtag, 2010).
3.1.5. Virtiiel yer degistirme ilkesi

Kiitle kuvvetleri f ve yiizey kuvvetleri t etkisi altinda dengede olan bir stirekli

cisim diisiinelim. Farz edelim ki Q hacminin, I' sinir bolgesinde, I', kismui iizerinde

u=0 yer degistirme vektori, diger ', bolgesinde ise tylizey kuvvetleri verilmis
olsun.

Virtiiel yer degistirme ilkesi “Dus kuvvetler altinda dengede olan bir sisteme

virtiiel bir sekil degistirme verilirse, bu virtiiel sekil degistirme altinda dis kuvvetlerin

’

virtiiel isi ile i¢ kuvvetlerin virtiiel isinin toplami sifirdwr.’
oU +o6V=06W=0 (3.20)
Tipk:t birinci varyasyonun &1 =0 olma kosulu ile ilgili elde edilen Euler-
Langrange denklemini gibi denklem (3.20)’yi tiiretelim. Sirasiyla denklem (3.2) ve

denklem (3.4) deki dis ve i¢ kuvvetlerin virtiiel isi denklem (3.20) de yerine konursa
ilke asagidaki sekilde ifade edilebilir.

.f%a:&edv—_[%f-5udv—_[r0t-5uds:0 (3.21)

Denklem (3.21)’i kartezyen koordinatlarindaki bilesenleri cinsinden yazarsak,
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I%(Gii S, — f, 5ui)dv—‘|'r t -ou ds=0 (3.22)

elde edilir. Denklem (3.3)’deki og; virtiiel sekil degistirmesini, denklem (3.22)’de

yerine yazar ve “divergence teoremi” uygulanirsa,

J‘[ (Su;; +ou;;)- fiéu}dv—_[r t su, ds
j o, du, ; — f, du, ) dv— j t Su. ds (3.23)

ij.]

=_~[oo(0 + 1, ) ou, dv—.[r t, U, ds+[|jraij n, ou, ds
burada I'=I', I, ve I, lizerinde ou; =0 oldugundan
0= _-[%(G + 1, )ou dV+L (o n; —t,) Su, ds (3.24)

ij, ]

elde edilir. Denklem (3.24) esitliginin saglanmasi igin,

0o L.
—L 4+ f =0 Q, tzerinde (3.25)
a i 0
Xj
o; N, —t,=0 T Uzerinde (3.26)

Denklem (3.25) ve denklem (3.26) bir cismin kii¢iik deformasyonlari igin virtiiel
yer degistirme ilkeleri ile ilgili Euler-Lagrange denklemleridir. Denklem (3.26) dogal

sinir kosullaridir.

3.2. Degisik Kiris Teorileri

Kinematik deformasyonlarina bagli olarak ifade edilen birgok kiris teorisi vardir.

Degisik kiris teorilerini tanimlamak i¢in, X, Y, zkoordinat takimina gore kiris kesit

ortaminda bir noktanin yer degistirme vektorii u=u (u, v, W) ‘nun bilesenlerinin,
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u=z[c,w, +¢ #(x)]
v=0 (3.27)
W =W, (X)

oldugunu farz edelim. Burada (u, v, W) kirig tizerinde Ki bir X, y, z noktasindaki yer

degistirme ¢ de x’in fonksiyonu

b =[W, -7, ] (3.28)

olarak y ekseni etrafindaki donmeyi gostermektedir.

Denklem (3.27) yer degistirme alanlarinin iginde Euler-Bernoulli kiris teorisi
(CLBT) ile Timoshenko kiris teorisine (FSDT) ait yer degistirme alanlar1 mevcuttur.
Denklem (3.27) deki yer degistirmelerde CLBT i¢in ¢,=-1, ¢, =0 ve FSDT igin

¢, =0, ¢, =1 almacaktir.

Sekil 3.2. Euler-Bernoulli ve Timoshenko kiris teorisinde yapilan kinematik varsayimlar
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3.2.1. Euler-Bernoulli Kiris Teorisi (CLBT)

Sekil 3.2.’de goriilen yayili “g” dis kuvvetinin etkisi altinda bir kirisin denklem

(3.27) deki yer degistirme ifadelerine gbre uzama orani
& =—=—-1IW (3.29)

elde edilir. Euler-Bernoulli kiris teorisinde kayma agis1 ihmal edildigi i¢in, ¢ubuk
eksenine dik olan kesitler, sekil degistirmeden sonrada dik kalmaya devam ederler.
Virtiiel yer degistirme ilkesi kullanilarak, Euler-Bernoulli varsayimmna gore

diferansiyel denge denklemlerini elde etmek i¢gin gergek i¢ kuvvetler o, dA tarafindan
kirisin birim uzunlugunda ki virtiiel isin, virtiiel yer degistirme og, dX carpimidir.
Toplam i¢ kuvvetlerin virtiiel isi

sU = jOL [ o, 8, dAdx (3.30)

dir. Denklem (3.29) da verilen Euler-Bernoulli kiris teorisine ait gercek sekil

degistirmedir. Virtiiel sekil degistirme o, , virtiiel yer degistirmeye bagl olarak,
08, =—1OW (3.31)
ifade edilir. Denklem (3.31), denklem (3.30)’da yerine konursa
SU = j j ~2 6w, ) dAdx = j ~M Sw,, dx (3.32)
elde edilir. Burada M (x) egilme momenti, A kesit alam1 olmak tizere
-[ o 20 (3.33)

seklinde hesaplanabilir.



Yayili disg kuvvetler q(X) tarafindan yapilan virtiiel is

oV = —IOLq owdx
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(3.34)

dir. Kirisin dengede olmasi durumunda virtiiel is ilkesi oU + 6V =0 olmalidir. Buna

gore,

L
IO (M, ow,, —qow) dx=0

(3.35)

elde edilir. Simdi denklem (3.35)’ de birinci integralde ow, deki tiirevlerden

kurtulmak i¢in buna iki defa kismi integrasyon islemi uygulanirsa,

L L L L
[ M, ow, dx=M, sw,| —M,, ow +[ M, Swdx
0 ’ *lo ' 0 '

elde edilir.
Denklem (3.36), denklem (3.35)’de yerine konursa,

"M, Sw| =0

0

L
I (_Mx,xx —Q)5W dX—MX 5WX

0

elde edilir. Denklem (3.37)’deki sinir kosullari

5w, (0) =6w,(L)=0, sw(0)=5w(L)=0 ve

M, (0) =M, (L)=0, M, (0)=M, (L)=0dur.

(3.36)

(3.37)

(3.37a)
(3.37h)

Denklem (3.37)’deki integral ifadelerden 6w, O( x (L araliginda bagimsiz ve keyfi

oldugundan Euler-Lagrange denklemi
-M XXX q= 0

0zdes olarak saglanmalidir.

(3.38)
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3.2.2. Timoshenko Kiris Teorisi (FSDT)

Sekil 3.2.’de goriilen yayili “g” dis kuvvetinin etkisi altinda bir kirisin denklem

(3.27)’deki yer degistirme ifadelerine gore uzama orani,

&y za_u_ ¢x,x
%Xu ", (3.39)
Vo=t =W, +

elde edilir. Burada y,, kayma agisidir. Virtiiel sekil degistirmeler,

o, = 70¢,, (3.40)
57xz = 5Wx + 5¢x .

ifade edilir. Virtiiel yer degistirme ilkesine gore i¢ kuvvetlerin virtiiel isi, dis kuvvetlerin

virtiiel isine esittir. U + oV =0 kullanilarak, Timoshenko Kiris teorisine gore

L L
0=J' I o, %€, +TX27XZ)dAdX—IOq5WdX
_I j [0 (204,,)+ 7, (6w, +5p,) | dAdx— jOLq Swdx (3.41)

=[[M, 8, +Q, (5W,x +84,)] dx— [ q Swdx

elde edilir. Burada My egilme moment, Qy kesme kuvveti, A kesit alanin1 géstermek

luzere

=J.Aaxsz

3.42
QM= * 249

dir. Denklem (3.41)’de birinci integralde bulunan tiirevli ifadelerden kurtulmak igin iki

defa kismi integrasyon islemi uygulanirsa,
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0=["[(-M,, +Q,) 6, + (-Q,, —q) ow]|dx+ M, 54| +Q ow\  (3.43)

0

elde edilir. Denklem (3.43) de integral i¢indeki fonksiyonelin Euler denklemi,

_Mx,x +Qx =0

o —q-0 (3.44)

elde edilir. Goriildiigii gibi Euler denklemi gergekte Timoshenko kiris teoremine gore

elde edilmis denge denklemleridir.
3.3. Gerilme — Sekil Degistirme Bagintilari

Sekil 3.3.’de goriildiigii gibi bir kompozit tabakaya ait asil malzeme

koordinatlarindaki k’1inc1 ortotrop tabakanin lineer bilinye bagintilari
k (k) k
o} =[Q ] {&}" (3.45)

dir. Burada Qigk) azaltilmis rijitlik, “k” tabaka sayisidir (Reddy, 2004; EK-2.1).

———
N

/ kN
e e Ay
! \
IIIIIIIIII,IFIII > X
e M T " ™

~._--7

N

e | R

h@l ' AT

hk = Zke1-Zk

Sekil 3.3. Tabakali kirige ait koordinat sistemi ve tabaka numaralari
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Tabakalar, tabaka koordinatlarma gore degisik dogrultularda bir ka¢ degisik
ortotrop tabakadan olusturulabilir. Bunun i¢in her tabakanin biinye denklemi, tabaka
koordinatlarina dondstiiriilmek zorundadir. (3.45) denklemindeki biinye bagntilari,

tabaka koordinatlarina doniistiiriildiigli zaman k’inc1 tabakadaki gerilme durumu
o= e, £ =Qe (3.46)

seklinde yazilabilir. Burada Q| doniistiiriilmiis rijitlik matrisidir (Reddy, 2004; Ek-2.2).

Denklem (3.46), denklem (3.42) de yerine yazilir ve tabaka kalinligina bagli olarak

integre edilirse i¢ kuvvetler;

e Euler-Bernoulli kiris teorisine gore, egilme momenti

_ E _ k+1
MX_,[,D o, zdz —ZLk o, zdz
2 k=1

-y [**Que, zdz = Z j “Qu(-w,, )2 dz (3.47)
k=1 K

Mx = Dll \N,xx

elde edilir.

e Timoshenko kiris teorisine gore,

M, = J.ZZM Qu (¢ ) 2° dz = Dy ¢x,x (3.48)
k=1~

elde edilir. (3.47-3.48) denklemindeki D,, egilme rijitligidir ve asagidaki sekilde

tanimlanir.

j Q z dz_ZIle 2 dz== ZQ (zk+1 ) (3.49)
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Kesme kuvveti ise

n ho
QJ@:KIE@ZW:KIEQ%KZW
2 2
=Z": K Lzm Q. 7, dz = Z”: K szﬂ Qs (W, +4,) dz (3.50)
k=L “ k=1 K

Q, =K Ag (W, +4,)

elde edilir.

Denklem (3.50)’de yer alan “K” kayma diizeltme katsayis1 ve A

2 n (3.51)
= Z IZk+1Q§:) dz = Z QY (Zen — )
k=1 k=1

dir.
3.4. Kompozit Kirislere Ait Fonksiyonel
3.4.1. Alan denklemleri ve fonksiyonelin elde edilmesi

Euler-Bernoulli ve Timoshenko kiris teorisine ait denge denklemleri ve
kinematik denklemleri sirasiyla denklem (3.38, 3.44) ve denklem (3.47, 3.48, 3.50) ile
ifade edilmesinin yani sira kirigin dinamik sinir kosullari,

~-R+R=0 , —-M+M=0 (3.52)
ve geometrik sinir kosullari,

—Q+Q=0 , —u+u=0 (3.53)

seklinde sembolik olarak yazilabilir.
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Sinir kosullarinin agik ifadeleri varyasyonel islemler sonunda elde edilecektir.
(3.51) ve (3.52) denklemlerindeki sapkali terimler sirasiyla sinirlarda bilinen
R, M, ©, u kuvvet, moment, donme ve yer degistirme vektorlerine kars1 gelmektedir.

Kompozit kirisler i¢in sinir kosullarin1 da icerecek sekilde alan denklemleri

operator formda

Q=Lu-f (3.54)

seklinde yazilabilir. Q operatorii, CLBT i¢in (3.38) ve (3.47) denklemlerini, FSDT i¢in
(3.44; 3.48 ve 3.50) denklemlerini kullanarak sirasiyla

0
-2-
=y (3.54a)
o
e
[0 0 0 —-d/dxi O fw] [ q]
BT I oy e e e e e B AREs
B E3 S s S s e e il s
ST T 5 1o

M _¢§ (3.54b)

4444444444444444444444444444444444444444444444444444444444444444444444444444444444444444444444444444444444444444444444444444444444444444444444444444444444444444444444444444444

=

matris formunda yazilabilir.

(3.38; 3.44; 3.47; 3.50) denklemlerinde verilen CLBT ve FSDT alan
denklemlerine ait fonksiyonellerin elde edilmesi i¢in bu amaca uygun Gateaux
Diferansiyeli metodu kullanilacaktir. Burada basitlik i¢in temel kavram ve tanimlari

verilecektir. Daha detayli bilgi igin (Akoz, 1991, 2000) kaynaklara bakilmasi 6nerilir.
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Q operatoriiniin Gateaux tiirevi

(3.55)

7=0

seklinde tanimlanmaktadir (Oden, 1976). Burada ““ 7 bir skalerdir.

Eger Q siirekli bir operatorse ve <dQ(u + G)> gibi Gateaux tiirevi varsa ve

<dQ(u+G),u*>=<dQ(u+u*),G> (3.56)

esitligi saglantyorsa Q operatorii potansiyeldir. Burada parantez icerisindeki ifadeler i¢
carpimi gostermektedir. Bu tanim kullanilarak i¢ ¢arpimlar yapilirsa CLBT ve FSDT
i¢cin denklem (3.54) deki Q operatoriiniin potansiyel oldugu goriiliir. Bu durumda alan

denklemlerine karsi gelen “ | ” fonksiyoneli

I (u)= I:[Q(su +Uu),u]ds (3.57)

seklinde hesaplanabilir (Oden, 1976). Burada “s” skalerdir.
Bu calismada CLBT ve FSDT ne ait alan denklemlerine kars1 gelen fonksiyonel,
CLBT igin,

I(u)=[MX,X ,WX]—[Q,W]_%[MX,X ' MX,X]_[WX ' MXL_[W'f]a

- (3.58)
_ [(MX—MX),WXL+ [(W-w),T]
burada & =1/D,, dir.
FSDT igin,
u)= w, | + + -2 8
| (u) [QX,A,X] [Mxﬁ,@,x] [Qu 4 ]-5 M, M,] 2[HQX,QX] (359
“lawl-[M.. 4], -[Qcw] - [Qu (w-w)], - [(4.-4) M. ],
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seklindedir. Burada « :i, ve fB= dir. Parantez altindaki “o” ve “¢g” alt

11 5

indisli terimler, sirasiyla, siir noktalar1 iizerinde gegerli dinamik ve geometrik sinir
kosullarin1 géstermektedir. Sapkali degiskenler sinir noktalari {izerinde bilindigi zaman,
bu sapkali degiskene karsi gelen terim veya terimler eleman matrisine katki

saglayacaktir.
3.5. Sonlu Elemanlar Yontemi

Bolim 3.1.5. de belirtildigi gibi virtiiel yer degistirme ilkesi ile Euler-Lagrange
denklemleri olarak adlandirilan denge denklemleri elde edilmisti. Diferansiyel denklem
seklinde olan bu denge denklemlerinin her zaman ¢6ziimiinii yapmak miimkiin
olmayabilir. Sinir kosullarina, problemin geometrisine ve yiike bagli olarak karsilagilan
bu zorluklar1 asmak i¢in sinir elemanlar yontemi, sonlu farklar yontemi, sonlu elemanlar
yontemi gibi pek ¢ok yaklasik ¢éziim yontemi kullanilmaktadir. Bunlar arasinda en

yaygin kullanim alanina sahip ve gerekli olan yontem sonlu elemanlar yontemidir.
3.5.1. Sekil fonksiyonlar:

Sonlu elemanlar yontemi, incelenecek bdlgenin sonlu eleman denilen cesitli alt
bolgelere ayrilmasi ve sonra her bir elemanin kendisine komsu olan elemanlarla diigiim
noktalari iistiinde uygun bir bigimde iliskilendirilmesi esasina dayanir. Dogru eksenli bir
cubugun m tane alt bolgeye ayrilmasi ve her bir alt bolgeyi isaret edecek cubuk
elemaninda iki diigiim noktasi segilir (Sekil 3.4.; Omurtag, 2010).

(3.58) ve (3.59) denklemlerindeki Euler-Bernoulli ve Timoshenko kirisine ait
fonksiyonel igerisindeki degiskenler sirastyla w=w(x), M =M(x), ve w=w(X),
M=M(x), Q=Q(xX), ¢=¢(x) olmak iizere, her ikisinin de birinci tiirevleri
mevcuttur. Her iki biiytikliik icin Sekil 3.4. de goriildiigii gibi, sekil fonksiyonu i¢in

yerel takimda tanimli, boyutsuz ve normalize edilmis (0 <¢ Sl) bir koordinat takimi

kullanilmigtir. Burada & =2x/Ldir.
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Sekil 3.4. Sekil fonksiyonu i¢in koordinat takimi

Boyutsuz ¢ koordinati cinsinden sekil fonksiyonlari

v=3(1-¢)
. (3.60)
W, = > (1+ 95)

olarak alinmistir. Eger sekil fonksiyonu (3.60) ‘da ki gibi taniml ise, zincir kuralina

gore tiirevleri

dy, _dyy(§)de 1

dx dé dx L

dl//zzdl/lz(g)d_le
dx dé dx L

(3.61)

seklinde hesaplanabilir. Sonlu elemanlar ve sekil fonksiyonlar ile ilgili genis bilgi
(Omurtag, 2010) verilmistir. Sekil fonksiyonlarmin temel &6zelliginden yararlanarak
eleman igerisindeki herhangi bir noktada yer degistirme, birim sekil degistirme, gerilme
gibi cesitli biiylikliikler, eleman diiglim noktast serbestliklerine bagli olarak

hesaplanabilir. Ornegin iki diigiim noktali bir elemanda diigiim noktalar1 i ve j ye ait yer

degistirmeler W, ve W; biliniyorsa, elemanin herhangi bir noktasindaki yer degistirme

w=w w,+W,y; seklinde ifade edilecektir. (3.58) ve (3.59) denklemleri sekil
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fonksiyonlart ile ifade edilirse, fonksiyonelde ortaya ¢ikan sekil fonksiyonlariin ¢arpim

degerleri

1
[k]= vy dx . ij=12
-1

1
[k2]= J.V/i,x l//j,x dX ' i1 J =1!2

-1

1
[ks]: J.l//i Vix dx , i,j=12
]

seklinde yazilir. Bu alt matrislerin acik ifadeleri asagida verilmistir.

[k1]= 4444444444 4444444444

(3.62)

(3.63)

Buna gore Euler-Bernoulli ve Timoshenko kirigleri igin sonlu eleman matrisleri

sirastyla,

Koo =] [0

[kesor =

olarak elde edilir.

0]

(3.64)

(3.65)
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3.6. Dinamik Analiz

Yapilarin, dinamik yiikler altinda ki davranisini bulmak igin 6ncelikle statik
davranigin1 veren matematik modeli bilmek gerekir. Yapmin dinamik 6zellikleri,
dogrudan yer degistirmelere bagli olmasindan dolay1r daha az degisken kullanilarak
dinamik analiz yapilabilecegini gosterir. Bu nedenle dinamik analiz i¢in serbestlik
dereceleri azaltilir. Serbestlik derecelerinde azaltma, atalet kuvveti 6nemli goriilen yer
degistirme bilesenlerine veya dinamik parametrelerin sayisi igin segilen fonksiyonlarla
siirlandirilabilir.

Bu caligmada, statik analiz i¢in gelistirilen sonlu eleman formiilasyonunda,
sadece nodlarda ki “w” ler dogrultusunda atalet kuvveti verilerek serbestlik derecesinin

azaltilmasi yoluna gidilmistir. “w” ler disindaki biitiin degiskenler “d” ile gosterilmistir.
“w” dogrultularinda “q = —’ mw” atalet kuvvetleri dis yiik olarak almirsa (3.64-3.65)

denklemindeki sonlu eleman matrisi

K, @ K,][d 0
ol eliel o) -

haline gelir. Burada “[m] =p h[kl]” eleman yayili kiitle matrisi, “ o ” yogunluk, “h”

kesit kalinligidir. Bu matris kiitlenin stirekli degisimi goz 6niine alinarak hesaplanmaistir.

Bu denklem agik olarak yazilirsa,

K, d+K,w=0

(3.67)
K, d+K,w=-@, mw

elde edilir. (3.67) denkleminin ilk teriminden “d” ¢0ziiliir ve ikinci terimde yerine

konursa,
([<] - [M]) {w} ={o} (3.68)

bi¢iminde standart bir 6zdeger problemine ulasilir. Burada



* -1

[K] :[Kzz]_[K21][K11] [Klz]

seklinde tanimlanmustir (Oziitok, 1999).

37

(3.69)
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4. ARASTIRMA SONUCLARI VE TARTISMA

Bu boliimde farkli sinir kosullarina sahip simetrik tabakali kompozit Euler-
Bernoulli (CLBT) ve Timoshenko (FSDT) kirisleri i¢in, Gateaux diferansiyeline bagh
karisik sonlu elemanlar yontemi ile statik ve dinamik analizleri yapilmistir. Analizlerde
bulunan sonuglar literatiirde ki benzer ¢alisma sonuglar ile karsilastirilmistir.
Hesaplamalarda kullanilan kiriglerde baz1 parametreler kabul edilmistir. Kabul edilen bu

parametreler Cizelge 4.1.’de gosterilmektedir..

Cizelge 4.1. Kiris parametreleri

EJE; h (m) Gu3 Gas V12 V21 L (m) q
25 0,1 0,5.E, 0,2.E, 0,25 0,01 1 1

Analizlerde birim kargasasini Onlemek i¢in c¢izelge 4.1°de ki parametreler
genelde oranlama yapilarak kullanilmistir. Ayrica niimerik sonuglar boyutsuz hale
getirilmistir, boylece basamak sayisini azaltarak grafiksel gosterimlerde kolaylik
saglanmigtir. Biitiin hesaplamalarda uniform yayili yiik etkisi dikkate alinarak ve sabit
kesit kabul edilerek hesap yapilmistir.

Statik analizlerde her iki kiris teoremi igin farkli sinir kosullarina gore
maksimum yer degistirmeler, momentler ve gerilmeler hesaplanmig, bulunan sonuglar
literatiirde ki analitik ¢6ziim sonuglari ile karsilastirilmistir.

Dinamik analizlerde ise yine her iki kirig teoremi igin farkli sinir kosullarina
gore serbest titresim frekanslari hesaplanmistir. Bulunan sonuglar, literatiirde bulunan

cesitli ¢aligmalarin sonuglar ile karsilagtirmalar1 yapilmastir.

4.1. Statik Analiz

Statik analiz boliimiinde farkli sinir kosullarina sahip Euler-Bernoulli ve
Timoshenko kirigleri igin hesaplamalar yapilmistir. Bu hesaplarda;
e Eleman sayisina baglh olarak maksimum yer degistirmeler i¢in yaklagim testi
yapilmistir,
e Farkl tabaka acilarina gére maksimum ¢okme degerleri hesaplanmstir,
e Farkli tabaka acilarina gore maksimum gerilmeler hesaplanmastir,

o Elastisite modiilleri oranlarina gére maksimum ¢okme degerleri hesaplanmistir,
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o Yikseklik ve genislik oranina bagh olarak maksimum c¢6kme degerleri
hesaplanmuistir,

¢ Bulunan sonugclar literatiirde ki analitik ¢6zlim sonuglari ile karsilastirilmistir.
Coziimlerde bulunan ¢okme ve moment degerleri (4.1) ve (4.2)’ de gosterilen

formiiller yardimiyla boyutsuz hale getirilmistir.

= w_ En
W= A 14107 (1)
_ 1
M=M-— 4.2
" (4.2)

4.1.1. iki ucu basit mesnetli Kiris (SS)

Sekil 4.1. de goriilen iki basit mesnetli, sabit kesit alanina sahip, diizgiin yayili
yik etkisindeki kiris eleman igin, CLBT ve FSDT Kkiris teorilerine gore gerilmeler,
¢okme ve moment degerleri sonlu elemanlar yontemiyle bulunup, elde edilen sonuglarla

analitik ¢6ziimden elde edilen sonuglarin karsilagtirmasi yapilmistir.

/q
HEEEEEES

i

% VAN

% ] 2
| L
|

Sekil 4.1. iki ucu basit mesnetli kiris modeli

e CLBT Kirisi i¢in yapilan ¢éziimler ve sonuglari ;

Yapilan ¢6ziimlerde simetrik tek tabaka (0°)s ve c¢apraz tabakali (0°/90°)s
kompozit kirislerin, eleman sayisina bagli maksimum yer degistirmeleri igin yaklasim
testi uygulanmigtir. E3/E; orami 25 alinmistir. Sonuglar Sekil 4.2. ve Sekil 4.3. de
goriildiigii gibi Reddy (2004) sonuclartyla karsilagtirilmistir.
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Cokme Degerleri

o
)

0,45

—a—CLBT4

—a— Analitik C6ziim (0,625)

3 6 9 12 15 18 21 24

Eleman Sayisi

Sekil 4.2. Simetrik tek tabaka (0°); CLBT4 kirisi i¢in karsilastirmali yaklagim testi

0,75

0,7

0,65

Cokme Degerleri, W

] —a—CLBT4
—a— Analitik Céziim (0,709)
0 3 6 9 12 15 18 21 24

Eleman Sayisi

Sekil 4.3. Simetrik ¢apraz tabaka (0°/90°); CLBT4 kirisi i¢in kargilastirmali yaklagim testi

Sekil 4.2. ve Sekil 4.3. de goriildigi gibi, her iki durum igin bulunan sonuglar,

eleman sayisindaki artis ile analitik ¢6ziim sonucu bulunan gergek sonuglarla 15 eleman

sayisindan itibaren Ortiismektedir. Buna bagli olarak, yapilan diger hesaplamalarda

elman sayis1 17 olarak alinmistir.
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Farkli agilardaki tabaka dizilimleri i¢in bulunan maksimum yer degistirmeler

Cizelge 4.2.”de karsilastirmali olarak verilmistir.

Cizelge 4.2. Tabaka agilarina bagli maksimum boyutsuz ¢6kme degerleri

CLBT4 Kirisi maksimum boyutsuz ¢cokme degeri; (w)

Mesnet (0°)s (90°)s (0°/90°)s (90°/0°),
esne
CLBT4 Reddy(2004) CLBT4 Reddy(2004) CLBT4 Reddy(2004) CLBT Reddy(2004)
SS 0,621 0,625 15,540 15,625 0,706 0,709 3,880 3,899

Yapilan ¢alisma ile literatiir niimerik sonuglariin birbirine ¢ok yakin ¢iktig1 ve
farklilik yiizdesinin %0.99 oldugu Cizelge 4.2. de goriilmektedir.

Simetrik tek tabaka (0°)s ve c¢apraz tabaka (0°/90°)s kompozit kirislerin z/h
oranina, yani tabakalarin koordinatlarina bagli maksimum gerilmeleri literatiir sonuglari

ile Sekil 4.4. de gosterildigi gibi karsilastirilmistir.

0.6 T —e—CLBT4 (0°)s
& A Analitik C6ztiim (0°)s
03 + o CLBT4 (0°/90°)s
I \ & Analitik Céziim (0°/90°)s
E -
E -
o 0 t t t . i
£ 15 -50 -25 Ns 50 75
03 + A4
I o
-0,6 -+

Maksimum gerilmeler; o ,,

Sekil 4.4. Simetrik tek tabaka (0°)s ve gapraz tabaka (0°/90°); CLBT4 kirisi i¢in karsilastirmali

gerilme grafigi

Sekil 4.4.’e bakildiginda yapilan calisma sonucunda bulunan maksimum
gerilmeler, analitik ¢6zlim sonucu bulunan degerlerle ortiismektedir. Ayrica tabakalarin
acili konumlarmin kiris gerilmelerini nasil etkiledigi burada goriilmektedir. Buna gore

simetrik tek tabaka (0°)s bir kompozit kirisin gerilmeleri z/h oranina bagli olarak
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dogrusallik gosterirken; simetrik ¢apraz tabaka (0°/90°)s kirisin gerilmeleri zig-zag bir
degisim gostermektedir.

Simetrik tek tabaka (0°)s ve capraz tabaka (0°/90°)s kompozit kirislerin
maksimum yer degistirmelerinin, E;/E, elastisite modiilii oranlarina bagl olarak nasil
degistigi incelenmis, bulunan niimerik sonuglar Cizelge 4.3.°de, literatiirde bulunan

analitik ¢6ziim sonuglart ile karsilastirmali olarak gosterilmistir.

Cizelge 4.3. Simetrik tek tabaka (0°)s ve capraz tabaka (0°/90%)s CLBT4 kirisi i¢in maksimum
yer degistirmelerin E4/E, oranina gore boyutsuz degerleri

Maksimum boyutsuz ¢cokme degerleri; w

EJE, ). (0°/90),
CLBT4 Reddy (2004) CLBT4 Reddy (2004)
5 3,107 3,156 3,531 3,495
10 1,554 1,568 1,766 1,762
15 1,036 1,043 1,177 1,178
25 0,621 0,625 0,706 0,709
40 0,388 0,390 0,441 0,443

Cizelge 4.3.’de gosterilen calisma sonuglarinin egrisel degisimi Sekil 4.3.’de
goriilmektedir. Buradan da anlasildigi gibi, E1/E; oranmin biiylimesi maksimum yer

degistirmeleri azaltmaktadir.

4
& 35 .\ --e--CLBT4 (O )S
£ 3 AN CLBT4 (0°/90°)s
2 \
5 25 \
o \\
8 2 :
%) .\\\
E 15 el
Q Seeo
o 1 TTse-llIllIIICC
05 ¢
0 T T T T T T 71T rT T T T 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

Sekil 4.5. Simetrik tek tabaka (0°)s ve ¢apraz tabaka (0°/90%)s CLBT4 kirisi i¢in E;/E; oranina bagh
maksimum yer degistirmelerin egrisel degisimi
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e FSDT Kirisi i¢in yapilan ¢oziimler ve sonuglari,
25 ve L/h oram1 10 kabul edilerek simetrik tek tabaka (0°)s ve ¢apraz tabaka (0°/90°)s
kompozit kiriglere yaklagim testi uygulanmistir. Uygulanan yaklasim testi ile eleman
sayisina bagl olarak ¢okme degerlerinin degisim egrisinin ger¢ek ¢dziim sonucuna nasil

yaklastig1 Sekil 4.6 ve Sekil 4.7. de karsilastirmali olarak goriilmektedir.

=
w

1,25 —=—FSDTS (0°)s

=
= =
a N

—a— Analitik C6ziim (0,925)

.!A
o P
[N S

Cokme Degerleri, W
o
©
a1

o
©

0,85

o
[

9 12 15 18 21 24

o
w
o]

Eleman Sayis1

Sekil 4.6. Simetrik tek tabaka (0)s FSDT8 kirisi yaklagim testi

—=—FSDT8 (0°/90°)s

—a— Analitik Céziim (1,137)

— %

Cokme D

1:lllllllll|llll|llll|llll|llll|llll|llll|l
0 3 6 9 12 15 18 21 24

Eleman Sayisi

Sekil 4.7. Simetrik ¢apraz tabaka (0°/90°)s FSDT8 kirisi i¢in karsilastirmali yaklagim testi
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Yapilan yaklasim testleri sonucu Sekil 4.6. ve Sekil 4.7.°de goriildiigii gibi
hesaplanan boyutsuz ¢ékme degerleri eleman sayisindaki artisa bagli olarak, analitik
¢Ozlim sonucu bulunan ger¢ek sonuglarla 14 eleman sayisindan itibaren ortiismektedir.
CLBT4 kirisi ¢oziimlerinde eleman sayisi 17 olarak alindigindan hesap sonuglarimin
karsilastirilabilmesi i¢in FSDT8 kirisi ¢oziimlerinde de elman sayist 17 olarak kabul
edilmistir.

Farkli agilara sahip iki ucu basit mesnetli, simetrik tabaka dizilimli FSDT8
kiriglerinin, farkli L/h oranlarina bagli olarak hesaplanan boyutsuz maksimum yer

degistirme degerleri Cizelge 4.4.’de analitik ¢6ziim sonuglari ile karsilastirmali olarak

gosterilmektedir.

Cizelge 4.4. Farkli tabaka acilarina sahip iki ucu basit mesnetli simetrik FSDTS8 kirislerinin L/h
oranina bagl boyutsuz maksimum yer degistimeleri

FSDT8 Kirisi maksimum boyutsuz ¢okme degerleri; w
(0°)s 90°)s (0°/90°) (90°/0°)s
FSDT8 Reddy(2004) FSDT8 Reddy(2004) FSDT8 Reddy(2004) FSDT8 Reddy(2004)
10 0,925 0,925 16,38 16,375 1,139 1,137 4,336 4,327
20 0,700 0,700 15,82 15,813 0,817 0,816 4,014 4,006
50 0,637 0,637 15,66 15,655 0,727 0,726 3,924 3,916
100 0,628 0,628 15,64 15,633 0,714 0,713 3,912 3,903

L/h

Cizelge 4.4.’de goriildiigii gibi hesap sonuglari, literatiirde ki mevcut analitik
¢oziim sonuglari ile hemen hemen ayni ¢ikmustir.

L/h oran1 10 kabul edilerek iki ucu basit mesnetli, simetrik tek tabaka (0°)s ve
capraz tabaka (0°/90°)s kompozit kirislerin, Ej/E, oranina bagli olarak boyutsuz
maksimum ¢okme degerleri Cizelge 4.5.°de, analitik ¢6zliim sonuglar ile karsilagtirmali

olarak gosterilmektedir.

Cizelge 4.5. Simetrik tek tabaka (0°)s ve ¢apraz tabaka (0°/90°); FSDTS8 kirisi i¢in maksimum yer
degistirmelerin E;/E, oranina gore degerleri

FSDT8 maksimum boyutsuz ¢cokme degerleri; W (L/h=10 i¢in)

EJE, (0°)s (0°/90°),
FSDT8 Reddy (2004) FSDT8 Reddy (2004)
5 3,426 3,456 3,902 3,924
10 1,863 1,868 2,19 2,19
15 1,342 1,343 1,608 1,606
25 0,925 0,925 1,139 1,137

40 0,690 0,690 0,873 0,872
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Cizelge 4.5.°de ki boyutsuz maksimum yer degistirmelerin egrisel degisimi

simetrik (0°)s ve (0°/90°)s tabaka acil1 kirisleri igin Sekil 4.8.” de gosterilmektedir.

4
--e--FSDT8 (0°)s
(Bﬁ 3’5 .\ ( )
5 3 \\ FSDTS (0°/90%)s
o \
,g,, 25 \\
a 2 \
w | §
g 15 .
2 “elllT
o 1 ~~~~~ -_-llIzC
05 o
0 T T T T T LI L T T T 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
E,/E,

Sekil 4.8. Simetrik tek tabaka (0°)s Ve gapraz tabaka (0°/90°); kompozit kirislerin E;/E; oranina
bagli boyutsuz maksimum yer degistirmelerinin egrisel degisimi

Sekil 4.8.’de goriildiigii gibi E1/E; oraninin artmasiyla birlikte maksimum yer
degistirmelerde azalmaktadir.
Yapilan hesaplamalarda maksimum moment degeri analitik ¢dziim sonucu

bulunan moment degerleri ile ayni1 bulunmustur Cizelge 4.6.

Cizelge 4.6. iki ucu basit mesnetli (SS) CLBT4 kiris icin bulunan maksimum moment

Maksimum boyutsuz moment degeri; (M)

(0°)s 90°)s (0°/90°)s (90°/0°)
CLBT4 Reddy(2004) CLBT4 Reddy(2004) CLBT4 Reddy(2004) CLBT4  Reddy(2004)
SS 0,125 0,125 0,125 0,125 0,125 0,125 0,125 0,125

4.1.2. iki ucu ankastre mesnetli kiris (CC)

Sekil 4.9.°da goriilen iki ucu ankastre mesnetli, diizgiin kesit alanina sahip,

diizgiin yayili yiik etkisindeki kiris i¢in yer degistirmeler, gerilmeler ve moment
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degerleri CLBT ve FSDT ye gore Sonlu elemanlar yontemiyle bulunup literatiirdeki

analitik ¢6ziim sonuglart ile karsilastirmalart yapilmistir.

.
PEEMERREEN!
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Y

Sekil 4.9. iki ucu ankastre mesnetli kiris

Iki ucu ankastre mesnetli kiris i¢in ankastrelik momentlerinin kesin ¢oziime

yaklagim testi Sekil 4.10.’da verilmistir.
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Eleman Sayis1

Sekil 4.10. iki ucu ankastre mesnetli simetrik tek tabaka (0°); CLBT4 kirsinin eleman sayisina
bagli ankastrelik momentlerindeki degisimin karsilagtirmali yaklasim testi
Yapilan ¢oziimlemelerde elde edilen ankastrelik momentlerinin eleman sayisina
bagli olarak analitik ¢6ziim sonuglari ile 13 elemandan sonra iist iiste diistiigi
gorilmektedir.
Farkl1 tabaka agilarina sahip simetrik CLBT4 kirisi i¢in bulunan ¢6kme degerleri
literatiirde ki analitik ¢6ziim sonuclart ile Karsilagtirmali olarak Cizelge 4.7.°de

verilmistir.
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Cizelge 4.7. Simetrik CLBT4 kirisi i¢in bulunan ¢6kme degerleri

L/h=10 icin CLBT4 Kirisi maksimum boyutsuz ¢c6kme degeri; (w)

(0°)s (90°)s (0°/90°), (90°/0°)s
CLBT4 Reddy(2004) CLBT4 Reddy(2004) CLBT4 Reddy(2004) CLBT4 Reddy(2004)
CC 0,124 0,125 3,117 3,125 0,141 0,142 0,779 0,780

FSDTS8 kirisi i¢in bulunan boyutsuz ¢okme degerleri ise karsilastirmali olarak
Cizelge 4.8.”de verilmistir.

Cizelge 4.8. Simetrik FSDTS8 kirisi i¢in bulunan ¢okme degerleri

L/h=10 i¢cin FSDT8 Kirisi maksimum boyutsuz ¢cékme degeri; (W)

(0°)s (90°), (0°/90°)s (90°/0°),

FSDT8 Reddy(2004) FSDT8 Reddy(2004) FSDT8 Reddy(2004) FSDT8 Reddy(2004)

CcCc 0427 0,425 3,932 3,875 0,573 0,570 1,224 1,208

Yapilan calisma sonuglari ile analitik ¢6ziim sonuglarinin hemen hemen ayni
ciktig1 goriilmektedir.

Simetrik tek tabaka (0°)s ve c¢apraz tabaka (0°/90°)s kompozit kirislerin z/h
oranina, yani tabakalarin koordinatlarina bagli maksimum gerilmeleri literatiir sonuglari

ile Sekil 4.11.’de gosterildigi gibi karsilagtirilmistir.

—e—CLBT4 (0°)s

061 A Analitik Céziim (0%)s
&
CLBT4 (0°/90°)s
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Sekil 4.11. iki ucu ankastre mesnetli CLBT4 kirigin gerilme degerleri egrisi
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Calisma sonucu bulunan gerilme degerleri ile analitik ¢6ziim sonucu bulunan
degerlerin tist iiste diistiigli goriilmektedir.

Farkli agilara sahip iki ucu basit mesnetli, simetrik tabaka dizilimli FSDT
kiriglerinin, farkli L/h oranlarmma bagli olarak hesaplanan boyutsuz maksimum yer

degistirme degerleri Cizelge 4.9.’da analitik ¢6ziim sonuglar ile karsilastirmali olarak
gosterilmektedir.

Cizelge 4.9. Farkli tabaka agilarina sahip iki ucu ankastre mesnetli, simetrik FSDT8 kirislerinin
L/h oranina bagli boyutsuz maksimum yer degistimeleri

FSDTS8 Kirisi maksimum boyutsuz ¢okme degerleri; w
Lh (0°)s 90°)s (0°/90°), (90°/0°)
FSDT8 Reddy(2004) FSDT8 Reddy(2004) FSDT8 Reddy(2004) FSDT8 Reddy(2004)
10 0427 0,425 3,932 3,875 0,573 0,570 1,224 1,208
20 0,202 0,200 3,370 3,312 0,251 0,249 0,902 0,887
50 0,139 0,137 3,212 3,155 0,161 0,158 0,812 0,796
100 0,130 0,128 3,190 3,132 0,148 0,146 0,799 0,784

Cizelge 4.9.’da goriildiigii gibi hesap sonuglari, literatiirde ki mevcut analitik

¢Oziim sonuglari ile hemen hemen ayni ¢ikmustir.
4.1.3. Bir ucu ankastre diger ucu serbest (CF) mesnetli Kkiris

Sekil 4.12.’de goriilen bir ucu ankastre diger ucu serbest mesnetli, diizgiin kesit
alanina sahip, diizgiin yayili yiik etkisindeki kiris i¢in gerilmeler, yer degistirmeler ve
moment degerleri CLBT ve FSDT ye gore sonlu elemanlar yontemiyle bulunup

literatiirdeki analitik ¢o6ziim sonuglart ile karsilastirmalar1 yapilmistir.
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Sekil 4.12. Bir ucu ankastre diger serbest mesnetli kiris
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Bir ucu ankastre diger ucu serbest mesnetli, simetrik tek tabaka (0%)s ve ¢apraz
tabaka (0°/90°)s CLBT4 kiriginin eleman sayisinin artirilmasiyla ¢éziim yontemlerinden

elde edilen sonuglarin gergek sonuglara yaklasimi Sekil 4.13. ve Sekil 4.14.’de

verilmistir.
6,6 —=—CLBT4 (0°)s
6,5
—a— Analitik Céziim (6,00)
<$ 6,4
363
o
Y 6,2
©
g 61
=
S 6 ——a—
59
5,8! LA B B R | T LU N B B B B B R B B B B B B B BN NN B B B R
0 3 6 9 12 15 18 21 24
Eleman Sayisi

Sekil 4.13. Bir ucu ankastre diger ucu serbest mesnetli, simetrik tek tabaka (0°); CLBT4
kiriginin serbest ucundaki ¢okme degerlerinin eleman sayisina bagli degisiminin yaklagimi

7,4
7,3 —=—CLBT4 (0°/90%)s
572
5 —#— Analitik Coziim (6,806)
=71
D
g7
E 6,9
86,8 i &—a
6,7
6,6I T 1T T T r 11 1T 7T T
0 3 6 9 12 15 18 21 24
Eleman Sayisi

Sekil 4.14. Bir ucu ankastre diger ucu serbest mesnetli, simetrik ¢apraz tabaka (0°/90°); CLBT4
kiriginin serbest ucundaki ¢okme degerlerinin eleman sayisina bagli degisiminin yaklasimi
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Cokme degerlerinin gercek sonuclara yaklasimi Sekil 4.13. ve Sekil 4.14.’de
goriildiigli gibi olmaktadir. Az eleman i¢in karisik sonlu elemanlar yontemi, kesin
degere daha uzak sonuglar verirken, eleman sayisinin artirilmasiyla degerlerin kesin
sonuca hizla yaklastig1 gézlemlenmistir.

Farkli tabaka agilarina sahip bir ucu ankastre diger ucu serbest mesnetli, simetrik
CLBT4 kirisi i¢in bulunan ¢okme degerleri literatiirde ki analitik ¢6ziim sonuglar ile

karsilastirmali olarak Cizelge 4.10.’da verilmistir.

Cizelge 4.10. Bir ucu ankastre diger ucu serbest, simetrik CLBT4 kirisi i¢in bulunan ¢c6kme
degerleri

L/h=10 icin CLBT4 Kirisi maksimum boyutsuz ¢okme degeri; (w)

(0°)s (90°)s (0°/90°), (90°/0°)
CLBT4 Reddy(2004) CLBT4 Reddy(2004) CLBT4 Reddy(2004) CLBT4 Reddy(2004)
CF 599 6,00 149,8 150 6,81 6,806 37,450 37,433

FSDT kirisi i¢in bulunan boyutsuz ¢okme degerleri ise karsilastirmali olarak

Cizelge 4.11.’de verilmistir.

Cizelge 4.11. Bir ucu ankastre diger ucu serbest, simetrik FSDT8 kirisi i¢in bulunan ¢6kme
degerleri

L/h=10 i¢in FSDT8 Kirisi maksimum boyutsuz ¢ikme degeri; (W)

(0°)s (90°); (0°/90°); (90°/0°)
FSDT8 Reddy(2004) FSDT8 Reddy(2004) FSDT8 Reddy(2004) FSDT8 Reddy(2004)
CF 720 7,20 153 153 8,531 8,520 39,21 39,147

Cozliim sonuclarinin analitik ¢6ziim sonuglari ile hemen hemen aymi ¢iktig
goriilmektedir.
Bir ucu ankastre diger serbest mesnetli kiristeki z/h koordinatina bagh

gerilmelerin egrisel degisimi Sekil 4.15.”de karsilastirmali olarak verilmistir.
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Sekil 4.15. Bir ucu ankastre diger ucu serbest mesnetli CLBT kirigin gerilme degerleri egrisi

Sekil 4.15.de goriildiigi gibi ¢alisma sonucu bulunan gerilme degerleri ile
analitik ¢6ziim sonucu bulunan degerlerin iist liste diismektedir.

Yapilan analizlerde bulunan karsilastirmali yer degistirme, moment ve serbest
titresim frekans1 biyiikliiklerinin yan1 sira, kullanilan Karisik sonlu elemanlar
metodunun avantajlarindan faydalanarak kesme kuvveti ve donme biiyiikliikleri de
hesaplamalar sirasinda tek seferde bulunmustur. Bu sonuglarin bazilar1 Cizelge 4.12. de

gosterilmektedir.

Cizelge 4.12. Mesnet tiplerine gore maksimum boyutsuz kesme kuvveti ve donme degerleri (Ey/ E;=25;
L/h=10)

FSDTS8 kirisi maksimum kesme kuvveti (Q) ve donme (Q) biiyiikliikleri

Mesnet (0°)s 90°), (0°/90°), (90°/0°)s
Q 9 Q 0 Q 9 Q 0
SS 0,05 2,00 0,05 50,13 0,05 2,27 0,05 12,53
CcC 0,05 0,389 0,05 9,74 0,05 0,44 0,05 2,43
CF 0,05 7,96 0,05 199 0,05 9,04 0,05 49,75

Literatiirde bulunan ¢aligmalarda kullanilan yontemlerde sadece moment ve yer
degistirme Dbiiyiikliikleri hesaplanabildigi icin kesme ve donme degerleri
bulunmamaktadir. Bu ¢alismada bulunan degerler analitik ¢6ziim sonuglari ile kontrol

edilmis ve sonuglar ayn1 ¢ikmistir (Inan, 1988).
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4.2. Dinamik Analiz

Bu boéliimde farkli sinir kosullarina sahip, diizgiin kesitli, yayili yiik etkisi
altindaki CLBT ve FSDT kirislerinin serbest titresim frekanslar1 arastirilmistir.
Arastirmalarda niimerik sonuglar elde edilmis ve bu sonuglar literatiirde ki diger ¢alisma
sonuglari ile karsilagtirilmistir. Analizler sirasinda bulunan frekans degerleri (4.3)’de

gosterilen formiil yardimiyla boyutsuz hale getirilmistir (Reddy, 2004).

o=l % s 1, = ph (4.3)
2

Farkli smir kosullar1 ve acili tabakali CLBT Kkiriglerine ait serbest titresim
frekanslarinin ilk 3 mod degeri literatiirde ki ¢alisma sonuglari ile karsilastirmali olarak

Cizelge 4.13. ve Cizelge 4.14.”de verilmistir.

Cizelge 4.13. Simetrik (0°)s ve (90°)s CLBT4 kiriginin farkli sinir kosullarina gore serbest
titresim degerleri ve karsilastirmasi (E1/E,=25 ; L/h=10)

L/h=10 (©), Q)
CLBT4 Reddy(2004) CLBT4 Reddy(2004)
@, 14,274 14,263 2,854 2,852
ss @ 57,216 - 11,443 -
@, 129,19 - 25,839 -
@, 32,362 32,332 6,472 6,466
cC @ 89,424 - 17,89 -
@, 175,97 - 35,194 -
@, 5,081 5,080 1,016 1,016
CF @ 31,874 - 6,375 -

o, 89,458 - 17,89 -
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Cizelge 4.14. Simetrik (0°/90°)s ve (90°/0%)s CLBT4 kirisinin farkli sinir kosullarina gore serbest
titregim degerleri ve karsilagtirmasi (E;/E;=25 ; L/h=10)

L h=10 (0°/90°), (90°/0°),
CLBT4 Reddy(2004) CLBT4  Reddy(2004)

@, 13,390 13,375 5,709 5,703

ss @ 53,673 - 22,886 -
@, 121,20 - 51,678 -
@, 30,358 30,320 12,945 12,929

ccC @ 83,887 - 35,77 -
@, 165,08 - 70,389 -
@, 4,766 4,764 2,032 2,032

CF & 29,901 - 12,750 -
@, 83,919 - 35,783 -

Yapilan ¢oziimlerin sonuglari ile literatiirde ki ¢6ziim sonuglarinin hemen hemen

ayni ¢iktigr goriilmektedir.

FSDTS8 kirisine ait ¢oziimlerin sonuglari ise Cizelge 4.15. ve Cizelge 4.16.” da

farkli mesnet kosullar1 i¢in ve agilar i¢in gosterilmektedir.

Cizelge 4.15. Simetrik (0°)s ve (90°)s FSDT8 kirisinin farkli sinir kosullarina gore serbest
titresim degerleri ve karsilastirmasi (E1/E,=25 ; L/h=10)

L/h=10 ©), Q)
FSDT8 Reddy(2004) FSDT8 Reddy(2004)

@, 11,667 11,635 2,784 2,771

SS , 33,056 - 10,426 -
o, 54,973 - 21,355 -
@, 17,225 17,212 5,785 5,761

CC o, 35,380 - 14,319 -
o, 56,049 - 25,125 -
@, 4,570 4,528 1,004 1,004

CF @, 19,756 - 5,905 -
o, 25,502 - 8,290 -
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Cizelge 4.16. Simetrik (0°/90%)s ve (90°/0%)s FSDT8 kirisinin farkli sinir kosullarina gore serbest
titregim degerleri ve karsilagtirmasi (E;/E;=25 ; L/h=10)

L h=10 (0°/90°), (90°/0°),
FSDT8  Reddy(2004) FSDT8 _ Reddy(2004)
@, 10,506 10,488 5,407 5,405
ss  @ 28,658 - 18,937 -
@, 46,882 - 36,147 -
@, 14,843 14,837 10,316 11,530
cC @ 30,192 - 23,737 -
@, 47,569 - 39,683 -
@, 4,184 4,132 1,980 1,991
CF & 17,281 - 10,869 -
@, 22,023 - 14,955 -

(Cozlim sonuclarinin analitik ¢6ziim sonuglariyla benzer ¢iktig1 goriilmektedir.

Literatiirde bulunan bir¢ok calismada farkli malzeme ozellikleri kullanilarak
¢ozliimler yapilmistir. Chandrasekhara ve ark.; (1990) tarafindan yapilan benzer bir
FSDT c¢alismasinda, malzeme oOzellikleri: E;=144,84 GPa; E»=9,65 GPa; G13=4,14 GPa;
G23=3,45 GPa, v1,=0,3; p=1389,23 kg/m3; L/h=15 alinarak farkli sinir kosullarina sahip
simetrik capraz tabakali (0°/90°)s kiris icin yapilan titresim analizi sonuglart ile bu

¢alismanin ¢6ziim sonuglari ¢izelge 4.17.’de verilmistir.

Cizelge 4.17. Simetrik ¢apraz tabakali (0°/90%); FSDTS8 kirisinin farkli sinir kosullarina gore
serbest titresim degerleri ve karsilastirmasi (E;=144,8GPa;E,=9,65GPa ; L/h=15)

FSDTS8 kirisi serbest titresim frekansi simetrik capraz tabaka (0°/90°), ; (@)
Mod1 Mod?2 Mod3 Mod4
FSDT8 Chan.1990 FSDT8 Chan.1990 FSDT8 Chan.1990 FSDT8 Chan.1990

SS 2,505 2,502 8,505 8,481 15,803 15,756 23,366 23,309
CcC 4,597 4,594 10,310 10,291 17,005 16,966 24,096 24,041
CS 3,529 3,525 9,464 9,442 16,427 16,384 23,747 23,685
CF 0,924 0,924 4,910 4,892 11,496 11,440 18,794 18,697

Mesnet

Sayisal sonuglarin her iki ¢alismada da benzer ¢iktig1 goriilmektedir.

Abramovich ve Livshits (1994) yilinda yaptiklart ¢alismada; malzeme
ozelliklerini:  E,=14.5710" N/m% E,=0.96'10" N/m* G13=0.4110"° N/m’;
62320.34*1010 N/mz, v12=0.3; p=1389.23 kg/m3; L/h=10 alarak farkli sinir kosullarina
sahip simetrik ¢apraz tabaka (0°/90°)s kirisin, FSDT ye gore serbest titresim analizini
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hesaplamiglardir. Ayn1 malzeme o6zelliklerini kullanarak yapilan ¢oziim sonuglari ve

karsilagtirmasi Cizelge 4.18.’de verilmistir.

Cizelge 4.18. Simetrik capraz tabakali (0°/90%); FSDTS8 kirisinin farkli sinir kosullarina gore
serbest titresim degerleri ve karsilastirmasi (E;=14,5 10" N/m?; E»=0,9610" N/m? ; L/h=10)

FSDT8 kirisi serbest titresim frekansi simetrik capraz tabaka (0°/90°), ; (@)

Mod SS CF CC
FSDT8 Abram.1994 FSDT8 Abram.1994 FSDT8 Abram.1994
1 2,320 2,319 0,887 0,882 3,687 3,757
2 6,998 7,002 4,129 4,026 7,736 7,871
3 12,007 12,037 8,995 9,108 12,380 12,573
4 16,95 17,015 13,958 14,08 17,134 17,373
5 21,803 21,907 18,927 19,066 21,909 22,200
6 26,588 26,736 23,795 23,938 26,651 27,254

FSDT ye gore yapilan her iki ¢alisma sonuglarinin birbiriyle iist iiste diistigi

goriilmektedir.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu ¢alismada; sabit kesitli, uniform yayili yiik etkisi altindaki tabakali kompozit
kiriglerin Euler-Bernoulli (CLBT) ve Timoshenko (FSDT) kiris teorilerine dayali statik
ve dinamik analizleri karigik sonlu elemanlar formiilasyonu kullanilarak incelenmistir.
Her iki kiris teorisine ait dinamik ve geometrik siir kosullarini igeren fonksiyoneller
Gateaux diferansiyel metodu kullanilarak elde edilmistir. Bu fonksiyonellerin elde
edilmesi i¢in gerekli olan alan denklemleri virtiiel yer degistirme ilkesine dayanarak
bulunmustur.

Kompozit kirisler i¢in elde edilen fonksiyonellere uygulama olmak tizere Euler-
Bernoulli kirisi i¢in egilme momenti ve ¢cokme degerlerinin bilinmeyen olarak alindig1 4
donmenin bilinmeyen olarak alindig1 8 serbestlik dereceli CLBT4 ve FSDT8 sonlu
eleman formiilasyonu elde edilmistir.

CLBT4 ve FSDTS kiris elemanlar1 i¢in sonlu eleman ¢oziimlerinde kullanilan
eleman alt matrislerinin hesabt FORTRAN 4.0 programu ile yapilmigtir.

Gateaux diferansiyel metodunun avantajlarin1 vurgulamak i¢in kompozit
kiriglere ait kesme kuvveti, egilme momenti, ¢okme ve donme biiyiikliikleri ayni anda
elde edilmistir.

Yapilan sayisal ¢oziimlerin sonuglar literatiirde bulunan benzer ¢aligmalarin ve
analitik ¢Ozlimlerin sonuglart ile karsilastirllmistir. Yapilan karsilagtirmalarda
sonuglarin birbirleriyle iist tiste diistiigli gorilmistiir.

Bu ¢aligmanin amaci ve verimliligi yoniinden elde edilen sonuglar1 6zetleyecek
olursak;

I.  Gateaux diferansiyel metodu, Euler-Bernoulli ve Timoshenko Kkiris
teorilerine dayali sabit kesitli kompozit kirisler i¢in basarilt bir sekilde
uygulanmistir ve iki farkli fonksiyonel elde edilmistir.

Il.  Bu yontem ile farkli agilara sahip simetrik kompozit kiriglerin statik ve
dinamik analizleri basaril bir sekilde yapilmistir.

I1l.  Gateaux diferansiyel metodu asagidaki avantajlar saglamaktadir;

= Alan denklemleri birbiri ile uyumludur
= Sistematik bir yolla fonksiyonellerden sinir kosullari terimleri

kolaylikla elde edilebilir.
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Formiilasyonun kompozit kiriglerin titresim  problemlerine  de
uygulanabilirligi gosterilmistir.

Statik analizlerde Euler-Bernoulli ve Timoshenko kiris teorilerine dayali
kompozit kirislerin farkli mesnet durumlari i¢in;

* Eleman sayisina bagli olarak maksimum yer degistirmeler i¢in
yaklagim testleri yapilmistir, sonuglarin analitik ¢6ziim sonuglar
ile birebir Ortiistigii gorilmiistiir.

= Tek tabaka ve c¢apraz tabakali kompozit kirislerin maksimum
¢okme, moment ve gerilme degerleri hesaplanmig, sonuglar
literatiir sonuglar ile karsilagtirilmistir. Sonuglar birbirleri ile
benzer ¢ikmistir.

» Elastisite modiilii oranlarina gére maksimum ¢okme degerlerinin
degisimi incelenmistir. Elastisite modiilii oranmin artmasi ile
¢okme degerlerinin azaldig1 gozlemlenmistir. Sonuglar literatiir
sonuclari ile de karsilastirilmistir.

* L/h oranindaki degisime gére maksimum c¢okme degerlerinin
degisimi incelenmistir. L/h oranmnin artmasi ile ¢Okme
degerlerinin azaldig1 gézlemlenmistir. Sonuglar literatiir sonuglari
ile de karsilastirilmistir.

= Analizlerde FSDT8 kiris elemani i¢in moment ve g¢Okmenin
yaninda kesme kuvveti ve donme degerleri tek tabaka ve gapraz
tabakali kirisler i¢in bulunmustur. Sonuglar analitik ¢oziim
sonuglari ile uyusmaktadir.

= Analizlerde Euler-Bernoulli kiris teorisine dayali kompozit
kirislerin Timoshenko teorisine dayali kompozit kiriglerden daha
az yer degistirme yaptig1 gorilmiistiir.

* Analizlerde tek tabaka kompozit kirislerden (0%)s a¢ili kirigin
(90°)s agili kiristen daha az c¢okme yaptigl; ¢apraz tabakali
(0°/90)s ag1l1 kirisin (90°/0%)s ac1l1 kiristen daha az ¢okme yaptigi
gorilmiistir.

Dinamik analizlerde, Euler-Bernoulli Timoshenko kiris teorilerine dayali
kompozit kiriglerin serbest titresim frekanslar1 farklt mesnet durumlarina
gore, tek tabaka ve capraz tabakali kompozit kirigler i¢in hesaplanmustir.

Bulunan sonuglar literatiir sonuglari ile kiyaslanmig ve birbiriyle benzer
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sonuclar elde edilmistir. Euler-Bernoulli kiris teorisine dayali kompozit
kiriglerin serbest titresim frekanslarinin Timoshenko kiris teorisine dayali
kompozit kirislerin serbest titresim frekanslarindan yiiksek ¢iktigi

gbozlemlenmistir.

Bundan sonra ki caligmalarda farkli tipte ki elemanlarda ve yiiksek mertebe

teorilerde problem ¢oziimleri yapilarak ¢aligmalara devam edilmesi diisiiniilmektedir.
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EKLER

EK-1 Euler-Bernoulli Kirisi Statik Analizin Fortran Programinda Yazilimi

Sabit kesitli, uniform yayil yiik etkisi altindaki lamine kompozit kiriglerin statik
ve dinamik analizleri Fortran Power Station 4.0 programi yardimi ile
gerceklestirilmigtir.  Gateaux diferansiyel metodu ile elde edilen fonksiyonellere
uygulanan karisik sonlu elemanlar yontemi sonucu bulunan eleman matrislerinin
¢Ozlimii, yazilan bu programla yapilmistir.

Program genel olarak dort dosyadan olusmaktadir. Bunlar; “.Dat” uzantili iki
adet veri dosyasi, “.For” uzantili programin yazildigi dosya ve son olarak “.Son”
uzantili sonug dosyasidir.

Programa ait akis semas1 Sekil EK-1.1.’de gosterilmektedir.

BASLANGIC
DATA
ELEMAN MATRISI
KODLAMA
SISTEM MATRISI
STATIK COZUM DINAMIK COZUM
DENKLEM OZDEGER
SONUC SONUC

Sekil EK-1.1. Programa ait akis semast
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Fortran 4.0 ortaminda bilgisayar programinin nasil yapildigin1 gostermesi

acisindan, programin baslangic kismindan alman kiigiik bir kisim Sekil EK-1.2°de

gosterilmektedir.

s, Microsoft Developer Studio - [COMKIRIS.for *]

File Edit View Insert Build Teecls Window Help
2| E[@| 2 B0 o8| [Te2 =] &R [
& | k| ||| @] [FPsanBosksonine  ~ g[Ta[ 5[50 36
T o — C EULER-EERNOULLI FIRISLERI STATIE ANALIZ
#-§@: Foran P C DEGISKEN SAYISI 2
+-§® Getting § C ========Ffilme etki=i altindaki Kompozit Kiris problemi
G M5 Deve g==========1% 042010 =aat:l3.00
+- @ Pragramr E
5 @ Referenc IMPLICIT DOUELE FRECISION (A-H,0-Z)
+- @ IMSL Lib DIMENSION COR(100) WODE{100,2),.JDEG(100.2) HTE(2)
- Samples JSE(4.4),5(400000%, GH{500, 500, YH(4) HCODE(4).J0(2)
+-® Buld Enc - . ICOMMTP(10,2),Z(10) TETA(10)
# @ Fotran 9 OFEN (UHIT=6 FILE='COMEIRIS SOM' ACCESS='SEQUENTIAL' STATUS='OLD')
#1-§@: Readme OFEN (UNIT=5,FILE='COMKIRIS.DAT',ACCESS='SEQUENTIAL',STATUS="0LD"}
% Capyright OPEN (UNIT=2,FILE='ICOMMTP.DAT' A ACCESS='SEQUENTIAL' STATUS='OLD'
c DATA MDUG, MAXE, MDIE MAXS-G0, 15,70, 100000~
C
o
C MDUG : MAKSIMUM DUGUM HOKTASI SATISI
C HST  : BIR DUGUM NOKTASINDAKI BILINMEVEN SAYISI
C HDIK : MAKSIMUM ELEMAN SAYISI
C MDEG : MAKSIMUM DEGISKEN SAYISI
C ISHTP  : MESHET TIPLERI
C HTE . MESWET TIPI VE KQSULU
C NIT . BIR ELEMANDAKI DUGUM NOKTASI SAVISI
C HOS  : QZEL MESHET SAYISI
C TS . MESHET TIPI SAVISI
C
TOL=0.000000000001
NULL=0
HST=2
NIT=2
HS=MST*NJT
NYUK=1
HTS=3
CALL COMDGM(COR.E. h, b P12 P21, A4 NULL NODE,JDEG,HST,
HD HTS WTK.HE. NS, ICOMMTE, LN TETA)
CALL COMRITLE (E.h.b.P12,P21,AA SE,IN.Z.TETA}
- - CALL COMSYS (WODE,ME,SE.MST,NJT,WCODE, JO.JDEG, GH, WS, ¥H.S.
! WYUK, hd)
‘@Infn‘v"iew ‘,—. B e TR PP e | — et MATODTOTRT WATTITD

Analize baglamadan Once istenilen bilgilerin girdisi

Sekil EK-1.2. Ana programdan alinan pencere

“,Dat”

uzantili alt

programla gerceklestirilir. Malzeme sabitleri (elastisite modiilii, poisson orani, kayma

modili v.b.), kirig kalinligi, mesnet tipi, tabaka acilari, eleman sayist dogrultusunda

olusturulacak sonlu eleman matrisinin alt data girisi yapilir. Ornek olarak Sekil EK-

1.3.’de programdan bir alint1 gosterilmektedir.
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s, Microsoft Developer Studio - [COMKIRTBET.DAT]

File Edit View Inset Build Tools Window Help
B[ |Q|@| ¢ [%[@] <f¢| 2] FE2 =1 &3 e
| = ol | @ [FPs a0Books Onine <1 eh| a0 | B[

——— ELAS h b HOS F1z2 P21 13 G23
+- @ Fariran P 25. 0.1 0.2 2 0.25 .01 0.g 0.2
- §® Getting 5 WX ZL LW TEZ
- § M5 Deve 17 L. 4 1.

- e Programr TABAKAYA AIT EETA ACILARI

+-§ Referenc

+ @ IM5L Lib MESHET KOSULLARI(cubuk oldufundan baslangig we bitis mesnetleri vazildi)
+ % Samples %

+ Build Erre "

=& Fortran 3 ETE_TK

+ @ Readme ’

+ @ Copyrighl

Sekil EK-1.3. Data alt programu veri girisi

Analiz sonunda sonu¢ dosyasinda yer alan verileri gostermek amaciyla Sekil

EK-1.4.de programdan bir alint1 gésterilmistir.

"5, Microsoft Developer Studio - [COMKIRTBT.SON]

File Edit View Insert Build Tools Window Help

2| =@ B | =[] [TE2 = &% Sl [=
[ =] red| || | [FPS 40 Books Oriine =1 a|5nl= z¢|
— 011= . 2G50BE+02 012= . 2506E+00 Q22= . 1003E+01 Q55=  SO00E+00
+ e Fortran P
+ e Getting 5
+- G MS Deve tabaka MATRISI
=)@ Programr — . S000E-01 —.2500E-01 . 0O000E+00
+ e Referenc
= IMSL Lib QC= | 2506E+0Z QG=  S000E+00 cC= . 0000E+00 doc= . 0000E+00
+ e Samples
+- @ Build Enc QC= . 1003E+01 QG= . 2000E+00 cC= . 9000E+02 deo= (1571E+01
+1- @ Farlran 3 Di1l= .9190E-03 D11S= .1838E-02 ALF= .G441E+03
+ e Readme
+ e Copyrighl
ASE= _1458E-01 AE5S= | 2917E-01 BET= .3429E+02
w M Q fi
1 _O000E+00 . SO00E+00 —. 1000E+01 . 0000E+00
2 —.2438E+01 . 4388E+00 — 9375E+00 .1631E+02
3 — . 6O00E+01 . 3828E+00 — 87S50E+00 . 2990E+02
4 —.9902E+01 . 3294E+00 — 8125E+00 . 4237E+02
5 —.1473E+02 . 2813E+00 — 7500E+00 . G237E+02
6 —.1965E+02 . 2357E+00 — GB7SE+00 . 6153E+02
7 —.2532E+02 . 1953E+00 — G250E+00 . 6B845E+02
8 —.3087E+02 . 1576E+00 — S5625E+00 . 7484E+02
9 —.3704E+02 . 12G50E+00 — S000E+00 . 7923E+02
10 — . 4291E+02 . 9505E-01 — 4375E+00 .8338E+02
11 — 4930E+02 . 7031E-01 — 37S50E+00 .857G5E+02
12 — 5524E+02 . 4B18E-01 — 3125E400 .8819E+02
13 — 6163E+02 . 3125E-01 —. 2500E+00 .8909E+02
14 — G745E+02 1693E-01 — 1875E+00 9034E+02
15 — 7370E+02 . 7813E-02 — 1250E400 .9030E+02
16 — . 7929E+02 . 1302E-02 — 6250E-01 .9090E+02
17 — 8531E+02 .0000E+00 . 0000E+00 . 9045E+02
_‘ L bovutsuz w
B Infaview J‘_I_I

Sekil EK-1.4. Sonug dosyasi
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EK-2 Azaltilms Rijitlik ve Doniisiim Matrisi Ifadeleri

Denklem (3.45) de kullanilan azaltilmis rijitlik ifadesinin acik hali EK-2.1°de
tanimlanmastir.

(k) (k) = (k) (k)

) E, 0 _ Up'E () E,
Qﬂ( = ). ()’ Q' = (), (k) ’ Q' = . EK-2.1
1-v, 0y 1-v,'0y 1-v,'0y ( )

k k k K k k
Qz(se) = Gl(z): Qz(m) :Gés)’ Qs(,s) =G1(3)

Denklem (3.46) da kullanilan doniisim matrislerinin agik hali EK-2.2’de

gosterilmistir.

Q,, =Q,, cos* 8+2(Q,, +2Q,,)sin’ @cos’ 8+ Q,, sin* &
11 11 12 66 22
Q,, = (Q, +Q,, —4Q,)sin’ Gcos’ H+Q, (sin* & +cos* )
Q.,, =Q,,sin*0+2(Q,, +2Q.,)sin’ Ocos’ & +Q,, cos* &
22 11 12 66 22
Qs = (Q, —Q, +2Q45)sinOcos’ O+ (Qy, —Q,, +2Qy,)sin’ Hcos @
Qze = (Q11 -Qu+ 2Q65)3in3 9C059+(Q12 -Q,, +2Q66)sin dcos’ 6
Qq = (Q, +Q,, —2Q,, —2Q,,)sin” #cos” O + Q, (sin* 0 +cos” )
Q. =Q,, cos’ 6+Q,sin’ 8
Q, = Q. cos’#+Q,,sin’ 0
645 = (Q55 _Q44)5in gcoso

(EK-2.2)
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