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1. GİRİŞ

Bilindiği üzere reel sayılar, rasyonel terimli Cauchy dizilerinin limit noktasıolarak

tanımlanırlar. Dolayısıyla bir reel sayıverildiğinde bu reel sayıya yakınsayan bir

rasyonel dizi inşa etmek önemli matematik problemlerinden biridir. Bu problem

literatürde rasyonel yaklaşım problemi olarak bilinmektedir. Verilen bir reel sayının

rasyonel yaklaşımları, sürekli kesirler yardımıyla elde edilebilir.

Bu tezde amacımız, bir genel sürekli kesir verildiğinde bu sürekli kesirin ne tür bir

reel sayıya yakınsayacağınıbulmak ve sürekli kesirin yaklaşımlarından elde edilen

bağıntılarıgöz önüne alarak tanımlanan dizilerin yakınsaklık özelliklerini incelemek-

tir. Bu problem oldukça genel olup, biz bu çalı̧smada özel durumlarda çözüm ara-

yacağız. Bahsettiğimiz amaçlar doğrultusunda, sürekli kesirin ne tür bir reel sayıya

yakınsayacağınıbulmak reel sayıların tasnifi açısından oldukça önemlidir. Ayrıca

bu çalı̧smada bulunacak sonuçlar bilgisayarlarda sayıtemsili problemine de önemli

katkısağlayacaktır.

Bu tez beş bölümden oluşmaktadır. İlk bölüm giri̧s kısmına ayrılmı̧stır. İkinci

bölümde rekürans bağıntılar hakkında genel bilgiler verilecek ve periyodik rekürans

bağıntılar tanıtılacaktır. Üçüncü bölümde sürekli kesirler hakkında genel bilgiler

verilecektir. Daha sonra sürekli kesirler ile continuantlar arasındaki ili̧ski anlatıla-

caktır. Dördüncü bölümde periyodik sürekli kesirlerin yakınsaklı̆gı ve periyodik

rekürans bağıntılar ile arasındaki ili̧ski incelenecektir. Periyodik rekürans dizilerin

bazıterimlerinin oranlarının yakınsaklı̆gıüzerinde elde edilen sonuçlar verilecektir.

Son olarak periyodik rekürans bağıntılar üzerinde bazı sonuçlar elde edilecektir.

Beşinci bölüm tartı̧sma ve sonuç kısmına ayrılmı̧stır.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bir dizi tanımlamak için en etkili yollardan biri, rekürans bağıntılar yardımı ile

diziyi tanımlamaktır. Rekürans bağıntılar, dizinin her bir teriminin kendisinden

önceki terimlere bağlı olarak ifade edilmesiyle oluşan bağıntılardır. Bu bölümde

öncelikle lineer rekürans bağıntılar hakkında genel bilgiler verilecek ve sonra peri-

yodik rekürans bağıntılar tanıtılacaktır.

2.1 Lineer Rekürans Bağıntılar

Bir rekürans bağıntının lineer olması, dizinin her bir teriminin kendisinden önceki

terimlerin lineer kombinasyonu olarak ifade edilmesi demektir. Lineer rekürans

bağıntılar homojen ve homojen olmayan lineer rekürans bağıntılar olmak üzere ikiye

ayrılır. Bu tezde lineer homojen rekürans bağıntılar göz önüne alınacaktır.

Tanım 2.1 (Lineer Homojen Rekürans Bağıntı) k ∈ Z+ olmak üzere a1, a2, ...,

ak ∈ R ve ak 6= 0 olsun. Her n ≥ k için,

un = a1un−1 + a2un−2 + ...+ akun−k (2.1)

şeklinde tanımlanan bağıntıya sabit katsayılılineer homojen rekürans bağıntıdenir

(Everest vd. 2003).

un terimi, dizinin kendisinden önceki k-tane terim ile ifade edildiğinden bu lineer

rekürans bağıntının derecesi k dır.

Bir dizi tanımlayabilmek için, (2.1) şeklindeki bir lineer rekürans bağıntının u0, u1, ...,

uk−1 şeklinde k-tane başlangıç koşuluna sahip olmasıgerekir. O halde, bir lineer

rekürans dizisi aşağıdaki şekilde tanımlanır.

Tanım 2.2 (Lineer Rekürans Dizisi) u0, u1, ..., uk−1 başlangıç koşullarıile (2.1)
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homojen lineer rekürans bağıntısını sağlayan {un} dizisine lineer rekürans dizisi

denir (Everest vd. 2003).

Her ne kadar rekürans bağıntılar yardımıile bir dizi tanımlamak etkili bir yol olsa da,

bu dizi ile çalı̧smak kolay olmayabilir. Örneğin, Fibonacci dizisinin 1000. terimini

hesaplamak için F0, F1, F2, ..., F999 terimi hesaplamak gerekir. Dolayısıyla dizinin

genel terimini veren bir formül inşa etmek çok önemlidir. Bu formülü elde etmek,

lineer rekürans bağıntısınıçözmeye dayanmaktadır. Bir lineer rekürans bağıntının

çözümü aşağıdaki şekilde elde edilir.

(2.1) bağıntısında, un yerine xn yazılırsa;

xn = a1x
n−1 + a2x

n−2 + ...+ akx
n−k (2.2)

elde edilir.

(2.2) eşitliğinin her iki tarafıxn−k ya bölünür ve ifade düzenlenirse;

xk − a1x
k−1 − a2x

k−2 − ...− ak = 0 (2.3)

elde edilir. (2.3) denklemine; (2.1) reküransının karakteristik denklemi denir.

p (x) := xk − a1x
k−1 − a2x

k−2 − ...− ak (2.4)

polinomuna ise (2.1) reküransının karakteristik polinomu denir.

λ1, karakteristik polinomun bir kökü ise λ
n
1 , (2.1) homojen lineer rekürans bağın-

tısınısağlar. Ayrıca {un} ve {u′n} dizileri (2.1) homojen lineer rekürans bağıntısını

sağlıyorsa bu dizilerin lineer kombinasyonu da yine (2.1) bağıntısınısağlar. O halde

(2.1) denkleminin bütün çözümleri aşağıdaki şekilde elde edilir.

Teorem 2.1 λ1, λ2, ..., λk karakteristik polinomun birbirinden farklıkökleri veA1, A2,

..., Ak sabit katsayılar olmak üzere karakteristik denklemin genel çözümü
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un = A1λ
n
1 + A2λ

n
2 + ...+ Akλ

n
k (2.5)

şeklindedir (Everest vd. 2003).

O halde lineer rekürans bağıntıyıçözmek karakteristik denklemin çözümlerinin bu-

lunmasına ve reküransın başlangıç koşullarınısağlayacak şekilde Ai katsayılarının

belirlenmesine dayanır. Burada belirtilmelidir ki, karakteristik denklemin k-tane

farklıçözümü olmasıdurumunda bu metod kullanılır. Eğer karakteristik denklemin

katlıkökü varsa durum deği̧sir. Katlıkök durumunda genel çözümün nasıl bulu-

nacağınıifade etmek için önce lineer rekürans dizisinin üreteç fonksiyonunun nasıl

elde edileceğini açıklayalım.

Bilindiği üzere üreteç foksiyonlarılineer homojen rekürans bağıntılarıçözmek için

en güçlü tekniklerden biridir.

p (x) := xk − a1x
k−1 − ...− ak

karakteristik polinomunun katsayılarının ters sırada yazılmasıyla elde edilen polinom

h (x) := 1− a1x− ...− akxk

olmak üzere {un} dizisinin üreteç fonksiyonu aşağıdaki şekilde elde edilir.

Teorem 2.2 {un} dizisinin üreteç fonksiyonu f (x) :=
∑∞

n=0 unx
n olsun. Bu du-

rumda g (x) , derecesi en fazla k − 1 olan bir polinom olmak üzere

f (x) =
g (x)

h (x)
(2.6)

dir (Alf Van der Poorten 1989).
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İspat. m ≥ k için,

f (x) = u0 + u1x+ u2x
2 + ...+ umx

m + ...

xf (x) = u0x+ u1x
2 + u2x

3 + ...+ um−1x
m + ...

x2f (x) = u0x
2 + u1x

3 + u2x
4 + ...+ um−2x

m + ...

...

xkf (x) = u0x
k + u1x

k+1 + u2x
k+2 + ...+ um−kx

m + ...

yazılabilir.

f (x), h (x) polinomu ile çarpılırsa;

(
1− a1x− a2x

2 − ...− akxk
)
f (x)

= u0 + (u1 − a1u0)x+ (u2 − a1u1 − a2u0)x2

+...+ (um − a1um−1 − ...− akum−k)xm + ...

elde edilir. {un} , lineer rekürans dizisi olduğundan xm nin katsayısı0 dır. Geriye

kalan polinoma g (x) denilirse, g (x) in derecesi en fazla k − 1 olur ve

(
1− a1x− a2x

2 − ...− akxk
)
f (x) = g (x)

yazılabilir.

O halde {un} dizisinin üreteç fonksiyonu

f (x) =
g (x)

1− a1x− ...− akxk

olarak elde edilir.

Son olarak lineer homojen rekürans bağıntının çözümü üreteç fonksiyonu yardımıyla

gösterilecektir.

Teorem 2.3 t ≤ k için, (2.4) karakteristik polinomunun birbirinden farklıkökleri

λ1, λ2, ..., λt olsun. Her i (1 ≤ i ≤ t) için, λi kökünün katlılık derecesi mi, mi ≥ 1,
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m1 +m2 + ...+mt = k ve qi (m) , derecesi en fazla mi−1 olan polinom olmak üzere;

un = q1 (n)λn1 + q2 (n)λn2 + ...+ qt (n)λnt (2.7)

dir (Alf Van der Poorten 1989).

İspat. (2.4) karakteristik polinomunun birbirinden farklıkökleri λ1, λ2, ..., λt olduğun-

dan

p (x) = (x− λ1)m1 (x− λ2)m2 ... (x− λt)mt

şeklinde yazılır. Bu durumda

h (x) = (1− λ1x)m1 (1− λ2x)m2 ... (1− λtx)mt

dir. Basit kesirlere ayırma metodu kullanılırsa,

g (x)

h (x)
=

t∑
i=1

mi∑
j=1

Ai,j

(1− λix)j

olacak şekilde A1,1, ..., A1,m1 ;A2,1, ..., A2,m2 , ...;At,1, ... , At,mt katsayılarıbulunabilir.

mi∑
j=1

Ai,j

(1− λix)j

ifadesinde xn nin katsayısı,

mi∑
j=1

Ai,j

(
n+ j − 1

j − 1

)
λni =: qi (n)λni

dir. Burada qi (n) derecesi en fazla mi − 1 olan polinomdur. O halde

f (x) =
g (x)

h (x)

⇒
∞∑
n=0

unx
n =

∞∑
n=0

(
t∑
i=1

mi∑
j=1

Ai,j

(
n+ j − 1

j − 1

)
λni

)
xn

6



⇒
∞∑
n=0

unx
n =

∞∑
n=0

(
t∑
i=1

qi (n)λni

)
xn

⇒ un =

t∑
i=1

qi (n)λni

dir.

Sonuç olarak,

un = q1 (n)λn1 + q2 (n)λn2 + ...+ qt (n)λnt

elde edilir.

Fibonacci dizisi ve Lucas dizisi için karakteristik denklemin çözümü aşağıdaki şekilde

elde edilir.

Örnek 2.1 Fibonacci dizisi F0 := 0, F1 := 1 başlangıç koşullarıve n ≥ 2 için

Fn = Fn−1 + Fn−2

rekürans bağıntısıyla tanımlanır.

Fibonacci dizisinin karakteristik denklemi x2 − x− 1 = 0 ve genel çözümü

xn = A1α
n + A2β

n (2.8)

formundadır. Burada α ve β, x2 − x− 1 karakteristik polinomunun kökleridir.

Yani α = 1+
√

5
2

(altın oran) ve β = 1−
√

5
2

dir.

A1 ve A2 katsayılarını bulmak için F0 = 0 ve F1 = 1 başlangıç koşulları (2.8)

eşitliğinde yerine yazılırsa; A1 + A2 = 0(
1+
√

5
2

)
A1 +

(
1−
√

5
2

)
A2 = 1

elde edilir.

Cramer metodundan yararlanarak, A1 = 1√
5
ve A2 = −1√

5
olarak bulunur.

7



O halde genel çözüm her n > 0 doğal sayısıiçin

Fn =
αn − βn

α− β

olarak elde edilir. Bu çözüm ilk kez Fransız matematikçi Binet tarafından 1843

yılında elde edildiğinden, bu çözüme Fibonacci sayılarıiçin Binet formülü denir.

Fibonacci dizisinde başlangıç koşullarının 2 ve 1 olarak deği̧stirilmesiyle elde edilen

diziye ise Lucas dizisi denir ve {Ln} ile gösterilir. Lucas dizisinin karakteristik

denklemi ile Fibonacci dizisinin karakteristik denklemi eşit olduğundan L0 := 2 ve

L1 := 1 başlangıç koşulları(2.8) eşitliğinde yerine yazılırsa, Lucas dizisi için Binet

formülü

Ln = αn + βn

olarak elde edilir.

Son olarak, Teorem 2.3’den Fibonacci dizisinin üreteç fonksiyonu

∞∑
n=0

Fnx
n =

x

1− x− x2

ve Lucas dizisinin üreteç fonksiyonu

∞∑
n=0

Lnx
n =

2− x
1− x− x2

olarak elde edilir (Vajda 1989, Koshy 2001).

2.2 Periyodik Rekürans Bağıntılar

Fibonacci dizilerinin çeşitli genelleştirmeleri bir çok yazar tarafından elde edilmi̧s ve

elde edilen bu dizilerin özellikleri incelenmi̧stir (Horadam 1961, Krassimir vd. 1985,

Vajda 1989, Koshy 2001, Falcon ve Plaza 2007).

Edson ve Yayenie (2009), Fibonacci dizilerinin yeni bir genelleştirmesini lineer rekürans

dizilerinden farklıolarak k-tane bağıntıya sahip olacak şekilde tanımlamı̧slardır.
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Fibonacci dizilerinin yeni bir genelleştirmesi olan bu diziler, lineer olmayan rekürans

bağıntılarda kullanılan k-tane reel parametreye bağlıolarak tanımlanırlar. Lineer

olmayan bu rekürans bağıntılara katsayılarısabit olmayan lineer rekürans bağıntılar

gözüyle bakılabilecektir. Ayrıca bu dizilerin katsayılarısabit olacak şekilde bir lineer

rekürans bağıntıyısağladıklarıgösterilecektir.

Bu dizilerin en genel hali "Koşullu Lineer Rekürans Dizileri" olarak isimlendirilmi̧stir

(Panario vd. 2014). Bu tez boyunca bütünlük olmasıaçısından, bu tip bağıntılara

periyodik rekürans băgıntılar ve başlangıç koşullarıile birlikte bu bağıntılarısağlayan

dizilere ise periyodik rekürans dizileri adıverilecektir.

Tanım 2.3 (k-Periyotlu Fibonacci Dizisi) a0, a1, ..., ak−1 ∈ R\{0} olmak üzere,

q0 := 0, q1 := 1 başlangıç koşullarıve n ≥ 2 için

qn :=



a0qn−1 + qn−2, n ≡ 0 (mod k)

a1qn−1 + qn−2, n ≡ 1 (mod k)
...

ak−1qn−1 + qn−2, n ≡ k − 1 (mod k)

(2.9)

bağıntısınısağlayan {qn} dizisine k-periyotlu Fibonacci dizisi denir (Edson vd. 2011).

Burada a0, a1, ..., ak−1 in her farklı seçili̧si için yeni bir dizi elde edilir. Örneğin;

a0 = a1 = ... = ak−1 = 1 olarak alındı̆gında Fibonacci dizisi, a0 = a1 = ... = ak−1 = 2

olarak alındı̆gında Pell dizisi elde edilir.

Edson ve Yayenie (2009) tarafından, k = 2 durumu için {qn} dizisinin üreteç fonksi-

yonu
∞∑
n=0

qnx
n =

x (1 + a0x− x2)

1− (a0a1 + 2)x2 + x4

ve Binet formülü

ξ (n) :=

 0, n çift

1, n tek

9



olmak üzere

qn =

(
a

1−ξ(n)
0

(a0a1)b
n
2 c

)
αn − βn

α− β

şeklinde elde edilmi̧stir. Burada

α =
a0a1+
√

(a0a1)2+4a0a1
2

ve β =
a0a1−
√

(a0a1)2+4a0a1
2

,

x2 − a0a1x− a0a1

polinomunun kökleridir. Edson ve Yayenie (2009), {qn} dizisi için üreteç fonksiy-

onunun ve Binet formülünün bulunmasınıaçık problem olarak bırakmı̧slardır ve bu

problem Edson vd. (2011) ve Şahin (2011a) tarafından çözülmüştür. Şahin (2011a)

diğerlerinden farklıolarak continuantlar yardımıile bu problemi çözmüştür.

Daha sonra Yayenie (2011), başlangıç koşullarıQ0 := 0, Q1 := 1 olmak üzere

Qn :=

 a0Qn−1 + b0Qn−2, n çift

a1Qn−1 + b1Qn−2, n tek
, n ≥ 2 (2.10)

dizisini tanımlamı̧stır. {Qn} dizisinin üreteç foksiyonu

∞∑
n=0

Qnx
n =

x (1 + a0x− b0x
2)

1− (a0a1 + b0 + b1)x2 + b0b1x4

ve Binet formülü

Qn =
a

1−ξ(n)
0

(a0a1)b
n
2 c

(
αb

n
2 c (α + b1 − b0)n−b

n
2 c − βb

n
2 c (β + b1 − b0)n−b

n
2 c

α− β

)

olarak elde edilmi̧stir. Burada

α =
a0a1+b0−b1+

√
(a0a1+b0−b1)2+4a0b0b1

2
ve β =

a0a1+b0−b1−
√

(a0a1+b0−b1)2+4a0b0b1
2

,

x2 − (a0a1 + b0 − b1)x− a0b0b1

polinomunun kökleridir.
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Bu çalı̧smadan bağımsız olarak, Şahin (2011b) aynıgenelleştirmeyi yapmı̧s ve Binet

formülünü farklıα ve β deği̧skenlerine bağlıolarak

Q2n = a0
αn − βn

α− β

Q2n+1 =
αn+1 − βn+1

α− β − a1
αn − βn

α− β

şeklinde elde etmi̧stir. Burada

α =
a0a1+b0+b1+

√
(a0a1+b0+b1)2−4b0b1

2
ve β =

a0a1+b0+b1−
√

(a0a1+b0+b1)2−4b0b1
2

,

x2 − (a0a1 + b0 + b1)x+ b0b1

polinomunun kökleridir.

Son olarak Panario vd. (2013) tarafından, (2.10)’da tanımlanan dizi aşağıdaki şe-

kilde genelleştirilmi̧stir. Bu tezde bütünlük olmasıaçısından bu dizilere k-Periyotlu

Genel Fibonacci Dizisi adıverilecektir.

Tanım 2.4 (k-Periyotlu Genel Fibonacci Dizisi) a0, a1, ..., ak−1, b0, b1, ..., bk−1 ∈

R\{0} olmak üzere v0, v1 keyfi başlangıç koşullarıve n ≥ 2 için

vn :=



a0vn−1 + b0vn−2, n ≡ 0 (mod k)

a1vn−1 + b1vn−2, n ≡ 1 (mod k)
...

ak−1vn−1 + bk−1vn−2, n ≡ k − 1 (mod k)

(2.11)

bağıntısınısağlayan {vn} dizisine k-Periyotlu Genel Fibonacci Dizisi denir (Panario

vd. 2013).

{vn} dizisinde, başlangıç koşullarıv0 = 0, v1 = 1 ve katsayılar a0 = a1 = ... = ak−1 =

b0 = b1 = ... = bk−1 = 1 olarak alınırsa; Fibonacci dizisi elde edilir.
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Aşağıda verilecek olan teoremlerde K1 ve K2 genelleştirilmi̧s continuantlar olmak

üzere

A := K1 + b1K2 B :=
∏k−1

r=0
br (2.12)

olarak göz önüne alınacaktır. 3.bölümde genelleştirilmi̧s continuant kavramı ve

aşağıdaki teoremin ispatıayrıntılıbir şekilde anlatılacaktır.

Teorem 2.4 n ≥ 2k için, {vn} dizisi

vn = Avn−k − (−1)k Bvn−2k (2.13)

lineer rekürans bağıntısınısağlar (Panario vd. 2013).

Teorem 2.5 {vn} dizisinin üreteç fonksiyonu

G (x) =

∑k−1
i=0

(
vix

i + (vk+i − Avi)xk+i
)

1− Axk + (−1)k Bx2k
(2.14)

dir (Panario vd. 2013).

İspat. {vn} dizisinin üreteç fonksiyonu G (x) olmak üzere

G (x) =

∞∑
m=0

vmx
m

dir. i = 0, 1, 2, ..., k − 1 için

Gi (x) :=

∞∑
m=0

vmk+ix
mk+i

olarak alınırsa;

G (x) =

k−1∑
i=0

Gi (x)

yazılabilir.(
1− Axk + (−1)k Bx2k

)
Gi (x) hesaplanırsa ve katsayılar eşitlenirse; Teorem 2.2
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kullanılarak

Gi (x) =
vix

i + (vk+i − Avi)xk+i

1− Axk + (−1)k Bx2k

elde edilir.

Teorem 2.6 α ve β, p (z) = z2 − (−1)k Az + (−1)k B polinomunun kökleri olmak

üzere; {vn} dizisinin Binet formülü

vmk+i = (−1)k(m+1)

(
αm − βm

α− β vk+i −B
αm−1 − βm−1

α− β vi

)
(2.15)

dir (Panario vd. 2013).

İspat.

α :=
(−1)kA+

√
A2−4(−1)kB

2
ve β :=

(−1)kA−
√
A2−4(−1)kB

2
(2.16)

olduğundan;

α + β = (−1)k A, α− β =

√
A2 − 4 (−1)k B, αβ = (−1)k B,

(−1)k Aαm = αm+1 + βαm, (−1)k Aβm = βm+1 + αβm

elde edilir.

Yukarıdaki eşitliklerden ve (2.14)’den yararlanarak

Gi (x) =
vix

i + (vk+i − Avi)xk+i

1− Axk + (−1)k Bx2k

=
xi
(
vi + (vk+i − Avi)xk

)
α− β

(
α

1− (−1)k αxk
− β

1− (−1)k βxk

)

= xi
(
vi + (vk+i − Avi)xk

) ∞∑
m=0

(−1)mk
(
αm+1 − βm+1

)
α− β xmk

= xi

( ∞∑
m=0

(−1)mk
(
αm+1 − βm+1

)
vi

α− β xmk

+

∞∑
m=0

(−1)mk
(
αm+1 − βm+1

)
(vk+i − Avi)

α− β xmk+k

)
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= xivi +

( ∞∑
m=1

(−1)mk
(
αm+1 − βm+1

)
vi

α− β xmk

+ (−1)k
∞∑
m=1

(−1)mk (αm − βm) (vk+i − Avi)
α− β xmk

)

= xivi +
∞∑
m=1

(−1)mk
(

(−1)k
(αm − βm)

α− β vk+i

−

(
(−1)k Aαm − αm+1

)
−
(

(−1)k Aβm − βm+1
)

α− β vi

xmk+i

=

∞∑
m=0

(−1)mk
(

(−1)k
(αm − βm)

α− β vk+i − (−1)k
βαm − αβm

α− β vi

)
xmk+i

=
∞∑
m=0

(−1)mk+k

(
αm − βm

α− β vk+i −B
αm−1 − βm−1

α− β vi

)
xmk+i

elde edilir.
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3. RASYONEL YAKLAŞIMLAR

Bilindiği üzere reel sayılar, rasyonel terimli Cauchy dizilerinin limit noktasıolarak

tanımlanırlar. Dolayısıyla bir reel sayıverildiğinde bu reel sayıya yakınsayan bir

rasyonel dizi inşa etmek önemli matematik problemlerinden biridir. Bu problem,

literatürde rasyonel yaklaşım problemi olarak bilinmektedir. Verilen bir reel sayının

rasyonel yaklaşımlarısürekli kesirler yardımıyla elde edilebilir. Bu bölümde önce-

likle sürekli kesirler hakkında genel bilgiler verilecektir. Daha sonra continuant

kavramıtanıtılacak ve continuantlar ile sürekli kesirler arasındaki ili̧ski anlatılacak-

tır. Son olarak, continuantlar yardımıile periyodik rekürans dizilerin sağladı̆gılineer

rekürans bağıntının elde edili̧si gösterilecektir.

3.1 Sürekli Kesirler

Bir çok teoremin ispatında kullanılan Euclid Bölme Algoritması, sayılar teorisinde

çok önemli bir yere sahip olan sürekli kesirlerin ortaya çıkmasında oldukça önemli

bir rol oynar. Bölme algoritmasına uygulanan yeni bakı̧s açısısayesinde, her reel

sayıyısürekli kesirler ile ifade edilebilecektir.

Tanım 3.1 (Basit Sürekli Kesir) a0 ∈ Z, a1, a2, ... ∈ Z+ olmak üzere;

a0 +
1

a1 + 1
a2+ 1

a3+
1

...

(3.1)

şeklindeki ifadeye sonsuz basit sürekli kesir denir ve kısaca [a0; a1, a2, ...] ile gösterilir

(Rosen 2005).

Ayrıca, (3.1) deki ifadenin terimleri sonlu ise;

a0 +
1

a1 + 1
a2+...

+ 1

an−1+ 1
an
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şeklindeki ifadeye sonlu basit sürekli kesir denir ve kısaca [a0; a1, a2, ..., an] ile gös-

terilir (Rosen 2005).

Teorem 3.1 Her rasyonel sayı, sonlu basit sürekli kesir olarak ifade edilebilir (Rosen

2005).

İspat. q > 0 ve p, q ∈ Z olmak üzere, Euclid Bölme Algoritmasından dolayı;

p = a0q + r1 0 < r1 < q,

q = a1r1 + r2 0 < r2 < r1,

r1 = a2r2 + r3 0 < r3 < r2,
...

rn−2 = an−1rn−1 + rn 0 < rn < rn−1,

rn−1 = anrn

yazılabilir. Bu denklemler düzenlendiğinde;

p
q

= a0 + r1
q

0 < r1
q
< 1,

q
r1

= a1 + r2
r1

0 < r2
r1
< 1,

r1
r2

= a2 + r3
r2

0 < r3
r2
< 1,

...
...

rn−2
rn−1

= an−1 + rn
rn−1

0 < rn
rn−1

< 1,

rn−1
rn

= an

elde edilir.

Burada a0 bir tam sayı, a1, a2, ..., an ise yukarıdaki eşitsizliklerden dolayıpozitif tam

sayıdır. Böylece;

p

q
= a0 +

1
q
r1

= a0+
1

a1 + 1
r1
r2

...
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= a0 +
1

a1 + 1
a2+...

+an−1+ 1
an

= [a0; a1, a2, ..., an]

ifadesi elde edilir.

Örnek 3.1 62
23
rasyonel sayısının sürekli kesir olarak ifade edili̧si aşağıdaki şekildedir.

Euclid Bölme Algoritması’ndan yararlanarak,

62 = 2.23 + 16

23 = 1.16 + 7

16 = 2.7 + 2

7 = 3.2 + 1

yazılabilir. Buradan;

62

23
= 2 +

16

23
= 2 +

1
23
16

23

16
= 1 +

7

16
= 1 +

1
16
7

16

7
= 2 +

2

7
= 2 +

1
7
2

7

2
= 3 +

1

2

elde edilir.

Bu denklemler düzendiğinde;

62

23
= 2 +

1
23
16

= 2 +
1

1 + 1
16
7

= 2 +
1

1 + 1
2+ 1

7
2
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= 2 +
1

1 + 1
2+ 1

3+1
2

= [2; 1, 2, 3, 2]

elde edilir (Rosen 2005).

Bir rasyonel sayının sonlu basit sürekli kesir olarak gösterili̧si tek değildir. Gerçek-

ten;

an > 1 ise an = (an − 1) + 1
1
olur ve böylece

p

q
= [a0; a1, a2, ..., an] = [a0; a1, a2, ..., an−1, an − 1, 1]

elde edilir.

an = 1 ise an−1 + 1
an

= an−1 + 1
1

= an−1 + 1 olur ve böylece

p

q
= [a0; a1, a2, ..., an] = [a0; a1, a2, ..., an−2, an−1 + 1]

elde edilir. Bu ifadelerin birindeki terim sayısıtek, diğerindeki terim sayısıise çifttir.

O halde herhangi bir rasyonel sayı, basit sürekli kesir olarak iki farklışekilde ifade

edilebilir.

Örnek 3.2
62

23
= [2; 1, 2, 3, 2]

dir. an = a5 = 2 > 1 ve 2 = 1 + 1
1
olduğundan

[2; 1, 2, 3, 2] = [2; 1, 2, 3, 1, 1]

şeklinde iki türlü ifade edilebilir (Rosen 2005).

Teorem 3.2 Her sonlu basit sürekli kesir, bir rasyonel sayıbelirtir (Rosen 2005).

İspat. İspat tümevarım ile yapılacaktır.
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[a0; a1, a2, ..., an] sonlu basit sürekli kesirini gözönüne alalım.

n = 1 için,

[a0; a1] = a0 +
1

a1

=
a0a1 + 1

a1

ve a0a1+1
a1
∈ Q dir.

n = k için, a0 ∈ Z ve a1, a2, ..., ak ∈ Z+olmak üzere; [a0; a1, a2, ..., ak] sürekli kesiri

bir rasyonel sayıbelirtsin.

n = k + 1 için,

[a0; a1, a2, ..., ak+1] = a0 +
1

[a1; a2, ..., ak, ak+1]

dir. Tümevarım hipotezinden [a1; a2, ..., ak, ak+1] sürekli kesiri rasyoneldir. Bu du-

rumda; s 6= 0 için

[a1; a2, ..., ak, ak+1] =
r

s

olacak şekilde r, s ∈ Z vardır. O halde

[a0; a1, a2, ..., ak+1] = a0 +
1
r
s

=
a0r + s

r

ve a0r+s
r
∈ Q dir.

Örnek 3.3 [1; 3, 2, 4] basit sürekli kesirinin, bir rasyonel sayıolarak ifade edili̧si

1 +
1

3 + 1
2+ 1

4

= 1 +
1

3 + 1
9
4

= 1 +
1

3 + 4
9

=
40

31

şeklindedir (Rosen 2005).

Tanım 3.2 (k-inci Yaklaşım) 0 ≤ k ≤ n olmak üzere; Ck := [a0; a1, a2, ..., ak]

ifadesine [a0; a1, a2, ..., an] sürekli kesirinin k-inci yaklaşımıdenir (Rosen 2005).

Örnek 3.4

1 +
1

2 + 1
3
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sürekli kesirinin ikinci yaklaşımı;

C0 = 1,

C1 = 1 +
1

2
=

3

2
,

C2 = 1 +
1

2 + 1
3

=
10

7

dir.

Lemma 3.1 Ck, [a0; a1, a2, ..., an] sürekli kesirin k-inci yaklaşımıolsun. 0 ≤ k ≤ n

için, {Ak} ve {Bk} dizileri

A0 := a0, A1 := a0a1 + 1, Ak := akAk−1 + Ak−2, k ≥ 2

B0 := 1, B1 := a1, Bk := akBk−1 +Bk−2, k ≥ 2

rekürans bağıntılarıile tanımlansın.

i) Ck = Ak
Bk

ii) AkBk−1 − Ak−1Bk = (−1)k−1

iii) ebob(Ak, Bk) = 1

iv) Ck − Ck−1 = (−1)k−1

BkBk−1
, 1 ≤ k ≤ n

v) Ck − Ck−2 = (−1)kak
BkBk−2

, 2 ≤ k ≤ n

vi) C0 < C2 < C4 < ... < C5 < C3 < C1

özellikleri sağlanır (Rosen 2005).

Teorem 3.3 Ck := [a0; a1, a2, ..., ak] k-inci yaklaşım olsun. Bu durumda α ∈ R için;

lim
k→∞

Ck = α

dir (Rosen 2005).

İspat. Monoton azalan ve alttan sınırlıher reel sayıdizisi yakınsaktır.

O halde Lemma 3.1(v)’den dolayı, {C2n+1}n≥0 azalan bir dizi ve C0 bir alt sınır
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olduğundan

lim
n→∞

C2n+1 = α1

olacak şekilde bir α1 reel sayısıvardır.

Monoton artan ve üstten sınırlıher reel sayıdizisi yakınsaktır. O halde Lemma

3.1(v)’den dolayı, {C2n}n≥0 artan bir dizi ve C1 bir üst sınır olduğundan

lim
n→∞

C2n = α2

olacak şekilde bir α2 reel sayısıvardır. Lemma 3.1(iii)’den

C2n+1 − C2n =
A2n+1

B2n+1

− A2n

B2n

=
A2n+1B2n − A2nB2n+1

B2n+1B2n

=
1

B2n+1B2n

Her k için; Bk > k olduğu için;

C2n+1 − C2n =
1

B2n+1B2n

<
1

(2n+1)2n

dir. Buradan

lim
n→∞

C2n+1 − C2n = 0

dir. Yani α1 = α2 elde edilir.

Bundan sonra α = [a0; a1, a2, ...] yazıldı̆gında, bu limit değeri anlaşılacaktır.

Teorem 3.4 Her irrasyonel sayı, sonsuz basit sürekli kesir olarak ifade edilebilir

(Rosen 2005).

İspat. α ∈ R−Q ve α0 := α olsun.

α reel sayısına eşit veya α reel sayısından küçük olan en büyük tam sayıyıbαc ile

gösterelim.
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k = 0, 1, 2, ... için {ak} dizisi

ak := bαkc , αk+1 :=
1

αk − ak

rekürans bağıntısıyla tanımlansın. Bu durumda α = [a0; a1, a2, ...] olduğunu göstere-

lim.

α0 irrasyonel olduğundan;

α0 6= a0 = bα0c ve α1 :=
1

α0 − a0

⇒ α0 = a0 +
1

α1

dir. αk irrasyonel olsun. Bu durumda;

αk 6= ak ve αk+1 :=
1

αk − ak
⇒ αk = ak +

1

αk+1

dir.

αk+1 rasyonel olsa; αk da rasyonel olur. Bu ise iddia ile çeli̧sir. O halde αk+1

de irrasyoneldir. Yani ∀k ∈ Z için αk irrasyonel ve ak tamsayıdır. Dolayısıyla

αk − ak 6= 0 dır.

ak < αk < ak + 1

⇒ 0 < αk − ak < 1

⇒ αk+1 =
1

αk − ak
> 1

⇒ ak+1 = bαk+1c ≥ 1

Böylece a1, a2, ... ∈ Z+ olduğu görülür.

αk := ak + 1
αk+1

rekürans bağıntısının ard arda kullanılmasıyla;

α = α0 = a0 +
1

a1 + 1
a2+ 1

a3+...
+ 1

ak+
1

αk+1

= [a0; a1, a2, ..., ak, αk+1]
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elde edilir. Buradan;

α = [a0; a1, a2, ..., ak, αk+1] =
αk+1Ak + Ak−1

αk+1Bk +Bk−1

dir. Böylece;

α− Ck =
αk+1Ak + Ak−1

αk+1Bk +Bk−1

− Ak
Bk

=
−(AkBk−1 − Ak−1Bk)

(αk+1Bk +Bk−1)Bk

=
− (−1)k−1

(αk+1Bk +Bk−1)Bk

αk+1Bk +Bk−1 > ak+1Bk +Bk−1 = Bk+1

⇒ |α− Ck| <
1

BkBk+1

⇒ 0 < |α− Ck| <
1

BkBk+1

<
1

k(k+1)

⇒ lim
k→∞

Ck = α

⇒ [a0; a1, a2, ...] = α

elde edilir.

Örnek 3.5 α =
√

2 irrasyonel sayısının, sonsuz basit sürekli kesir olarak ifade edili̧si

aşağıdaki şekildedir.

a0 =
⌊√

2
⌋

= 1, α1 =
1√

2− 1
=
√

2 + 1,

a1 =
⌊√

2 + 1
⌋

= 2, α1 =
1(√

2 + 1
)
− 2

=
1√

2− 1
=
√

2 + 1,

a2 =
⌊√

2 + 1
⌋

= 2, α3 =
1(√

2 + 1
)
− 2

=
√

2 + 1 = α1.

Buradan;
√

2 = 1 +
1

2 + 1
2+ 1

2+ 1

...
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= [1; 2, 2, 2, ...]

elde edilir.

Teorem 3.5 Her sonsuz basit sürekli kesir, bir irrasyonel sayıbelirtir (Rosen 2005).

İspat. a0 ∈ Z, a1, a2, ... ∈ Z+ olsun. Bu durumda [a0; a1, a2, ...] nın irrasyonel

olduğu gösterilmelidir.

α := [a0; a1, a2, ...]

ve α ’nın k-inci yaklaşımı

Ck := [a0; a1, a2, ..., ak] =
Ak
Bk

olsun. n ∈ Z+ için Lemma 3.1(v)’den

C2n < α < C2n+1

yazılabilir. Buradan;

0 < α− C2n < C2n+1 − C2n

elde edilir. Lemma 3.1(iii)’den

C2n+1 − C2n =
1

B2n+1B2n

olduğu bilinmektedir. Buradan;

0 < α− C2n < C2n+1 − C2n

⇒ 0 < α− A2n

B2n

<
1

B2n+1B2n

⇒ 0 < αB2n − A2n <
1

B2n+1

yazılır.
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Kabul edelim ki b 6= 0 olmak üzere; α := a
b
∈ Q olsun. Bu durumda

0 < αB2n − A2n <
1

B2n+1

⇒ 0 <
aB2n

b
− A2n <

1

B2n+1

⇒ 0 < aB2n − bA2n <
b

B2n+1

elde edilir.

∀n ∈ Z+ için B2n+1 > 2n + 1 olduğundan, B2n0+1 > b olacak şekilde bir n0 ∈ Z+

bulunabilir. Buradan b
B2n0+1

< 1 olur. Yani

0 < aB2n0 − bA2n0 <
b

B2n0+1

< 1

elde edilir. Bu ise;

∀n ∈ Z+ için B2n0 − bA2n0 ∈ Z

olmasıyla çeli̧sir. O halde α irrasyoneldir.

Sonuç olarak; bir α reel sayısıverildiğinde, bu reel sayıya kaŗsılık gelen sürekli kesir

algoritma yardımı ile belirlenebilir. Fakat her reel sayı için bu gösterimi bulmak

kolay değildir. Çünkü paydayı rasyonelleştirmek zor olduğundan, bαkc değerinin

hesaplanmasıkolay değildir. Tersine; sonsuz basit sürekli kesirin belirttiği reel sayıyı

bulmanın genel bir algoritmasıyoktur. Şimdi kuadratik irrasyonel sayılar için bu zor-

luğu ortadan kaldıran çok önemli bir teorem ifade edilecektir. Bunun için öncelikle

periyodik basit sürekli kesir ve kuadratik irrasyonel sayıkavramlarıtanımlanacaktır.

Tanım 3.3 (Periyodik Basit Sürekli Kesir) n ∈ Z+,∀n ≥ N için an = an+k

olacak şekilde ∃ N, k ∈ Z+ ise; [a0; a1, a2, ...] sonsuz basit sürekli kesirine periyodik

basit sürekli kesir denir ve

[a0; a1, a2,...aN−1, aN , aN+1, ..., aN+k−1]
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ile gösterilir (Rosen 2005).

Eğer k = 0, 1, 2, ... için ak = an+k olacak şekilde ∃ n ∈ Z+ ise, [a0; a1, a2, ...] sonsuz

basit sürekli kesirine pür-periyodik sürekli kesir denir ve

[a0; a1, a2,...an−1]

ile gösterilir (Rosen 2005).

Tanım 3.4 (Kuadratik İrrasyonel Sayı) A 6= 0 ve A,B,C ∈ Z olsun. B2−4AC

kare çarpansız tamsayıve B2 − 4AC > 0 olmak üzere

Aα2 +Bα + C = 0

kuadratik denkleminin kökü olan

α =
−B ±

√
B2 − 4AC

2A

sayısına kuadratik irrasyonel sayıdenir (Rosen 2005).

Teorem 3.6 (Lagrange Teoremi)

α, periyodik basit sürekli kesirdir⇐⇒ α, kuadratik irrasyonel sayıdır

(Rosen 2005).

İspat.

α = [a0; a1, a2, ..., aN−1, aN , aN+1, ..., aN+k]

periyodik basit sürekli kesirini göz önüne alalım.

β := [aN ; aN+1, ..., aN+k]

olsun.
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Bu durumda β = [aN ; aN+1, ..., aN+k, β] yazılabilir.

[aN ; aN+1, ..., aN+k] sürekli kesirinin yaklaşımları
Ak
Bk
ve Ak−1

Bk−1
olmak üzere

β =
βAk + Ak−1

βBk +Bk−1

yazılabilir. Son denklem

Bkβ
2 + (Bk−1 − Ak) β − Ak−1 = 0

şeklinde tamsayıkatsayılıkuadratik denkleme dönüşür ve buradan β kuadratik ir-

rasyonel sayıdır.

[a0; a1, a2, ..., aN−1] sürekli kesirinin yaklaşımlarıAN−1
BN−1

ve AN−2
BN−2

olmak üzere

α = [a0; a1, a2, ..., aN−1, β]

=
βAN−1 + AN−2

βBN−1 +BN−2

yazılabilir. β kuadratik irrasyonel sayıolduğundan, α da kuadratik irrasyonel sayı

olarak elde edilir.

α kuadratik irrasyonel sayıolduğunda, α nın periyodik basit sürekli kesir açılımına

sahip olacağının ispatı fazla bilgi gerektirdiğinden burada yapılmayacaktır. İspat

için Rosen (2005) kaynağına bakılabilir.

Örnek 3.6 x =
[
3; 1, 2

]
periyodik sürekli kesiri göz önüne alındı̆gında; y =

[
1; 2
]

olmak üzere x = [3; y] yazılabilir.

y =
[
1; 2
]
⇒ y = [1; 2, y]

olduğundan, buradan

y = 1 +
1

2 + 1
y

=
3y + 1

2y + 1

⇒ 2y2 − 2y − 1 = 0, y > 0

⇒ y =
1 +
√

3

2
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dir.

x = [3; y]

⇒ x = 3 +
1

y

⇒ x = 3 +
2

1 +
√

3
=

4 +
√

3

2

elde edilir (Rosen 2005).

Aşağıdaki teorem, α irrasyonel sayısının sonsuz basit sürekli kesir açılımındaki yak-

laşımların α ya olan en iyi rasyonel yaklaşımlar olduğunu ifade eder. Yani, Ak
Bk

kesiri α reel sayısına paydasıBk dan küçük olan herhangi bir rasyonel sayıdan daha

yakındır.

Teorem 3.7 α bir irrasyonel sayı olmak üzere α nın sonsuz basit sürekli kesir

açılımının yaklaşımlarıAk
Bk
olsun. Bu durumda, A ∈ Z ve B ∈ Z+ için

∣∣∣∣α− A

B

∣∣∣∣ < ∣∣∣∣α− Ak
Bk

∣∣∣∣⇒ B > Bk

dır (Rosen 2005).

Tanım 3.5 (Genel Sürekli Kesir) {ak} ve {bk} sayıdizileri olmak üzere;

a0 +
b1

a1 + b2
a2+

b3

...

=:

[
a0 +

b1

a1+

b2

a2+
...

]
(3.2)

şeklindeki ifadeye genel sürekli kesir denir (Wall 1948).

Şimdi bir genel sürekli kesirin yaklaşımlarının pay ve paydalarının sağladı̆gırekürans

bağıntılarıelde edelim.
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(3.2) genel sürekli kesirinin yaklaşımları

a0

1
,

a0 +
b1

a1

=
a0a1 + b1

a1

,

a0 +
b1

a1 + b2
a2

=
a2 (a0a1 + b1) + b2a0

a2a1 + b2

,

a0 +
b1

a1 + b2
a2+

b3
a3

=
a3 (a2 (a0a1 + b1) + b2a0) + b3 (a0a1 + b1)

a3 (a2a1 + b2) + b3a1

,

...

şeklindedir.

Burada A0 := a0, B0 := 1 ve A1 := a0a1 + b1, B1 := a1 denilirse, yaklaşımlar

C0 : =
A0

B0

=
a0

1
,

C1 : =
A1

B1

=
a0a1 + b1

a1

,

C2 : =
A2

B2

=
a2 (a0a1 + b1) + b2a0

a2a1 + b2

C3 : =
A3

B3

=
a3 (a2 (a0a1 + b1) + b2a0) + b3 (a0a1 + b1)

a3 (a2a1 + b2) + b3a1

,

...

şeklinde ifade edilebilir.

O halde tümevarım ile gösterilebilir ki, bir genel sürekli kesirin k-inci yaklaşımının

pay ve paydalarık ≥ 2 için

Ak = akAk−1 + bkAk−2 (3.3)

Bk = akBk−1 + bkBk−2 (3.4)

bağıntılarınısağlar.

Şimdi bir genel sürekli kesir verildiğinde, onu ∀k ∈ Z+ için bk = 1 olacak şekildeki

bir sürekli kesire dönüştürebileceğimizi gösteren bir algoritma gösterilecektir.
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Teorem 3.8 ∀k ∈ Z+ için bk sıfırdan farklıolmak üzere (3.2) genel sürekli kesiri,

a0 +
1

(a1/b1) + 1
(a2b1/b2)+ 1

(a3b2/b3b1)+
1

...

şeklinde bir sürekli kesir olarak ifade edilebilir (Hensley 2006).

İspat. (3.2) genel sürekli kesirinin yaklaşımları

a0

1
,

a0 +
1

a1/b1

=
a0a1 + b1

a1

,

a0 +
1

a1/b1 + 1
a2b1/b2

=
a2 (a0a1 + b1) + b2a0

a2a1 + b2

, ...

şeklinde düzenlenirse;

a0 +
1

(a1/b1) + 1
(a2b1/b2)+ 1

(a3b2/b3b1)+
1

...

sürekli kesiri elde edilir.

Burada c1 := a1/b1, c2 := a2b1/b2, c3 := a3b2/b3b1 ve n ∈ Z+ için

c2n :=

a2n

n∏
i=1

b2i−1

n∏
i=1

b2i

ve c2n+1 :=

a2n+1

n∏
i=1

b2i

n+1∏
i=1

b2i−1

dir.

Sonsuz basit sürekli kesir, her zaman irrasyonel bir limite yakınsar. Yani, ∀α ∈ R\Q

için,

lim
k→∞

Ak
Bk

= α

dir. Teorem 3.7’den, bir reel sayıya olan en iyi rasyonel yaklaşımlar, o reel sayının

sonsuz basit sürekli kesir gösterimindeki yaklaşımlarıdır. Fakat genel sürekli kesir
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durumunda bu limit her zaman var olmak zorunda değildir. Dolayısıyla bu limitin

ne zaman var olduğunu bilmek de çok önemlidir.

Aşağıda bir genel sürekli kesirin ne zaman yakınsak olacağı ile ilgili bilinen bazı

teoremler ispatsız olarak verilmi̧stir. Periyodik genel sürekli kesirin yakınsak olması

için gerek ve yeter şartıifade eden teorem (Wall 1948) ispatıile birlikte 4.bölümde

verilecektir.

Teorem 3.9 {ak} sayıdizisi olsun. Eğer
∑∞

i=1 |ai| <∞ ise;

1

a1 + 1
a2+ 1

a3+
1

...

sürekli kesiri yakınsak değildir.

Bu teorem Stern (1860) ve Stolz (1886) tarafından elde edilmi̧stir (Hensley 2006).

Teorem 3.10 {ak} ve {bk} pozitif tamsayıdizisi olmak üzere;

b1

a1 + b2
a2+

b3

a3+
...

sürekli kesirinin yakınsak olmasıiçin gerek ve yeter şart

∞∑
n=1

b1b3...b2n−1

b2b4...b2n

a2n

∞∑
n=0

b2b4...b2n

b1b3...b2n+1

a2n+1

serilerinden en az birinin ıraksak olmasıdır (Chrystal 1964).

Teorem 3.11 {ak} ve {bk} pozitif tamsayıdizileri olmak üzere; her k ∈ Z+ için
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ak ≥ bk ise
b1

a1 + b2
a2+

b3

a3+
...

sürekli kesiri yakınsaktır (Chrystal 1964).

Son olarak literatürde yer alan bazıönemli sürekli kesir örneklerini verelim (Olds

1963).

Örnek 3.7 (Bombelli 1572)

√
13 = 3 +

4

6 + 4
6+ 4

...

Örnek 3.8 (Cataldi 1613)

√
18 = 4 +

2

8 + 2
8+ 2

...

Örnek 3.9 (Wallis 1655)

4

π
=

1× 3× 3× 5× 5× 7× 7× ...
2× 4× 4× 6× 6× 8× 8× ...

Örnek 3.10 (Brouncker 1658)

4

π
= 1 +

1

2 + 32

2+ 52

2+ 72

2+ 92

...
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Örnek 3.11 (Euler 1737)

e− 1 = 1 +
1

1 + 1
2+ 1

1+ 1

1+ 1

4+ 1

...

e = [2; 1, 2, 1, 1, 4, 1, 1, 6, 1, 1, 8, 1, 1, 10, 1, ...]

e = 2.7182818284590...’nin yaklaşımları;

C0 =
2

1
,

C1 =
3

1
,

C2 =
8

3
= 2.6666...,

C3 =
11

4
= 2.75,

C4 =
19

7
= 2.7142857...,

C5 =
87

32
= 2.71875,

C6 =
106

39
= 2.717948717...,

...

şeklindedir.

Örnek 3.12 (Lambert 1766)

ex − 1

ex + 1
=

1
2
x

+ 1
6
x

+ 1
10
x + 1

14
x + 1

...

,

tanx =
1

1
x
− 1

3
x
− 1

5
x−

1
7
x−

1

...
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Örnek 3.13 (Lambert 1770)

π = 3 +
1

7 + 1
5+ 1

15+ 1

1+ 1

292+ 1

...
= [3; 7, 15, 1, 292, 1, 1, 1, 2, 1, 3, ...]

π = 3.14159265358979...’nin ilk 5 yaklaşımı;

C0 = 3,

C1 =
22

7
= 3.14285714...,

C2 =
333

106
= 3.141509433...,

C3 =
355

113
= 3.14159292...,

C4 =
103993

33102
= 3.14159265...,

...

şeklindedir.

Örnek 3.14

1 +
√

5

2
= 1 +

1

1 + 1
1+ 1

1+ 1

1+ 1

1+ 1

...
= [1; 1, 1, 1, 1, 1, ...]

1+
√

5
2
’nin yaklaşımları;

C0 =
1

1
,

C1 =
2

1
,

C2 =
3

2
= 1.5,
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C3 =
5

3
= 1.666...,

C4 =
8

5
= 1.6,

C5 =
13

8
= 1.625,

...

şeklindedir. Pay ve paydadaki sayıların Fibonacci sayılarıolduğu görülebilir.

Örnek 3.15

sinx =
x

1 + x2

(2.3−x2)+ 2.3x2

(4.5−x2)+ 4.5x2

(6.7−x2)+...

Örnek 3.16 (Lambert 1770)

tanx =
x

1− x2

3− x2

5− x2

7− x2

...

Örnek 3.17 (Lambert 1770, Lagrange 1776)

log (1 + x) =
x

1 + 12x

2+ 12x

3+ 22x

4+ 22x

5+ 32x

6+ 32x
7+...

, |x| < 1

Örnek 3.18 (Laplace 1805, Legendre 1826)

∫ x

o

e−u
2

du =

√
π

2
−

1
2
e−x

2

x+ 1
2x+ 2

x+ 3

2x+ 4
x+...

, x > 0
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3.2 Sürekli Kesirler ve Continuantlar Arasındaki İli̧ski

Tanım 3.6 (Continuant) {ak} ve {bk} sayıdizileri olmak üzere,

K (a0, a1, ..., an) :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a0 b1

−1 a1 b2 0

−1 a2 b3

−1 a3
. . .

. . . . . . bn−1

0 −1 an−1 bn

−1 an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(3.5)

şeklindeki üç bant matrisin determinantına continuant denir (Muir 1960).

Continuantlar, genel sürekli kesirlerin yaklaşımlarının pay ve paydalarıolarak ifade

edilirler. Bir genel sürekli kesirin yaklaşımlarıgöz önüne alındı̆gında K () := 1 ve

K (a0) := a0 olmak üzere

K (a0, a1) =

∣∣∣∣∣∣ a0 b1

−1 a1

∣∣∣∣∣∣ = a0a1 + b1

= a1K (a0) + b1K () ,

K (a0, a1, a2) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a0 b1 0

−1 a1 b2

0 −1 a2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = a2 (a0a1 + b1) + b2a0

= a2K (a0, a1) + b2K (a0) ,

...

şeklinde yazılabilir.
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Tümevarım ile gösterilebilir ki, n ≥ 2 için

K (a0, a1, ..., an) = anK(a0, ..., an−1) + bnK(a0, ..., an−2) (3.6)

elde edilir (Muir 1960).

Burada genel sürekli kesirin n-inci yaklaşımının payıolan An değeri için

An = K (a0, a1, ..., an) (3.7)

dir. Benzer şekilde, genel sürekli kesirin n-inci yaklaşımının paydasıolan Bn değeri

için

Bn = K (a1, ..., an) (3.8)

olduğu elde edilebilir.

O halde continuantlar ve genel sürekli kesirler arasındaki ili̧ski

K (a0, a1, ..., an)

K (a1, ..., an)
= a0 +

b1

a1 + b2
a2+...

an−1+
bn
an

(3.9)

şeklinde ifade edilebilir (Muir 1960).

1 ≤ n ∈ Z ve 0 ≤ k ≤ n− 1 için

K (ak, ak+1, ..., an) :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ak bk+1

−1 ak+1 bk+2 0

−1 ak+2 bk+3

−1 ak+3
. . .

. . . . . . bn−1

0 −1 an−1 bn

−1 an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(3.10)
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determinantıson sütuna göre açılıp düzenlenirse;

K (ak, ak+1, ..., an) = anK (ak, ak+1, ..., an−1) + bnK (ak, ak+1, ..., an−2) (3.11)

elde edilir.

(3.10) determinantıilk satıra göre açıldı̆gında, determinant değeri yine deği̧smeye-

ceğinden

K (ak, ak+1, ..., an) = akK (ak+1, ..., an) + bk+1K (ak+2, ..., an) (3.12)

şeklinde yazılabilir.

Ayrıca, (3.10) determinantıile bileşenlerin ters sırada yazılmasıyla elde edilen

K (an, an−1, ..., ak) :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

an bn

−1 an−1 bn−1 0

−1 an−2 bn−2

−1
. . . . . .
. . . ak+2 bk+2

0 −1 ak+1 bk+1

−1 ak

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
determinantıeşit olacağından

K (ak, ak+1, ..., an) = K (an, an−1, ..., ak) (3.13)

yazılabilir (Weld 1893).

(3.5) determinatında i ∈ Z+ için ∀bi = 1 olarak alınırsa, bu continuanta basit con-

tinuant denir ve genel sürekli kesirler ile continuantlar arasındaki ili̧skiye benzer

olarak, herhangi bir basit sürekli kesirin yaklaşımlarıbasit continuantlar cinsinden

ifade edilebilir (Muir 1960).
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Örnek 3.20 Örnek 3.13’de, π’ nin 2. yaklaşımınıgözönüne alalım.

C2 :=
A2

B2

= [3; 7, 15] =
333

106
.

(3.9) eşitliğinden;

K(3, 7, 15)

K (7, 15)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 1 0

−1 7 1

0 −1 15

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 7 1

−1 15

∣∣∣∣∣∣
=

333

106

dir.

3.3 Periyodik Rekürans Bağıntılar için Continuant Yardımı ile Lineer

Rekürans Bulma

Panario vd. (2013), continuant tanımınıgenelleştirerek k-periyotlu diziler için li-

neer rekürans elde etmi̧slerdir. Şimdi genelleştirilmi̧s continuant tanımıve bu tanım

yardımıyla periyodik rekürans bağıntıların sağladı̆gılineer reküransın nasıl elde edile-

ceği gösterilecektir.

Tanım 3.7 (Genelleştirilmi̧s Continuant) 0 ≤ i ∈ Z için, K () := 1, K (ai) := ai

olsun. n ≥ 2 için

K (an, an−1, ..., ai+1, ai) := aiK (an, an−1, ..., ai+2, ai+1) + bi+1K (an, an−1, ..., ai+2)

dir (Panario vd. 2013).

1 ≤ n ∈ Z ve 0 ≤ k ≤ n − 1 için (3.13) eşitliğinden yararlanarak, (3.11) eşitliğini

yeniden düzenlenirse

K(an, an−1, ..., ak) = anK(an−1, ..., ak) + bnK(an−2, ..., ak) (3.14)
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elde edilir (Panario vd. 2013).

Teorem 3.12 Bir k ∈ Z+ için, i = 0, 1, ..., k − 1 olmak üzere

K
(i)
1 : = K (ai, ai−1, ai−2, ..., a1, a0, ak−1, ..., ai+2, ai+1)

K
(i)
2 : = K (ai−1, ai−2, ..., a1, a0, ak−1, ..., ai+2)

tanımlansın. Bu durumda

K
(i)
1 + bi+1K

(i)
2 = K

(i+1)
1 + bi+2K

(i+1)
2

dir (Panario vd. 2013).

İspat. (3.14) eşitliğinden;

K
(i+1)
1 = K (ai+1, ai, ..., ai+3, ai+2)

= ai+1K (ai, ..., ai+3, ai+2) + bi+1K (ai−1, ..., ai+3, ai+2)

yazılabilir.

K
(i+1)
2 = K (ai, ai−1, ..., ai+4, ai+3) olduğundan;

K
(i+1)
1 + bi+2K

(i+1)
2 = ai+1K (ai, ..., ai+3, ai+2) + bi+1K (ai−1, ..., ai+3, ai+2)

+bi+2K (ai, ai−1, ..., ai+4, ai+3) (3.15)

dir.

Genelleştirilmi̧s continuant tanımından;

K
(i)
1 = K (ai, ai−1, ..., ai+2, ai+1)

= ai+1K (ai, ai−1, ..., ai+2) + bi+2K (ai, ai−1, ..., ai+3)

yazılabilir.

K
(i)
2 = K (ai−1, ai−2, ..., ai+3, ai+2) olduğundan;
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K
(i)
1 + bi+1K

(i)
2 = ai+1K (ai, ai−1, ..., ai+2) + bi+2K (ai, ai−1, ..., ai+3)

+bi+1K (ai−1, ai−2, ..., ai+3, ai+2) (3.16)

dir. (3.15) ve (3.16) eşitlikleri kullanılarak teoremin ifadesi elde edilir.

K1 := K
(0)
1 = K (a0, ak−1, ak−2,..., a2,a1)

K2 := K
(0)
2 = K (ak−1, ak−2,..., a2)

(3.17)

olarak tanımlanırsa, Teorem 3.12’den

K
(i)
1 + bi+1K

(i)
2 = K1 + b1K2

elde edilir.

Teorem 2.4’de, periyodik rekürans bağıntıların sağladı̆gılineer reküransın continu-

antlar yardımıile

vn = (K1 + b1K2) vn−k − (−1)k (b0b1b2...bk−1) vn−2k, n ≥ 2k

şeklinde elde edilebileceği ifade edilmi̧sti (Panario vd. 2013). Şimdi bu teoremin

ispatıverilecektir.

İspat. (Teorem 2.4’ün ispatı) {vn} dizisinin tanımından,

vmk+i = aivmk+i−1 + bivmk+i−2 = K (ai) vmk+i−1 + biK () vmk+i−2

yazılabilir.

vmk+i−1 = ai−1vmk+i−2 + bi−1vmk+i−3 yazılarak eşitlik tekrar düzenlenirse;

vmk+i = (aiai−1 + bi) vmk+i−2+bi−1aivmk+i−3 = K (ai, ai−1) vmk+i−2+bi−1K (ai) vmk+i−3
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elde edilir.

Bu şekilde devam edildiğinde;

vmk+i = K (ai) vmk+i−1 + biK () vmk+i−2

= K (ai, ai−1) vmk+i−2 + bi−1K (ai) vmk+i−3

= K (ai, ai−1, ai−2) vmk+i−3 + bi−2K (ai, ai−1) vmk+i−4

...

= K (ai, ai−1, ai−2, ..., ai+2, ai+1) vmk+i−k

+bi+1K (ai, ai−1, ai−2, ..., ai+2) vmk+i−k−1

= K
(i)
1 vmk+i−k + bi+1K (ai, ai−1, ai−2, ..., ai+2) vmk+i−k−1 (3.18)

elde edilir.

{vn} dizisinin tanımından ve mk + i− 2k + 2 ≡ i+ 2 (mod k) olduğundan;

bi+2vmk+i−2k = vmk+i−2k+2 − ai+2vmk+i−2k+1

= K () vmk+i−2k+2 −K (ai+2) vmk+i−2k+1

yazılabilir. Bu denklem bi+3 ile çarpılıp

bi+3vmk+i−2k+1 = vmk+i−2k+3 − ai+3vmk+i−2k+2

eşitliği kullanılırsa;

bi+2bi+3vmk+i−2k = bi+3vmk+i−2k+2 − ai+2bi+3vmk+i−2k+1

= −K (ai+2) vmk+i−2k+3 + (ai+2ai+3 + bi+3) vmk+i−2k+2

= −K (ai+2) vmk+i−2k+3 +K (ai+3, ai+2) vmk+i−2k+2

elde edilir. Bu şekilde devam edildiğinde;

bi+2vmk+i−2k = K () vmk+i−2k+2 −K (ai+2) vmk+i−2k+1

bi+2bi+3vmk+i−2k = −K (ai+2) vmk+i−2k+3 +K (ai+3, ai+2) vmk+i−2k+2
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bi+2bi+3bi+4vmk+i−2k = K (ai+3, ai+2) vmk+i−2k+4 −K (ai+4, ai+3, ai+2) vmk+i−2k+3

...

bi+2bi+3...bi+kvmk+i−2k = (−1)kK (ai−1, ai−2, ..., ai+3, ai+2) vmk+i−k

+ (−1)k+1K (ai, ai−1, ai−2, ..., ai+3, ai+2) vmk+i−k−1

elde edilir.

Son denklem (−1)k bi+1 ile çarpılıp, indisleri (mod k) ya göre yeniden düzenlendiğinde;

(−1)k b0b1...bk−1vmk+i−2k = bi+1K (ai−1, ai−2, ..., ai+3, ai+2) vmk+i−k

−bi+1K (ai, ai−1, ai−2, ..., ai+3, ai+2) vmk+i−k−1

= bi+1K
(i)
2 vmk+i−k

−bi+1K (ai, ai−1, ai−2, ..., ai+3, ai+2) vmk+i−k−1

(3.19)

elde edilir.

Son olarak; (3.18) ve (3.19) eşitlikleri toplanıp n = mk + i yazıldı̆gında;

vn =
(
K

(i)
1 + bi+1K

(i)
2

)
vn−k + (−1)k+1 (b0b1...bk−1) vn−2k

= (K1 + b1K2) vn−k + (−1)k+1 (b0b1...bk−1) vn−2k

teoremin ifadesi elde edilmi̧s olur.
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4. PERİYODİK REKÜRANS BAĞINTILAR VE YAKINSAKLIK

ÖZELLİKLERİ

Bu bölümde periyodik genel sürekli kesirin yakınsak olmasıiçin gerek ve yeter şartı

ifade eden teorem (Wall 1948) verilecektir. Periyodik rekürans bağıntılar açısından

verilecek olan teorem büyük bir önem taşımaktadır. Bu teoremden yararlanarak,

periyodik genel sürekli kesire kaŗsılık gelen periyodik rekürans dizileri elde edile-

cektir. Daha sonra elde edilen periyodik rekürans dizilerinin bazıterimlerinin oran-

larının yakınsaklı̆gıincelenecektir. Son olarak, Fibonacci dizilerinin bir genelleştirmesi

olan periyodik rekürans bağıntılar üzerinde çeşitli sonuçlar elde edilecektir. Bu

sonuçlar, daha önce elde edilen sonuçlarıkapsamaktadır.

4.1 Periyodik Genel Sürekli Kesirlerin Yakınsaklı̆gı

k ∈ Z+, a1, a2, ..., ak ∈ C ve b1, b2, ..., bk ∈ C\ {0} olmak üzere;

b1

a1 + b2

a2+
...+ bk

ak+
b1

a1+
...+ bk

ak+
b1

a1+
...

=:

[
b1

a1+

b2

a2+
...
bk
ak

]
(4.1)

şeklinde verilen periyodik genel sürekli kesiri göz önüne alalım.

Bu sürekli kesirin hangi koşullar altında yakınsak olacağınıeğer yakınsak ise hangi

değere yakınsayacağınıgösteren teoremi ispatlamak için gerekli olan bazıönbilgileri

sunalım.

Tanım 4.1 (Lineer Kesirli Dönüşüm) w kompleks deği̧sken, a, b, c, d ∈ C keyfi

sabitler ve det (ad− bc) 6= 0 olmak üzere;

s = s (w) =
aw + b

cw + d
(4.2)
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şeklinde tanımlanan kompleks fonksiyona lineer kesirli dönüşüm denir.

Lineer kesirli dönüşümlerin kümesi, fonksiyonların bileşke i̧slemine göre bir gruptur

ve sürekli kesirler, lineer kesirli dönüşümlerin bileşkeleri olarak ifade edilebilirler.

τ 0 (w) : = a0 + w

τ 1 (w) : =
b1

a1 + w

τ 2 (w) : =
b2

a2 + w
...

şeklinde tanımlanan basit lineer kesirli dönüşümlerin dizisi göz önüne alınırsa;

s1 (w) : = τ 0 ◦ τ 1 (w) = a0 +
b1

a1 + w

s2 (w) : = τ 0 ◦ τ 1 ◦ τ 2 (w) = a0 +
b1

a1 + b2
a2+w

...

sn (w) : = τ 0 ◦ τ 1 ◦ ... ◦ τn (w) = a0 +
b1

a1 + b2

a2+
...

+ bn
an+w

yazılabilir.

Bu durumda An ve Bn sürekli kesirin n-inci yaklaşımının pay ve paydalarıolmak

üzere

sn (w) =
An−1w + An
Bn−1w +Bn

olarak ifade edilir (Wall 1948).

O halde, (4.1) periyodik genel sürekli kesiri

s = s (w) =
b1

a1 + b2

a2+
...+ bk

ak+w
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lineer kesirli dönüşüm tarafından üretilir ve bu dönüşüm

s = s (w) =
Ak−1w + Ak
Bk−1w +Bk

(4.3)

şeklinde yazılabilir.

b1, b2, ..., bk sıfırdan farklıolduğundan, (4.3) lineer kesirli dönüşümün determinantı

Ak−1Bk − AkBk−1 = (−1)k b1b2...bk

sıfırdan farklıdır.

(4.3) lineer kesirli dönüşümün sabit noktaları,

x =
Ak−1x+ Ak
Bk−1x+Bk

olacak şekildeki x noktalarıdır. Başka bir deyi̧sle, sabit noktalar

Bk−1x
2 + (Bk − Ak−1)x− Ak = 0

kuadratik denkleminin kökleri olan x1 ve x2

x1 =
− (Bk − Ak−1) +

√
(Bk − Ak−1)2 + 4AkBk−1

2Bk−1

(4.4)

x2 =
− (Bk − Ak−1)−

√
(Bk − Ak−1)2 + 4AkBk−1

2Bk−1

(4.5)

lerdir.

Eğer x1 ve x2 sonlu ise yani, Bk−1 6= 0 ise f := s (∞) = Ak−1
Bk−1

sonludur ve bu

durumda s = s (w) dönüşümü

1

s− x1

=
1

w − x1

+
1

f − x1

, x1 = x2 (4.6)

s− x1

s− x2

=
f − x1

f − x2

.
w − x1

w − x2

, x1 6= x2 (4.7)
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şeklinde yazılabilir.

s = sn (w) dönüşümü, s = s (w) dönüşümünün n defa ard arda uygulanmasıyla elde

edilir ve bu durumda (4.6) ve (4.7) eşitlikleri

1

s− x1

=
1

w − x1

+
n

f − x1

, x1 = x2 (4.8)

s− x1

s− x2

=

(
f − x1

f − x2

)n
.
w − x1

w − x2

, x1 6= x2 (4.9)

şeklinde yazılabilir.

Teorem 4.1 a1, a2, ..., ak ∈ C ve b1, b2, ..., bk ∈ C\ {0} olmak üzere x1 ve x2, (4.3)

lineer kesirli dönüşümün sabit noktaları olsun. Cn, (4.1) sürekli kesirinin n-inci

yaklaşımıolsun. Bu durumda, (4.1) sürekli kesirinin yakınsak olmasıiçin gerek ve

yeter koşul x1 ve x2 sonlu sayılarının aşağıdaki koşullardan birini sağlamasıdır:

(i) x1 = x2 veya

(ii) |Ck−1 − x2| > |Ck−1 − x1| , Cp 6= x2, p = 0, 1, 2, ..., k − 1.

Eğer bu sürekli kesir yakınsak ise, yakınsadı̆gıdeğer x1 dir (Wall 1948).

İspat.

Cnk+p = sn (Cp) , p = 0, 1, 2, ..., k − 1 ve n = 1, 2, 3, ... (4.10)

olduğu göz önüne alınırsa, Cp = x1 olması için gerek ve yeter şart Cnk+p = x1

olmasıdır.

Bunun için aşağıdaki dört durum incelenmelidir.

1. Durum: s (w) nun bir sabit noktası∞ daki nokta olsun.

(4.3) ve determinant formülünden dolayıBk−1 = 0 ve Ak−1 6= 0 olduğu durumda

Ck−1 = ∞ elde edilir. (4.10) eşitliğinden, Cnk+k−1 = ∞ elde edilir ve böylece (4.1)

sürekli kesiri ıraksaktır.

2. Durum: x1 ve x2 sabit noktalarısonlu ve x1 = x2 olsun.

Bu durumda; (4.8) ve (4.10) dan;

1

Cnk+p − x1

=
1

Cp − x1

+
n

Ck−1 − x1

(4.11)
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yazılabilir. Burada Ck−1 = s (∞) sonlu ve x1 değerinden farklıdır. Eğer Cp = x1 ise

Cnk+p = x1 dir. Eğer Cp 6= x1 ise Cnk+p 6= x1 dir. (4.11) eşitliğinde limit alınırsa;

lim
n→∞

Cnk+p = x1

elde edilir. Bu durumda (4.1) sürekli kesiri yakınsaktır ve yakınsadı̆gıdeğer x1 dir.

3. Durum: x1 ve x2 sabit noktalarısonlu ve |Ck−1 − x2| > |Ck−1 − x1| olsun.

Bu durumda; (4.9) ve (4.10) dan;

Cnk+p − x1

Cnk+p − x2

= KnCp − x1

Cp − x2

, K :=
Ck−1 − x1

Ck−1 − x2

(4.12)

ve hipotezden dolayı|K| < 1 dir. Eğer Cp 6= x2 ise; (4.12) den

Cnk+p − x1 = εn (Cnk+p − x2) ,

lim
n→∞

εn = 0

dir. Böylece eğer |εn| < 1 ise,

Cnk+p − x1 =
εn

1− εn
(x1 − x2)

ve buradan

lim
n→∞

Cnk+p = x1

elde edilir ve (4.1) sürekli kesir yakınsaktır.

Diğer taraftan, eğer Cp = x2 ise, bu durumda

Cnk+p = sn (Cp) = sn (x2) = x2

dir. Ck−1,lineer kesirli dönüşümünün sabit noktasıolmadı̆gından Ck−1 6= x2 ve

lim
n→∞

Cnk+k−1 = x1 6= x2

elde edilir. Böylece (4.1) sürekli kesiri ıraksaktır.
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4. Durum: x1 ve x2 sabit noktalarısonlu, x1 6= x2 ve |Ck−1 − x2| = |Ck−1 − x1|

olsun.

Bu durumda; (4.12) eşitliğinden; |K| = 1 ve K 6= 1 dir. K, K2, K3, ... dizisi iki

farklılimit noktasına sahiptir. (4.12) eşitliğinde p = k − 1 yazılırsa; Cnk−1 dizisi iki

farklılimit noktasına sahip olacağından (4.1) sürekli kesiri ıraksaktır.

Bu dört durum ile olasıbütün ihtimaller incelendiğinden ispat tamamlanmı̧s olur.

Şimdi Teorem 4.1’den yararlanarak bir sonuç elde edilecektir. Bu sonuç, a1, a2, ..., ak,

b1, b2, ..., bk ∈ R\ {0} olmak üzere k = 2 durumu için {vn} periyodik rekürans

dizisinin sağladı̆gılineer reküransın katsayılarıolan A ve B değerlerinin durumuna

göre periyodik genel sürekli kesirin yakınsaklık durumunu inceleme imkanısağlaya-

caktır.

K1 ve K2 (3.17) şeklinde tanımlanan genelleştirilmi̧s continuantlar, Ak ve Bk (4.1)

periyodik genel sürekli kesirinin yaklaşımlarının pay ve paydalarıolsun.

K1 ve K2 genelleştirilmi̧s continuantları

K1 = K (ak, ak−1, ..., a2, a1)

K2 = K (ak−1, ak−2, ..., a2)

şeklinde yazılabilir.

(4.1) sürekli kesirinin yaklaşımları continuantlar cinsinden ifade edilirse; (3.7) ve

(3.13) eşitliklerinden

Ak−1 = K (0, a1, ..., ak−1)

= b1K (a2, a3, ..., ak−1)

= b1K (ak−1, ..., a3, a2)

= b1K2

dir.
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Benzer şekilde, (3.8) ve (3.13) eşitliklerinden

Bk = K (a1, ..., ak)

= K (ak, ..., a1)

= K1

dir.

Sonuç olarak

K1 + b1K2 = Bk + Ak−1 (4.13)

elde edilir.

(2.12) eşitliğinden A := Bk + Ak−1 ve B := b1b2...bk olmak üzere

x2 − Ax+ (−1)k B = 0

kuadratik denkleminin kökleri

α′ :=
A+
√
A2−(−1)k4B

2
ve β′ :=

A−
√
A2−(−1)k4B

2
(4.14)

olsun. Bu durumda (4.4) ve (4.5) eşitlikleri düzenlenerek,

x1 =
(Ak−1 −Bk) +

√
(Ak−1 +Bk)

2 − (−1)k 4 (b1b2...bk)

2Bk−1

x2 =
(Ak−1 −Bk)−

√
(Ak−1 +Bk)

2 − (−1)k 4 (b1b2...bk)

2Bk−1

şeklinde yazılabilir. (4.13) ve (4.14) eşitliklerinden yararlanarak

x1 =
Ak−1 − β′

Bk−1

(4.15)

x2 =
Ak−1 − α′
Bk−1

(4.16)

elde edilir.
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Buradan Bk−1 6= 0 olmak üzere

A2 = (−1)k 4B ⇔ α′ = β′ ⇔ x1 = x2

A2 > (−1)k 4B ve A < 0⇒ |α′| < |β′|

A2 > (−1)k 4B ve A > 0⇒ |α′| > |β′|

(4.17)

dir.

Sonuç 4.1
b1

a1 + b2
a2+

b1

a1+
b2

a2+
...

=

[
b1

a1+

b2

a2

]
(4.18)

2-periyotlu genel sürekli kesiri göz önüne alalım.

(i) A2 = 4B ⇒ (4.18) sürekli kesir yakınsaktır ve yakınsadı̆gıdeğer

b1 − a1a2 − b2

2a1

dir.

(ii) A2 > 4B ve A < 0⇒ (4.18) sürekli kesir yakınsaktır ve yakınsadı̆gıdeğer

b1 − a1a2 − b2 −
√

(a1a2 + b1 + b2)2 − 4b1b2

2a1

dir.

(iii) A2 > 4B ve A > 0⇒ (4.18) sürekli kesir yakınsaktır ve yakınsadı̆gıdeğer

b1 − a1a2 − b2 +
√

(a1a2 + b1 + b2)2 − 4b1b2

2a1

dir.

İspat. (4.18) periyodik genel sürekli kesirinin yaklaşımları

C0 =
A0

B0

=
0

1
,
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C1 =
A1

B1

=
b1

a1

,

C2 =
A2

B2

=
a2b1

a1a2 + b2

dir. Buradan A = A1 +B2 = a1a2 + b1 + b2 ve B = b1b2 olarak elde edildir.

(4.14)’den

α′ =
a1a2+b1+b2+

√
(a1a2+b1+b2)2−4b1b2

2
ve β′ =

a1a2+b1+b2−
√

(a1a2+b1+b2)2−4b1b2
2

olarak elde edilir.

(i) A2 = 4B olsun. Bu durumda (4.17)’den x1 = x2 olacağından Teorem 4.1(i) şartı

sağlanır.

Böylece (4.18) periyodik genel sürekli kesir yakınsaktır ve yakınsadı̆gıdeğer

x1 =
A1 − β′

B1

=
b1 − a1a2 − b2

2a1

dir.

(ii) A2 > 4B ve A < 0 olsun. Bu durumda (4.17)’den

|α′| < |β′| ⇒
∣∣∣∣ α′B1

∣∣∣∣ < ∣∣∣∣ β′B1

∣∣∣∣
⇒

∣∣∣∣A1

B1

− A1 − α′
B1

∣∣∣∣ < ∣∣∣∣A1

B1

− A1 − β′

B1

∣∣∣∣
⇒ |C1 − x2| < |C1 − x1|

elde edilir. Hipotezden dolayıC0 6= x1 ve C1 6= x1 olduğundan Teorem 4.1(ii) şartı

sağlanır.

Böylece (4.18) periyodik genel sürekli kesir yakınsaktır ve yakınsadı̆gıdeğer

x2 =
A1 − α′
B1

=
b1 − a1a2 − b2 −

√
(a1a2 + b1 + b2)2 − 4b1b2

2a1

dir.
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(iii) A2 > 4B ve A > 0 olsun. Bu durumda (4.17)’den

|α′| > |β′| ⇒
∣∣∣∣ α′

Bk−1

∣∣∣∣ > ∣∣∣∣ β′

Bk−1

∣∣∣∣
⇒

∣∣∣∣ A1

Bk−1

− A1 − α′
Bk−1

∣∣∣∣ > ∣∣∣∣A1

B1

− A1 − β′

B1

∣∣∣∣
⇒ |C1 − x2| > |C1 − x1|

elde edilir. Hipotezden dolayıC0 6= x2 ve C1 6= x2 olduğundan, Teorem 4.1(ii) şartı

sağlanır.

Böylece (4.18) periyodik genel sürekli kesir yakınsaktır ve yakınsadı̆gıdeğer

x1 =
A1 − β′

B1

=
b1 − a1a2 − b2 +

√
(a1a2 + b1 + b2)2 − 4b1b2

2a1

dir.

Bu tezdeki amaçlarımızdan biri, bir genel sürekli kesir verildiğinde rasyonel dizi inşa

ederek o genel sürekli kesirin yakınsadı̆gı reel sayıyıbelirlemekti. O halde Sonuç

4.1’de, a1, a2, b1, b2 ∈ Z\ {0} olarak alınırsa, rasyonel dizi inşa edilerek verilen genel

sürekli kesirin yakınsadı̆gıreel sayıbelirlenmi̧s olur.

Örnek 4.1 a ∈ Z+ olmak üzere, a1 = a2 = 2a, b1 = b2 = a olsun.

a

2a+ a

2a+
...

sürekli kesiri Sonuç 4.1’den

−a+
√
a2 + a

reel sayısına yakınsar.
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Örnek 4.2 a ∈ Z+ olmak üzere, a1 = a, a2 = 2a, b1 = 3a, b2 = 4a olsun.

3a

a+ 4a
2a+ 3a

a+ 4a

2a+
...

sürekli kesiri Sonuç 4.1’den

−2a− 1 +
√

4a2 + 28a+ 1

2

reel sayısına yakınsar.

Sonuç 4.2 a2, b1 ∈ Z+, b1 = b2 ve a1 = b1k ; ∃k ∈ Z+ olmak üzere; (4.18) sürekli

kesiri
−a2k +

√
a2k (a2k + 4)

2k

kuadratik irrasyonel sayısına yakınsar.

İspat. Teorem 3.8’den, (4.18) periyodik genel sürekli kesiri,

1
a1
b1

+ 1
a2b1
b2

+ 1
a1b2
b21

+ 1
a2b

2
1

b22

+ 1

...

(4.19)

şeklindeki sürekli kesire dönüşür.

Basit sürekli kesirin bileşenlerinin pozitif tamsayı olduğu göz önüne alındı̆gında,

hipotezden a2, b1 ∈ Z+, b1 = b2 ve a1
b1
∈ Z+ olarak alınırsa; (4.19) sürekli kesirinin

bileşenleri pozitif tamsayıolur ve bu sürekli kesir

[
0;
a1

b1

, a2,
a1

b1

, a2,
a1

b1

, ...

]
=

[
0;
a1

b1

, a2

]

şeklinde bir periyodik basit sürekli kesire dönüşür. Lagrange Teoremi’nden, peri-

yodik basit sürekli kesir bir kuadratik irrasyonel sayıya yakınsar. O halde a1 = b1k;
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k ∈ Z+ alınırsa, Sonuç 4.1’den bu sürekli kesir

−a2k +
√
a2k (a2k + 4)

2k

formundaki kuadratik irrasyonel sayıya yakınsar.

Örnek 4.3 a ∈ Z+ olmak üzere, a1 = a, a2 = 2a, b1 = b2 = 1 seçilirse;
[
0; a, 2a

]
periyodik basit sürekli kesiri elde edilir. Sonuç 4.2’den, bu sürekli kesir

−a+
√
a2 + 2

kuadratik irrasyonel sayısına yakınsar.

4.2 Periyodik Genel Sürekli Kesirler ve Periyodik Rekürans Bağıntılar

Arasındaki İli̧ski

Bir genel sürekli kesirin k-inci yaklaşımının pay ve paydaları

A0 := a0, A1 := a0a1 + b1, Ak = akAk−1 + bkAk−2, k ≥ 2

B0 := 1, B1 := a1, Bk = akBk−1 + bkBk−2, k ≥ 2
(4.20)

bağıntılarınısağlar.

(4.20) ifadesinde, Ak ve Bk terimleri kendisinden önceki iki terime ve deği̧sen ak ve bk

katsayılarına bağlıolarak elde edilmektedir. {ak} ve {bk} sabit diziler olarak seçilirse,

(4.20) ifadesi ikinci dereceden bir lineer rekürans băgıntıya dönüşür. Literatürde

bu rekürans bağıntıların bir çok özel hali çalı̧sılmı̧stır. Örneğin; ∀k için ak = 1

ve bk = 1 alındı̆gında, {Ak} dizisi çok yakından bilinen Fibonacci dizisine dönüşür.

{ak} ve {bk} sabit olmayan diziler olarak seçilirse, (4.20) ifadesi ikinci dereceden sabit

katsayılıbir lineer reküransısağlamaz. Fakat bu durum {Ak} ve {Bk} dizilerinin

sabit katsayılıyüksek dereceden bir lineer rekürans bağıntısağlamayacağıanlamına

gelmemektedir.
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Lenstra ve Shallit (1993), bir irrasyonel sayıverildiğinde onun basit sürekli kesir

açılımınıgöz önüne alarak, k ≥ 0 için {Ak} ve {Bk} dizilerinin ne zaman sabit kat-

sayılıbir lineer rekürans bağıntıyısağlayacağınıincelemi̧slerdir ve aşağıdaki sonucu

elde etmi̧slerdir. Bu sonuç aynızamanda kuadratik irrasyonel sayıların bir karak-

terizasyonunu vermesi açısından oldukça önemlidir.

Teorem 4.2 α irrasyonel sayısının basit sürekli kesir açılımı α = [a0; a1, a2, ...]

olsun. k ≥ 0 olmak üzere; {Ak} ve {Bk} dizileri sırasıyla α nın yaklaşımlarının pay

ve paydalarının dizisi olsun. Bu durumda aşağıdaki ifadeler birbirine denktir.

(i) {Ak} dizisi, sabit kompleks katsayılıbir lineer rekürans sağlar.

(ii) {Bk} dizisi, sabit kompleks katsayılıbir lineer rekürans sağlar.

(iii) {ak} dizisi periyodiktir.

(iv) α kuadratik irrasyonel sayıdır (Lenstra ve Shallit 1993).

Şimdi kuadratik irrasyonel sayılar kümesi ile periyodik rekürans dizileri arasındaki

ili̧ski incelenecektir.

Lagrange Teoremi’nden, α nın kuadratik irrasyonel sayıolmasıiçin gerek ve yeter

şart, α’nın periyodik basit sürekli kesir gösterimine sahip olmasıdır. Eğer α kuadratik

irrasyonel sayısı[0, 1) aralı̆gına kısıtlanırsa; α’nın basit sürekli kesir açılımı

α = [0; a1, a2, a3, ..., ak]

şeklindedir. Edson vd. (2011), her kuadratik irrasyonel sayıya kaŗsılık gelen k-

periyotlu Fibonacci dizisinin bulunabileceğini, üstelik bu k-periyotlu dizinin α’nın

yaklaşımları ile elde edilebileceğini ifade etmi̧slerdir. Gerçekten, α’nın yaklaşım-

larının dizisi
A0

B0

,
A1

B1

,
A2

B2

, ...,
An
Bn

, ...

göz önüne alındı̆gında A−2 := 0, A−1 := 1 ve B−2 := 1, B−1 := 0 olmak üzere dizinin
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paylarıve paydaları

An = anAn−1 + An−2, n ≥ 0

Bn = anBn−1 +Bn−2, n ≥ 0

bağıntılarınısağlar. Burada α ya kaŗsılık gelen k-periyotlu Fibonacci dizisinin, α

nın sürekli kesir açılımındaki yaklaşımların paylarından elde edildiği açıktır. İki dizi

için de başlangıç koşullarıve sağladı̆gırekürans bağıntılar aynıdır.

Örnek 4.4 k = 2 olsun. [0; a1, a2] periyodik basit sürekli kesirinin yaklaşımları;

0

1
,

1

a1

,
a2

a1a2 + 1
,

a1a2 + 1

a1 (a1a2 + 1) + a1

,
a2 (a1a2 + 1) + a2

a2 (a2
1a2 + 2a1) + (a1a2 + 1)

, ...

şeklindedir.

Buna kaŗsılık gelen 2-periyotlu Fibonacci dizisi

q0 := 0, q1 := 1, qn =

 a1qn−1 + qn−2, n ≡ 1 (mod 2)

a2qn−1 + qn−2, n ≡ 0 (mod 2)
, n ≥ 2

şeklindedir.

Örnek 4.5 k = 3 olsun. [0; a1, a2, a3] periyodik basit sürekli kesirinin yaklaşımları;

0

1
,

1

a1

,
a2

a1a2 + 1
,

a3a2 + 1

a3 (a1a2 + 1) + a1

,
a1 (a3a2 + 1) + a2

a1 (a3a1a2 + a3 + a1) + (a1a2 + 1)
, ...

şeklindedir.

Buna kaŗsılık gelen 3-periyotlu Fibonacci dizisi

q0 := 0, q1 := 1, qn =


a1qn−1 + qn−2, n ≡ 1 (mod 3)

a2qn−1 + qn−2, n ≡ 2 (mod 3)

a3qn−1 + qn−2, n ≡ 0 (mod 3)

, n ≥ 2

şeklindedir.
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Örnek 4.6 k = 4 olsun. [0; a1, a2, a3, a4] periyodik basit sürekli kesirinin yaklaşım-

ları;

0

1
,

1

a1

,
a2

a1a2 + 1
,

a3a2 + 1

a3 (a1a2 + 1) + a1

,
a4 (a3a2 + 1) + a2

a4 (a3a1a2 + a3 + a1) + (a1a2 + 1)
,

a1 (a4a3a2 + a4 + a2) + a3a2 + 1

a1 (a4a3a1a2 + a4a3 + a4a1 + a1a2 + 1) + (a3a1a2 + a3 + a1)
, ...

şeklindedir.

Buna kaŗsılık gelen 4-periyotlu Fibonacci dizisi

q0 := 0, q1 := 1, qn =



a1qn−1 + qn−2, n ≡ 1 (mod 4)

a2qn−1 + qn−2, n ≡ 2 (mod 4)

a3qn−1 + qn−2, n ≡ 3 (mod 4)

a4qn−1 + qn−2, n ≡ 0 (mod 4)

, n ≥ 2

şeklindedir.

Benzer şekilde Teorem 4.1 göz önüne alındı̆gında, verilen yakınsak bir k-periyotlu

genel sürekli kesire kaŗsılık gelen k-periyotlu genel Fibonacci dizisi için aşağıdaki

sonuç elde edilir.

Sonuç 4.3 (4.1) k-periyotlu genel sürekli kesirine kaŗsılık gelen başlangıç koşulları

v0 := 0, v1 := b1 olacak şekilde bir

vn =



a1vn−1 + b1vn−2, n ≡ 1 (mod k)

a2vn−1 + b2vn−2, n ≡ 2 (mod k)
...

ak−1vn−1 + bk−1vn−2, n ≡ k − 1 (mod k)

akvn−1 + bkvn−2, n ≡ k ≡ 0 (mod k)

, n ≥ 2

k-periyotlu genel Fibonacci dizisi bulunabilir.

İspat. (4.1) k-periyotlu genel sürekli kesirinin yaklaşımlarıgöz önüne alındı̆gında,
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yaklaşımların paylarının dizisi {An} , A0 = 0, A1 = b1 ve n ≥ 2 için

An = anAn−1 + bnAn−2

bağıntısınısağlar.

{vn} , k-periyotlu genel Fibonacci dizisinin başlangıç koşulları v0 := 0, v1 := b1

olacak şekilde seçilirse, bu iki dizi için de başlangıç koşullarıve sağladı̆gırekürans

bağıntılar aynıolmuş olur.

Örnek 4.7 k = 2 olsun.
[

b1
a1+

b2
a2

]
periyodik genel sürekli kesirinin yaklaşımları;

0

1
,
b1

a1

,
a2b1

a1a2 + b2

,
a1 (a2b1) + b2

1

a1 (a1a2 + b2) + b1a1

,
a2 (a1a2b1 + b2

1) + b2 (a2b1)

a2 (a2
1a2 + a1b2 + a1b1) + b2 (a1a2 + b2)

, ...

şeklindedir.

Buna kaŗsılık gelen 2-periyotlu genel Fibonacci dizisi

v0 := 0, v1 := b1, vn =

 a1vn−1 + b1vn−2, n ≡ 1 (mod 2)

a2vn−1 + b2vn−2, n ≡ 0 (mod 2)
, n ≥ 2

şeklindedir.

Örnek 4.8 k = 3 olsun.
[

b1
a1+

b2
a2+

b3
a3

]
periyodik genel sürekli kesirinin yaklaşımları;

0

1
,
b1

a1

,
a2b1

a1a2 + b2

,
a3 (a2b1) + b3b1

a3 (a1a2 + b2) + b3a1

,
a1 (a3a2b1 + b3b1) + b1 (a2b1)

a1 (a3a1a2 + a3b2 + b3a1) + b1 (a1a2 + b2)
, ...

şeklindedir.

Buna kaŗsılık gelen 3-periyotlu genel Fibonacci dizisi

v0 := 0, v1 := b1, vn =


a1vn−1 + b1vn−2, n ≡ 1 (mod 3)

a2vn−1 + b2vn−2, n ≡ 2 (mod 3)

a3vn−1 + b3vn−2, n ≡ 0 (mod 3)

, n ≥ 2

şeklindedir.
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Örnek 4.9 k = 4 olsun.
[

b1
a1+

b2
a2+

b3
a3+

b4
a4

]
periyodik genel sürekli kesirinin yaklaşım-

ları;
0

1
,
b1

a1

,
a2b1

a1a2 + b2

,
a3 (a2b1) + b3b1

a3 (a1a2 + b2) + b3a1

,

a4 (a3a2b1 + b3b1) + b4 (a2b1)

a4 (a3a1a2 + a3b2 + b3a1) + b4 (a1a2 + b2)
, ...

şeklindedir.

Buna kaŗsılık gelen 4-periyotlu genel Fibonacci dizisi

v0 := 0, v1 := b1, vn =



a1vn−1 + b1vn−2, n ≡ 1 (mod 4)

a2vn−1 + b2vn−2, n ≡ 2 (mod 4)

a3vn−1 + b3vn−2, n ≡ 3 (mod 4)

a4vn−1 + b4vn−2, n ≡ 0 (mod 4)

, n ≥ 2

şeklindedir.

4.3 Periyodik Rekürans Dizilerinin Yakınsaklık Özelliği

Fibonacci dizisinin ardı̧sık terimleri oranının altın orana yakınsadı̆gıbilinmektedir.

Yani; Fibonacci dizisi {Fn} için

lim
n→∞

Fn+1

Fn
=

1 +
√

5

2
(altın oran)

dir.

Edson ve Yayenie (2009), 2-periyotlu Fibonacci dizisini gözönüne alarak a0 = a1 = a

olduğunda dizinin ardı̧sık terimleri oranının

lim
n→∞

qn+1

qn
=
a+
√
a2 + 4

2

olacağını, a0 6= a1 olduğunda ise ardı̧sık terimler oranının a0 ve a1 değerlerine

bağlıolarak iki farklı limit noktasıolacağından, yakınsak olamayacağını ifade et-

mi̧slerdir. Ayrıca, bu dizinin ardı̧sık tek veya çift terimler oranının yakınsadı̆gını
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göstermi̧slerdir.

Daha sonra Edson vd. (2011), k-periyotlu Fibonacci dizisinin alt dizilerini göz

önüne alarak, bu alt dizilerin ardı̧sık terimler oranının yakınsaklık durumunu in-

celemi̧slerdir.

Bu çalı̧smalardan yola çıkarak; k-periyotlu genel Fibonacci dizisinin bazıterimlerinin

oranının yakınsaklık durumu incelenecektir. Burada elde edilen sonuçlar, geçmi̧ste

elde edilen sonuçlarıkapsamaktadır.

a1, a2, ..., ak, b1, b2, ..., bk ∈ R\ {0} olmak üzere, A ve B değerleri (2.12)’de verilen

A := K1 + b1K2 B :=
∏k−1

r=0
br

şeklinde, α ve β değerleri (2.16)’da verilen

α :=
(−1)kA+

√
A2−4(−1)kB

2
ve β :=

(−1)kA−
√
A2−4(−1)kB

2

şeklinde tanımlansın.

A 6= 0 ve A2 > (−1)k 4B olsun. Bu durumda (4.17)’den, ya
∣∣β
α

∣∣ < 1 veya
∣∣∣αβ ∣∣∣ < 1

dir.

Teorem 4.3 n ≥ 1 ve r = 1, 2, ..., k − 1 olmak üzere {vnk+r} dizisinin ardı̧sık

terimlerinin oranı 

(−1)k α,
∣∣β
α

∣∣ < 1

(−1)k β,
∣∣∣αβ ∣∣∣ < 1

değerine yakınsar.
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İspat. {vn} dizisinin Binet formülünden yararlanarak;

v(n+1)k+r

vnk+r

=
(−1)k(n+2)

[(
αn+1−βn+1

α−β

)
vk+r −B

(
αn−βn
α−β

)
vr

]
(−1)k(n+1)

[(
αn−βn
α−β

)
vk+r −B

(
αn−1−βn−1

α−β

)
vr

]

= (−1)k
(
αn+1 − βn+1

)
vk+r −B (αn − βn) vr

(αn − βn) vk+r −B
(
αn−1 − βn−1

)
vr

elde edilir. Eğer
∣∣β
α

∣∣ < 1 ise; αβ = (−1)k B eşitliğinden yararlanarak

v(n+1)k+r

vnk+r

= (−1)k α

(
1−

(
β
α

)n+1
)
vk+r − B

α

(
1−

(
β
α

)n)
vr(

1−
(
β
α

)n)
vk+r − B

α

(
1−

(
β
α

)n−1
)
vr

elde edilir ve böylece

lim
n→∞

v(n+1)k+r

vnk+r

= (−1)k α

dir. Benzer şekilde, eğer
∣∣∣αβ ∣∣∣ < 1 ise; αβ = (−1)k B eşitliğinden yararlanarak

v(n+1)k+r

vnk+r

= (−1)k β

((
α
β

)n+1

− 1

)
vk+r − B

β

((
α
β

)n
− 1
)
vr((

α
β

)n
− 1
)
vk+r − B

β

((
α
β

)n−1

− 1

)
vr

elde edilir ve böylece

lim
n→∞

v(n+1)k+r

vnk+r

= (−1)k β

dir.

Teorem 4.4 n ≥ 1 ve r = 1, 2, ..., k − 1 olmak üzere; n→∞ iken vnk+r
vnk+r−1

vk+r+(−1)k+1βvr

vk+r−1+(−1)k+1βvr−1
,

∣∣β
α

∣∣ < 1

vk+r+(−1)k+1αvr

vk+r−1+(−1)k+1αvr−1
,

∣∣∣αβ ∣∣∣ < 1

değerine yakınsar.
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İspat. {vn} dizisinin Binet formülünden yararlanak;

vnk+r

vnk+r−1

=
(−1)k(n+1)

(
αn−βn
α−β vk+r −B αn−1−βn−1

α−β vr

)
(−1)k(n+1)

(
αn−βn
α−β vk+r−1 −B αn−1−βn−1

α−β vr−1

)
=

(αn − βn) vk+r −B
(
αn−1 − βn−1

)
vr

(αn − βn) vk+r−1 −B
(
αn−1 − βn−1

)
vr−1

elde edilir.

Eğer
∣∣β
α

∣∣ < 1 ise; αβ = (−1)k B eşitliğinden yararlanarak

vnk+r

vnk+r−1

=

(
1−

(
β
α

)n)
vk+r − B

α

(
1−

(
β
α

)n−1
)
vr(

1−
(
β
α

)n)
vk+r−1 − B

α

(
1−

(
β
α

)n−1
)
vr−1

elde edilir ve böylece

lim
n→∞

vnk+r

vnk+r−1

=
vk+r + (−1)k+1 βvr

vk+r−1 + (−1)k+1 βvr−1

.

Benzer şekilde, eğer
∣∣∣αβ ∣∣∣ < 1 ise; αβ = (−1)k B eşitliğinden yararlanarak

vnk+r

vnk+r−1

=

((
α
β

)n
− 1
)
vk+r − B

β

((
α
β

)n−1

− 1

)
vr((

α
β

)n
− 1
)
vk+r−1 − B

β

((
α
β

)n−1

− 1

)
vr−1

elde edilir ve böylece

lim
n→∞

vnk+r

vnk+r−1

=
vk+r + (−1)k+1 αvr

vk+r−1 + (−1)k+1 αvr−1

dir.

Eğer {vn} dizisinde k = 2 ve v0 = 0, v1 = 1 başlangıç koşulları olarak alınırsa;

Teorem 4.3 ve Teorem 4.4 aşağıdaki sonuçlara dönüşür.
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Sonuç 4.4 n ≥ 1 için, {vn} dizisinin ardı̧sık çift terimleri oranı

A+
√
A2−4B
2

,
∣∣β
α

∣∣ < 1

−A+
√
A2−4B
2

,
∣∣∣αβ ∣∣∣ < 1

değerine yakınsar. Burada A = a0a1 + b0 + b1 ve B = b0b1 dir.

Sonuç 4.5 n ≥ 1 olmak üzere, n→∞ iken v2n+1
v2n

α−b0
a0

,
∣∣β
α

∣∣ < 1

β−b0
a0

,
∣∣∣αβ ∣∣∣ < 1

değerine yakınsar.

Sonuç 4.6 n ≥ 1 olmak üzere, n→∞ iken v2n+2
v2n+1

αa0
α−b0 ,

∣∣β
α

∣∣ < 1

βa0
β−b0 ,

∣∣∣αβ ∣∣∣ < 1

değerine yakınsar.

İspat. {vn} dizisinin Binet formülünden

v2n+2

v2n+1

=
a0

(
αn+1−βn+1

α−β

)
(
αn+1−βn+1

α−β

)
− b0

(
αn−βn
α−β

)
=

a0

(
αn+1 − βn+1

)(
αn+1 − βn+1

)
− b0 (αn − βn)
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elde edilir.

Eğer
∣∣β
α

∣∣ < 1 ise; αβ = b0b1 eşitliğinden yararlanarak

v2n+2

v2n+1

=
a0

(
1−

(
β
α

)n+1
)

(
1−

(
β
α

)n+1
)
− b0

α

(
1−

(
β
α

)n)
elde edilir ve böylece

lim
n→∞

v2n+2

v2n+1

=
αa0

α− b0

dir.

Benzer şekilde, eğer
∣∣∣αβ ∣∣∣ < 1 ise; bu durumda

v2n+2

v2n+1

=

a0

((
α
β

)n+1

− 1

)
((

α
β

)n+1

− 1

)
− b0

α

((
α
β

)n
− 1
)

elde edilir ve buradan

lim
n→∞

v2n+2

v2n+1

=
βa0

β − b0

dir.

Şimdi r = 1, 2, ..., k için
{

vnk+r
vnk+r−1

}
dizisini gözönüne alalım.

Luis ve Oliveira (2014), k-periyotlu Fibonacci dizisi {qn} için

Li+1 =
ai+2Li + 1

Li
, i ∈ {0, 1, ..., k − 2}

olmak üzere; {
qnk+(i+2)

qnk+(i+1)

}
→ Li+1

olduğunu göstermi̧slerdir.

Buradan yola çıkarak, r = 1, 2, ..., k olmak üzere
{

vnk+r
vnk+r−1

}
dizisi için benzer bir

sonuç elde edilebilecektir. Yani;
{

vnk+r
vnk+r−1

}
dizisinin ardı̧sık terimlerinin limit noktası

bir önceki limit noktasına bağlıolarak elde edilebilecektir.
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{vn} dizisinin tanımından; i = 0, 1, ..., k − 1 için

vnk+i = aivnk+i−1 + bivnk+i−2

yazılabilir.

Eğer
∣∣β
α

∣∣ < 1 ise; Teorem 4.4’den dolayı

vnk+1

vnk
→ vk+1 + (−1)k+1 βv1

vk + (−1)k+1 βv0

dir.
vk+1+(−1)k+1βv1

vk+(−1)k+1βv0
= L0 denilirse; benzer şekilde

vnk+2

vnk+1

→ vk+2 + (−1)k+1 βv2

vk+1 + (−1)k+1 βv1

=
a2L0 + b2

L0

= L1

ve
vnk+3

vnk+2

→ a3L1 + b3

L1

= L2

dir.

Genel olarak,

vnk+(i+2)

vnk+(i+1)

→ ai+2Li + bi+2

Li
= Li+1, i ∈ {0, 1, ..., k − 2}

yazılabilir. Burada negatif olmayan i tamsayılarıiçin Lk+i = Li dir.

Böylece, r = 1, 2, ..., k için
{

vnk+r
vnk+r−1

}
dizisinin limiti

{L0, L1, ..., Lk−1}

olarak elde edilir.

Eğer
∣∣∣αβ ∣∣∣ < 1 ise; benzer şekilde

vnk+1

vnk
→ L̃0,

vnk+2

vnk+1

→ a2L̃0 + b2

L̃0

= L̃1
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ve genel olarak

vnk+(i+2)

vnk+(i+1)

→ ai+2L̃i + bi+2

L̃i
= L̃i+1, i ∈ {0, 1, ..., k − 2} .

elde edilir.

Örnek 4.10 {vn} dizisinde k = 3 ve başlangıç koşullarıv0 = 0, v1 = 1 olsun.

n ≥ 2 için;

vn =


a0vn−1 + b0vn−2, n ≡ 0 (mod 3)

a1vn−1 + b1vn−2, n ≡ 1 (mod 3)

a2vn−1 + b2vn−2, n ≡ 2 (mod 3)

dir. Genelleştirilmi̧s continuant tanımıkullanılırsa;

A = a0a1a2 + a1b0 + a0b2 + a2b1 ve B = b0b1b2

dir. a0 = 1, a1 = 2, a2 = 1, b0 = 2, b1 = −1, b2 = 1 olarak alınırsa; {vn} dizisinin

terimleri aşağıdaki şekilde elde edilir.

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 ...

vn 1 1 3 5 8 18 28 46 102 158 260 576 ...
.

α = −3 +
√

7 ve β = −3−
√

7 olduğundan
∣∣∣αβ ∣∣∣ < 1 dir.

r = 1, 2 ve 3 için
{

v3n+r
v3n+r−1

}
dizisinin terimlerinin limiti

v3n+1

v3n

→ v4 + αv1

v3 + αv0

=
2 +
√

7

3
= L̃0

v3n+2

v3n+1

→ v5 + αv2

v4 + αv1

= −1 +
√

7

=
a2L̃0 + b2

L̃0

=
L̃0 + 1

L̃0

= L̃1

v3n+3

v3n+2

→ L̃1 + 2

L̃1

=
4 +
√

7

3
= L̃2
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olarak elde edilir.

Örnek 4.11 {vn} dizisinde k = 2 ve başlangıç koşullarıv0 = 0, v1 = 1 olsun.

n ≥ 2 için,

vn =

 a0vn−1 + b0vn−2, n ≡ 0 (mod 2)

a1vn−1 + b1vn−2, n ≡ 1 (mod 2)

dir. Genelleştirilmi̧s continuant tanımıkullanılırsa;

A = a0a1 + b0 + b1 ve B = b0b1

olarak elde edilir.

a0 = 1, a1 = 2, b0 = 3, b1 = 4 olarak seçilirse; {vn} dizisinin terimleri aşağıdaki

şekildedir.

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 ...

vn 1 1 6 9 42 69 306 513 2250 3789 16578 27945 ...
.

α = 9+
√

33
2

ve β = 9−
√

33
2

olduğundan
∣∣β
α

∣∣ < 1dir.

{vn} dizisinin ardı̧sık çift terimlerinin oranları

v2n+2

v2n

→ α =
9 +
√

33

2

dir.

r = 1 ve 2 için
{

v2n+r
v2n+r−1

}
dizisinin terimlerinin limiti

v2n+1

v2n

→ α− b0

a0

=
3 +
√

33

2
= L0

v2n+2

v2n+1

→ αa0

α− b0

=
1 +
√

33

4

=
a0L0 + b0

L0

= L1

olarak elde edilir.
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Örnek 4.12 Örnek 4.11’de; a0 = 3, a1 = −5, b0 = 2, b1 = 1 olarak seçilirse;

{vn} dizisinin terimleri;

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ...

vn 1 3 -14 -36 166 426 -1964 -5040 23 236 59628 ...

olarak elde edilir.

α = −6 +
√

34 ve β = −6−
√

34,

olduğundan
∣∣∣αβ ∣∣∣ < 1 dir.

{vn} dizisinin ardı̧sık çift terimleri oranı

v2n+2

v2n

→ β = −6−
√

34

değerine yakınsar ve r = 1 ve 2 için
{

v2n+r
v2n+r−1

}
dizisinin terimleri

v2n+1

v2n

→ β − b0

a0

= −8 +
√

34

3
= L̃0

v2n+2

v2n+1

→ βa0

β − b0

=
7 +
√

34

5

=
a0L̃0 + b0

L̃0

= L̃1.

dir.

Uyarı4.1 Bu bölümdeki bütün sonuçlar, Tan ve Ekin tarafından 2014 yılında elde

edilmi̧stir (Tan ve Ekin 2014).

4.4 Periyodik Rekürans Bağıntılar Üzerinde BazıSonuçlar

Bu bölümde, {vn} dizisinde k = 2 alınarak elde edilen ve Fibonacci ve Lucas

dizilerinin genelleştirilmeleri olan diziler göz önüne alınacaktır. Bu dizileri içeren

özellikler elde edilirken, notasyon karmaşasınıönlemek için Fibonacci dizisinin genel-

leştirmesi olan 2-periyotlu genel Fibonacci dizisi {fn} ile, başlangıç koşullarının
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deği̧stirilmesiyle elde edilen ve Lucas dizisinin genelleştirmesi olan 2-periyotlu genel

Fibonacci dizisi ise {ln} ile gösterilecektir.

Yani {fn} dizisi

f0 = 0, f1 = 1, fn =

 a0fn−1 + b0fn−2, n çift

a1fn−1 + b1fn−2, n tek
, n ≥ 2 (4.21)

ve {ln} dizisi

l0 = 2, l1 = a1, ln =

 a0ln−1 + b0ln−2, n çift

a1ln−1 + b1ln−2, n tek
, n ≥ 2 (4.22)

dir.

Teorem 4.5 A = a0a1 + b0 + b1 ve B = b0b1 olmak üzere; {ln} dizisinin üreteç

fonksiyonu

L (x) =
2 + a1x− (a0a1 + 2b1)x2 + b0a1x

3

1− Ax2 +Bx4

ve Binet formülü

l2n = (a0a1 + 2b0)
αn − βn

α− β − 2 (b0b1)
αn−1 − βn−1

α− β (4.23)

l2n+1 = a1 (a0a1 + 2b0 + b1)
αn − βn

α− β − a1 (b0b1)
αn−1 − βn−1

α− β (4.24)

dir.

İspat. Teorem 2.5 ve Teorem 2.6’da k = 2 alınarak elde edilir.

Yayenie (2011), {fn} dizisinde b1 = b2 durumunu göz önüne alarak; Cassini özdeşliği,

Catalan özdeşliği,...gibi Fibonacci dizisi için bilinen özdeşlikleri elde etmi̧stir. Şahin

(2011), {fn} dizisinde b1 = b2 şartı aranmaksızın, dizinin çift terimlerinin Gelin-

Cesaro özdeşliğini ve Catalan özdeşliğini sağladı̆gınıgöstermi̧stir. Bu özellikler elde

edilirken yazarların kullandıklarımetod, dizilerin üreteç fonksiyonunu kullanmaya

dayanmaktadır.
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Burada {fn} ve {ln} dizilerinin bazı özellikleri matris metodu kullanılarak elde

edilecektir. Böylelikle hem geçmi̧ste yapılan çalı̧smaların daha geneli elde edile-

cek, hem de matris metodu kullanılarak ispatlar daha kolay bir şekilde verilecektir.

Bu bölümde elde edilecek olan sonuçlar orjinal sonuçlarımızdır ve yayın olarak gön-

derilmi̧stir.

Fibonacci Q-matrisi

Q :=

 1 1

1 0


şeklinde tanımlanır ve

Qn =

 Fn+1 Fn

Fn Fn−1


dir (Gould 1981).

Benzer şekilde S :=

 A −B

1 0

 matrisi tanımlandı̆gında;

Sn =
1

a0

 f2(n+1) −Bf2n

f2n −Bf2(n−1)

 (4.25)

olduğu tümevarımla elde edilebilir. Burada S matrisinin terslenebilir bir matristir.

Bu matris eşitliği kullanılarak aşağıdaki sonuçlar elde edilir.

Teorem 4.6 m ve n pozitif tamsayılar olmak üzere;

(i) −a2
0B

m−1 = f2(m−1)f2(m+1) − f 2
2m

(ii) a0B
mf2(n−m) = f2nf2(m+1) − f2mf2(n+1)

(iii) a0f2n = f2mf2(n−m+1) −Bf2(n−m)f2(m−1)

(iv) a0f2(n+m+1) = f2(n+1)f2(m+1) −Bf2nf2m

(v) a0f2(n+m) = f2(n+1)f2m −Bf2nf2(m−1)

(vi) a0f2(n+m−1) = f2nf2m −Bf2(n−1)f2(m−1) dir.
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İspat. (i) (4.25) matris eşitliğinde her iki tarafın determinantıalınırsa;

−a2
0B

m−1 = f2(m−1)f2(m+1) − f 2
2m

eşitliği elde edilir. Bu özellik, {fn} dizisinin çift terimleri için Cassini özdeşlĭgidir.

(ii) S matrisi terslenebilir olduğundan

S−n =
1

a0Bn

 −Bf2(n−1) Bf2n

−f2n f2(n+1)


dir. Sn−m = SnS−m eşitliğini gözönüne alınırsa; (4.25) matris eşitliğinden

1

a0

 f2(n−m+1) −Bf2(n−m)

f2(n−m) −Bf2(n−m−1)


=

−1

a2
0B

m−1

 f2(n+1)f2(m−1) − f2nf2m f2nf2(m+1) − f2mf2(n+1)

f2(m−1)f2n − f2(n−1)f2m f2(n−1)f2(m+1) − f2nf2m


elde edilir. Her iki tarafın (1, 2) bileşenleri eşitlenirse;

a0B
mf2(n−m) = f2nf2(m+1) − f2mf2(n+1)

elde edilir. Bu özellik {fn} dizisinin çift terimleri için d’Ocagne’s özdeşlĭgine kaŗsılık

gelir.

(iii) Sn−mSm−1 = Sn−1 eşitliği gözönüne alınır ve (4.25) matris eşitliği kullanılırsa;

 f2(n−m+1)f2m −Bf2(n−m)f2(m−1) −Bf2(m−1)f2(n−m+1) +B2f2(n−m)f2(m−2)

f2(n−m)f2m −Bf2(n−m−1)f2(m−1) −Bf2(m−1)f2(n−m) +B2f2(n−m−1)f2(m−2)


= a0

 f2n −Bf2(n−1)

f2(n−1) −Bf2(n−2)


elde edilir. Matrisin her iki tarafının (1, 1) bileşenleri eşitlenirse;

a0f2n = f2mf2(n−m+1) −Bf2(n−m)f2(m−1)
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elde edilir. Bu özellik {fn} dizisinin çift terimleri için Convolution özellĭgidir.Benzer

şekilde Sn+m = SnSm eşitliği gözönüne alınır ve (4.25) matris eşitliği kullanılırsa;

(iv), (v) ve (iv) eşitlikleri elde edilir.

Eğer (iv) eşitliğinde n = m alınırsa;

a0f2(2n+1) = f 2
2(n+1) −Bf 2

2n

elde edilir.

Eğer (v) eşitliğinde n = m alınırsa;

a0f4n = f2n

(
f2(n+1) −Bf2(n−1)

)
= f2n ((b1 − b0) f2n + a0l2n)

formülü elde edilir. Son eşitlikte 2n = m ve a0 = a1 = b0 = b1 = 1 alınırsa;

Fibonacci ve Lucas dizileri için çok iyi bilinen

F2m = FmLm

formülü elde edilir.

{fn} dizisinin çift terimleri için Binet formülü, matris metodunu kullanarak da elde

edilebilir. S matrisinin karakteristik polinomu p (z) = z2 − Az + B nin iki farklı

kökünün var olmasınıgaranti etmek için A2 − 4B 6= 0 olduğunu kabul edelim. α ve

β, p (z) = z2 − Az +B polinomunun kökleridir.

Teorem 4.7 {f2n} dizisinin Binet formülü

f2n = a0
αn − βn

α− β

dir.
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İspat. S matrisinin özdeğerleri λ1 = α, λ2 = β ve bu özdeğerlere kaŗsılık gelen

özvektörler

ν1 =

 α

1

 ve ν2 =

 β

1


dir.

P =

 α β

1 1

 olmak üzere; P−1SP =

 α 0

0 β

 dir. Buradan Sn = P

 αn 0

0 βn

P−1

olarak elde edilir.

Bu matris eşitliğinde kaŗsılık gelen bileşenler eşitlenir ve (4.25) matris eşitliği kul-

lanılırsa istenilen sonuç elde edilir.

S matrisinden yararlanarak {ln} dizisi için de bir matris eşitliği elde edilebilir. {ln}

dizisi için elde edilecek sonuçlar b0 = b1 durumunda geçerlidir.

Lucas dizileri için bilinen Ln+1 Ln

Ln Ln−1

 =

 1 2

2 −1

 1 1

1 0

n

matris eşitliğine benzer olarak

1

a1

 l2(n+1) −Bl2n
l2n −Bl2(n−1)

 =

 A −2B

2 −A

 A −B

1 0

n

(4.26)

elde edilebilir.

Teorem 4.8 {ln} dizisi n ∈ Z+ için;

l2(n−1)l2(n+1) − l22n = a2
0B

n−1 (α− β)2

eşitliğini sağlar.

İspat. {ln} dizisi için tanımlanan (4.26) matris eşitliğinin her iki tarafının determi-
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nantıalınırsa; (
l2(m−1)l2(m+1) − l22m

)
= a2

0B
n−1
(
A2 − 4B

)
elde edilir. A2 − 4B = (α− β)2 olduğundan istenilen sonuç elde edilir. Bu özellik

{ln} dizisinin çift terimleri için Cassini özdeşlĭgidir.

Matris tekniği, {fn} ve {ln} dizilerini içeren bazıbağıntılarıispatlamak için de kul-

lanılabilir. Bunun için b0 = b1 ve ∆ := A2 − 4B 6= 0 olduğunu kabul edelim.

R := 1
2

 1 5

1 1

 matrisi tanımlandı̆gında;

Rn =
1

2

 Ln 5Fn

Fn Ln



dir. Benzer şekilde; T := 1
2

 A ∆

1 A

 matrisi tanımlanırsa;

T n =
1

2

 l2n ∆f2n
a0

f2n
a0

l2n

 (4.27)

olduğu tümevarım kullanılarak gösterilebilir.

Teorem 4.9 m,n ∈ Z+ için,

(i) 4Bn = l22n − ∆
a20
f 2

2n

(ii) 2f2(m+n) = f2ml2n + f2nl2m

(iii) 2l2(m+n) = l2ml2n + ∆
a20
f2nf2m

(iv) 2Bmf2(n−m) = f2nl2m − l2nf2m

(v) 2Bml2(n−m) = l2nl2m − ∆
a20
f2nf2m

(vi) l2nl2m = l2(n+m) +Bml2(n−m)

(vii) f2nl2m = f2(n+m) +Bmf2(n−m) dir.
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İspat. (4.27) matris eşitliğinin her iki tarfının determinantıalındı̆gında (i) eşitliği

elde edilir.

T n+m = T nTm eşitliği gözönüne alınır ve (4.27) matris eşitliği kullanılırsa;

1

2

 l2(n+m) ∆
f2(n+m)
a0

f2(n+m)
a0

l2(n+m)

 =
1

4

 l2nl2m + ∆
a20
f2nf2m

∆
a0

(f2ml2n + f2nl2m)

1
a0

(f2nl2m + f2ml2n) ∆
a20
f2mf2n + l2nl2m


elde edilir. Her iki tarafın kaşılık gelen bileşenleri eşitlenirse; (ii) ve (iii) eşitlikleri

elde edilir.

Benzer şekilde T n−m = T nT−m = T n (Tm)−1 eşitliği gözönüne alınır ve (4.27) matris

eşitliği kullanılırsa;

1

2

 l2(n−m)
∆
a0
f2(n−m)

1
a0
f2(n−m) l2(n−m)


=

1

4Bm

 l2nl2m − ∆
a20
f2nf2m

−∆
a0

(l2nf2m − f2nl2m)

−1
a0

(l2nf2m − f2nl2m) l2nl2m − ∆
a20
f2nf2m


elde edilir. Her iki tarafın kaŗsılık gelen bileşenleri eşitlenirse; (iv) ve (v) eşitlikleri

elde edilir.

Son olarak;

T n+m +BmT n−m = T nTm +BmT n (Tm)−1

eşitliği gözönüne alınır ve matris özdeşliği kullanıldıktan sonra elde edilen matris

eşitliğinin her iki tarafının kaŗsılık gelen bileşenleri eşitlenirse; (vi) ve (vii) özellikleri

elde edilir.

Buraya kadar, incelenen dizilerin çift terimleri için matris özdeşliği kullanılabildi.

Şimdi {fn} ve {ln} dizilerinin hem tek hem çift terimlerini içeren yeni bir matris

eşitliği elde edilecektir.
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Sürekli kesirler ve 2× 2 tipindeki matrisler arasındaki ili̧skiden yararlanarak,

U :=

 a1 b1

1 0

 a0 b0

1 0

 =

 a0a1 + b1 a0b0

a0 b0

 (4.28)

matrisi tanımlanırsa;

Un =

 f2n+1
a1b0
a0
f2n

f2n
b0
a0

(
f2n − b1f2(n−1)

)
 (4.29)

olarak elde edilir.

{fn} dizisinin tek ve çift terimleri için Binet formülü, U matrisi kullanılarak elde

edilebilir. Burada yine U matrisinin karakteristik polinomu olan p (z) = z2−Az+B

nin farklıiki kökünün var olmasınıgarantilemek için A2 − 4B 6= 0 olduğunu kabul

edelim. α ve β, p (z) = z2 − Az +B polinomunun kökleridir.

Teorem 4.10 {fn} dizisinin Binet formülü

f2n = a0
αn − βn

α− β

f2n+1 =
αn+1 − βn+1

α− β − a1
αn − βn

α− β

dir.

İspat. U matrisinin özdeğerleri λ1 = α, λ2 = β ve bu özdeğerlere kaŗsılık gelen

özvektörler

ν1 =

 α−b0
a0

1

 ve ν2 =

 β−b0
a0

1



dir. Buradan P =

 α−b0
a0

β−b0
a0

1 1

 olmak üzere; P−1UP =

 α 0

0 β

 dir. Dolayısıyla
Un = P

 αn 0

0 βn

P−1 dir. Bu matris eşitliğinin her iki tarafının (1, 1) ve (2, 1)
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bileşenlerini eşitlersek {fn} dizisi için Binet formülleri elde edilir.

Teorem 4.11 m,n ∈ Z+ olmak üzere;

(i) b0
a0

(f2n+1(f2n − b1f2(n−1))− a1f
2
2n) = Bn

(ii) Bmf2(n−m) = f2nf2m+1 − f2mf2n+1

(iii) f2(n+m) = f2nf2m+1 + f2m

(
b0
a0
f2n − B

a0
f2(n−1)

)
(iv) f2(n+m)+1 = f2n+1f2m+1 + a1b0

a0
f2nf2m dir.

İspat.

(i) (4.29) matris eşitliğinin her iki tarafının determinantınıalırsak; (i) eşitliği elde

edilir.

Eğer a0 = a1 = b0 = b1 = 1 ve 2n = m alınırsa; bu eşitlik Fibonacci dizileri için

bilinen

Fm+1Fm−1 − F 2
m = (−1)m

Cassini özdeşliğine dönüşür.

(ii) Un−m = UnU−m eşitliği gözönüne alınır ve matris özdeşliği kullanılırsa; (ii)

eşitliği elde edilir.

Eğer a0 = a1 = b0 = b1 = 1 ve 2n = r, 2m = s alınırsa; bu sonuç Fibonacci dizileri

için bilinen

(−1)s Fr−s = FrFs+1 − FsFr+1

d’Ocagne’s özdeşliğine dönüşür.

Benzer şekilde Un+m = UnUm eşitliği gözönüne alınırsa; (iii) ve (iv) elde edilir.

Eğer a0 = a1 = b0 = b1 = 1 ve 2n = r, 2m = s alınırsa; bu eşitlikler sırasıyla

Fibonacci dizileri için bilinen

Fr+s = FrFs+1 + FsFr−1

Fr+s+1 = Fr+1Fs+1 + FrFs

özelliklerine dönüşür.
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Benzer şekilde {ln} dizisinin tek ve çift terimlerini içeren matris eşitliği tanımlaya-

biliriz. Bunun için b0 = b1 olduğunu kabul edelim.

{ln} dizisinin tek ve çift terimlerini içeren matris eşitliği a1 2a1b0
a0

2 −a2

 a0a1 + b1 a1b0

a0 b0

n

=

 l2n+1
a1b0
a0
l2n

l2n
b0
a0

(
l2n − b0l2(n−1)

)
 (4.30)

şeklindedir.

Teorem 4.12

a0b0(l2n+1[l2n − b0l2(n−1)]− a1l
2
2n) = − (α− β)2Bn.

İspat. (4.30) matris eşitliğinin her iki tarafının determinantıalınırsa istenilen sonuç

elde edilir.

Eğer a1 = a2 = b1 = b2 = 1 ve 2n = m alınırsa; bu eşitlik Lucas dizileri için çok iyi

bilinen

Lm+1Lm−1 − L2
m = (−1)m+1 5

özdeşliğine dönüşür.
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5. TARTIŞMA VE SONUÇ

Bilindiği üzere, rasyonel katsayılıbir polinomun kökü olarak ifade edilen reel sayılara

cebirsel sayı, rasyonel bir polinomun kökü olarak ifade edilemeyen reel sayılara

transandant sayı denilmektedir. Bir reel sayının basit sürekli kesir gösterimi ile

bu reel sayının cebirsel sayıveya transandant sayıolup olmadı̆gıile ilgili durumlar

aşağıdaki şekilde özetlenebilir:

1. Derecesi 1 olan cebirsel sayılar (rasyonel sayılar); sonlu basit sürekli kesir gös-

terimine sahiptir.

2. Derecesi 2 olan cebirsel sayılar (kuadratik irrasyonel sayılar); periyodik basit

sürekli kesir gösterimine sahiptirler.

3. Transandant sayılar ve derecesi 2’den büyük olan cebirsel sayılar; periyodik

olmayan sonsuz basit sürekli kesirler ile ifade edilebilirler.

Fakat genel sürekli kesir durumunda; limk→∞
Ak
Bk
değeri her zaman var olmak zorunda

olmadı̆gından, genel sürekli kesirin ne tür bir reel sayıya yakınsayacağınıbulmak

kolay değildir.

Bu çalı̧smada, Wall (1948) tarafından periyodik genel sürekli kesirin yakınsak olması

için gerek ve yeter şartı ifade eden teoremden yararlanarak genel sürekli kesirin

periyodik olduğu durum göz önüne alınmı̧stır. Periyodik genel sürekli kesire kaŗsılık

gelen periyodik rekürans dizileri elde edilmi̧stir. Daha sonra elde edilen periyodik

rekürans dizilerinin bazıterimlerinin oranının yakınsaklık durumu incelenmi̧stir. Son

olarak Fibonacci dizilerinin bir genelleştirmesi olan periyodik rekürans bağıntılar

üzerinde çeşitli sonuçlar elde edilmi̧stir. Elde edilen bu sonuçlar, daha önce elde

edilen sonuçlarıkapsamaktadır.
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