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Bu ¢aligma graflarin, 6zdegerlerini ve normalize Laplacian 6zdegerlerini igeren parametrelerine
sinirlar elde etmek igin hazirlanmustir. ilk olarak strongly quotient graflarin enerjisi ve Estrada indeksi
i¢in baz1 sinirlar elde edilmistir. Ayrica, bu sinirlarin strongly quotient graflar i¢in bilinen bazi sinirlardan
daha iyi oldugu gosterilmistir. Daha sonra, izole noktasi olmayan bir grafin sifir olmayan normalize
Laplacian 6zdegerlerinin kuvvetlerinin toplami tanimlanmis ve bu parametreye baglantili (iki parcali)
graflar i¢in baz1 alt ve st sinirlar elde edilmistir. Elde edilen bu alt smirlarin bir sonucu olarak baglantili
(iki pargali) graflarin derece Kirchhoff indeksi igin bazi alt sinirlar verilmistir. Ayrica derece Kirchhoff
indeks icin elde edilen bu alt sirlardan birinin literatiirdeki bilinen bir alt sinirla cakistig
gozlemlenmistir. Bununla birlikte izole noktasi olmayan graflarin ve baglantili (iki pargali) graflarn
geren agaglarin sayilari igin bazi st sinirlar elde edilmis ve izole noktasi olmayan graflar igin elde
edilen iist smirin bilinen {ist sinirlarin birinden daima daha iyi oldugu sonucuna varilmistir. Ek olarak
graflarin geren agaclarmnin sayilari igin elde edilen iist sinirlar bir 6rnek tizerinde karsilagtirilmistir.

Bu ¢aligmada elde edilen sonuglar {lizerine gerekli degerlendirmeler ve oneriler son boéliimde
verilmistir.
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This study is prepared to obtain bounds for the parameters of graphs involving their eigenvalues
and normalized Laplacian eigenvalues. At first, some bounds for the energy and Estrada index of strongly
quotient graphs have been obtained. It has been also showed that these bounds are better than some
known bounds for the strongly quotient graphs. Later, the sum of powers of non-zero normalized
Laplacian eigenvalues of a graph without isolated vertices have been defined and some upper and lower
bounds on this parameter for connected (bipartite) graphs have been established. As a result of these
obtained lower bounds, some lower bounds for the degree Kirchhoff index of connected (bipartite) graphs
have been given. It has been also observed that one of obtained lower bounds for degree Kirchhoff index
coincides with a known lower bound in the literature. At the same time, some upper bounds for the
number of spanning trees of graphs without isolated vertices and connected (bipartite) graphs have been
obtained and it has been concluded that the upper bound obtained for graphs without isolated vertices is
always better than one of known upper bounds. Additionally, upper bounds obtained for the number of
spanning trees of graphs have been compared on an example.

As a final section, there have been given essential evaluations and suggestions over the obtained
results in this thesis.

Keywords: Energy, Estrada Index, Spanning Tree, Graph, Normalized Laplacian Eigenvalues
of Graph, Eigenvalues of Graph, Strongly Quotient Graph.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Simgeler

E. :Bir molekiiliin toplam 7 elektron enerjisi

R :Reel sayilar kiimesi

R" :Reel sayilar lizerinde n bilesenli vektorler kiimesi

R” :Pozitif reel sayilar kiimesi

Q :Rasyonel sayilar kiimesi

S :Herhangi bir konveks kiime

%) :Bos kiime

J :Biitiin elemanlar1 “1” olan matris

G :Herhangi bir graf

Vo ={VVas- e} :G grafinm nokta kiimesi

E;={e.e,....e,} :G grafinin kenar kiimesi

G-e :G grafindan e kenarinin silinmesiyle elde edilen graf

n :Grafin nokta sayisi

m :Grafin kenar sayisi

n, :Grafinin pozitif 6zdegerlerinin sayisi

q :Grafin dortgenlerinin sayist

Sy :Grafinin nokta kiimesi tizerinde tanimli birebir fonksiyon
yardimiyla tanimlanan boliim fonksiyon

v~V :v, noktasi v, noktasina komsudur

v, v, :v, noktasi v, noktasina komsu degildir

d, :Grafin v, noktasinin derecesi

d... :Grafin maksimum nokta derecesi

d_. :Grafin minimum nokta derecesi

d; :v, ve v, noktalari arasindaki uzaklk

R; :v, ve v, noktalar1 arasindaki direng uzaklig

K, :n noktali tam graf

G(X Y ) :Nokta kiimesi X ve Y gibi iki ayrik alt kiimeye ayrilmis
iki pargali graf

K, (p+q=n) :n noktali tam iki parcal graf

K, :n noktali star graf

T :Agag

T, (i=1,2,..) :Geren agaclar

G* : G grafinin tamamlayicisi

m' :G° nin kenar sayis1

G, UG, :G, ve G, graflarinmn birlesimi

G, VvG, : G, ve G, graflarmin birlestirilmesiyle elde edilen graf

G =G, :G, grafi G, grafina izomorftur
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1. GIRIS

Eski ve Yeni Pregel nehirlerinin birlesmesiyle olusan Pregel nehri Konigsberg
sehrinde yer almaktadir. Bu nehirler sehri 4 boliime ayirmaktadir ve nehir lizerinde bu
bolgeleri birlestiren yedi koprii bulunmaktadir (bknz., Sekil 1.1). “Kdnigsbergin Yedi
Kopriisii” problemi kisaca “Her kopriiden bir ve yalniz bir kez gegcme kosulu ile biitiin
sehri dolasmanin miimkiin olup olmadigin1” sorgular. Bu problem matematikte yer alan

tarthi ve en 6nemli problemlerden biridir.

Sekil 1.1. Konigsbergin Yedi Kopriisii
http://people.engr.ncsu.edu/mfms/SevenBridges/ [Ziyaret Tarihi: 9 Aralik 2013]

Bu problemin ¢6ziimii iizerine 1736 yilinda Isvigreli matematik¢i Leonhard
Euler tarafindan yazilan makale graf teori alanin ¢ikis noktast olup ayn1 zamanda bu
alandaki ilk makale olarak literature ge¢mistir (Euler, 1736). Euler calismasinda her
kopriiden bir ve yalniz bir kez gecildigi takdirde, herbir kara parcasina gelen kopriilerin
sayisinin ¢ift olmasi (baslangic ve bitis noktasi olarak segilen kara parcasi harig)
gerektigine dikkat ¢cekmistir. Sekil 1.1 deki dort kara parcasma da gelen kopriilerin
sayis1 tek olup, en fazla iki kara pargasi yiirimenin u¢ noktalar1 olabileceginden,
problemdeki gibi bir yiliriimenin var olmadigini ispatlamistir. Eulerin buldugu bu
negatif ¢oziim graf teorinin ¢ikis noktasi olmakla birlikte, graf teori alanina “Eulerian
graf” kavraminin kazandirilmasini da saglamistir.

Graf teori yukarida da bahsedildigi gibi 1736 yilinda ortaya ¢ikan bir matematik
dali olmasina ragmen ancak 20. Yiizyilda biiyiik bir gelisme gosterebilmistir. Bu

gelismenin en 6nemli nedenlerinden bazilar1 graf teorinin fizik, kimya, biyoloji, dil



bilimleri, genetik ve sosyoloji gibi bilim dallarina uygulanabilmesi ve teorik bilgisayar
bilimlerindeki karmagsik problemlerin graf teori problemlerine doniistiiriilebilmesidir.
Bunlarin yami sira grup teori, matris teori, olasilik ve topoloji gibi matematigin diger
bilim dallar1 ile ortak sahalarinin olmasi da graf teorinin 6nemini artirmaktadir.

Graf teorinin en Oonemli alt dallarindan biri spektral graf teoridir. Spektral graf
teori; bilgisayar bilimleri, fizik, kimya ve kodlama teorisi gibi bircok alanda
uygulanabilir olmas1 agisindan discrete matematigin 6nemli bir pargasidir. Bu alanda
grafin baz1 matrislerinin karakteristik polinomlari, 6zdegerleri ve 6zvektorleri lizerine
calisilmaktadir. Bu ¢alismadaki en 6nemli amag ise grafin matrislerinden elde edilen
spektral bilgiler vasitasiyla grafin 6zellikleri hakkinda bilgi edinmektir. Spektral graf
teoride yapilan calismalarin birgogunu ise grafin matrislerinin 6zdegerleri ve bu
Ozdegerler vasitasiyla tanimlanan graf parametreleri olusturmaktadir.

Bu c¢alismada esinlendigimiz ve ele aldigimiz bir grafin enerjisi, Estrada indeksi,
Laplacian 6zdegerlerinin kuvvetlerinin toplami, normalize Laplacian 6zdegerlerinin
kuvvetlerinin toplami, geren agaclarinin sayis1 da sirasiyla grafin 6zdegerlerini,
Laplacian 6zdegerlerini ve normalize Laplacian 6zdegerlerini ihtiva ettiginden, bu
konular da spektral graf teori alanma girmektedir. Simdi kisaca bu parametrelerin
tanimlarimi verip, onemleri iizerinde duralim.

Ik olarak bir grafta enerji kavraminin tammii verip, bu kavramin ¢ikis
noktasindan ve 6neminden bahsedelim.

G grafi n noktali bir graf ve A,,4,,...,4,, G grafinin 6zdegerleri olsun. Bu

takdirde G ’nin enerjisi

£(6)= 2}

seklinde tanimlanmistir (Gutman, 1978). Enerji kavrami teorik kimyadaki sonuglardan
esinlenilerek graf teoriye kazandirilmistir. Toplam 7 -elektron enerji olarak bilinen ve

E_ 1ile gosterilen bir molekiildeki tiim elektronlarin enerjilerinin toplami Hiickel teoride

T

onemli bir degerdir. n =2k atomlu bir molekiiliin toplam x -elektron enerjisi

seklindedir (Hiickel, 1931). Burada A,,4,,...,4, molekiile ait grafin ilk en biyiik

k 6zdegeridir. Iki parcal1 bir grafin 6zdegerleri orijine gore simetrik (Cvetkovi¢ ve ark.,

1980) oldugundan, bu denklem iki parcali graflar i¢in



£~

seklinde de verilebilir. Iste bu deger bir grafin enerjisi kavraminin ¢ikis noktasi olarak
kabul edilmektedir (Bapat, 2010).

1978 yilinda Gutman bir grafin enerjisi kavrammi tanimladiginda bir¢ok
matematik¢inin bu kavrami ilging bulacagini ve arastirmaya baslayacagmi diisiinmiistiir.
Ancak beklenen olmamis ve yazar disinda kimse 1998 li yillara kadar grafin enerjisi
iizerine caliyma yapmamistir. Bu durum 20. Yiizyilin sonunda degismis ve grafin
enerjisi bircok matematik¢inin dikkatini ¢ekmistir. Literatiire bakildiginda 2001
yilindan giiniimiize kadar grafin enerjisi lizerine ¢ok fazla c¢alisma yapildigi
goriilmektedir. Bu ¢aligmalarm 6nemli bir kismini grafin enerjisi tizerine elde edilen alt
ve list sinrlar ve bazi 6zel graflarin enerjileri olusturmaktadir.

Simdi bir grafta Estrada indeks kavraminmn tanimini verip, bu kavramin
oneminden bahsedelim.

G grafi n noktal bir graf ve A4,4,,...,4 , G grafinin 6zdegerleri olsun. Bu

takdirde G ’nin Estrada indeksi
EE(G)=>)_¢"

seklinde tanimlanmistir. Bu tanim organik molekiillerin ii¢ boyutlu yapilarinin belirli
ozelliklerini temsil eden yeni bir yap1 tanimlayici olarak verilmistir (Estrada, 2000).
Ozellikle proteinlerin ve diger uzun zincirli biyopolimerlerin bag derecelerinin
karakterizasyonunda kullanilmistir (Estrada, 2002; Estrada, 2004). Kimyadaki
uygulamalarmin yam: swa Estrada indeksin karmasik aglarm (complex networks)
merkeziliginin Ol¢iimiinde de kullanildig1 bilinmektedir (Estrada ve Rodriguez-
Velazquez, 2005; Estrada ve Rodriguez-Velazquez, 2005).

Bir grafin Estrada indeksi son yillarda c¢alisilmakta olan bir konu olup bir¢ok
matematikcinin dikkatini ¢ekmistir. Yapilan calismalarin biiylik bir kismini1 Estrada
indeks i¢in elde edilen alt ve iist smirlar ve bazi 6zel graflarin Estrada indeksleri
olusturmaktadir.

G grafi n noktal, m kenarl, Laplacian 6zdegerleri p >y, >--->pu =0 olan

bir graf ve a #0 bir reel say1 olsun. Bu takdirde G ’nin sifir olmayan Laplacian

Ozdegerlerinin «. kuvvetlerinin toplami



seklinde tanimlanmistir (Zhou, 2008). Burada 4, G grafinin sifir olmayan Laplacian
O0zdegerlerinin sayisidir. Bu tanim o ’nin belli degerleri i¢in bilinen bazi graf
parametreleri ile yakindan iligkili olup tiim bu parametrelerin bir genellestirmesi olmasi
acisindan literatiirde 6nemli bir yere sahiptir. Bu parametre i¢in daha detayl bilgi 1.3.5
Graf Parametreleri alt boliimiinde verilecektir.

Simdi bir grafin geren agaglarmin sayismin grafin Laplacian ve normalize

Laplacian 6zdegerleri cinsinden formiiliizasyonlarmi verip 6neminden bahsedelim.

G grafi n noktali, m kenarl, nokta kiimesi ¥V, ={v,v,,...,v,}, Laplacian
Ozdegerleri =y =2 =0 ve normalize Laplacian Ozdegerleri
p=p,=2--=2p, =0 olan bir graf olsun. G grafinin geren agaclarm sayisi t(G) ,

G ’nin Laplacian 6zdegerleri cinsinden

seklinde ifade edilir (Cvetkovi¢ ve ark., 1980). Bu esitlik literatiirde yer alan Matris-
Agag¢ Teoremi’nin direkt bir sonucudur (Mohar, 1991).

G grafinin geren agaglarmin sayist t(G), G ’nin normalize Laplacian

ozdegerleri cinsinden ise

fl di n—1
(o= e i,

2m

seklinde ifade edilir (Cvetkovi¢ ve ark., 1980; Chung, 1997). Burada d,, v, eV,

noktasinin derecesidir.

Bir grafin geren agaclarinin sayis1 ag (network) giivenilirligi ve belirli kimyasal
izomerlerin numaralandirilmasinda kullanilmasi agisindan 6nemli bir parametredir.
Bununla birlikte bu parametreyi hesaplamak her zaman ¢ok kolay bir problem degildir.
Ancak yukarida da bahsedildigi gibi bu parametrenin grafin hem Laplacian ve hem de
normalize Laplacian 6zdegerleri cinsinden ifade edilebilmesi, bu problemi daha kolay

bir hale getirmekte ve bu parametrenin 6nemini artirmaktadir.



1.1. Amac¢ ve Kapsam

Bu calisma graflarin 6zdegerlerini ve normalize Laplacian 6zdegerlerini iceren
parametrelerine smirlar elde etmek amaciyla hazirlanmustir. Ik olarak 6zel bir graf
ailesi olan strongly quotient graflarin enerjisi ve Estrada indeksi i¢cin sinirlar elde
edilmistir. Daha sonra literatiirde var olan bir grafin sifir olmayan Laplacian
0zdegerlerinin kuvvetlerinin toplamindan esinlenerek izole noktasi olmayan bir grafin
sifir olmayan normalize Laplacian 6zdegerlerinin kuvvetlerinin toplami tanimlanmis ve
bu parametreye baglantili (iki pargali) graflar i¢in bazi alt ve {ist siirlar elde edilmistir.
Elde edilen alt smirlarin bir sonucu olarak baglantili (iki parcali) bir grafin derece
Kirchhoff indeksi i¢in bazi alt smirlar verilmistir. Son olarak izole noktasi olmayan
graflarin ve baglantili (iki pargali) graflarin geren agaclarinin sayilari icin normalize
Laplacian 6zdegerleri i¢eren formiil kullanilarak bazi iist sinirlar elde edilmistir. Grafin
geren agaglarinin sayilari i¢in elde edilen iist sinirlar bir 6rnek tizerinde karsilastirilmis
ve elde edilen bazi sinirlarin literatiirde var olan smirlardan daima daha iyi oldugu ise

ilgili uyarilarda ispatlanmistir.

1.2. Kaynak Arastirmasi

Calismamizin bu kisminda, calismamizda esinlendigimiz ve kullandigimiz
literatiirde yer alan ¢aligmalardan bahsedilmistir.

Koolen ve Moulton (2001), “Maximal energy graphs” isimli ¢alismalarinda bir
grafin enerjisi icin grafin nokta sayisin1 ve kenar sayisini igeren bazi iist sinirlar elde
etmiglerdir. Ayrica bu iist sinirlarda esitligi saglayan graflari karakterize etmislerdir.

Koolen ve Moulton (2003), “Maximal energy bipartite graphs” isimli
calismalarinda iki parcali graflarin enerjisi i¢in bu graflarin nokta sayisini ve kenar
sayisini i¢eren bazi iist sinirlar elde etmislerdir. Ayrica bu {ist sinirlarda esitligi saglayan
iki pargal1 graflar1 karakterize etmislerdir.

Rada ve Tineo (2004), “Upper and lower bounds for the energy of bipartite
graphs” isimli calismalarinda iki pargali graflarin enerjisi i¢in bazi alt ve {ist sinirlar
elde etmislerdir.

Zhou (2004), “Energy of a graph” isimli ¢aligmasinda (iki parcali) bir grafin
enerjisi i¢in (iki parcall) grafin nokta sayisini, kenar sayisini ve derecelerini i¢eren bazi
ist sinirlar elde etmistir. Ek olarak bu iist sinirlarda esitligin saglandig (iki parcali)

graflar1 karakterize etmistir.



Yu ve ark. (2005), “New upper bounds for the energy of graphs” isimli
calismalarinda (iki parcali) bir grafin enerjisi i¢in (iki parcali) grafin nokta sayisini,
kenar sayisini, derecelerini ve 2-derecelerini igeren bazi iist sinirlar elde etmislerdir.
Bununla birlikte bu iist sinirlarda esitligin saglandig1 (iki parcali) graflar1 karakterize
etmislerdir.

Hou ve ark. (2007), “On the spectral radius, k-degree and the upper bound of
energy in a graph” 1simli ¢caligmalarinda bir grafin herhangi bir noktasinin k-derecesini
tanimlamislar ve (iki parcali) bir grafin enerjisi i¢in (iki pargali) grafin nokta sayisini,
kenar sayisini ve k-derecelerini igeren bazi iist sinirlar elde etmislerdir. Ayrica bu {ist
sinirlarda esitligin saglandig (iki parcalr) graflar1 karakterize etmislerdir.

Liu ve Lu (2008), “Sharp bounds on the spectral radius and the energy of
graphs’ isimli ¢aligmalarinda (iki parcali) bir grafin enerjisi i¢in bazi list sinirlar elde
etmigler ve bu {ist smirlarda esitligi saglayan (iki parcali) graflar1 karakterize
etmiglerdir. Ayrica elde ettikleri bu {ist sinirlardan bilinen bazi sonuglara varmiglardir.

Adiga ve Zaferani (2008), “Upper bounds for energy of a graph” isimli
calismalarinda strongly quotient graflarin iki tane 6zdegerini belirlemisler ve bu
Ozdegerleri goz Oniinde bulundurarak strongly quotient graflarin enerjisi icin bir tist
sinir elde etmislerdir.

Gutman ve ark. (2009), “Upper bound for the energy of graphs with fixed
second and fourth spectral moments” isimli ¢aligmalarinda herhangi bir grafin enerjisi
icin o grafin ikinci ve dordiincii spektral momentlerinin fonksiyonu olan bir iist sinir
elde etmislerdir.

Bozkurt ve Bozkurt (2013), “Sharp upper bounds for energy and Randi¢
energy” isimli ¢aligmalarinda (iki parcalr) grafin enerjisi i¢in bazi iist sinrlar elde
etmigler ve bu {ist smirlarda esitligi saglayan (iki parcali) graflar1 karakterize
etmislerdir. Ayrica elde ettikleri bu st smnirlarin daha 6nceden elde edilen birgok {ist
siir1 genellestirdigini gostermislerdir.

De la Pena ve ark. (2007), “Estimating the Estrada index” isimli ¢aligmalarinda
bir grafin Estrada indeksi i¢in grafin nokta sayisini, kenar sayisini ve enerjisini igeren
bazi smirlar elde etmislerdir.

Gutman (2008), “Lower bounds for Estrada index” isimli ¢alismasinda bir
grafin Estrada indeksi i¢in grafin nokta sayisi ve kenar sayisini igeren bazi alt smirlar

elde etmistir.



Das ve Lee (2010), “On the Estrada index conjecture” isimli c¢aligmalarinda

herhangi bir aga¢ graf i¢in, star grafin maksimum Estrada indekse sahip oldugu ve n

noktali, m kenarl graflar i¢in ise m>1.8n+4 ya da m>n>/6 sart1 saglanmak iizere
yol grafin minimum Estrada indekse sahip oldugu konjektiiriinii ¢6zmiislerdir. Bununla
birlikte herhangi bir baglantili grafin Estrada indeksi i¢in bazi iyi alt sinirlar elde
etmislerdir.

Liu ve Liu (2010), “Bounds of the Estrada index of graphs” isimli
calismalarinda bir grafin Estrada indeksi i¢in grafin nokta sayisini, kenar sayisini,
pozitif 6zdegerlerinin sayisini ve enerjisini iceren bazi yeni sinirlar elde etmislerdir.

Du ve Zhou (2011), “The Estrada index of trees” isimli ¢caligmalarinda pendant
nokta sayilar1 verilen aga¢ kiimeleri arasinda maksimum Estrada indekse sahip tek agaci
belirlemislerdir.

Fath-Tabar ve Ashrafi (2011), “New upper bounds for Estrada index of
bipartite graphs” isimli ¢calismalarinda iki pargali graflarin Estrada indeksi i¢in bazi {ist
sinirlar elde etmislerdir.

Shang (2012), “Lower bounds for the Estrada index of graphs” isimli
calismasinda bir grafin Estrada indeksi i¢in bazi yeni alt sinirlar elde etmistir. Ayrica
elde etmis oldugu bu alt sinrrlar1 daha Onceden elde edilen bazi alt sinirlarla
karsilagtirmastir.

Zhou (2008), “On sum of powers of the Laplacian eigenvalues of graphs” isimli
calismasmda sifirdan farkli bir a reel sayisi i¢cin bir grafin sifir olmayan Laplacian
ozdegerlerinin «. kuvvetlerinin toplamini tanimlamis ve bu parametreye, baglantil (iki
parcal) graflar i¢in bazi alt ve iist sinirlar elde etmistir. Ayrica yazar c¢alismasinda
a=1/2 ve a =2 6zel durumlarini da incelemistir.

Tian ve ark. (2009), “A note on sum of powers of the Laplacian eigenvalues of
bipartite graphs” i1simli c¢aligmalarinda baglantili iki parcali graflarin Laplacian
0zdegerlerinin kuvvetlerinin toplami i¢in bazi sinirlar elde etmislerdir.

Zhou (2009), “On sum of powers of Laplacian eigenvalues and Laplacian
Estrada index of graphs” isimli ¢alismasinda baglantili graflarin  Laplacian
0zdegerlerinin kuvvetlerinin toplami i¢in grafin derece dizisini i¢eren bazi smirlar elde

etmistir.



Zhou ve Ili¢ (2010), “On the sum of powers of Laplacian eigenvalues of
bipartite graphs” i1simli c¢aligmalarinda baglantili iki parcali graflarin Laplacian
0zdegerlerinin kuvvetlerinin toplami i¢in bazi sinirlar elde etmislerdir.

Liu ve Liu (2011), “4 note on sum of powers of the Laplacian eigenvalues of
graphs” isimli c¢aligmalarinda baglantili bir grafin Laplacian 6zdegerlerinin
kuvvetlerinin toplami i¢cin bazi smirlar elde etmislerdir. Bununla birlikte bu smirlarin
daha 6nceden elde edilen bazi smirlardan daha iyi oldugunu gostermislerdir.

Nosal (1970), “FEigenvalues of graphs” isimli ¢calismasinda n noktal 7 -regiiler

bir G grafinin geren agaclarinin sayisi i¢in

t(G)Sn""z( : ] (1.1)

n—1
iist smirini elde etmistir.

Grimmett (1976), “An upper bound for the number of spanning trees of a
graph” isimli ¢aligmasinda » noktali, m kenarli bir G grafinin geren agaglarimin
sayi1si i¢in

1 2m )"

1(G) SZ(E] (1.2)
iist smirini elde etmistir.

Kelmanns (bknz., sayfa 222, Cvetkovi¢ ve ark., 1980), calismasindan noktal
bir G grafinin geren agaclarinin sayisi i¢in
1(G)<n"? (1—zjm (1.3)

n
ist sinirmi elde etmistir. Burada m', G grafinin tamamlayicisinin kenar sayisidir.

Grone ve Merris (1988), “4 bound for the complexity of a simple graph” isimli

calismalarinda » noktal, m kenarli bir G grafinin geren agaglarmin sayisi i¢in grafin

nokta derecelerinin ¢arpimini da igeren

t(G)S( 7 ] [1.4 (1.4)

n—1 2m

iist smirini elde etmisglerdir.



Zhang (2005), “A new bound for the complexity of a graph” isimli calismasinda

n noktali, m kenarli bir G grafinin geren agaclarinin sayisi i¢in

t(G)S(l+(n—2)a)(1—a)"_2l(z—m]n_] (1.5)

n\in-1
1/2
n(n—l)—2m] dir.

iist sinirin1 elde etmistir. Burada a =
2mn(n-2)

Das (2007), “A sharp upper bound for the number of spanning trees of a graph”

isimli ¢aligmasinda »n noktali, m kenarl bir G grafinin geren agaglarmin sayisi i¢in

grafin maksimum nokta derecesi d_, 1 da igeren

n-2
2m—d_,, —1] (1.6)

1(G)< ( —
st smirini elde etmistir.

Feng ve ark. (2008), “Sharp upper bounds for the number of spanning trees of a
graph” i1simli calismalarinda » noktali, m kenarli bir G grafinin geren agaglarmin

say1s1 i¢cin maksimum nokta derecesi d,, ’1 ve nokta derecelerinin kareleri toplamimni da

iceren
N 2m-d_ -1\
ve
ﬂ
z d2+2m max+1)2 2
— 2 (1.8)

iist smirlarini elde etmislerdir.
Li ve ark. (2010), “The number of spanning trees of a graph” isimli
calismalarinda n noktali bir G grafinin geren agaclarinin sayisi i¢in maksimum nokta

derecesi d_, ’1ve minimum nokta derecesi d_ ’1igeren

2m _dmax _l_dmin ]n_3
n-3

t(G)Sdmm(

iist smirini elde etmislerdir.

(1.9)

Bununla birlikte Grimmet (1976) calismasinda (1.2) st sinmrmin (1.1) dist
sinirmin  bir genellestirmesi oldugunu goézlemlemistir. Grone ve Merris (1988)

calismalarinda Aritmetik-Geometrik ortalama esitsizliginin uygulanmasiyla (1.4) st
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smirinin (1.2) st smirina indirgendigini ifade etmistir. Das (2007) calismasinda (1.1),

(1.2), (1.3) ve (1.4) ist smnirlar1 sadece K, (tam graf) i¢in keskin iken (1.6) smirinm

K (star graf) ve K, icin keskin oldugunu belirtmistir. Li ve ark. (2010)

1,n—1
calismalarinda (1.6) ve (1.7) ust smirlart K,, , ve K, i¢in keskin iken, (1.9) st
smirmmn K, ,K,, K v(K, uKn_z) ve K, —e graflarma izomorf olan graflar i¢in

keskin olduguna dikkat ¢ekmislerdir. Zhang (2005) ¢alismasinda (1.5) tist sinirmin (1.2)
iist smirindan daima daha iyi oldugunu ispatlarken, Feng ve ark. (2008) ise (1.7) tist

simirinin (1.6) ve (1.8) iist sinirlarindan daima daha iyi oldugunu ispatlamiglardir.

1.3. Temel Kavramlar

Calismamizim bu alt boliimiinde ¢aliygmamizda adi1 gegen ve kullanacagimiz bazi
temel kavramlar1 (6rnekleri ile birlikte) verecegiz. Aksi belirtilmedikge verecegimiz bu
kavramlar i¢in kaynaklarimiz Cvetkovi¢ ve ark. (1980), Balakrishnan ve Ranganathan

(1999) ve Aldous ve Wilson (2000) tarafindan yapilan ¢aligmalardir.

1.3.1. Graf Teoride Bazi1 Temel Tanimlar

Bir graf elemanlar1 noktalar olarak bilinen bir ¥, kiimesi ile elemanlar1 kenarlar
olarak bilinen bir £, kiimesinden olusur ve G = (V,;, E,;) ile gosterilir.
Bir grafta her bir kenar iki noktay1 birlestirir.

Asagida, nokta kimesi V; ={v,v,,v;,v,,v;,v;} ve kenar kiimesi
E;= {v,vz,v2v3,v2v4,v3v4,v3v5,v4v5,v4v6} olan 6 noktali, 7 kenarli bir graf Ornegi
verilmistir.

V3 V5

1
V2

V4 Ve

Sekil 1.2. 6 noktali, 7 kenarli bir G grafi
(Balakrishnan ve Ranganathan, 1999)
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Bir grafta ayn1 nokta ciftini birlestiren iki ya da daha fazla kenara ¢oklu kenar
denir. Bir noktayr kendisiyle birlestiren kenara ilmek denir. Coklu kenar ve ilmegi
bulunmayan graflara basit graf (simple graph), bunlardan herhangi birini ya da ikisini
birden bulunduran graflara ise basit olmayan graf (non-simple graph) denir.

Asagida sirasiyla basit grafa ve basit olamayan grafa 6rnekler verilmistir.

Sekil 1.3. Basit graf ve basit olamayan graf
(Aldous ve Wilson, 2000)

G=(V;.E;) grafi nokta kiimesi V,={w,v,,...,v,} ve kenar kiimesi
E; ={e,e,,....e,} olan bir graf olmak iizere G grafinda, v,v;, € E ise bu noktalara
komsudur denir ve v, ~ v, seklinde gésterilir. v,v,  E; ise bu noktalara komsu degildir
denir ve v, # v, seklinde gosterilir. Herhangi bir v, noktasinin derecesi v, noktasina

komsu olan noktalarin sayis1 olup d, ile gosterilir. Derecesi sifir olan noktaya izole

nokta, derecesi bir olan noktaya ise pendant nokta denir.

Asagidaki gibi bir graf verilsin.

Vi V2 vy

Vs Va

Ve

Sekil 1.4. izole ve pendant noktaya sahip bir G grafi
(Balakrishnan ve Ranganathan, 1999)
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Bu grafta v, noktasi, v,,v,, v, ve v, noktalarina komsudur. Ancak diger noktalara
komsu degildir. Bu grafin noktalarinin dereceleri sirasiyla
d=4,d,=5d,=2,d,=2,d,=4,d,=1ve d, =0

dir. Burada v, bir pendant nokta, v, ise bir izole noktadir. Ayrica bir G grafinda nokta

derecelerinin toplami1 kenar sayismin iki kat1 olup bu

1 n
|EG| :EZi:ldi

seklinde ifade edilir.

Bir G grafinda ardi ardina & tane kenarin dizilmesiyle olusan wuv,vw,wx,..., yz

k tane

formuna G de k& uzunlugunda bir yiiriime denir. Bu sekildeki bir yiiriime seklinde
uvwx...yz seklinde gosterilir ve u dan z ye bir ylirime olarak adlandirilir. Burada u
noktas1 yiirimenin baslangi¢ ve z noktasi ise bitis noktasidir.

Herhangi bir G grafinda ayn1 noktada baglayan ve biten bir yilirimeye G de bir
kapalr yiiriime denir. Biitiin noktalar1 ve kenarlar1 birbirinden farkl olan yiirlimeye G
de bir yol ve biitiin kenarlari, baslangi¢ ve bitis noktalar1 hari¢ biitiin noktalar1
birbirinden farkli olan kapali bir yiirtimeye ise G de bir devir denir.

Asagidaki gibi bir graf verilsin.

Sekil 1.5. Yiiriime, kapali yiiriime, yol ve devire sahip bir G grafi
(Aldous ve Wilson, 2000)

Bu grafta uvwxywvzzy 9 uzunlugunda bir yiirime, vywxyzv kapali bir ylirime, vwxyz

bir yol ve vwxyzv ise bir devirdir.
G =(V;.E;) grafi nokta kiimesi V; ={v,,v,,...,v,} olan bir graf olmak iizere v,
ve v, noktalar1 arasindaki en kisa yolun uzunluguna v, ve v, noktalar1 arasindaki

uzaklik (distance) denir ve d, ile gosterilir (Buckley ve Harary, 1990). Sekil 1.4 deki
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G grafinda v, ve v, noktalar1 arasindaki uzaklik d,, =1 olup v, ve v, noktalari

arasimdaki uzakhk d,, =2 dir.

G herhangi bir graf olsun. G grafinin her bir nokta ¢ifti arasinda bir yol varsa,
G grafina baglantili bir graf, aksi takdirde ise G grafina baglantisiz graf denir.
Baglantisiz bir grafin baglantili alt graflarina ise o grafin bilegenleri denir.

Asagida li¢ bilesene sahip baglantisiz bir graf 6rnegi verilmistir.

& G, G,

Sekil 1.6. Uc bilesenli baglantisiz graf
(Balakrishnan ve Ranganathan, 1999)

Bilesen tanimdan da anlasildig1 {izere bu bilesenlerin her biri baglantili bir grafa
ornektir.

G=(V;.E;) ve H=(V,,E,) iki graf olsun. Eger, V,, cV, ve E, CE,
oluyorsa H grafina G nin bir alt grafi denir. H grafi G nin bir alt grafi ve V,, =V

ise bu takdirde H grafina G nin bir geren alt grafi denir.

V7
e
Vi € 5
V-

2

eg o €y
o

V4 b v,
€
€ 6 €7

Vs V¢

Sekil 1.7. Bir G grafi
(Balakrishnan ve Ranganathan, 1999)

seklinde bir G grafi verilsin.



14

Asagida sirasiyla G ’nin bir alt grafi ve bir geren alt grafi verilmistir.

My
e

Vl e] 5

vz
es €
V4

V-

€4 3

Sekil 1.8. Sekil 1.7°de verilen G grafinin bir alt grafi ve bir geren alt grafi
(Balakrishnan ve Ranganathan, 1999)

Deviri olmayan baglantili grafa aga¢ denir ve bu graf 7' ile gosterilir.

Asagida bir agac graf 6rnegi verilmistir.

Sekil 1.9. Bir 7' agaci
(Aldous ve Wilson, 2000)

Bir grafin, geren alt grafi ayn1 zamanda bir aga¢ ise bu takdirde bu geren alt

grafa grafin geren agaci denir.
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Asagidabir G grafive G nin 7, ve 7, gibiiki geren agaci verilmistir.

€] e
€3
e 4
7 3 eg €10 e
€
€ €9
G
€
€s
(4 e
ey eg 10 11
T,
e
| S——
e:
7 eg ey
€g €9
T,

Sekil 1.10. Bir G grafi ve G 'nin 7} ve 7T, gibi iki geren agaci
(Balakrishnan ve Ranganathan, 1999)

9% m

G nokta kimesi V; ={v,,v,,...,v,} kenar kiimesi E; ={ee,,...,e,} olan bir
graf olsun. E/, c E; olmak iizere; G—E. grafi G grafindan E[ kiimesindeki
kenarlarin silinmesiyle elde edilen graftwr. Herhangi v,,v, €V, i¢in E, :{e:vl.vj}

olmasi1 durumunda G — E, grafi kisaca G —e ile gosterilir.
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Asagida bir G grafi ve bu graftan 3 tane kenarin silinmesiyle elde edilen graf

ornegi verilmistir.

€

e
Vi : vy v € Y
1 2
€7
€g L] eg e
€g 66
s és S Vs v3

s
€

vy ® vy

Sekil 1.11. Bir G grafi ve G—{e,,e,,¢,} grafi
(Balakrishnan ve Ranganathan, 1999)

Herhangi bir G grafinin dortgeni, o grafin dortgen formundaki dort noktali, dort
kenarli bir alt grafidir. Sekil 1.11 deki G grafinin nokta kiimesi V, z{v,,vz,v3,v5},

kenar kiimesi E,, = {e,,e3,es,eg} olan H alt grafi G nin bir dortgenidir.

1.3.2. Ozel Graflar
Bir G grafinin her bir nokta derecesi » gibi bir sabite esit ise bu takdirde G
grafina r-regiiler ya da kisaca regiiler graf denir.

Asagida r’nin ¢esitli degerleri i¢in bazi r-regiiler graf 6rnekleri verilmistir.

1e 62 a b

[ 19)]

Sekil 1.12. Bazi regiiler graflar
(Aldous ve Wilson, 2000)
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Farkli noktalarinin her ¢ifti birbirine komsu olan graflara tam graf denir. n

noktali bir tam graf K, ile gosterilir. Dikkat edilirse K, tam grafi (n—l)-regiiler bir

graftir.

Asagida bazi tam graf 6rnekleri verilmistir.

Sekil 1.13. Bazi tam graflar
(Aldous ve Wilson, 2000)

Sadece bir noktasi olan, kenar1 olmayan grafa asikar (trivial) graf denir. Sekil

1.13 deki K, grafi bir asikar (trivial) graftir.

Nokta kiimesi, ayn1 kiimedeki noktalar komsu olmayacak sekilde, X ve Y gibi

bos olmayan, iki ayrik alt kiimeye ayrilmis olan bir G grafina iki par¢ali graf denir ve

G(X,Y)ile gosterilir. G(X,Y) iki parali grafinda X deki her bir nokta ¥ deki biitiin
noktalara komsu ise bu takdirde G(X Y ) iki pargali grafina tam iki parcali graf denir.
|X |: p ve |Y |:q olacak sekildeki tam iki parcali graf K, ile gosterilir. Asagida

sirasiyla iki parcali ve tam iki pargali graf 6rnekleri verilmistir.

B ° 7"
\\' <«
<]
. / . \\
X Y X Y

Sekil 1.14. iki parcali bir graf ve K ».; tam iki parcali grafi
(Balakrishnan ve Ranganathan, 1999)
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Ozel olarak K 1. tam iki parcali grafina ise star graf denir.

Asagida bir star graf 6rnegi verilmistir.

ol
*S

-
A

J7TTNNS

>

Sekil 1.15. K ; star grafi
(Balakrishnan ve Ranganathan, 1999)

G= (VG,EG) grafi n noktali bir graf olmak {izere G grafinin bir f etiketlemesi
(labeling) olarak birebir f:V; —{1,2,...,n} fonksiyonu verilsin. f :E; —Q bolim

fonksiyonu e =uv ise

el

seklinde tanimlanir. Burada herhangi e € E; i¢in, 0< f, (e) <1 oldugu aciktir. G grafi

n noktali bir graf olmak lizere, bolim fonksiyonu f, birebir, yani biitiin kenarlar

tizerindeki fq (e) degerleri farkli olacak sekilde, G ’nin noktalar1 1,2,...,n biciminde

etiketlenebiliyorsa G ’ye strongly quotient graf (SQG) denir (Adiga ve ark., 2007).
Asagida bir SQG 6rnegi verilmistir.

Sekil 1.16. Bir SQG
(Zaferani, 2008)
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G ’nin kenarlarinin degerleri artan bir dizi seklinde diizenlenirse

{111132345}

6°4°3°2°5’374’576
olur. Bu durumda G bir SQG dir (Zaferani, 2008). SQG iizerine daha detayl bilgi icin
Adiga ve ark., (2007) ve Zaferani, (2008) tarafindan yapilan ¢alismalara bakilabilir.

1.3.3. Grafin Matris Temsilleri

Simdi ¢alismamizda adi gecen ve spektral graf teoride de ¢ok fazla calisilmis
olan grafin matris temsillerinden “komsuluk matrisi, Laplacian matrisi ve normalize
Laplacian matrisi” tanimlarmi verip, bu tanimlar1 bir 6rnek {izerinde anlamaya

calisalim.
G grafi nokta kiimesi V;={v,v,,...,v,} olan n noktah bir graf olsun. G
grafinin komsuluk matrisi nxn simetrik bir matris olup
Ly, ~ v,

A(G)=\a,; )=
( ) (aU) {O; aksi takdirde

seklinde tanimlanir.
G grafinda d,, v,e€V, noktasmm derecesi olmak iizere, G ’nin nokta
derecelerinin kdsegen matrisi
D(G) = k(')'s(d,,dz,...,dn)
seklinde nxn kosegen bir matristir.
G grafinin Laplacian matrisi nxn simetrik bir matris olup
d;i=jise
,): L v, ~v, ise
0; aksi takdirde
seklinde tanimlanir.
Yukaridaki tanimlardan herhangi bir G grafinin Laplacian matrisinin, komsuluk
matrisi ve nokta derecelerinin kdsegen matrisi cinsinden
L(G)=D(G)-4(G)

seklinde de ifade edilebilecegi agiktir (Merris, 1994).
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G grafinin normalize Laplacian matrisi nxn simetrik bir matris olup

L=(L,)=

g

I, i=jise

1 :
———; Vv, ~V; ise

0; aksi takdirde

seklinde tanimlanir.

Bu tanimdan izole noktasi olmayan herhangi bir G  grafinin normalize

Laplacian matrisinin

L=D(G)

-1/2

-1/2

L(G)D(G)

seklinde de ifade edilebilecegi agiktir. Burada L(G) ve D(G) sirastyla G grafinin

Laplacian matrisi ve nokta derecelerinin kosegen matrisidir (Chung, 1997).

Asagidaki gibi bir G grafi verilsin.

Vi

V2

/N

Vs Vq

V3

Sekil 1.17. Bir G grafi

(Balakrishnan ve Ranganathan, 1999)

Bu grafin komsuluk matrisi

A(G)=

—_—— O O

1 00 1 1]
01 0 0 1
1 01 01
0101 1
001 01
1111 0]

seklindedir. Ayrica G grafinin nokta dereceleri

d=dy=d,=d,=d, =3 ve d, =5

dir.
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Boylece nokta derecelerinin kdsegen matrisi

D(G)=

S O O O O
S O O O W
S O O W O
S O W O O
S W o O O

Laplacian matrisi
(3 -1 0 0 -1 -1
-13 -1 0 0 -1
0O -1 3 -1 0 -1
L(G) = s
o 0 -1 3 -1 -1
-10 0 -1 3 -1
-1 -1 -1 -1 -1 5

ve normalize Laplacian matrisi de

A S S
3 3 15
Ly L 0o L
3 3 15
N -é o -
L= 1 1 15
0 R 1 —
3 3 15
L o L4 __L
3 3 15
IR R T |
L V15 V15 15 s 15 |
seklinde elde edilir.

1.3.4. Graf Islemleri

Simdi ¢alismamizda adi gegen bazi graf islemlerinden bahsedelim.

G grafi basit bir graf olsun. G grafinin tamamlayicisi, nokta kiimesi G ’'nin
nokta kiimesiyle ayni olan bir graf olup, G° ile gosterilir. Bu graf, “G® grafinda

herhangi iki noktanin komsu olmasi i¢in gerek ve yeter sart bu noktalarim G de komsu

olmamasidir.” bi¢iminde tanimlanir. G basit bir graf ise G° grafi da basit bir graftir ve
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(G” )C =G dir. Ayrica n noktali m kenarli bir grafin tamamlayicisi, n noktal

m' = (n(n -1)- 2m) /2 kenarl bir graftir.

Asagida bir G grafi ve bu G grafinin tamamlayicisin1 gosteren bir 6rnek

verilmistir.
uy Uy u; Uy
% a s “3 Us
G G°

Sekil 1.18. Bir G grafi ve G 'nin tamamlayicisi
(Balakrishnan ve Ranganathan, 1999)

G, =(Vy.Eq ) ve G, =(V,,.E,, ) nokta kiimeleri ayrik (¥, "V, =@) olan iki
graf olsun. G, ve G, graflarinin birlesimi, nokta kiimesi V;, UV, ve kenar kiimesi
E, UE, olanbir grafolup, G, UG, seklinde gosterilir.

Asagida, iki graf ve ayn1 zamanda bu graflarin birlesimlerini gdésteren bir 6rnek

verilmistir.

Vi

Uy

V2
U

V3

Sekil 1.19. G, ve G, graflarmm birlesimleri
(Balakrishnan ve Ranganathan, 1999)

G, =(Vy.Eq) ve G, =(V,,.E,, ) nokta kiimeleri ayrik (¥, NV, =@) olan iki
graf olsun. G, ve G, graflarinin birlestirilmesiyle (birbirine baglanmasiyla) elde edilen
graf, nokta kiimesi V; UV, ve kenar kiimesi E; UE; u{uivj‘ui eVs,v; € VGZ} olan

bir graf olup, G, v G, seklinde gosterilir.



23

Asagida Sekil 1.19°de verilen G, ve G, graflarinin birlestirilmesiyle elde edilen
G, v G, grafi verilmistir.

Vi

G, VG
LR vy Va4

V3

Sekil 1.20. Sekil 1.19°da verilen G, ve G, graflarinin birlestirilmesiyle elde edilen graf
1 2
(Balakrishnan ve Ranganathan, 1999)

G, ve G, nokta kiimeleri V; ve ¥, olan iki graf olsun. G, ve G, nin nokta
kiimeleri arasinda, G, deki herhangi iki v, ve v, noktalarinin G, de komsu olmasi i¢in
gerek ve yeter sart f (vl.) ve f (vj) noktalarmin G, de komsu olmasidir seklinde, 1-1
orten bir f:V, — V, donistimii varsa bu doniisime G, ve G, graflarnin izomorfizmi
denir. Herhangi iki G, ve G, grafi arasinda izomorfizm varsa bu graflara izomorfik

graflar denir ve bu G, = G, seklinde gosterilir.

Asagida birbirine izomorf iki graf 6rnegi verilmistir.

#

ug & 6y,

Sekil 1.21. Birbirine izomorf iki graf
(Balakrishnan ve Ranganathan, 1999)
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1.3.5. Graf Parametreleri

Simdi ¢aligmamizda adi gegen ve calismamizin Giris kisminda da 6neminden
bahsettigimiz bir grafin enerjisi, Estrada indeksi, sifir olmayan Laplacian 6zdegerlerinin
kuvvetlerinin toplami1 ve geren agaclarinin sayist gibi parametrelerinden kisaca
bahsedip, bunlar1 bir 6rnek iizerinde daha iyi anlamaya calisalim.

G, komsuluk matrisi 4(G) olan bir graf olsun. 4(G)’nin 6zdegerlerine G

grafinin 6zdegerleri denir.

G, n noktal bir grafve 4, 24, >---> 4 , G 'nin 6zdegerleri olsun. Bu takdirde

G grafimin enerjisi
E(G)=) | (1.10)
i=1

seklinde tanimlanir (Gutman, 1978). Grafin enerjisi kavrami literatiirde ¢ok fazla
calisilmis bir kavram olup detayh bilgi icin Li ve ark. (2012) ve Gutman (2012)
calismalarina bakilabilir.

G, n noktal bir graf ve 4, >4, >---> 4, G 'nin 6zdegerleri olmak lizere G

grafimin Estrada indeksi
EE(G)=)e" (1.11)
i=1

seklinde tanimlanir (Estrada, 2000).

k>0 icin G nin k. spektral momenti

C k
M, =M, (G)ZZ(&)

i=1
dir (Estrada ve Rodriguez-Velazquez, 2005). M,, aym zamanda G deki £k
uzunlugundaki kapali yiirlimelerin sayisma esittir (Cvetkovi¢ ve ark., 1995). Buradan

X

e’ in seri acilimi da g6z Oniinde bulundurulursa, Estrada indeks ve spektral moment

arasinda
EE(G)=) —*& (1.12)

iligkisinin oldugu goriiliir (De la Pena ve ark., 2007).
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Asagidaki gibi bir G grafini g6z oniine alalim.

Sekil 1.22. Bir G grafi
(Balakrishnan ve Ranganathan, 1999)

Bu grafin komsuluk matrisi,

01001
10100
A(G)=|00 1 0 1 0
00101
1.0 0 1 0

olup 6zdegerleri

1 5 1 5
}'1 :23 /12 :ﬂg :_5+7Ve /14:/15 :—5—7

dir. Boylece bu grafin enerjisi ve Estrada indeksi sirasiyla,

E(G):i|li|:6.472132

i=l1

Ve
5

EE(G)=) " =11.496186
i=1

olarak elde edilir.

G, Laplacian matrisi L(G) olan bir graf olsun. L(G) nin 6zdegerlerine G
grafimin Laplacian ozdegerleri denir (Merris, 1988).

G, n noktali, m kenarh bir graf ve g >p, >--->2pu =0, G’nin Laplacian

O0zdegerleri olmak tzere, sifirdan farkli bir o reel sayist icin, G 'nin sifir olmayan
y , y

Laplacian 6zdegerlerinin . kuvvetlerinin toplami

=

5, (G)=D (1.13)
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seklinde tanimlanmistir (Zhou, 2008). Burada /4, G ’nin sifir olmayan Laplacian

ozdegerlerinin sayisidir. G grafinm p, =0 Laplacian 6zdegerinin kathligi G ’nin

bilesenlerinin sayisma esittir (Fiedler, 1973). G ’nin baglantili bir graf olmasi

durumunda bilesen sayis1 bir tane olup o da kendisidir. Boylece (1.13) denklemi ile

verilen tanim baglantili bir G grafi i¢in

(1.14)

seklinde olur (Zhou, 2008). Ayrica (1.13) tanim1 o 'nin belli degerleri i¢in bilinen bazi
graf parametreleri ile yakindan iliskilidir. Ornegin; s,(G)=2mdir. s,(G) nin bazi
ozellikleri Lazic (2006) tarafindan incelenmistir. s,,, (G) degeri G grafimin Laplacian

enerji-benzer invaryanti adi altinda Liu ve Liu (2008) tarafindan tanimlanmistir. Bu
deger literatiirde ¢ok fazla ¢alisilan grafin enerjisi ile benzer 6zelliklere sahip olup bu

acidan onemli bir parametredir (Gutman ve ark., 2010). G grafinin baglantili olmasi1
durumunda ns_ (G)=Kf(G) dir (Gutman ve Mohar, 1996). Burada Kf(G), G

grafinin Kirchhoff indeksi’dir (Bonchev ve ark., 1994).

G, n noktall bir graf ve p, >p, >2--->2pu =0, G’nin Laplacian 6zdegerleri

olmak tlizere, G grafinin geren agag¢larinin sayisi t(G) , Laplacian 6zdegerler cinsinden

(1.15)

seklinde ifade edilir (Cvetkovi¢ ve ark, 1980).

Sekil 1.22 deki G grafini1 g6z oniine alalim. Bu grafin Laplacian matrisi

(2 -1 0 0 -I]
-1 2 -1 0 0
L(G)=|0 -1 2 -1 0
0 0 -1 2 -1
-1 0 0 -1 2|

olup Laplacian 6zdegerleri

5.5 5 45

—, Uy =, =———— Ve ‘u5:0

H=H, 2, 2 o

dir.
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Ayrica bu grafin nokta sayis1 n =5 olup boylece geren agaglarinin sayisi

(G)= %H =S
olarak elde edilir.

G, normalize Laplacian matrisi L olan bir graf olsun. L ’nin 6zdegerlerine G
grafimin normalize Laplacian 6zdegerleri denir (Chung, 1997).
G, n noktal, m kenarh bir graf ve p, > p, >--->p =0, G 'nin normalize Laplacian
Ozdegerleri olmak iizere, G grafinin geren agaclarinin sayisi t(G) , G ’nin normalize
Laplacian 6zdegerleri cinsinden

" d |
1(G)= [.d le. (1.16)

2m

seklinde ifade edilir (Cvetkovi¢ ve ark., 1980; Chung, 1997).

Sekil 1.22 deki G grafin1 goz oOniine alalim. Bu grafin normalize Laplacian

matrisi
1 —l 0 0 —l
2 2
_l 1 _l 0 0
2 2
L= 0 —l 1 —l 0
2 2
o o -+ 1 -1
2 2
1 1y
L 2 2 i

olup normalize Laplacian 6zdegerleri de

5, BERRE

=p,=————ve p;=0

P =P, 4 4 > P 3 4 4

dir. Ayrica bu grafin kenar sayis1 m =35 ve nokta dereceleri
d=d,=d,=d,=d; =2

olup boylece geren agaglarinin sayisi yine

5
d,
t(G): Hi:] i li[pizs
i=1

10

seklinde elde edilir.
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1.3.6. Grafin Topolojik indeksleri

Genel olarak bir topolojik indeks, graf-teorik indeks olarak da bilinen (kimyasal)
bir grafin niimerik bir invaryantidir (Plavsi¢ ve ark., 1993). Graftaki uzaklik kavramina
bagli topolojik indeksler molekiillerin yapilar1 ve Ozellikleri arasindaki iliskiyi
belirlemek i¢in teorik kimyada genis Olglide kullanilir. Bu indeksler kimyasal
bilesiklerin fiziksel, kimyasal ve termodinamik parametreleri ile iliski saglamasi
acisindan ¢ok dnemlidir (Gutman ve Furtula, 2012; Gutman ve Furtula, 2012).

Calismamizda adi1 gecen grafin “derece Kirchhoff indeksi” de grafin topolojik
indekslerinden biri olup simdi bu kavramin nasil ortaya ¢iktigindan ve Oneminden

bahsedelim.
G nokta kiimesi ¥V, ={w,v,,...,v,} olan n noktal, m kenarh baglantili bir
graf olsun. d; herhangi bir v, noktasin derecesini, d; de herhangi iki v, ve v,

noktalar1 arasindaki uzaklig1 gostersin.

G grafinm Wiener indeksi v, ve v, swrali olmayan nokta ¢iftleri arasidaki

biitiin uzakliklarin toplami olup

w(G)= 2.
frovider(

seklinde tanimlanir (Wiener, 1947). Bu molekiiler yap1 tanimlayici, molekiiler

)dl.j (1.17)

G

bilesiklerin bir¢ok fiziksel ve kimyasal indeksleri ile 6nemli baglantilar1 olan en ¢ok
kullanilan topolojik indekslerden biridir (Dobrynin ve ark, 2001).

G grafinin derece uzaklig

D(G)= > [d+d,]d, (1.18)
{vi,vl-}gV(G)

seklinde tanimlanir (Dobrynin ve Kochetova, 1994). Bu kavramdan Gutman (1994)

calismasinda Schultz indeks olarak bahsetmistir.

G grafinin derece uzakligimin ¢carpimsal varyantt

5(G)= ddd, (1.19)
{vl- ,v]-}gV(G)

seklindedir (Gutman, 1994). Gutman bu indeksi ikinci tiir Schultz indeks adi altinda
tanimlamistir. Ancak daha sonra bu indeks Todeschini ve Consonni (2000) tarafindan
Gutman indeks olarak adlandirilmistir.

Klein ve Randi¢ (1993) calismalarinda yeni bir uzaklik fonksiyonu olarak

elektrik ag (network) teorisine dayali diren¢ uzakligi (resistance distance) One
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sirmiislerdir. Klein ve Randi¢, G  grafinin her bir kenarmi bir birim direng ile

degistirerek G grafin1 bir N elektrik ag olarak diisiinmiislerdir. Boylece G grafinin v,
ve v, noktalar: arasindaki direng uzakligt N deki v, ve v, noktalari arasindaki etkili
direng uzakhigu (effective resistance distance) olarak tanimlamiglardir ve bunu R, olarak

gostermislerdir.

J biitlin elemanlar1 1 olan nxn bir matris ve L(G), G grafinin Laplacian
matrisi olmak {izere L(G)+1J matrisinin determinant1 sifirdan farkli olup tersi
n
mevcuttur (Xiao ve Gutman, 2003).

X:(xij):(L(G)+lJ]_]

n
olmak iizere diren¢ uzaklig1

Rl.j =X;+X; - 2xl.j

seklinde hesaplanir (Babi¢ ve ark., 2002).

Bu kavram Laplacian ve normalize Laplacian spektral teoride, elektrik aglarinda
ve kimyada 6nemli bir yere sahiptir (Klein ve Randi¢, 1993; Xiao ve Gutman, 2003;
Chen ve Zhang, 2007).

G grafinin Kirchhoff indeksi Wiener indeksine benzer olarak

Kf(G):{ }2 R, (1.20)
Vi,V gV(G)

seklinde tanimlanmistir (Bonchev ve ark., 1994).

G grafinin derece Kirchhoff indeksi Gutman indeksine benzer olarak

Kf (G)—{Vi,vj}zg:V(G)dideij (1.21)
seklinde tanimlanmistir (Chen ve Zhang, 2007).

G, n noktali ve Laplacian 6zdegerleri p, > p, >...> p, =0 olan bir graf olmak
iizere, Gutman ve Mohar (1996) calismalarinda G nin Kirchhoff indeksinin Laplacian
0zdegerler cinsinden
Kf(G)= nnii (1.22)

=1
seklinde ifade edilebildigini ispatlamiglardir.
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G, n noktali ve normalize Laplacian 6zdegerleri p, > p, >...2 p, =0 olan bir

graf olmak tiizere, Chen ve Zhang (2007) calismalarinda G nin derece Kirchhoff

indeksinin normalize Laplacian 6zdegerler cinsinden

Kf(G)=2m> - (1.23)
i= P

seklinde ifade edilebildigini ispatlamislardir.

Yukarida da bahsedildigi gibi bir grafin derece Kirchhoff indeksi, graftaki
uzaklik kavramma bagl olarak tanimlanan Gutman indeksin, yeni bir uzaklik kavrami
olan diren¢ uzakligmma adapte edilmesiyle ortaya c¢ikmustir. Kirchhoff indeksi, grafin
Laplacian 6zdegerleri cinsinden ifade edilirken, derece Kirchhoff indeksin de grafin
normalize Laplacian 6zdegerleri cinsinden ifade edilebildiginin ispatlanmasi, bu indeksi
onemli kilan oOzelliklerden biridir. Bununla birlikte derece Kirchhoff indeks ile
Kirchhoff indeks arasinda bircok baglanti olup, bu da derece Kirchhoff indeks
kavraminin onemini artirmaktadir. Bu baglantilar hakkinda daha detayli bilgi i¢in Chen
ve Zhang (2007) ve Zhou ve Trinajsti¢c (2009) tarafindan yapilan caligmalara
bakilabilir.

1.3.7. Artan-Azalan ve Konveks-Konkav Fonksiyonlar
AcR ve f:A—R bir fonksiyon olsun. Her x,ye 4 i¢in, x<y iken

f(x)< f(») oluyorsa f fonksiyonuna A iizerinde monoton artan, x<y iken
f(x)< f(y)oluyorsa f fonksiyonuna A iizerinde kesin artan fonksiyon denir.
Benzer sekilde; x<y iken f(x)>f(y) oluyorsa f fonksiyonuna A iizerinde
monoton azalan x <y iken f(x)> f(y) oluyorsa f fonksiyonuna A iizerinde kesin
azalan fonksiyon denir. Ayrica, tiirevlenebilir bir y = f(x) fonksiyonu igin eger bir
araligmn tim x noktalarinda f'(x)>0 ise fonksiyon bu aralikta monoton artan,
/"(x)>0 ise kesin artan fonksiyondur. Eger bir araligm tiim x noktalarinda f"(x)<0

ise fonksiyon bu aralikta monoton azalan, f ’(x)<0 ise kesin azalan fonksiyondur

(Caferov, http://w2.anadolu.edu.tr/aos/kitap/IOLTP/2285/unitel10.pdf [Ziyaret Tarihi: 9
Aralik 2013].)
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S < R” kiimesi verilsin. Her x,y €S ve 0<a <1 i¢in,
ax+ (1 — a) vesS
oluyorsa S’ye konveks kiime denir. Baska bir deyisle S < R" kiimesi {izerindeki
herhangi iki noktay1 birlestiren dogru iizerindeki biitiin noktalar ayni1 kiimede kaliyorsa

S ’ye konveks kiime denir.

Asagida konveks ve konveks olmayan kiimelere bir 6rnek verilmistir.

ax+(1-a)y, O<cax<1
@
(a) (b)

Sekil 1.23. Konveks ve konveks olmayan kiimeler
http://web.mit.edu/course/6/6.253/OldFiles/www/Lecture02.pdf [Ziyaret Tarihi: 9 Aralik 2013]

R" ’nin bos olmayan bir S alt kiimesi {izerinde tanimli reel degerli f:S —> R
fonksiyonu verilsin. Fonksiyonun tanim kiimesi olan S kiimesi konveks bir kiime ve
herhangi x,ye S veher 0<a <1 i¢in
f(ax+(1—a)y)£ af (x)+(1-a) f(»)
oluyorsa f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir.

t>1 yada t<0 icin f(x) =x' fonksiyonu R" pozitif reel sayilar kiimesi

iizerinde konveks bir fonksiyondur.

Herhangi x,y €S veher 0<a <1 icin

f(ax+(1—a)y)<af(x)+(l—a)f(y)

oluyorsa f fonksiyonuna kesin konveks fonksiyon denir
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—f fonksiyonu konveks ise f: S — R fonksiyonuna konkav fonksiyon denir.

—f fonksiyonu kesin konveks ise f:S—>R fonksiyonuna kesin konkav
fonksiyon denir.

0<r<1 igin f(x)=x" fonksiyonu R pozitif reel sayilar kiimesi iizerinde

konkav bir fonksiyondur (Horn ve Johnson, 1991; Pecaric ve ark., 1992).

1.3.8. Baz Esitsizlikler

Simdi ¢alismamizda kullanacagimiz bazi esitsizlikleri verelim.

1 1
Teorem 1.3.8.1 (Holder Esitsizligi) p,q >1 olmak iizere —+—=1 olsun. q,,a,,...,qa,
P 49

ve b,b,,...,b reel (kompleks) sayilar1 i¢in
1°72 n

Slab s(iw] (jw] (1.24)

esitsizligi saglanir. (1.24) esitsizliginde esitlik olmas1 i¢in gerek ve yeter sart her bir

1<i<n igin |b|= c|al.|p_] olacak sekilde bir ¢ € R olmasidir (Hardy ve ark., 1934).

Teorem 1.3.8.2 (Aritmetik-Geometrik Ortalama Esitsizligi) Negatif olmayan n tane

a,,a,,...,a, reel sayilari i¢in

a'+a2+m+a"an/a,az...an (1.25)

n

esitsizligi saglanwr. (1.25) esitsizliginde esitlik olmasi i¢in gerek ve yeter sart

a, =a, =---=a, olmasidir (Hardy ve ark., 1934).

Teorem 1.3.8.3 (Jensen Esitsizligi) /:S —> R bir konveks fonksiyon olsun.

X,%,,....,x, €S ve a,a,,...,a, 20 olmak iizere a, +a, +---+a, =1 olsun. Bu takdirde

f(iaixijﬁiaif(xi) (1.26)

esitsizligi saglanir. Kesin konveks fonksiyonlar i¢in (1.26) esitsizliginde esitlik olmasi

i¢in gerek ve yeter sart x, = x, =---=x, olmasidir.



33

Eger f:S — R konkav bir fonksiyon ise (1.26) esitsizliginin tersi olan

f(zn:“ixi] 2 Zn:aif(xi) (1.27)

esitsizligi saglanir. Kesin konkav fonksiyonlar i¢in (1.27) esitsizliginde esitlik olmas1

i¢in gerek ve yeter sart x, = x, =---=x, olmasidir. (Hardy ve ark., 1934)
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2. SQG’n Ozdegerlerini iceren Parametreler i¢in Siirlar

Calismamizi bu boliimiinde SQG’1n enerjisi ve Estrada indeksi i¢in bazi sinirlar
elde edilmis ve bu smirlarin SQG i¢in, daha 6nceden elde edilen smirlardan daha iyi
oldugu gosterilmistir.

Yukarida belirtilen Alt Bolim 2.2 ve Alt Boliim 2.3 de yer alan bu sonuglar

orijinal olup tarafimizdan ispatlanmistir (Bozkurt ve ark., 2012).

2.1. Lemmalar
Bu alt boliimde, sonuglarimizin ispatinda kullanacagimiz bazi yardimci

lemmalar verelim.

Lemma 2.1.1 q,a,,...,a, negatif olmayan sayilar olsun. Bu takdirde
1 . 1/n " " 2
1{—2(11. —(Hai] } < nZai —(2\/2]
nio i=1 i=1 i=1
1 . 1/n
< n(n—l){—z‘ai —(Hai] }
n i

i=l1

dir (Zhou ve ark., 2008).

Lemma 2.1.2 G, n noktali bir SQG ise, bu takdirde
n
S:{p|p asal ve §<p£n}

olmak {iizere -1, kathlig1 |S|:l den biiyiik veya esit olacak sekilde G ’nin bir

0zdegeridir (Adiga ve Zaferani, 2008).

Lemma 2.1.3 G, n noktali bir SQG ise, bu takdirde

s = z ([logp n}—l)

p—asal

n
<=
p2

olmak tlizere 0, katlilig1 s den biiylik veya esit olacak sekilde G ’nin bir 6zdegeridir
(Adiga ve Zaferani, 2008).
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Lemma 2.1.4 G, n noktal, m kenarli, nokta kiimesi ¥, = {v,v,,...,v,} ve 6zdegerleri

As2,,..., A, olan bir graf olsun. Bu takdirde

Zn: Al =2m
i=1

ve
Zn:lf = 2Zn:dl.2 —2m+8q
i=1 i=1

dir. Burada d,, v, noktasinin derecesi ve ¢, G 'nin dortgenlerinin sayisidir (Gutman ve

ark., 2009).

2.2. SQG’mn Enerjisi I¢in Simirlar
G, n noktali ve dzdegerleri A4,4,,...,4, olan bir SQG olsun. Bu alt boliimde,

G nin enerjisi i¢in elde edilen 1y1 bir {ist siir ve iki yeni alt sinir verilmistir. Not edelim
ki, Alt Boliim 2.2 ve Alt Béliim 2.3 boyunca, / ve s sirasiyla Lemma 2.1.2 ve Lemma
2.1.3 de belirtildigi gibi olmak iizere kolaylik olmasi1 agisindan

j“n—l—s+] = j“n—l—s+2 == }“n—l =0

\(

A=A == =—1

i+l — “'n n

farzedilmistir.

Teorem 2.2.1 G, 3<n noktalh ve m maksimum kenarli bir SQG,

S= {p|p asal ve §< p< n} ve |S| =/ olsun. Bu takdirde

E(G) 21+ \2m—1+(n—1-s)(n—1-5s-1)¢*"" 2.1)
\
E(G)<l+(n—1-s=1)(2m~1)+(n—1-s)§*" " (2.2)

esitsizlikleri mevcuttur. Burada

n—Il—s

dir.
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Ispat. Lemma 2.1.1 de @, = A ve n yerine n—/—s alarak

elde edilir. Burada

1 n—I—s n—l—s 1/n—l-s
T:(n—l—s){ Aiz_(l—[llg] :l

n—l-s 3 i=1

dir. Lemma 2.1.2 ve Lemma 2.1.3 den, —1 ve 0, sirastyla kathliligi1 / ve s den biiyiik

veya esit olacak sekilde G 'nin 6zdegerleridir. Boylece
T<(n-1-s)(2m~1)~(E(G)~1) <(n-1-s-1)T

elde edilir. Burada

1 n—l—s n—l—s 1/n—I-s

:2m—l—(n—l—s)¢2/""l"s

olup ispat tamamlanir.

Uyan 2.2.1 Adiga ve Zaferani (2008) yaptiklar1 calismada SQG’m Lemma 2.1.2 ve

Lemma 2.1.3 de verildigi gibi iki 6zdegerini belirlemis ve SQG’1n enerjisi i¢in

E(G)<l+(n—1-s)(2m~1) (2.3)

ist smirmi elde etmislerdir. (2.2) {ist smir1 (2.3) iist smirindan daha iyidir. Gergekten

Aritmetik-Geometrik ortalama esitsizliginden
2m—1>(n—1-s)p>" "

oldugundan

E(G)£l+\/(n—I—S—1)(2m—l)+(n_l_s)¢2/n—1_s

£l+\/(n—l—s)(2m—l)

olur. Bu ise (2.2) iist sinirinin (2.3) st sinirindan daha iyi oldugunu gosterir.
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Teorem 2.2.2 G, 3<n noktah ve m maksimum kenarli bir SQG,

S= {p|p asal ve g< p< n} ve |S| =/ olsun. Bu takdirde

E(G)21+(2m-1) am-l (2.4)

2 d} —2m+8q -1

i=l1

esitsizligi mevcuttur.

ispat. Holder esitsizligi a,,a,,...,a, ve b, b,,...,b, negatif olmayan reel sayilar1 i¢in

) . Up s, g
$ub g(zaf] (zb;f]
i=l1 i=1 i=1

seklindedir. Bu esitsizlikte a, = |ll.|

2/3 4/3

,bl.:|ll.| ,p=3/2,q=3 ve n yerine n—[—s

alinirsa

n—l—s

nclss o ndds 2/3 1A i 23 \ 1/3
S-Sl () <kl (] 29

elde edilir. G grafi, 3 <n noktali oldugundan, S kiimesinin mertebesi en az bire esittir.

Bu takdirde

n—Il—s

Al =0

i=l1

olup (2.5) denklemi

seklinde yazilir. Lemma 2.1.2 ve Lemma 2.1.3 den, —1 ve 0, swrasiyla kathililig1 / ve

s den biiylik veya esit olacak sekilde G ’nin 6zdegerleridir. Boylece Lemma 2.1.4 den

(2m—l)3

E(G)-1> |—
2> d}—2m+8q-1

i=1

olur.
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Buradan

2m—1
2 d?} —2m+8q -1

i=l1

E(G)=1+(2m—1)

olup bu da ispat1 tamamlar.

2.3. SQG’m Estrada indeksi I¢in Siirlar

G, n noktal, 6zdegerleri A4,4,,...,4 olan bir SQG ve n,, G ’nin pozitif
0zdegerlerinin sayist olsun. Bu alt boliimde, G ’nin Estrada indeksi icin G 'nin nokta
sayisini, kenar sayisini, pozitif 6zdegerlerinin sayisini1 ve enerjisini igeren bazi sinirlar

elde edilmistir.

Teorem 2.3.1 G, 3 <n noktal1 ve m maksimum kenarli bir SQG olsun. Bu takdirde

EE(G)zle™ +%E(G)(e—l)+n—n+ (2.6)
Ve

£(G)
EE(G)<le' +(n—1-1)+e ? (2.7)

esitsizlikleri saglanir. Burada
S:{p|p asal ve §<p£n} ve |S|:l

dir.

Ispat. Alt Sinir: Lemma 2.1.2, Lemma 2.1.3, e >xe ve e* >1+x esitsizliklerinden
n—Il—s

EE(G) = Zn:e’l" =se’ +le” + 2 e
i=l i=1

n—l—s

2s+le"]+2eﬂ,i+ 2 (1+4,)

2;>0 i=1
24,50

=s+le” +(e—1)(ﬂﬂ +lz+---+An+)+(n—l—s—n+)+l
=le”! +%E(G)(e—1)+n—n+

olup boylece (2.6) alt simir1 elde edilir.
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Ust Smur: 7, , G ’nin pozitif 6zdegerlerinin sayisi olsun. f(x)=e" fonksiyonu

(-0, +oo) araliginda monoton artan oldugundan,

n—l—s

EE(G)= Zn:e’l" =se’ +le' + z e’
i=1 i=1

<s+le” +(n—l—s—n+)+ie’l"

i=l1

dir. Boylece
n, k
EE(G)<te” +(n—1-n)+ 3 3 )
i=1 k>0 k'
=le” +”‘I+Z%i(%)k 2.8)
k>1 - =1

k=1

k
<le’ +n—l+2%{ 2 (Al.)}
£(G)

=le +(n—1-1)+e 2

olup ispat tamamlanir.

Uyan 2.3.1 Liu ve Liu (2010) yaptiklar1 ¢alismada » noktali, m kenarh basit graflar

igin
EE(G)%E(G)(e_l)m_m (2.9)
A\
E(G)
EE(G)<n-l+e ? (2.10)

esitsizliklerini ispatlamislardir. 3 <»n noktali ve m maksimum kenarli bir SQG olan G

grafinin Estrada indeksi EE(G) icin, (2.6) alt smmrmin (2.9) alt sinirindan daha 1y1
oldugu agiktir. Ayrica f(x)=e" fonksiyonu (—o0,+c0) araliginda monoton artan oldugu

ve § kiimesinin mertebesinin (|S| =/ ) en az 1 oldugu gbz Oniine alinirsa, (2.7) st

simirinin (2.10) iist sinirindan daha 1yi oldugu sonucuna varilir.
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Teorem 2.3.2 G, 3 <n noktal1 ve m maksimum kenarli bir SQG olsun. Bu takdirde
EE(G)-E(G)<le™ +(n—-1-1)=2m—1 + """ (2.11)

esitsizligi saglanir. Burada
S:{p|p asal ve §<p£n} ve |S|:l

dir.

Ispat. (2.8) denkleminden

EE(G)<le"' +n—1+ Z%i(&)k
k21 =l
=le” +n—l+m+ zii(ﬂﬁ)k
2 iEkNS
<le” +n—l+E(G)+Z%i(ii)k

k22 Ve i=]

olup buradan

EE(G)<le” +n—1+E(G)+ % > (%)2}2
k=2 V.

=le" +n—-1+E(G)+), _2m— " (,1.)2}2

1
i
k>2 k' L i=n,_+1

elde edilir. Lemma 2.1.2 ve Lemma 2.1.3 den, —1 ve 0, swrastyla kathililigi / ve s den

biiylik veya esit olacak sekilde G ’nin 6zdegerleri oldugundan,

i=n, +1

olur. Boylece

k
EE(G)—E(G)<Ze"+n—l+2%[2m—l]2
k>2 e

1+ (n=1-1)—2m T+

olup ispat tamamlanir.

Yukaradaki ispatimizdan ayrica (2.11) smirindan daha iyi olan
E(G P
EE(G)—%S le! +(n—1-1)—N2m—1+e&"""

sinirmin da elde edilebilecegi agiktir.
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Uyan 2.3.2 Liu ve Liu (2010) yaptiklar1 ¢alismada » noktali, m kenarh basit graflar
igin
EE(G)-E(G)<n—-1-V2m—1+e""" (2.12)
simirini elde etmislerdir. f (x) =e" ve f (x) =¢" —x fonksiyonlar: sirasiyla (—oo,+oo)

ve (0, +oo) araliklarinda monoton artan ve S kiimesinin mertebesi (|S| =/ )enaz 1’e

esit oldugundan, SQG i¢in (2.11) st siirinm (2.12) st smirindan daha iyi oldugu

sonucuna varilrr.
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3. Graflarin Normalize Laplacian Ozdegerlerini iceren Parametreleri icin Simirlar

Bu boéliimde izole noktas1 olmayan bir grafin sifir olmayan normalize Laplacian
Ozdegerlerinin kuvvetlerinin toplam1 ilk kez tarafimizdan tanimlanmis ve bu
parametreye baglantili (iki parcali) graflar i¢cin bazi alt ve st smirlar elde edilmistir.
Elde edilen alt smirlarin bir sonucu olarak baglantili (iki pargali) graflarin derece
Kirchhoff indeksi i¢in baz1 alt smirlar verilmistir. Ayrica derece Kirchhoff indeks i¢in
elde edilen alt smirlardan birinin literatiirde var olan bir alt smirla g¢akistigi
gozlemlenmistir. Bunula birlikte izole noktast olmayan ve baglantili (iki parcalr)
graflarin geren agacglarinin sayilari i¢in bazi {ist sinirlar elde edilmistir. Ek olarak izole
noktast olmayan graflar i¢in elde edilen iist sinirin (1.4) denklemindeki iist sinirdan
daima daha 1y1 oldugu gosterilmis ve geren agaglarin sayisi i¢in elde edilen {ist sinirlar
bir 6rnek iizerinde karsilastirilmistir.

Yukarida belirtilen Alt Boliim 3.2 ve Alt Boliim 3.3 de yer alan bu sonuclar
orijinal olup tarafimizdan ispatlanmistir (Bozkurt ve Bozkurt, 2012; Bozkurt, 2012).

Not edelim ki, Alt béliim 3.1, Alt Bélim 3.2 ve Alt Boliim 3.3 boyunca nokta

kiimesi V; ={v,v,,...,v,} olan n noktali bir G grafi igin,

1

u 2
A=| I ) P=1 E
d ve +\/n(n—1) dd,

i=1

Vi~v;

kisaltmalar1 kullanilmistir. Burada d,, v, €V, noktasmin derecesidir.

3.1. Lemmalar
Bu alt boliimde sonuglarimizin ispatinda kullanacagimiz bazi yardimci lemmalar

verelim.

Lemma 3.1.1 G, n noktali ve normalize Laplacian 6zdegerleri p, > p, >2---2p, =0

olan bir graf olsun. Bu takdirde

p=— (3.1)
n—1

dir. Dahasi, (3.1) esitsizliginde esitlik olmasi i¢in gerek ve yeter sart G nin K, tam

graf olmasidir (Chung, 1997).



Lemma 3.1.2 G, n noktali ve normalize Laplacian 6zdegerleri p, > p, >2---2p, =0

olan bir graf olsun. Bu takdirde

p 2P (3.2)
dir. Dahasi, (3.2) esitsizliginde esitlik olmasi i¢in gerek ve yeter sart G nin K, tam

graf olmasidir (Das ve ark., baskida).

Lemma 3.1.3 (3.2) alt smiri, (3.1) alt smirimndan daima daha iyidir (Das ve ark.,
baskida).

Lemma 3.1.4 G, 2 <n noktal baglantili bir graf olsun. Bu takdirde p, = p, =---=p

n—1

olmasi i¢in gerek ve yeter sart G =K, yada G =K, olmasidir (Das ve ark., baskida).

Lemma 3.1.5 G, n noktali ve normalize Laplacian 6zdegerleri p, =2 p, >2---2p, =0

olan bir graf olsun. Bu takdirde

0<p <2
dir. Dahasi, p, =2 olmas i¢in gerek ve yeter sart G ’nin baglantili bir bileseninin iki

parcali ve asikar (trivial) olmayan graf olmasidir (Chung, 1997).

Lemma 3.1.6 G, n noktali ve normalize Laplacian matrisi L olan, izole noktasi

olmayan bir graf olsun. Bu takdirde

Zn:pl. :iz(L) =n
i=1

\(

n ) 1
;pf:lz(ﬁ):“zv;ﬁ

dir (Zumstein, 2005).

Lemma 3.1.7 G, n noktali ve izole noktas: olmayan bir graf olsun. d_, , G nin
maksimum nokta derecesi olmak iizere, bu takdirde
L, n (3.3)

Sdd, " 2d

max
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dir. Dahasi, (3.3) esitsizliginde esitlik olmasi i¢in gerek ve yeter sart G nin regiiler graf
olmasidir (Shi, 2009).

Lemma 3.1.8 1<i<n i¢in x,>-1 olsun. Eger » " x,=0 ve z;leZcz(l—n"])

1se, bu takdirde
anln(l+xl.) < 1n(1+c—cn"])+(n—1)1n(l—cn_])
i=1

dir (Cohn, 1967).

3.2. Graflarin Normalize Laplacian Ozdegerlerinin Kuvvetlerinin Toplamm icin
Sinirlar

Bu alt boliimde yer alan sonuglarimizi vermeden once ilk olarak yeni bir graf
parametresi olarak izole noktasi olmayan bir grafin sifir olmayan normalize Laplacian
Ozdegerlerinin kuvvetlerinin toplammi tanimlayalim ve bu parametrenin Onemini

aciklayalim.

Tanmm 3.2.1 G, n noktali, izole noktas1 olmayan ve normalize Laplacian 6zdegerleri

p,=p,=2--=2p, =0 olan bir graf ve o # 0 bir reel say1 olsun. Bu takdirde G ’nin sifir

olmayan normalize Laplacian 6zdegerlerinin a. kuvvetlerinin toplami
5.(G)=Ypf (3.4)

seklinde tanimlanir. Burada /4, G grafinin sifir olmayan normalize Laplacian

ozdegerlerinin sayisidir. G grafinin p, =0 normalize Laplacian 6zdegerinin kathilig

G ’nin bilesenlerinin sayisina esittir (Chung, 1997). Boylece G nin baglantili bir graf

olmas1 durumunda (3.4) denklemi ile verilen tanim

5.(G)=2.pf (35)
seklinde olur. Bu tanim o 'nin belli degerleri i¢in bilinen bazi graf parametreleri ile
yakindan iliskilidir. Ornegin; n=1 igin s, (G) =n dir. G grafinin baglantili olmasi

durumunda 2ms’, (G)=Kf (G) dir. Burada Kf (G), G’nin derece Kirchhoff

indeksidir (Chen ve Zhang, 2007).
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Ayrica sifirdan farkli bir a reel sayis1 icin G ’nin genel Randi¢ indeksi

R ()= (dd,)"
olmak iizere (Bollobas ve Erdds, 1998)
s;(G):n+2zL:n+2R_l(G)

Vivp i

dir (Zumstein, 2005).

Teorem 3.2.1 o #0,1 olacak sekilde bir reel say1 ve G, 3<n noktali, m kenarli ve

t(G) geren agacli baglantili bir graf olsun. Bu takdirde

2mf(G)]a/(n_2) (36)

s,(G)=P* +(n—2)( P

esitsizligi mevcuttur. Dahasi, (3.6) esitsizliginde esitlik olmasi i¢in gerek ve yeter sart

G =K, olmasidur.

2mt(G)

Ispat. (1.16) denkleminden, H:]] p, = dir. Aritmetik-Geometrik ortalama

esitsizligi kullanilirsa

2mt(G)T/("_2)

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlikte esitlik olmasi icin gerek ve yeter sart

P, =p; =-=p,, olmasidir. $imdi

f(x)=x“ +(n_2)(2ij(G)]a/(,,_2)

yardime1 fonksiyonunu goz oniine alalim.
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Bu takdirde

A veya >0 yada a<0

2mt(G)]]/(n_])

esitsizligini ¢ozerek f fonksiyonunun xz(

icin artan oldugunu kolayca gorebiliriz. Lemma 3.1.2, Lemma 3.1.3 ve Aritmetik-

Geometrik ortalama esitsizliginden

n—1
zpi ne ]/(n—]) ]/(n—])
p]ZPZL:Lz( ]pi] :(2mt(G)]

n-1 n-1

dir. Boylece

2mt(G) )"
AP

sZ(G)Zf(P):P“+(n—2)(

olup (3.6) esitsizligi elde edilir. (3.6) esitsizliginde esitlik olmasi i¢in gerek ve yeter sart
pp=Pvep,=p;=-=p,,
olmasidir. Bu takdirde Lemma 3.1.2 ve Lemma 3.1.4° den, G = K, oldugu sonucuna

varilir.

Daha 6ncede basedildigi gibi
Kf"(G)=2ms_ (G)

dir. Boylece (3.6) smirinda a =—1 alindiginda asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 3.2.1 G, 3 <n noktali, m kenarh ve t(G) geren agacli baglantili bir graf olsun.

Bu takdirde

1/(n-2)
. 2m AP
Kf (G)27+2(n—2)m(2mt(G)] 3.7

esitsizligi mevcuttur. Dahasi, (3.7) esitsizliginde esitlik olmasi i¢in gerek ve yeter sart

G =K, olmasidur.



Teorem 3.2.2 G, 3 <n noktali baglantili bir graf olsun.

i) Egera<0yada a>1 ise

(n=P)"

SZ(G)ZP(X+W’

ii) Eger O<a <1 ise

(n—P)

SZ(G)SP(I'FW
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(3.8)

(3.9)

esitsizlikleri mevcuttur. Dahasi, (3.8) ve (3.9) esitsizliklerinde esitlik olmasi i¢in gerek

ve yeter sart G = K, olmasidur.

Ispat. x“’nm x>0 ve o <0 yada a >1 igin (kesin) konveks bir fonksiyon olduguna

dikkat edelim. Boylece Jensen esitsizliginden

=l * 1 .
(zn_zpi] S;n—2pi

i=2

ve sonug olarak

n—1 1 n—1 o
e .
=P = ) ( pl]

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlikte esitlik olmasi i¢in

p, = p; =+--=p, , olmasidir. Buradan

olup asagidaki

e, (nm)
g(x)=x +W

yardimci fonksiyonunu diisiinelim. Bu takdirde

' _ a-1 (n_x)a—l >
g(x)—oc[x —W}_O

gerek ve yeter sart
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esitsizligini ¢ozerek g fonksiyonunun x > Ll icin artan oldugunu kolayca gorebiliriz.
n f—

Lemma 3.1.2 ve Lemma 3.1.3 den,

dir.
Boylece

s, (G)=g(P)=P“+

olup (3.8) esitsizligi elde edilir. (3.8) esitsizliginde esitlik olmasi i¢in gerek ve yeter sart
pp=Pvep,=py=--=p,,
olmasidir. Bu takdirde Lemma 3.1.2 ve Lemma 3.1.4° den, G = K, oldugu sonucuna

varilir. Simdi 0<a <1 oldugunu farzedelim. x*, x>0 ve O<a <1 igin (kesin)

konkav bir fonksiyon oldugundan, Jensen esitsizliginden

=l ¢ 1
| = “
(Z > pl] 2P

=2 N—

ve sonug olarak

n—1 1 n—1 o
Ll .
=P ) ( a]

elde edilir. Bu esitsizlikte esitlik olmasi i¢in gerek ve yeter sart p,=p,=---=p

n—1

olmasidir. Boylece

n—l
s, (G) =p/ +Zpl.“
i=2

olur. Simdi asagidaki

(n=x)"

" (n—2)a_]

g(x):x

yardimci fonksiyonunu alalim. g fonksiyonu x > Ll icin azalan oldugundan
n f—
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olup (3.9) esitsizligi elde edilir. Teoremin (i) kismindaki (3.8) esitsizliginin esitlik
kosulana benzer olarak (ii) kismindaki (3.9) esitsizliginde de esitlik olmas1 i¢in gerek ve

yeter sart G = K, olmasidur.

(3.8) smirinda a =—1 alindiginda derece Kirchhoft indeks i¢in asagidaki sonug

elde edilir.

Sonug¢ 3.2.2 G, 3 <n noktali vem kenarli baglantil1 bir graf olsun. Bu takdirde

2
2m+2(n—2) m

K1'(G)z =2+ = (3.10)

esitsizligi mevcuttur. Dahasi, (3.10) esitsizliginde esitlik olmasi i¢in gerek ve yeter sart

G =K, olmasidur.

Simdi Teorem 3.2.1 ve Teorem 3.2.2 de verdigimiz sonuglar1 baglantili iki pargali

graflar i¢in de verelim.

Teorem 3.2.3 o # 0,1 olacak sekilde bir reel say1 ve G, 3<n noktali, m kenarli ve
t(G) geren agacli baglantili iki parcali bir graf olsun. Bu takdirde
al/(n-2)
. a G
52 (G)=(2) +(n—2)($] (3.11)

esitsizligi mevcuttur. Dahasi, (3.11) esitsizliginde esitlik olmasi i¢in gerek ve yeter sart

G=K,, (p+g=n) olmasidur.

Ispat. Teoremin 3.2.1’in ispatindaki benzer yolu izlersek

2mt(G)]a/(n_2)

(3.12)
Ap,

s, (G)=p* +(n—2)(

elde edilir. G grafi baglantili iki pargali graf oldugundan, Lemma 3.1.5 den p, =2

oldugu sonucuna variriz. Bdylece (3.12) esitsizligi diisiiniilerek (3.11) esitsizligi elde

edilir.
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(3.11) esitsizliginde esitlik olmasi i¢in gerek ve yeter sart
Py =P3 == Py
olmasidir.

Simdi (3.11) esitsizliginde esitlik oldugunu farzedelim. Bu takdirde, Lemma
3.1.4 den G=K, oldugu sonucuna variriz. Tersine, iki pargall K, —grafi i¢in (3.11)
esitsizliginde esitlik oldugu kolayca goriilebilir.

(3.11) smirinda « = -1 alindiginda derece Kirchhoff indeks i¢in asagidaki sonug
elde edilir.

Sonug¢ 3.2.3 G, 3 <n noktali, m kenarli ve t(G) geren agacli baglantili iki pargali bir

graf olsun. Bu takdirde

1/(n-2)
. A
Kf (G)2m+2(n—2)m(mt(G)] (3.13)

esitsizligi mevcuttur. Dahasi, (3.13) esitsizliginde esitlik olmasi i¢in gerek ve yeter sart

G=K,, (p+g=n) olmasidur.

Teorem 3.2.4 G, 3 <n noktali baglantil1 iki parcali bir graf olsun.

i) Eger a<0yada a>1 ise
5o (G)zn+2(277"-1), (3.14)
ii) Eger O<a <1 ise
5. (G)<n+2(277-1) (3.15)
esitsizlikleri mevcuttur. Dahasi, (3.14) ve (3.15) esitsizliklerinde esitlik olmasi i¢in

gerek ve yeter sart G =K, | (p +qg= n) olmasidir.

Ispat. Teorem 3.2.2’nin ispatindaki benzer yolu izlersek

. (n=p)

s, (G)Zp] +(n—2)a_] (3.16)

elde edilir. G grafi baglantili iki pargali graf oldugundan, Lemma 3.1.5 den p, =2
oldugunu goriiriiz. Boylece (3.16) esitsizligi distiniilerek (3.14) esitsizligi elde edilir.

0 <a <1 i¢cin Teorem 3.2.2°deki ispat yolu izlenirse
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(n-p)

S:! (G) < p]a + (n_z)a—]

(3.17)

elde edilir. Boylece p, =2 oldugu ve (3.17) esitsizligi géz Oniine almarak (3.15)
esitsizligi elde edilir.

(3.14) ve (3.15) esitsizliklerinde esitlik olmasi igin gerek ve yeter sart

Pr=P3 == Py

olmasidir. Teorem 3.2.37in ispatindaki benzer yol kullanilarak G =K,  oldugu

sonucuna vartlir.
(3.14) smirinda a =—-1 alindiginda derece Kirchhoff indeks i¢in literatiirde var

olan asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 3.2.4. G, 3<n noktali ve m kenarli baglantil1 iki parcali bir graf olsun. Bu
takdirde

Kf"(G)=(2n-3)m (3.18)
esitsizligi mevcuttur. Dahasi, (3.18) esitsizliginde esitlik olmasi i¢in gerek ve yeter sart

G=K,, (p+q=n) olmasidir (Zhou ve Trinajsti¢, 2009).

3.3. Graflarin Geren Agaclarinin Sayilar icin Ust Simirlar

Bu alt boliimde izole noktas1 olmayan ve baglantili (iki parcali) graflarin geren
agacglarmin sayilar1 icin bu graflarin nokta sayilarini, kenar sayilarini ve nokta
derecelerini iceren bazi iist sinirlar elde edilmistir. Ek olarak Teorem 3.3.1 de elde
edilen (3.19) iist smirinin (1.4) denklemindeki iist smirdan daima daha iyi oldugu
gosterilmis ve geren agaglarin sayisi i¢in elde edilen {ist smirlar bir 6rnek iizerinde

karsilagtirilmastir.
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Teorem 3.3.1 G, n noktali izole noktasi olmayan bir graf olsun. Bu takdirde

t(G)S(1+(n—2)b)(1—b)n_2( . ]{Hd] (3.19)

n—1 2m
1 d 172
esitsizligi mevcuttur. Burada bz(%} ve d_, ., G’nin maksimum nokta
n n_ max

derecesidir.

Ispat. G baglantili bir graf degil ise, bu takdirde t(G)zO olup (3.19) esitsizligi
saglanr. $1imdi G nin baglantili oldugunu farzedelim. p, ; >0 oldugundan,

n d

0<t(G) £2i—n/]ll]p]p2...pnl

&

oldugu agiktir. qzive 1<i<n-1 i¢in x, =
n-— q

—1 olsun. Bu takdirde x, >-1 dir.

Dahasi, Lemma 3.1.6 ve Lemma 3.1.7 den

elde edilir.
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Boylece Lemma 3.1.8’den

n—1
H 1+x (1+ n l)b
i=l

sonucuna varilir. Buradan

o < <(1+(n-2 b)(l—b)"‘z(i]n_]

i=1 I’l—l

(n—l)b

n—1

] e

\

t(G)£(1+(n—2)b)(1_b)”‘2(n_1j {Hl, ]

olup (3.19) esitsizligi elde edilir.

Uyan 3.3.1 f(b)=(1+(n—2)b)(1-b)"" olsun. Bu takdirde 0<b <1 igin

f'(b)==(n-2)(n-1)b(1-b)"" <0
ve boylece f(b)< f(0)=1’dir (Zhang, 2005). Bundan dolay1 (3.19) smirmmn (1.4)

sinirindan daima daha i1yi oldugu sonuca variriz. Dahasi, G grafi bir tam graf ise, (3.19)

esitsizliginde esitlik elde edilir.

Teorem 3.3.2 G, 2 <n noktali baglantili bir graf olsun. Bu takdirde

t(G)<P(n_Pjn2£H?‘di] (3.20)

2m

esitsizligi mevcuttur. Dahasi, (3.20) esitsizliginde esitlik olmasi i¢in gerek ve yeter sart

G nin K, tam graf olmasidir.

Ispat. (1.16) denkleminden,
Hi di n—1
G — i=l1 )
(0) {—Qm [1»

dir. Boylece Lemma 3.1.6 ve Aritmetik-Geometrik ortalama esitsizliginden
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t(G) = 21;; i p] 3 pl
n n-1 n-2
< Hi:] dl' p 2;’:2 Pi
B 2m "N n-2

B 2m P n-—2

n n— n-2
Hi:]di i:]lpi _'DI]

H:':] d; n—p i
p
|

2m n—-2

elde edilir. P<x<2 i¢in

f(x):x(n—x)

fonksiyonunu goz oniine alalim. Lemma 3.1.2 ve Lemma 3.1.3’den

n-=2

p2P>—"1
n—1

dir. Ayrica P<x<?2 i¢in
n—(n—l)x

n=x)

F(x)= £ (x)

olup boylece f (x) maksimum degerini x = P noktasinda alir ve (3.20) esitsizligi elde
edilir.

(3.20) esitsizliginde esitlik olmasi i¢in gerek ve yeter sart yukaridaki tiim esitsizliklerin
esitlik olmasi, yani

p=Pvep,=p,==p,,

olmasidir.

Buradan Lemma 3.1.2 ve Lemma 3.1.4 kullanilarak G grafinm K, tam graf oldugu
sonucuna varilir. Tersine, K, tam grafi i¢in (3.20) esitsizliginde esitlik oldugu kolayca
gortliir.

Simdi Teorem 3.3.2 de elde edilen sonucu iki parcali graflar i¢in diisiinelim.
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Teorem 3.3.3. G, 2<n noktali, m kenarll baglantili iki parcali bir graf olsun. Bu

takdirde

1(G)< .4 (3.21)

m

esitsizligi mevcuttur. Dahasi, (3.21) esitsizliginde esitlik olmasi i¢in gerek ve yeter sart

G=K,, (p+g=n) olmasidir.

Ispat. G grafi baglantih iki pargali graf oldugundan, Lemma 3.1.5 ile, p, =2 oldugu

sonucuna varabiliriz. Bu bilgi, (1.16) esitligi ve Lemma 3.1.6 g6z onilinde alinir ve

Aritmetik-Geometrik ortalama esitsizligi de kullanilirsa

_ H:lzldi 1 _ H:lzldi 1
"(0)= 55, [He=| 5, plle
_ n-2
< Hi:]di Zizzlpi
B m n-2
n n— n=2
= Hizldf zi:]]pi_p]
n-2
= H:lzldi (n_p] jn_z_ Hznzldl
n-2 m
elde edilir.

Dahasi, (3.21) esitsizliginde esitlik olmasi i¢in gerek ve yeter sart
Py =P == Py

olmasidir. Bu takdirde, Lemma 3.1.4 den G =K, = oldugu sonucuna varabiliriz.

Sonug 3.3.1 Teorem 3.3.2 ve Teorem 3.3.3 den sirasiyla, (3.20) iist sinir1 K, tam grafi
icin keskin iken, (3.21) tst smurmnm K, ( p+q= n) tam iki parcali grafina izomorf

olan iki pargali graflar i¢in keskin oldugu sonucuna varilir.



56

Ornek 3.3.1 Asagidaki gibi bir G grafi verilsin.

V3

€4 €5
€1 € €3

Vi V2 V4 Vs

Sekil 3.1. Bir G grafi
(Balakrishnan ve Ranganathan, 1999)

Bu grafin normalize Laplacian matrisi

o —% o o0 0
1 1 1
-5 1 "% 3 0
1 1
L=| 0 = ! 0
1 1 1
0 - = 1 -5
1
_ o 0 0 -5 |

olup normalize Laplacian 6zdegerleri

71,313 s 7 13

=P =LPy = 6 ve p; =0

P66 TP 6

seklindedir. Ayrica bu grafin nokta sayis1t n =35 , kenar sayis1 m =35 ve nokta dereceleri
d=1d,=3,d,=2,d,=3ved;=1

dir. Boylece geren agaclarinin sayisi

o - B 11

i= i=1

olarak elde edilir.
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Bu grafdaki geren agaclarm sayilar1 i¢in elde edilen iist smirlarin verdigi

degerler asagidaki ¢izelgede gosterilmistir.

Cizelge 3.1. Sekil 3.1 deki G grafinin geren agaclarinin sayisi i¢in, elde edilen {ist sinirlarin verdigi

yaklasimlar
A2 [ a3 T AH [ 1.5 1.6 ] (.7 | (1.8 | (1.9) [ (3.19) | (3.20)
G 7.812 | 9.720 | 4.394 | 5.659 | 8.000 | 6.400 | 14.696 | 6.250 | 3.918 | 4.381

Graflarin geren agaglarinin sayilar1 icin bu ¢alismada elde edilen (3.19) iist

sinirmin  literatiirdeki (1.4) st smmirindan daima daha iyi oldugu Uyar1 3.3.1 de

ispatlanmisti. Cizelge 3.1 den ise

bahsedilen diger iist sinirlardan daha iyi bir yaklagim verdigi anlasilmaktadir.

(3.19) tist smirinin bazi durumlarda, yukarida
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4. SONUCLAR VE ONERILER

4.1 Sonuclar

Calismanin ikinci boliimiinde, Teorem 2.2.1 ve Teorem 2.2.2 de SQG’1n enerjisi
icin (2.1) ve (2.4) alt smirlar1 ve (2.2) st smir1 elde edilmis ve SQG i¢in (2.2) iist
sinirmin  (2.3) de verilen lst smirdan daima daha iyi oldugu Uyar1 2.2.1 de
ispatlanmistir. Teorem 2.3.1 ve Teorem 2.3.2 de SQG’1n Estrada indeksi i¢in (2.6) alt
smir1 ve (2.7) ve (2.11) tist sinirlar1 elde edilmistir. SQG i¢in, (2.6) alt smirmin (2.9) da
verilen alt sinirdan, (2.7) st sinirmin (2.10) da verilen {ist smirdan daha iyi oldugu
Uyar1 2.3.1 de, (2.11) iist smirmin (2.12) de verilen {ist sinirdan daha 1yi oldugu ise
Uyar1 2.3.2 de ispatlanmistir. Calismanin tglincii boliimiinde, Tanim 3.2.1 de izole
noktas1 olmayan bir grafin sifir olmayan normalize Laplacian 6zdegerlerinin kuvvetleri
toplami tanimlanmis ve bu parametrenin 6nemi agiklanmistir. Teorem 3.2.1, Teorem
3.2.2, Teorem 3.2.3 ve Teorem 3.2.4 de bu parametreye, baglantili (iki pargali) graflar
icin (3.6), (3.8), (3.11) ve (3.14) alt smirlar1 ve (3.9) ve (3.15) iist smirlar1 elde
edilmistir. Elde edilen alt smirlarin bir sonucu olarak Sonug 3.2.1, Sonu¢ 3.2.2, Sonug
3.2.3 ve Sonug 3.2.4 de baglantili (iki pargali) bir grafin derece Kirchhoff indeksi i¢in
(3.7), (3.10), (3.13) ve (3.18) alt sinirlar1 verilmis ve (3.18) alt siirmnin literatiirde var
olan bir alt siirla cakistigr gézlemlenmistir. Bununla birlikte Teorem 3.3.1 de izole
noktas1 olmayan graflarin geren agaglarmin sayilari i¢in (3.19) {ist smir1, Teorem 3.3.2
ve Teorem 3.3.3’de baglantili (iki parcal1) graflarin geren agaclarmin sayilari i¢in (3.20)
ve (3.21) ist sinirlart elde edilmistir. (3.19) iist smirmin (1.4) de verilen {ist sinirmdan
daima daha iyi oldugu Uyar1 3.3.1 de ispatlanmistir. Ornek 3.3.1 de ise (3.19) iist
smirinim (1.2), (1.3), (1.5), (1.6), (1.7), (1.8), (1.9) ve (3.20) ist smirlarindan bazi
durumlarda daha 1yi oldugu belirtilmistir. Ayrica Sonug 3.3.1 de (3.20) iist smirinin K,

tam graf i¢in keskin iken (3.21) ust smrmm XK, ( p+q= n) tam iki parcali grafina

izomorf olan iki parcali graflar i¢in keskin oldugu sonucuna varilmistir.

4.2 Oneriler
Bu calismada SQG’mn enerjisi ve Estrada indeksi ve graflarin normalize
Laplacian o6zdegerlerinin kuvvetleri toplami ve geren agaglarinin sayilar1 iizerine

calisilmis ve bu parametreler i¢in alt ve {ist sinirlar elde edilmistir.
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Bu parametreler i¢in daha 1yi alt ve list sinirlar elde edilebilir. Ayrica 6zel graf aileleri
iizerinden bu parametreler daha detayli ¢aligilarak spektral graf teori alaninda yeni

calisma sahalar1 olusturulabilir.
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