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ÖZET

Yüksek LisansTezi

KES·IRL·I BASAMAKTAN D·IFERENS·IYEL DENKLEMLER·IN

LAPLACE VE MELL·IN DÖNÜŞÜMLER·I ·ILE ÇÖZÜMLER·I

Ceren KÖMEKÇ·I

Ankara Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dal¬

Dan¬̧sman: Doç.Dr. Fatma KARAKOÇ

Bu tez beş bölümden oluşmaktad¬r.

Birinci bölüm giri̧s k¬sm¬na ayr¬lm¬̧st¬r.

·Ikinci bölümde tezin genelinde kullan¬lacak olan baz¬tan¬m ve teoremler verilmi̧s,

Reimann-Liouville kesirli türev ve integralin temel özellikleri hat¬rlat¬lm¬̧st¬r.

Üçüncü bölümde Laplace dönüşümünün temel özellikleri aç¬klanm¬̧s, kesirli türev

ve integralin Laplace dönüşümleri hesaplanm¬̧st¬r. Ayr¬ca sabit katsay¬l¬homogen

diferensiyel denklemlerin ve homogen olmayan diferensiyel denklemlerin çözümleri

Laplace dönüşümü yard¬m¬yla incelenmi̧stir.

Dördüncü bölümde Mellin dönüşümü tan¬t¬lm¬̧s ve kesirli basamaktan de¼gi̧sken kat-

say¬l¬diferensiyel denklemlerin çözümleri bu dönüşüm yard¬m¬yla hesaplanm¬̧st¬r.

Son bölüm ise elde edilen sonuçlar¬n analizine ayr¬lm¬̧st¬r.

Haziran 2015, 52 sayfa

Anahtar Kelimler: Riemann-Liouville türev operatörü, Riemann-Liouville in-

tegral operatörü, Kesirli basamaktan diferensiyel denklem, Laplace dönüşümü, Mellin

dönüşümü.
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ABSTRACT
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This thesis consists of �ve chapters.

The �rst chapter is devoted to the introduction.

In the second chapter, some de�nitions and theorems which are used all of thesis are

given, basic properties of Riemann-Liouville fractional derivative and integral are

reminded.

In the third chapter, basic properties of Laplace transform are explained, Laplace

transforms of fractional derivative and integral are calculated. Moreover, the so-

lutions of homogeneous and nonhomogeneous di¤erential equations with constant

coe¢ cients are analyzed by using the Laplace transform.

In the fourth chapter, Mellin transform is introduced and Mellin transform method

for solving fractional di¤erential equations with Riemann-Liouville derivatives are

calculated.

Finally, the last chapter is devoted to analysis of the results obtained.

June 2015, 52 pages

Key Words: Riemann-Liouville di¤erential operator, Riemann-Liouville integral

operator, Fractional di¤erential equation, Laplace transform, Mellin transform
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1. G·IR·IŞ

Geçti¼gimiz 20 y¬lda kesirli basamaktan türev ve integral konusu üzerinde yo¼gun çal¬̧s-

malar yap¬lm¬̧s, mühendislik ve biyoloji başta olmak üzere pek çok alanda say¬s¬z

uygulamalar¬oldu¼gundan oldukça fazla önem kazanm¬̧st¬r. Abel integral eşitli¼gi gibi

çok bilinen klasik yöntemlerin yan¬ s¬ra geri beslemeli kuvvetlendiriciler, kapasite

teorisi, genelleştirilmi̧s voltaj ayr¬̧st¬r¬c¬lar, biyolojik sistemlerde elektrik iletkenli¼gi,

kesirli yap¬da nöron modelleri, deneysel veriler mekanizmas¬, özel fonksiyonlar konusu

gibi bir çok alanda kullan¬lmaktad¬r.

Bu çal¬̧smada öncelikle Riemann-Liouville kesirli türev ve integralin temel özellik-

leri verilecektir.

Laplace dönüşümü özellikle kesirli basamaktan diferensiyel denklemlerin vazgeçilmez

bir arac¬d¬r. Bu sebeple bu çal¬̧sman¬n üçüncü bölümünde kesirli türev ve integralin

Laplace dönüşümünün baz¬temel özellikleri ifade edilecektir. Daha sonra bu özellik-

lerden yararlan¬larak sabit katsay¬l¬homogen diferensiyel denklemlerin ve homogen

olmayan diferensiyel denklemlerin Laplace dönüşümü yard¬m¬yla çözümünü verile-

cektir (Oldham ve Spanier 1974, Miller ve Ross 1993, Podlubny 1999, Kilbas vd.

2006, Lin ve Lu 2013).

Laplace dönüşümünün yan¬ s¬ra Mellin dönüşümü de kullan¬̧sl¬l¬¼g¬ sebebiyle son

y¬llarda tercih edilen dönüşümler aras¬nda yer almaktad¬r. Bu sebeple dördüncü

bölümde kesirli türev ve integralin Mellin dönüşümünün baz¬temel özellikleri ifade

edilecek ve bu özelliklerden yararlan¬larak de¼gi̧sken katsay¬l¬ homogen olmayan

diferensiyel denklemlerin çözümleri elde edilecektir ( Bateman 1954, Samko vd. 1993,

Katugampola 2011).
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2. KES·IRL·I TÜREV VE ·INTEGRAL

Bu bölümde tezin genelinde kullan¬lacak olan temel tan¬m ve teoremler ifade edile-

cektir. Ayr¬ca Riemann-Liouville kesirli türev ve integralin tan¬m¬verilip temel özel-

likleri incelenecektir.

Tan¬m 2.1 (Gamma fonksiyonu) Re(z) > 0 için

�(z) =

1Z
0

tz�1e�tdt (2.1)

ile tan¬ml¬�(z) fonksiyonuna Gamma fonksiyonu denir (Samko vd. 1993).

Teorem 2.1 Re(z) > 0 için

�(z + 1) = z�(z) (2.2)

d¬r (Samko vd. 1993).

Tan¬m 2.2 (Beta Fonksiyonu) Re(z) > 0 ve Re(w) > 0 için

�(z; w) =

1Z
0

tz�1(1� t)w�1dt (2.3)

ile tan¬ml¬�(z; w) fonksiyonuna Beta fonksiyonu denir (Samko vd. 1993).

Teorem 2.2 z; w =2 Z�0 için (2:1) Gamma ve (2:3) Beta fonksiyonlar¬aras¬nda

�(z; w) =
�(z)�(w)

�(z + w)
(2.4)

ba¼g¬nt¬s¬vard¬r (Samko vd. 1993).

Tan¬m 2.3 (Mittag-Le­ er fonksiyonu) z; � 2 C ve Re(�) > 0 için

E�(z) =

1X
k=0

zk

�(�k + 1)
(2.5)

2



ile tan¬ml¬E�(z) fonksiyonuna Mittag-Le­ er fonksiyonu denir.

z; �; � 2 C;Re(�) > 0 ve Re(�) > 0 için

E�;�(z) =

1X
k=0

zk

�(�k + �)
(2.6)

ile tan¬ml¬(2:6) fonksiyonuna iki parametreli Mittag-Le­ er fonksiyonu denir: Burada

�, (2:1) ile tan¬ml¬Gamma fonksiyonudur (Diethelm 2010):

Teorem 2.3 (2:6) ile tan¬ml¬E�;�(z) Mittag-Le­ er fonksiyonu her z 2 C için yak¬n-

sakt¬r. Yani, E�;�(z) tam fonksiyondur (Diethelm 2010):

·Ispat. Aç¬kça görüldü¼gü gibi Mittag-Le­ er fonksiyonu bir kuvvet serisidir. Kuvvet

serilerinin yak¬nsakl¬¼g¬ için kullan¬lan Cauchy-Hadamard teoreminden bu kuvvet

serisinin yak¬nsakl¬¼g¬kolayca gösterilebilir. Mittag-Le­ er fonksiyonu C düzleminin

tamam¬nda yak¬nsak oldu¼gu için de tam fonksiyondur.

Şimdi kesirli türev ve integralin tan¬m¬ve özelliklerini verelim.

Tan¬m 2.4 
 = [a; b] ve �1 < a < b <1 olsun. � 2 C ve Re(�) > 0 olmak üzere

(I�a+f)(x) =
1

�(�)

xZ
a

(x� t)��1f(t)dt; x > a; (2.7)

ve

(I�b�f)(x) =
1

�(�)

bZ
x

(t� x)��1f(t)dt; x < b; (2.8)

ile tan¬ml¬I�a+f ve I
�
b�f operatörlerine s¬ras¬yla sol tara�¬ ve sa¼g tara�¬Riemann-

Liouville kesirli integralleri denir. Burada �, (2:1) ile tan¬ml¬Gamma fonksiyonudur.

Tan¬m 2.5 � 2 C; Re(�) > 0 ve n = [jRe(�)j] + 1 olmak üzere

(D�
a+f)(x) =

�
d

dx

�n
(In��a+ f)(x) (2.9)
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ve

(D�
b�f)(x) =

�
� d

dx

�n
(In��b� f)(x) (2.10)

ile tan¬ml¬D�
a+ ve D

�
b�operatörlerine s¬ras¬yla �. basamaktan sol tara�¬ve sa¼g tara�¬

Riemann-Liouville kesirli türev operatörleri denir, burada [jRe(�)j]; Re(�)�n¬n tam

k¬sm¬n¬göstermektedir.

Teorem 2.4 � 2 C; Re(�) > 0 ve 
 2 C; Re(
) > 0 olsun. Bu durumda

(i) (D�
a+(t� a)
�1)(x) =

�(
)

�(
 � �)(x� a)

���1 (2.11)

(ii) (D�
b�(b� t)
�1)(x) =

�(
)

�(
 � �)(b� x)

���1

d¬r (Kilbas vd. 2006).

·Ispat.

(i) (2:9) Riemann kesirli türev tan¬m¬ndan

(D�
a+(t� a)
�1)(x) =

1

�(n� �)

�
d

dx

�n xZ
a

(t� a)
�1(x� t)n���1dt (2.12)

d¬r. (2:12) eşitli¼ginde
t� a
x� a = u dönüşümü yap¬l¬p gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa,

(D�
a+(t� a)
�1)(x) =

1

�(n� �)

�
d

dx

�n
(x� a)
�1+n��

1Z
0

u
�1(1� u)n���1du

=
1

�(n� �)

�
d

dx

�n
(x� a)
�1+n���(
; n� �)

elde edilir, burada � (2:3) ile tan¬ml¬Beta fonksiyonudur. (2:4) özelli¼gi göz önüne

al¬n¬rsa

(D�
a+(t� a)
�1)(x) =

1

�(n� �)

�
d

dx

�n
(x� a)
�1+n���(
)�(n� �)

�(
 + n� �)

bulunup � fonksiyonunun (2:2) özelli¼gi göz önünde bulunduruldu¼gunda istenilen
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sonuç elde edilir.

(ii) özelli¼gi de benzer ispat yöntemiyle kolayca ispatlanabilir.

Örnek 2.1

(D
1
2

1+(t� 1)
3)(x) =

24

5
p
�
(x� 1) 52

dir. Gerçekten (2:11) de � = 1
2
; a = 1 ve 
 = 4 al¬n¬rsa,

(D
1
2

1+(t� 1)
3)(x) =

�(4)

�(7
2
)
(x� 1) 52 = 24

5
p
�
(x� 1) 52

elde edilir.

Teorem 2.5 � 2 C; Re(�) > 0 ve 
 2 C; Re(
) > 0 olsun. Bu durumda

(i) (I�a+(t� a)
�1)(x) =
�(
)

�(
 + �)
(x� a)
+��1 (2.13)

(ii) (I�b�(b� t)
�1)(x) =
�(
)

�(
 + �)
(b� x)
+��1

d¬r (Kilbas vd. 2006).

·Ispat.

(i) (2:7) Riemann kesirli integral tan¬m¬ndan

(I�a+(t� a)
�1)(x) =
1

�(�)

xZ
a

(t� a)
�1(x� t)��1dt (2.14)

dir. (2:14) eşitli¼ginde
t� a
x� a = u dönüşümü yap¬l¬p gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa,

(I�a+(t� a)
�1)(x) =
1

�(�)
(x� a)
�1+�

1Z
0

u
�1(1� u)��1du

=
1

�(�)
(x� a)
�1+��(
; �)
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bulunur, (2:4) özelli¼gi göz önüne al¬n¬rsa istenilen sonuç elde edilmi̧s olur.

(ii) özelli¼gi de benzer ispat yöntemiyle kolayca ispatlanabilir.

Örnek 2.2

(I
1
2

1+(t� 1)
3)(x) =

25

35
p
�
(x� 1) 72

d¬r. Gerçekten, (2:13) eşitli¼ginde � = 1
2
; a = 1; 
 = 4 al¬n¬rsa,

(I
1
2

1+(t� 1)
3)(x) =

�(4)

�(9
2
)
(x� 1) 72 = 25

35
p
�
(x� 1) 72

elde edilir.

Teorem 2.6 E¼ger Re(�) > 0, Re(
) > 0 ve f(x) 2 Lp(1 6 p 61) ise, bu durumda

(I�a+I


a+f)(x) = (I

�+

a+ f)(x) (2.15)

ve

(I�b�I


b�f)(x) = (I

�+

b� f)(x) (2.16)

eşitlikleri [a; b] üzerinde hemen hemen her yerde geçerlidir (Miller ve Ross 1993,

Kilbas vd. 2006).

·Ispat. (2:7) Riemann-Liouville kesirli integral tan¬m¬ndan

(I�a+I


a+f)(x) =

1

�(�)�(
)

xZ
a

(x� t)��1
tZ

a

(t� �)
�1f(�)d�dt

=
1

�(�)�(
)

xZ
a

xZ
�

(x� t)��1(t� �)
�1f(�)dtd�

elde edilir. Bu integrale
t� �
x� � = s dönüşümü uygulan¬p gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa,

6



(I�a+I
�
a+f)(x) =

1

�(�)�(�)

xZ
a

f(�)(x� �)�+�+1
1Z
0

(1� s)��1s��1dsd�

| {z }
�(�; �)

bulunur. (2:4) ile verilen Beta fonksiyonu ve Gamma fonksiyonu aras¬ndaki ili̧ski göz

önünde bulundurulursa,

(I�a+I


a+f)(x) =

1

�(�+ 
)

xZ
a

f(�)(x� �)�+
�1d�

= (I�+
a+ f)(x)

bulunup (2:15) ispatlanm¬̧s olur.

Ayn¬ispat yöntemiyle (2:16) eşitli¼gi de kolayl¬kla ispatlanabilir.

Teorem 2.7 E¼ger Re(�) > 0 ve f(x) 2 Lp(a; b) (1 6 p 61) ise, bu durumda

(D�
a+I

�
a+f)(x) = f(x) (2.17)

ve

(D�
b�I

�
b�f)(x) = f(x) (2.18)

eşitlikleri [a; b] üzerinde hemen hemen her yerde geçerlidir (Miller ve Ross 1993,

Kilbas vd. 2006).

·Ispat. (2:7) ve (2:9) Riemann-Liouville kesirli türev ve integral tan¬mlar¬ndan

(D�
a+I

�
a+f)(x) = D�

a+

0@ 1

�(�)

xZ
a

(x� t)��1f(t)dt

1A (x)
=

1

�(n� �)

�
d

dx

�n xZ
a

(x� t)n���1 1

�(�)

tZ
a

(t� �)��1f(�)d�dt

7



=
1

�(n� �)�(�)

�
d

dx

�n xZ
a

tZ
a

(x� t)n���1(t� �)��1f(�)d�dt

=
1

�(n� �)�(�)

�
d

dx

�n xZ
a

f(�)

xZ
�

(x� t)n���1(t� �)��1dtd�

elde edilir. Burada
t� �
x� � = s dönüşümü yap¬l¬p gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa,

(D�
a+I

�
a+f)(x) =

1

�(n� �)�(�)

�
d

dx

�n xZ
a

f(�)

1Z
0

[(1� s)(x� �)]n���1 [s(x� �)]��1 dsd�

=
1

�(n� �)�(�)

�
d

dx

�n xZ
a

f(�)(x� �)n�1
1Z
0

(1� s)n���1s��1dsd�

| {z }
�(�; n� �)

bulunur. (2:4) ile verilen Beta ve Gamma fonksiyonlar¬aras¬ndaki ili̧ski göz önünde

bulundurulursa,

(D�
a+I

�
a+f)(x) =

1

�(n)

�
d

dx

�n xZ
a

f(�)(x� �)n�1d�

=
(n� 1)(n� 2):::(1)

�(n)

d

dx

xZ
a

f(�)d�

= f(x)

elde edilip (2:17) ispatlanm¬̧s olur.

Benzer ispat yöntemi kullan¬larak (2:18) de eşitli¼gi de kolayca ispatlanabilir.
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3. LAPLACE DÖNÜŞÜMÜ

Laplace dönüşümleri diferensiyel denklemlerin çözülmesinde kullan¬lan en önemli

araçlar¬ndan biridir. Bu bölümde ilk olarak Laplace dönüşümünün temel özellik-

leri aç¬klanacak daha sonra kesirli türev ve kesirli integralin Laplace dönüşümleri

hesaplanacakt¬r. Son iki kesimde ise, kesirli basamaktan baz¬denklem s¬n¬�ar¬n¬n

çözümleri Laplace dönüşümü yard¬m¬yla bulunacakt¬r.

3.1 Laplace Dönüşümünün Temel Özellikleri

Bu kesimde Laplace dönüşümünün tan¬m¬verilip baz¬temel özellikleri ele al¬nacakt¬r.

Tan¬m 3.1 f , t > 0 için tan¬ml¬reel de¼gerli bir fonksiyon olsun. s 2 C için

F (s) =

1Z
0

f(t)e�stdt (3.1)

genelleştirilmi̧s integralinin yak¬nsad¬¼g¬ tüm s de¼gerleri için (3:1) ile tan¬ml¬ F

fonksiyonuna f fonksiyonunun Laplace dönüşümü denir ve F (s) = Lff(t)g ile gös-

terilir.

Tan¬m 3.2 Her t > t0 için

jf(t)j < Me�t

sa¼glanacak şekilde M > 0 ve � sabitleri mevcutsa, bu durumda f fonksiyonuna ��

üstel basamaktand¬r denir.

Teorem 3.1 f fonksiyonu b > 0 için her kapal¬[0; b] aral¬¼g¬nda parçal¬sürekli ve ��

üstel basamaktan ise, bu durumda f fonksiyonunun Laplace dönüşümü s > � için

mevcuttur.

Tan¬m 3.3 f ve g fonksiyonlar¬b > 0 için her kapal¬[0; b] aral¬¼g¬nda parçal¬sürekli

9



ve �� üstel basamaktan olsun.

f(t) � g(t) =
tZ
0

f(t)g(x� t)dt (3.2)

integraline f ve g fonksiyonlar¬n¬n konvolüsyonu denir ve f � g ile gösterilir.

Teorem 3.2 f ve g fonksiyonlar¬her kapal¬[0; b]; b > 0 ; aral¬¼g¬nda parçal¬sürekli

ve �� üstel basamaktan olsun. Bu durumda

Lff � gg = LffgLfgg ; s > � (3.3)

d¬r.

Teorem 3.3 t > 0 olmak üzere f 2 ACn ve f fonksiyonunun Laplace dönüşümü

mevcut olsun. Bu durumda

Lff (n)(t)g = snF (s)� sn�1f(0)� sn�2f 0(0)� :::� f (n�1)(0) (3.4)

dir.

3.2 Kesirli Türev ve ·Integralin Laplace Dönüşümü

Bu kesimde Riemann-Liouville kesirli türev ve integralin Laplace dönüşümleri ele

al¬nacakt¬r. Bunun yan¬s¬ra baz¬özel fonksiyonlar¬n kesirli türev ve integrallerinin

Laplace dönüşümü hesaplanacakt¬r.

Teorem 3.4 � 2 C; Re(�) > 0 ve f fonksiyonunun Laplace dönüşümü mevcut olsun.
(2:7) kesirli basamaktan integrali için

LfI�0+f(t)g = s��F (s) (3.5)

d¬r, burada F (s) = Lff(t)g d¬r (Samko vd. 1993).
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·Ispat. (2:7) ifadesinin her iki taraf¬na Laplace dönüşümü uygulan¬p (3:2) kon-

volüsyon teoremi göz önüne al¬n¬rsa

LfI�0+f(t)g = L

8<: 1

�(�)

tZ
0

(t� �)��1f(�)d�

9=;
=

1

�(�)
L

8<:
tZ
0

(t� �)��1f(�)d�

9=;
=

1

�(�)
Lft��1gLff(t)g

= s��F (s); s > 0

elde edilir.

Örnek 3.1 Teorem 3.4�ün bir uygulamas¬olarak f(t) = sin at al¬n¬rsa, (3:5) eşitli¼gin-

den

LfI�0+ sin atg = s��Lfsin atg

=
a

s�(s2 + a2)

elde edilir.

Sonuç 3.1 f sürekli ve birinci basamaktan sürekli türeve sahip bir fonksiyon ise, bu

durumda

LfI�0+fDf(t)gg = s��[sF (s)� f(0)] (3.6)

d¬r.

·Ispat. Teorem 3.4 ve (3:4) özelli¼gi göz önünde bulundurulursa, (3:6) eşitli¼gi elde

edilir.

Çizelge 3.1�de baz¬temel fonksiyonlar¬n kesirli basamaktan integralinin Laplace dönüşüm-

leri verilmektedir.
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Çizelge 3.1 Baz¬temel fonksiyonlar¬n Riemann-Liouville kesirli integralinin Laplace

dönüşümü

Fonksiyon Laplace dönüşümü

I�0+t
� LfI�0+t�g =

�(�+ 1)

s�+1+�
; s > 0; � > �1

I�0+e
at LfI�0+eatg =

1

s�(s� a) ; s > 0

I�0+t
��1eat LfI�0+t��1eatg =

�(�)

s�(s� a)� ; s > 0; � > 0

I�0+ cos at LfI�0+ cos atg =
1

s��1(s2 + a2)
; s > 0

I�0+ sin at
LfI�0+ sin atg =

a

s�(s2 + a2)
; s > 0

Teorem 3.5 � > 0; n� 1 < � 6 n (n 2 N); f(t) 2 ACn(0;1) ve f (n)(t) 2 L1(0; b),
b > 0 olsun. Bu durumda

LfD�
0+fg (s) = s�(Lf)(s)�

nX
k=1

s��kf (k�1)(0) (3.7)

dir (Lin ve Lu 2013).

·Ispat. (3:1) Laplace dönüşümü ve (2:9) Riemann-Liouville türev tan¬mlar¬göz önüne

al¬n¬rsa,

LfD�
0+fg (s) =

1

�(n� �)

1Z
0

e�st
�
d

d�

�n
f(�)

1Z
�

e�st(t� �)��n+1dtd�

elde edilir. Yukar¬daki eşitlikte integrale t� � = u dönüşümünü uyguland¬¼g¬nda

LfD�
0+fg (s) =

1

�(n� �)

1Z
0

e�s�
�
d

d�

�n
f(�)

1Z
0

e�suun���1dud�

12



=
1

�(n� �)

1Z
0

e�s�(
d

d�
)nf(�)Lfun���1gd�

bulunur. Burada s > 0 ve n = 1; 2; ::: için

Lfxn�1g = �(n)

sn
(3.8)

özelli¼gi uygulan¬rsa,

LfD�
0+fg (s) = s��n

1Z
0

e�s�(
d

d�
)nf(�)d�

= s��nL
��

d

d�

�n
f(�)

�

elde edilir. Son eşitlikte gerekli düzenlemeler yap¬l¬p (3:4) özelli¼gi göz önünde bulun-

durulursa,

(LD�
0+f)(s) = s

�(Lf)(s)�
nX
k=1

s��kf (k�1)(0)

elde edilip ispat tamamlanm¬̧s olur.

Sonuç 3.2

k = 1; :::; n için f (k�1)(0) = 0

ise, bu durumda

LfD�
0+fg (s) = s�(Lf)(s)

dir.

3.3 Kesirli Basamaktan Homogen Diferensiyel Denklemlerin Laplace

Dönüşümü ile Çözümü

Bu kesimde kesirli basamaktan

(D�
0+y)(x)� �y(x) = 0 ; x > 0; p� 1 < � 6 p; p 2 N; � 2 R; (3.9)

13



denklemi

(D��k
0+ yj)(0

+) = 0; k; j = 1; :::; p; k 6= j;

(D��k
0+ yj)(0

+) = 1; k; j = 1; :::; p; k = j; (3.10)

koşullar¬yla birlikte ele al¬nacakt¬r.

Aşa¼g¬daki yard¬mc¬ lemmadan (3:9) ve (3:10) probleminin çözümlerini

elde ederken yararlan¬lacakt¬r.

Lemma 3.1 �; � 2 C; Re(�) > 0; Re(�) > 0; � 2 C ve j �s�� j< 1 için

Lft��1E�;�(�t�)g =
s���

s� � � (3.11)

d¬r. Burada E�;� (2:6) ile tan¬ml¬iki parametreli Mittag-Le­ er fonksiyonudur (Di-

ethelm 2010).

·Ispat. (2:6) Mittag-Le­ er fonksiyonu tan¬m¬ndan

t��1E�;�(�t
�) =

1X
k=0

�kt�k+��1

�(�k + �)

d¬r. Bu eşitli¼gin her iki taraf¬na Laplace dönüşümü uygulan¬p, Laplace dönüşümünün

lineerlik özelli¼gi kullan¬l¬rsa,

Lft��1E�;�(�t�)g =
1X
k=0

�k

�(�k + �)
Lft�k+��1g

elde edilir. (3:8) özelli¼gi uygulan¬p gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa

Lft��1E�;�(�t�)g =

1X
k=0

�k

s�k+�

=
1

s�

1X
k=0

�
�

s�

�k
=

1

s�
1

1� �

s�

14



=
s���

s� � �

bulunup istenilen sonuç elde edilmi̧s olur.

Teorem 3.6 p� 1 < � 6 p; p 2 N ve � 2 R olsun. Bu durumda j = 1; :::; p için

yj(x) = x
��jE�;�+1�j(�x

�) (3.12)

fonksiyonlar¬(3:9)� (3:10) probleminin çözümleridir (Kilbas vd. 2006).

·Ispat. j = 1; :::; p için

dj = (D
��j
0+ y)(0+) (3.13)

olsun. Bu durumda (3:7) denklemi p� 1 < � 6 p; p 2 N için

LfD�
0+yg (s) = s�Lfyg(s)�

pX
j=1

djs
j�1 (3.14)

şeklini al¬r. Laplace dönüşümünü (3:9) kesirli basamaktan homogen diferensiyel

denklemine uygulan¬p (3:14) gözönüne al¬n¬rsa

s�Lfyg(s)�
pX
j=1

djs
j�1 � �Lfyg(s) = 0

elde edilir. Buradan

Lfyg(s) =
pX
j=1

dj
sj�1

s� � � (3.15)

olup, (3:15) eşitli¼ginin her iki yan¬n¬n ters Laplace dönüşümü al¬n¬p (3:11)

Mittag-Le­ er fonksiyonunun Laplace dönüşümü özelli¼gi kullan¬l¬rsa

y(x) =

pX
j=1

djyj(x); yj(x) = x
��jE�;�+1�j(�x

�);

bulunur.
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Burada elde edilen yj fonksiyonlar¬n¬n (3:9) kesirli basamaktan homogen diferensiyel

denkleminin çözümleri oldu¼gu kolayl¬kla görülebilir. Gerçekten,

D�
0+ [t

��jE�;�+1�j(�t
�)](x) = D�

0+

(
t��j

1X
k=0

�kt�k

�(�k + �+ 1� j)

)
(x)

=
1X
k=0

D�
0+

�
�kt�k+��j

�(�k + �+ 1� j)

�
(x)

burada k = 0 için D�
0+(t

��j) = 0 oldu¼gundan

D�
0+ [t

��jE�;�+1�j(�t
�)](x) =

1X
k=1

�
�kt�k�j

�(�k + 1� j)

�
(x)

=

1X
k=0

�k+1x�k+��j

�(�k + �+ 1� j)

= �x��j
1X
k=0

�k

�(�k + �� j + 1)x
�k

= �x��jE�;�+1�j(�x
�) ; j = 1; :::; p

olup

(D�
0+yj)(x)� �yj(x) = 0

sa¼glan¬r.

Ayr¬ca yj fonksiyonlar¬(3:10) koşullar¬n¬da sa¼glar. Gerçekten k; j = 1; :::; p; k > j

için

D��k
0+ [t��jE�;�+1�j(�t

�)](x) =

"
D��k
0+ t��j

1X
n=0

�nt�n

�(�n+ �+ 1� j)

#
(x)

=

" 1X
n=0

�nD��k
0+ t�n+��j

�(�n+ �+ 1� j)

#
(x)

=

1X
n=0

�n�(�n+ �+ 1� j)
�(�n+ �+ 1� j)�(�n+ �� j + 1� �+ k)x

�n�j+k

=
1X
n=0

�n

�(�n+ k + 1� j)x
�n+k�j

16



d¬r.

Bu durumda k = 1; :::; p; k = j için

(D��k
0+ yk)(x) = 1 +

�x�

�(�+ 1)
+

�2x2�

�(2�+ 1)
+ :::

olup

lim
x!0+

(D��k
0+ yk)(x) = 1

ve k; j = 1; :::; p; k > j için

(D��k
0+ yj)(x) =

xk�j

�(k + 1� j) +
�x�+k�j

�(�+ k + 1� j) + :::

olup

lim
x!0+

(D��k
0+ yj)(x) = 0

dir.

k; j = 1; :::; p; k < j ise, bu durumda

(D��k
0+ yj)(x) =

1X
n=1

�n

�(�n+ k + 1� j)x
�n+k�j

=
�x�+k�j

�(�+ 1)
+
�2x3�+k�j

�(2�+ 1)
+ :::

olup

lim
x!0+

(D��k
0+ yj)(x) = 0

elde edilir. Böylece

(D��k
0+ yj)(0

+) = 0; k; j = 1; :::; p; k 6= j; ve (D��k
0+ yj)(0

+) = 1; k; j = 1; :::; p; k = j;

koşullar¬da sa¼glanm¬̧s olup ispat tamamlanm¬̧st¬r.
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Sonuç 3.3 x > 0; 0 < � 6 1; � 2 R olmak üzere

(D�
0+y)(x)� �y(x) = 0 (3.16)

diferensiyel denkleminin çözümü

y(x) = x��1E�;�(�x
�) (3.17)

dir. x > 0; 1 < � 6 2; � 2 R olmak üzere

(D�
0+y)(x)� �y(x) = 0, ; (3.18)

denkleminin çözümleri ise

y1(x) = x
��1E�;�(�x

�) ve y2(x) = x��2E�;��1(�x�) (3.19)

fonksiyonlar¬d¬r. Burada E�;� (2:6) ile tan¬ml¬Mittag-Le­ er fonksiyonudur.

Örnek 3.2 x > 0; p 2 N; � 2 R için

(D
p� 1

2

0+ y)(x)� �y(x) = 0

diferensiyel denkleminin çözümleri j = 1; :::; p için

yj(x) = x
p� 1

2
�jEp� 1

2
;p�j+ 1

2
(�xp�

1
2 )

dir.

Teorem 3.7 1 < � < 2 ve a; b 2 R olsun.

y
00
(t) + ay(�)(t) + by(t) = 0; y(0) = c0 ve y

0
(0) = c1 (3.20)

başlang¬ç de¼ger probleminin çözümü
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y(t) = co

1X
k=0

(�b)kt2k
k!

1X
r=0

�(r + k + 1)(�at2��)r
�[(2� �)r + 2k + 1]r!

+c1

1X
k=0

(�b)kt2k+1
k!

1X
r=0

�(r + k + 1)(�at2��)r
�[(2� �)r + 2k + 2]r!

+aco

1X
k=0

(�b)kt2k��+2
k!

1X
r=0

�(r + k + 1)(�at2��)r
�[(2� �)r + 2k � �+ 3]r!

+ac1

1X
k=0

(�b)kt2k��+3
k!

1X
r=0

�(r + k + 1)(�at2��)r
�[(2� �)r + 2k � �+ 4]r! (3.21)

dir (Lin ve Lu 2013).

·Ispat. (3:20) denkleminde her iki taraf¬n Laplace dönüşümü al¬n¬p (3:7) türevin

Laplace dönüşümü özelli¼gi göz önüne al¬n¬rsa

L
�
D2y

	
(s) + aLfD�yg (s) + bLfyg (s) = 0

) s2Lfyg (s)�
2X
k=1

s2�ky(k�1)(0)+as�Lfyg (s)�a
�X
k=1

s��ky(k�1)(0)+bLfyg (s) = 0

elde edilir. Buradan

Lfyg (s) = c0

�
s

s2 + as� + b

�
+ c1

�
1

s2 + as� + b

�
+ac0

�
s��1

s2 + as� + b

�
+ ac1

�
s��2

s2 + as� + b

�
(3.22)

bulunur.

Di¼ger taraftan

1

s2 + as� + b
=

s��

s2�� + a

1

1 +
bs��

s2�� + a

=
s��

s2�� + a

1X
k=0

�
�bs��
s2�� + a

�k
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=

1X
k=0

(�b)ks��k��
(s2�� + a)k+1

=
1X
k=0

(�b)ks�2k�2
(1 + as��2)k+1

=
1X
k=0

(�b)ks�2k�2
1X
r=0

�
k + r

r

�
(�as��2)r

=
1X
k=0

(�b)k
1X
r=0

�
k + r

r

�
(�a)rs(��2)r�2k�2

eşitli¼gi (3:22) de yerine yaz¬l¬rsa,

(Ly)(s) = c0

1X
k=0

(�b)k
1X
r=0

�
k + r

r

�
(�a)rs(��2)r�2k�1

+c1

1X
k=0

(�b)k
1X
r=0

�
k + r

r

�
(�a)rs(��2)r�2k�2

+ac0

1X
k=0

(�b)k
1X
r=0

�
k + r

r

�
(�a)rs(��2)r�2k+��3

+ac1

1X
k=0

(�b)k
1X
r=0

�
k + r

r

�
(�a)rs(��2)r�2k+��4

elde edilir.

Her iki taraf¬n ters Laplace dönüşümü hesapland¬¼g¬nda

y(t) = c0

1X
k=0

(�b)k
1X
r=0

(k + r)!(�a)r
k!r!�((2� �)r + 2k + 1)L

�1
�
�((2� �)r + 2k + 1)

s(2��)r+2k+1

�
+c1

1X
k=0

(�b)k
1X
r=0

(k + r)!(�a)r
k!r!�((2� �)r + 2k + 2)L

�1
�
�((2� �)r + 2k + 2)

s(2��)r+2k+2

�
+ac0

1X
k=0

(�b)k
1X
r=0

(k + r)!(�a)r
k!r!�((2� �)r + 2k � �+ 3)L

�1
�
�((2� �)r + 2k � �+ 3)

s(2��)r+2k��+3

�
+ac1

1X
k=0

(�b)k
1X
r=0

(k + r)!(�a)r
k!r!�((2� �)r + 2k � �+ 4)L

�1
�
�((2� �)r + 2k � �+ 4)

s(2��)r+2k��+4

�
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= c0

1X
k=0

(�b)kt2k
k!

1X
r=0

�(r + k + 1)(�at2��)r
�[(2� �)r + 2k + 1]r!

+c1

1X
k=0

(�b)kt2k+1
k!

1X
r=0

�(r + k + 1)(�at2��)r
�[(2� �)r + 2k + 2]r!

+ac0

1X
k=0

(�b)kt2k��+2
k!

1X
r=0

�(r + k + 1)(�at2��)r
�[(2� �)r + 2k � �+ 3]r!

+ac1

1X
k=0

(�b)kt2k��+3
k!

1X
r=0

�(r + k + 1)(�at2��)r
�[(2� �)r + 2k � �+ 4]r!

bulunur.

Teorem 3.8 1 < � < 2 ve a; b 2 R olsun.

y(�)(t) + ay0(t) + by(t) = 0; y(0) = c0 ve y0(0) = c1 (3.23)

başlang¬ç de¼ger probleminin çözümü

y(t) = c0

1X
k=0

(�b)k
k!

1X
r=0

�(r + k + 1)(�a)rt(��1)r+�k
�[(�� 1)r + �k + 1]r!

+c1

1X
k=0

(�b)k
k!

1X
r=0

�(r + k + 1)(�a)rt(��1)r+�k+1
�[(�� 1)r + �k + 2]r!

+ac0

1X
k=0

(�b)k
k!

1X
r=0

�(r + k + 1)(�a)rt(��1)r+�k+��1
�[(�� 1)r + �k + �]r! (3.24)

dir (Lin ve Lu 2013).

·Ispat. (3:23) denkleminin her iki yan¬n¬n Laplace dönüşümü al¬n¬p (3:7) türevin

Laplace dönüşümü ve (3:4) kesirli türevin Laplace dönüşümü özelli¼gi göz önüne

al¬n¬rsa

Lfyg (s) = s��1c0 + s
��2c1 + c0

s� + as+ b

elde edilir. Teorem 2.7�nin ispat¬na benzer olarak, son eşitli¼gin her iki yan¬na ters

Laplace dönüşümü uygulan¬rsa (3:24) elde edilir.
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Örnek 3.3

y(
3
2
)(t)� y0(t)� 2y(t) = 0; y(0) = c0 ve y

0
(0) = c1

denkleminin çözümü

y(t) = c0

1X
k=0

2k

k!

1X
r=0

�(r + k + 1)t
r
2
+ 3k

2

�( r
2
+ 3

2
k + 1)r!

+c1

1X
k=0

2k

k!

1X
r=0

�(r + k + 1)t
r
2
+ 3k

2
+1

�( r
2
+ 3

2
k + 2)r!

+c0

1X
k=0

2k

k!

1X
r=0

�(r + k + 1)t
r
2
+ 3k

2
+ 1
2

�( r
2
+ 3

2
k + 3

2
)r!

dir.

3.4 Kesirli Basamaktan Homogen Olmayan Diferensiyel Denklemlerin

Laplace Dönüşümü ile Çözümü

Bu kesimde kesirli basamaktan homogen olmayan başlang¬ç de¼ger problemlerinin

çözümleri Laplace dönüşümü yard¬m¬yla elde edilecektir. x > 0; 0 < �1 < ::: <

�m;m 2 N için
mP
k=1

Ak(D
�k
0+y)(x) + A0y(x) = f(x) (3.25)

denklemini ele alal¬m. Burada Ak 2 R (k = 0; 1; :::;m) ve f(x) R+ üzerinde tan¬ml¬

bir fonksiyondur. Bu kesim boyunca

k = 1; :::; n için f (k�1)(0) = 0

kabul edilecektir.

Tan¬m 3.4

G�1;:::;�m(x) =

�
L�1

�
1

P�1;:::;�m(s)

��
(x) (3.26)

ile tan¬ml¬fonksiyona analog Green fonksiyonu denir. Burada
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P�1;:::;�m(s) = A0 +
mX
k=1

Aks
�k

dir (Kilbas vd. 2006).

Teorem 3.9 Kesirli basamaktan homogen olmayan (3:25) diferensiyel denkleminin

çözümü

y(x) =

1Z
0

G�1;:::;�m(x� t)f(t)dt (3.27)

dir, burada G�1;:::;�m(x) (3:26) ile tan¬ml¬Green fonksiyonudur (Kilbas vd. 2006).

·Ispat. (3:25) denkleminin her iki yan¬n¬n Laplace dönüşümünü al¬n¬rsa,

mX
k=1

AkL
�
D�k
0+y
	
(s) + A0Lfyg(s) = Lffg(s)

bulunur. Sonuç 3.2�de verilen kesirli türevin Laplace dönüşümü özelli¼ginden

mX
k=1

Aks
�kLfyg(s) + A0Lfyg(s) = Lffg(s)

dir. Buradan

Lfyg(s)
"
A0 +

mX
k=1

Aks
�k

#
= Lffg(s)

elde edilir. A0 +
mP
k=1

Aks
�k = P�1;:::;�m(s) olsun. Bu durumda

Lfyg(s) = Lffg(s)
P�1;:::;�m(s)

bulunur, buradan

y(x) =

�
L�1

�
Lffg(s)
P�1;:::;�m(s)

��
(x)

elde edilir. (3:26) analog Green fonksiyonu tan¬m¬ndan

y(x) = L�1f(LG�1;:::;�m)(s)(Lf)(s)g(x)
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d¬r. (3:2) konvolüsyon tan¬m¬ve (3:3) konvolüsyon özelli¼ginden

y(x) = L�1
24L
8<:

1Z
0

G�1;:::;�m(x� t)f(t)dt

9=;
35

=

1Z
0

G�1;:::;�m(x� t)f(t)dt

bulunur.

Teorem 3.10 x > 0 ve � > 0 için

(D�
0+y)(x)� �y(x) = f(x) (3.28)

denkleminin bir özel çözümü

y(x) =

xZ
0

(x� t)��1E�;�[�(x� t)�]f(t)dt (3.29)

dir. Burada E�;� (2:6) ile tan¬m¬Mittag-Le­ er fonksiyonudur (Kilbas vd. 2006).

·Ispat. (3:25) denkleminde m = 1; �1 = �;A1 = 1; A0 = �� al¬nmas¬yla (3:28)

denklemi elde edilir. Bu durumda Tan¬m 3.4�de verilen Green fonksiyonu

G�1;:::;�m(x) = G�(x) =

�
L�1

�
1

s� � �

��
(x) (3.30)

formunu al¬r. (3:11)Mittag-Le­ er fonksiyonunun Laplace dönüşümü özelli¼ginde � =

� al¬n¬p, (3:30) eşitli¼ginde yerine yaz¬l¬rsa,

G�(x) =
�
L�1Lft��1E�;�(�t�)g

�
(x)

= x��1E�;�(�x
�)

bulunur. Elde edilen G�(x) (3:27)de yerine yaz¬l¬rsa,
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y(x) =

xZ
0

(x� t)��1E�;�[�(x� t)�]f(t)dt

elde edilir ve ispat tamamlanm¬̧s olur.

Örnek 3.4 x > 0; p 2 N ve � 2 R olmak üzere

(D
p� 1

2

0+ y)(x)� �y(x) = f(x)

denkleminin bir özel çözümü

y(x) =

xZ
0

(x� t)p� 3
2Ep� 1

2
;p� 1

2
[�(x� t)p� 1

2 ]f(t)dt

dir. Bu çözüm (3:9) eşitli¼ginde � = p� 1
2
al¬narak elde edilir.

Örnek 3.5 x > 0 ve � 2 R olmak üzere

y00(x)� �y(x) = f(x) (3.31)

denkleminin özel çözümleri

y1(x) =

xZ
0

sinh(
p
�(x� t))p
�

f(t)dt; � > 0

y2(x) =

xZ
0

sin(
p
��(x� t))p
��

f(t)dt; � < 0

(3.32)

d¬r. Gerçekten, (3:28) denkleminde � = 2 al¬nmas¬yla (3:31) denklemi elde edilir. O

halde Teorem 3.10�dan

y(x) =

xZ
0

(x� t)E2;2[�(x� t)2]f(t)dt (3.33)

dir.
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� > 0 olsun. Bu durumda

(x� t)E2;2[�(x� t)2] =
1X
k=0

[
p
�(x� t)]2k+1p
��(2k + 2)

=
1p
�
sinh

�p
�(x� t)

�
olup son eşitlik (3:33) eşitli¼ginde yerine yaz¬l¬rsa,

y1(x) =

xZ
0

sinh(
p
�(x� t))p
�

f(t)dt

elde edilir.

� < 0 olsun. Bu durumda

(x� t)E2;2[�(x� t)2] =
1X
k=0

(�1)k[
p
��(x� t)]2k+1p

���(2k + 2)

=
1p
��

sin
�p
��(x� t)

�
bulunur. Elde edilen son eşitlik (3:33) eşitli¼ginde yerine yaz¬l¬rsa

y2(x) =

xZ
0

sin(
p
��(x� t))p
��

f(t)dt

elde edilip ispat tamamlanm¬̧s olur.
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4. MELL·IN DÖNÜŞÜMÜ

Bu bölümde Mellin dönüşümü tan¬t¬l¬p, kesirli basamaktan de¼gi̧sken katsay¬l¬ bir

denklem s¬n¬f¬n¬n analitik çözümü Mellin dönüşümü yard¬m¬ile hesaplanacakt¬r.

4.1 Mellin Dönüşümünün Temel Özellikleri

Bu kesimde Mellin dönüşümünün temel özellikleri verilecektir. Ayr¬ca baz¬ temel

fonksiyonlar¬n Mellin dönüşümleri hesaplanacakt¬r.

Tan¬m 4.1 t 2 R+ için tan¬ml¬'(t) fonksiyonunun Mellin dönüşümü s 2 C için,

(M')(p) =M['(t)](p) = '�(s) :=

1Z
0

ts�1'(t)dt (4.1)

ile tan¬ml¬d¬r (Samko vd. 1993).

x 2 R+ için bir g(x) fonksiyonunun ters Mellin dönüşümü 
 = Re(s) olmak üzere

(M�1g)(x) =M�1[g(s)](x) :=
1

2�i


+i1Z

�i1

x�sg(s)ds (4.2)

dir.

Mellin integralinin yak¬nsak oldu¼gu en geni̧s aral¬k (a; b) olsun.

Teorem 4.1 f(x), (a; b) aral¬¼g¬üzerinde tan¬ml¬bir fonksiyon olsun. p s¬f¬ra eşit ol-

mayan bir reel say¬ve �; � pozitif reel say¬lar olsun. Bu durumda aşa¼g¬daki özellikler

mevcuttur (Katugampola 2011).

a) M
"X
k2I

�kf(�kx)

#
(s) =

 X
k2I

�k
�sk

!
M[f ](s); I sonlu bir aral{k; �k > 0; s 2

(a; b):
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b)M
�
x�f(x)

�
(s) =M[f ](s+ �); s 2 (a; b):

c)M [f(xp)] (s) =
1

p
M[f ]

�
s

p

�
; s 2 (pa; pb):

d)M
�
d

dx
f(x)

�
(s) = (1� s)M[f ](s� 1); s < 1 ve f(x) s¬n¬rl¬.

e)M
�
x
d

dx
f(x)

�
(s) = �sM[f ](s); s < 0 ve f(x) s¬n¬rl¬.

f)M

24 xZ
0

f(t)dt

35 (s) = �1
s
M[f ](s+ 1); limx!1 x

s = 0:

·Ispat.

a) (4:1) Mellin dönüşümü tan¬m¬ndan

M
"X
k2I

�kf(�kx)

#
(s) =

1Z
0

xs�1
X
k2I

�kf(�kx)dx

=
X
k2I

�k

1Z
0

xs�1f(�kx)dx

d¬r. Burada �kx = t dönüşümünü uygulan¬rsa,

M
"X
k2I

�kf(�kx)

#
(s) =

X
k2I

�k

1Z
0

1

(�k)s�1
ts�1f(t)

1

�k
dt

=
X
k2I

�k
�sk
M[f ](s)

elde edilir.

b) (4:1) Mellin dönüşümü tan¬m¬göz önüne al¬n¬rsa,

M[x�f(x)](s) =

1Z
0

xs�1x�f(x)dx

= M[f ](s+ �)
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elde edilir.

c) (4:1) tan¬m¬ndan

M[f(xp)](s) =

1Z
0

xs�1f(xp)dx

d¬r. Burada integrale xp = t dönüşümü uygulan¬rsa,

M[f(xp)](s) =

1Z
0

t
s�1
p f(t)

1

p
t
1�p
p dt

=
1

p
�[f ]

�
s

p

�

elde edilir.

d) (4:1) tan¬m¬ndan integralde k¬smi integrasyon uygulan¬p s < 1 ve f(x) fonksiy-

onunun s¬n¬rl¬oldu¼gu göz önüne al¬n¬rsa,

M
�
d

dx
f(x)

�
(s) =

1Z
0

xs�1
d

dx
f(x)dx

= lim
b!1

�
xs�1f(x)

��b
0

�
�

1Z
0

(s� 1)xs�2f(x)dx

= (1� s)M[f ](s� 1)

elde edilir.

e) (d)�nin ispat¬na benzer olarak, (4:1) tan¬m¬uygulan¬p, s < 0 ve f(x) fonksiyonunun

s¬n¬rl¬oldu¼gu göz önüne al¬n¬rsa,

M
�
x
d

dx
f(x)

�
(s) = �sM[f ](s)

elde edilir.

f) (4:1) tan¬m¬ndan
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M

24 xZ
0

f(t)dt

35 =

1Z
0

xs�1
xZ
0

f(t)dtdx

=

1Z
0

f(t)

1Z
t

xs�1dxdt

d¬r. limx!1 x
s = 0 oldu¼gundan

M

24 xZ
0

f(t)dt

35 = �1
s

1Z
0

tsf(t)dt

= �1
s
M[f ](s+ 1)

elde edilir.

Teorem 4.2 f 2 Cn(R+) içinM[f ](s�n) veM[f (n)](s)Mellin dönüşümleri mevcut

olsun. k = 0; 1; :::; n� 1 için

lim
t!0+

[f (n�k�1)(t)ts�k�1] ve lim
t!+1

[f (n�k�1)(t)ts�k�1]

limitleri sonlu ise

M[f (n)](s) =

n�1X
k=0

�(1� s+ k)
�(1� s) [f (n�k�1)(t)ts�k�1]10 +

�(1� s+ n)
�(1� s) M[f ](s� n)

dir (Kilbas vd. 2006).

·Ispat. (4:1) Mellin dönüşümü tan¬m¬ndan

M[f (n)](s) =

1Z
0

f (n)(t)ts�1dt

d¬r. ·Integralin hesab¬için n� 1 kez k¬smi integrasyon uygulan¬rsa,
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M[f (n)](s) =

n�1X
k=0

(�1)k �(s)

�(s� k) [f
(n�k�1)(t)ts�k�1]10 + (�1)n

�(s)

�(s� n)M[f ](s� n)

=
n�1X
k=0

�(1� s+ k)
�(1� s) [f (n�k�1)ts�k�1]10 +

�(1� s+ n)
�(1� s) M[f ](s� n)

bulunur.

Sonuç 4.1 E¼ger lim
t!0+

[f (n�k�1)ts�k�1] = 0 ve lim
t!+1

[f (n�k�1)ts�k�1] = 0 sa¼glan¬rsa, bu

durumda

M[f (n)](s) =
�(1� s+ n)
�(1� s) M[f ](s� n)

dir.

Mellin dönüşümünün en çok kullan¬lan özelliklerinden biri de aşa¼g¬da ifade edilen

konvolüsyon teoremidir.

Tan¬m 4.2 f(t) ve g(t) integrallenebilen iki fonksiyon olmak üzere f(t) ve g(t)

fonksiyonlar¬n¬n Mellin konvolüsyonu

f(t) � g(t) =
1Z
0

f(t�)g(�)d� (4.3)

şeklinde tan¬ml¬d¬r (Podlubny 1999).

Teorem 4.3 f(t) ve g(t) fonksiyonlar¬n¬n Mellin dönüşümü mevcut olsun. Bu du-

rumda (4:3) konvolüsyon eşitli¼ginin Mellin dönüşümü

M

24 1Z
0

f(t�)g(�)d�

35 =M[f ](s)M[g](1� s) (4.4)

dir (Podlubny 1999).

·Ispat. (4:1) Mellin dönüşümü tan¬m¬ndan
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M

24 1Z
0

f(t�)g(�)d�

35 = 1Z
0

ts�1
1Z
0

f(t�)g(�)d�dt

d¬r. x = t� dönüşümü uygulan¬p, gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa,

M

24 1Z
0

f(t�)g(�)d�

35 =

1Z
0

1Z
0

(
x

�
)s�1f(x)g(�)��1d�dx

=

1Z
0

1Z
0

xs�1f(x)� 1�s�1g(�)d�dx

=

1Z
0

xs�1f(x)dx

1Z
0

� 1�s�1g(�)d�

= M[f ](s)M[g](1� s)

bulunur.

Uyar¬4.1 f(t) ve g(t) fonksiyonlar¬ için ikinci bir Mellin konvolüsyonu aşa¼g¬daki

şekilde tan¬ml¬d¬r.

f(t) � g(t) =
1Z
0

f
�x
�

�
g(�)

d�

�
(4.5)

Bu durumda f(t) ve g(t) fonksiyonlar¬n¬n konvolüsyonunun Mellin dönüşümü

M

24 1Z
0

f
�x
�

�
g(�)

d�

�

35 =M[f ](s)M[g](s)

dir (Kilbas vd. 2006).

·Ispat. (4:5) eşitli¼ginin her iki taraf¬n¬Mellin dönüşümü al¬n¬rsa,

M[f ](s)M[g](s) =

1Z
0

ts�1f(t)dt

1Z
0

� s�1g(�)d�

=

1Z
0

1Z
0

(t�)s�1f(t)g(�)dtd�
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elde edilir. Burada t =
x

�
dönüşümünü uygulan¬rsa

M[f ](s)�[g](s) =

1Z
0

1Z
0

xs�1f
�x
�

�
g(�)

1

�
dxd�

=

1Z
0

1Z
0

xs�1f
�x
�

�
g(�)

1

�
d�dx

=

1Z
0

xs�1
1Z
0

f
�x
�

�
g(�)

1

�
d�dx

= M

24 1Z
0

f
�x
�

�
g(�)

d�

�

35
bulunur ve ispat tamamlanm¬̧s olur.

Çizelge 4.1�de baz¬temel fonksiyonlar¬n ters Mellin dönüşümleri verilmektedir (Bate-

man 1954).

Çizelge 4.1 Baz¬temel fonksiyonlar¬n ters Mellin dönüşümleri

Fonksiyon Ters Mellin Dönüşümü

1

s+ �
; Re(s) > �Re(�)

x� 0 < x < 1

0 1 < x <1

�(s); Re(s) > 0 e�x

�(�)

(s+ �)��
; Re(�) > 0 ve Re(s) > �Re(�)

�x�(log x)��1 0 < x < 1

0 1 < x <1

�(s)

�(s+ �)
; Re(�) > 0 ve Re(s) > 0

(1� x)��1
�(�)

0 < x < 1

0 1 < x <1

�(�+ s)�(� � s);
Re(�� �) > 0

�Re(�) < s < Re(�)
�(�+ �)x�

(1 + x)�+�

4.2 Kesirli Türev ve ·Integralin Mellin Dönüşümü

Bu kesimde kesirli türev ve integral operatörlerinin Mellin dönüşümü hesaplanacak-
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t¬r.

Teorem 4.4 f 2 L1(0;1); � 2 C ve Re(�) > 0 olsun. Bu durumda

M [I�0+f ] (s) =
�(1� s� �)
�(1� s) M [f ] (s+ �); Re(s+ �) < 1 (4.6)

ve

M [I�0�f ] (s) =
�(s)

�(s+ �)
M [f ] (s+ �); Re(s) < 1 (4.7)

dir, burada I�0+ ve I
�
0� s¬ras¬yla (2:7) ve (2:8) ile tan¬ml¬Riemann-Liouville kesirli

integralleridir (Samko vd. 1993).

·Ispat. (2:7) Reimann-Liouville kesirli integral tan¬m¬n¬n her iki yan¬n¬n Mellin

dönüşümü al¬n¬rsa,

M [I�0+f ] (s) =

1Z
0

ts�1(I�0+f)(t)dt

=

1Z
0

ts�1
1

�(�)

tZ
0

(t� �)��1f(�)d�dt

=
1

�(�)

1Z
0

f(�)

1Z
�

ts�1(t� �)��1dtd�

bulunur. Burada
t

�
� 1 = u dönüşümü uygulan¬rsa,

M [I�0+f ] (s) =
1

�(�)

1Z
0

f(�)

1Z
0

�s�1(u+ 1)s�1���1u��1�dud�

=
1

�(�)

1Z
0

f(�)�s+��1
1Z
0

u��1(u+ 1)s�1dud�

| {z }
�(�; 1� s� �)

=
�(�)�(1� �� s)
�(�)�(1� s)

1Z
0

f(�)�s+��1d�
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=
�(1� �� s)
�(1� s) M [f ] (s+ �)

bulunup (4:6) ispatlanm¬̧s olur.

Şimdi (2:8)Riemann-Liouville kesirli integral tan¬m¬n¬n her iki taraf¬n¬nMellin dönüşümü

al¬n¬rsa,

M [I�0�f ] (s) =

1Z
0

ts�1(I�0�f)(t)dt

=

1Z
0

ts�1
1

�(�)

1Z
t

(� � t)��1f(�)d�dt

=
1

�(�)

1Z
0

f(�)

�Z
0

ts�1(� � t)��1dtd�

elde edilir. Bu integrale
t

�
= u dönüşümü uygulan¬rsa,

M [I�0�f ] (s) =
1

�(�)

1Z
0

f(�)

1Z
0

�s�1us�1(��)��1(1� u)��1�dud�

=
1

�(�)

1Z
0

f(�)�s+��1
1Z
0

us�1(1� u)��1dud�

| {z }
�(s; �)

=
�(s)�(�)

�(�)�(s+ �)

1Z
0

f(�)�s+��1d�

=
�(s)

�(s+ �)
M [f ] (s+ �)

bulunup (4:7) ispatlanm¬̧s olur.

Teorem 4.5 � 2 C ve Re(�) > 0 olsun.

lim
t!0+

[f (n�k�1)(t)ts�k�1] ve lim
t!+1

[f (n�k�1)(t)ts�k�1]
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limitleri mevcut ise, bu durumda

M [D�
0+f ] (s) =

n�1X
k=0

�(1� s+ k)
�(1� s)

�
dn�k�1

dtn�k�1
I��n0+ f(t)ts�k�1

�1
0

+
�(1� s+ �)
�(1� s) M [f ] (s� �) (4.8)

ve

M[D�
0�f(s)] = (�1)n

n�1X
k=0

�(1� s+ k)
�(1� s)

�
dn�k�1

dtn�k�1
In��0� f(t)ts�k�1

�1
0

+
�(1� s+ n)
�(1� s) :

�(s+ n)

�(s+ n� �)M(f)(s� �) (4.9)

dir (Podlubny 1999).

·Ispat. (2:9)Reimann-Liouville kesirli türev tan¬m¬n¬n her iki taraf¬n¬nMellin dönüşümü

al¬n¬rsa,

M [D�
0+f ] (s) =M

�
dn

dtn
In��0+ f

�
(s)

elde edilir. (In��0+ f)(t) = g(t) olsun, bu durumda

M [D�
0+f ] (s) =M

�
g(n)
�
(s)

dir. Teorem 4.2 türevin Mellin dönüşümü özelli¼ginden

M [D�
0+f ] (s) =

n�1X
k=0

�(1� s+ k)
�(1� s) [g(n�k�1)(t)ts�k�1]10 +

�(1� s+ n)
�(1� s) M[g](s� n)

=
n�1X
k=0

�(1� s+ k)
�(1� s)

�
dn�k�1

dtn�k�1
In��0+ f(t)ts�k�1

�1
0

+
�(1� s+ n)
�(1� s) M(In��0+ f)(s� n)

elde edilir. (4:6) kesirli integralin Mellin dönüşümü özelli¼ginden

M [D�
0+f ] (s) =

n�1X
k=0

�(1� s+ k)
�(1� s)

�
dn�k�1

dtn�k�1
In��0+ f(t)ts�k�1

�1
0
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+
�(1� s+ n)
�(1� s)

�(1� s+ �� n+ n)
�(1� s+ n) M [f ] (s� n� �+ n)

=
n�1X
k=0

�(1� s+ k)
�(1� s)

�
dn�k�1

dtn�k�1
In��0+ f(t)ts�k�1

�1
0

+
�(1� s+ �)
�(1� s) M [f ] (s� �)

bulunup (4:8) ispatlanm¬̧s olur.

(2:10) Riemann-Liouville kesirli türev tan¬m¬n¬n her iki taraf¬n¬n Mellin dönüşümü

al¬n¬rsa,

M [D�
0�f ] (s) =M

�
(�1)n d

n

dtn
In��0� f

�
(s)

elde edilir. In��0� f(t) = h(t) olsun, bu durumda

M [D�
0�f ] (s) = (�1)nM[h(n)](s)

bulunur. Teorem 4.2�den

M [D�
0�f ] (s) =

n�1X
k=0

(�1)n�(1� s+ k)
�(1� s)

�
h(n�k�1)(t)ts�k�1

�1
0

+(�1)n�(1� s+ n)
�(1� s) M[h](s� n)

=

n�1X
k=0

(�1)n�(1� s+ k)
�(1� s)

�
dn�k�1

dtn�k�1
In��0� f(t)ts�k�1

�1
0

+
�(1� s+ n)
�(1� s) M

�
In��0� f

�
(s� n)

elde edilir. (4:7) kesirli integralin Mellin dönüşümü özelli¼ginden

M [D�
0�f ] (s) =

n�1X
k=0

(�1)n�(1� s+ k)
�(1� s)

�
dn�k�1

dtn�k�1
In��0� f(t)ts�k�1

�1
0

+(�1)n�(1� s+ n)
�(1� s)

�(s+ n)

�(s+ n� �)M[f ](s� �)

elde edilip (4:9) da ispatlanm¬̧s olur.
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Sonuç 4.2 E¼ger

lim
t!0

�
dn�k�1

dtn�k�1
In��0+ f(t)ts�k�1

�
= 0; lim

t!1

�
dn�k�1

dtn�k�1
In��0+ f(t)ts�k�1

�
= 0

ve

lim
t!0

�
dn�k�1

dtn�k�1
In��0� f(t)ts�k�1

�
= 0; lim

t!1

�
dn�k�1

dtn�k�1
In��0� f(t)ts�k�1

�
= 0

sa¼glan¬rsa (4:8) ve (4:9) eşitlikleri s¬ras¬yla

M [D�
0+f ] (s) =

�(1� s+ �)
�(1� s) M [f ] (s� �) (4.10)

ve

M [D�
0�f ] (s) =

�(s)

�(s� �)M [f ] (s� �) (4.11)

formuna indirgenir.

Teorem 4.6 � 2 C , � 2 N ve Re(�) > 0 olsun. E¼ger

lim
t!0

�
dn�k�1

dtn�k�1
In���k0+ f(t)ts�k�1

�
= 0; lim

t!1

�
dn�k�1

dtn�k�1
In���k0+ f(t)ts�k�1

�
= 0

ve

lim
t!0

�
dn�k�1

dtn�k�1
In���k0� f(t)ts�k�1

�
= 0; lim

t!1

�
dn�k�1

dtn�k�1
In���k0� f(t)ts�k�1

�
= 0

sa¼glan¬yorsa, bu durumda

M
�
x�+kD�+k

0+ y
�
(s) =

�(1� s)
�(1� s� �� k)M[y](s) (4.12)

ve

M
�
x�+kD�+k

0� y
�
(s) =

�(s+ �+ k)

�(s)
M[y](s) (4.13)

dir.

·Ispat. (4:1) Mellin dönüşümü tan¬m¬ndan
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M
�
x�+kD�+k

0+ y
�
(s) =

1Z
0

ts�1t�+k(D�+k
0+ y)(t)dt

=

1Z
0

ts+�+k�1(D�+k
0+ y)(t)dt

= M[D�+k
0+ y](s+ �+ k)

elde edilir. (4:10) kesirli türevin Mellin dönüşümü özelli¼ginde s ! s + k + � ve

�! �+ k al¬n¬rsa,

M
�
x�+kD�+k

0+ y
�
(s) =

�(1� s)
�(1� s� �� k)M[y](s)

bulunup (4:12) ispatlanm¬̧s olur.

Ayn¬yöntem sa¼gdan kesirli türev için de uygulan¬rsa,

M
�
x�+kD�+k

0� y
�
(s) =

1Z
0

ts�1t�+k(D�+k
0� y)(t)dt

=

1Z
0

ts+�+k�1(D�+k
0+� y)(t)dt

= M
�
D�+k
0� y

�
(s+ �+ k)

elde edilir. (4:11) kesirli türevin Mellin dönüşümü özelli¼ginde s ! s + k + � ve

�! �+ k al¬nmas¬yla,

M
�
x�+kD�+k

0� y
�
(s) =

�(s+ �+ k)

�(s)
M[y](s)

bulunup (4:13) ispatlanm¬̧s olur.
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4.3 Kesirli Basamaktan Diferensiyel Denklemlerin Mellin Dönüşümü ·Ile

Çözümü

Bu kesimde lineer homogen olmayan x > 0 ve � > 0 olmak üzere

mP
k=0

Akx
�+k(D�+k

0+ y)(x) = f(x) (4.14)

ve
mP
k=0

Bkx
�+k(D�+k

0� y)(x) = f(x) (4.15)

diferensiyel denklemlerine Mellin integral dönüşümü uygulanarak özel çözümleri

hesaplanacakt¬r, burada Ak; Bk 2 R (k = 0; :::;m) dir, D�+k
0+ y ve D�+k

0� y s¬ras¬yla

(2:9) ve (2:10) ile tan¬ml¬sol ve sa¼g tara�¬Riemann-Liouville kesirli türevleridir.

Tan¬m 4.3 Green fonksiyonunun Mellin kesirli analogu

G1�(x) =M�1
�

1

P 1�(1� s)

�
(x); P 1�(s) =

mX
k=0

Ak
�(s)

�(s� �� k) (4.16)

ve

G2�(x) =M�1
�

1

P 2�(s)

�
(x); P 2�(s) =

mX
k=0

Bk
�(s+ �+ k)

�(s)
(4.17)

şeklinde tan¬mlan¬r (Kilbas vd. 2006).

Teorem 4.7 E¼ger

lim
t!0

�
dn�k�1

dtn�k�1
In����0+ f(t)ts�k�1

�
= 0 ve lim

t!1

�
dn�k�1

dtn�k�1
In����0+ f(t)ts�k�1

�
= 0

şartlar¬sa¼glan¬yorsa, (4:14) denkleminin çözümü

y(x) =

1Z
0

f(xt)G1�(t)dt (4.18)

dir (Kilbas vd. 2006).
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·Ispat. (4:14) denkleminin her iki taraf¬n¬n Mellin dönüşümünü al¬n¬rsa,

mX
k=0

AkM
�
x�+kD�+k

0+ y
�
(s) =M[f ](s)

ve Teorem 4.6�dan

mX
k=0

Ak
�(1� s)

�(1� s� �� k)M[y](s) =M[f ](s)

elde edilir. (4:16) göz önüne al¬n¬rsa, bu durumda

M[y](s) =
1

P 1�(1� s)
M[f ](s)

elde edilir. Son eşitlikte her iki taraf¬n ters Mellin dönüşümü al¬n¬rsa,

y(x) =M�1
�

1

P 1�(1� s)
M[f ](s)

�
(x)

bulunur. Tan¬m 4.3�den

y(x) =M�1[M[G1�](1� s)M[f ](s)](x)

elde edilir. Teorem 4.3�den

y(x) = M�1

24M
24 1Z
0

G1�(t)f(xt)dt

3535 (x)
=

1Z
0

G1�(t)f(xt)dt

bulunup çözüm elde edilmi̧s olur.

Teorem 4.8

lim
t!0

�
dn�k�1

dtn�k�1
In����0� f(t)ts�k�1

�
= 0; lim

t!1

�
dn�k�1

dtn�k�1
In����0� f(t)ts�k�1

�
= 0
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şartlar¬sa¼glan¬yorsa, (4:15) denkleminin çözümü

y(x) =

1Z
0

G2�(
x

t
)f(t)

dt

t
(4.19)

dir (Kilbas vd. 2006).

·Ispat. (4:15) denkleminin her iki yan¬n¬n Mellin dönüşümünü al¬n¬rsa,

mX
k=0

BkM
�
x�+k(D�+k

0� y)
�
(s) =M[f ](s)

elde edilir. (4:13) eşitli¼ginden

mX
k=0

Bk
�(s+ �+ k)

�(s)
M[y](s) =M[f ](s)

bulunur. (4:17) göz önüne al¬n¬rsa,

M[y](s) =
1

P 2�(s)
M[f ](s)

elde edilir. Son eşitlikte her iki taraf¬n ters Mellin dönüşümü al¬n¬rsa,

y(x) =M�1
�

1

P 2�(s)
M[f ](s)

�
(x)

elde edilir. Tan¬m 4.3�den

y(x) =M�1 �M[G2�](s)M[f ](s)
�
(x)

bulunur. Uyar¬4.1�den

y(x) = M�1

24M
24 1Z
0

G2�(
x

t
)f(t)dt

3535 (x)
=

1Z
0

G2�(
x

t
)f(t)dt
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bulunup çözüm elde edilmi̧s olur.

Teorem 4.7 ve Teorem 4.8 de elde etti¼gimiz çözümlerdeki G1�(x) ve G
2
�(x) Green

fonksiyonlar¬n¬ hesaplayabilmek için kompleks analizde bildi¼gimiz Rezidü teoremi

kullan¬lacakt¬r. Bunun için şimdi bu teoremi ifade edelim.

Teorem 4.9 E¼ger f(z) bir C çevresi içinde bulunan sonlu say¬da z1; z2; :::; zn nokta-

lar¬hariç C üzerinde ve içinde analitik ise, bu durumda

Z
C

f(z)dz = 2�i
nX
k=1

Rez [f; zk] (4.20)

d¬r. Burada, m kökün derecesi olmak üzere

Rez [f; zk] = lim
z!zk

1

�(m)

dm�1

dzm�1
[(z � z0)mf(z)]

ile hesaplan¬r (Brown ve Churchill 1996).

Sonuç 4.3 � > 0 olmak üzere

t�+1D�+1
0+ y(t) + t�D�

0+y(t) = f(t) (4.21)

denkleminin çözümü

y(t) =

1Z
0

f(t�)g(�)d� (4.22)

dir. Burada 	(z) =
�0(z)

�(z)
ve 
 = ��0(1) Euler sabiti olmak üzere

g(t) = � t��

�(�)
fln t+	(�) + 
g+

1X
n=0

(�1)ntn��+1
(n+ 1)�(n+ 2)�(�n+ �� 1) (4.23)

dir.

·Ispat. (4:21) denkleminin her iki taraf¬na Mellin dönüşümü uygulan¬p (4:12) göz
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önüne al¬n¬rsa,

�
�(1� s)

�(1� s� �� 1) +
�(1� s)

�(1� s� �)

�
M[y](s) =M[f ](s)

elde edilir. Burada gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa,

M[y](s) =

�
�(1� s� �)

(1� s� �)�(1� s)

�
M[f ](s)

bulunur.

M[g](s) =
�(s� �)
(s� �)�(s) (4.24)

olsun. Bu durumda

M[y](s) =M[g](1� s)M[f ](s)

elde edilir. Tan¬m 4.2 ve Teorem 4.3�den

y(t) =

1Z
0

f(t�)g(�)d� (4.25)

olarak bulunur.

Şimdi t > 1 için g(t) = 0 oldu¼gunu gösterelim.

M[g1](s) =
�(s� �)
�(s)

veM[g2](s) =
1

s� �

seçilirse,

M[g](s) =M[g1](s)M[g2](s)

dir. Uyar¬4.1�den

M[g](s) =M

24 1Z
0

g1(
t

�
)g2(�)

d�

�

35 (s) (4.26)

elde edilir. Çizelge 4.1�den

g1(t) =M�1
�
�(s� �)
�(s)

�
=

8><>:
t��(1� t)��1

�(�)
; 0 < t < 1

0 ; 1 < t <1
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ve

g2(t) =M�1
�

1

s� �

�
=

8<: t��; 0 < t < 1

0; 1 < t <1

dir.

Böylece (4:26) eşitli¼gi

M[g](s) =M

24 1Z
0

g1(
t

�
)g2(�)

d�

�

35 (s)
eşitli¼gine indirgenir ve (4:25) çözümü

y(t) =

1Z
0

f(t�)g(�)d�

formunu al¬r. Böylece (4:22) ispatlanm¬̧s olur. Son olarak g(t) fonksiyonunu hesaplay-

al¬m. (4:24) eşitli¼ginden

M[g](s) =
�(1 + s� �)
(s� �)2�(s)

elde edilir. Yukar¬daki eşitli¼gin iki yan¬n¬n Mellin dönüşümü al¬n¬p, (4:2) tan¬m¬göz

önünde bulundurulursa,

g(t) = M�1
�
�(1 + s� �)
(s� �)2�(s)

�
(t)

=
1

2�i


+i1Z

�i1

x�s
�(1 + s� �)
(s� �)2�(s)ds (4.27)

elde edilir. Bu integrali hesaplamak için Rezidü teoreminden yararlan¬lacakt¬r.

Burada Rezidüsü al¬nacak fonksiyon

x�zM[g](z) = x�z
�(1 + z � �)
(z � �)2�(z)

dir. M[g](z) fonksiyonunun kökleri; z = � (m = 2) ve z = � � n � 1; n =

0; 1; 2; :::(m = 1) dir. Teorem 4.9�dan
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z = � için

Rez (f ;�) = lim
z!�

d

dz

�
(z � �)2�(1 + z � �)

�(z)(z � �)2x
�z
�

= lim
z!�

�
�0(1 + z � �)�(z)� �0(z)�(1 + z � �)

�2(z)
x�z

+x�z ln(x)
�(1 + z � �)

�(z)

�
=

�0(1)�(�)� �0(�)�(1)
�2(�)

x�� + x��
ln(x)�(1)

�(�)

=
x��

�(�)
[�
 �	(�) + lnx] (4.28)

bulunur. z = �� n� 1 için ilk olarak n = 0 al¬n¬rsa,

Rez (f ;�� 1) = lim
z!��1

(z � �+ 1)�(1 + z � �)
�(z)(z � �)2x

�z

= lim
z!��1

(z � �+ 1)(z � �+ 1)�(1 + z � �)
�(z)(z � �)2(z � �+ 1)x

�z

= lim
z!��1

�(2 + z � �)
�(z)(z � �)2x

�z

=
�(1)

�(�� 1)x
1��

bulunur. n = 1 için,

Rez (f ;�� 2) = lim
z!��2

(z � �+ 2)�(1 + z � �)
�(z)(z � �)2x

�z

= lim
z!��2

(z � �+ 2) �(3 + z � �)
(z � �+ 2)(z � �+ 1)�(z)(z � �)2x

�z

=
�(1)

(�1)4�(�� 2)x
2��

n = 2 için

Rez (f ;�� 3) = lim
z!��3

(z � �+ 3)�(1 + z � �)
�(z)(z � �)2x

�z

= lim
z!��3

(z � �+ 3) �(4 + z � �)
(z � �+ 3)(z � �+ 2)(z � �+ 1)�(z)(z � �)2x

�z

=
�(1)x3��

(�1)(�2)9�(�� 3)
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hesaplan¬r. Benzer i̧slemlere devam edilirse,

Rez (f ;�� n� 1) =
1X
n=0

(�1)ntn��+1
(n+ 1)�(n+ 2)�(�n+ �� 1) (4.29)

olarak bulunur. (4:28) ve (4:29) ifadeleri Teorem 4.9�da yerine yaz¬l¬p, (4:27) göz

önünde bulundurulursa,

g(t) = � t��

�(�)
fln t+	(�) + 
g+

1X
n=0

(�1)ntn��+1
(n+ 1)�(n+ 2)�(�n+ �� 1)

elde edilip ispat tamamlanm¬̧s olur.
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5. TARTIŞMA VE SONUÇ

17. yüzy¬la kadar türev ve integral do¼gal say¬lar kümesi üzerinde tan¬mlanan

operatörlerdi. Ancak 1695 y¬l¬nda Leibnitz bu operatörlerin reel say¬lar kümesi üz-

erindeki davran¬̧slar¬n¬incelemeye başlad¬. Do¼gal say¬lar yerine kesirli say¬lar¬kul-

lanarak türev ve integral operatörleri yeniden tan¬mlad¬. Böylece ortaya ç¬kan yeni

teori matematikçilerin yan¬s¬ra biyolog, kimyac¬, ekonomist, �zikçi ve mühendisler

taraf¬ndan da oldukca ilgi gördü. Sonraki y¬llarda kesirli analizin teori ve geli̧smeleri

hakk¬nda pek çok kitap yaz¬ld¬ve hatta Riemann-Lioville, Hadamard, Grunwald-

Letnikow, Reies, Caputo gibi birden çok kesirli analiz türü şekillendi. Bu tan¬mlar

aras¬nda uygulamalar¬sebebiyle en çok tercih edilen kesirli türev formlar¬Reimann-

Liouville ve Caputo�dur.

Kesirli analizin geli̧smesi tam say¬basamaktan diferensiyel denklemlerin ard¬ndan

kesirli basamaktan diferensiyel denklemlerin oluşumunu da beraberinde getirdi. Adi

diferensiyel denklemlerin çözümünde kullan¬lan Laplace, Fourier ve Mellin gibi inte-

gral yöntemleri de kesirli basamaktan diferensiyel denklemlere uygulanarak bu den-

klemlerin çözümleri elde edildi.

Bu tez çal¬̧smas¬nda Riemann-Liouville kesirli türev içeren diferensiyel denklem-

lerin Laplace ve Mellin dönüşümleri yard¬m¬yla çözülmesi incelendi. Bu çal¬̧sman¬n

devam¬nda farkl¬ kesirli türev içeren diferensiyel denklemlerin Laplace ve Mellin

dönüşümleri yard¬m¬yla çözümleri elde edilebilir. Bunun yan¬s¬ra Fourier dönüşümü

gibi farkl¬integral dönüşüm yöntemleri yard¬m¬yla da kesirli basamaktan diferensiyel

denklemlerin çözümleri incelenebilir.
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