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Bu tez beg boliimden olugmaktadir.
Birinci boliim giris kismina ayrilmistir.

Ikinci boliimde tezin genelinde kullanilacak olan bazi tamim ve teoremler verilmis,

Reimann-Liouville kesirli tiirev ve integralin temel 6zellikleri hatirlatilmigtir.

Uciincii boliimde Laplace doniistimiiniin temel 6zellikleri aciklanmus, kesirli tiirev
ve integralin Laplace doniigiimleri hesaplanmigtir. Ayrica sabit katsayili homogen
diferensiyel denklemlerin ve homogen olmayan diferensiyel denklemlerin ¢oziimleri

Laplace doniistimii yardimiyla incelenmigtir.

Dordiincii boliimde Mellin doniisiimii tanitilmis ve kesirli basamaktan degisken kat-

sayili diferensiyel denklemlerin ¢oziimleri bu doniigiim yardimiyla hesaplanmigtir.

Son boliim ise elde edilen sonucglarin analizine ayrilmigtir.
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1. GIRIS

Gegtigimiz 20 yilda kesirli basamaktan tiirev ve integral konusu iizerinde yogun calig-
malar yapilmig, miihendislik ve biyoloji basta olmak iizere pek ¢ok alanda sayisiz
uygulamalar1 oldugundan oldukca fazla énem kazanmistir. Abel integral esitligi gibi
¢ok bilinen klasik yontemlerin yani sira geri beslemeli kuvvetlendiriciler, kapasite
teorisi, genellestirilmis voltaj ayristiricilar, biyolojik sistemlerde elektrik iletkenligi,
kesirli yapida néron modelleri, deneysel veriler mekanizmasi, 6zel fonksiyonlar konusu

gibi bir ¢ok alanda kullanilmaktadir.

Bu ¢alismada oncelikle Riemann-Liouville kesirli tiirev ve integralin temel ozellik-

leri verilecektir.

Laplace doniigtimii 6zellikle kesirli basamaktan diferensiyel denklemlerin vazgecilmez
bir aracidir. Bu sebeple bu caligmanin iiciincii boliimiinde kesirli tiirev ve integralin
Laplace doniisiimiiniin baz1 temel ozellikleri ifade edilecektir. Daha sonra bu 6zellik-
lerden yararlanilarak sabit katsayili homogen diferensiyel denklemlerin ve homogen
olmayan diferensiyel denklemlerin Laplace doniisiimii yardimiyla ¢oziimiinii verile-
cektir (Oldham ve Spanier 1974, Miller ve Ross 1993, Podlubny 1999, Kilbas vd.
2006, Lin ve Lu 2013).

Laplace doniisiimiiniin yani sira Mellin doniisiimii de kullaniglihiglr sebebiyle son
yillarda tercih edilen doniigiimler arasinda yer almaktadir. Bu sebeple dordiincii
boliimde kesirli tiirev ve integralin Mellin doéniigiimiiniin baz temel 6zellikleri ifade
edilecek ve bu ozelliklerden yararlanilarak degisken katsayili homogen olmayan
diferensiyel denklemlerin ¢oziimleri elde edilecektir ( Bateman 1954, Samko vd. 1993,
Katugampola 2011).



2. KESIiRLi TUREV VE INTEGRAL

Bu boliimde tezin genelinde kullanilacak olan temel tanim ve teoremler ifade edile-
cektir. Ayrica Riemann-Liouville kesirli tiirev ve integralin tanimi verilip temel 6zel-

likleri incelenecektir.

Tanim 2.1 (Gamma fonksiyonu) Re(z) > 0 icin

[e o]

I(z) = / el dt (2.1)
0
ile tamimh I'(z) fonksiyonuna Gamma fonksiyonu denir (Samko vd. 1993).

Teorem 2.1 Re(z) > 0 i¢in
['(z+1) ==2I'(z) (2.2)

dir (Samko vd. 1993).

Tanim 2.2 (Beta Fonksiyonu) Re(z) > 0 ve Re(w) > 0 igin

1

Bz, w) = / £ — p)lay (2.3)

0

ile tamimh 3(z, w) fonksiyonuna Beta fonksiyonu denir (Samko vd. 1993).

Teorem 2.2 z,w ¢ Z, igin (2.1) Gamma ve (2.3) Beta fonksiyonlar1 arasinda

Blz,w) = =2 (2.4)

bagintist vardir (Samko vd. 1993).

Tanim 2.3 (Mittag-Leffler fonksiyonu) z,« € C ve Re(a) > 0 igin

Ea) = 3 ek 1) (25)

0
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ile tamimh £, (2) fonksiyonuna Mittag-Leffier fonksiyonu denir.

z,a, 8 € C,Re(ar) > 0 ve Re(5) > 0 igin

Basl?) =3 RCCET (2.6)

ile taniml (2.6) fonksiyonuna iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu denir. Burada

I', (2.1) ile tamimh Gamma fonksiyonudur (Diethelm 2010).

Teorem 2.3 (2.6) ile tammh F, g(z) Mittag-Lefller fonksiyonu her z € C igin yakin-
saktir. Yani, F, g(z) tam fonksiyondur (Diethelm 2010).

Ispat. Acikca goriildiigii gibi Mittag-Leffler fonksiyonu bir kuvvet serisidir. Kuvvet
serilerinin yakinsakligi igin kullanilan Cauchy-Hadamard teoreminden bu kuvvet
serisinin yakinsakligi kolayca gosterilebilir. Mittag-Leffler fonksiyonu C diizleminin

tamaminda yakinsak oldugu i¢in de tam fonksiyondur.

Simdi kesirli tiirev ve integralin tanimi ve ozelliklerini verelim.

Tamm 2.4 Q = [a,b] ve —00 < a < b < 0o olsun. o € C ve Re(a) > 0 olmak tizere

xT

(12:0)@) = g [ (o =07 Ot > 2.7
(3-Dla) = a5 [ (=1 10 @ <o, (2.5)

€T
ile tanimh I, f ve I;" f operatorlerine sirasiyla sol tarafls ve sag tarafli Riemann-

Liouwille kesirli integralleri denir. Burada I', (2.1) ile tanimh Gamma fonksiyonudur.

Tanim 2.5 o € C, Re(a) > 0 ve n = [|Re(a)|] + 1 olmak iizere

0300 = (1) N 29)

3



D5 1)@ = (-4 ) D) (210

ile tanimh D¢, ve D} operatorlerine sirasiyla «.. basamaktan sol tarafl ve sag tarafl
Riemann-Liouville kesirli tirev operatorleri denir, burada [|Re(«)|], Re(a)’ min tam

kismini gostermektedir.

Teorem 2.4 o € C, Re(a) > 0 ve v € C, Re(y) > 0 olsun. Bu durumda

I'(v)

(O (Pt =0 DE) = r_gle-a™ (2.11)
(@) (DF- 0= 1 )0) = Lol

dir (Kilbas vd. 2006).

ispat.

(7) (2.9) Riemann kesirli tiirev tanimindan

D3l - ) = ot () / (- - rta (212)

a

t—a

r —a

dir. (2.12) egitliginde = u doniistimii yapilip gerekli diizenlemeler yapilirsa,

D=0y = ot () oy / 71—

- e (2) @ar s a)

elde edilir, burada § (2.3) ile tamimh Beta fonksiyonudur. (2.4) 6zelligi goz oniine

alinirsa

a y—1 - 1 d " y—1 n—aF(fY)F(n - Oé)
(Dgs(t —a)" ) (x) = Tn—a) (@) (z—a) ™" Thtn—a)

bulunup I' fonksiyonunun (2.2) ozelligi goz oniinde bulunduruldugunda istenilen

4



sonug elde edilir.

(17) ozelligi de benzer ispat yontemiyle kolayca ispatlanabilir.

Ornek 2.1
> 3 24 s
(DLt = 19)(e) = 5=la = 1)
dir. Gergekten (2.11) de @ = 3, a = 1 ve y = 4 alinrsa,
1 I'4) 5 24 5
D2 (t—1)*)(z) = —1)2 = —1)2
(DA (= 1")) = gy e = DF = 5 e =)

elde edilir.

Teorem 2.5 o € C, Re(a) > 0 ve v € C, Re(ry) > 0 olsun. Bu durumda

['(v)

() (Ut =a @) = oo —a
(i) (Ig=(b—t)" () = %(b _ g)rto-!

dir (Kilbas vd. 2006).

ispat.

(7) (2.7) Riemann kesirli integral tanimindan

1

(12t = ) ™)) = 5 / (t—a) 'z — o dt

a

(2.13)

(2.14)

t—
dir. (2.14) egitliginde ¢ _u doniisiimii yapilip gerekli diizenlemeler yapilirsa,
T—a
1
1
U= ™) = ggle =™ [
o
0
1 y—1+a
= F(Ck)(x_a) ﬁ<7705)



bulunur, (2.4) 6zelligi goz 6niine alinirsa istenilen sonug elde edilmis olur.
(17) ozelligi de benzer ispat yontemiyle kolayca ispatlanabilir.

Ornek 2.2
5

T 35T

dir. Gergekten, (2.13) esitliginde a = £, a =1, v = 4 alnursa,

(12, (t — 1)) (x) (x — 1)

25

35/

(I~ 1)) = Fod e = )F =

—~
W~
~—

(x - 1)3

N [©

elde edilir.

Teorem 2.6 Eger Re(a) > 0, Re(y) > 0 ve f(z) € L,(1 < p < 00) ise, bu durumda

(I3 13 ) (@) = (57 (@) (2.15)
(L) f)(@) = (527 f)(x) (2.16)

esitlikleri [a,b] iizerinde hemen hemen her yerde gegerlidir (Miller ve Ross 1993,
Kilbas vd. 2006).

Ispat. (2.7) Riemann-Liouville kesirli integral tanimindan

15D, f)(a) = m / (x — 1) / (t = O F()dcdt

) T T . -
- e / C/<az:—t) (t = O f(Q)dtdC

t —
elde edilir. Bu integrale

= s doniigiimii uygulanip gerekli diizenlemeler yapilirsa,



1

o 18 T) = —1 m x — ()etAtl —5)P 152 s
EIDE = S a/f(é)( Qe [ s s asag

0
.

J/

Bla, B)

bulunur. (2.4) ile verilen Beta fonksiyonu ve Gamma fonksiyonu arasindaki iligki g6z

oniinde bulundurulursa,

(I0DE) = / £ = O™ dg
- )

bulunup (2.15) ispatlanmig olur.

Ayn ispat yontemiyle (2.16) esitligi de kolaylikla ispatlanabilir.
Teorem 2.7 Eger Re(a) > 0 ve f(z) € Ly(a,b) (1 < p < 00) ise, bu durumda

(D Ig+ f)(x) = f(x) (2.17)

ve

(Dy-1p- f)(x) = f(x) (2.18)

esitlikleri [a,b] {izerinde hemen hemen her yerde gegerlidir (Miller ve Ross 1993,

Kilbas vd. 2006).

Ispat. (2.7) ve (2.9) Riemann-Liouville kesirli tiirev ve integral tanimlarindan

T

(D210 f)(x) = DO ﬁ / (x— 0 f(t)dt | (@)

a

- (di) / o= s / (t — O F(C)dcds

a a



- o () / / = = O (e
- e )/f / yr-eL(¢ - ()t

elde edilir. Burada =

= s doniisimii yapilip gerekli diizenlemeler yapilirsa,

DRI N6) = o () / 0 / (1= s)a = Q"™ st — ) dsdg
- o (1) / FO@ - ¢ / (1 syt s

- 7

E(aa n— Oé)

bulunur. (2.4) ile verilen Beta ve Gamma fonksiyonlar: arasindaki iligki goz oniinde

bulundurulursa,
1 (d\" [
D 1zhe) = o () [HOE-0a

_ (n—l);?TL—)Q)(l)%/f(OdC

= [flx)

elde edilip (2.17) ispatlanmig olur.

Benzer ispat yontemi kullanilarak (2.18) de esitligi de kolayca ispatlanabilir.



3. LAPLACE DONUSUMU

Laplace doniigiimleri diferensiyel denklemlerin ¢oziilmesinde kullanilan en 6nemli
araclarindan biridir. Bu boliimde ilk olarak Laplace doniigiimiiniin temel 6zellik-
leri aciklanacak daha sonra kesirli tiirev ve kesirli integralin Laplace doniisiimleri
hesaplanacaktir. Son iki kesimde ise, kesirli basamaktan baz1 denklem simiflarinin

¢oziimleri Laplace doniigiimii yardimiyla bulunacaktir.
3.1 Laplace Déniisiimiiniin Temel Ozellikleri
Bu kesimde Laplace doniigiimiiniin tanimi verilip bazi temel 6zellikleri ele alinacaktir.
Tanim 3.1 f, ¢t > 0 i¢in tanimh reel degerli bir fonksiyon olsun. s € C igin

F(s) = /f(t)e_Stdt (3.1)

0

genellegtirilmis integralinin yakinsadigi tiim s degerleri i¢in (3.1) ile tammh F
fonksiyonuna f fonksiyonunun Laplace doniisimi denir ve F'(s) = L{f(t)} ile gos-

terilir.

Tanim 3.2 Her ¢ > {; i¢in
[f()] < Me™

saglanacak sekilde M > 0 ve « sabitleri mevcutsa, bu durumda f fonksiyonuna a—

ustel basamaktandir denir.

Teorem 3.1 f fonksiyonu b > 0 i¢in her kapali [0, b] araliginda pargali siirekli ve a—
iistel basamaktan ise, bu durumda f fonksiyonunun Laplace déniigtimii s > « i¢in

mevcuttur.

Tanim 3.3 f ve g fonksiyonlar1 b > 0 i¢in her kapal [0, ] araliginda parcal siirekli



ve a— listel basamaktan olsun.

t

£(t)* g(t) = / F(t)g(x — tydt (3.2)

0

integraline f ve g fonksiyonlarinin konvoliisyonu denir ve f * g ile gosterilir.

Teorem 3.2 f ve g fonksiyonlar1 her kapah [0,5], b > 0, arahginda pargali siirekli

ve a— tistel basamaktan olsun. Bu durumda

L{fx g} = L{SLAg) 5 s> @ (3-3)

dir.

Teorem 3.3 t > 0 olmak iizere f € AC"™ ve f fonksiyonunun Laplace déniigtimii

mevcut olsun. Bu durumda

LU0} = 5"F(s) = s"7H(0) = "2 /(0) == fOV(0) (34)

dir.
3.2 Kesirli Tiirev ve Integralin Laplace Déniisiimii

Bu kesimde Riemann-Liouville kesirli tiirev ve integralin Laplace doniigiimleri ele
alinacaktir. Bunun yam sira baz 6zel fonksiyonlarin kesirli tiirev ve integrallerinin

Laplace doniistimii hesaplanacaktir.

Teorem 3.4 a € C, Re(«) > 0 ve f fonksiyonunun Laplace déniigiimii mevcut olsun.

(2.7) kesirli basamaktan integrali igin
LG f(t)} = s F(s) (3.5)

dir, burada F(s) = L{f(t)} dir (Samko vd. 1993).

10



Ispat. (2.7) ifadesinin her iki tarafina Laplace doniisiimii uygulamp (3.2) kon-

voliisyon teoremi goz oniine alinirsa

t

C{S (1)) = C ﬁ / (t— &) F(e)de
1 / -
- Fat /(t—a) F(€)de

0

1 a—1
= mﬁ{f FPL{f(8)}
= s %F(s), s>0

elde edilir.

Ornek 3.1 Teorem 3.4’tin bir uygulamasi olarak f(t) = sin at alinirsa, (3.5) esitligin-

den

L{I§sinat} = s *L{sinat}
a
s*(s? + a?)

elde edilir.

Sonug 3.1 f siirekli ve birinci basamaktan siirekli tiireve sahip bir fonksiyon ise, bu

durumda,
LUGADS ()} = s7[sF(s) — f(0)] (3.6)

dir.

Ispat. Teorem 3.4 ve (3.4) ozelligi goz oniinde bulundurulursa, (3.6) esitligi elde

edilir.

(izelge 3.1’de baz1 temel fonksiyonlarin kesirli basamaktan integralinin Laplace doniigiim-

leri verilmektedir.

11



(izelge 3.1 Bazi temel fonksiyonlarin Riemann-Liouville kesirli integralinin Laplace

doniistimii

Fonksiyon Laplace doniistimii

o o I(p+1)
IO+tM ‘C{[O+#L} = W, §>0, p>-—1
T eat E{Iaeat}:; s>0
0+© 0% s*(s —a)’
I'(p)
a —1_a [ —1_at _
It 1gat L{Ig e} = 5= o)’ s>0, 4 >0
o 1
I8 cosat | L{Ig: cosat} = P21 a?) >0
« 3 a
I, sinat E{Io+ sinat} = m, s>0

Teorem 3.5 a >0, n—1<a<n (n€N), f(t) € AC*(0,00) ve f™(t) € L1(0,b),
b > 0 olsun. Bu durumda

LADG f}(s) = s"(Lf)(s) = > _ s FfFD(0) (3.7)

k=1

dir (Lin ve Lu 2013).

Ispat. (3.1) Laplace doniigtimii ve (2.9) Riemann-Liouville tiirev tanimlari goz éniine

aliirsa,

0o 0o
7st

LD f} (s) /est( ) c )P dtdc

¢

elde edilir. Yukaridaki esitlikte integrale t — ( = v doniigiimiinii uygulandiginda

L{DE ) (5) = ﬁ ]o e (%)nﬂo ]o e~ ¢

12



[e.o]

=) / e—sf (Q)L{u"1yd¢

0

bulunur. Burada s >0 ven =1,2,... i¢in

L{z" 1} = % (3.8)

ozelligi uygulanirsa,

LiDg s = s f eﬁ%d%)"f(odc

- eef(E) )

elde edilir. Son esitlikte gerekli diizenlemeler yapilip (3.4) 6zelligi goz 6niinde bulun-

durulursa,
n

(LDg: f)(s) = s*(Lf)(s) = Y s> FfE1(0)

k=1

elde edilip ispat tamamlanmig olur.

Sonug 3.2
k=1,..,nicin f*1(0)=0

ise, bu durumda

LADG: [} (s) = s*(LS)(s)

dir.

3.3 Kesirli Basamaktan Homogen Diferensiyel Denklemlerin Laplace
Doniigiimii ile Coziimii
Bu kesimde kesirli basamaktan

(Dgry)(x) —Ay(x) =0, 2>0; p—1<a<p peN AeR, (3.9)
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denklemi

(DS y)(07) =0, k,j=1,...,p; k# ],
(DSTFy) (0 =1, k,j=1,...p; k=3, (3.10)

kosullariyla birlikte ele alinacaktir.

Agagidaki yardimci lemmadan (3.9) ve (3.10) probleminin ¢oziimlerini

elde ederken yararlanilacaktir.

Lemma 3.1 o, § € C, Re(a) > 0, Re(8) >0, A € Cve | As™® |< 1 igin

s> B
- A

L{PE, s(AM*)} = - (3.11)

dir. Burada E, 3 (2.6) ile tanimh iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonudur (Di-
ethelm 2010).

Ispat. (2.6) Mittag-Leffler fonksiyonu tanimindan

> /\ktak—i—ﬁ— 1

t B (M) = T (ak + )

k=0

dir. Bu esitligin her iki tarafina Laplace doniigiimii uygulanip, Laplace doniistimiiniin

lineerlik 6zelligi kullanilirsa,

L{tPYE, 5( M%)} Z m ak 7 L{ta’“ﬂ*l}

k=0

elde edilir. (3.8) ozelligi uygulanip gerekli diizenlemeler yapilirsa

L{t" Eap(M®)} = Zsak—w
k=0
1
B
1

14



s

s — A\

bulunup istenilen sonug elde edilmig olur.

Teorem 3.6 p— 1 <a<p,peNveleRolsun. Bu durumda j =1, ...,p icin
y; () = 277 By a1 j(Az®) (3.12)

fonksiyonlar1 (3.9) — (3.10) probleminin ¢oziimleridir (Kilbas vd. 2006).
ispat. j=1,...,picin
4; = (DJy)(0%) (3.13)

olsun. Bu durumda (3.7) denklemi p — 1 < a < p, p € N i¢in
p .
LADGy} (s) = s"L{y}(s) =) d;s'™" (3.14)
j=1

seklini alir. Laplace doniigiimiinii (3.9) kesirli basamaktan homogen diferensiyel

denklemine uygulanip (3.14) gozoniine alinirsa
p .
s*L{y}(s) — Z d;s’t — AC{y}(s) =0
j=1

elde edilir. Buradan
p ijl

L{y}(s) = Zdjm

=1

(3.15)

olup, (3.15) esitliginin her iki yammn ters Laplace doniigiimii alimp (3.11)

Mittag-Leffler fonksiyonunun Laplace doniigiimii 6zelligi kullanilirsa
p .
y(.’L’) = Z djyj<x)7 y](x) = ma_]Ea,oH-l—j (/\xa)’
j=1

bulunur.
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Burada elde edilen y; fonksiyonlarimim (3.9) kesirli basamaktan homogen diferensiyel

denkleminin ¢oziimleri oldugu kolaylikla goriilebilir. Gergekten,

[t Bar1— (M) (z) = Dyt [
o | at1-5(AEY)] () 0+{ ;F(ak+a+1—ﬁ}()

o0 )\ktak+a—j
- Do
; " {F(ak+a+1—j)} @)
burada k = 0 igin Dg, (t*7) = 0 oldugundan

{mrg

)\k+1 pokta—j

ok +a+1—7)

o+ [ta_jEOc,a-i-l—j (At)](z) =

M I

B
I

0

& 2\
— A%V ak
v Zf(ak—l—a—j—i—l)x

k=0
= M7 Epan (0%, j=1,....p

olup
(D) () = Ay (&) = 0

saglanir.

Ayrica y; fonksiyonlar: (3.10) kogullarim da saglar. Gergekten k,j =1,....p;k > j

icin

. [ . o )\ntom
Dy [t Eg a1 (AL = | DgFe Ny

- )\anz_'_—ktan-i-a—j

—~ llan+a+1-))

()

3

_ i )\nF(OéTL +a+1-— ]) xom—j—i—k
B —~llan+ta+l—jl(ant+a—-j+1—-a+k)
— i A" an+k—j

Flan+k+1—j)

[e=]

n—=

16



dir.
Bu durumda k =1, ...,p; k = j i¢in

Ax® A2 g2

Tla+1) T@a+1)

(DG "ye)(z) =1+

olup
lim (Dg; "yp)(z) =1

z—0t

vek,j=1,....,p;k > j icin

xkfj A$a+k7j

DgTFy) () = .
(Do) @) = 57— T Tashsi=p
olup
lim (Dgy "y;)(z) =0
dir.

k,7=1,....p;k < j ise, bu durumda

e, °] An
l)afk ) —
(Dgi "y;) (@) ZIF(om—l—k—i—l—j)x

an+k—j

)\xa-&-k—j )\2x3a+k—j
Tla+1) TQat1)

olup
lim, (D37, () = 0

r—0t

elde edilir. Boylece
(DyT*y;)(0%) =0, k, j=1,.,p; k#j, ve (D5 y;)(07) =1, k, j=1,....,p; k=],

kosullar1 da saglanmig olup ispat tamamlanmigtar.
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Sonug 3.3 r > 0; 0 < a < 1; A € R olmak iizere
(Dgry)(z) — Ay(x) =0
diferensiyel denkleminin ¢oziimii
y(x) = 27 Baa(A2®)
dir. x > 0;1 < a < 2; A € R olmak iizere
(Dgry)(z) = Ay(x) =0,

denkleminin ¢oziimleri ise

y1(x) = xo‘_lEa,a()\xo‘) ve ya(z) = xo‘_zEa,a_l()\xo‘)

fonksiyonlaridir. Burada E, , (2.6) ile tanimh Mittag-Leffler fonksiyonudur.

Ornek 3.2 2z > 0; p€ N, A € R i¢in
P2
(Do *y)(x) — Ay(z) =0
diferensiyel denkleminin ¢oziimleri j = 1,..., p i¢in
pile) = EIE, 4 ()
dir.
Teorem 3.7 1 < a < 2 ve a,b € R olsun.

y (1) + ay @ (t) + by(t) = 0, y(0) = co ve y (0) = 1

baglangic deger probleminin ¢oziimii

18
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(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)



. i thk > F(T +k+ 1)(_at2—a)r
? p — I'[(2 — a)r + 2k + 17!

o —b kt2k+1 o D(r+k4+1)(— t2—a r
top Z (—b) (r )(—a )
k! — I[(2 = a)r+ 2k + 2Jr!

k=0

O (—p)k2k—at+2 r b+ 1) (=qt2—)r
I ) (r+ k+ 1)(—at>~2)

p k! —T[(2—a)r+2k—a+3r!

O (—p)k2k—at+3 r k4 1) (—qt2—)"
I = (r -+ + 1)(=at>)

— k! —T[(2—a)r+2k —a+4)r!

(3.21)

dir (Lin ve Lu 2013).

Ispat. (3.20) denkleminde her iki tarafin Laplace doniigtimii almip (3.7) tiirevin

Laplace doniistimii 6zelligi goz oniine alinirsa

L{D%y} (s) +aL{Dy} (s) + bLAy} (s) =

«

= L {y} (5)= > > yP D (0)+as"L{y} (s)—a > s* Py (0)+bL{y} (s) =

k=1 k=1

elde edilir. Buradan

S 1
Llyb(s) = (s2+asa+b> ta <s2+asa+b>

80471 P 2
_— _— 3.22
Faco <82—|—(I80‘+b) Taa <s2+a80‘—|—b) (322)
bulunur.
Diger taraftan
1 B s 1
2 « o 2—« bs— @
s?+as*+b s2—a 4 ¢ 4 S
s+ a

_ 00 _ k
5% ( —bs™@ >
- 2—« 2—«
S a S a
+ o +
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o0 (_b>ks—ak—a

(s27> + q)k+1
(_b)ks—2k—2

(14 as—2)k+1

oS (M) asy

r=0

= 33 (1)

0

I
(]

B
I
o

[
W

=
Il
o

[
W

il
o

i

esitligi (3.22) de yerine yazilirsa,

0 = >3 (F ) arsern

k=0 r=0
0 00 1
+cq Z(—b)k ( T T) (_a)rs(aﬂ)r—%fz
k=0 r=0 r
) 00 1
t+aco Z(—b)k Z ( + T) (—a)s@—2r—2k+a=3
k=0 r=0 r
) 00 1
“+acq Z(_b)k Z ( :'— T) (_a)rs(a—Q)r—2k+a—4
k=0 r=0

elde edilir.

Her iki tarafin ters Laplace doniisiimii hesaplandiginda

ui) = i Z R Ztij;f« n )2k Tt {F(@;ﬁiﬁi’i D }
+Cl§ ké KT Zig 7(”+)2k+2)£1 {F((2;2?3;2k1i+2)}
+aco ,; b)* Z(; R (( ]fi;?i 2/<;)— L {P((2 Tg(?—):)tik—;;g v }
raa kZ_O Z AT (( ]ff;? J(r 2/3: L {P((z ;?_)Zﬁili;f Y }
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(=)t ST (r+ k+ 1) (—at2 )"
_ 3 ( )(—ar*=)

—~ kD2 = a)r + 2k + 17!
> —b kt2k+1 e D(r+k4+1)(— 2T
) ( )k' sz —a)r J)r(zl:+ 2]7)4
k=0 ) r=0 ’
o —b kt2kfa+2 o D(r+k+1)(— t2fa r
aco Z = k! F[(2(T— a)r + ;](f —aoz +)3]r'
k=0 ’ r=0 :
o —b kt2k—a+3 o r k 1)(— tZ—a r
o 3 k)
— k! — T2 —a)r+2k—a+4]r!

bulunur.

Teorem 3.8 1 < a < 2 ve a,b € R olsun.

Yy (1) +ay'(t) + by(t) = 0,y(0) = ¢ ve ' (0) = 1 (3.23)

baglangic deger probleminin ¢oziimii
i (T‘+ k4 1)( )rt(a—l)rJrak
Cl(a—1)r + ak + 1]r!

= (—b)’C I'(r+k+1)(—
+Cl§ k! ; (e — 1)r + ak + 2)r!

e’} ( k o0 :[1 T + ]C + 1)( )Tt(afl)T+Ozk+a*1
.24
—HICOICZ; k! TZ: [(a—1)r 4+ ak + a]r! (3:24)

a)rt(afl)r+ak+1

dir (Lin ve Lu 2013).

Ispat. (3.23) denkleminin her iki yanmin Laplace doniisiimii almp (3.7) tiirevin
Laplace doniigtimii ve (3.4) kesirli tiirevin Laplace doniigiimii 6zelligi gz oniine

alinirsa
““log+ 521 + ¢

s“+as+b

S

LAy} (s) =

elde edilir. Teorem 2.7'nin ispatina benzer olarak, son egitligin her iki yanina ters

Laplace doniigiimii uygulanirsa (3.24) elde edilir.
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Ornek 3.3

2k STk 1)
y(t) = co - o
Z !Z (% + 2k +1)r!

[e o]

o SD(r 4k + 1)t3+ 2+
o 2y Mk D
PR — F<§ + 5]{? + 2)7’

P S (r+k+ 1)t s
T i) iUt Ll
F(§+ §k+§)7“.

dir.

3.4 Kesirli Basamaktan Homogen Olmayan Diferensiyel Denklemlerin

Laplace Doniisiimii ile Coziimii

Bu kesimde kesirli basamaktan homogen olmayan baglangic deger problemlerinin
coziimleri Laplace dontisiimii yardimiyla elde edilecektir. =z > 0;0 < a7 < ... <
Qm;m € N icin

i Ap(DSy) (x) + Agy() = f(2) (3.25)

denklemini ele alahm. Burada A, € R (k=0,1,...,m) ve f(z) R" iizerinde tanimh

bir fonksiyondur. Bu kesim boyunca
k=1,..,nicin f*1(0)=0

kabul edilecektir.

Tamm 3.4
Gy (T) = {ﬁ—l {m}] (z) (3.26)

77777

ile tamimli fonksiyona analog Green fonksiyonu denir. Burada

22



dir (Kilbas vd. 2006).

Teorem 3.9 Kesirli basamaktan homogen olmayan (3.25) diferensiyel denkleminin

¢Ozimi

y(x) = /Gal ,,,,, am (@ — 1) f(t)dt (3.27)

dir, burada G,

-----

ispat. (3.25) denkleminin her iki yaninin Laplace doniigiimiinii alinirsa,
me AL {Dgty} (s) + AcL{y}(s) = L{f}(s)
k=1
bulunur. Sonug 3.2’de verilen kesirli tiirevin Laplace doniisiimii 6zelliginden
S AL s) + AL iyh(s) = £(7HG)
k=1

dir. Buradan

L{y}(s) = L{f}(s)

A() + Z AkSak
k=1

anm (8) olsun. Bu durumda

.....

elde edilir. Ag + Y Ays® = P,,
=1

bulunur, buradan

o= (2 ]

elde edilir. (3.26) analog Green fonksiyonu tanimimdan
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dir. (3.2) konvoliisyon tanimi ve (3.3) konvoliisyon 6zelliginden

y(x) = £7]¢c / Gon. oo (i — 1) (1)t

bulunur.

Teorem 3.10 z > 0 ve a > 0 igin

(Dgry)(x) = Ay(x) = f(x) (3.28)

denkleminin bir 6zel ¢oziimii
i) = [0 =01 Buald e — 001 O (3:29
0
dir. Burada E,, (2.6) ile tamim Mittag-Leffler fonksiyonudur (Kilbas vd. 2006).

Ispat. (3.25) denkleminde m = 1,014 = a,4; = 1,4, = —\ alinmasiyla (3.28)

denklemi elde edilir. Bu durumda Tanim 3.4’de verilen Green fonksiyonu

Gy (2) = Galz) = [L—l {Sa L AH (2) (3.30)

formunu alir. (3.11) Mittag-Leffler fonksiyonunun Laplace doniisiimii 6zelliginde 5 =

a alinip, (3.30) esitliginde yerine yazilirsa,

Golz) = [L7L{" " Eya(M™)}] (2)

= xo‘_lEa,a()\aj“)

bulunur. Elde edilen G, (x) (3.27)de yerine yazilirsa,
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/ 1 B M — £)°] F()dt

elde edilir ve ispat tamamlanmig olur.

Ornek 3.4 = > 0,p € N ve X € R olmak iizere

(D222 y) (@) — Ay(a) = f(x)

denkleminin bir 6zel ¢oziimii

dir. Bu ¢oziim (3.9) esitliginde o = p — % alinarak elde edilir.

Ornek 3.5 7 > 0 ve A € R olmak iizere

y'(@) = Ay(x) = f()
denkleminin 6zel ¢oziimleri

sinh(V\(z — t))

/ 7 f(t)ydt; A >0
sin(v =Xz —t)) .
0/ D s A <0

(3.31)

(3.32)

dir. Gergekten, (3.28) denkleminde o = 2 alinmasiyla (3.31) denklemi elde edilir. O

halde Teorem 3.10’dan

T

y(z) = / (2 — ) Eaal\(x — 11 (8)dt

0

dir.
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A > 0 olsun. Bu durumda
A
— /AL(2k +2)

= % sinh (\/X(x - t))

(iL‘ - t)E272[>\(.T - t)Q] =

olup son esitlik (3.33) esitliginde yerine yazilirsa,

T

() = /sinh(\/\i(; — 1))

ft)dt

elde edilir.

A < 0 olsun. Bu durumda

L (DA — P

O R R = = el

= \/1__/\ sin (\/—_)\(:E - t))

bulunur. Elde edilen son esitlik (3.33) esitliginde yerine yazilirsa

o) = /sin(\/—_z\(x — t))f(t)dt

VSN

elde edilip ispat tamamlanmig olur.

26



4. MELLIN DONUSUMU

Bu boliimde Mellin doniistimii tanitihip, kesirli basamaktan degisken katsayili bir

denklem simifinin analitik ¢oziimii Mellin doniisiimii yardimi ile hesaplanacaktir.
4.1 Mellin Déniisiimiiniin Temel Ozellikleri

Bu kesimde Mellin doniigtimiiniin temel 6zellikleri verilecektir. Ayrica bazi temel

fonksiyonlarin Mellin doniisiimleri hesaplanacaktir.

Tanim 4.1 ¢ € R* igin tammh ¢(t) fonksiyonunun Mellin déniigimii s € C igin,

[e.o]

(M) (p) = Mp(t)](p) = ¢*(s) = / # 1o (t)dt (4.1)
ile tanimhidir (Samko vd. 1993).

xr € R* igin bir g(x) fonksiyonunun ters Mellin doniisiimii 7 = Re(s) olmak iizere

(M g)(a) = M g(o)](a) o= 5= [ o g(s)ds (12)

dir.
Mellin integralinin yakinsak oldugu en genisg aralik (a, b) olsun.

Teorem 4.1 f(z), (a,b) aralig) tizerinde tanimh bir fonksiyon olsun. p sifira esit ol-
mayan bir reel say1 ve «, 8 pozitif reel sayilar olsun. Bu durumda asagidaki ozellikler

mevcuttur (Katugampola 2011).

a) M [Z )\kf(ozkx)] (s) = (Z A—’;) M(f](s), I sonlu bir aralik, \, > 0, s €

ag
kel kel
(a,b).
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b) M [2°f(2)] (s) = M[f](s + B), s € (a,b).

) MU () =TI (2) 5 € o),
d
d) M [—f(x)] (s) = (1 —=s)M[fl(s—1), s <1ve f(x)smrh.

e) M [x%f(x)] (s) = —sM]|f](s), s < 0 ve f(x) smurh.

) M [/f(t)dt] (s) = —%M[f](s 1), lim, o0 2° = 0.

ispat.

a) (4.1) Mellin doniigiimii tanimindan

M [Z )\kf(akx)] (s) = /xs_l Z A f (o) dx

0 kel

= Z)\/Slfaka:dx

kel 0

dir. Burada aiz =t doniisimiinii uygulanirsa,

M [Z )\kf(akx)] (s) = Z)\k/ﬁﬁ—lf(t)aikdt

elde edilir.

b) (4.1) Mellin doniigiimii tanimi gz dniine alinirsa,

0.9}

Mz F(@)](s) = /x 8 f(a)
— MUfI(s+ )
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elde edilir.

¢) (4.1) tanimindan

Mf(a?))(s) = / 7 f () de

0

dir. Burada integrale 2P = ¢ doniisiimii uygulanirsa,

M) = [t

elde edilir.

d) (4.1) tammmindan integralde kismi integrasyon uygulanip s < 1 ve f(z) fonksiy-

onunun siirh oldugu goz oniine alinirsa,

elde edilir.

e) (d)’nin ispatina benzer olarak, (4.1) tanimi uygulanip, s < 0 ve f(z) fonksiyonunun

sinirh oldugu goz oniine alinirsa,

d

M 1(@)] () = —smifl(s)

elde edilir.

f) (4.1) tammindan
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M Vf(t)dt] = ]oxs—l/xf(t)dtd:c

0

= O/f(t)/:c51dxdt

dir. lim, o, 2° = 0 oldugundan

M [if(t)dt] _ —éftsf(t)dt

elde edilir.

Teorem 4.2 f € C"(R") icin M[f](s—n) ve M[f(™](s) Mellin déniisiimleri mevcut

olsun. £ =0,1,...,n — 1 icin

lim [f(n k— 1)( )ts k— 1] ve lim [f(n k— 1)(t)ts—k—1]

t—0+ t—-+oo

limitleri sonlu ise

n—1

i M
’1
—
|
w
+
??‘

=
3
B
=
=
=
=
+
3
—
|
w
+
S
<
=
@
|
3

dir (Kilbas vd. 2006).

Ispat. (4.1) Mellin déniisiimii tanimmdan

s) = / FO e at
0

dir. Integralin hesabi icin n — 1 kez kismi integrasyon uygulanirsa,
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n—1

./\/l[f(n)](s) = Z(—l)k%[f(n—k—l)(t)ts—k—l]go i (_1)71%/\/1[]‘](3 )
= 2 %U’(n—k—l)ﬁ—k—l]? + I@&—i)rl)M[f](s - n)

bulunur.

Sonug 4.1 Eger lim [f(n=k=Dts=k=1] = 0 ve lim [f(*k=D¢s=k=1] = 0 saglanirsa, bu
t—0

durumda o
M) = i) - o
dir.

Mellin déniisiimiiniin en ¢ok kullanilan 6zelliklerinden biri de asagida ifade edilen

konvoliisyon teoremidir.

Tanim 4.2 f(t) ve g(t) integrallenebilen iki fonksiyon olmak iizere f(t) ve g(t)

fonksiyonlarinin Mellin konvoliisyonu
f(6)+50) = [ f(em)g(ryar (1.3
0
seklinde tamimhdir (Podlubny 1999).

Teorem 4.3 f(t) ve g(t) fonksiyonlarmin Mellin déniistimii mevcut olsun. Bu du-

rumda (4.3) konvoliisyon esitliginin Mellin déniigtimii

M / f(tr)g(r)dr | = MIf)(s)MIg)(1 - s) (4.4)
dir (Podlubny 1999).

Ispat. (4.1) Mellin déniisiimii tanimmdan
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]Of(tT)g(T)dT =

o0

:/Z’SIf d&?/TlSl
0

= M([f](s)M]g](1 -

bulunur.

Uyar:1 4.1 f(t) ve g(t) fonksiyonlar: igin ikinci bir Mellin konvoliisyonu agagidaki

~ [1(2) a0 (1.5

Bu durumda f(¢) ve g(t) fonksiyonlarimn konvoliisyonunun Mellin déniigiimii

sekilde tanimhidir.

[£(E) 0T | = MMl
dir (Kilbas vd. 2006).

Ispat. (4.5) esitliginin her iki tarafim Mellin déniisiimii alimirsa,

[e.o]

Mf(s)Mlgl(s) = 7t51f(t)dt/7“9(7)d7
— 77 T)dtdr
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elde edilir. Burada t = =~ doniigiimiinii uygulanirsa
T

M(f)(s)ulgl(s) = 7000:::3 1f f 9(7) L dwdr
= 7709; f x g (1) drdz
xs_ljof <E> g(T);l_dex

[r(@)an

[e=]

0\8 o

bulunur ve ispat tamamlanmig olur.

Cizelge 4.1’de baz1 temel fonksiyonlarin ters Mellin déniigiimleri verilmektedir (Bate-

man 1954).

(Jizelge 4.1 Baz1 temel fonksiyonlarin ters Mellin doniisiimleri

Fonksiyon Ters Mellin Donitigtimii
1 T 0<z <1
, Re(s) > —Re(a)
s+ 0 1<z <oo
I'(s), Re(s) >0 e
I —2%(log )81 0<zx<1
ﬂ_ﬁ, Re(8) > 0 ve Re(s) > —Re(«) (log 2)
(s + ) 0 l<z< oo
1 — a—1
['(s) % O0<zx<l1
——————, Re(a) > 0 ve Re(s) > 0 NG
I'(s+ )
0 1<z <oo
Re(a — ) >0 I'a+ 8)z”

C(a+ s)I'(B - s),

—Re(a) < s < Re(B) (14 z)ots

4.2 Kesirli Tiirev ve Integralin Mellin Déniistimii

Bu kesimde kesirli tiirev ve integral operatorlerinin Mellin doniistimii hesaplanacak-
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tir.

Teorem 4.4 f € L1(0,00), a € C ve Re(a) > 0 olsun. Bu durumda

MIISf] (s) = %M [fl(s+a), Re(s+a) <1 (4.6)
M1 (5) = oMU s+ ). Re(s) <1 (17)

dir, burada I ve I§ sirasiyla (2.7) ve (2.8) ile tanmiml Riemann-Liouville kesirli

integralleridir (Samko vd. 1993).

Ispat. (2.7) Reimann-Liouville kesirli integral tammmin her iki yammnin Mellin

doniistimii alinirsa,

o0

MIIE £ (s) = / I8 ) (1)t

0
o0

= / t“ﬁ /t (t = Q) f(¢)dcat

0
00 00

1 s—1(4 _ ma—1
_ m/f(oc/t (t — ¢ dtdC

0

t
bulunur. Burada — — 1 = u doniisiimii uygulanirsa,

MG S (s) = ﬁ / £(0) / ¢+ 1) CdudC

_ L i s+a—1 I a—1 s—1
_ F(a)o/f(g)g /u (u+ 1) dud¢

0
(.

-~

Bla, 1 — s —a)

_ T@C—a=s) [ o
- T O/f(C)C &
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bulunup (4.6) ispatlanmig olur.

Simdi (2.8) Riemann-Liouville kesirli integral taniminin her iki tarafinin Mellin déniigtimii

aliirsa,

o0

£ (L5 f) (t)t

7 YL f(¢)dCat

s ¢

- /f /tsl — 1) Ldtd¢

0

M) (s) =

I
\8 o~
ﬁ‘H

(a

t
elde edilir. Bu integrale — = u doniisiimii uygulanirsa,

MIIE f1(s) = ﬁ / £(0) / (=) (1 — ) ¢dudC

= /f S““/ — ) dud(

N

J/

-~

B(s, @)

TN [ e
 T(a)D(s+ oz)o/ﬂoC dq
(

_ T(s)
- F(S+a>M[f](8+a)

bulunup (4.7) ispatlanmig olur.

Teorem 4.5 o € C ve Re(a) > 0 olsun.

lim [f R D ()55 ve  lim [fFD )k

t—0t t——4o00
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limitleri mevcut ise, bu durumda

3
,_.

— 3 n—k—1 o
Mg = S ST R [ e
e RIIT[ ) (45)
M[Dg-f(s)] ”;:P;Iiim[;;klmﬁfﬁfklo
+F(1—s+n) I'(s+mn) M(F)(s — o) (4.9)

I'(1—s) T(s+n-—a)

dir (Podlubny 1999).

Ispat. (2.9) Reimann-Liouville kesirli tiirev taniminin her iki tarafinin Mellin déniigtimii

aliirsa,
dTL
MIDG 1) = M | | (9

elde edilir. (15 f)(t) = g(t) olsun, bu durumda
M Dg: f1(s) = M [g"] (s)

dir. Teorem 4.2 tiirevin Mellin doniigiimii 6zelliginden

._\

n—

N B F'l—s+k), (g s k1100 LT(1—s+n)
M[Dg: f](s) = kzom[ﬂ B (3 A +WM[Q](S—H)
T st k) [ ]
- k=0 [(1—s) {dtnk o= 0)f k 0
+H%}?§2Mugaxyqn

elde edilir. (4.6) kesirli integralin Mellin déniigiimii 6zelliginden

—T(1—s+k) [dFt >
MDg: f](s) :Z ( sth) |:dtn k— 1[g+a ()t&kil
0
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Fl—s+n)I'l—s4+a—n+n)
I'(1—s) ['(1—-s+n)

"_1F1—s+k)[d"k1 >

_|_

Mfl(s =n—a+n)

M

oo ts—k—l
(1 —5s) *)

din—Fk-1 0+
I'l—s+a)
I'l—ys)

0

+

MIf](s — o)

bulunup (4.8) ispatlanmig olur.

(2.10) Riemann-Liouville kesirli tiirev tanimimin her iki tarafinin Mellin doniigiimii

aliirsa,

MIDEf1(5) =M | (-1 B r | ()

dtn 0"
elde edilir. 17~ f(t) = h(t) olsun, bu durumda

M Dg-f](s) = (=1)" M[A™](s)

bulunur. Teorem 4.2’den

M [Dg—f] (S) = i(—l)n% [h(n_k_l)(t)ts_k_l};o
+(

ZL(1—s+n)

_1) F(l—S) M[h](s_n)

n—1 dn_k 1 00

_ Z l—s—l—k) e f(te!

L(1—s) dtn—k—-170" 0

+—f<;(1 )y )

elde edilir. (4.7) kesirli integralin Mellin déniigiimii 6zelliginden

—, T —s+k)[dh >
S

k:o 0

+(—1)”F(1_8+n> ['(s+n) MIf](s — a)

'l—s) I'(s+n—a)
elde edilip (4.9) da ispatlanmig olur.
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Sonug 4.2 Eger

) r dn—k—l B —k—l— ] r dn—k—l B —k—l_
1141’)% WIO+ (t)t = O, tliglo WIOJr (t)t =0
ve
) r dn—k—l B 7k71_ ] r dn—k—l B 7k71-
11_1}% _WIO, (t)t ] = O, tli}fg} _WIO, (t)t | =0
saglanirsa (4.8) ve (4.9) esitlikleri sirasiyla
N I'l—s+a)
MDg: f](s) = WM [f](s —a) (4.10)
ve
['(s)
Dy =—" — 4.11
MIDS-11(5) = s Mf] (s = ) (4.11)

formuna indirgenir.

Teorem 4.6 o € C, 5 € N ve Re(a) > 0 olsun. Eger

) qr—Fk-1 N o1 ) dn—k:—l ) b1
fim {ngga Ol } =0, lim {WI&Q (t)* ] =0

ve
N k-1 : R k-1
[ o] o, o [ ] o
saglaniyorsa, bu durumda
INQREE)
a+kDoz+k — 4.192
M [ D) () = sy MIe) (412)
ve
otk e I(s+a+k)
M [z Doty (s) = I (s) M(y](s) (4.13)
dir.

Ispat. (4.1) Mellin déniisiimii tanimmdan
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8

M [l’a+kngky} (S) — ts—lta-l-k(DgJ—r‘rky) (t)dt

o\

8

teroHrkfl (Dgzj-ky) (t)dt

I
c\

— MDGHyl(s +a+ k)

elde edilir. (4.10) kesirli tiirevin Mellin doniistimii 6zelliginde s — s+ k + o ve

a — a + k alinirsa,

M [#7H Dy (5) = Myl(s)

bulunup (4.12) ispatlanmig olur.

Ayni yontem sagdan kesirli tiirev i¢in de uygulanirsa,

8

M [z DeHy] (s) = [ 71Dty () dt

80

ootk (DO Ry () dt

I
o\

I
<

[DatFyl (s + o+ k)

elde edilir. (4.11) kesirli tiirevin Mellin déniigiimii 6zelliginde s — s + k + « ve

a — «a + k alinmasiyla,
M [z Detry] (s) =

bulunup (4.13) ispatlanmig olur.
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4.3 Kesirli Basamaktan Diferensiyel Denklemlerin Mellin Déniisiimii ile

Coziimii

Bu kesimde lineer homogen olmayan x > 0 ve o > 0 olmak iizere

i A (D) (2) = f(a) (4.14)
kio Bia®*H(Dety)(z) = f(x) (4.15)

diferensiyel denklemlerine Mellin integral doniisiimii uygulanarak ozel c¢oziimleri
hesaplanacaktir, burada Ay, By € R (k = 0,...,m) dir, Dgf Fy ve Dg‘fr ky sirasiyla

(2.9) ve (2.10) ile tanimli sol ve sag tarafli Riemann-Liouville kesirli tiirevleridir.

Tanim 4.3 Green fonksiyonunun Mellin kesirli analogu

GL(z) = M~ [m] (2), Pls) — ;A,ﬁ% (4.16)
) = M [PM ), B2 =3 Bw (4.17)

seklinde tanimlanir (Kilbas vd. 2006).

Teorem 4.7 Eger

n—k—1

. na s—k— . dnikil na s—k—
%LI% WW Bf()t kl}:()vetlirgo[dt k:10+ Bf()t k=1 _

sartlar1 saglaniyorsa, (4.14) denkleminin ¢oziimii
= / f(zt)GL(t)dt (4.18)
0

dir (Kilbas vd. 2006).
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ispat. (4.14) denkleminin her iki tarafinin Mellin déniigiimiinii alinirsa,
D AM [ Dy (s) = Mf)(s)
k=0

ve Teorem 4.6’dan

> A Mbl(s) = M

elde edilir. (4.16) gz oniine alinirsa, bu durumda

1

= m-’wm(s)

Mlyl(s)

elde edilir. Son egitlikte her iki tarafin ters Mellin doniigiimii alinirsa,

elde edilir. Teorem 4.3’den

y(z) = Mt [./\/l

/ Gé(t)f(wt)dt] ] ()

- [Giw st

0

bulunup ¢oziim elde edilmis olur.

Teorem 4.8

dnfkfl

dnfkfl
. n—a—f s—k—1| __ : n—a—p;3 s—k—1| _
el e SNACL } =0, Jim [Wfo— feE =0
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sartlar1 saglaniyorsa, (4.15) denkleminin ¢dziimii

y(z) = / (5

t t

dir (Kilbas vd. 2006).

Ispat. (4.15) denkleminin her iki yaninin Mellin déniisiimiinii alinirsa,

Z BuM [12H(D3 )] (5) = MIF](5)
elde edilir. (4.13) esitliginden
S BT R 6s) = M)

el

bulunur. (4.17) goz oniine alinirsa,

elde edilir. Tanim 4.3’den
y(z) = M~ M[GE)(s)M[f](s)] (x)

bulunur. Uyar: 4.1’den

yo) = M [M [ / Gi(%)f(t)dt” (@)
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bulunup ¢oziim elde edilmis olur.

Teorem 4.7 ve Teorem 4.8 de elde ettigimiz ¢oziimlerdeki G (z) ve G2(x) Green
fonksiyonlarin1 hesaplayabilmek i¢in kompleks analizde bildigimiz Rezidii teoremi

kullanilacaktir. Bunun i¢in simdi bu teoremi ifade edelim.

Teorem 4.9 Eger f(z) bir C ¢evresi i¢inde bulunan sonlu sayida zy, 2, ..., 2, nokta-

lar1 hari¢ C' tizerinde ve ig¢inde analitik ise, bu durumda
/f(z)dz = 27 Z Rez [f, 2] (4.20)
& k=1

dir. Burada, m kokiin derecesi olmak iizere

Rez [f, %) = lim — 7"
S L(m)dzm—1

[(z = 20)™ f ()]

ile hesaplanir (Brown ve Churchill 1996).

Sonug 4.3 o > 0 olmak tizere
DT y(t) + 12 Dgy(t) = f(t) (4.21)

denkleminin ¢dziimii

y(t) = / f(tr)g(r)dr (4.22)

dir. Burada ¥(z) =

ve v = —I"(1) Euler sabiti olmak iizere

—Q

o(t) = = i

Do) U+ Pla)+7}+ nZ:O hF Tt cnsan 2

dir.

Ispat. (4.21) denkleminin her iki tarafina Mellin doniisiimii uygulamp (4.12) goz
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oniine alinirsa,

I'1—ys) I'1—ys)
F(l—s—a—1)+F(1—s—a)

} Migl(s) = Mf)(s)

elde edilir. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa,

M) = | = oS v
bulunur.
I'(s — «)

olsun. Bu durumda

olarak bulunur.

Simdi ¢ > 1 i¢in g(t) = 0 oldugunu gosterelim.

(s —a) 1
F(S) ve M[QQ](S) = s —a

Mg](s) =

secilirse,

dir. Uyar1 4.1’den

(4.24)

(4.25)

(4.26)



ve

1 } t7, 0<t<1

0, 1<t< o

dir.

Boylece (4.26) esitligi

Migs) =M | [aDgan) | 9

esitligine indirgenir ve (4.25) ¢oziimii

y(t) = / F(tr)g(r)dr

formunu alir. Boylece (4.22) ispatlanmuig olur. Son olarak g(t) fonksiyonunu hesaplay-

alim. (4.24) esitliginden
I'l4+s—a)

Mgl(s) = m

elde edilir. Yukaridaki esitligin iki yaninin Mellin doéniigiimii alinip, (4.2) tanimmi goz

oniinde bulundurulursa,

o = ot [

(s~ o
1T Mits—a)

omi ) (5—a)D(s)

¥—100

ds (4.27)

elde edilir. Bu integrali hesaplamak i¢in Rezidii teoreminden yararlanilacaktir.

Burada Rezidiisii alinacak fonksiyon

. I+ z—a)
dir. MJg](z) fonksiyonunun kokleri; z = o (m = 2) ve 2 = a—n — 1,n =

0,1,2,...(m = 1) dir. Teorem 4.9’dan
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z = « igin

. . d T +2—a)
Rer (100 = I |6~ |
_ lim {F’(l +2—a)l(z)—-T'R)T(1+z—a) _,
= )
+xF ln(:/v)—F(1 ;(’Z)_ oz)}
_ ION@) —T'(e)P(1) o o)1)
) F(o)
= () [—7 — V() + Inz] (4.28)

bulunur. z = o —n — 1 i¢in ilk olarak n = 0 alinirsa,

Rez (f;a—1) = zggll(z —a+ 1)%332
L (z—a+1)I'1+z—a)
N Zl}gll(z ot 1>F(z)(z —a)?(z—a+ 1)x
— lim F'2+z—a) _,
L TEG - ap
_ M) i
- T(a—1)
bulunur. n =1 igin,
Rez (f;a—2) = chrgg(z —a+ 2)%35—2
L W I'3+z—a) -
B zilglz(z +2) (z—a+2)(z—a+1)I(2)(z —a)?
F(l) 2—«
(=14l (a —2)
n = 2 i¢in
Rez (f;a—3) = zligi:a('z —a+ 3)%x—z
= lim (2 —« L+2=a) x°
= A e ) e S e Car ) —a s D) a)?
r(1)a32

(=1)(=2)9I'(a = 3)
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hesaplanir. Benzer iglemlere devam edilirse,

Rey (f o 1 B io: (_1)ntn—a+1
el B (n+1I'(n+2)I'(—n+a—1)

n—=

(4.29)

olarak bulunur. (4.28) ve (4.29) ifadeleri Teorem 4.9’da yerine yazilip, (4.27) goz

oniinde bulundurulursa,

(1)
n+2)I'(—n+a—1)

g(t):—%{lntﬁL\I/( )+7}+Z (nF 1T

elde edilip ispat tamamlanmis olur.
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5. TARTISMA VE SONUC

17.  ylizyila kadar tiirev ve integral dogal sayilar kiimesi tizerinde tanmimlanan
operatorlerdi. Ancak 1695 yilinda Leibnitz bu operatorlerin reel sayilar kiimesi iiz-
erindeki davraniglarini incelemeye basgladi. Dogal sayilar yerine kesirli sayilar1 kul-
lanarak tiirev ve integral operatorleri yeniden tanmimladi. Boylece ortaya c¢ikan yeni
teori matematikgilerin yani sira biyolog, kimyaci, ekonomist, fizik¢i ve miihendisler
tarafindan da oldukca ilgi gordii. Sonraki yillarda kesirli analizin teori ve gelismeleri
hakkinda pek cok kitap yazildi ve hatta Riemann-Lioville, Hadamard, Grunwald-
Letnikow, Reies, Caputo gibi birden ¢ok kesirli analiz tiirii sekillendi. Bu tanimlar
arasinda uygulamalar:1 sebebiyle en ¢ok tercih edilen kesirli tiirev formlar1 Reimann-

Liouville ve Caputo’dur.

Kesirli analizin gelismesi tam say1 basamaktan diferensiyel denklemlerin ardindan
kesirli basamaktan diferensiyel denklemlerin olusumunu da beraberinde getirdi. Adi
diferensiyel denklemlerin ¢oziimiinde kullanilan Laplace, Fourier ve Mellin gibi inte-
gral yontemleri de kesirli basamaktan diferensiyel denklemlere uygulanarak bu den-

klemlerin ¢oziimleri elde edildi.

Bu tez caligmasinda Riemann-Liouville kesirli tiirev igeren diferensiyel denklem-
lerin Laplace ve Mellin doniigtimleri yardimiyla ¢oziilmesi incelendi. Bu ¢alismanin
devaminda farkli kesirli tiirev iceren diferensiyel denklemlerin Laplace ve Mellin
doniisiimleri yardimiyla ¢oziimleri elde edilebilir. Bunun yani sira Fourier doniistimii
gibi farkl integral doniisiim yontemleri yardimiyla da kesirli basamaktan diferensiyel

denklemlerin ¢ziimleri incelenebilir.
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