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SIMGELER VE KISALTMALAR

Simgeler
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Yij : parametre
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Kisaltmalar
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MSE/HKO  : Hata kareler ortalamasi

o.y.f. : Olasilik yogunluk fonksiyonu
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1. GIRIS VE KAYNAK ARASTIRMASI

Bir sistemin giivenilirligi incelenirken; ilgilenilen rastgele degisken cogu zaman
yasam siiresidir. Yasam zamani dagilimlar1 Ustel, Weibull, Gamma, Pareto, Lomax,
Gompertz gibi dagilimlar olabilmektedir. Yasam testinde ve giivenilirlik calismalarinda
sistemi olusturan tiim bilesenlerin bozulma zamanlarini goézlemlemek her zaman
miimkiin olmayabilir. Ornegin; bir klinikte tedavi goren hastalara iliskin veriler,
eksiksiz gozlenemeyebilir veya pahali bir elektronik parcanin yasam zamani hakkinda
bilgi edinmek i¢in yapilan yasam testinde, parcalarin hepsinin bozulmalarinin
gbzlenmesi maliyeti ve test zamani artiracagindan istenmeyebilir. Bu tip durumlarda,
deney ya da gozlem sonrasi sansiirlenmis veri elde edilir. Tip, biyoloji, mithendislik,
kalite kontrol ve bir¢ok alanda sansiirlenmis verilerle karsilasilmaktadir (Kus, 2004).

Deney ya da gozlemler sonucunda degisik sansiir tiirleriyle karsilagsmak

miimkiindiir. Birinci tip sansiirleme olarak adlandirilan sansiirleme modeli, t gibi
onceden belirlenmis bir zamandan oOnce, sistemdeki bozulan birimlerin bozulma
zamanmin gozlenmesi durumudur. ikinci tip sansiirleme olarak adlandirilan sansiirleme
modeli, n birimden olusan bir sistemin bozulan k <n biriminin bozulma zamanmin
gbdzlenmesi durumudur. (Kale, 2003)
Ikinci tip sansiirlemenin en ¢ok kullanilan tiirii, ilerleyen tiir tip-1I sagdan sansiirlemedir
(progressive type-Il right censored). Bu sansiirleme modeli su sekilde agiklanabilir: n
sayida Ozdes bilesenin (ayn1 yasam zamani dagilimima sahip) yasam testine tabi
tutuldugu diistiniilsiin. Sistemde meydana gelen 1. bozulma ile rasgele R, sayida
bilesenin sistemden ¢ekildigini, daha sonra geriye kalan n—R; —1 bilesenden, 2.
bozulma ile rasgele R, sayida bilesenin sistemden ¢ekildigini ve boylece m. bozulma
ile rasgele R,, sayida bilesenin sistemden ¢ekilmesiyle m bilesenin bozulma zamani
gozlenir. Bu sekilde elde edilen m hacimli 6rneklem ilerleyen tiir tip-II sagdan
sansiirlii  6rneklemdir (Balakrishnan ve Aggarwala 2000). Bazi yasam zamani
dagilimlar1 icin Ilerleyen tiir tip II sagdan sansiirlii 6rneklem altinda birgok tahmin
calismasi bulunmaktadir. Bu ¢alismalardan bazilar1 agagida siralanmaistir.

Preda V. ve arkadaslar1 (2010) Modified Weibull dagilimi i¢in cesitli kayip
fonksiyonlar1 altinda Lindley yaklasimini kullanarak olgek ve sekil parametrelerinin

Bayes tahminlerini elde etmislerdir.



El-Gohary ve arkadaslar1 (2013) Ustel, Gompertz Ve Genellestirilmis Ustel
Dagilimlarinin yeni bir genellestirilmesi olan Genellestirilmis Gompertz Dagilimi
Onerilmis ve tam Orneklem durumunda, bu dagilimin parametreleri i¢in en ¢ok
olabilirlik tahmin edicisine dayali bir simiilasyon ¢alismasi yapilmistir.

Kunimura D. (1997), bu ¢alisgmasinda en ¢ok olabilirlik ve sira istatistiklerine
dayali Gompertz dagilimi i¢in tahmin ediciler elde etmistir. Prosediirli gosteren drnekler
icermektedir.

Saracoglu, B. (2012), bu makalede, Pareto dagilimimnin parametrelerinin ilerleyen
tir tip-11 sagdan sansiirlii 6rneklemlere dayali en ¢ok olabilirlik ve en kiigiik kareler
tahmin edicilerinin yanlarin1 ve hata kareler ortalamalarmi Monte Carlo simiilasyon
calismas1 yardimiyla karsilastirmistir.

Kus, C. (2004), tarafindan yazilan tez ¢alismasinda, tam ve sansiirlii verilere
dayali bazi yasam zamani dagilimlarmin parametrelerinin en c¢ok olabilirlik tahmin
edicilerini, giiven araliklarmi ve giiven bolgelerini elde etmistir. Monte Carlo
simiilasyon yontemi kullanilarak, bu tahmin edicilerin 6zelliklerini incelemis, tam ve ilk
bozulma sansiirlii 6rneklemler i¢in beklenen test siiresini elde etmis ve karsilagtirmistir.

Kus, C. (2005), bu makalede, Diizgiin dagilimin parametrelerinin ilerleyen tiir
tip-II sagdan sansiirlii 6rnekleme dayali Jacknife tahmin edicilerini elde etmistir.
Jacknife yonteminin uygulandig1 ve uygulanmadigi tahmin edicilerin beklenen deger ve
varyanslar tiiretilmis ve karsilastirilmistir. Tahmin edicilerin kullanimi i¢in niimerik bir
Ornek verilmistir.

Wu S.J. (2002). Bu makalede, Weibull dagilimdan alinmis ilerleyen tiir tip-II
sagdan sansilirlii Ornekleme dayali parametre tahmini problemi incelenmistir.
Parametrelerin nokta tahminini tiiretmek i¢in en ¢ok olabilirlik metodu kullanilmustir.
Parametreler icin tam giiven araligi ve ortak giiven bolgesi elde edilmistir. Burada
Onerilen yontemi gostermek i¢in sayisal bir 6rnek verilmistir.

Wu S.J. ve ark. 2003. Bu makalede ilerleyen tiir tip-1I sansiirlii 6rneklem altinda
Gompertz dagilimi i¢in nokta ve aralik tahminleri elde edilmistir.

Wu S.J., Chang C.T. 2003. Bu makalede Pareto dagilimin ileryen tiir tip-II
rasgele ayrilmali(ayrilan pargalarin sayisinin  dagilimi kesikli diizgiin) sansiirli
orneklem altinda tahmin problemi ele alinmistir. Parametrelerin en ¢ok olabilirlik

tahmin edicileri elde edilmistir. Beklenen test zaman1 bulunmustur.



Kundu D. (2008), ilerleyen tiir sansiirleme altinda Weibull dagiliminin
bilinmeyen parametreleri i¢in Lindley yaklasimini kullanarak Bayes tahminini
yapmistir.

Bairamov I. 2006. Bu ¢alismada ¢ok degiskenli gdzlemler i¢in ilerleyen tiir tip-I|
sansiirlii sira istatistikleri konusu ele alinmistur.

Balakrishnan, N., Aggarwala, R. (2000). Bu kitapta ilerleyen tiir sansiir teorisi ve
uygulamalar1 yer almaktadir.

Balakrishnan, N. (2007). Ilerleyen tiir sansiirlii sira istatistiklerinin 6zellikleri ve
ilerleyen tiir sanslirlenmis Ornekleme dayali istatistiksel sonu¢ c¢ikarimi konusu
incelenmistir. Bu makalede ilerleyen sansiirleme alanindaki gelismelerden bahsedilmis
ve ileriki ¢aligmalar i¢in potansiyel problemler sunulmustur.

Balakrishnan, N., Sandu, R.A. (1995). Bu ¢alismada ilerleyen tiir tip-II sansiirlii
orneklem tiretme metodu verilmistir.

Chen (2000). Bu makalede, bozulma oran1 fonksiyonlarini igeren iki parametreli
yeni bir dagilim Onerilmistir.

Wu, C.C. ve ark. (2006). Bu makalede, binom g¢ikarmmlariyla ilerleyen tiir
sanslirleme altinda iki parametreli Gompertz dagilimi i¢in en ¢ok olabilirlik tahmin
edicileri ve beklenen test siiresi tahminleri elde edilmistir. Iki parametrenin en gok
olabilirlik tahminleri ve onlarin asimptotik dagilimlar tiiretilmistir.

Saragoglu, B., Kinaci, 1., Kundu D. (2012), Bu makalede, Ustel dagilimmdan

almmis ilerleyen tiir tip-II sagdan sansiirlii ornekleme dayali stres-dayaniklilik

parametresinin (R = P(Y <X )) ECO ve bayes tahmin edicileri elde edilmistir.

Shawky, A.l., Abu-Zinadah, H.H. (2009), Bu makalede, Ustellestirilmis Pareto
Dagilimi i¢in en c¢ok olabilirlik tahmini konusu ve 5 farkli tahmin yOntemi
incelenmistir.

Kale, B. (2003), tarafindan hazirlanan bu tez calismasinda ilerleyen tiir tip-11
sansiirlenmis sira istatistikleri ve dagilim 6zellikleri konusu incelenmistir.

David, H. (1970), bu kitapta swra istatistikleri ve dagilimlar1 konusu
incelenmistir.

Lindley, D. (1980), bu makalede, Bayes tahmin edicilerinde karsilasilan oran
integrallerinin yaklasik ¢6ztimlerine iliskin bir metot gelistirilmistir.

Oztiirk, F. (2006), bu kitapta parametre tahmini ve hipotez testleri konular1

incelenmis ve bol 6rnek ¢oziillmiistiir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, tez igerisinde siklikla kullanilan tanimlar ve temel kavramlar kisaca

tanitilmastir.
2.1. iki Degiskenli Fonksiyonlar icin Taylor Serisi

z=f(x,y) kapali bir bolgede n. mertebeden siirekli ve agik bolgede (n+1).
mertebeden tiirevli ise bélgenin bir (a@,b) noktasi komsulugunda iki degiskenli

fonksiyonlar i¢in Taylor formiilii

f(x,y)= f(a,b)+l—1![fx(a,b)(x—a)+ f,(ab)(y-b)]

+%[ fo (a,b)(x—a)2 +foy (a,b)(x—a)(y—b)+ fyy (a,b)(y—b)Z] (2'1)

seklindedir. Burada R,,

~

Rn(x,y):(nil)! {(x—a)af(a);’y +(y—b)af(a);’y)}n+l ) f(a+6(x—a)b+6(y-b)) (2.2)

bigiminde tanimlanir ve Lagrange kalani olarak adlandirilir (Berksoy ve Ozkan 2001).
2.2. Newton-Raphson Metodu

f(x)=0 denkleminin bir kokiiniin bulunmas: i¢in kullanilan iteratif
yontemlerden biridir. f (X) stirekli ve tiirevlenebilen fonksiyonunun bilinen yaklasik bir
kokii x, olsun. f(x, +h) fonksiyonu x, civarinda ikinci mertebeye kadar Taylor

serisine agilirsa;



0, +h)= 16, )b (6, )+ 20E7(E ) £, +h) .3

yazilabilir. X, +h=X,,, degerinin gergek koke ¢ok yakin oldugu yani f(Xn +h)’ n

n+l
hemen hemen sifir oldugu diisiiniiliirse,

h2

0= (x,)+hf'(x, )+ =-17(5) &elxx, +h) (2.4)

yazilir. Sayet h yeterince kiigiik ise h?’yi igeren terim ve sonraki terimler ihmal

edilebilir. Boylece

f(x,)+hf'(x,)=0 (2.5)
veya
f (%)
h - _ n
() (2.6)

olarak elde edilir. Eger h=x,, —X, oldugu goz Oniine almirsa asagidaki iterasyon

denklemine ulasilir.

Xpsg =X, —

Newton — Raphson yontemi geometrik olarak incelenecek olursa f(X)=0
denkleminin baslangig yaklasik kokii X, olmak iizere fonksiyonun (X, f(X,))

noktasindaki tegetinin denklemi
y- f(Xo): f'(XO)(X—XO) (2.8)
olarak yazilabilir. Bu tegetin X eksenini kestigi nokta ilk kok yaklagimi olur ve

o fx)
X = X ") (2.9)

elde edilir. Bu sekilde ardisik yaklagimlar kullanilarak, gergek koke ulasilir (Oturang ve
ark, 2003).



2.3. Sira Istatistikleri

X1 X,,..., X, herhangi bir F(x) dagilim fonksiyonuna sahip bagimsiz rasgele
degiskenlerin swraya dizilmesiyle elde edilen X, <X, <---<X_, rasgele
degiskenlerine sira istatistikleri denir. X, rasgele degiskeni ise i. sira istatistigi olarak
isimlendirilir.

Xin =Min {Xl, Xove Xn} ile gosterilen birinci swa istatistiginin dagilim
fonksiyonu,

F.(X) = P{X,, <x}=1-(1-FX)) (2.10)
ve

Xy = Maks {Xl, ) ST Xn} ile tanimlanan n.sira  istatistiginin = dagilim
fonksiyonu,

F,(x) =P{X,, <x}=(F(X)) (2.11)

bi¢imindedir. 1 <7 <n olmak iizere r. sira istatistiginin dagilim fonksiyonu (df) ise

F.(9 = Y.CA(F(O) (- F (o)

F(x)

! j " (1—t)"" dt (2.12)

- B(r,n—r+1)
dF (x)

seklindedir. Sayet X,’ ler f(x) = olasilik yogunluk fonksiyonuna (o.y.f) sahip

stirekli rasgele degiskenler ise r. sira istatistiginin o.y.f. ’nu,

_ dFr (X) _ 1 iF(X) r-lgq _ g\n-r
()= dx  B(r,n—r+1) dx !t -y a
1 r-1 n-r
olur. Burada

B(r,n—r+1) =(n) " (r—=)!(n—r)!
seklindedir (David 1970).

Xins Xgpy -+ X,y sira istatistiklerinin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu (0.0.y.f) ise

nn

fro (X Xgeen Xy) = NEF (X ) F (%, )% F(X,), —o0 <X, <+ <X, <00 (2.14)

bigimindedir (David 1970).



2.4. Tip-II Sagdan Sansiirlii Orneklem

n sayida 6zdes bilesenin bir sistemde yasam testine tabi tutuldugu diisiiniilsiin.
Sistemde meydana gelen m<n bozulma ile yasam testi sona erdirilsin. Bu sekilde
yapilan sansiirlemeye Tip-// sagdan sansiirleme denir (Kale 2003).

Xy < Xy, <-+-< X, olasilik yogunluk fonksiyonu f ve dagilim fonksiyonu

m:n
F olan dagilimdan almnan tip-Il sagdan sansiirli Orneklem olmak iizere

Xins Xopseoos Xy - Din ortak olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki gibi elde edilir

m:n

(David 1970).

- (n_'m)!(ﬁf(xi )]{1_F(xm)}””“ o0 < X, << X <00

(2.15)
Tip-1I sagdan sansiirleme, yasam testinin maliyetini ve siiresini azaltmasma karsin

sonug ¢ikariminin giivenilirligini azaltmaktadir.
2.5. Ilerleyen Tiir Tip-1I Sagdan Sansiirlii Orneklem

[lerleyen tiir tip-II sagan sansiirlii 6rnekleme, yasam zamani analizlerinde veri
elde etmede onemli bir yontemdir. Calisan parca diger bir test i¢in sistemden cekilip,
deneyim maliyeti ve deney siiresi azaltilabilir (Kus 2004).

Ilerleyen tiir tip-II sagdan sansiirlenmis model (Progressive type-Il right
censored model) su sekilde tanimlanmaktadir:

n sayida 6zdes bilesenin bir sistemde yasam testine tabi tutuldugu disiiniilsiin.
Sistemde meydana gelen 1. bozulma ile R; sayida bilesenin sistemden ¢ekildigini daha
sonra geriye kalan N—R; —1 bilesenden, 2. bozulma ile R, sayida bilesenin sistemden
cekildigini ve boylece m. bozulma ile R,, sayida bilesenin sistemden ¢ekilmesiyle m

bilesenin bozulma zamani gozlenir. Bu sekilde elde edilen m hacimli 6rnekleme

ilerleyen tiir tip-II sagdan sansiirlii 6rneklem denir. XX < X2} <...< X seklinde

gosterilir. Burada n=m +z:11 R; bi¢cimindedir ve R = (Rl, R,,..., Rm) sansiir semast

olarak adlandirilir (Balakrishnan ve Aggarwala 2000).



gelilivor celalivor gekiliyor gekiliyor gekiliyor
Rl R2 R3 Rm_l Rm
| R
R R R R
Xl.m.n XE.m.n X 3n * * * X mint Xm:m n
Baslama Bitig

Sekil 1. ilerleyen tiir tip Il sagdan sansiirlii 5rneklem plani

Olasilik yogunluk fonksiyonu f ve dagilim fonksiyonu F olan dagilimdan

alinan ilerleyen tiir tip-II sagdan sansiirlii drneklem, X < XX <...<XR  nin

Im:n 2:m:n m:m:n
ortak olasilik yogunluk fonksiyonu;

fre o o (X, Xy s X, )

= cﬁ f(x L= F(x)]f —oo<x, <X, < <X, < (2.16)
i=1

seklindedir. Burada

c=n(n—R,—1)x---x(n—=R, —R, —--—R_, —m+1), (2.17)
bi¢imindedir. (2.17)’de R = (O,...,O) alinirsa bilinen sira istatistiklerinin ortak olasilik
yogunluk fonksiyonu (2.14), R = (0, e N— m) alinirsa tip-II sagdan sansiirlii sira

istatistiklerinin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu (2.15) elde edilir (Balakrishnan ve
Aggarwala 2000).
[lerleyen tiir tip-II sagdan sansiirlii 6rneklem hakkinda daha ayrmtili bilgi i¢in

Balakrishnan ve Aggarwala’ya (2000) bakilabilir.

2.5.1. ilerleyen Tiir Sansiirlii Orneklem i¢in Say1 Uretme

Diizgiin Dagilim kullanilarak herhangi bir siirekli dagilim i¢in ilerleyen tiir tip-I1
sagdan sansiirlii orneklemden say1 iiretmek i¢in asagidaki algoritma gelistirilmistir

(Balakrishnan ve Sandu 1995).
U <UR <...<UR

Imin 2mn m:m:n !

Diizgiin{0,1) dagihimmdan almmis R sansiir semali

ilerleyen tiir tip-1I sagdan sansiirlii sira istatistikleri olsun. Asagidaki sekilde tanimlanan



1-U n?m'n
L
m-Lmn
_ R
V2 — 1 U nF:—l'm:n
1-U m—2:mn
Vm =1-U lRm:n

rasgele degiskenleri bagimsizdir ve beta dagilimina sahip rasgele degiskenlerdir. Kisaca

V, ~ Beta£i+ ZRJ. ,1} 1=12,...,m seklinde gosterilir. Bu durumda

j=m-i+1

m

i+ ZRI-

W, =V, =™ i=12,...,m rasgele degiskenleri bagimsiz ve Diizgiin(O,l) dagilimina
sahiptir. Bu doniisiimden faydalanarak Diizgiin(O,l) dagilimindan alinmis R sansiir

semali ilerleyen tiir tip-II sagdan sansiirlii 6rneklem iiretmek i¢in asagidaki algoritma

yazilabilir.

1. W,,\W,,...,.W, bagimsiz ve Diizgiin(0,1) dagilima sahip m birimlik Grneklem

uretilir.

m

i+ ZRJ']
2. V, :Wi( e i=12,...,m rasgele degiskenleri tanimlanir.

3. Ut

mn

=1-V,V, Vi, i=12,...,m doniisimi kullanilarak, Diizgiin(0,1)

dagimindan almmis R=(R,R,,...,R,) sansir semali U} <UR <...<UF

Imn 2:m:n m:m:n
bi¢iminde gosterilen ilerleyen tiir tip-II sagdan sansiirlii 6rneklem elde edilir.

=F*UR,) i=12,..,m rasgele degiskeni tanimlanarak

ixm:n

4. Son olarak X\

rmn

XR «XR ..« xR

Tmen 2mn mmn  Diciminde gosterilen siirekli F dagilimindan alimmis R
sansiir semalr ilerleyen tiir tip-II sagdan sansiirlii 5rneklem elde edilir. Burada F (),

say1 uretilmek istenilen siirekli dagilimin dagilim fonksiyonunun tersidir. (Balakrishnan,

Aggarwala, 2000).
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2.6. Tahmin

Istatistik biliminin baglica problemlerinden birisi parametre tahminidir.
Parametre tahmininde esas amag, i¢inde bulunulan durum igin Dbilinmeyen
parametrelerin en iyi Ozelliklere sahip tahmin edicisini elde etmektir. Literatiirde,
dagilimlarin parametrelerini tahmin etmek i¢in ¢esitli tahmin yontemleri gelistirilmistir.
Bu tez caligmasinda, bu tahmin ydntemlerinden en ¢ok olabilirlik (ECO) ve Lindley

yaklagimi kullanilarak elde edilen yaklasik Bayes tahmin yontemlerine yer verilecektir.
2.6.1. En ¢ok olabilirlik tahmini

Bu yontemin prensibi elde edilen 6rneklemin degerlerine bakarak bu degerlerin
elde edilmesi olasiliginin en yiiksek yapan parametre degerinin, kitle parametresinin

tahminini vermesidir.
X1, X, X, 0.(y).f. f(x;0) olan bir kitleden alman drneklem olmak iizere bu

orneklemin o.0.(y).f.” na sadece @ parametresinin bir fonksiyonu goziiyle bakildiginda
bu fonksiyon @ nin olabilirlik fonksiyonu olarak adlandirilir.

Buna gore @ nin olabilirlik fonksiyonu;

n

L(6] %Xy e X, ) = T (%% @) =T F (%] 0) (2.18)

i-1
seklinde olacaktir. Olabilirlik fonksiyonunu maksimum yapan @ degeri 6’ nin en ¢ok
olabilirlik tahmini olarak adlandirilir. Yani @’ nin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi
(ECOTE);

0=argmaxL (6l X,.X,.... X,) (2.19)

0O
seklinde yazilabilir.
Genellikle biiyiik kolayliklar saglamasi acisindan ¢’ nin ECO tahmin edicisi

bulunurken L(<9| xl,xz,...,xn) olabilirlik fonksiyonu yerine bu fonksiyonun logaritmasi
kullanilir. Bu fonksiyon monoton artan oldugundan;

max L(6] %y, % 00X, ) = max|log L(6] %% en0X, ) (2.20)

bigiminde yazilabilir. Burada logL(6l X,,X,,...X,) fonksiyonu log olabilirlik

[P RA™

fonksiyonu olarak adlandirilir ve kisaca log L olarak gésterilir (Oztiirk ve ark. (2006)).
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2.6.2. Bayes tahmini

Parametre tahmin problemlerinde genellikle parametrelerin rasgele olmayan
sabit degerler oldugu varsayilir. Bayes yonteminde ise, bu parametrelere uygun bir
onsel dagilima sahip rasgele degiskenler goziiyle bakilir. Yani, Bayes tahmin
edicilerinin bulunmasinda @ parametresinin bir dagilima (prior veya onsel dagilim)
sahip oldugu varsayilir. Daha sonra &’ nin Onsel dagilim ve orneklem bilgisi
kullanilarak €’ nin bir sonsal dagilimi elde edilir. 8’ nin elde edilen bu sonsal dagilima
gore beklenen degeri 6’ nin bayes tahmini olarak adlandirilir.

Bir 0 parametresinin Bayes tahmin edicisi asagidaki gibi elde edilir.

0’ nin onsel dagimi 7z(6) ve 6 bilindiginde X :(X,,X,,...X,)
ornekleminin geldigi o.y.f. f (§| 9) olsun. Buna gére X ve €’ nmno.o.y.f.;

f(x.0)==(0)f(xl 0) (2.21)
bigiminde yazilabilir. (2.21) esitligi kullanilarak X ’ in marjinal o.y.f.

fy (x)=[f(x0)do (2.22)

bulunur. X bilindiginde &’ nin kosullu olasilik yogunluk fonksiyonu ise;
f(x0)

fy (%)

seklinde elde edilir. Burada 7r(6?| )_() fonksiyonu @’ nin sonsal (posterior) dagiliminin

(6l x)= (223)

o0.y.f. dur. Dolayisiyla €’ nin Bayes tahmin edicisi;

A

7/

Bayes

=E@|x)
= | ox(0]x)d@ (2.24)

0O

[ OL(6]x) 7(6)do

— 00

[ L(o]x)z(p)d@

olarak elde edilir. (Oztiirk ve ark. (2006)).
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2.6.2.1. Lindley Yaklasimi

Esitlik (2.24) ile verilen ve iki integralin orani seklinde ifade edilen Bayes
tahmin edicisinin elde edilmesinde genellikle giiglikler ortaya ¢ikmaktadir. Lindley
(1980) tarafindan, n’ in yeterince biiyilk olmasi durumunda ¢ok parametreli
dagilimlarda zorlanilan integrallerin yaklasik ¢Ozlimiine iligkin asagidaki metod
gelistirilmistir.

Iw(Q)e‘(")de
[

[=(g)edo -

Burada, Q:(@l,ez,...,ep), parametre vektoriinii, ® parametre uzayini, K(Q)
olabilirlik fonksiyonunun logaritmasini, ﬂ(Q), 6 parametresinin rasgele secilmis ortak
onsel olasilik yogunluk fonksiyonunu géstermektedir. u(@), €’ nin bir fonksiyonu

olmak tizere w(@)=u(@)z(€) alinarak u(g)’ nin sonsal beklenen degeri asagidaki

sekilde elde edilir.
J‘u (e)el(a)JrG(é))de
_0
E [U (Q/ X )] - Ie((9)+e(9)d9 (2.26)
)

(2.26) ’da verilen esitlikte G(Q), 6 parametresinin ortak 6nsel dagiliminin
logaritmasidir ve G(Q)zlogﬂ'(Q) seklinde gosterilir. O halde (2.26) esitliginin
yaklasik degeri asagidaki sekilde elde edilebilir.

(0. ELs(0)x]

p

1 p
z{u +§ZZ(UH +2u,9; )0y +

i=1 j=1

N~

szijkaijaklul

p
k=1 1=1

PP p } (2.27)
i1 j-L

Burada p, bilinmeyen parametre sayisini ifade etmektedir. Ayrica,

ot : .
(., =—,1=12,..,p,]=12,...,p, k=12,..., 2.28
ijk 56’,86’10@ p J p p ( )
( _5_25 i=12,..,p,j=12,...,p (2.29)
ij ae‘agjl ) gy ’ ) yrrny .
ou(é
w20 o (2.30)

i 20
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o’u(e) . :
U, =W§9), (212, p =12, p (2:31)
100
-1 . .
Gj :I:_ﬁij] ,1=12,..,p,]J=12,..,p (2.32)
seklindedir.

p=2 i¢in Lindley yaklasimi kullanilarak elde edilen yaklasik bayes tahmin

edicisi,

2 2
ZZKijkaijaklul} (2.33)
k=1

bi¢iminde yazilabilir. Burada U, U,, u, ve u, parametrelerinin en ¢ok olabilirlik

tahminleridir. Burada, a;, a,,, d ve e asagidaki gibidir.

a; =(u; +2u,9;)oy, 1=12 (2.34)
a, = (U, +2u,0,)0,, =12 (2.35)
d=10,,,0,+15,01 +{5,0 + {0y (2.36)
€="010,0 5y 10,0y + L 1,0 + L 0,05, (2.37)

p=3 i¢in Lindley yaklasimi kullanilarak elde edilen yaklasik bayes tahmin
edicisi ise
o(0).~E[0(@1x]

1 3.3 1 3
z{u+522(uij+2uigj)qj+a

i=1l j=1 i=1l j

3

3
zzﬁijkaijaklul}

k=1 1=1

M-

1]
N

~ (0, 4,, U;)+(u@, +U,a, +U,a; +a, +a) (2.38)

+

1
+= A(U,0;, +U,0,, +U,0,5 ) + > B (U0, +U,0,, +Uy0, ) +

NI~ N

+=C(u0; +U,04, +U,05;)

A A A

seklindedir. Burada U, U,,0,, U, ,u, ve u, parametrelerinin en ¢ok olabilirlik
tahminleridir. Ayrica a, A, B ve C esitlikleri de asagidaki sekilde verilmistir.
& = 0,0, + 0,0, + 030, 1=12,3 (2.39)

a, = U0y, +U;3075 + U305, (2.40)



14

1
a; = E(unan + U0, + usso'ss) (2.41)
A=0yl1; +20,019 + 2075013 + 20050 y31 + Tl g1 + g3l sy (2.42)
B =041011, + 207,010 + 20130155 + 20,50 555 + Oyl 5y + T3l 5, (2.43)
C =01,0113+207,( 153+ 20130133 + 20530 yo5 + Tyl 53 + O3l 3 (2.44)

2.6.3. Tahmin edicilerde aranan ozellikler

Istatistik, birimlerin sayilabilir, tartilabilir ve 6lgiilebilir 6zellikleri ile ilgili
bilgilerin yani verilerin toplanmasi, toplanan verilerin a¢ik ve anlasilir bigcimde tablo ve
grafiklerle gosterilmesi, verilerin alindigi grup ya da toplulugu 6zet olarak belirten
degerlerin hesaplanmasi, verilerin analiz ve yorumlanmasi, uygun kararlar alimmas1 ve

genellemeler yapilmasi ile ugrasan bir bilim dalidir.

2.6.3.1. Yansizhk

Yansizlik 6zelligi, bir tahmin edicinin beklenen degerinin, kitle parametresine

esit olmasi gerektigini vurgular.
T(X, X000 X,), 6e® parametresi igin tahmin edici olmak iizere;
E,(T(X))=6 veya Bias(T(X))=0oluyorsa T(X) tahmin edicisine yansiz tahmin

edici denir.

2.6.3.2.Kii¢iik Hata Kareler Ortalamasina Sahip Olma

Tl(Xl, Xy X, ), @ igin bir tahmin edici olmak iizere, MSE, (T) = E(T — 6?)2
degerine T tahmin edicisinin Hata Kareler Ortalamasi denir ve asagidaki bi¢imde ifade
edilir.

MSE, (T) = E(T —6)° =Var, (T)+(E, (T)-0) =Var, (T) +(Bias, (T))

T (X, X500 X,) Ve T,(X,X,,...,X,) 6@ i¢in iki tahmin edici olmak ilizere v6e® igin
MSE, (T,) < MSE, (T,) oluyorsa T, tahmin edicisine MSE 0lgiitiine gore daha iyidir denir.

MSE dlgiitiine gore en iyi tahmin edici bulmak zordur. Ancak tiim tahmin edicilerin
kiimesinin bazi alt kiimelerinde MSE o6lgiitiine gore en iyi tahmin edici bulmak

mumkindir.
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3. BAZI SUREKLIi DAGILIMLAR iCiN PARAMETRE TAHMINi
3.1. Weibull Dagilim

Biyolojik, klinik, miihendislik, kalite kontrol ve diger deneysel verilere iyi uyum
gostermesi bakimindan, Weibull (1939) tarafindan 6nerilen ve Weibull (6?, /1) biciminde
gosterilen iki-parametreli Weibull dagilimi, uygulamada 6zel bir ilgi goérmektedir.

Weibull Dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu, dagilim fonksiyonu, giivenilirlik

fonksiyonu ve bozulma orani fonksiyonu sirasiyla asagidaki gibidir.

f(x/6,2)=04x""exp(-0x"),x>0,4>0,0>0 (3.1)
F(x/6,2)=1-exp(-0x"),x>0,4>0,0>0 (3.2)
R(x)=1-F(x)=¢" (3.3)
h(x) =16x*" (3.4)

Weibull dagilimi A <1 i¢in azalan, 4 =1 i¢in sabit ve A >1 i¢in artan bozulma

oranina sahiptir.

3.1.1 Ilerleyen Tiir Sansiirleme Altinda Weibull Dagilim i¢in En Cok Olabilirlik

Tahmini
X < XB << X2 Weibull(6,4) dagilimindan alinmus ilerleyen tiir

tip-11 sagdan sansiirlii 6rneklem igin olabilirlik fonksiyonu ve log-olabilirlik fonksiyonu

sirastyla agsagidaki gibi verilmistir.asagidaki gibi verilmistir.

L(Q;A‘XR ) =L= Cﬁ[f (Xi:m:n )(1_ F (Xi:m:n ))Ri
i=1
= C]%[e/’i‘xi:m:n}rl exp (_gxi:m:n}b )|:1 - (l —€exp (_0)(i:m:n}L )):|Ri
i=1
=cO™ A" exp (—Hi( R +1)Xmn” jﬁxi:m:nll (3.5)
i=1 i=1
logL=logc+mlog @&+ mlog A —

- gzm:(Rl + 1) Xi:m:n)b +(/1 _1)Zmlxi:m:n
i—1 =1

bigimindedir. & ve A’ nin en ¢ok olabilirlik tahmin edicileri,

(3.6)
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dlc(j)gl__m Z(R +l)xlmn = (37)
dl(;)/% = :% i Og(xlmn
=1
(3.8)

- QZ(RI + 1) Xi:m:n)b IOg (Xi:m:n) =0
i=1

bigimindeki lineer olmayan denklemlerin Newton-Raphson yontemi ile ¢oziimiinden

bulunabilir.

3.1.2 flerleyen Tiir Sansiirleme Altinda Weibull Dagihm i¢in Lindley Yaklasim
Yardimiyla Bayes Tahmini

XR <« XR < <XR

T o mmen s Weibull (0,/1) dagilimina sahip ilerleyen tiir tip-II
sagdan sansiirlii 6rneklem olmak iizere 6 ve A parametrelerinin bagimsiz birer rasgele
degisken oldugu ve onsel dagilimlarinin da asagidaki sekilde Gamma Dagilimlarma

sahip oldugu kabul edilsin.

(4)= rtza) “exp(-bA),A >0 (3.9)
7(6)=-3— 6" exp(~d6),0>0 (3.10)
I'(c)
O halde A ve @ nin ortak 6nsel dagilimi ve logaritmast,
b*d*
0,1)=———6""2*" -bA-d6),6>0,4>0 3.11
7(6,2) F(@)r(e) exp( ),6>0,4> (3.11)

G(6,4)=logxz(6,4)
=alogb+clogd —logI'(a)- (3.12)
—logT'(c)+(c-1)logd+(a—-1)logA—-bi—do

seklinde elde edilir. Lindley yaklasim formiilleri;

dG (6,4 -1
0, = (g ):C —d
0 0
dG(@,Z) ~a-l1

9 diA A
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_dlogL(6,4) m &

~Z_S(R +1)x.*
40 0 ;( |+ )Xl.m.n
d’logL(6,4) &
_ S gtie4) (R +1) X |
2 doda ; + Imn Og(xl-m-”)
27 defdA
27 dedade
d’logL(6,1) u
2 _(1“9#/(12 ; R +1 lmnl Ic’g(xi:m:n)2
= OO OA) S 100 )~ O3 (R, +1) s 108 )
dﬂ. ﬂ, i=1 i=1 h -
d*logL(6,4) S
d®logL(6,1 m
1= # B _;(Ri +l) Xi:m:n}L Iog(xtm:")

d’logL(6,4) &
=y R D o
:M Zm: R +1) X 100 (X )2

2 dadad A —
_d’logL(6,4)
211 — d//ing -

d®logL(6,4) 2m &
22:$ 13 9211 R +l |mr1}b Iog( |mn)3

_[Lu L, ] B
O. = =
! L21 L22

seklinde elde edilir. Burada U,V,W ve T esitlikleri sirasiyla (3.15), (3.16), (3.17) ve

HI< =|C
HZRsI<

(3.18) esitliklerinde verilmektedir. Bu elde edilen formiiller yaklasik bayes tahmini
formiiliinde yerine yazildiginda, & ve A parametrelerinin Lindley yaklagimina gore elde

edilen bayes tahmin edicileri sirasiyla;
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1{2m(UY (& ) (UW V2
E{?[? _(;(R'—'_l)xlmn)’ IOg(XIm:n) j[¥—+2?J}+
1(2m ul 3\ (VW
(3.14)
seklinde elde edilir. Burada,

m 2

U = %+HZ(RI +1) Xi:m:n/1 IOg(Xi:m:n) (315)
i1

V= i R +1) X 109 (Xignn ) (3.16)

i=1
W =§, (3.17)

m

9212 (i R +1) X 109 (X, )Zj—(Z(Ri +1) X 109 (X )jz (3.18)

i=1

bi¢imindedir.
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3.1.3 Simiilasyon Calismasi

Balakrishnan ve Sandu (1995)’ nun algoritmasi kullanilarak 4 =0,5 ve f#=0,3

parametreli Weibull dagilimmdan ilerleyen tiir tip-II sagdan sansiirlii 6rneklem

asagidaki sekilde tretilir.

1.

4.

W, ,W,,....W_ bagimsiz ve Diizgz'jn(O,l) dagilimmdan alinmis  m birimlik

Orneklem tretilir.

V, =Wi{ el i =12,...,m rasgele degiskenleri hesaplanir.

U-R

mn

=1-V.V, -V, ., i=12...,m  donisimi ile  Duzgin(0,1)

dagilimindan alinmis R:(Rl,RZ,...,Rm) sanstir semali ilerleyen tiir tip-II

sagdan sansiirlii 6rneklem olan U  <UR —<...<UR_bulunur.
Iog(l—y)j
I = 7
Og[ ﬂ
Son olarak X} =e 4 ,i=12..,m doniisiminden Weibull

dagilimindan alinmus ilerleyen tiir tip-I1 sagdan sansiirlii 6rneklem elde edilir.

Denemenin 1000 kez tekrarlanmasi sonucunda farkli sansiir semalarina goére

A=0,5ve £=0,3 i¢in prior parametrelerinin 0 alinmasi ile elde edilen yaklasik bayes

tahmin edicileri ve en ¢ok olabilirlik tahmin edicilerinin yan ve hata Kkareler

ortalamasina iligkin simiilasyon sonuglar1 Tablo 1 de verilmistir.
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Tablo 1. Weibull Dagilimi I¢in ECO ve Bayes Tahmin Edicilerinin HKO ve Yanlarmin
Karsilagtirilmasi (4 =0,5 ve f=0,3).

Sansiir
Semast

ECO

Yaklagik Bayes

Ortalama Yan

HKO

Ortalama Yan

HKO

A oy

A B

A

A

~

B

(9%0,10)

0,1060 | 0,0080 | 0,0112

0,0180

0,1121

0,0300

0,0644 | 0,0256

(10,9%0)

0,0713 | 0,0004 | 0,0051

0,0220

0,0800

0,0007

0,0365 | 0,0289

(20,10)

(10%1)

0,0977 | 0,0035 | 0,0095

0,0812

0,1048

0,0076

0,0502 | 0,0249

(20,20)

(20*0)

0,0331 | 0,0036 | 0,0011

0,0127

0,0445

0,0022

0,0150 | 0,0152

(9%0,20)

0,1229 | 0,0301 | 0,0151

0,0255

0,1355

0,0736

0,0742 | 0,0340

(20, 9%0)

0,0460 | 0,0189 | 0,0021

0,0218

0,0466

0,0268

0,0246 | 0,0267

(30,10)

(10%2)

0,0778 | 0,0189 | 0,0060

0,0176

0,0815

0,0359

0,0403 | 0,0212

(14*0,15)

0,0650 | 0,0043 | 0,0042

0,0096

0,0685

0,0212

0,0308 | 0,0121

(30,15)

(15,14*0)

0,0398 | 0,0062 | 0,0016

0,0137

0,0467

0,0089

0,0180 | 0,0167

(15*1)

0,0574 | 0,0033 | 0,0033

0,0115

0,0622

0,0087

0,0231 | 0,0136

(24*0,5)

0,0299 | 0,0033 | 0,0009

0,0087

0,0358

0,0064

0,0126 | 0,0101

(5,24%0)

0,0256 | 0,0020 | 0,0007

0,0094

0,0340

0,0021

0,0098 | 0,0108

(30%0)

0,0224 | 0,0020 | 0,0005

0,0088

0,0305

0,0016

0,0086 | 0,0099

(29*0,20)

0,0233 | 0,0015 | 0,0005

0,0050

0,0254

0,0087

0,0089 | 0,0055

(20,29%0)

0,0208 | 0,0039 | 0,0004

0,0069

0,0265

0,0054

0,0067 | 0,0077

(39*0,10)

0,0172 | 0,0009 | 0,0003

0,0046

0,0208

0,0038

0,0060 | 0,0050

(10,39%0)

0,0164 | 0,0006 | 0,0003

0,0056

0,0219

0,0011

0,0055 | 0,0061

(50,50)| (50,40) | (50,30) |(30,30)| (30,25)

(50%0)

0,0104 | 0,0025 | 0,0001

0,0047

0,0155

0,0027

0,0039 | 0,0050

(29*0,30)

0,0328 | 0,0035 | 0,0011

0,0043

0,0343

0,0129

0,0097 | 0,0047

(60,30)

(30,29%0)

0,0194 | 0,0009 | 0,0004

0,0071

0,0244

0,0029

0,0064 | 0,0078

(30%1)

0,0211 | 0,0044 | 0,0004

0,0048

0,0234

0,0079

0,0065 | 0,0052

(39*0,20)

0,0190 | 0,0004 | 0,0004

0,0042

0,0212

0,0050

0,0064 | 0,0045

(20,39*0)

0,0139 | 0,0029 | 0,0003

0,0057

0,0188

0,0039

0,0048 | 0,0062

(49*0,10)

0,0178 | 0,0002 | 0,0003

0,0041

0,0211

0,0018

0,0049 | 0,0043

(10,49%0)

0,0132 | 0,0018 | 0,0002

0,0046

0,0178

0,0022

0,0040 | 0,0050

(60*0)

0,0080 | 0,0033 | 0,0001

0,0037

0,0123

0,0035

0,0031 | 0,0040

(90,
50| (60:60) | (60,50) | (60.40)

(49*0,40)

0,0145 | 0,0008 | 0,0004

0,0030

0,0156

0,0058

0,0051 | 0,0053
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(40,49*0) | 0,0113 | 0,0003 | 0,0002 | 0,0043 | 0,015 | 0,0013 | 0,0042 | 0,0049

(59*0,30) | 0,0129 | 0,0006 | 0,0002 | 0,0029 | 0,0143 | 0,0020 | 0,0043 | 0,0031

(30,59*0) | 0,0111 | 0,0002 | 0,0001 | 0,0035 | 0,0147 | 0,0004 | 0,0029 | 0,0037

(69*0,20) | 0,0113 | 0,0003 | 0,0001 | 0,0028 | 0,0132 | 0,0016 | 0,0032 | 0,0029

(20,69*0) | 0,0085 | 0,0008 | 0,0001 | 0,0032 | 0,0119 | 0,0012 | 0,0025 | 0,0034

(90*0) | 0,0067 | 0,0007 | 0,0000 | 0,0027 | 0,0097 | 0,0009 | 0,0020 | 0,0028

(90,90)| (90,70) | (90,60)

Tablo 1 e gore n sabit tutulup m degeri arttirildiginda sansiirlemenin sonda ve
basta ve her elemaninin esit oldugu durumlarda ECO ve bayes tahmin edicilerinin hata
kareler ortalamasi ve yan degerlerinde azalma goriilmektedir. Ayrica m sabit tutulup n
artiiginda ise hata kareler ortalamasi degerlerinde genellikle artma gézlenmektedir.
Biitiin sansiir semalar1 i¢in en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi yaklasik bayes tahmin
edicisine gore daha iyi sonuglar verdigi gozlemlenmektedir. En iyi tahminler ise

N =m (tam 6rneklem) durumunda elde edilmistir.

3.2. Gompertz Dagilimi

Gompertz dagilimi, biiyiime modellerinde, tiimor, 0-1 yas cocuk Slimliiliigiini
(infant mortality) modellemede ve aktiierya tablolarini olusturmada kullanilmaktadir.
Gompertz dagilimi, ilk defa Gompertz (1825) tarafindan ileri siiriilmiis ve son yirmi yil
icerisinde Ozel bir dikkat ¢ekmistir. Gompertz Dagiliminin 0.y.f., d.f., giivenilirlik ve

hazard fonksiyonu sirasiyla asagidaki gibidir.

£ (x ﬂ,,ﬁ):Aexp(ﬁx)exp[_ﬂ'(e)(p(ﬂﬂx)_1)j XA, 850 (3.19)

F(x 2.,,8):1—exp(_;t(eXp(;x)_1)j A0, f>-1,x>0  (3.20)
px

R(x):exp(—M) (3.21)

h(x) = Aexp(4x) (3.22)

Gompertz dagilimi artan bozulma oranina sahiptir. Gompertz dagilimimnin

olasilik yogunluk fonksiyonu tek tepeli (unimodal) ve pozitif ¢carpikliga sahiptir.
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3.2.1 ilerleyen Tiir Sansiirleme Altinda Gompertz Dagihm i¢in En cok Olabilirlik

Tahmini
XR < XR o <..<X®  Gompertz (Af) dagilimindan alinmis ilerleyen tiir

tip-11 sagdan sansiirlii 6rneklem olmak tizere olabilirlik fonksiyonu ve log-olabilirlik
fonksiyonu sirasiyla asagidaki gibi verilmistir.

LB )=L=c[ [ F(x)(1-F(x)*

_ﬂ’(exp( ﬁxi:m:n ) — 1)] %
p

X(l—(l— exp[_l(exp(ﬁﬂxi:m:n )_ l)j]le

= A" ep( S Ko )f[exp(‘“exp(ﬂ s - 1’) | (3:23)

log L =logc+mlog A +,Bi X —%Z((exp(ﬂxi:m:n )-1)(R +1)) (3.24)

AeXP( X )exp[

m
i=1

i=1

bigimindedir. A, £’ nin en ¢ok olabilirlik tahmin edicileri (3.25) ve (3.26) esitliklerinde
verilen lineer olmayan denklemler Newton-Raphson yontemi ile c¢oziilerek elde
edilebilir.

8logL_m_ i exp(ﬂxi:m:n)_l _
== Zl“( 5 (Ri+1)]_o (3.25)
ologL 3

Gﬂ _;Ximn

(3.26)

3.2.2 ilerleyen Tiir Sansiirleme Altinda Gompertz Dagihm i¢in Lindley Yaklasim

Yardimiyla Bayes Tahmini

XR <«XR «  <XR

1:m:n 2:m:n m:m:n?

Gompertz(A,) dagilimina sahip ilerleyen tiir
tip-11 sagdan sansiirlii 6rneklem olmak iizere A ve f parametrelerinin bagimsiz birer
rasgele degisken oldugu ve onsel dagilimlarmin da sirasiyla  (e,d,) ve (e,.d,)

parametreli Gamma dagilimma sahip oldugu varsayilarak o.y.f.’lar1 sirasiyla (3.9) ve
(3.10) esitliklerine benzer sekilde yazilabilir. Ortak prior dagiliminin logaritmasi ise
(3.12) esitligine benzer sekilde yazilabilir. p=2 i¢in Lindley yaklasim formiilleri ise;



dG(;L':B) _& -1

! di 2

dG(ﬂ,ﬂ) e -1

_d1

“TTup B

_d2

i,j =12 icin L degerleri;
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B d |Og L(l,ﬂ) ~ B m (eﬁxi;m:N _1)(Ri +1)
T dA 45 F;
RLICLES A YR A ke (R +)
- 1mmn ﬂz ﬁ
_M_ m
L dAa? E
_, dlog L(4.8) Izll(eﬁx ~1)(R +1) ;Xi:m:neﬂXi:m:n (R +1)
L12 - k21 d/ldﬂ - ﬂz — ﬂ
_ d |0g L(/LIB) _ 22;(61?)%% _1)(R| +1) . 22; Xi:m:neﬁxi:m:n (R| +1)
22 dﬂz ﬂs ﬂz
ﬂzx.mn (R +1)
B
1= FPE =7
L, =Ly =L =0

2

i(eﬂx ~1)(R +1) Zlemn (R +1)

Ly = Loy = Loy =

+

IHZ
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azi(eﬂxirmm ~1)(R +1) egi X (R, +1)
i=1

Ly, = 7 - 3 +
B B
3}&“ X8 (R +1) /Ii Xomn€” ™ (R +1)
' I i p
. ﬂzﬂ(Zt—Zy,B+z,82) 22B(t-By)
o =(L11 Lu) :(0-11 O-lzJ: H H
! L, Ly Oxn Opn A2p (t - ,By) m_IB‘1
H H

bi¢iminde elde edilir. Burada t,Yy,z ve H esitlikleri sirasiyla (3.27), (3.28), (3.29),
(3.30) esitliklerinde verilmektedir.

t= i(eﬂximn ~1)(R +1) (3.27)
i=1

y= i“ximeﬁxmn (R +1) (3.28)
i=1

z= Zm:xfzmzneﬂxi:mﬁn (R +1) (3.29)
i=1

H =-2mpt+2mp*y —mp°z + At*> =2ty S+ 1y*5° (3.30)

Bu elde edilen formiiller yaklasik bayes tahmini formiiliinde yerine yazildiginda

A ve [ parametrelerinin Lindley yaklasimima gore bayes tahmin edicileri sirasiyla;

R A e —1 e, —1
ﬂ‘oayes =)“+{( li _dl)o-ll—i_( 2,5 _d2j612}+

(3.31)
4 l{o-n ( Lo utlpon + L0, + Ly 00 ) + }
2 10y ( Lio0 g+l 1500, + L0, + L2220_22)
A A e —1 e, -1
:Bbayes = ﬂ"‘{( 1/1 _leo_Zl +( Zﬂ _dzjazz}"'
(3.32)

N 1|01 (L111(7 L0, + L0, + L0005 ) +
2

10y ( L1260 5t L 12200, + L1045 + Lyyy0, )

seklinde elde edilir.
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3.2.3 Simiilasyon Cahsmasi

Balakrishnan ve Sandu (1995)’ nun algoritmasi kullanilarak A =0,1 ve f#=0,3

parametreli Gompertz dagilimindan ilerleyen tiir tip-II sagdan sansiirlii 6rneklem

asagidaki sekilde tretilir.

1.

4.

Avep

W, ,W,,....W_ bagimsiz ve Diizgiin(O,l) dagilimmdan alinmis  m birimlik

Orneklem tretilir.
[i+ iR]—]
V. =W 0 i =12,...,m rasgele degiskenleri tanimlanur.
Ul =1-V.V_ .-V .., i=12,....m doniisiimii ile DUZgUn(O,l)

dagilimindan alinmis R:(Rl,RZ,...,Rm) sanstir semali ilerleyen tiir tip-II

sagdan sansiirlii 6rneklem olan U <UR —<..-<UFR  elde edilir.
A+log(1-
Iog[— g(l y)ﬂj
Son olarak X7 = 3 , i=12,..,m doniisimii ile Gompertz

dagilimindan ilerleyen tiir tip-II sagdan sansiirlii 6rneklem elde edilir.
Denemenin 1000 kez tekrarlanmasi sonucunda farkli sansiir semalarina goére

parametrelerinin en ¢ok olabilirlik ve yaklasik bayes tahmin edicilerinin yan ve

hata kareler ortalamasina iliskin simiilasyon sonuglar1 Tablo 2 de verilmistir.

Tablo 2. Gompertz Dagihmm I¢cin ECO ve LBayes Tahmin Edicilerinin

Karsilagtirnlmas1 (A =0,1 ve f=0,3)

ECO LBayes
n,m S:rrgisrl Ortalama Yan HKO Ortalama Yan HKO
A Bl A | B Al B | i | B

__ | (9*0,10) | 0,0079 | 0,1910 | 0,0001 | 0,1622 | 0,0031 | 0,2111 | 0,0062 | 0,1872
g— (10,9*0) 0,0045 | 0,0986 | 0,0000 | 0,0428 | 0,0029 | 0,1022 | 0,0044 | 0,0471
= (10*1) 0,0055 | 0,1422 | 0,0000 | 0,0912 | 0,0055 | 0,1404 | 0,0040 | 0,0978
g (20*0) 0,0041 | 0,0451 | 0,0000 | 0,0150 | 0,0017 | 0,0448 | 0,0020 | 0,0157
é‘ (9*0,20) | -0,0065 | 0,2459 | 0,0001 | 0,3045 | 0,0044 | 0,2717 | 0,0061 | 0,3513
\8_: (20,9*%0) | 0,0019 | 0,0778 | 0,0000 | 0,0385 | 0,0114 | 0,0805 | 0,0052 | 0,0426




(10*2) -0,0082 | 0,1871 | 0,0001 | 0,1419 | 0,0007 | 0,1814 | 0,0038 | 0,1510
(14*0,15) | -0,0058 | 0,1173 | 0,0000 | 0,0891 | 0,0015 | 0,1275 | 0,0030 | 0,0981
)
< | (15,14%0) | 0,0001 | 0,0596 | 0,0000 | 0,0232 | 0,0070 | 0,0600 | 0,0033 | 0,0247
()
(15*1) -0,0052 | 0,0952 | 0,0000 | 0,0445 | 0,0013 | 0,0913 | 0,0026 | 0,0462
’ﬁ (24*0,5) | -0,0038 | 0,0453 | 0,0000 | 0,0179 | 0,0008 | 0,0473 | 0,0019 | 0,0188
8, (5,24*0) | -0,0014 | 0,0326 | 0,0000 | 0,0116 | 0,0032 | 0,0355 | 0,0018 | 0,0120
=)
S (30*0) 0,0029 | 0,0299 | 0,0000 | 0,0094 | 0,0016 | 0,0290 | 0,0015 | 0,0097
()
§ (29*0,20) | 0,0022 | 0,0454 | 0,0000 | 0,0292 | 0,0016 | 0,0483 | 0,0018 | 0,0306
8, (20,29*0) | -0,0018 | 0,0298 | 0,0000 | 0,0095 | 0,0020 | 0,0290 | 0,0015 | 0,0098
§ (39*0,10) | -0,0027 | 0,0307 | 0,0000 | 0,0115 | 0,0002 | 0,0319 | 0,0011 | 0,0118
8, (10,39*0) | -0,0016 | 0,0233 | 0,0000 | 0,0066 | 0,0014 | 0,0225 | 0,0011 | 0,0067
=)
= (50*0) 0,0004 | 0,0164 | 0,0000 | 0,0048 | 0,0020 | 0,0156 | 0,0009 | 0,0049
Lo
(29*0,30) | -0,0013 | 0,0528 | 0,0000 | 0,0359 | 0,0025 | 0,0564 | 0,0016 | 0,0376
o
< | (30,29%0) | 0,0007 | 0,0217 | 0,0000 | 0,0091 | 0,0044 | 0,0208 | 0,0015 | 0,0092
©
(30*1) -0,0023 | 0,0415 | 0,0000 | 0,0171 | 0,0011 | 0,0380 | 0,0012 | 0,0174
:9'\ (39*0,20) | -0,0026 | 0,0339 | 0,0000 | 0,0156 | 0,0001 | 0,0357 | 0,0012 | 0,0161
‘-\OO, (20,39*0) | -0,0032 | 0,0225 | 0,0000 | 0,0056 0 0604 0,0218 | 0,0009 | 0,0057
§ (49*0,10) | -0,0003 | 0,0182 | 0,0000 | 0,0079 | 0,0021 | 0,0188 | 0,0009 | 0,0080
‘-\OO, (10,49*0) | 0,0010 | 0,0161 | 0,0000 | 0,0049 | 0,0014 | 0,0154 | 0,0008 | 0,0049
=)
S (60*0) 0,0012 | 0,0152 | 0,0000 | 0,0039 | 0,0008 | 0,0155 | 0,0007 | 0,0040
©
§ (49*0,40) | -0,0020 | 0,0323 | 0,0000 | 0,0170 | 0,0003 | 0,0340 | 0,0009 | 0,0175
QO_’, (40,49*0) | -0,0003 | 0,0141 | 0,0000 | 0,0045 | 0,0020 | 0,0134 | 0,0008 | 0,0045
g (59*0,30) | -0,0001 | 0,0202 | 0,0000 | 0,0100 | 0,0018 | 0,0212 | 0,0008 | 0,0102
8, (30,59*0) | -0,0004 | 0,0138 | 0,0000 | 0,0038 | 0,0016 | 0,0132 | 0,0007 | 0,0039
§ (69*0,20) | 0,0015 | 0,0172 | 0,0000 | 0,0063 | 0,0001 | 0,0178 | 0,0006 | 0,0064
8, (20,69*0) | -0,0006 | 0,0116 | 0,0000 | 0,0033 | 0,0012 | 0,0110 | 0,0006 | 0,0033
S
s (90*0) 0,0003 | 0,0096 | 0,0000 | 0,0026 | 0,0011 | 0,0091 | 0,0005 | 0,0026
(=)
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Tablo 2 ye gore n sabit tutulup m degeri arttirildiginda sansiirlemenin sonda,

basta ve her elemaninin esit oldugu durumlarda ECO tahmin edicileri ve Lindley

yaklagimi yardimiyla elde edilen bayes tahmin edicilerinin hata kareler ortalamas: ve

yan degerlerinde azalma gozlemlenmektedir. Ayrica sansiirlemenin bagsta verildigi
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durumlarda diger sansiir semalarina gére en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi ve bayes
tahmin edicilerinin daha iyi sonuglar verdigi gozlemlenmektedir. Biitlin sansiir semalar1
icin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi yaklasik bayes tahmin edicisine gore daha iyi
sonuglar verdigi gozlemlenmektedir En iyi tahmin edici n=m (tam O6rneklem)

durumunda elde edilmistir.

3.3 Ustellestirilmis Ustel Dagihm

Ustellestirilmis Ustel dagilim Gupta ve Kundu tarafindan 1999 yilinda énerilmis
ve Ozellikleri incelenmistir. Ustellestirilmis Ustel Dagilimm o.y.f., d.f., giivenilirlik ve

bozulma orani fonksiyonu sirastyla asagidaki gibidir.

A-1

f(xl 1.8)=4pe™ (1-e)  X>0,8>0,1>0 (3.33)
F(x 28)=(1-¢*) x>0, >0, 1>0 (3.34)
R(x)=1-(1-(e™)') (3.35)
h=28(e”)” (1—(eﬁx )“), x>0 (3.36)

Ustellestirilmis Ustel dagilim Burada A =1 iken dagilim iistel dagilima doniisiir.
Ustellestirilmis Ustel dagilimin hazard fonksiyonu, A>1 durumunda artan, A<1

durumunda azalan, A =1 durumunda ise sabittir.

3.3.1 Ilerleyen Tiir Sansiirleme Altinda Ustellestirilmis Ustel Dagilin i¢cin En Cok
Olabilirlik Tahmini

X2 < X2 <..<XR__ Ustellestirilmis Ustel(4,£) dagilimmdan alinmis

ilerleyen tiir tip-11 sagdan sansiirlii 6rneklemin olabilirlik fonksiyonu ve log-olabilirlik

fonksiyonu sirasiyla agagidaki gibi verilmistir.
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L(ABx")=L= cfl[f (o) (1= F ()

_ Cfll 4 et (1 gt )x—l ( 1 (1oe )l )
(1-er ) (1— (1-exm ) )Ri
logL = logc + mlogﬂ+mlogﬁ_ﬁzml“xi:m:n +(ﬂ_1)2log(l_ethﬂ)+

SR og(1-(1-e -

R.

m
_ﬂzxi:m:n m
i=1

i=1

=cA"B"e

(3.38)
A,pB’ nin en ¢ok olabilirlik tahmin edicileri (3.39) ve (3.40) esitliklerinde

verilen lineer olmayan denklemlerin, Newton-Raphson metodu ile ¢oziimiinden elde

edilebilir.

ologlL _ % + .Z:’ log (1—e7%")+

oA
m " (1_e—Xa:m:nﬁ )’TL |og(1_e—xi;m;nﬂ) ) (3.39)
+YR _
i=1 (1_(1_exi:m:nﬂ )}L )
dlogL _m & N Xl
o~ 5 LA
m _ g fimnf At : ~Ximn (340)
_EZRI (1 e ) Xl:m:ne — 0

=8 (1—(1—e‘*‘:mm”)&)

3.3.2 ilerleyen Tiir Sansiirleme Altinda Ustellestirilmis Ustel Dagihmn I¢in Lindley
Yaklasimi Yardimiyla Bayes Tahmini

XR <«XR o <XR

1:m:n 2:m:n m:m:n?

Ustellestirilmis Ustel(@,ﬂ,) dagilimindan alinmig
ilerleyen tiir tip-1l sagdan sansiirlii 6rneklem olmak iizere A Ve S parametrelerinin
bagimsiz birer rasgele degisken oldugu ve 6nsel dagilimlarinin da sirasiyla (el,dl) ve
(ez,dz) parametreli Gamma dagilimma sahip oldugu varsayilarak o.y.f.’lar1 swrasiyla

(3.9) ve (3.10) esitliklerine benzer sekilde yazilabilir. Ortak prior dagiliminin
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logaritmasi ise (3.12) esitligine benzer sekilde yazilabilir. Bu durumda p=2 i¢in Lindley

yaklagim formiilleri;

dG(2,8) e -1
= = —d
9 di A !
dG( 4, _
g2 — ( ﬂ) — eZ 1—d2
dg B

i,j=12 icin L degerleri;

LT, JS SRl

—+
di A i1 1—(1—67)( ﬁ')
. _dlogL(4,5)
ST ap
m m —%; m _ @ XimnB lﬂX-eX B
e S
dlogL(4,/)
. dA?

L, =L,
= \ Xim ”eiXiﬂ N Ri (1_ gt )/1L ;txi:m:nei)(izmtnﬁ |Og (1_ e im” )
= ; 1 e—xiﬁ IZI:{ (1 o mﬂ)(l_(l_e s )l) +




L111 =

I—112 = L121 = L211 =

30

_ﬂ_(,l_l)i Xizefxi;m;nﬂ N X. ( ~Xim /3)2
i = (l—e‘ximﬂ) ( Ko ﬁ)z
R (1—e™m )" 22 (&7 ﬂ)z R (1—e ™) ax? (7"
o| (e a-(i-e ﬂ)l) (t-e ) 1-(1-e"))
+
= (1 _ o XmB Y 732 (@ Kimb (1 — o XimnB \2 3242 (0 KimnB )P
+R,(1e 2)/1x,(e )/l_R,(le ) A (e )2
(1-em) (1—(1—e-xi:m:nﬁ) ) T— (1_(1_e-x.zm:nﬁ)i)
R (1-em” )A log (1—e " )3 3R, (1-e 7’ )M log (1—e " )3
i 1-(1-e 7’ )l 1-(1—g5mp Y\
2m+Z ( ) ( ( ) )

|

=] 2R (1-e)" log(1-e =’ )

(1_ (1— g Yimn )/1 )

R (1—e7 )" Ax,,, (€7 )log(L—e " )’
e ]

- ﬂ)(l (1-e” ﬂ))

3R, (L-™ )" Xy, (67 log(1—e )

e (o) |

2R (1-g7in ) Xemn (€777 ) log (L— &0+ ) )
e |

2R (1) e Jog (16"

(17 )(1— (1-eet )’ )3

M-

Il
UN




L, = Loy = Loy, = _Z

+

+

P A 2 (a%p 2 Y
+Ri(1 e ) AX, (e )Iog(l e )
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= (l— g timn/ ) ’ (1_ g Kimn/ )2

: : )
(1— g~ imn/ )2 (1— (l — g Yimn )ﬂ )
R (1_ g~ Ximnf )/1 Xi:m:nz (e—xi:m;nﬂ )
(1 _ g ¥mab )(1 (1= g Koo )/1 )
R; (l— o Himnf )i X 2 (e—xi;m;nﬂ )2 2R (1 gl )2,1 x (e_xmﬂ )2
A

(1 _ g Ximn )2 (1— (1_ o Himnf ) ) (1 g )2 (l - (1_ - )/1 )z

2R, (1— g Yimnf )31 A%x. 2 (efxi;m;nﬂ )2 log (1_ g Kimnf )

i:m:n

(l — g imnf )2 (1 —~ (1_ o Ximnf )l )3

_amB VY 2y 2 (@ KimnB Xl
Ri(l e ) AX (e )Iog(l e )+

mmn

(1—e7m” )(1 ~(1-eer Y )2

e Tt
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m

Csgr 3x, f(e ) 2x, (e e )
L222 2m (/I 1)2 X.;m;n_j-ﬁ t— (_ 2) +— (_ 3)

i T (1) (o) (1-e)
L) (o] (L) S
(1-er ) [1-(2-e ﬂ)l) (1-em?) 2(1—(1—e*mrnﬂ)l)

3R, (1-e™ ) 228, (e

Emn ) 3R, (1 g fm ﬂ)n 233 ( @ imal )3

:m:n

+ E—

(1-e) (1 ~(1-eme) ) (1-e=r) (1 ~(1-emr) )2
A, (677 ) 3R (1—em ) 4, (e )’

- - +
i=1 (1 — g Ximn# )(1 _ (1 _ g Ximaf )'1 ) (1 _ g Xmaf )2 (1 _ (1_ g Ximn/ )’1 )
N e R W )

2

)
I e I [ g

(1_e—xi;m;nﬁ') FEN ( o % ;nﬂ)3

|mn

+

+

— @ XimnB 22 40 3 X )3 -
+3R-(1 e )T 20, (670 2R

(1-e7mf ) (1 ~(1-ee )l )s

m m Xie*Xiﬂ
— +tA- — +5
5 +tA-t+v ;[ _1+e_xlﬁj
-1 —
g..:(Lﬂ Lmj z{o-u 0-12]= H H
’ L, Ly On Op L Xie_x"B m
z - %8 +S ——+W
=y -1+e™
H H
bi¢iminde elde edilir. Burada t,Vv,Y,S ve H esitlikleri sirasiyla
m 2 —Xi:mn B
t=Z_L2 (3.41)
T (vt
o R(L-e ) e »ﬂ(zex P14 (1—e ) )
v=>) - (3.42)
=1 (~1+e7) (—1+(l+e tinf ) )
A
m R (1-e) log(1—e %’
i=1 iom:
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R (1-e5m ) x

m:n

g i (—;t log (1— g i ) -1+ (1— g i )l )

=1 (—1+ g Yimnf )(—1+ (1+ g Yimn/ )* )2
(3.44)

%_ﬂerzt m;/ m—\;v+w—;1+iz—Wt+wv+t2—2ts—s2 (3.45)
A°p A A A p p A

seklindedir. Bu elde edilen formiiller yaklasik bayes tahmini formiiliinde yerine

yazildiginda A ve f parametrelerinin Lindley yaklasimina gore bayes tahmin edicileri

sirastyla;

R A e —1 e, —1
ﬂbayes :ﬁ“"'{( 11 _dljo_n"'( 2,5 _d2j012}+

(3.46)
+ E{Un ( Lo ytlpon + Lo, + Lyy00 ) + }
2 10y ( Lio0 L 100, + L0, + L2220_22)
R A e —1 e, -1
/Bbayes = ﬂ"‘{( 1/1 _leo_Zl +( Zﬂ _dzjazz}"'
(3.47)

N 1|01 (L111(7 L0 + L0, + L0000 ) +
2

10y ( L1120 5L 1200, + Ly1y05 + Lyyy0, )

bi¢iminde elde edilir.
3.3.3 Simiilasyon Cahsmasi

Balakrishnan ve Sandu (1995)’ nun algoritmasi kullanilarak 4=0,5 ve f#=0,3
parametreli Ustellestirilmis Ustel dagilimindan ilerleyen tiir tip-II sagdan sansiirlii
orneklem asagidaki sekilde tretilir.

1. W,W,,...,W_ bagimsiz ve Diizgz'jn(O,l) dagilimindan alinmig  m birimlik

orneklem tiretilir.
[H iRi]
2.V, =W} "m0 1i=12,...,m rasgele degiskenleri hesaplanir.
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U-R

i =1=V. .V, -V i=12,...m  donisimi ile  Dizgin(0,1)

m—i+1?
dagilimindan almmis R =(R,R,,...,R,) sansiir semali ilerleyen tiir tip-II

sagdan sansiirlii sira istatistikleri olan UX <UZX <...<UR __ elde edilir.

Im:n 2:m:n m:m:n
1
Iog[l—y[*j]
Son olarak X® -—-—~ 7

imn

ci=12,...m doniisimi ile Ustellestirilmis Ustel

dagilimindan alinmig ilerleyen tiir tip-II sagdan sansiirlii sira istatistikleri elde
edilir.

Denemenin 1000 kez tekrarlanmasi sonucunda farkli sansiir semalarina gore

A ve B parametrelerinin en ¢ok olabilirlik ve yaklasik bayes tahmin edicilerinin yan ve

hata kareler ortalamasina iligkin simiilasyon sonuglar1 Tablo 3 de verilmistir.

Tablo 3. Ustellestirilmis Ustel Dagilimi i¢in ECO ve LBayes Tahmin Edicilerinin

Kargilastirilmasi (4 =0,5 ve f=0,3)

ECO LBayes
n,m S:;strl Ortalama Yan HKO Ortalama Yan HKO
Al B LA B Al B 2| B

__ | (9*0,10) | 0,1387 | 0,2463 | 0,0192 | 0,2352 | 0,1806 | 0,3801 | 0,0985 | 0,3714
g (10,9*0) | 0,0798 | 0,1169 | 0,0064 | 0,0859 | 0,1141 | 0,1863 | 0,0625 | 0,1174
< (10*1) | 0,1052 | 0,1987 | 0,0111 | 0,2364 | 0,1364 | 0,2846 | 0,0765 | 0,2432
g (20*0) | 0,0706 | 0,0574 | 0,0050 | 0,0231 | 0,0874 | 0,0901 | 0,0418 | 0,0305
__ | (9*0,20) | 0,1652 | 0,3783 | 0,0273 | 0,5236 | 0,1144 | 0,1210 | 0,1306 | 0,5911
g'— (20,9*0) | 0,0634 | 0,1127 | 0,0040 | 0,0749 | 0,0965 | 0,1774 | 0,0473 | 0,0950
= (10*2) | 0,1145 | 0,2323 | 0,0131 | 0,3320 | 0,1208 | 0,2395 | 0,0967 | 0,2630
__ | (14*0,15) | 0,0773 | 0,1496 | 0,0060 | 0,1799 | 0,1018 | 0,1805 | 0,0548 | 0,2110
g— (15,24*0) | 0,0555 | 0,0755 | 0,0031 | 0,0349 | 0,0793 | 0,1223 | 0,0353 | 0,0490
= (15*1) | 0,0724 | 0,1203 | 0,0052 | 0,0855 | 0,0937 | 0,1831 | 0,0420 | 0,1128
© | (24*0,5) | 0,0449 | 0,0481 | 0,0020 | 0,0222 | 0,0601 | 0,0805 | 0,0251 | 0,0287
\8_: (5,24*0) | 0,0465 | 0,0425 | 0,0022 | 0,0153 | 0,0598 | 0,0688 | 0,0233 | 0,0199
g— (30*0) | 0,0458 | 0,0426 | 0,0021 | 0,0139 | 0,0563 | 0,0641 | 0,0218 | 0,0172
:C,’; (29*0,20) | 0,0383 | 0,0523 | 0,0015 | 0,0243 | 0,0533 | 0,0899 | 0,0166 | 0,0325
\8_: (20,29*0) | 0,0310 | 0,0308 | 0,0010 | 0,0120 | 0,0428 | 0,0529 | 0,0154 | 0,0149




(39*0,10)

0,0320

0,0343

0,0010

0,0121

0,0417

0,0551

0,0127

0,0147

(10,39%0)

0,0197

0,0192

0,0004

0,0084

0,0277

0,0351

0,0102

0,0098

(50%0)

(50,50)| (50,40)

0,0243

0,0229

0,0006

0,0063

0,0302

0,0355

0,0092

0,0074

(29*0,30)

0,0439

0,0734

0,0019

0,0356

0,0577

0,1161

0,0177

0,0483

(30,29%0)

0,0286

0,0348

0,0008

0,0125

0,0408

0,0573

0,0153

0,0156

(60,30)

(30*1)

0,0383

0,0553

0,0015

0,0248

0,0487

0,0856

0,0149

0,0312

(39*0,20)

0,0271

0,0401

0,0007

0,0158

0,0379

0,0660

0,0125

0,0197

(20,39%0)

0,0219

0,0250

0,0005

0,0080

0,0304

0,0413

0,0104

0,0097

(49*0,10)

0,0219

0,0253

0,0005

0,0081

0,0291

0,0411

0,0093

0,0096

(10,49%0)

0,0221

0,0197

0,0005

0,0063

0,0284

0,0324

0,0092

0,0073

(60*0)

0,0230

0,0199

0,0005

0,0054

0,0279

0,0302

0,0081

0,0061

(49*0,40)

0,0274

0,0414

0,0008

0,0158

0,0362

0,0649

0,0092

0,0194

(40,49%0)

0,0173

0,0213

0,0003

0,0066

0,0244

0,0345

0,0078

0,0077

(59*0,30)

0,0197

0,0268

0,0004

0,0091

0,0269

0,0436

0,0070

0,0108

(30,59%0)

0,0146

0,0153

0,0002

0,0047

0,0202

0,0260

0,0064

0,0054

(69*0,20)

0,0138

0,0164

0,0002

0,0057

0,0193

0,0285

0,0055

0,0065

(20,69*0)

0,0126

0,0128

0,0002

0,0039

0,0172

0,0218

0,0058

0,0044

(90,90)| (90,70) | (90,60) | (90,50) | (60,60) | (60,50) | (60,40)

(90*0)

0,0124

0,0132

0,0002

0,0030

0,0156

0,0192

0,0042

0,0033
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Tablo 3 e gore n sabit tutulup m arttirildiginda sansiirlemenin sonda, basta ve her

elemanmn esit oldugu durumlarda parametrelerin hem ECO hem de yaklasik bayes

tahmin edicilerinin hata hareler ortalamasi degerlerinde azalma goriilmektedir. m sabit

tutulup n degeri arttirildiginda parametrelerin ECO ve yaklasik bayes tahminlerinin

HKO degerlerinde genellikle artis gozlemlenmektedir. Biitiin sansiir semalar1 i¢in en

¢ok olabilirlik tahmin edicisi yaklagik bayes tahmin edicisine gore daha iyi sonuglar

verdigi gozlemlenmektedir Sansiirlemenin basta verildigi durumlarda diger sansiir

semalara gore en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi ve bayes tahmin edicilerinin daha iyi

sonuglar verdigi gozlemlenmektedir. En iyi tahmin ediciler n=m (tam o6rneklem)

durumunda elde edilmistir.
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3.4 Chen Dagilimm

Chen (2000) tarafindan 6nerilen chen dagilimi banyo kiiveti ya da artan bozulma
oranma sahiptir. Chen Dagilimin o.y.f., d.f., giivenilirlik ve bozulma orani fonksiyonlar1

sirastyla agagidaki gibidir;

t(X A,8)=4px"* exp(z(l—eX” )+ x*”) x>0, >0, 150 (3.48)
F(x ﬂ,ﬁ):l—exp(ﬂ,(l—exﬂ)) x>0, >0, 21>0 (3.49)
R(x):exp(;t(l—e*” )) (3.50)
h(x)=Apx" e’ (3.51)

Chen dagilimi1 S <1 durumunda bozulma orani banyo kiiveti seklindedir (Bath-

tube), f>1 durumunda bozulma orani artandr.

3.4.1 llerleyen Tiir Sansiirleme Altinda Chen Dagilimi i¢in En Cok Olabilirlik

Tahmini
XR <X} <..<X® _ Chen(4,f) dagilimindan alinmus ilerleyen tiir tip-11

sagdan sansiirlii orneklemin olabilirlik fonksiyonu ve log-olabilirlik fonksiyonu

asagidaki gibi verilmistir.

L(2.8]x%)= L=Cli[f (%o )(1=F ()"

- cfl[/wxfm;ln exp(/l(l—exfmrn )+ X )[1—(1—exp(/1(1—ex.?m:n )))T

R;

= cﬂmﬂ”‘ﬁ xfg}nﬁexp (i(l—exfm:" )(l+ X .~ )) (3.52)

log L=logc+mlog 2+mlog B+(B-1)> X.ma+ >R (i(l—exf )(l+ xfm:n))
i=1 i=1
(3.53)
A,p° nin en ¢ok olabilirlik tahmin edicileri, (3.54) ve (3.55) esitlikleri ile

verilen lineer olmayan denklemlerin Newton-Raphson yontemi ile ¢éziimiinden elde

edilebilir.
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dlogL m )N o)
= _z+;(l—e )+§ri(l e )_O (3.54)
M = m"‘ilog Xi:m:n +i(_ﬂ’xi€m:n |Og Xi:m.ne Imn + Xlﬂm n |Og XI m: n)
op B = i1 (3.55)
+i_ri/1xi[:?m:n |Og Xl:m:neXImn 0

3.4.2 Tlerleyen Tiir Sansiirleme Altinda Chen Dagilinm icin Lindley Yaklasimi
Yardimiyla Bayes Tahmini

R R R
len<x2mn< <Xmmn’

Chen(ﬂ,,ﬁ) dagilimina sahip ilerleyen tiir tip-1l
agdan sansiirlii 6rneklem olmak tizere A Ve f parametrelerinin bagimsiz birer rasgele
degisken oldugu ve onsel dagilimlarinin da sirasiyla (e,,d,) ve (e,,d,) parametreli

Gamma dagilimina sahip oldugu varsayilarak o.y.f.’lar1 sirasiyla (3.9) ve (3.10)
esitliklerine benzer sekilde yazilabilir. Ortak prior dagilimmin logaritmasi ise (3.12)

esitligine benzer sekilde elde edilebilir. Bu durumda p=2 i¢in Lindley yaklasim

formiilleri;
dG (}L,,B) e -1
= = —d
g, di 2 1
dG (A, -
9; = ( ﬂ) = % 1_ d,
dg B

I, ]=12 i¢in L; degerleri;

_0ologL(4,p) _m

2 8ﬂ +zlog Ximen +Z AXI e |0g Xiexn/:%:n

b s Xl
+ Xi:m:n IOg Xi:m:n +Z rﬂ,X IOg X

i:m:n |mn
i=1

dlogL(4,8) m
T

N
|mn|0gX|mn Imn+z rlenlogxlmn i
i=1 i=1
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:__"'[Z(A’X{}mn |09X.mn _ﬂ'xlzrfn IOgxlmn elmn +Xlﬂmn Iogxlmn )]_'_
i=1

+(Zm:( rAx? lo —LAXch ﬁ)]

i:m:n gxlmn rﬂlenlogXImn
i1

2m
Llll_?
L, =Ly = Loy =0

222

22=L212=L221=Z( 'mnIOQX'm“ oo _( 'm“) |0g( lmn)ZeX&m)

i=1

; ( AXIﬁmn Iog( Imn) i{}m:n _3A(Xlﬂmn) |0g( |mn)3 Xﬁan
" -
i=1

Vs ~A (X ) log (xi:m:n ) e+ (x4 100 (Ximn )’
o _rl/l Xlﬁm Iog |mn K _3r|ﬂ IOg min 3 Xf’":"
3 () (o) Tog ()¢
= rl/l(xlﬂmn) Iog Imn SeX/mn
iz(m+zm:(—s—t+ y) S +Zm:(—v—w),b’2j
o = i-1 i=1
H
AP Zz Sp
01, =0pn = H o
m 2
Op =~ lf
bi¢iminde elde edilir. Burada,
p = Xlﬂmn Iog(xi:m:n )e)({?m:n (356)
§ = AXn 10g (X, ) €7 (3.57)
t=A(x, ) 10g (X, )" €% (3.58)
y = Xi:ﬁm:n IOg(xi:m:n )2 (359)
V=rAxE 10g(Xm, ) €9 (3.60)
W=EA (X0 ) 109 (X0 ) € (3.61)
w= X2 10g (X, )& (3.62)
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H=-m"+ mﬂzzm:(—s——t +y)+ mﬁzzm:(—v—w)hizﬂzizz + ZEZﬂzi(-Z)Zm:(p)Jf

(3.63)
_/121322 pz

seklindedir. Esitlikleri hesaplanarak yaklasik bayes tahmini formiiliinde yerine

yazildiginda A ve f parametrelerinin Lindley yaklagimma gore bayes tahmin edicileri

sirastyla;

R A e —1 e, —1
ﬂbayes :ﬂ"'{( 11 _d1)0_11+(27_d2jo_12}+

(3.64)
+ E{Un ( Lo ytlpon + L0, + Ly 00 ) + }
2 10y ( Lio0 L0001, + L0, + L2220_22)
R A e —1 e, -1
;Bbayes = ﬂ"‘{( 1/1 _leo_Zl +( Zﬂ _dzjazz}"'
(3.65)

1|01 (Lilld Lo, + L0, + Ly000 ) +
2

10y ( L1120 5t L 12200, + L1045 + Lyyy05, )

biciminde elde edilir.
3.4.3 Simiilasyon Calismasi

Balakrishnan ve Sandu (1995)’ nun algoritmasi kullanilarak 4 =0,5 ve f=0,3
parametreli Chen dagilimindan alinmis ilerleyen tiir tip-II sagdan sansiirlii 6rneklem
asagidaki sekilde tretilir.

1. W,W,,...,.W_ bagimsiz ve DUZgUn(O,l) dagilimindan alnmis m birimlik

Orneklem tretilir.

i+ iRi]
2.V, =Wi( S i1 =12,...,m rasgele degiskenleri hesaplanir.
3. Ufm:n:1—Vme71---Vm7i+l, i=12,....m doniisimii ile D 0 Z(g )[
dagilimindan alinmis R:(Rl,RZ,...,Rm) sansiir semal1 ilerleyen tiir tip-ll

sagdan sansiirlii sira istatistikleri olan U <UZX <...<UF_ elde edilir.

Imn 2:m:n m:m:n
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Iog[lo (_—Mlog(l— y)j]
4. Son olarak XE =exp 5 . i=12,...,m doniisimi yardimiyla

Chen dagilimindan alinmuis ilerleyen tiir tip-I1 sagdan sansiirlii sira istatistigi elde
edilir.
Denemenin 1000 kez tekrarlanmasi sonucunda farkli sansiir semalarina gore

A ve B parametrelerinin en ¢ok olabilirlik ve yaklasik bayes tahmin edicilerinin yan ve

hata kareler ortalamasina iligkin simiilasyon sonuglar1 Tablo 4 de verilmistir.

Tablo 4. Chen Dagilimi I¢in ECO ve LBayes Tahmin Edicilerinin Karsilastirilmasi
(A=0,5ve =0,3)

ECO LBayes
n,m ;:rr:lsaii Ortalama Yan HKO Ortalama Yan HKO
AL B LA B Al B 2| B

__ | (9*0,10) | 0,1718 | 0,0943 | 0,0295 | 0,0366 | 0,2445 | 0,1379 | 0,3464 | 0,0526
g'— (10,9*0) | 0,0542 | 0,0478 | 0,0029 | 0,0117 | 0,0372 | 0,0589 | 0,0647 | 0,0137
< (10*1) | 0,1006 | 0,0631 | 0,0101 | 0,0209 | 0,1113 | 0,0847 | 0,1728 | 0,0267
S— (20*0) | 0,0117 | 0,0230 | 0,0001 | 0,0040 | 0,0049 | 0,0259 | 0,0195 | 0,0041
__ | (9*0,20) | 0,0311 | 0,0529 | 0,0010 | 0,0126 | 0,0178 | 0,0616 | 0,0485 | 0,0140
g'— (20, 9*0) | 0,0302 | 0,0528 | 0,0009 | 0,0138 | 0,0174 | 0,0617 | 0,0522 | 0,0150
= (10*2) | 0,0361 | 0,0501 | 0,0013 | 0,0123 | 0,0228 | 0,0587 | 0,0501 | 0,0135
__ | (14*0,15) | 0,0122 | 0,0365 | 0,0001 | 0,0071 | 0,0033 | 0,0414 | 0,0296 | 0,0076
g— (15,14*0) | 0,0115 | 0,0344 | 0,0001 | 0,0066 | 0,0026 | 0,0388 | 0,0274 | 0,0069

(15*1) | 0,0216 | 0,0284 | 0,0005 | 0,0055 | 0,0121 | 0,0331 | 0,0272 | 0,0058
(24*0,5) | 0,0081 | 0,0156 | 0,0001 | 0,0026 | 0,0025 | 0,0177 | 0,0133 | 0,0026

(5,24*0) | 0,0100 | 0,0179 | 0,0001 | 0,0026 | 0,0045 | 0,0200 | 0,0147 | 0,0027

(30*0) | 0,0063 | 0,0154 | 0,0000 | 0,0022 | 0,0018 | 0,0170 | 0,0109 | 0,0023

(29*0,20) | 0,0284 | 0,0215 | 0,0008 | 0,0046 | 0,0316 | 0,0326 | 0,0161 | 0,0055

(20,29*0) | 0,0100 | 0,0146 | 0,0001 | 0,0020 | 0,0043 | 0,0168 | 0,0116 | 0,0020

(39*0,10) | 0,0084 | 0,0156 | 0,0001 | 0,0023 | 0,0049 | 0,0210 | 0,0078 | 0,0025

(50,40) | (50,30) |(30,30)| (30,25)

(10,39*0) | 0,0037 | 0,0133 | 0,0000 | 0,0015 | 0,0001 | 0,0145 | 0,0088 | 0,0015




(50%0)

(50,50)

0,0047

0,0096

0,0000

0,0012

0,0020

0,0104

0,0065

0,0012

(29*0,30)

0,0386

0,0245

0,0015

0,0047

0,0487

0,0370

0,0202

0,0058

(30,29%0)

(60,30)

0,0094

0,0133

0,0001

0,0019

0,0035

0,0156

0,0111

0,0020

(30*1)

0,0213

0,0172

0,0005

0,0029

0,0187

0,0222

0,0108

0,0032

(39*0,20)

0,0182

0,0160

0,0003

0,0031

0,0178

0,0234

0,0083

0,0036

(20,39%0)

0,0081

0,0083

0,0001

0,0013

0,0041

0,0097

0,0075

0,0013

(49*0,10)

0,0089

0,0109

0,0001

0,0017

0,0057

0,0146

0,0059

0,0019

(10,49%0)

0,0058

0,0073

0,0000

0,0011

0,0030

0,0083

0,0061

0,0011

(60*0)

0,0039

0,0083

0,0000

0,0010

0,0017

0,0089

0,0055

0,0010

(49*0,40)

0,0210

0,0143

0,0004

0,0027

0,0241

0,0212

0,0099

0,0030

(40,49%0)

0,0084

0,0070

0,0001

0,0011

0,0051

0,0082

0,0068

0,0012

(59*0,30)

0,0122

0,0090

0,0001

0,0016

0,0118

0,0138

0,0053

0,0018

(30,59%0)

0,0047

0,0074

0,0000

0,0009

0,0021

0,0082

0,0055

0,0009

(69*0,20)

0,0088

0,0070

0,0001

0,0012

0,0069

0,0102

0,0044

0,0013

(20,69*0)

0,0017

0,0065

0,0000

0,0008

0,0004

0,0071

0,0047

0,0008

9| (90.70) | (90.60) | (90,50) | (60,60) | (60,50) | (60,40)

(90*0)

(90
0)

0,0018

0,0053

0,0000

0,0006

0,0004

0,0057

0,0037

0,0006
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Tablo 4 e gore n sabit tutulup m arttirildiginda sansiirlemenin sonda, basta ve her

elemanmn esit oldugu durumlarda parametrelerin hem ECO hem de yaklasik bayes

tahmin edicilerinin hata hareler ortalamasi degerlerinde azalma goriilmektedir. m sabit

tutulup n degeri arttirildiginda parametrelerin ECO ve yaklasik bayes tahminlerinin

HKO degerlerinde genellikle artis gozlemlenmektedir. Sansiirlemenin basta verildigi

durumlarda diger sansiir semalarina gére en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi ve bayes

tahmin edicilerinin genellikle daha iyi sonuglar verdigi gozlemlenmektedir. Biitiin

sansiir semalar1 i¢in en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi yaklasik bayes tahmin edicisine

gore daha iyi sonuglar verdigi gozlemlenmektedir En iyi tahmin edici N =M (tam

orneklem) durumunda elde edilmistir.
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3.5. Ustellestirilmis Pareto

Ustellestirilmis Pareto Dagilimi (EP(A,£)), Gupta ve arkadaslar1 (1998)
tarafindan onerilmistir. Onerilen (EP(4,£)) dagilimm o.y.f.,d.f., giivenilirlik ve hazard

fonksiyonlar1 sirasiyla asagidaki gibidir;

(X 2.0)=28(1-(1+x) ") (@) x>0,450,450 (366)
F(x] /1,,3)=(1—(1+xi)*)ﬂ x>0, >0, 1>0 (3.67)
R(x)=1—(1—(1+xi)*)ﬁ (3.68)
-2 \P1 21
ABIL1-(1+X 1+x,
h(x)= ( ( )) () (3.69)

1-(1-(1+ xi)‘ﬂ)ﬂ

S =1 oldugu durumda dagilim standart pareto dagilimina doniisiir. Yine Gupta
ve arkadaslar1 (1998) bozulma oraninin £ parametresinin degerlerine gore azalan ve

ters kiivet biciminde oldugunu gdstermistir.

3.5.1. lerleyen Tiir Sansiirleme Altinda Ustellestirilmis Pareto Dagilim I¢in En
Cok Olabilirlik Tahmini

XR < XR o <..<X®  Ustellestirilmis Pareto (A,3) dagilimindan alinmis

1:m:n 2:m:n m:m:n
ilerleyen tiir tip-11 sagdan sansiirlii 6rneklemin olabilirlik ve log-olabilirlik fonksiyonu

sirastyla agagidaki gibi verilmistir.

(a1~ () ) ()

x(l—(l—(1+ X) )ﬁjR'

(3.70)

/(4,81x%)=logc+mlog A+mlog ,B+(ﬁ—1)zmllog (1—(1+ xf;n:n)l)—
i i = , (3.71)
~(2+1) Y (1 x5.)+ DR (1—(1—(1+ Xff‘m;n)ﬂ) ]
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A, nn en ¢ok olabilirlik tahmin edicileri, (3.72) ve (3.73) esitliklerinde

verilen lineer olmayan denklemlerin Newton-Raphson yontemi ile ¢oziimiinden elde
edilebilir.

8logL(/1,ﬂ)_m m(l+xlmn) Iog(1+xlmn)
o2t

= (1+ x,mn)_

Ri (1_(1+ Xi?;n:n )71 )ﬂ IB(1+ XiF:{;n:n )7/1 |Og (1+ Xi}?;n:n )

Z|09(1+X.mn)

_i ; =0
= (1 (1453, ) )[1—(1 (145E,, ) )j
3.72)
%_T+ng( (1+x,mn)_ﬂ)+
+iRi(l (1+x,mn)A)ﬂlog(l—(l+xf;n:n)}")ZO
= (1 (1 (1+x,mn)“)ﬂ]
(373)

3.5.2. ilerleyen Tiir Sansiirleme Altinda Ustellestirilmis Pareto Dagilim i¢in
Lindley Yaklasimi Yardimyla Bayes Tahmini

XR <« XR < <XR

o < X R wms  Ustellestirilmis Pareto(4,8) dagilimma sahip
ilerleyen tir tip-II agdan sansirlii sira istatistikleri olmak iizere A ve
parametrelerinin bagimsiz birer rasgele degisken oldugu ve Onsel dagilimlarinin da
sirastyla (el,dl) ve (ez,dz) parametreli Gamma dagilimina sahip oldugu varsayilarak
o.y.f.’lar1 sirasiyla (3.9) ve (3.10) esitliklerine benzer sekilde yazilabilir. Ortak prior

dagiliminin logaritmasi ise (3.12) esitligine benzer sekilde elde edilebilir. Bu durumda

p=2 i¢in Lindley yaklagim formiilleri;

dG(4,8) e -1
= = ~d
9 41 %
dG (4, -
9, = ( ﬂ) = % l_dz
dg B

I, ]=12 i¢in L; degerleri;
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dlogL(4,8) m ns*logs O m RV’ Bs*log s
R M st “Ylogs-Y
oA P (8 )Zl Zl | Zl v(1-v*)
dlogL(A4,8) m & m Rv” logv
=7 =— 4 logv+ » —
o8 2100V 2T
L APB) _ _m. ~s*logs® s logs®
~ Rivﬁﬂzs “*logs®* RV/Bslogs?
m v (1-v7) v(1-v/)
+Y ) )
|  Rv/Bs?*logs® Rv”p*s™ logs’
v (1-v7) VZ(l_Vﬂ)2
L(LB) & s logs
L, = 0= T AT,
b i=1 v
_Z Rv”logvpBs™*logs Rv’s*logs rv*log(v)Bs™logs
v(1-v*) v(1-v") v(1-v*)
L ‘L(AB)  m & RvlogV? R,vzﬂlogv2
Sy > e
2m m (s*logs® 3s*logs® 2s**logs®
L111_?+(ﬂ_1);( y V2 NE
_RV/ B’ logs® 3Rv”p%s* logs® 3RV’ logs®
v3(1—vﬂ) vz(l—vﬂ) vs(l—vﬂ)
3RV s log s RVﬁﬂ(lJr len)_ logs®

v3(1—vﬁ)2 (1—vﬂ)
_3RV/ps* logs® 3Rv” f*s™ logs® 2RV’ s~ logs®
v (1-v7) V2(1_Vﬂ)2 v (1-v/)
L3RV B logs® 2R °s™ logs’ Rv* log(v)Bs ™ logs
3 + 2
v (1- v/’) v (1-v/) v(1-v”)




m

I—112 = L121 = I-211 = Z

i=1

L122 I-212 = L221

Rv” log

s*logs® s*logs®

Vv v?

- )
RV’ log (1— (1+ 3, )71 )ﬂzs“ log s2

V2 (1—vﬂ)

RV/B(1+ X%, )_l logs®  Rv’s logs?
v(l—vﬂ) v(l—vﬂ)
. RV Bs*logs®logv  Rv”s? logs®
v(l—vﬁ)2 v (1—Vﬂ)
RV Bs?* logs®logv  2Rv?* ps™ logs®
v (1-v/ )2 o (1-v* )2 )
2RV B (L4 Xy ) ** logs® logv

v? (1—vﬂ )3

(1 — (14 X, )% )2 Bs*logs

2RV* log (1— (1+ %]

v(1-v”)

)_l )s‘i log s

mn

1
iN

3RV log (l— (1+ %8

v(l—vﬁ)

N2
|:m:n) l) ﬁs_l IOgS

2Rv*’ logvs™ log s

v(l—v”)2

N2
2RV* log (1—(1+ X ) l) ps*logs

v(l—

v/ )2 v(l—vﬂ )3
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2m

A

RV logv® 3RV¥ logv®  2Rv¥ logV®

1- (1— (1+52,)" )ﬁj (1) (1-v*Y

L222 =

+i -
U

m R plog p®
A2 -m+ B° i
( P le t?

O ==

H
SE m R ps™ logs(~log p-1+ p)
12 2 S Iog S _ i
o o = / ;—1+s’i %‘ (_1+s—/1)t2
12 21 H
B —m+12ﬂi_%+ﬁzi s Iozg s +/12sz R pBs ™ logs? (ﬁjﬂ —1+ p)
- = i-1 (-1+s7)' 17

Op =" v
bi¢gimindedir. Burada,

_a\P8
p:(l_(1+ Xi':?rin:n) l) ! (374)
5= (1+ Xil:?rzw:n )’ (375)

A
t= (—1-?— (1— (l+ Xil;?rln:n ) ) j ) (376)
V= (1_ (1+ Xi'?rin:n )_/1 ) ! (377)
m 1455 ) log(1+ x% )

W = Z _1( izm:n ) g( izmin ) (378)

" (—1+ (1+ X )_i )2

y=3|- A (1_ (Lext)” )ﬂ log (1_ (1 X: ) )2 (3.79)

= (_1+ (1— (14x,)" )ﬂj

-3 {akl il ) (ﬁ (1480 ) =15 (1= (14 5 )” )ﬂj
’ (_1+ (L4 %) )2 (—1+ (1_ (L4 %) )ﬂ jz

(3.80)
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H = B2(m? —m*y — 2° frow+ Wi’ %y + A°mw—wa%y ) - (3.81)
= BH(APmz+ 222y B7 — A BPw— 207 fPwz — A% B°7) '

bigimindedir.

3.5.3 Simiilasyon Calismasi

Balakrishnan ve Sandu (1995)’ nun algoritmasi kullanilarak 4 =0,5 ve f#=0,3

parametreli Ustellestirilmis Pareto dagilimindan alinmus ilerleyen tiir tip-II sagdan
sansiirlii 6rneklem asagidaki sekilde tiretilir.
1. W,W,,...,W_ bagimsiz ve DUZgUn(O,l) dagilimindan almmis m birimlik
orneklem tretilir.

2.V, :Wi( e i=12,...,m rasgele degiskenleri hesaplanir.

3. UX

mn

=1-V.V,, -V, ., i=12..,m  donisimi ile  Duzgin(0,1)

dagilimindan alinmis R:(Rl,RZ,...,Rm) sanslir semali ilerleyen tiir tip-ll

sagdan sansiirlii sira istatistikleri olan U =~ <UZX —<...<UFX_elde edilir.
logy
Iog[—e[ / ]+1
4. Son olarak XR =exp| - -1 i=12...m ters doniisimii ile

Ustellestirilmis Pareto dagilimindan alimmus ilerleyen tiir tip-1I sagdan sansiirlii
orneklem elde edilir.
Denemenin 1000 kez tekrarlanmasi sonucunda farkli sansiir semalarma goére

A ve B parametrelerinin en ¢ok olabilirlik ve yaklasik bayes tahmin edicilerinin yan ve

hata kareler ortalamasina iliskin simiilasyon sonuglar1 Tablo 5 de verilmistir.



Tablo 5. Ustellestirilmis Pareto Dagilimi i¢in ECO ve LBayes Tahmin Edicilerinin
Karsilastirilmasi1 (4 =0,5 ve f=0,3)

=
3

Sansiir
Semasi

MLE

Bayes

Ortalama Bias

Ortalama Bias

A

A

A

B

A

A

A

B

(10,9%0)

0,3757

0,0474

0,4411

0,1886

(10*1)

0,5480

0,0531

0,6827

0,1672

(20*0)

0,1351

0,0321

0,1485

0,0812

(30,10) ((20,20)| (20,10)

(9%0,20)

0,4179

0,0833

0,1747

0,0268

0,5655

0,3512

1,0958

0,6048

(20, 9%0)

0,3435

0,0327

0,1180

0,0109

0,4047

0,1627

1,0488

0,2006

(30,15)

(14*0,15)

0,4001

0,0381

0,1601

0,0139

0,5529

0,4829

1,0024

0,4536

(15,14*0)

0,2241

0,0276

0,0502

0,0081

0,2401

0,0883

0,3245

0,0342

(15*1)

0,3699

0,0319

0,1369

0,0083

0,4072

0,0819

0,6325

0,0308

(24*0,5)

0,1486

0,0263

0,0221

0,0073

0,1512

0,0521

0,1615

0,0197

(5,24%0)

0,0916

0,0212

0,0084

0,0057

0,0942

0,0482

0,0787

0,0136

(30%0)

0,0952

0,0192

0,0091

0,0052

0,0956

0,0402

0,0761

0,0115

(29*0,20)

0,1561

0,0209

0,0244

0,0048

0,1679

0,0387

0,1511

0,0084

(20,29%0)

0,0848

0,0148

0,0720

0,0420

0,0858

0,0361

0,0652

0,0085

(39*0,10)

0,0608

0,0153

0,0037

0,0038

0,0587

0,0259

0,0671

0,0054

(10,39%0)

0,0405

0,0102

0,0016

0,0041

0,0395

0,0236

0,0346

0,0064

(50,50)| (50,40) | (50,30) |(30,30)| (30,25)

(50*0)

0,0463

0,0115

0,0021

0,0026

0,0441

0,0205

0,0288

0,0038

(60,30)

(29*0,30)

0,2204

0,0177

0,0486

0,0030

0,2712

0,0422

0,2483

0,0091

(30,29%0)

0,0901

0,0167

0,0081

0,0037

0,0918

0,0389

0,0625

0,0073

(30*1)

0,1461

0,0146

0,0213

0,0033

0,2487

0,0510

0,8407

0,2464

(39*0,20)

0,1319

0,0211

0,0174

0,0043

0,1406

0,0339

0,1378

0,0062

(20,39*0)

0,0627

0,0090

0,0039

0,0021

0,0605

0,0212

0,0388

0,0033

(49*0,10)

0,0673

0,0039

0,0045

0,0025

0,0618

0,0102

0,0511

0,0031

(10,49%0)

0,0302

0,0163

0,0009

0,0031

0,0295

0,0268

0,0282

0,0045

(60*0)

0,0445

0,0109

0,0020

0,0023

0,0423

0,0181

0,0218

0,0031

(49*0,40)

0,1026

0,0162

0,0105

0,0021

0,1213

0,0277

0,1208

0,0053

(40,49%0)

0,0717

0,0201

0,0051

0,0035

0,0724

0,0331

0,0343

0,0054

(90

' (90,50) | (60,60) | (60,50) | (60,40)

60)

(59*0,30)

0,0449

0,0077

0,0020

0,0021

0,0405

0,0124

0,0335

0,0024

48
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(30,59*0) | 0,0324 | 0,0103 | 0,0011 | 0,0018 | 0,0311 | 0,0183 | 0,0189 | 0,0025

(69*0,20) | 0,0389 | 0,0108 | 0,0015 | 0,0017 | 0,0349 | 0,0151 | 0,0260 | 0,0020

(20,69*0) | 0,0250 | 0,0051 | 0,0006 | 0,0014 | 0,0229 | 0,0109 | 0,0138 | 0,0017

(90*0) | 0,0246 | 0,0059 | 0,0006 | 0,0014 | 0,0226 | 0,0100 | 0,0137 | 0,0016

(90,90)| (90,70)

Tablo 5 e gore n sabit tutulup m degeri arttirildiginda sansiirlemenin sonda, basta
ve her elemaninin esit oldugu durumlarda ECO tahmin edicileri ve Lindley yaklagimi
yardimiyla elde edilen bayes tahmin edicilerinin hata kareler ortalamasi degerlerinde
azalma gozlemlenmektedir. m sabit tutulup n degeri arttirildiginda ECO ve yaklasik
bayes tahmin edicilerinin hata kareler ortalamas: degerlerinde genellikle artma
gbdzlenmigtir. Biitiin sansiir semalar1 i¢in en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi yaklasik bayes
tahmin edicisine gore daha 1yi sonuglar verdigi gozlemlenmektedir. Ayrica
sanslirlemenin basta verildigi durumlarda diger sansiir semalarina gore en ¢ok olabilirlik
tahmin edicisi ve bayes tahmin edicilerinin daha 1iyi sonuglar verdigi
gozlemlenmektedir. En iyi tahmin ediciler n=m (tam 6rneklem) durumunda elde

edilmistir.

3.6. Genellestirilmis Gompertz Dagilhim
Genellestirilmis Gompertz Dagilmi (GG (A4,C,)) El-Gohary ve arkadaslari

(2013) tarafindan onerilmistir. Onerilen GG (A,¢,) dagilimm o.y.f,d.f., giivenilirlik

fonksiyonu ve hazard fonksiyonu sirasiyla asagidaki gibidir.

SN Ao ol
f(x| 4, B) = pie exp{—z(e '—1)}{1—exp{—z(e —1)H ,%,C, 4, >0

(3.82)
s
F(x|4,08) = {1—exp{—%(eCX —1)}} x>0, 1>0,¢>0, >0 (3.83)
Pl p
R(x) :1{1—exp {—E(ecX —l)H (3.84)
B-1
pre™ exp {—’1(eCX —1)}{1—exp{—ﬂb (e —1)H

h(x) = ¢ ¢ x>0 (3.85)

]
1- {1— exp {—i (e* —1)H
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Burada g sekil parametresidir. ¢ >0 Yya da sabit fonksiyon ¢=0 oldugu durumda ve
S >0 iken hazard fonksiyonu artan fonksiyondur. Hazard fonksiyonu, <1 i¢in; ¢ =0

olursa azalan, ¢ >0 olursa kiivet bigiminde olacaktir (El-Gohary, Alshamrani, Al-
Otaibi, 2010).

3.6.1. ilerleyen Tiir Sansiirleme Altinda Genellestirilmis Gompertz Dagilim i¢in
En Cok Olabilirlik Tahmini

XE < XX << XF Genellestirilmis  Gompertz(A,) dagilimmdan

Lm:n 2:m:n m:m:n
alinms ilerleyen tiir tip-1l sagdan sansiirlii 6rneklemin olabilirlik fonksiyonu ve log-
olabilirlik fonksiyonu asagidaki gibi verilmistir.

L(/I,C,,B | XR ) = A,Bm/lm exp[ci Xi:m:njx

i=1

Ximn Xiomen AL
exp[M\J 1_exp [MJ

c
Ximn A
1- exp [M}

c

(3.86)

3

Ri

1]
i

£(2,¢,81x") =log A+mlog 8 +mlog ﬂ+czm:x.

iimin
i=1

E[M]+(Ig1)i|og 1exp{w] +

C c
B
m Ale®m —1
+> Rlog|1- 1—exp[—gj
i=1 C
(3.87)
A,C, B’ nin en ¢ok olabilirlik tahmin edicileri, (3.88), (3.89) ve (3.90) esitlikleri ile

verilen olmayan denklemlerin Newton-Raphson yontemi ile ¢oziimiinden elde edilebilir.



o1

o0 (2 BIX) m Zl:(e -1)

o1 2 c
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cclpepin) g ) A
oc — iim:n C2 o
{ﬂ(e - “1) Jexp[z(e - 1)}

C
B

Ale%mn —1 Ale%mn —1  @%imn Ale¥mn —1
| [ e )J ﬂ[ () H G )J
+> R ﬂ =0
i=1 CXiimn CXiimn

1exp[/1(e . 1)J 1- 1exp[/1(e . 1)J

(3.90)

3.6.2. Simiilasyon calismasi

Balakrishnan ve Sandu (1995)’ nun algoritmasi1 kullanilarak 4=0,03, #=0,5 ,

c=0,7 parametreli Genellestirilmis Gompertz dagilimmdan alinmus ilerleyen tiir tip-II
sagdan sansiirlii 6rneklem asagidaki sekilde iiretilir.
LW, W,,...,W_ bagimsiz ve Diizgin(0,1) dagihmimndan alinmis m birimlik

Orneklem tretilir.

2.V, :Wi[ jm‘”] , 1=12,...,m rasgele degiskenleri hesaplanir.

3. Ui'?m:n =1-V.V, -V, . 1=12,...m donisimi ile DUZgUn(O,l)
dagilimindan alimmis R = (Ri, R,,..., Rm) sansiir semal1 ilerleyen tiir tip-II
sagdan sansiirlii sira istatistikleri olan U} <UZX —<...<UR_elde edilir.

mn

R
4. Son olarak X*® =exp{—%log(l—exp[%j]}—l, i=12,...,m rasgele

degiskeni ile Genellestirilmis Gompertz dagilimindan alinmus ilerleyen tiir tip-11

sagdan sansiirlii 6rneklem olan U <UZX <-..<UR_ elde edilir.

Imn 2:m:n m:m:n
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Denemenin 100 kez tekrarlanmasi sonucunda farkli sansiir semalarina gore

A,c ve f parametrelerinin en c¢ok olabilirlik tahmin edicilerinin yan ve hata kareler

ortalamasina iliskin simiilasyon sonuglar1 Tablo 6 da verilmistir.

Tablo 6. Genellestirilmis Gompertz Dagilimi icin ECO Tahmin Edicilerinin
Yan ve HKO degerleri (4=0,03 ve f=0,5 ¢c=0,7)

ECO
Sansiir

(n,m) Ortalama Yan HKO
Semasi

) B ¢ y) )4 ¢
(9*0,10) 0.1485 | 0.3620 0.1684 0.0221 | 0.7825 | 0.8317
(20,10) (10,9*%0) 0.0470 | 0.1246 0.2684 0.0022 | 0.3346 | 0.6981
(10*1) 0.0597 | 0.1439 0.2857 0.0036 | 0.3044 | 0.6512
(14*0,5) 0.0747 | 0.2565 0.0497 0.0056 | 0.6108 | 0.2647
(5,14*0) 0.0405 | 0.1305 0.1479 0.0016 | 0.1598 | 0.3278
(20,20) (20*0) 0.0280 | 0.1182 0.1042 0.0008 | 0.1368 | 0.1456
(14*0,15) 0.1363 | 0.2594 0.0971 0.0186 | 0.6961 | 0.7872
(30,15) (15,14*0) 0.0416 | 0.1309 0.0832 0.0017 | 0.2059 | 0.1803
(15*1) 0.0281 | 0.0721 0.2177 0.0008 | 0.0879 | 0.4235
(19*0,10) 0.0776 | 0.2484 0.0790 0.0060 | 0.6533 | 0.3616
(10,19*0) 0.0349 | 0.0969 0.0393 0.0012 | 0.0949 | 0.1510
(24*0,5) 0.0317 | 0.1029 0.0846 0.0010 | 0.1131 | 0.1723
(5,24*0) 0.0199 | 0.0706 0.0760 0.0004 | 0.0704 | 0.1179
(30,30) (30*0) 0.0134 | 0.0540 0.0518 0.0002 | 0.0608 | 0.0709
(50,30) (29*0,20) 0.0487 | 0.1317 | -0.0136 | 0.0024 | 0.1146 | 0.1972
' (20,29*0) 0.0140 | 0.0491 0.0666 0.0002 | 0.0502 | 0.0892
(39*0,10) 0.0103 | 0.0099 0.0741 0.0001 | 0.0207 | 0.0852
(10,39*0) 0.0172 | 0.0695 0.0258 0.0003 | 0.0438 | 0.0833
(50,50) (50*0) 0.0075 | 0.0330 0.0367 0.0001 | 0.0275 | 0.0346
(29*0,30) 0.0513 | 0.1359 | -0.0274 | 0.0026 | 0.1217 | 0.2483
(60,30) (30,29*0) 0.0208 | 0.0526 0.0671 0.0004 | 0.1163 | 0.1140
(30*1) 0.0189 | 0.0578 0.0403 0.0004 | 0.0435 | 0.0907
(39*0,20) 0.0139 | 0.0268 0.0652 0.0002 | 0.0359 | 0.1146
(20,39*0) 0.0168 | 0.0525 0.0714 0.0003 | 0.0534 | 0.1133
(49*0,10) 0.0140 | 0.0427 0.0135 0.0002 | 0.0235 | 0.0581
(10,49*0) 0.0050 | 0.0173 0.0524 0.0000 | 0.0234 | 0.0376
(60,60) (60*0) 0.0058 | 0.0167 0.0280 0.0000 | 0.0165 | 0.0315
(49*0,40) 0.0197 | 0.0441 0.0049 0.0004 | 0.0282 | 0.1079

(20,15)

(30,20)

(30,25)

(50,40)

(60,40)

(60,50)

(90.50) (40,49*0) | 0.0083 | 0.0181 | 0.0386 | 0.0001 | 0.0247 | 0.0438
(90,60) (59*0,30) | 0.0162 | 0.0492 | -0.0014 | 0.0003 | 0.0237 | 0.0972

' (30,59*0) | 0.0085 | 0.0283 | 0.0278 | 0.0001 | 0.0213 | 0.0394
(90,70) (69*0,20) | 0.0093 | 0.0327 | 0.0333 | 0.0001 | 0.0186 | 0.0537

(20,69%0) | 0.0092 | 0.0377 | 0.0134 | 0.0001 | 0.0200 | 0.0386
(90,90) | (90*0) | 0.0060 | 0.0299 | 0.0247 | 0.0000 | 0.0145 | 0.0299

Tablo 6 ya gore n sabit tutulup m degeri arttirildiginda sansiirlemenin sonda,

basta ve her elemaninin esit oldugu durumlarda ECO tahmin edicisinin hata kareler
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ortalamast ve yan degerlerinde azalma goriilmektedir. Ayrica sansiirlemenin basta
verildigi durumlarda diger sansiir semalarina gore en ¢ok olabilirlik tahmin edicisinin
daha iyi sonuglar verdigi gézlemlenmektedir. En iyi tahmin edici n=m (tam 6rneklem)

durumunda elde edilmistir.
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4. SONUCLAR VE ONERILER

4.1 Sonuclar

Bu tez ¢alismasinda Balakrishnan ve Sandu’ nun ilerleyen tiir tip-II sagdan
sansirlii Orneklem i¢in say1 liretme algoritmasi kullanilarak Weibull, Gompertz,
Ustellestirilmis Ustel, Chen ve Ustellestirilmis Pareto dagilimlarindan sayilar iiretilerek
en cok olabilirlik ve Lindley yaklasimi kullanilarak bayes tahmin edicileri elde
edilmistir. Son olarak Genellestirilmis Gompertz dagilimi igin en ¢ok olabilirlik tahmin
edicileri incelenmistir.

Ilerleyen tiir tip-1I sagdan sansiirleme altinda yukaridaki dagilimlar icin elde
edilen sonuglara gore n sabit tutulup m (bozulma sayisi) arttirildiginda, sansiirlemenin
basta ve sonda verildigi durumlarda hem ECO hem de bayes tahmin edicilerinde yan ve
MSE degerlerinde azalma tespit edilmektedir. Ayrica sansiirlemenin basta verildigi
durumda ECO ve bayes tahmin edicilerinin yan ve MSE degerlerinde azalma
goriilmektedir.

m sabit tutulup n degeri arttirildiginda ECO ve yaklasik bayes tahmin
edicilerinin hata kareler ortalamasi degerlerinde genellikle artma gozlenmistir.

n ve m birlikte arttirildiginda esit sansiirlemede ECO ve yaklasik bayes tahmin
edicilerinin hata kareler ortalamas1 degerlerinde genellikle azalma g6zlenmistir.

Biitiin durumlar i¢in en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi yaklasik bayes tahmin
edicisine gore daha iyi sonuglar verdigi gézlemlenmektedir.

n=m icin yani tam oOrneklem durumunda ECO ve yaklasik bayes tahmin
edicilerinin hata kareler ortalamasi degerlerinde en iyi sonuglara ulagilmistir.

Sonug olarak ilerleyen tiir tip-II sagdan sansiirlii 6rneklem durumunda incelenen
dagilimlar igin yaklasik bayes tahmin edicileri ve en ¢ok olabilirlik tahmin edicilerinin

her ikisi de kullanilabilir.

4.2 Oneriler
[leriki ¢aligmalarda ilerleyen tiir tip-II sansiirleme altinda farkli dagilimlar igin
Lindley yaklagimi yardimiyla bayes tahmini ve en ¢ok olabilirlik tahmini konusu

incelenebilir.
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