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Bu tez 4 ana béliimden olugmaktadir.

Birinci bdliimde grup ve monoid sunuslari genel anlamlariyla verilmis ve agirlikli olarak diger
boliimlerde ayrintilartyla incelenecek olan Gribner-Shirshov metodu tanimlanmugtir.

Ikinci boliimde, bilinen yapilar igin sirasiyla bu yapilarin tanim ve sunuslarryla, Grébner-
Shirshov tabanlari verilmistir. Incelenen bu cebirsel yapilar sirastyla Schiitzenberger ¢arpim, Graf ¢arpim
ve Chinese monoidtir.

Uglincii  béliimde, kompleks yansima gruplari ¢alisiimistir. Oncelikle kompleks yansima
grubunun tanimi ve sunuslari verilmistir. Sonraki kisimda ise kompleks yansima gruplarinin Grobner-

Shirshov tabani orijinal bir sonug olarak verilmistir.

Son boliimde ise genel bir degerlendirme yaptlmistir.
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This thesis contains four main chapters.

At the begining of the first chapter, it is given the presentations of groups and monoids with their
general meanings. Later on, it is focused on the Grobner-Shirshov method that will be mainly used to
construct the remaining chapters.

In the second chapter, for known structures, namely the Schiitzenberger and graph products of
monoids and also Chinese monoid, after it is stated the definitions with their presentations then their
Grobner-Shirshov bases are defined.

In the third chapter, it is has been priority studied complex reflection groups. In detail, by giving
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Simgeler Tanimi
" Bos kelime
1(w) w kelimesinin baglangig harfi
v(w) w kelimesinin bitis harfi
I(w) w kelimesinin uzunlugu
L. (w) w kelimesindeki herhangi bir x harfinin uzunlugu
[w] w kelimesinin denklik sinifi
~ Serbest olarak iki kelimenin denkligi
F(X) X kiimesi iizerindeki serbest grup
]Xl X kiimesinin eleman sayisi
O M monoidin sunusu
A* A kiimesindeki elemanlarla olusturulan en az bir

uzunluklu kelime

A4 A4 u{l}

7 Bas kelime

Yo, Kongriians bagintisi

5(AxB) Ax B'nin kuvvet kiimesi

M OM, M, ve M, monoidlerinin Schiitzenberger ¢arpimi

U, Son iireteci igermeyen kelime

U [k tireteci igermeyen kelime

(NH(g) Verilen f ve g gibi iki polinomun kesisim bileseni
(Hv(g) Verilen f ve g gibi iki polinomun bilesim bileseni

S Shirshov algoritmasi



1. GIRIS

Bu bolimiinde tezin amacit olan Grbner-Shirshov metodunda sikga
kullandigimiz grup ve monoid sunuglar1 hakkinda bilgi verilecek daha sonra Grobner-
Shirshov metodu tanimlanip, detaylandirilacaktir. Bu bésliimdeki temel kavramlar ile
ilgili ayrintili  bilgiler (Baumslag, 1993), (Rotman, 1988), (Lyndon, 1977)

kaynaklarinda bulunabilir.

1.1. Sunuslar

Birlestirilmis grup teorisinde gok dnemli bir yere sahip olan sunuslar, cebirsel
problemlerin ¢&ziimiinde kolaylik saglamaktadir. Ayrica sunuglarin kullanim amaglari
yalnizca temsil ettikleri cebirsel yapinin (grup, monoid, yar: grup vb.) mertebelerini
bulmak yada ait oldugu cebirsel yap: hakkinda bize bilgi vermesi degildir. Bu
gorevlerinin diginda sunuslar, bazi 6zel problemlerin ¢6ziim alanlarinda énemli bir yere
sahiptir. Tezin genelinde bahsedilecek olan Grébner-Shirshov metodu, sunuslar

yardimiyla cebirsel yapilarin kelime problemine ¢6ziim olanagi veren bir metottur.

1.1.1. Serbest grup

L.12. Tamm: X bostan farkli bir kime olsun. Bu kiime ile x<>x™(xeX)

eslesmesinden yararlanarak X~ kiimesini tanimlayalim. Ayrica X* =X UX " olsun.

X* kiimesinin her bir elemanina harf ve (n eN, ¢ =21, 1<i<n olmak L'izere)
w=x1x57 .. X" (1.1)
ifadesine de X kiimesi tizerinde bir kelime denir. w kelimesinin baglangig harfi 1(w)
ile gosterilip bu kelime i¢in 1(w)=x7" ve bitis harfi de 7(w) ile gosterilip yine bu
kelime i¢in 7(w)=x" dir. Eger n=0 ise bos kelime elde edilir ve 1, ile gdsterilir.
(1.1) 'deki gibi bos olmayan bir kelime (n21) igin her & =+1(1<i<n) oluyorsa, w
kelimesine pozitif kelime denir. Ayrica (1.1) 'deki w kelimesinin tersi

W = x P

n-l1

seklinde tanimlanir.



(1.1) 'de verilen kelime igin » sayisina w kelimesinin uzunlugu adi verilir ve

I(w) ile gosterilir. Ayrica w kelimesindeki herhangi bir x harfinin uzunlugu da Z|8,|

olarak hesaplanir ve bu ifade de / (w) ile gosterilir.

X kiimesi {izerindeki herhangi bir kelime, x7'x % (x, € X,¢ =+1) seklindeki
ters harf ¢iftini icermiyorsa, bu kelimeye indirgenmis kelime denir. Ayrica yine X
kiimesi tizerindeki (1.1) 'deki gibi bir kelime igin, x/* = x ise bu kelimeye devirsel
indirgenmis kelime denir.

X Uzerindeki herhangi iki w ve u kelimeleri arasindaki islem, wu
bicimindeki ¢arpma islemidir. Goriildiigii gibi bu islem, w kelimesinin yanina u
kelimesinin yazilmasi ile elde edilmektedir.

(1.1) 'deki gibi bos olmayan bir kelime tizerinde asagidaki islemler uygulanabilir:

1. &, =%l olmak iizere, herhangi bir kelimede x/"x % ¢ifti varsa bu ¢ift silinir.
Yapilan bu silme islemine indirgeme islemi denir.

2. & =%1 olmak iizere, herhangi bir kelimeye x/'x % seklindeki ters harf gifti
eklenebilir. Yapilan bu isleme ekleme iglemi denir.

X kiimesi iizerinde herhangi iki w ve w' kelimeleri igin, bu kelimelerden biri
digerine 1. ve 2. islemlerinin sonlu sayida uygulanmasi ile elde ediliyorsa, w ve w

kelimelerine serbest olarak esittir denir ve w~w  ile gosterilir. Burada ~ simgesi ile

gosterilen serbest olarak esitligin bir denklik bagintist oldugu kolayca goriilebilir.

Herhangi bir w kelimesini igeren serbest denklik sinifi [w] ile gosterilir. Eger X

kiimesi lizerindeki biitiin kelimelerin denklik siniflarinin kiimesi F (X ) ile gosterilirse
bu kiime tizerindeki ¢arpma iglemi
[w][]=[wu] (12)

bigiminde tanimlanir. Bu islemin iyi tanimli oldugu kolayca gosterilebilir.

1.1.3. Tamm: F(X) kiimesi, iizerinde tanimlanan (1.2) 'deki isleme gore bir grup
olusturur. Bu gruba X kiimesi tizerindeki serbest grup denir. Ayrica X, ={[x]:xe X }

kiimesi, F (X ) serbest grubu igin bir lirete¢ kiimesidir. Burada X, kiimesinin eleman

sayisinin X kiimesinin eleman sayisi ile ayni oldugu agikea goriilmektedir.



1.2.1. Grup Sunuslar:
X lireteg sembollerinin olusturdugu kiime ve R de X kiimesi iizerindeki devirsel
indirgenmis kelimelerden olusan bostan farkli bir kiime olsun. Bu durumda,

§ =< X; R > ikilisine bir grup sunusu denir. X ve R kiimelerinin her ikisi de  sonlu
ise g sunusu sonludur denir. % sunusu ile bir grup tanimlamak miimkiindiir. Soyle ki;
e w kelimesi r°(reR,s==1) seklinde bir alt kelime igeriyorsa bu alt
kelimesini sileriz.
e w kelimesi iginde herhangi bir yere »° (reR,g=i1) alt kelimesini

ekleriz.

w kelimesini igeren denklik sinifini [w]m ile gosterirsek, bu denklik sinifi tizerindeki

garpma iglemi [w, ]p [wz]_@ =[ww, ]}(7 seklinde tanimlanir.
1.2.2. Teorem: g sunusunun temsil ettifi G(g) grubu ve X kiimesi igin,
G(p)=F(X)/N dir.
Ispat: W, X = G(p)

x> [x],
Evrensel doniisiim 6zelliginde, bu doniisiimiin genislemesi olan

v F(X)—G(p)

[w]=[w],
bi¢giminde bir tek homomorfizma vardir ve de z//IX =y, (¢ nin X lzerindeki
kisitlanigi) dir. Agikga goriilebilir ki,  homomorfizmasi értendir. Ayrica Cek =N

dir. Dolayistyla 1. Izomorfizma Teoremi geregi G(g)=F(X)/N bulunur.

1.3.1. Monoid Sunuslari

Bu kisimda tezin geneline hakim olan monoid sunuslarindan s6z edilecektir.
Grup sunuslar: ile monoid ya da yart grup sunuslari arasinda farkliliklar vardir. Bu tip
sunuslarda g¢aligmak grup sunuslarinda ¢alismaktan daha giigtiir. Bu nedenle yapilan

¢alismalar monoid ve yari grup sunuslari tizerinde yogunlagmuistir.



1.3.2. Tanim: M bir monoid ve 4 da bu monoidin tirete¢ kiimesi olmak {izere, 4*

kimesi A4 lreteg kiimesindeki elemanlarla olusturulan en az bir uzunluklu kelimelerin

kiimesi olarak tanimlanir. Monoidler i¢in tanimlanan kelimeler ise A =4 u{l}

kiimesinden alinir. 4 bostan farkli bir kiime (iirete¢ kiimesi) ve U < A x4’ olacak
sekilde U alt kiimesi, baginti  kelimelerinin bir kiimesi olsun. Bu durumda
§2,, =[4;U] ikilisin bir monoid sunugu denir. 4 ve U kiimelerinin her ikisi de sonlu
ise §,, sunusu da sonludur.

Monoid ve yari gruplarda ¢nemli bir yer olusturan ve simdi verecegimiz
teoremde de kullanacagimiz 'kogriians' bagintisini agiklayalim. M bir monoid (S bir

yart grup) ve p,M lzerindeki (veya S) bir denklik bagmntist olsun. Her
x,y,s€M(veya S) igin (x,y)ep=>(xs,ys)ep oluyor ise p bagntisina bir sag
kongriians bagintist denir. Benzer olarak her x,y,se M igin, (x.¥)e p=>(xs,y5)ep
oluyor ise bu p bagintisina bir sol kongriians bagintist denir. Eger p bagintist hem sag
hem de sol kongriians oluyor ise bu p bagintisina kongriians bagintist denir. (Yada her
(x>y)ep(i=12) igin, (x,y ):(%3)=(xy.%.0,)ep  ise p  bagintisina

kongriians bagintisi denir.)

1.3.3. Teorem: M bir monoid, 4 da M igin bir iirete¢ kiimesi ve p, A kiimesi
tizerinde U yu igeren en kiigiik kongriians olsun. Bu durumda M = 4"/ p dir.
Ispat: p,, sunusunun temsil ettigi M monoidi ve A iireteg kiimesi igin,
D:4A—> M,
x> [x]w (xe4)
doniisiimiinii tanimlayalim. Bu doniisiim
©:4 > M,
[w]=[w],
seklinde tek bir drten homomorfizmaya genisletilebilir. Ayrica Cek®, U igeren en
kiigiik kongriians bagintis1 oldugundan, Cek® = p dir. Dolayisiyla 1. izomorfizma

Teoreminden M = A4 / p sonucuna ulagir.



Tezin amaci olan Grobner-Shirsov metoduna gegmeden ilerleyen boliimlerde
kargimiza gelecek olan ve cebirsel ¢alismalarda &nemli bir yere sahip normal form

teoremini agiklayalim.

1.3.4. Teorem (Normal form teoremi) (Cohen, 1989): Her bir denklik sinifi tek bir

indirgenmis kelime igerir.
1.2. Grobner-Shirshov Taban Nedir?

1.2.1. Giris

Temellerinin 1962 yilinda atilmig oldugu Grébner-Shirshov taban teorisi ilk
olarak A.LShirshov'un bir galismasinda ne siirdiigii su soru ile ortaya ¢ikmustir.

"Ureteg ve tanimli bagintilar tarafindan sunulmus olan herhangi bir Lie cebirinin
lineer tabant nasil bulunur?"

A.LShirshov (1962) iki Lie polinomunun birlesimi adina yeni bir notasyon
kullanarak bu problemin ¢oziimii igin sonsuz bir algoritma vermistir. Shirshov'un Lie
cebirleri tizerinde temellerini attigi bu konu iizerinde Buchberger (1965) degismeli
cebirler i¢in Grébner Basis teorisini tanitarak yeni bir boyut kazandirdi. Bergman
(1978) bunun iizerine bu konuda &nemli bir yere sahip olan Diamond Lemma'yi
ispatlayarak birlesmeli cebirler igin bu teoriyi genelledi. Diger taraftan Bokut (1976),
Shirshov'un metodunun birlesmeli cebirler igin galigabilecegini gosterdi. Tiim bu
sebeplerden dolayr Shirshov'un teorisi Lie cebirleri ve diger cebirsel yapilar igin
Grobner Shirshov taban teorisi olarak adlandirildi. Grobner-Shirshov taban teorisinin
gelisimi hakkinda vermis oldugumuz bu bilgilerden sonra asagida tanimlar ve konu

icinde 6nemli goriilen lemma verilmistir.,

K bir cisim ve K<X) de K cismi lizerinde X ile iiretilen serbest degismeli

cebir olsun. X ile iiretilen serbest monoid X~ ve bos kelime 1 olmak iizere, herhangi

bir we X" igin, w kelimesinin uzunlugu |w| ile gosterilsin. Ayrica X" iyi sirali bir
kiime olsun. Bu durumda her sifirdan farkli fe K(X) polinomu 7 ile gosterilen bir

bas kelimeye sahiptir. Eger 7 nin bagkatsayist 1 e esitse bu durumda f polinomu

monik diye adlandirilir.



1.2.2. Tanim: f ve g polinomlari K(X) de iki monik polinom olsunlar. Bu durumda
agagidaki iki tip bilesim islemi mevcuttur:

1. Eger w kelimesi w=7b=a§ (a,be X, |7|+|§|>|w|) bigiminde ise, bu
durumda (f,g), = fb—ag polinomu f ve g polinomlarinin w kelimesi bakimindan
kesisim bilegkesi olarak adlandirilir. Buradaki w kelimesine kesisimin belirsizligi denir.

2. Eger w kelimesi w=7=a§b (a,be X") bigiminde ise, bu durumda
(f,8),=f—agb polinomu f ve g polinomlarinin w kelimesi bakimindan icerme

bileskesi olarak adlandirilir. Buradaki w kelimesine igermenin belirsizligi denir.

Birinci ve ikinci belirsizlik tipleri sirasiyla f A g ve fv g bigiminde gosterilirler.

1.2.3. Tanim: S;K(X) ve her bir se€S polinomu monik olsun. Eger

(59, =Za,a,.s,bi (o, €K, a,beX, s, €S ve a,.gb, <w) ise, bu durumda (f,g),
bileskesi (S,w) moduna gére tekildir denir. Bu durum

(f,2),=0 mod(S,w)

biciminde ifade edilir.

1.2.4. Tamm: S kiimesindeki polinomlarin herhangi bir bileskesi S moduna gore tekil

ise, bu durumda § kiimesine K (X ) i¢in bir Grébner-Shirshov tabandir denir.

Asagidaki lemma serbest Lie cebirleri igin A. 1. Shirshov tarafindan 1962 de
ispatlanmistir (Shirshov, 1962). L. A. Bokut ise A. L. Shirshov’un bu yaklasimini 1976
da degismeli cebirler i¢in dzellestirmistir (Bokut, 1976).

1.2.5. Lemma (Composition-Diamond Lemma): K bir cisim olsun.
A=K(X|S)=K(X)/Id(S)
ve < siralamasi da X" iizerinde tek terimli siralama olsun. Burada d(S), K (X ) in

S ile tiretilen bir idealidir. Bu durumda asagidakiler birbirine denktir:

1. S kiimesi K(X) icin bir Grobner-Shirshov tabandir.

2. Bazi seS ve a,be X igin, feld(S)= f=asb dir.



3. Irr(S)= {u eX’ ’ u+ash,seS,a,be X‘} kiimesi A= K<X|S> cebirinin
bir tabanidir.

Eger Sc K(X) alt kiimesi bir Grobner-Shirshov taban degil ise, bu durumda S

kiimesine S nin polinomlarinin tekil olmayan biitiin bileskeleri eklenir. Bu prosediir
devam edilerek S“"  Grobner-Shirshov tabani elde edilir. Bu islem Shirshov
algoritmast olarak adlandirilir.

Verilen bir cebirsel yapinin elde edilen Grobner-Shirshov tabani ile bu cebirsel
yapinin elemanlarinin normal formu elde edilir. Bu normal form yapisi ile cebirsel
yapinin kelime probleminin ¢oziilebilirligi saglanur.

" Kelime problemi, tizerinde galigilan cebirsel yapinin (monoid, yari grup v.b.)
tirete¢ elemanlariyla olusturulan keyfi iki kelimenin birbirine denk olup olmadigini
arastiran bir algoritmanin varligi problemidir. Calisilan cebirsel yapi bir grup ise, bu
durumda kelime problemi iireteg elemanlariyla olusturulan keyfi bir kelimenin grubun
birimine esit olup olmadigina karar veren bir algoritmanin varligi problemidir (Adian,
1966), (Adian ve Durnev, 2000)."

A. L. Shirshov'un Grobner-Shirshov taban bulma ile ilgili ortaya attig1 sorudan
glintimiize kadar yapilmis olan pek ¢ok ¢aligma bulunmaktadir. Bu konuda yapilmis
olan bazi 6zel ¢aligmalar agagida listelenmistir.

e Gruplarin Schreier genislemesi (Chen, 2008)

e Artin-Garside tireteg iginde Braid gruplar (Bokut, 2008)

e Birman-Ko-lee iireteg i¢inde Braid gruplar (Bokut, 2009)

e Adyan-Thurston tireteg iginde Braid gruplar (Chen ve Zhong, 2013)
e Chinese monoid (Chen ve Qiu, 2008)

e Serbest tersinir yarigruplar (Bokut ve ark., 2009)

e Bazi bir bagintili gruplar (Chen ve Zhong, 2011)

e Monoidlerin graf garpimlar (Ates ve ark., 2011)

e Monoidlerin Schiitzenberger ¢arpimlari (Ates ve ark., 2011)

e Rees matris yarigruplar1 (Ates ve ark., 2011)

e Monoidlerin genellestirilmis Bruck-Reilly genislemesi (C. Kocapinar ve ark.,

2012)

e Monoidlerin Bruck-Reilly genislemesi, dikdortgensel band, monoidlerin kiigiik

genislemesi (E.G. Karpuz, 2015)



2. OZEL MONOID GENISLEMELERININ GROBNER-SHIRSHOV
TABANLARI

2.1. Giris

Bu bdliimiin genel amaci, 3. Béliimde orijinal bir sonug altinda inceleyecegimiz
Grobner-Shirshov tabanlarinin bilinen yapilarda nasil isledigini gérmektir. Bunun i¢in
1. Boliim ikinci kisimda temelini verdigimiz Grébner-Shirshov taban teorisini
hatirlamak gerekmektedir.

2. Boliim tig ana basliktan olusmaktadr. Ilk olarak monoidlerin Schiitzenberger
carpimi (Ates ve ark., 2011) igin Grobner-Shirshov taban bulunacaktir. Sonrasinda
sirast ile monoidlerin graf garpimi (Ates ve ark., 2011) ve Chinese monoidler (Chen ve
Qiu, 2008) igin Grobner-Shirshov tabanlar verilecektir. Bulunan taban elemanlar:
lizerinden bu cebirsel yapilarin normal formlari bulunup buna bagli olarak da yapilarin

kelime problemleri hakkindaki sonuglar verilecektir.

2.2. Monoidlerin Schiitzenberger Carpimi i¢in Grébner Shirshov Taban

Bir tip doktoru olan Marcel-Paul Schiitzenberger tarafindan ikinci doktarasini
matematik alaninda yaptig1 sirada ortaya koydugu bu g¢arpim, giiniimiizde 6nemli bir
calisma konusu olmustur. Clinkii monoidlerin Schiitzenberger ¢arpimi, alinan iki
monoidin tanimlanacak olan kural altinda yeni bir monoid olusturmasidir. Hakkinda
kisaca agiklama yaptigimiz bu g¢arpim igin sirastyla tanim, sunus, Grobner-Shirshov
taban ve buna bagli sonuglar verilecektir. Bu bsliimiin temel tanimlari harig ana teori ve

sonuglart (Ates ve ark., 2011) referansindan alinmigtir.

2.2.1. Tammm : 4 ve B monoid olsun. Ayrica Pc AxBveae A,be Bigin
aP={(ac, d)|(c,d) eP} (R))
Pb={(c,ab)|(c,d) e P} (2.2)

seklinde iki kiime tanimlansin. Buna gére A ve B monoidlerinin Schiitzenberger

¢arpumi, 6 (Ax B) kuvvet kiimesi olmak iizere, Ax& (A% B)x B kiimesi altinda

(a,B,b)(a, B,b,)=(aa,, Bb, v a,B,,bb,) (2.3)



islemiyle tanimli bir monoiddir ve 40Bnotasyonu ile gosterilir. 40B monoidinin birim
elemani (1,,9,1,) dir. o
Simdi (2.3) kurali ile verilen ¢arpimin gergekten bir monoid oldugunu gosterelim.

Bir yapinin monoid oldugunu gdstermek igin oncelikle cebirsel bir yapi

oldugunu garanti altina almaliyiz.

(a,B.b)€ Ax5(AxB)xB ve (a,B,b,)e AxS(AxB)x B olmak iizere,
(@>R,5)0(ay, B,b,) = (aa,, Bb, va,B,bb,)

olusturdugumuz yeni sirali iiglii, elemanlarini da aldigimiz Axé‘(AxB)xB kiimesinin

elemanidir. Bostan farkli bir kiime cebirsel yapi ise kapalilik 6zelligi saglanir (Cevik

b

2010). Kapalilik ozelligi ile iliskilendirilen bu 6zellige dayanarak kapalilik 6zelliginin

saglandig1 garanti altina alindi.

Tanimda  s6zii  gegen (1,,9,15) birim  elemaninin  varligini
gosterelim. (a,, B,b,) € Ax 5(AxB)xB olmak iizere,
(LD:15)0(a, B.b) =(a, R, 5)0(1,.D.1,) =(a, B.b,)
esitliklerinin saglandigint gostermeliyiz.
(LsD:15)0(a, B.by) =(a, DR, b) =(a,, B,b,)
(@, R.8)0(LD,1,) =(a, L vD.b,) =(a, R.b,)
dir.

Son olarak birlesme &zelligini de géstermek ¢arpimin monoid oldugunu
gostermeye yetecektir. (@, B,b) € Ax5(AxB)x B, (a,,B,,b,) € AxS5(AxB)x B ve
(a5, B,b)e AxS5(AxB)x B olmak iizere,

((a,,Pl,bl)O(aZ,PZ,bZ))O(a3,P3,b3) =(aa,, Rb,  a,P,,bb,)0(a;, B, b;)
(aa,a,,(Pb, Ua,P, )b, U b,a asBbibsber
=(a, B,b,)O(aya5, Bby U a, By, byb,)
=(a, B.b,)0((ay, B,,5,) (a3, P, by))

oldugundan birlesme oOzelligi garanti altina alinir. Bu durumda AOBg¢arpimi bir
monoiddir. o
Monoidlerin Schiitzenberger ¢arpiminin sunusunu verebilmek igin 6ncelikle

tiretildigi kiimeyi gosterelim.
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2.2.2. Onerme (Ruskue, 1999): A4 ve B monoidleri sirastyla X ve Y kiimeleri

tarafindan Uretilsin. Bu durumda 40B Schiitzenberger carpimi

{(x,@,lB)IxeX}u{(lA,Q,y)lyeY}u{(lA,{(a,b)},lB)|aeA,beB}
kiimesi tarafindan {iretilir. o

Ispat:a,,a,,a,€ 4, b,b,,b, € B ve PB,P, < Ax B olsun.

(4,2.1,) (@, D1, ) = (2,0, 2.1, 2.4)
(L:2.6)(1,,D.6,) = (1,,D,bb,) 2.5)
(LioRs15) (L Bly) = (1, RUB,1,) (2.6)
(L6 @.5) (L, P1, ) (@ @.1,) = (a, P,b) @.7)

Genel olarak verilen bu iirete¢ kiimesi A0Bgarpimi i¢in miimkiin olan en lyi
treteg kiimesidir. Burada bahsedilen miimkiin olan en iyi iirete¢ kiimesinden kasit,

monoid elemanlarinin tretildigi kiimelerin ayristirilamayacak en sade halde olmasini
saglamaktir.  Aslinda, X'U{l,}ve YU{l,}kiimelerinin tiim elemanlar1 sirasiyla 4
ve Bkiimeleri iginde ayrigtirilamaz ise bu durumda 2.2.2 Onerme den tiim tiretegler
AOBgarpimi iginde ayristirilamazdir.En iyi iirete¢ kiimesinde soz ettigimiz gibi
buradaki amacimiz monoid elemanlarini olusturabilecek ayristirilamaz en sade kiimeye
ulagabilmektir. ~ Bu nedenle (2.4)-(2.7) bagntilart 40B monoidinin tiim lireteg
kiimesine aittir. |

2.2.2. C")nermesiyle tanimlanan lirete¢ kiimesini kullanarak, A40B sunusu

asagidaki teoremde verilmektedir.

2.2.3. Teorem (Ruskuec, 1999): Ave B monoidleri sirasiyla $,=(X;R) ve

$5 =(X,;R,) sunuslart ile temsil edilsinler. Bu durumda AO0Bgarpiminin iireteg

kiimesi

Z=X,0X,0{Z,,lac4,beB} (2.8)
dir ve baginti kiimesi ise

R, Ry; (2.9)
20y =Zupr ZpZ. =2 2, (aded,  bbeB), (2.10)

ah b

X245 =2, 5% (x,€X,, aed4, beB), 2.11)
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25Xy = X2, (x,eX,,acd, beB), (2.12)
XX, = X% (x X, x, €X,). (2.13)
seklindedir.o

Tezin birinci béliimiinde belirtmis oldugumuz gibi bir cebirsel yapinin Grobner-
Shirshov tabanini elde edebilmek igin o yapinin sunusuna ulagmaliyiz. Monoidlerin
Schiitzenberger garpiminin iireteg ve baginti kiimesi yukarida verilmistir. Monoidlerin
schiitzenberger ¢arpimi sunusunda verilmis olan bagintilar igin iiretegler arasindaki
stralama asagidaki gibidir.
ox, € X,(1<i<2) igin x >x,,
ow, e M, (1<i<2) igin x>z, >x,

ew, >w, yada w =w, iken w,>w, igin (w,,w2)>(w,',w'2)

o(wl,w2)>(w,,w2), w,w,eM,(1<i<2) igin z, >z,

2.2.4. Teorem (Ates ve ark., 2011): M 0M, igin Grobner-Shirshov tabani

1) v =1, @) v =v,, B2, =z

wWwy wW,wy 2

(4) le'l ,||'2 er]._u'z. = Z"'ll ,wz' le'l ,“'z b

(5) xlzwl,w2 = Z.\',w,,w2 x] > (6) Zwl,wz x2 = xZZwl,u'z.\'z ’
(7) %%, =%,
bagintilarindan olusmaktadir. Buradaki u,=v, e R (1<i<2)dir. o

Ispat: Ispat boyunca kullanilacak olan zz notasyonu son lireteci igermeyen kelime,

u, notasyonu ise ilk lireteci igermeyen kelime olarak kullanilacaktir. (1)-(7) bagntilari

arasindaki tiim igeren ve kesisen bileskelerin tekil oldugunun gosterilmesi
gerekmektedir. Bu bagntilar arasinda igeren bileskeler bulunmadigindan sadece kesisen
bileskelerin tekil oldugunun gésterilmesi ispati tamamlamak i¢in yeterli olacaktir.

(1) ve (7) arasindaki bagintilarin kesisimlerinden asagidaki belirsizlikler elde

edilir.



Cizelge 2.1. Polinomlarin kesisimleri sonucu olusan kelimeler

12

UINE) W belirsizlik A () w : belirsizlik
kelimesi kelimesi
(1) & (5) ;l:x 1Z Wy, Wy (4) A (6) W, Wp Z\u" W, x7-
DA 7 300 G)AB) 22
Wy, W,y
(3) A (4) \211, JWy ZW' W (5) N (4) lZ Z s
15W2 W W2 g, w,
3 (6) 2 X G)A(6) Z, oK
Wy, Wy Wy, Wy
@DAG) 2 ©r®) %
Wi Sy, Wi,Wy ol 2
(CINC)) Z. . (M~ R) X1 X Uy
WiW2 g w, —=

Ispat igin gizelgede verilen bilesimlerin tamaminin tekile indirgendigini gostermeliyiz.

Bunlardan bazilari asagida gosterilmistir.

(5) A (6) W= xl Zu’,,wz xZ >

(f’ g)w = (xl Zuj,wz - Z.\'Iui,wz xl )xl - xl (Zw,,ui x2 - x22w|,w2x2 )

=Xz, , X, —Z

W,y

= ')CI‘X"ZZWI R

=Xkl

=X Zx,

AG):w=uxz

(f’ g)“, = (ul - vl )Zw, Wy - ul (xl Zwl Wy

. ul Zwl Wy

~

X W, W,

¥4

uywy,wy

JWaXy

WX,

U —

15Xy

Wi,y 2

—Vz

ux, —

- z.\‘lll'I

Z.\'ln/, R0y

X, =

B AR x] xZ - xl Zu’, R0y

X)X,

Wy
XX

x =0.

X5 lewl WXy

- Z.\'lwl Wy xl )

Wy, Wy _u]xlzwl,wz +ulz

. Z’ll Z.\',wI Wy xl - vl ZwI Wy

Y

Zvl Wi, Wy

ZvlwI Ry Vl

X,y

X, +%%,2

X

W, WXy
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i
=

V4

VW, Wy vl - zv,w,,u'2 v]

B)A6):w=22 . I

W, Wy

2
(fﬂ g)w - (Z ww, - Zw,,wz )xZ - Zwl Wy (Zw, Wy xZ - x2 Zw,,wz.xz )

= 22 Wy, Wy xZ = zw, Wy x2 - Zw, Wy zwl Wy x2 + Zwl Wy x22wl WXy
= Zw, Wy xZ Zw, WXy - Zw, R0Y x2

= XZZW, Wy Xy Zw, JWyXy - Zu'l Wy xZ

= %22u e, Zupan X2 = X2 Zuw iy, X2 Zw oy, = 0.

DHOAd):w=z, =z

W2 T ey u'l,wz’

f =\z, .z -z z zZ. .-z Z..2z2..—-2z..Z..
( ’g)w ( W, Wy Wi v W wy W, Wy Wi,y WLWo W,y WLy WL,

=z, .Z2..Z. .—2Z. .2 Z..
W2 T g, WiLWwy o W T ey
=Z . .ZW "_Z. i i B ow D
WLy WY T, WLy WLy LW
=z =0.

. 2. . Z -Z..Z. .2
WLy Wy, W W WLy Wy Wi

©G)AQ2):w=z X, Uy,

Wy, W,

(f’ g)w = (Zwl,wzx2 _xzzui,wzxz )u__Z _Zw,,u'z (u?_ _VZ)

=z, V2 %2,

W, Wy

U,

Wy Xy

- v2 Zwl R X5 u_ZZwl WXy Uy

=Y,z —,Z =i

= 2%w,m v, Wy, Wy lly

Benzer gekilde tiim kesisim bilesimleri kontrol edildiginde tekil oldugu goriiliir.
Birlesim bilesimi olmadigi i¢in ispat burada tamamlanir. o

Verilen bir cebirsel yapinin Grébner-Shirshov tabanini bulmak o yapinin normal
formunu bulmak i¢in ¢ok kullamigl bir metottur. 1. Boliimde soz edildigi gibi
Composition-Diamond Lemma, Grobner-Shirshov taban kiimesinin elemanlarini

kullanarak o cebirsel yapinin normal formunu bulmamizi saglayacaktir.
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R kiimesi (1)-(7) bagintilarindan olusan bir kiime olsun. Keyfi bir “ € M,0M,
kelimesinin normal formu C(u) olmak iizere, 2.2.4. Teorem ve 1.2.5. Lemma
(Composition- Diamond Lemma) ile bu C(u) normal formunun yapisi asagidaki sonugta

verilmistir.

2.2.5. Sonug (Ates ve ark., 2011): M ,0M, ¢arpiminin her w kelimesi

uZ zm,

Jmy ul s

buradaki u,, u, ve z,, elemanlari sirasiyla weX , ueX, ve

2 my,my

*
z wleMl,wzeMz} seklinde indirgenemez elemanlar olmak iizere

ny ,m, € {Zm,,mz

M, carpimi tek bir temsile sahiptir. Verilen bu temsil monoidlerin Schiitzenberger

¢arpimi i¢in normal formdur. o
2.2.5. Sonug ile monoidlerin Schiitzenberger ¢arpimi i¢in kelime problemi ile

ilgili asagidaki sonug elde edilir.

MoM,

2.2.6. Sonug (Ates ve ark., 2011): Monoidlerin Schiitzenberger ¢carpimi igin

kelime problemi ¢6ziilebilirdir. =

2.3. Monoidlerin Graf Carpimi i¢in Grobner-Shirshov Taban

Graf ¢arpim serbest ve direkt ¢arpimin bir karigimidir. Monoidlerin graf
carpimlart elimizdeki g¢arpimin serbest mi yoksa direkt c¢arpim mi oldugunu
belirlemekte kullanilan bir aragtir. Bu ayirimi yapmak basit graf (diigiim igermeyen
graf) ile miimkiindiir. Grafin her bir kdsesi monoidler ile etiketlenirse monoidlerin graf
garpimi her bir kdse monoidleri ile tiretilen monoiddir. Ureteglerini monoidden
aldigimiz bu garpimin monoid olusturdugu asikardir. Bu monoidin bagint kiimesi, kose
monoidlerin bagmntilarini igermesinin yaninda komsu kose monoid elemanlarinin
degismeliliginin de eklenmesiyle elde edilir (Ates ve ark., 2011).

Hakkinda kisaca agiklama yaptigimiz bu ¢arpim igin sirastyla sunus, Grobner-
Shirsov taban ve bununla ilgili sonuglar verilecektir.

2.3.1. Teorem (Ates ve ark., 2011): M,,M,,..M,(j=4) monoidleri sirasiyla
goMl=<X[|Rl>,SOM2=<X2|R2>,...,50Mi=<Xj|Rj> sunuslart  ile temsil edilsinler.

Monoid sunusunda verilmis olan bagintilar,



15

R = {“n, =V ¥, =V, e n, = },

R, = Uy SV Uy, TVys ey Uy = vz,,,z }’

2

Rf = {ujl = vjl > uf: = vfz o ufmj = vjmj }

seklindedir.

Graf garpim sunusu ise su sekildedir.

Ous = (X0 Xy X, R R RS (217)

yukaridaki sunugta bahsedilen S' bagintis1 S = {x,.x,.+, = Xy Xps XX, = xj.x,} (1<i<))

seklinde daha agik bir sekilde ifade edilebilir. o

Teoremde verilmis olan R, R, ,..., R, bagntilarinin her biri
M,, M,,...M ;monoidleri igin Grdbner-Shirshov tabanlardir. Ayrica dikkat edilmesi
gereken bir diger nokta késelerini M,,M,,...M, seklinde etiketledigimiz basit bir

grafta komsu koseler M, M,

i+ 0lmasidir. Basit bir graf géz oniine alindiginda M, M,
koselerininde komsu kseler oldugu gézden kagmamalidir.

Monoidlerin graf ¢arpimi sunusunda verilmis olan bagntilar igin iiretegler
arasindaki siralama agagidaki gibidir.

i<k=x>x (x,€eX,x, X)) (2.18)

2.3.2. Teorem (Ates ve ark., 2011): Monoidlerin graf ¢arpimlarini Grobner-Shirshov
taban bagintilari
M) wu, =v, (A=<ig)), @)xx,, =x,x (1<i<j-1),

*

G xx,=xx (Si<j-1), @ xWuky =XxW,, (1<I<7-2)ve (m,, € X\),
seklindedir. o
Ispat: Verilen bagintilarin Grdbner-Shirshov taban oldugunu gostermek igin olusan
tiim kesigim bilesimlerinin tekil oldugunu gostermeliyiz. Ispati kolaylastirmak adina
asagidaki durumlari géz Oniinde bulundurmak ispatin daha kolay anlasiimasini
saglayacaktir.

1. R i¢indeki bagintilardan olusan kesisim kelimeleri,

2. S'igindeki bagintilardan olusan kesisim kelimeleri,
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3. R veS' arasindaki kesisimlerden olusan kelimeler.

S'iginden aldigim iki polinom g, =xx,,, —x,x, ve g, = ise

X;

i+2 -X

2%

l+1 i+l

olusan belirsiz kelime w=xx,,x,, seklinde olacaktir. Bu durumda kesisim bilesimine
gore

(gl’gZ)w =g|b—ag2

( :+l lx )x:+2 X; (Al+l i+2 —xi+2xi+l)
=X xl+lxl+2 xi+lx x:+7 :+lx1+7 +X; xl+2xl+l
=X x1+2x1+l :+I'x xl+2

tekil degildir.
S'iginden aldigim bir diger kesisim asagidaki gibi olmaktadir.
gl x1+lx1+" _xi+’7x1+] ve gz x1+7x:+3 xi+3xl+2 iSC

olusan belirsiz kelime w=x,, x,,x,

.3 seklinde olacaktir. Bu durumda kesisim

I+2
bilesimine gére

(81582, = glb —ag,
= (xl+l iv2 ~ XigaXis )xi+3 —Xisl (xl+7 i3~ Xiss 1+7)

X; - X X. . +X X,

1+l i+3 i+l :+7 i+3 i+l :+3 i+2

—-X X

i+2 /+l i+3

=xi+lx x/+3 xi+2

X;

/+l i+3 1+7

tekil degildir.
Birinci bdliimde anlatildigi gibi tekil olmayan bagintilar, cebirsel yapinin
sunusunda verilen bagintilara eklenilerek Grobner-Shirshov taban bagintilar elde
edilir. Tekil olmayan bu bagnti 4. baginti olarak eklenmistir.
Ispati tamamlamadan 6nce tekil olan bazi bagintilart kontrol edelim.
h=xX, =%X,%, h=xW, X, —X,xW,

ise W=xx,, W,

i7i+] i+ i i+2 i+37i+2
(hshy),, = hb—ah,
= (XX = XX ) W30 = X, (X Wi3Xi = X10%10 Wias)
XiXin WissXiva = X XiWiisXio = XX WigaXipo T XXX Wiis
x:xz+7 :+lw:+3 ‘xi+lx 1'V:+3'x:+”
l+lxxl+7M}:+3 i+lxw):+3x:+‘> = i+1x 1+3x:+7 xi+1ijl+3 +7_0

Benzer sekilde tiim kesisim bilesimleri kontrol edildiginde tekil oldugu gbriiliir.
Birlesim bilesimi olmadigi i¢in ispat burada tamamlanir. o
R kiimesi (1)-(4) bagintilarindan olusan bir kiime olsun. Monoidlerin graf

carpimlar kiimesinden alinan keyfi bir # kelimesinin normal formu C(u) olmak iizere,
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2.3.2. Teorem ve 1.2.5. Lemma (Composition- Diamond Lemma) ile bu C(x) normal

formunun yapisi asagidaki sonugta verilmistir.

2.3.3. Sonug (Ates ve ark., 2011): M monoidinin her w kelimesi W, W,...w, normal
formlarindan birine sahiptir. Buradaki w,'nin her biri A4, monoidinin bazi kdse
elemanlaridir. Asagida verilen algoritma monoidlerin graf ¢arpimlarinda bizi normal

forma gotiirebilecek bir aragtir.

1.w, =1 kaldirmak.

2. ww,, tek eleman: ile M, monoidinin benzer kdselerinde olan w, ve w,,

P+
ardisik elemanlari ile yer degistirmek.

3.w,w,

Ve w,w ardigik elemanlar igin wile w,

s> W, ile w 'nin yer
degistirmesi. o
2.3.3. Sonug ile monoidlerin graf ¢arpimi igin kelime problemi ile ilgili

asagidaki sonug elde edilir.

2.3.4. Sonug (Ates ve ark., 2011): Monoidlerin graf ¢arpimi igin kelime problemi

¢oziilebilirdir. ©

2.4. Chinese Monoid i¢in Grébner-Shirshov Taban

Chinese monoid her a<b<c igin cba=cab=bca bagntilari ile tam sirali
alfabeler tarafindan iiretilen bir monoiddir. Duchamp ve Krob tarafindan 1994 yilinda
kesfedilen bu ¢arpim Julien Cassaigne, Marc Espie, Daniel Krob, Jean-Christophe
Novelli, ve Florent Hivert tarafindan 2001 yilinda ayrintili olarak ¢alistimistir.

Bu béliimde Chinese monoidler igin Grobner-Shirshov taban verilecek ve daha
sonra normal formunu bulmak igin bir algoritma verilecektir. Simdi taban bulmamizi

saglayacak olan Chinese Monoid sunusunu inceleyelim.

2.4.1. Teorem (Chen ve Qiu, 2008): 4= {x,. ]i € [} iyi sirali kiime olmak iizere Chinese

monoid Ttarafindan iiretilen A free monoidi iizerinde bir denklik sinifidir. T
asagidaki bagntilari igerir.

® XXX, SXXX, =X XX, i>j>k (2.19)

° XXX, =XXX, i>j (2.20)
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x,.x,.x_I =x,.xjx,. i> .
> (2.21)

Chinese monoidlerin Grobner-Shirshov taban bagintilarini olugturmak icin gerekli

siralama yukarida bagintilarin her biri igin ayr1 ayri verilmistir. o

2.4.2. Teorem (Chen ve Qiu, 2008): Chinese monoidlerin Grébner-Shirshov taban

bagntilar
(1) x,x,x, = x x.%,,

(4) xxx; =x,x x

(I L

2) XXX, = XXX,

5 XX, %%, = XX,

) xx;x; =xxx,,

XX ;5

bigimindedir. Buradaki x,,x ,x, € 4 ve i> j>kdir. o

Ispat: Olusan

tim kesisim bilesimlerinin tekil

oldugunu gostermek ispati

tamamlayacagi igin oncelikle kesigim bilesimlerini olusturalim.

Ispat boyunca x, yerine i, x; yerine jgosterimleri kullanilacaktir. (1) ve (5)

arasindaki bagintilarin kesisimlerinden asagidaki belirsizlikler elde edilir.

DA :w=ijkk,, i>j>k>k
DA@):w=ijjk, i>j>j >k
OA®:w=ikjjy, i>j>k>j,
DA@):w=ijkkj,, i>j>k>j
DAG):w=ikjkkk,, i>j>k> j, >k
DAV :w=ikjk, i>j>k, j>j >k
A& :w=ikjjj,, i>j>k, j> ]
VAW :w=ijjjik, i>j>j, >k

DA :w=ik, i>j>k

DA@):w=iijj,, i>j>j

YA :w=ijikjk, i>j>k> j, >k

DA :w=ijkjk, i>j>k>j >k
DA@):w=ikjk, i>j>k>j >k
DAQ):w=ijkk, i>j>k
DAG):w=ijkik, i>j>k>k
QAQ):w=ikik j,, i>j>k, i>], >k
@QAQ):w=ikji, i> >k j> ),
AGB):w=ikjj jk, i>j>k,j>j >k

CVAQ@):w=ijjk j,, i>j>ji >k

CIA@):w=ijjj,, i>]> ]

(4)/\(1):W:iijj]k1= i>j>j1>k1
DA Q) :w=iijk,j,, i>j>j, >k
WDAQB):w=iijj, i>]

BDA@):w=ijj, i>)>j,

(4)/\(5):W=ﬁjk1]jl, i>j>j >k
O)AN):w=ijikk,, i>j>k>k
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O)YAQ2):w=ijikk j,, i>j>k> j >k OINR):w=ijikj,, i>j>k, i>j >k
OINQ):w=ijikj j,, i>j>k> j OIN@):w=ijikkj,, i>j>k> j
GIAG):w=ijikik,, i>j>k >k GING):w=ijikjkk,, i>j>k>k

Ispat i¢in verilen bilesimlerin tamamunin tekile indirgendigini gostermeliyiz.
Bunlardan bazilari asagida gésterilmistir.
MAD = fiijk—jik (G>j>k)
g kjk —jikk, (k>ji>k) =(0>j>k>j >k)

w=ijkjk,
(f>8),, =ik~ jik) jik,~ij (ki k, = j,kk,)

=ijkj\k, — jikjk, — ik k, + ijj Kk,

= ijj Kk, — jikijk

=ikjk — jikiik, = jikjk, — jikjk = 0.

DOAQ)= fijk—jik (i>]>k)
g kk j,— jikk, (k> j, >k)
w=ijkk, j,
(f>8),, =ik~ jik) k. j, —ij (kk,J, — Jjikk, )
=1jkk, j, — jikk, j, —ijkk, j, + ijj kk,
= ijj\kk, — jikk, j, = ijkk, j, —ijkk, j, =0.

DAQG)= f:ijk—jik (i>j>k)
g: k- ik, (k> )

w=ijkj, j,

(f.8), =k~ jik) jij, ~ii (ki\J, = Jiki,)
=1ijkj, j, — Jikj, J, — ik, J, + iij K,
=1j\k, — Jikj\j, =ik J, — kG jy = 0.

QA AD)=> fikg—jik (i>]>k)



gk =ik (G > j > k)
w=ikjjk,
(f-8), =(iki = jik) jik —ik (jj.k, - j,jk,)
=ikjj\k, — jikj\k, —ikjjk, +ikj, jk,
=ikjj\k, — jikj\k, = ikjj,k, —ikjj k, = 0.

QAQR)= fiki— jik (> j> k)
g jkj—ijk (> j, > k)
w=ikjk, j,
(/>8), =(ikj — jik) k j, —ik (jkj, = jifk;)
= ik, j, — jikk,j, — ikik, j, + ik, jk

=ikj, jk, — jikk, j, = ikjk, j, —ikjk, j, = 0.

QA@) = fiki—jik (i>j>k)
g = hih G>J))
w = ikjj, j,
(f.8),, = (iki = jik) jij, =ik (jj.j, = jiji)
= ikjj\J, — jikj,Jy —ikj Jy + ik, Jj,
= ikj\ jj, — Jikj, Jy
= ik}, j —ikjj, j, = 0.

QA= f:ikj— jik (> j > k)
g Jih = Jini (G>Jj)
w = ikjjj,
(f.8),, = (ki — jik) jj, — ik (jij, - jj./)
= ikjjj, — jikjj, — ikjjj, +ikjj, j
= ikjj, J — jikjj,
= ikjjj, —ikjjj, = 0.
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QAWM= f i - jij (i > J)

g ik =1k (G>4>k)=(>j>j,>k)
w= ijjjk,
(f.8), =~ jir) ik = (i, — jijk,)

= iijjk = jifjk — ik, + ijj, ik,

= ijj,jk — jijjk,

= ifj,jk —ijj.jk, =0.

GVAQ@) = £ 24— jij (i> )
g ki =idk G>ji>k) =@G>j>j>k)
w=ijjk,j,
(f.8), =i — ji) ks =i Gk — jiJk,)
= ik J, = jiik,j, — ifjk , + 157, jk,

=1jj,jk — jijk j, =ijjk j, = 0.

AA@)= fgjj—jij (> ))
g L= hih U>4) =0>j>J)

G AW = fijik—ikif (> j>k)

g ik, — jikk, (k> j, > k)
w=1ijikj k,
(f.8), =(Fik—ikij) j.k, —iji (ki .k, — jkk,)

21
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= ijik ke, — ikifj e, — ijikg k, +iij Kk,
= ijij e, — ki,
= ijikj k, —ijikj .k, = 0.
O)A@) = frijik—ikij (>j>k)(@>j>k>j)
gk =ik, (k> )
w = ijikkj,
(/>8),, =ik —ikij) kj, —iji (kkj, — kj k)
= ijikkj, — ikijkj, — ijikig, + ijikj K
= il ik
= ijikkj, —ijikkj, = 0.
Benzer gekilde tiim kesisim bilesimleri kontrol edildiginde tekil oldugu goriiliir.
Birlesim bilesimi olmadigi i¢in ispat burada tamamlanir. o
R kiimesi (1)-(5) bagintilarindan olusan bir kiime olsun. Chinese monoidlerin
kiimesinden alinan keyfi bir # kelimesinin normal formu C(u) olmak iizere, 2.4.2.

Teorem ve 1.2.5. Lemma (Composition- Diamond Lemma) ile bu C() normal

formunun yapisi asagidaki sonugta verilmistir.

2.4.3. Sonug (Chen ve Qiu, 2008): Chinese monoidlerin her w kelimesi

U, =ww," *w,,
buradaki n >0 olmak iizere tek bir temsile sahiptir. Verilen bu temsil Chinese monoid
i¢in normal formdur. o

2.4.3. Sonug ile Chinese monoid igin kelime problemi ile ilgili asagidaki sonug

elde edilir.

2.4.4. Sonuc¢ (Chen ve Qiu, 2008): Chinese monoidler i¢in kelime problemi

¢oziilebilirdir. @
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3. BAZI KOMPLEKS YANSIMA GRUPLAR iCIN GROBNER-SHIRSHOV
TABAN

3.1. Giris

N dizi lizerine tanimlanan temel braid gruplar Artin tarafindan 1947 yilinda
literatiire kazandirtlmistir (Artin, 1947). Herhangi bir Coxeter grup kompleks yansima
grubu olarak goriilebilir. Uygun bir braid grubun Coxeter sunusundaki quadratik
bagintilarin goz ardi edilmesi ile bir Artin sunusu olarak belirtilmektedir. Literatiirde
kompleks yansima gruplar ile iliskili braid gruplar “olaganiistii braid gruplar” olarak da
adlandiriimaktadir. (Broué ve ark., 1998) de yazarlar G,-G,, arasindaki tiim
olaganiistli braid gruplardan G,,, G,;, Gy, G;,, G;; ve G,, harig tiim diger gruplar igin
sunug vermiglerdir. Bu 6 olaganiistii braid gruplar i¢in ise sunuslar ilk kez (Bessis ve
Michel, 2004) de verilmistir.

1954 yilinda Shephard ve Todd tiim sonlu kompleks yansima gruplarini
siniflandirmigtir (Shephard ve Todd, 1954). Daha sonra 1976 yilinda Cohen; kdk
sistemi, vektor graflar1 ve kok graflari kullanarak bu gruplar igin daha sistematik bir
tanim vermigtir (Cohen, 1976). 2000 yilinda ise Howlett ve Shi basit kok sistemi
tanimlayarak, tipki Coxeter gruplarda oldugu gibi iiretegler ve bagintilar ile bir sunusa
sahip olan kompleks yansima gruplarini olusturmustur (Howlett ve Shi, 2000). Daha
sonra Shi G,,, G,,, G,; ve G, kompleks yansima gruplar: i¢in bu gruplarin denk
olmayan tiim basit k&k sistemlerini elde etmistir (Shi, 2002). Shi ayni g¢alismasinda bu
gruplarin kongriient olmayan tiim sunuslarini vermistir. Bu béliimde kisaca anlatilan
compleks reflection gruplar ile ilgili ayrintili bilgiler (Cohen, 1976), (Cohen ve Suctu,
1998), (Howlett ve Shi, 2000), (Shephard ve Todd, 1954) ve (Shi, 2002) kaynaklarinda
bulunabilir.

G,, ve G,, kompleks yansima gruplart ile iligkili braid gruplari i¢in sunus ilk
kez (Bessis ve Michel, 2004) tarafindan verilmistir. Bu ¢alismada yazarlar sunuslar
elde ederken Van Kampen metodunu uygulayan bir GAP programi olan VKCURVE
paketini kullanmiglardir. Ayrica ayni galismada yazarlar G,,, G;,, G;; ve G,
gruplarinin sunuslart ile ilgili varsayimlarda bulunmuslardir. Bu béliimde verilecek olan

kompleks yansima gruplari igin sunuglar ve bu gruplar hakkindaki bilgilere yukarida adi

gecen kaynaklardan ulasilabilir.
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Tezin bu bdliimiinde yer alan 3.2.2., 3.2.3., 3.24., 3.3.2,, 3.3.3. ve 3.3.4.

teoremler tarafimizdan ispatlanmigtir.

3.2. G,, Kompleks Yansima Gruplari ile Iligkili Braid Grubun Kongriians Sinifi

Bu grup i¢in kullanacagimiz birden g¢ok sunus bulunmaktadir. Bir cebirsel yap1
icin verilen sunuslar denklik siniflari kullanilarak degistirilebilmektedir. Verilen yapinin
her farkli sunusu bize o yapinin farkli 6zellikleri hakkinda fikir vermektedir. (Shi, 2005)

Tezimizin bu béliimiinde G,, grubu ve bu grubun denklik sinifi igin Grobner-

Shirshov taban bulacagiz.

3.2.1. Teorem (Shi, 2005): G,, kompleks yansima gruplar: ile iligkili braid grubun

denklik sinifinin monoid sunusu

Vo 2_ L 2_ 2 _ _ _ _
#c, = <S,,S2,S3 857 =8y =85 =1,8515585,5; = 535,538, 55, 5| = 5,515,,5,535,5; = 555,535,

§5818,838,8) = 535,855,535, >

seklindedir. o

G,, kompleks yansima gruplari ile iligkili braid grubun kongriians sinifi igin

tiretegler arasinda segilen siralama s, > s, > s, seklindedir.

3.2.2. Teorem: G,, grubunun Grébner-Shirshov tabani

1) st =1 (2) & =1 3) s =1

(4) 5,558,855 = 555,555, (B) 85,8, = 5,55, (6) 5,555,585 = 555,555,

(7) 5,515,855,8) = 535555535,

bagntilarindan olugsmaktadir. o

Ispat: Polinomlar arasinda birlesim bilesimi olmadig: igin kesigim bilesiminden olusan
kelimelerin tekil oldugunu gostermek ispati tamamlayacaktir. Simdi olusacak kesigim
bilesimlerini inceleyelim.

OA):w=s], M A@D):w= 55,55,

QAQR):w=s, MAG):w=sis,s,



B)AQB):w=s2,

QA7) :w=525,5,5,5,5,,
GYAD):w=s,5,57,
OC)AB) :w=15,5,5,5,5,,
(D AQ) W =5,5,5,5,5,57,

(D AB): w=15,5,5,5:5,5,5,5,.
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@)A(6):w= s22s3s‘,_s3 s
(D AQB):w=s5,5,5,52,
OIN@B):w=5,5,5,5,5,S;,
(6) A(3): w=s,8,5,52,

MA@ :w= 858,8,8:5,8,5,8,855

Verilen tiim kelimeler tekildir. Bunlardan bazilarini kontrol edelim.

MA@ :w=s]s,5,5,,

(f.g), = (312 - 1).93s,s3 — 5, (5,535,5; = 5;5,5,5,)

= 81538153815) — 835,53
= 535,555,5, — 555,55

=0.

A (T): w=575,5,5,5,5,,

2
(fa g)w = (Sz —1)S1S2S3szsl =5 (S2SIS2S3S2SI —S3s2S,S2S3S2)

853875152538, = 55,535,5,
= 5,855,5,5,535,5) — 5,5,5,5,5,5,
= 855835,85,5,5585 — 815,535,
= 8,5,5,8, —5,5,5;5,

=0.

DAQB):w=s,5,5,57,

(f: g),., = (S1S35153 —s3s,s3sl)s3 = 851538 (s32 -

31858, — 85,5:8:5;
= 8,855, = 8384588,

=0.

) A (@A) : w=5,5,5,5;5,5;,

)
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(fa g)w = (slszsl —5,8,8, )533153 =85, (S1S3S1S3 — 5351835, )
= 85,8558, = 558,5,5,5;5,
= 88, 855,5,5,5; — 5,8,5,5,8,555
= 5,5,85555,558, — 5,5,5,555,
= 5,5,5,555, — 5,5,5,535,
=85,5,5,5,5, = 5,5,5,535,
=0.

(MDA Q) : W= 5,5,5,5,5,5,535,53,
(f’ g)“, = (S2SIS2S3S2SI —S3s2S|SZS3S2)S3S,S3 = 525155835, (SIS3S1S3 _S3S1S3Sl)
= 5815, 838,535,558) — 535,5,5,835,535,5;
= 8 8, S B80S, — 55,5 55558, 5, 5,5
= 5,51555,855,88538153 = 535,51 555,535,5,5353
= 5,51855855, 5351 5585) = 535,5,535,535,5,
= 5,8)53535,535,5538) = 8535,5,835,555, 5
= 55152535,51535) = 535,5,535, 535,
= 5387515,535,8535) = 8§35,51535,535,5)
= 835,81555,835,8) = 855,5,535,535,5,
=0.
Yukaridaki incelemeler 151ginda yapilan tiim kesisim bilesenleri tekil olacaktir.
Birlesim bilesiminin olmamasi ispatin tamamlanmis oldugunu gésterir. o

R kiimesi (1)-(7) bagintilarindan olusan bir kiime olsun. Keyfi bir ue Gy,

kelimesinin normal formu C(u) olmak iizere, 3.2.2. Teorem ve 1.2.5. Lemma
(Composition- Diamond Lemma) ile bu C(u) normal formunun yapisi asagidaki

sonugta verilmis.

3.2.3. Sonug: ¥ € G kelimesinin normal formu C(u),
Ws:‘fW'st"s,’W "
bi¢imindedir. Buradaki W, W' ,W" ve W" kelimeleri R-indirgenemez kelimelerdir ve

0<a,B,y<2 dir. o

3.2.3. Sonug ile G,, kompleks yansima grubu ile iliskili braid grubunun

kongriians sinif1 igin kelime problemi ile ilgili asagidaki sonug elde edilir.
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3.2.4. Sonug: G kompleks yansima grubu ile iligkili braid grubun kongriians sinifi

icin kelime problemi ¢oziilebilirdir. ©

3.3. G,, Kompleks Yansima Gruplari ile Iliskili Braid Grup

3.3.1. Teorem (Bessis ve Michel, 2004): G,, kompleks yansima grubu ile iliskili braid
grubu asagidaki sunusa sahiptir. o
£, =(s, L, u, Sist = Ists, susu = usus, tutu = utut, stustus = tustust = ustustu) 3.1

(3.1) sunusunda verilen t iireteci ile usts™u™ ve susts™u™'s™ yer degistirildiginde

sirastyla asagidaki sunuslar elde edilir.

£, =(s, t, u; Sts = Ist, tut = utu, SUSU = USUS, SUSIUSIUS = ustustust) (3.2)
ve
$q, = (s, t,u; StS = ISt, tutu = utut, SUSU = USUS, SULSULS = usutsuf) . (3.3)

(3.3) ile verilen sunusun

ssT=sTs=Lu" = =Luw T =uu=1

8,1, Uy LS = ISt tutu = utut, SUsu = usus, SUtSuts = usutsut,

el |
bigiminde monoid sunusunu ele alalim. Ureteglerimizi u>s>t bigiminde siralayalim.
Kelimeleri 6nce uzunluklarina gore (uzunlugu biiyiik olan kelime digerine gére daha
biiyiiktiir), uzunluklarin esit oldugu durumda ise iiretegler arasindaki u>s>t siralamasina
gore siralayalim.

Daha &nce belirtmis oldugumuz gibi, asagidaki teorem (tipki 3.2.2., 3.2.3.,
3.2.4., 3.3.3. ve 3.3.4. numarali sonuglar gibi) bu tezin tarafimizdan ispatlanan orijinal

sonuglarindandir.

3.3.2. Teorem: G,, kompleks yansima grubu ile iligkili braid grubun Grébner-Shirshov

tabani

1) sts=tst, (2) utut =tutu,

(3) usus = susu, (4) usutsut = sutsuts,
(5) st"st =tst’s"", (6) ut"utu = tutuut™,

(7) us"usu = susuus"™, (8) usut" st = susuts” ,
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s . . k
(9) usutst” utu = sutsutsut” , (10) us"utsut"st* = susuutst"ut (ts'”") ;
oo ' ' v \A
(11-a) ur‘ut (A4,B,A4,B,... 4B, )" s'usu=tutuut (4,B\A,B,..4 B ) sus’,

(11-b) ur*uts" us (BA,B,4,...By 4, )'1 1 utu = tutuut*™ sus" (B',AllBle'z...B' Ay )/1 tut’,

(11-c) ut*ut (4,B,4,B,...AyBy, )" stutsut’st”

= tutuur*™ (A'IB IIA'zBiz---A.NB.N )/1 sus“tsut (l‘Sh—] )p >

(1-¢)* ut*ut (4B.A,B,...4)" s utsut"st”
= tutuut*™ (4,B\,4,B,..A,, ) sus* st (15",
(12-a) usutst" ut (4,B,4,B,...4,B,)" s'usu = sutsutsut” (4,B,4,B,..4,B, )/1 sus’,
(12-b) usuts(z‘".ut)c (ABA,B,...4,) t'utu = sutsut (sut"' )c (A',BIIA'ZB;...A' i )/1L tut”,
(12-¢) usutst” ut (4,B,4,B,...AyB, )" sutsut"st”
= sutsutsut” (4,B\4,B,..4,B, )/1 sus*tsut (15" )p ,
(12-c)* usutst"ut (4 B,A,B,...4y)" s‘utsut"st”
= sutsutsut” (4,B\4,B,..4, )A sus“rsut (15" ),, ,
(13-a) us‘ust"ut (4,B,A4,B,...4,B,)" s usu
= susuus'"'tur" (4,B,4,8,..4,B, ) sus’,
(13-b) us‘us(B,AB,4,...B, Ay )" t'utu = susuus* (B'IA'lB'ZAlz...B' vA N )'1 fut”
(13-c) us‘ust"ut (A4 B,A,B,...4,B,)" s utsut"st?
= susuus*tut" (4B4,B,..4,B, )'1 sus* tsut (5" ),, ,
(13-c)* us*ust"ut (4 B,A,B,...Ay)" s utsut’st?
= susuus* ' tut" (Al B A4,B,...4, ))' sus“"tsut (ts""] )p ’

(14) ss™' =1, 15) s's=1,
ey ' =1, a7 r't=1,
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18) wu' =1, 19) u'u =1

bagintilarindan olugmaktadir. Burada

k,mn>2m,nd,h>1;k , p,c= 0,1; 4, = sus™; B, = ot A =sus®; B =%,
(1<i<N);2=0,1dir. o

Ispat: Teoremde verilmis olan (Sayi-a), (Sayi-b), (Sayi-c) gosterimleri asagidaki iig
durum g6z 6niinde bulundurularak siniflandiriimstir.

1. (Sayr-a) durumlari i¢in; sonlari s“usu alt kelimesi ile biten bagntilarin sol

yanlaridir ve bu alt kelimeden 6nce B, alt kelimesi yer almalidir.

2. (Sayr-b) durumlar igin; sonlart “utu alt kelimesi ile biten bagintilarin sol

yanlaridir ve bu alt kelimeden 6nce A, alt kelimesi yer almalidir.

3. (Sayi-c) durumlari igin; sonlart s“utsut”st” alt kelimesi ile biten bagintilarin sol
yanlaridir ve bu alt kelimeden 6nce A, yada B, alt kelimelerinden biri yer almalidur.
(1)-(19) bagintilar1 arasindaki tiim igeren ve kesisen bileskelerin tekil oldugunun

gosterilmesi gerekmektedir. Bu bagintilar arasinda igeren bileskeler bulunmadigindan

sadece kesisen bileskelerin tekil oldugunun gosterilmesi yeterli olacaktir.
k,mn22m,nd,h21;k, p,c,A=0,1;4 = sus"; B, =t"ut; B; = tut” (1<i < N) olmak

lizere; dncelikle (1) bagintisi ile diger tiim bagintilarin kesisim bileskelerinden olusan

belirsizlikleri diistinelim. Bu belirsizlikler;

MAQ):w=ststs, MAG):w=sts"st,
(A4 : w=stss™ G)AQ):w=st"sts,
BA):w= usut” sts, A0 A D) : w=us"utsut"sts ,

(11=¢)AQ): w=utut (4,B,A,B,...A,B, Y s‘utsut"sts,
(11=c)’ AQ): w=uttut (4B A4,B,...4)" s utsut’sts,
(12—c)A(): w=usutst" ut (4B A4B,...4,B, )" sutsut"sts,
(12—c) AQ): w=wusutst" ut (4B A,B,..4,)" s utsur'sts,
(13=c)A(1): w=us‘ust"ut (4B, A,B,...A,By) " s utsut"sts ,
(13=¢) A1) : w=us*ust" ut (4B, 4,B,...4y)" s utsur’sts,

A5AN):w=s""sts

bi¢cimindedir.



(2) ile (2)-(19) arasindaki bagintilardan elde edilen belirsizlikler ise;
OA@):w=ututut , QYA (6) : w=utut"utu,
Q)A16):w=uturt™
@ A(l-a):w=utut*ut (.A]B,AZB.,_...ANB,\,)/1 stusu,

(2 A(11-b): w=utut*uts" us(4,B,4,B,...B, 4, ) tutu,

) A(11=c):w=utut*ut (4B 4,B,...A,B,)" s"utsut’st”,
@A(11- c)* :w=utut*ut (4,B,4,B,...4, )/1 stutsut"st”

A A(2): w=usutsutut, O)AQ2): w=ut"ututut ,
OIA2):w=ut"utut , (9) A Q) : w = usutst” ututut ,
(11-a)AQ):w=ut*ut (4,B,4,B,..4,B, )" s‘usutut,

(11-b)A(2): w=ur*uts" us(4,B,4,B,...ByAy)" t“utut,
(11=-D)A(2): w=ur*uts" us (4,B,4,B,..ByA, )" t‘ututut,
(12-a)AQ2): w=usutst” ut (4,B,4,B,...4,B, )" s usutut,

(12-8) A (2): w=usuts(¢"ut) (4B A,B,..A, ) t“utut,
(13—a)A(2):w=us"ust"ut (4B, 4,B,...A,B,)" s"usutut,

(13-b) A(2): w=us*us(B,4B,4,...B, A4, )" t“utut ,

(13=b)A(2): w=us"us (B,4,B,4,..B,A, ) t“ututur,

ADAQ) :w=u"utut

bicimindedir.

(3) ile diger bagintilarin kesismesi durumunda;

(3)A(3): w=ususus, (3)A(4): w=ususutsut,
(3)A(7): w=wusus"usu, (3) A(9): w=ususutst" utu,
(3) A(8) : w=ususut"st, (3)A(10): w=usus"ursut" st”,

(3)A(12—a): w=ususutst” ut(4,B,4,B,..4,B,)" s usu,
(3) A(12=b): w=ususutst" ut (A, B A,B,...AyBy)" t“utu,

(3)A(12—c):w=ususutst"ut (4,B,4,B,...A,B,)" s utsut"st”,
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(3)A(12—c)*: w=ususutst"ut (4B A,B,...A;By)" s utsut"st”,
(3)A(13—a): w=usus*ust"ut (4,B,4,B,...A, B, )" s“utsut"st”,
(3) A(13=b) : w=usus*us(B.A B, 4,...By Ay )" t“utu,
(3)A(13—c):w=usus*ust"ut (4,B,4,B,...4,B, )" s* utsut"st”,
(3)A(13=¢)" :w=usus‘ust"ut (4 B.A,B,... 4B, )" s utsut"st”,
(3) A(14): w = ususs™, (6) A (3): w=ur"utusus,
(7) A(3): w=us"ususus, (9) A (3) : w=usutst" utusus,
(11-a)A(3): w=ut'ut (4,B,4,B,..4,B,)" s* usus,
(11-a)A(3): w=ut*ut (4B A4,B,...A,B, )" s'usus,

(11=-b) A(3): w=ur*uts" us(B,A B,4,...B, A, )" t‘utusus,

(12—a) A(3): w=usutst"ut (4,B A,B,...4,B, )" s* usus,

(12-a) A(3): w=usutst"ut (4,B,4,B,...4, B, )" s ususus,

(12-b) A(3): w=usuts(¢"ut) (4 B,A4,B,..A,B, )" s utusus,
(13—=a) A(3): w=us*ust"ut (4,B,4,B,...4, B, )" s* usus,

(13—a) A(3):w=us‘ust"ut (4B, 4,B,...4, B, )" s* ususus,
(13-b) A(3): w=us*us (B AB,4,..By A, t‘utusus,
ADAQ):w=u"usus

belirsizlikleri elde edilir.

(4) bagintisinin diger bagintilarla olusturacagi kesisim bileskeleri ise;

(4) A(6):w = usutsur"utu,
(4)A(11-a):w=usutsut*ut (4B A,B,...A,B,,)" s'usu,

(4) A(11=b) : w=usutsur*uts" us (B, A,B,4,...B, Ay, )" tutu,
(4)A(11=c): w=usutsut*ut (4B A,B,...A,B, )" s‘utsut’st”,
(4)A(11=c) s w=usutsut‘ut (4,B,4,B,... 4, )" s utsut"st”,

(4)A(16):w = usutsurt™,
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(6) A(4):w =us" utusutsut, | (7) A(4):w = us"ususutsut,
(7)~(4):w =us"usutsut, (9)A(4):w= usutst”'dtusutsut,
(11-a)A(4): w=ut*ut (4 B,4,B,..4,B,)" s* usutsut,
(11-a)A(4):w=ur*ut (4B A,B,..A,B,)" s"ususutsut,

(11-b) A(4) : w=ut*uts"us(B,A,B,4,..ByAy)" t“utusutsut,
(12~a) A (4): w=usutst"ut (4B 4,B,...A,B, )" s usutsut,
(12—a)A(4): w=usutst"ut (4B A,B,...4,B, )" s* ususutsut,
(12-b)A(4): w=usuts (t”'ut)c (A4B.A,B,.. 4B, )" t‘utusutsut,
(13—a) A(4):w=us*ust"ut (4,B,4,B,...4,B, )" s“usutsut,
(13—a)A(4):w=us"ust"ut (4,B,4,B,..4,B,)" s ususutsut,
(13-b)A(4):w=us'us(B,AB,A4,...B,4,)" t‘utusutsut,

AN A @) : w=u""usutsut
bigimindedir.
(5) ve (5)-(19) arasindaki bagintilarin kesisimlerinden asagidaki belirsizlikler

elde edilir.
G)AB):w=st"st"st, BYA16): w=st"stt
®)VA(5): w=usut" st"st , (10)A(5) : w=us"utsut™st* st
(11=c)A(S): w=ur*ut (4,B,4,B,...A,B,)" s utsut’st"st ,
(11=c) A(S): w=ut*ut (4, B 4,B,..4,)" s‘utsut"st"st ,
(12—c)A(S): w=usutst" ut (A, B 4, B,...AyBy,)" s utsut’st"st,
* n A d h .m
(12—c) A(5): w=usutst” ut (A B,AB,...Ay)" s'utsut"st"st ,
(13—c) A(5):w=us"ust"ut (4,B,4,B,...A,B,)" s utsut"st"st,

(1 3 _c)* AN (5) w= uskust"lul‘ (A|BIA?_BZ"'AN )/1 Sdutsuthstmst ,

(A5 AB) :w=s""st"st .
(6) bagintis1 ve diger bagintilar arasindaki belirsizlikler ise;

6) A(6) : w=ut"utut"utu , O) A7) : w=ut"utut"usu



(6) A(8) : w =ut"utusut™ st (6) A(9): w = ut"utusutst" utu

3

(6) A(10) : w = ut"utus " utsut* st” ’
() A(11—a): w=ur"utut*ut (4,B,4,B,...A,B,)" s'usu ,
(6) A(11=b) : w=ut"utut*uts" us (B A B, 4,... By Ay Y tutu,
6) A(11=c): w=ut"utut*ut (4,B,A4,B,... 4B, )" s utsut"st”,
©) A(11=c) 1 w=ut"utur*ut (4B, A,B,... A, )" s utsut"st”,
(6) A(12—a): w=ut"utusutst" ut (4, B, 4,B,...4, B, )" s usu,
(6) A(12=b) : w=ur"utusuts (t”" ut)v (4,B,A4,B,...4,)" t"utu,
(6) A(12—c): w=ur"utusutst" ut (4B A,B,...4, B, )" s ursut"st”,
6)A(12=¢) : w=ur"utusutst" ut (4BA4,B,...4,)" s‘utsut"st”,
(6) A(13—a):w=ut"utus ust" ut (A,B,4,B,...A,B, )" s usu,
(6) A(13=b) : w = ut"utus"us (B A B,4,...By A, )" t*utu ,
(6) A(13=c): w=ut"utus*ust" ut (A4, B,4,B,...A,By )" s utsut"st" ,
6)A(13—c) : w=ut"utus ust" ut (4B, 4,B,...4y, )" s"utsut"st”,
O)A(18): w=ut"utuu™, (T A(6) : w=us"usut"utu.
OHA6):w= usutst” utut"utu ,
(11=a) A (6): w=ut*ut (4,B,4,B,...4,B,)" s usut"utu,
(11=B) A (6): w =ut“uts" us (B4, B, 4,..By Ay )" t"utut"utu,,
(A A(6): w=u"ut"utu
bi¢cimindedir.
Simdi ise (7) ve diger bagintilarin kesisimlerinden elde edilen belirsizlikleri
verelim.
(DA(T): w=us"usus"usu , (D A®B): w=us"usut™ st ,

m'

(D A(8): w=us"ususut™ st (D AO): w=us"usutst™ utu ,
(D AO): w=us"ususutst™ utu , () AQ0): w=us"usus utsut"st"

(7 A(11—a): w=us"usut*ut (4 B,A,B,...A,B, )'1 stusu,
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(7) AQU1=b) : w=us"usut*uts" us (B A B, 4,...By 4, ) tutu,

(D AQ1=c):w=us"usut*ut (4B A4,B,...A,B,)" s"utsut"st”,
(A=) : w=us"usur*ut (4B A4,B,...4,)" s utsut"st",

() A(12—a): w=us"ususutst" ut (4,B,4,B,...4,B, ) susu,

(D A(2=a):w=us"usutst” ut (A4,B,4,B,...AyB, )'{ susu,

() A(12-b): w=us"ususuts (t"'ut)c (4B 4,B,..4,) t"utu,

() A(12-b): w=us"usuts (t"luz‘)c (4,BA4,B,...4, )l tutu,

(N A(2=¢):w=us"usutst" ut (4B A,B,...AyBy)" s utsur’st”,
(DAU2=¢)" : w=us"usutst" ut (4B 4,B,..4, )'1 stutsut"st”,
(N A(2=c): w=us"ususutst" ut (4B, 4,B,..AyBy)" sutsut’st”,
(N A(2=¢)" :w=us"ususutst” ut (4 B,A,B,... Ay )" s'utsut’st” ,
(N A(3—a): w=us"usus"ust" ut (4B, A,B,...4, B, )" s'usu ,
(7) A(13=b) : w=us"usus"us (B, 4,B,4,...B, 4, )/1 tutu

(N A(3=c):w=us"usus"ust" ut (4B, 4,B,...4, B, )" s utsutst”,
(N A3=c) :w=us"usus*ust" ut (A B A,B,..4y )" sutsut"st”
(DAA8):w=us"usuu™,

AT :w= usutst” utus" usu ;

(1=a)A(7): w=ut*ut (A B,A,B,..4,B, )" s usus"usu,

(1=b) A(7) : w=ur*uts" us (B,4,B,A,...By Ay )'l tutus"usu
(12-a) A(7): w=usutst"ut (4B, 4,B,...A,B,)" s usus"usu ,
(12-B) A7) w=usuts(¢"ut | (4B,4,B,...4, )" t“utususu,
(13-a)A(7): w=us*ust"ut (A B AB,..4,B, )" s usus"usu,
(A3=b)A(7):w=us*us (B AB,A4,...ByA, ) t‘utus"usu,

AD AT :w=u""us"usu
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bigimindedir.

(8) ve diger bagintilar arasindaki kesisim bileskeleri;
@®)A(16): w=usut" str™ (9) A (8) : w= usutst"utusut™ st ,
(11=a)A®):w=ur'ut (4B A4,B,..4,B,)" s“usut"st ,
(11-a)A(8):w=ur*ut (4 B,4,B,..4,B, )" s‘ususut" st ,
(11-b) A(®): w=ur*uts" us (B, A B, 4,...By A, )" t“utusut” st ,
(12—a) A ®) :w=usutst"ut (4B A,B,...A,B,)" s“usut" st
(12—a) A(8):w=usutst" ut (4,B,4,B,...A, B, )" sususut™ st ,
(12-8) A (8) : w=usuts (t"lut)c (4B A4,B,..A,)" t'utusut™ st ,
(13—=a) A(8): w=us"ust" ut (4,B,4,B,..4,B, ) susut™ st ,
(13-a)A(8): w=us‘ust"ut (A B A,B,...A,B, )" s‘ususut" st
(13=b) A(8): w=us*us (B, A4 B,4,...B, Ay )" t“utusut" st ,
ADA®) :w=u"usut" st
bi¢imindedir.

(9) ile (9)-(19) bagntilarinin kesisimlerinden elde edilen belirsizlikler ise

asagidaki gibidir.

OAO):w= usutst” utusutst™ utu , ODAA0):w= usutst” utus*utsut™ st? ,
DA 1—a) :w = usutst” urut*ut (4,B.A,B,...4,B, )'1 s‘usu,

(9 AQ1=b) 1w = usutst” utut*uts" us(B.A4B,4,...ByAy ) t“utu

Q) AU 1=c) :w = usutst” utut*ut ( 4,B,4,B,...4, B, )" s utsut’st”

O A(1=¢)" 1w =usutst” utut*ut (4B A,B,..A, )'1 s“utsut"st”

(9 A(12—a) :w = usutst" utusutst” ut (4,B,4,B,...A, B, )" stusu,

(9) A(12=B) :w = usutst” utusuts (t”’.ut)c (4B A,B,..4, )'1 tutu,

) A(12—c) 1w =usutst” utusutst” ut (A4,B,A,B,...4,B, )'1 stutsut”st”
NAA2-¢)" :w=usutst" utusutst™ ut (4B 4,B,...4, ))" stutsut”st?

(9 A(13—a) :w=usutst" utus*ust” ut (4B, 4,B,...4, B, )" s*usu,



(9) A(13—b) :w=usutst” utus*us (B, 4,B,4,...By A, ) tutu,

(9 A(13—=c) :w = usutst” utus*ust” ut (4BA,B,...A,B,)" s'utsut"st”,
9) A(13—=c¢)" 1w =usutst” utus*ust” ut (A]BIAZB2 Ay )l sutsut"st”
(9) A(18) :w = usutst” utuu™,

(11=a) A(9) :w=ut‘ut (4,B,A,B,...A,B, )'1 susutst" utu
(1=a) A(9) :w=ut‘ut (4,B,4,B,...A\,B, )/1 s“ususutst" utu
(1= A(9): w=ututs" us(B,A B, 4,...By Ay )" t“utusutst"utu,
(12—a)A(9): w=usutst" ut (4B A,B,...A,B, ) s“ususutst™ utu,
(12—a) A (9) : w = usutst” ut (A,BlAsz...ANBN)/1 s“usutst" utu
(12-b)A(9): w=usuts (t".ut )u (ABA,B,...Ay) t“utusutst" utu ,
(13-a) A (9): w=us*ust"ut (4B A,B,...4,B,)" s ususutst™utu,
(13-a) A (9): w=us*ust"ut (4B A4,B,..4,B, )" s usutst"utu ,
(3=b)A(9) : w=us*us(B,A4B,4,...ByAy ) t“utusutst™ utu,

AN AO): w=u""usutst" utu

bigimindedir.

(10) ile diger bagintilar arasindaki kesisim bileskelerinden elde edilen
belirsizlikler;
10) A(14) : w= us"utsut"ss™ (10) A(16) : w = us"utsut"stt™

(11-a)A(10): w=ur*ut (4,B,4,B,...A,B,)" s usus"utsut"st" ,
(11=b) A(10): w=ut*uts" us (B, A,B, 4y...By Ay )" t utus"utsut"st”,
(12—a) A(10) : w=usutst” ut (4 B4, B,...A By )" s usus™utsut"st”,
(12-b) A (10) : w=usus (¢"ut | (4B, 4,B,.. Ay )" t*utus™utsur"st”,
(13—=a) A(10) : w=us*ust" ut (4,B,4,B,...A,B,, )" s usus™utsut"st” ,
(13=b)A(10) : w=us*us (B, 4B, 4,...By A, )" t utus"utsut"st”,

ADHAAQ0):w= u”us utsut" st
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bigimindedir.
Simdi (11-a), (11-56), (11-¢), (11-¢)", (12-a), (12-b), (12—c¢),
(12-¢)", (13-a), (13-b), (13—c), (13—c¢)" bagntilarinin kendi aralarindaki ve

(15)-(19) bagintilari ile olan kesisim bileskelerinden olusan belirsizlikleri verelim.

(1-a)A(1-a):w=ut‘ut (4, B,4,B,..4,B,)" susut"ut (4,B.4,B,...4,B,)" s"usu,

(1-a)A(11=b):w =ur*ut (4,B,4,B,..A\B,, )" s usut"uts" us(B,AB,A,...ByAy)" t"utu,
(11-a) A(11=c) :w=ut‘ut (4 B,4,B,...A,B,)" s usut"ut (4B A,B,...A,B,)" s"uisut"st",
(A1-a)A(1-c)" :w=ur*ut (A B,A,B,...A,B, )" s"usutut(ABAB,...4,)" s"utsut"st”,

(1-a)A(12—a) :w=ut*ut (4B ,4,B,..A,B, )" susutst"ut(4,B,4,B,...A,B, )" s"usu,
(11-a)A(12—a):w=ut‘ut (A4, B,4,B,...A,B, )" s ususutst" ut (4,B,A4,B,...AyB, )'1 s" usu,
(11-a) A(12=b) :w=ur*ut (4B A,B,...A,By )" s usuts (t"'ut) (4,B.4,B,...4,) "utu,
(11-a) A(12=b) :w=ut‘ut (4,B,4,B,...4, B, )" s ususuts (t"'ut)c (AB,4,B,...A,) t" utu,
(A1-a)A(12—c):w=ut*ut (4,B,A,B,...4, B, )’1 slusutst” ut (4,B,4,B,...A,By )/1 s"utsut"st”,

(1=a)A(12=c)" :w=ut*ut (A B A,B,...A,B, ) susutst"ut (4B .A,B,...4y)" s"utsut"st”,

(1-a)A(12—c):w=ut*ut (4B,4,B,..A,B,)" s'ususutst" ut (4B 4,B,..4,B,)" s"utsut"st”,

(1-a)A(12—¢)" :w=ut*ut (A B A,B,... 4B, )" s'ususutst” ut (4B A,B,...A,)" s"utsu"st”,
(11-a)A(13—a):w=ut*ut (4 BA,B,...A,B,)" s usus"ust" ut (4 B,4,B,..A,By)" s" usu,

(11=a) A(13—b) :w=ut*ut (4, B,4,B,...4yB, )" s usus"us(B,4,B,4,..ByA, )" t"utu,

(1-a)A(13~c):w=ut*ut (4 B,A4,B,...A,B,)" s usus"ust"ut (4,B,4,B,...A, B, )" s"utsut"st”,

(1-a)A(13-c)" :w=ur*ut (4B A,B,...AyB, )'1 s usus™ust"ut (A B,A,B,...Ay )'1 s" utsut"st”,

(11—a) A(18) :w=ut*ut (4, B 4,B,...A,B, )" s usuu™,
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(11-b)A(11-a) :w=ut‘uts" us (B,A B, 4,...B, Ay )" ¢ utut"ut (ABA,B,...4,B,)" s"usu,
(11-b) A(U1=b) :w=ut*uts" us(B,A4 B, 4,...B, Ay )" t“utut"uts" us(B,4,B,A,...By 4, ) t"utu,
(1-b) A(U1=c) :w=ut‘uts" us(B,A B, A4,...B, Ay )" t‘utut"ut (4B A,B,... 4B, )" s"utsu"st”,

(11=b)A(1=¢)" :w =ut‘uts" us(B.AB,4,..ByAy )" tutut™ut (4,B,4,B,...4,)" s"utsut"st”,
(1-b) A(12—a) :w =ut*uts" us(B,AB, 4,...By Ay )" t“utusutst” ut (4B A,B,...A,B, )" s'usu,

(11=b) A(12—) :w =ur*uts" us(B,A,B,,...B, Ay ) t“utusuts (t"'m)" (ABAB,..A,) t'utu,
(11-B) A(12=c) 1w =ur*uts" us (B, 4B, 4,..B, 4, )" t“utusutst” ut (4,B,4,B,...A,By)" s"utsu"st”,
(11=B)A(12—c)" :w =ut‘uts" us(B,4,B,4,...By A, )/1 t'utusutst” ut (4, B,4,B,..4, ) s'utsut"st”,

(11=B) A(13—a) :w =ut*uts" us (B A,B,4,..B, Ay )" t"utus" ust" ut (4,BA4,B,...4,B, )" s'usu,

(11=-B) A(13=b) 2w =ut‘uts" us (B, A B,A,...By Ay ) t'utus"us (B, A B, 4y..By A, ) t"utu,
(11=b) A(13=c) :w=uruts" us (B4 B, 4,...By A, )" t'utus"ust" ut (4B A4,B,...4,B,)" stutsur’st”,
(11=-BD)A(3~c) :w=ur*uts" us(B A B, 4,..By A, ) t“utus"ust" ut (4B A,B,...4y)" sutsut"st?,

(11=B) A(18) :w = ut*uts" us (B4 ByA,...By Ay )" t"utuu™,

(1= A1) : w=ut*ut (4,B,4,B,..4,B,)" s utsut"ss™,

(11-0)" AQ4) : w=ur*ut (4 B,4,B,..4, )" s"utsut"ss™,

(1-c)A(16): w=ut*ut (4B A4B,...A4,B, )" s utsut"stt™,

(11-¢)' A(16): w=ur*ut (4,B,4,B,...4, )" s utsut"stt™,

(12—-a)A(U1—a):w=usutst" ut (4B, 4,B,..A,B,)" s'usut*ut (4B A,B,...4,B,)" s"usu,
(12—a) A(11=b) :w =usutst" ut (4B A,B,...4,By)" s"usut*uts" us (B4 B,4,...By Ay ) t"utu,

(12—a) A (11=c):w =usutst" ut (4B, A4,B,..A,B, )" s'usut*ut (4B A4,B,...4,B,)" s" utsu"st",

(12—a)A(11—c) :w=usutst" ut (4B ,4B,.. 4B, )" s usut‘ut(ABA4B,..4,)" s"utsut"st",
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A h

(12-a)A(12—a):w=usutst" ut (4B 4,B,..A,By)" s usutst™ ut (4B A,B,...AyBy) s'usu,
(12—a)A(12~a) :w=usutst" ut (A B,A,B,...Ay B, )" sususutst™ ut (4,B,4,B,...A,B,)" s"usu,

(12-a) A (12-B) iw = usutst" ut (45,4, B,...A, B, ) s usuts (1" ut | (4,B,4;B,...4,)' t'utu,
(12-@) A(12-b):w = usutst" ut (48,4, B,.. 4B, ) s'ususuts (1" ut| (4B,A,B,...4, )" tutn,
(12-a) A(12—c) :w=usutst" ut (4B, A4,B,...A,B,)" s usutst" ut (4B ,4,B,...A,B)" sutsut"st”,
(12-a)A(12~c)" :w=usutst" ut (4B, A,B,...4,By )/1 s usutst™ ut (,%IIB,AZBZ...A,\,)/1 stutsut"st”,
(12-a)A(12=c) 1w = usutst" ut (4 B A,B,...A,B, )" s‘ususutst" ut (4B 4,B,...4,By)" s"utsut"st”,
(12—a) A(12—¢)" :w=usutst" ut (4B A4,B,...A;B, )'1 s“ususutst™ ut (4B A4,B,..4, )'i stutsut”st”

A

(12-a)A(13—a):w=usutst" ut (A B A,B,...A,B, )" s'usus‘ust” ut (4B A,B,..4,B,)" s'usu,
(12—-a) A(13=b) :w=usutst" ut (4B A4,B,...4;B, )" s'usus*us(B,AB,A4,..ByAy) t" utu,
(12—a)A(13~c):w=usutst" ut (4B A,B,..AyBy,)" s'usus*ust" ut (4,B,4,B,..A,By)" s'utsut"st”,
(12—a) A(13—¢) :w=usutst" ut (4 B A,B,...A, B, )" s'usus‘ust" ut (4,B,4,B,...4y)" sTutsut"st",
(12—a) A(18) :w = usutst" ut (4B A,B,...A, B, s usuu™,

(12-b)A(11-a):w= usuts(t"'ut)” (4B A,B,...A,) tutut*ut (4,B,4,B,..4,B,)" s'usu,
(12-B)AQU1=b)w=usuts (1" ut) (4B AB,...A,)" t'utut'uts" us (B AB, Ay By 4y ) t'ut

(12-b) A(11=c) 1w = usuts (t"'ut)" (AB A4B,...A,)" tutut*ut (4B 4,B,...4,B, ) stutsut'st’,
(12-b)A(ll-c) w= usurs(t"'ut)c (ABAB,...4y ) t“utut*ut (A B A,B,...Ay)" stutsu"st”,
(12-b)A(12—-a):w = usuts (t"l ut)c (4.B,4,5,..4y )" t‘utusutst" ut (4,B,4,B,..4,B, )" s'usu,

(12-b)A(12-b) :w=usuts (t"lut)c (4,B,4,B,..4, )/1 t“utusuts (t"‘ut)c (4,B,4,B,..4, )/1 t"utu,
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(12-B)A(12=):w=usuts(1"ur) (4B,4,B,...A,)" t'utusuist” ut (4B, 4,B,... 4B, ) s'utsur'st”,
(12=-b)A(12—¢)" 1w =usuts (t ut) (ABAB,..4y) t“utusutst” ut (4B 4,B,...4,)" stutsut"st”,

(12-0) A(13=a):w=usuts(¢"ut) (4B,4B,..A,) t'utus'ust”ut (4B, A4,B,...A,B, ) s'usu,
(12=6) A (13=B):w=usuts(t"ut | (4,B,4,B,...A,)" t“utus‘us (BAB,A,...By 4y ) trutu,

(12-0) A(13=c):w=usuts(¢"ut) (4,8,4,B,...4, )" t'utusust” ut (A B,4,B,..A4,B,)" sutsut"st”,
(12=b)A(13—¢)" :w= usuts(t"'ut) (ABAB,...A,) t‘utus‘ust” ut (4B A,B,...A, ) sutsut"st”,

(12-b6)A(18) :w = usuts (t"‘ut)c (4,B.4,B,...4, )/1 tutuu™,

(12—c) A(14) : w=usutst"ut (4B, A4,B,... 4B, )" sutsut’ss™,

(12=¢)' A(14): w=usutst"ut (4B 4,B,...4, )" s“utsut"ss™,

(12—¢c) A(16) : w=usutst"ut (4,B,A4,B,...A,B, )" sutsut"sit™,

(12=¢)" A(16): w=usutst"ut (4,B,4,B,...4, )" s utsut"str™,

(13—a)A(11—a) :w=us*ust"ut (4B 4,B,..4,B,)" s usu"ut (4BA4,B,...4,B,)" s"usu,
(3—a)A(11=b):w=us‘ust"ut (4B A,B,... 4B, )" s usut"uts" us (BAB,4,..By 4, tutu,

(3=a) A(11=c):w=us*ust" ut (4,B,4,B,..4,B, )" s"usut"ut (4,B,A,B,...A,B, ) stutsut"st",
(3=a)A(I1=c)" :w=us‘ust"ut (4B,A,B,..A,B,)" s"usut"ut (4 BA,B,...4)" stutsut"st”,

(13—a)A(12-a):w=us*ust"ut (4,B,4,5,...4,B, )" s"usutst" ut (4,B,4,B,...4,B, ) s'usu,
(13-a)A(12—a) :w=us*ust" ut (4,B,4,B,...4,B,)" s'ususutst" ut (A4B.A,B,..4,B, )" s'usu,
(13~ A(2-b) cw=ustust"ut (4B, A,B,...4B, ) s'usuts 1" ut | (4B,4,B,...4,)' tturu,
(13=a)A(12=b):w=us‘ust" ut (4,8,4,B,...A,B, )" s‘ususuts (t""ut )c (4,8,4,B,..4y )" t'utu,

13—a)A 12—c):w=us"'ust"'ut ABAB,..A,B, ) stusutst"ut(ABAB,..A, B As"utsut"st”,
17=1452%22 N&N { g | 2 N=N
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(13-a)A(12—c)" :w=us*ust"ut (A.B.A,B,..A;B,)" s usutst"ut (4B A,B,..A,)" s'utsut"st”,
(13—a)A(12—c):w=us‘ust" ut (A B,A,B,...A,B, )" s‘ususutst" ut (4B,4,B,..4,B,)" s'utsut"st”,
(13-a)A(12—¢)" rw=us*ust"ut (4B, A,B,...4,B,)" s‘ususutst" ut (4B 4,B,...4,) stutsut’st”,

(13—a)A(13—a) :w =us*ust" ut (4B,A,B,..A,B, )'1 s usus"ust" ut (4B A,B,...A,B, )/1 s"usu,
(13=a) A(13—b) :w =us*ust” ut (4,B,4,B,..A, B, )" s"usus"us (B4 B,4,...By Ay ) t"utu,

(13-a) A(3—c) w=us‘ust" ut (4B 4,B,..A,B, ) s usus"ust" ut (4,B,4,B,...4, By s'utsutst”,
(3—a)A(13—¢) :w=us‘ust" ut (4, B,A4,B,...A\,B, )" s'usus"ust" ut (4B A,B,..4, ) stutsut"st”,

(13-a) A(18) :w =us‘ust" ut (4B A,B,...4yB, )" s'usu™,

(13-b)A(11-a) :w=us"us(B,A4.B,4,..ByA, ) t"utut"ut (4B ,4,B,..4,B,)" s"usu,

(A3=b) A(11=b) :w=us"us (B,AB,4,...ByAy)" t"utut"uts" us( B 4 B,A4,...B, 4, ) t"utu,
(13=b) A(11=c):w=us‘us(B,A B, 4,...B A, ) t“utut"ut (4B A,B,... 4B, )" stutsut’st”,

(13=b)A(11=c)" :w=us'us(B,AB,4,...B, A, ) t“utut"ut (4B,4,B,...Ay)" stutsut"st”,

(3-b)A(12—a):w=us*us(B A B,4,..ByA, ) t‘utusutst” ut (4B, 4,B,.. 4B, )" s"usu

(13-b) A(12—b) :w=us‘us (B AB,4,...ByAy )" t*utusuts (t ut ) (4,B4,B,... 4, tutu,

(13-b)A(12—c) :w =us*us (B4 B,4,..B, Ay )" t‘utusutst" ut (4B A,B,...A;B, )" s'utsur"st?,

(13-b)A(12—c)" :w=us*us(B,4B,4,..By Ay )" t"utusutst" ut (4B A,B,...A,)" s"utsut"st”,

(13=b) A(13—a) :w=us"us (B 4B, 4,..ByAy )" t"utus"ust" ut (4B A,B,..4yB, )" s'usu,
(13-b) A(13—-b) :w=us"us (B4 B,4,..By A, )" t“utus"us(B,A B, 4,..B, Ay )" t"uru,

13-b)A(13—c) :w=us‘us(B,AB,4,..B, A, ) t“utus"ust" ut (4B AB,..A,B,Y stutsut’st”,
197172 NN 11 2 NN

(13-b)A(13-¢)" :w=us*us(BAB,A,..B, A * tutus™ust" ut (A4,B A,B, .. A, ) stutsut"st?
1912242 NN 11 2 N
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(13-B)A(18):w=us*us (B A4,B,4,..By A4, )" t“utuu,
(13—c) A(14) : w=us ust" ut (4,B,4,B,...4,B, )'1 stutsut”ss™,
(13—-0)" A(14) :w=us*ust" ut (4B A,B,...4,)" s'utsur"ss™,
(13—c)A(16) : w=us ust" ut (A4,B,4,B,...4,B, )A stutsut"stt™,
(13—c)' A(16): w=us"ust"ut (4, B.A4B,...4,)" s‘utsut’str™,

A AQ1-a): w=u"ut'ut (4B A4,B,..4,B, )" s'usu,

(A9 A(U1=b): w=u""ut*uts" us(B,4,B,4,..ByAy)" tutu,

(A A(1=c): w=u"utut (4 B.A,B,..A4,B,)" s utsur"st",
ANAA1-c) :w=u"utut (4B A,B,.. 4, )" s'utsut"st”,

(A A(12—a): w=u"usutst" ut (4,B,4,B,...A,B, )" s'usu,
ANA12-b): w=u"usuts (t".ut)c (4B A,B,...4, )'1 t'utu,

A9 A(2=c):w=u"usutst" ut (4, B,4,B,...A,B, )" sutsut"st”,
ANAA2—c) :w=u"usutst" ut (AB,A,B,..4, )" s'utsut"st”,
(A9 A(3—a): w=u"us*ust" ut (4B A4,B,..4,B,)" s'usu,

(A AU3=b): w=u""us"us(B,4,B,4,...ByA,)" t"utu,
ANAU3=c):w=u"us*ust"ut (4,B,A,B,... 4B, s"utsut"st”,
ADA3=c) :w=u"us ust" ut (4B A,B,...4, )/1 s“utsut"st”.

Son olarak (15)-(19) arasindaki bagintilarin kendi aralarindaki kesisimlerinden

elde edilen belirsizlikleri verelim.

(ADHA5):w=ss""s, A5)A14):w=s5""ss",
16 A7) :w=1t7"t, ADA16):w=t"t"",
A8 A9 :w=uu""u, ADAA8): w=u"uu™".

(1)-(19) arasindaki bagintilarin yukarida elde edilen miimkiin olan tiim kesisim

bileskeleri tekildir. Bunlardan bazilarini asagida gosterelim.

(9) A2) : w = usutst" utut,

(f.g), = (usutst"' utu — sutsutsut” ) t —usutst” (utut — tutu )
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= usutst” utut — sutsutsut” t —usutst” utut + usutst” tutu

= usutst” tutu — sutsutsut” t

'+l vy
= sutsutsut” —sutsutsut” =0 .

Bir bagka 6rnek olarak (13—5) A (2) kesisim bileskesini diisiinelim.
(13-b) A(2): w=us*us(B,A4,B,4,..ByAy )" t“ututut,

A=1igin; (f.g), =(us‘usB AB,4y...By Ayt ‘i — susuus*™ B4, B, dy...By A tur’ ) ut

~us‘usB, 4, B, A,...B\ Ayt ut (utut — tutu)

=us*usB A B, A,...B, Ayt ututut — susuus'™ B AB, 4,...B), A tut* tut

—us*usB A B, 4,...B, Ayt ututut + us*usB, A B, A,...B,, At uttutu
= us"usB, 4 B, A,...By Ayt  ututut — susuus*™ B AB,A,...B, A tut’tut
= us*usB A B, A,...B), Ayt ututut — susuus*" B AB, A4,...B, A, tut*"'ut

= susuus*™ B4 B, 4, ... B\ Ay tut™'ut — susuus* " B A B, A,...B, A tut"*ut = 0.

elde edilir.
(12—a) A(4): w=usutst" ut (4,B,4,B,...4, B, )" s“ususutsut ,

A=1 igin; w=usutst” uts“ust"ustust™ut...s" ust™ uts“ususutsut elde
edilir.(f,g), = (usutst” uts“ust® ust ust®ut...s ust®™ uts usu

—sutsutsut” sus® tut” sus tut™ ...sus tut™ sus®)sutsut

. L
—usutst” uts“ustvustust®ut... s ust™ uts?us (usutsut — sutsuts)

= usutst” uts“ust®ustust® ut...s ust™ ust ususutsut

. L
—sutsutsut” sus® tut® sus® tut™ .. .sus" ust®™ sus sutsut

—usutst” uts“ ust ust ust®> ut...s" ust™ uts  ususutsut

. "
Fusutst” uts“ustOust st ut ... ust™ uts ususutsuts

) . by 1
=usutst” uts“ust ust 2 ust>ut...s ust™ uts ususutsuts

—sutsutsut” sus® tut® sus® tut™ .. .sus" ust™ sus‘ sutsut



44

a ay

= usutst” uts“ust®ustust® ut...s™ ust®™ uts? susuutsut

b d+1

. s
—sutsutsut” sus® tut™ sus™ tut™ .. .sus®™ tut®™ sus“ utsut

d+l1

= sutsutsut” sus® tut” sus“ tut™ ...sus® tut™ sus“ utsut

—sutsutsut” sus® tut” sus® tut® ... sus® tut™ sus™utsut = 0.

elde edilir. Bir bagka 6rnek olarak (7) A (3) kesisim bileskesini diisiinelim. Bu durumda
(7) A(3):w = us"usus,
(f, g)w = (us"usu — susuus™™ )s —us" (usus—susu)
=us"usus —susuus""'s — us"usus +us" susu

n+l

= us"susu—susuus""'s = us" " usu — susuus"

= susuus” — susuus” =0.
elde edilir. Simdi ise asagidaki 6rnegi inceleyelim.

ADHA®):w= u M usut” st R

(f 8 ),,, = (u_]u - l)sut". st—u"' (usut” St — susuts” )
= v usut” st — sut” st —u" usut” st +u” susuts”
=y susuts" — sut" st

= uu " susuts” —usut" st = 0.

elde edilir.

(ANA(12-a): w=u"usutst"ut (4B A,B,..A,B,)" s'usu,
(f.g), =(u"u- 1)sutst”lut(A,E,Asz...ANBlV )" susu
—u”' (usutst"' ut (4,B,4,B,...4, B, )'1 s usu — sutsutsut” (4,B,A,B,...A\By )'1 sus” )
=ulusutst" ut (A,B,A,B,...A By )" susu—sutst" ut (ABA,B,...A,B, )" s usu
~u usutst" ut (A,B,4,B,...AyBy)" susu+u " sutsutsut” (4,B,4,B,...4,By)" sus"
=u ' sutsutsut” (A4,B,A4,B,...A4,B, )" sus’ —sutst"ut (4BA4B,...A,B,)" s"usu

= uu” sutsutsut” (A4 B,4,B,...A,By)" sus’ —usutst"ut (4B,4,B,..4,B,)" susu
=1,
elde edilir. Son olarak asagidaki kesisim bilesimini inceleyelim.

(13=c) A(16) : w = us*ust" ut (4,B,4,B,...4, B, )" s utsut"stt™,
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(f.g), = (us"ust"l ut (4B A4B,...ABy)" s utsut"st — susuus' ™ tur" (4B AB,...4,By,)" sus"tsutts" )t*'
—us‘ust" ut (AB,A4,B,...4, B, )" sutsut"s (7 1)
= us*ust"ut (4,B,4,B,...4, B, )" s“utsut"s
—susuus*tut" (4,B,4,B,...4, By )" sus* tsutts" 't
= us*ust” ut (4,B,4,B,...A, B, ) wtsut"st
—susuus*”'tut" (A4,B,A4,B,...A,B,,)" sus* tsutts""'"'t
= susuus'tut" (A4, B,4,B,..4,By )" sus" tsutts""

—susuus*~'tut" (4,B,4,B,...A, B, )" sus* tsutts""'"'t

=0.

elde edilir. o

R kiimesi (1)-(19) bagintilarindan olugan bir kiime olsun. Keyfi bir %€ Gy kelimesinin
normal formu C(u) olmak iizere, 3.3.2. Teorem ve 1.2.5. Lemma (Composition-

Diamond Lemma) ile bu C(u) normal formunun yapisi asagidaki sonugta verilmis.

3.3.3. Sonug: € Gy kelimesinin normal formu C(u),
Wt u™ W' s u s> w"
bigimindedir. Buradaki W, W' ,W" kelimeleri R-indirgenemez kelimelerdir ve
1<i<3i¢in 0<a,,,<n,neN dir. o
3.3.3. Sonug ile G,, kompleks yansima grubu ile iligkili braid grubunun kelime

problemi ile ilgili asagidaki sonug elde edilir.

3.3.4. Sonug: G kompleks yansima grubu ile iligkili braid grubun kelime problemi

¢oziilebilirdir. ©
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4. SONUCLAR VE ONERILER
4.1 Sonuglar
Tez dort ana bsliim altinda toplanmig olup asagidaki sonuglar elde edilmistir.

Tezin ilk boliimiinde grup ve monoid ile ilgili genel tanimlar ve teoremler
verilmig, Grobner-Shirshov metodu ayrintili olarak incelenmistir. Son yillarda oldukca
genis bir ¢alisma alanina sahip olan bu metotla ilgili yapilan bazi 6nemli calismalar

listelenmistir.

Ikinci boliimde bilinen yapilan tizerinde Grébner-Shirshov tabanlar incelenmis
bunun bir sonucu olarak kelime probleminin ¢oziilebilirligi ile ilgili sonuglar

agiklanmustir.

Ugiincii boliimde ise literatiirde olaganiistii braid gruplar olarak da incelenen
kompleks yansima gruplart igin tanimlar ve sunuslari verilmistir. Orijinal bir sonug

olarak verilen bu béliimde kompleks yansima gruplarindan G,, i¢in Grobner-Shirshov

taban bulunarak kelime problemi ¢oziilebilirligi ile ilgili sonug agiklanmustir.
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