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Bu tez beg boliimden olugmaktadir.

Birinci boliim, girig kismina ayrilmig ve tez konusu hakkinda genel bilgiler verilmis-

tir.

Ikinci boliimde, tezin diger boliimlerinde kullanilacak olan ¢n bilgiler, baz1 kavramlar

ve teoremler verilmistir.

Uctincii boliimde, diizlemdeki egriler 6nce Oklid diizleminde sonra afin diizlemde
incelenerek karakterizasyonlar: verilmistir. Daha sonra Oklid egrilikleri ile afin egri-
likleri arasindaki bagint1 verilerek, karakterizasyonlari hakkinda bilgiler ve Frenet-

Serret catilar1 arasindaki gecis matrisleri ve denklemleri verilmistir.

Dordiincii boliimde, uzaydaki egriler 6nce Oklid uzayinda daha sonra afin uzayda
incelenmigtir. Shengjin’ in formiilii kullanilarak afin uzay egrilerinin karakterizasy-
onlar: verilmigtir. Uzaydaki egrilerin Frenet-Serret catilar1 arasindaki gegis matrisleri

ve denklemleri verilmistir.

Beginci boliimde ise bu calismanin sonuglari sonuclar1 ve énemli kullanim alanlar

verilmigtir.
Mayis 2015, 60 sayfa

Anahtar Kelimeler: afin geometri, afin egri, benzer egriler, afin yay parametresi,

afin egrilik, destek fonksiyonu.

i



ABSTRACT
Master Thesis

THEORY OF CURVES IN AFFINE GEOMETRY
Gizem CANSU

Ankara University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Yusuf YAYLI

Co-Supervisor: Doc. Dr. F. Muazzez SIMSIR

This thesis consists of five chapters.

The first chapter is devoted to the introduction and general information about the

subject of the thesis.

The second chapter preliminaries, some definitions and theorems that will be needed

for other sections of the thesis are given.

In the third chapter, Euclidean and affine curves in the plane are examined and their
characterizations are given. Also, it is given information about the characterization
of curvatures, Euclidean and affine curvature, of curves in the plane. Transition

matrix of between Euclidean and afin frame are obtained in the plane.

In the fourth chapter, Euclidean and affine curves are examined in the space. In
this section using the Shengjin’ s formula, characterizations of space curves are
given.Transition matrix of between Euclidean and afin frame are obtained in the

plane.

In the fifth chapter, the importance and the results of this study have been given.

Also it has mentined their application areas.
May 2015, 60 pages
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1. GIRIS

Egriler; geometrinin en temel konularindan birisidir. Matematikte egriler denince
akla ilk gelen en sade kavram; tek boyutlu ve siirekli olan geometrik sekillerdir.
Egriler, diizlemde ve uzayda cok farklh sekillerde bulunabilirler. Oklid uzayinda,
egriler teorisiyle ilgili cok sayida caligma bulunmaktadir ve hala da agirlikla caligil-
maktadir fakat afin diferensiyel geometride bu konuyla alakal yeterli sayida caligma
yoktur. Son yillarda bu konudaki ¢alismalar 6ne ¢ikmaktadir. Bu geometride metrik

ozellikler kullanilamadigindan diger geometrilerden farklilik gostermektedir.

Afin diferensiyel geometrinin uzun bir ge¢misi vardir. Afin diferensiyel geometri
kavramin o6ne siiren ilk kiginin 1841’de A.Transon oldugu diisiiniilmektedir. Fakat
1872 yilinda Felix Klein, afin geometrinin adin1 kendi adini verdigi Klein’s Erlangen
programinda kullanmigtir. W.Blaskche 1937’de afin diferensiyel geometri ile ilgili
birgok kitap yayinlayarak bu konuyu ele almigtir. Nomizu, K. ve Sasaki, T’ de bu
alanda ¢ok 6nemli ¢alismalar yapmiglardir ve 1994 yilinda Afin Diferensiyel Geometri
adinda bir kitap yayinlayarak katkida bulunmuslardir. Tzitzeica, Berwald, Lieb-
mann, Pick, Cartan, Calabi, E.Miiller'in bu konuda ¢esitli caligmalar1 ve makaleleri

vardir. Son yirmi yildir bu alanda ¢ok 6nemli ¢alismalar yapilmigtir.

Egrileri tanimlarken parametreler kullanilir ve kullanilan bu parametreler tek degildir.
Ozellikle yay parametresi, egriler icin cok 6nemlidir. Frenet-Serret catis1 yardimiyla
egrilerin karakterlerini belirlemek icin egrilik kavramini tanimlayabiliriz. Egrilik-
ler tanimlanirken, egri yay parametresi veya keyfi bir parametre ile tanimlanabilir.
Fakat keyfi parametreye gore hesap daha zor oldugundan yay parametresinden yarar-
lanmak daha kullanishdir. Egrilerin diizlemde ve uzayda, Oklidiyen anlamda egrilik-
leri tanmimlanirken afin anlaminda da egrilikleri tanimlanabilir. Diizlemde ve uzayda

egrilerin, Oklid egrilikleri tanimlandig1 gibi afin egrilikleri de tanimlanabilir.

Bu tez ¢aligmasimin 3. boliimiinde; afin doniistimler grubu altinda invaryant olan

diizlemdeki afin egrilerin 6zellikleri incelenmigtir. Tezin bu boliimiinde diizlemdeki

1



egrileri once Oklid diizlemde daha sonra afin diizleminde ele alinarak karakterizas-
yonlar1 incelenmistir. Diizlemdeki egrilerin, Oklid egrilikleri ile afin egrilikleri arasin-
daki bagint1 verilerek karakterizasyonlari hakkinda bilgi verilmigtir. Frenet-Serret
catilar1 arasindaki gecis matrisleri ve denklemleri verilmistir. Daha sonra bu egri-
lerin, yay parametresi yerine destek fonksiyonu yardimiyla da egriliklerinin bulun-
abilecegi aragtirilmigtir. Burada destek fonksiyonunun kullanilmasinin nedeni; yay
parametresi hesabindan daha kolay olmasidir. Ayrica destek fonksiyonu yardimiyla

Oklidiyen egrilik ve afin egrilik hesaplanarak bununla ilgili baz1 sonuclar verilmistir.

4. boliimde, afin doniigsiimler grubu altinda uzayda invaryant olan afin egrilerin 6zel-
likleri incelenmistir. Tezin bu boliimiinde uzaydaki egriler énce Oklid uzayda daha
sonra, Afin uzayinda ele alinarak incelenmistir. Shengjin’ in formiilii kullanilarak
afin uzay egrilerinin karakterizasyonlar1 verilmistir. Uzaydaki egrilerin, Oklid egri-
likleri ile afin egrilikleri hakkinda bilgiler verilmigtir. Uzaydaki Frenet-Serret catilar

arasindaki gecis matrisleri ve denklemleri verilmistir.

Son olarak 5.boliimde ise bu caligma neticesinde elde edilen sonucglar verilmis ve

kullanim alanlarindan bahsedilmigtir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Oklid Uzay ve Afin Uzay

F bir cisim ve V' de, F iizerinde bir vektor uzay: olsun. Herman Weyi tarafindan

ortaya konan aksiyomlarla V' sayesinde bir afin uzay tanimlanabilir.

Tanim 2.1.1 (Afin Uzay): A # & bir kiime ve V', F cismi {izerinde bir n—boyutiu
vektor uzayi olsun. Eger

U:AxA—-V

—

(PQ)—¥(PQ)=P
doniisiimii igin,
(A)Y P,Q,R€ Aigin ¥V (P,R) =V (P,Q)+ ¥ (Q,R)

(A2)V P € AveVa €V igin ¥ (P,Q) = a olacak sekilde bir tek Q € A vardr.

ozelliklerini sagliyorsa A ya V vektor uzay: ile birlesen n — boyutlu bir afin uzay
denir. Ayrica (Al) ve (A2) ozelliklerine ise afin aksiyomlar denir (Hacisalihoglu
1998).

Tanim 2.1.2 (Afin Cat1): V| n — boyutlu bir vektor uzayr ve A, V vektor uzayi
ile birlesen afin uzay olsun. Py, Py, ..., B, € A noktalar icin {PgPl, PP, ..., POPn}

vektor sistemi V' nin bir bazi ise { Py, Py, ..., P, } nokta ciimlesine A afin uzayinm bir

afin ¢atisy denir (Hacisalihoglu 1998).

Teorem 2.1.1: F" standart afin uzayinda bir { Py, P, ..., P,} nokta sisteminin bir

afin cat1 olmasi i¢in gerek ve yeter sart



det : : : #0
PnO Pnl Pnn
1 1 1
olmasidir, burada ) _
Py
Py; .
P, = . , 1 <i<n

P;

dir (Hacisalihoglu 1998).

Tanim 2.1.3 (Afin Koordinat Sistemi): V, F cismi iizerinde vektor uzayi, A,
V' vektor uzayi ile birlesen n — boyutlu afin uzay ve S = { Py, P, ..., P,} kiimesi de
A da bir afin cat1 olsun.

—_— LN
A — F 1<i<n <= POP:ZaiPOPZ- a; € F
i=1
P — xi(P)=a;
olmak iizere (z1(P), z2(P), ..., x,(P)) sirall n—lisine P noktasin S = {Fy, Py, ..., P}
afin gatisina gore afin koordinatlari, her bir x;(P) ye P noktasinn i — yinci afin
koordinati, x; fonksiyonuna da A da S afin ¢atisina gore i — yinci afin koordinat

—
fonksiyonu denir. Ayrica PyP vektoriine ise P noktasinin baglangic noktasi Fy olan

S afin catisia gore konum (yer) vektori denir (Yiice 2013).
Tanim 2.1.4 (Afin D6niigiim): A; ve A, birer afin uzay olmak iizere bir
fiA— A

dontisimiine karsihk gelen W, doniistimii herhangi bir p € A; noktasi icin lineer

ise f doniisiimiine afin dondigiim denir. f ye karsilik gelen lineer doniisiime de afin



doniigiimle birlegen lineer doniigiim denir (Hacisalihoglu 1998).

Tanim 2.1.5 (Afin Otomorfizma): A; ve A, birer afin uzay olmak {iizere bir

fiA— Ay

afin doniisiimii birebir ve orten ise afin izormorfizm adini alir. A; = Ay olmasi
halinde afin izomorfizme afin otomorfizm veya kisaca afinite ad1 verilir (Hacisalih-
oglu 1998).
Eger bir

fiA — Ay

doniisiimii afin izomorfizm ise f~! vardir ve bu doniisiimde afindir, hatta f~! ile bir-
lesen lineer doniisiim de f ile birlesen W lineer doniigiimiiniin ¥ ! inversidir (Hacisal-

ihoglu 1998).

Teorem 2.1.2: Bir A afin uzayindaki sabit bir {z;} afin koordinat sistemine gore

A nin bir f otomorfizminin ifadesi

X' B b X
1 0 1 1

dir. Burada b € F}', B € GL(n,F) matrisleri, sirasi ile, A nin afin gatisindaki
baglangi¢c noktasinin ve birim noktalarimin resimleri ile belirtilirler (Hacisalihoglu

1998).

Tanim 2.1.5 (Afin Grup): F cismi iizerinde n — boyutiu bir afin uzay A olsun.
B € GL(n,F) ve b € F}' olmak iizere

B b
0 1

41
€ Fui

olan matris grubuna afin grup denir ve A(n,F) ile gosterilir (Hacisalihoglu 1998).



Tanim 2.1.6 (ig carpim uzay1): R reel sayilar cismi ve V' de bir vektor uzay1

olmak {izere, V' de bir

():VxV =R

Yo, w € V igin
(v,w) — () (v,w) = (v,w) € R

i¢ carpim fonksiyonu tanmimlanabilirse, V' vektor uzaymna i¢ carpim wzay: denir

(Hacisalihoglu 2000).

Tanim 2.1.7 (Oklid Uzay1): n — boyutlu bir reel i¢ carpim uzay1 V olsun. V ile
birlestirilmis bir A afin uzayma, Oklid uzay: denir ve E™ ile gosterilir (Hacisalihoglu

2000).

Tanim 2.1.8 (Standart i¢ Carpim): E", n — boyutlu Oklid uzay1 ve S =
{Py, P, ..., P,} afin gatis1 verilsin.

Vo= (x17x27 "'71“71)) Y= (yl:y% 7?Jn) e E" lgln
=1

seklinde tammlanan fonksiyona standart i¢ ¢arpim veya Oklid i¢ carpima denir

(Hacisalihoglu 2000).

Tanim 2.1.9 (Oklid Catis1): n— boyutlu bir reel i¢ carpim uzayr V olsun. V
ile birlesen E™ Oklid uzaymda {P,, P, ..., P,} noktalar1 icin {POPl, PPy, ..., POPn}

vektor sistemi V nin bir ortonormal baz ise { Py, Py, ..., P, } catisima dik gat1 (Oklid
catis1) denir (Hacisalihoglu 2000).

Tanim 2.1.10 (Oklid Koordinat Sistemi): E", n — boyutlu Oklid uzay1 ve

{POPl, BB, ..., PoPn} vektor sistemi R™ de ortonormal baz ise S afin ¢atisina bir

dik ¢atr ve kargilik gelen afin koordinat sistemine dik koordinat sistemi denir. Ayrica



bu sistemin fonksiyonlaria da Oklid koordinat fonksiyonlar: denir (Yiice 2013).

Uyari 2.1.1: Her Oklid catis1 bir afin cat1 iken her afin cat1 bir Oklid catis1 degildir.

Tamim 2.1.11 (Norm): n — boyutlu Oklid uzayr E" de, Vo = (11, 23, ..., x,) € E"
icin

2]l = vz, z)

seklinde tanimlanan fonksiyona x vektoériiniin normu denir (Hacisalihoglu 2000).

Tamim 2.1.12 (Vektérel Carpim): 3—boyutlu Oklid uzay1 E® deV x = (1, 72, 73)

y = (y1,%2,y3) € E? icin Oklid vektorel carpimi

T Xy = (Toys — YaT3,T3Y1 — Y3L1,T1Y2 — Y172)

seklinde tanmimlanir (Hacisalihoglu 2000).

2.2 Egriler Teorisi

Bu boliimde, egriler teorisinin temel kavramlar: ele alinarak egri tanimiyla birlikte
egriye ait hiz vektorii ve parametreleri iizerinde durulacaktir. Ayrica diizlemde ve

uzayda egrilerin Frenet formiilleri ve egriliklerinden bahsedilecektir.

Tamim 2.2.1 (Egri): E", n — boyutlu Oklid uzay1 ve I, R nin bir acik araligi
olmak iizere, a : I C R — E™ doniisiimii diferensiyellenebilir ise a (1) ciimlesine E™
uzay1 iginde bir egri denir. Ayrica ([, «) ikilisine egrinin koordinat komsulugu, I alt
kiimesine egrinin parametre araligr ve t € I reel sayisina egrinin parametres: denir

(Hacisalihoglu 2000).

Tanim 2.2.2 (Egrinin Hiz Vektoérii): E™ de bir M egrisi (I, o) koordinat komgu-

lugu ile verilsin. o« : I — E" fonksiyonunun Oklidiyen koordinat fonksiyonlar:



a1, Qa, ..., , olmak iizere

, doy doo doy,
a(t) = (a1(t), as(t), ..., an(t)) € E™ ve a(t) = ( o )

seklindedir. a'(t) tanjant vektoriine, M egrisinin ¢ € I parametre degerine karsilik
gelen «(t) noktasinda, (I, @) koordinat komguluguna gore hiz vektori denir (Hacisal-

ihoglu 2000).

Tanim 2.2.3 (Skalar Hiz Fonksiyonu): E™ de bir M egrisi (I, «) koordinat

komsgulugu ile verilsin.

’

I — R
t — |la'®

olarak tanmiml fonksiyona M egrisinin (I, a) koordinat komguluguna goére skalar hiz
fonksiyonu denir ve Ho/ || € R reel sayisina M egrisinin (/, o) koordinat komguluguna

gore skalar hize denir (Hacisalihoglu 2000).

Tanim 2.2.4 (Regiiler Egri):
a:] — R"

egrisi verilsin. Her t € I icin, hiz vektorii sifirdan farkl ise (a'(t) # 0) bu egriye

regiiler egri denir (Sabuncuoglu 2001).

Tanim 2.2.5 (Birim Hizli Egri): E™ de bir M egrisi (I, o) koordinat komgulugu

ile verilmis olsun. Eger V t € I igin,

ise M egrisi (I,a) ya gore birim hizli egridir denir. Bu durumda, egrinin ¢ € [

parametresine yay parametresi ad1 verilir (Hacisalihoglu 2000).



Tanim 2.2.6 (Yay Uzunlugu): E™ de bir M egrisi (I, a) koordinat komgulugu ile
verilmis olsun. a,b € I olmak tizere M egrisinin «(a) ve «(b) noktalar: arasindaki

egri boyunca uzakligina karsilik gelen

b
/ la()lldt, t e 1

reel sayisina a dan b ye yay uzunlugu denir (Hacisalihoglu 2000).

Regiiler her egri parametre degisimi ile birim hizli hale getirilebilir.

f: R—R
t— fu) = [y ll(w)du

doniisiimii ile verilen « egrisi birim hizli hale doniistiiriilebilir.



3. DUZLEMDEKI EGRILER
3.1 Oklid Diizlem Egrileri

Tanim 3.1.1 (Oklidiyen Diizlemsel Egri): E?, 2 — boyutlu Oklid diizlemi ve I,

R nin bir acik araligi olmak iizere,
a: I CR— E?

dontisiimii diferensiyellenebilir ise o (I) ciimlesine E? diizlemi icinde bir Oklidiyen

diizlemsel egri denir (Hacisalihoglu 1998).

Tanim 3.1.2 (Oklidiyen Diizlemsel Egrinin Egriligi): Diizlemde o regiiler bir
egri olsun.

k:I—R

olmak tizere o = (ay, ay ) egrisinin egriligi:

i) t € I yay parametresi olmak iizere k = || (t) ||,

|Gy (u)dig(u) — é(u)dv(u)

(63(u) + a3(u))

ii) u € I yay parametresi degilse k =

olarak tanimlanir (Hacisalihoglu 1998).

Teorem 3.1.1:
a: (a,b) — E?

regiiler egri olsun.

i) «, bir dogru parcasidir <= k(t) =0

ii) o, 7 > 0 yaricapli bir ¢emberin parcasidir <= |k(t)| = % olmasidir (Yiice
2013).
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Tanim 3.1.3 (Diizlem Frenet-Serret Formiilleri): Diizlemde « regiiler birim
hizh bir egri olsun. T(t) = & (¢), o mn birim teget vektorii ve N(¢) birim normal
vektorii olmak iizere,

T(t) = k(t)N(t)

dir. {T'(t), N(t)} sistemi ortonormal bir sistemdir.

t € I yay parametresi olmak tizere o egrisi igin,

T = a(t),a(t)= C;—‘Z
. A
A FIOY

olmak tizere {?(t), ﬁ(t)} egrinin Frenet 2—ayaklisidir.

o —
« egrisinin Oklid diizlem Frenet-Serret catisi & = T' olmak iizere;

. —
T = kN
—
= —kT
olarak tamimlanir.

- —
T 0 =~ T
- = —
N -k 0 N

Burada det [?7 ﬁ} = 1 ve tiirevler Oklidiyen yay parametresine gore alinmustir.
3.2 Afin Diizlem Egrileri

R? nin standart alan formu determinantla belirlenir ve x = (x1, 23), y = (y1, y2) € R?
icin

det [z, y| = z1y2-2y1
olarak tamimlanir. Bu boliimde alan koruyan afin doniisiimler grubu altinda in-

varyant olan diizlemdeki egrilerin 6zelliklerini inceleyecegiz. Alan koruyan afin

doniigiimler grubu, SL(2,R) lineer grubunun elemanlar1 ve R? nin &teleme grubu

11



tarafindan iiretilen gruptur.

Y =AX +a

olmak iizere X,Y € R?, A € SL(2,R) ve a € R? dir.

Tanim 3.2.1 (Afin Diizlem Egri):

a:ICcR—R?
regiiler bir egri olsun. Eger
d d?
det {d—i(r), d_rg(r)] #0, Vrelise

a egrisine afin egri denir (Hu 2012).
Tanim 3.2.2 (Afin Yay Parametre):
a:ICcR—R?
regiiler bir egri olsun.
da, . d*«

det {E(S)’ w(s)} =1,Vsel

ise s ye afin yay parametresi denir (Hu 2012).

Afin egriler yay parametresi ile yeniden parametrelendirilebilir.

Tanim 3.2.3 (Afin Egrinin Egriligi): Diizlemde regiiler bir « egrisinin afin
egriligi

k : I—-R
s — k(s) =det[a"(s),a"”(s)]

olarak tamimlanir.
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s afin yay parametresi , u herhangi bir parametre olmak iizere,

da B d&d_u

&) = s
Fa ) Ea () dadu
stV = qu2 \ ds du ds?
: : : : - do o
seklindedir. Afin yay parametresi olabilmesi i¢in det d—(s), F(s) = 1 olmahdur.
s s

Yukarida bulunan yerine yazilirsa

L~ det dadu dPa (du 2+dozd2u
- du ds’ du? \ ds du ds?

N du’ du? ds

bulunur. Buradan afin yay parametresi fonksiyonu vy € I icin,

Wl

v do o
s:/uo det [%(u),w(u)] du

seklinde bulunur.

Regiiler her afin egri parametre degisimi ile birim hizli hale getirilebilir.uy € I icin,
f: R—R
u 2 3
s — f(u) = /uo det {j—z(u), %(u)} du

doniigiimii ile verilen « afin egrisi birim hizhi hale déniigtiiriilebilir (Buchin 1983).

Tanim 3.2.4 (Diizlem Afin Frenet-Serret Formiilleri): Diizlemde, a afin
regiiler birim hizli bir egri olsun. T =a (s), @ min birim afin teget vektorii ve

7 (s) birim afin normal vektorii olmak tizere,

dir. {7(3), 7 (s)} sistemi ortonormal bir sistemdir.
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~|

,_da
ds’

n = a'(s)

olmak iizere {7(5), 7 (s)} egrinin afin Frenet 2-ayaklisidir.

7 . . . .s H s
« egrisinin afin Diizlem Frenet Serret catisi o/ = ¢ olmak {izere,

Yo W

H

n o= —kt

olarak tamimlanir.

— —
t 0 1 t
_> p—
n' -k 0 w

Burada det [?, W] = 1 ve tiirevler afin yay parametresine gore alinmigtir.

det [o/(s),a”(s)] =1 esitliginin tiirevi alimirsa,
det [ (s), " (s)] + det [a/(s), "' (s)] = 0

bulunur. Buradan

a"(s)+ k(s)d'(s) =0

esitligini elde ederiz.

Not 3.2.1: Sabit afin egrilikli « regiiler egrisi, agagidaki esitliklerden birine denktir:
i) k = 0 ise parabol,

i1) k > 0 ise elips,

i1i) k < 0 ise hiperbol belirtir.
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Diizlemde x OKklidiyen egriligi sabit olan sadece cembersel yaylar ve dogru parcalaridir.

Fakat k afin egriligi sabit olan sadece konik yaylardir (Ghosh 1978).
3.3 Diizlemde Afin Egriler ile Oklid Egriler Arasindaki iligki
3.3.1 Afin ile Oklid yay parametresi arasindaki iligki

Diizlemde bir a(t) = ~(s(t)) egrisi alalm. ¢, Oklid yay parametresi ve s, afin yay
. N . do o ) o . da
parametresi olmak iizere; & = T OKklid yay parametresine gore tiirev ve o = I
s

afin yay parametresine gore tiirev olsun.

ﬁ

a=T

T =rN det(T,N) = 1

. —

N =—krT
ve

é

o =t

V=7 det(t,n) = 1

W=kt
oldugu bilinmektedir.

— . da ve do  dads 7
== — —_— = —— =S
dt dt  ds dt
= —

esitliklerinden T = $ t = & bulunur.

- —

T = a=kN

kN = (PTW 4T

N = ((5>2 T+ 57) )l

bulunur.
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det(T, N) = 1 oldugundan

)’k =1
(5")3 = K
5 = (k)3

elde edilir. Boylece afin yay parametresi ile Oklidiyen yay parametresi arasindaki
bagint,
ds 1
— = (k)3
7 = (1)
seklinde elde edilir (Ghosh 1978).

3.3.2 Afin ile Oklid Frenet-Serret catilar1 arasindaki iligki

Diizlemde bir a(t) = ~(s(t)) egrisi alalm. ¢, Oklid yay parametresi ve s, afin yay

dao da
T Oklid yay parametresine gore tiirev ve o/ = o
s

afin yay parametresine gore tiirev olsun. Boliim 3.3.1 de afin yay parametresi ile

parametresi olmak iizere; & =

. —
Oklidiyen yay parametresi arasindaki bagintiy1 7' = 5t esitliginde yerine yazilirsa,

H
t

Wl

T = (r)

bulunur. Gerekli hesaplamalar yapilarak $* = x elde edilir.

1, 2
$% = k esitliginin tiirevini alinirsa, § = 3 (k)~3 & bulunur. N = <(s)2 n+ S?) k!

esitliginde yerine yazilirsa;

bulunur.
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Bu durumda catilar arasindaki gecig matrisi agagidaki gibidir:

i) Oklid catidan afin catiya gecis matrisi,

1
T (k)3 0 T
— |1 3 1
N g3k (073 || W
seklindedir.
— L
T = (k)3 t
1 5 1
N = 3 (k)3 AT+ (k)37
ii) Afin catidan Oklid catiya gecis matrisi ise,
b (k)73 0 T
= 1 5 1
w —5 () 3k ()3 N
seklindedir.
— 1l
t = (k)3T
N 1— _5 = —
no o= —gT(/f) 3RT + (k)3 N

3.3.3 Afin ile Oklid egrilikler arasindaki iligki

Diizlemde bir a(t) = ~(s(t)) egrisi alalm. ¢, Oklid yay parametresi ve s, afin yay
. N . doo ) o . da
parametresi olmak iizere; & = T Oklid yay parametresine gore tiirev ve o/ = I
s

afin yay parametresine gore tiirev olsun. « egrisinin afin tiirevlerini alalim.

1
o = (k)3T
y 1, .5 = L
o' = —3(/@) 3RT 4+ (k)3 N
5) 1
Q" = (5 (k)~° (@2—5(5)%-/@)?
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Afin egrilik k£ = det [, o] olarak tammmhdir. Bulunan tiirevler yerleri yazilarak

gerekli diizenlemeler yapilirsa,

seklinde olup k ve x arasindaki iligki;

L 9k* — 5 (k%) + 3K

8
9k3

seklindedir. Benzer sekilde eger

i) k = 0 ise parabol,

i1) k > 0 ise elips,

i1i) k < 0 ise hiperbol seklinde bulunur (Ghosh 1978).

3.3.4 Afin diizlem egri 6rnekleri

Ornek 3.1: o(u) = (u,u?) egrisini goz 6niine alalim.

Sekil 3.1 « egrisi
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Tiirevleri alinirsa,

a(u) = (1,2u)

bulunur. Afin yay parametresi ise,

s = /det‘a'(u),a"(u)‘?’du
uo
“I1l 2u
:/ du
uw | 0 2

1
= 23y

W=

1 .
olarak hesaplanir. u = 2735 yerine yazilirsa,

als) = (275s,27342)
o(s) = (275,255)
o'(s) = (0,25)
a”(s) = (0,0)

bulunur. Afin egrilik,

k(s) = det[a”"(s),a”(s)]

N\
W=

seklinde elde edilir ve k(s) = 0 oldugundan «, bir parabol belirtir.
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Ornek 3.2: 3(u) = (acosu,bsinu) egrisini ele alalm.

Sekil 3.2 [ egrisi
Tirevleri alinirsa,

B (u) = (—asinu,bcosu)

B (u) = (—acosu,—bsinu)

bulunur. Afin yay parametresi ise,

1
3

s = /udet [5I(u),ﬁ"(u)] du

uo

u| —gsinu bcosu
= du
o)

—acosu —bsinu

wl»—‘

= (ab)3u

1
olarak hesaplanir. u = (ab)” 3 s yerine yazlirsa,

B(s) = |
8(s) = (—a(ab) 3 sin(ab)"3 s,b(ab)"3 cos (ab) 3 s)
B'(s) = (—a(ab)™5 cos(ab)™3 s,—b (ab) 3 sin (ab) 5
§"(s) = (a(ab)”" sin(ab)"3 5, b (ab) " cos (ab) 3 5)
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bulunur.Afin egrilik

k(s) = det[a’(s),a"(s)]

Wl
S
—
=
S
N—
|

—a (ab)_§ cos (ab)z s
a(ab) 'sin(ab)"3s  —b(ab)” cos (ab)”

= (ab)_§

seklinde elde edilir ve k(s) > 0 oldugundan f3, bir elips belirtir.

Ornek 3.3: ~v(u) = (acoshu, bsinh u) egrisini goz egrisini alahm.

Sekil 3.3 v egrisi

Tirevleri alinirsa,

!

v (u) = (asinhu, bcosh u)
7” (u) = (acoshu,bsinhu)

buluruz.
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Afin yay parametresi ise,

W=

s = /“ [detal(u),o/’(u)] du

uo

u| gsinhu bcoshu
= / du
uo

acoshu bsinhu
1
= (—ab)3u

1
olarak hesaplanir. u = (—ab)~ 3 s yerine yazilirsa,

(s) = (acosh(—ab) 3 s, bsinh (—ab)~3 s)

v (s) = (a(—ab)_%Sinh(—ab)_%3,b<_ab) %COSh(—ab)_%S)

2'(s) = (a(—ab)™5 cosh (—ab)"3 s, b(—ab)”5 sinh (—ab)73 s)
() ( )

bulunur. Afin egrilik
k(s) = det[a”(s),a"(s)]

a (—ab)fg cosh (—ab) " 3s b (—ab)fé sinh (—ab)~
a (—ab) ' sinh (—ab)” b

wln

= —(ab)”
seklinde elde edilir ve k(s) < 0 oldugundan ~, bir hiperbol belirtir.
3.4 Konik Yaylarin Destek Fonksiyonu ile Afin Egrilik Hesabi
3.4.1 Konik yaylarin destek fonksiyonlari

Konik yaylarin egriliklerini destek fonksiyonlar: yardimiyla hesaplayabiliriz. Onceki
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boliimde goriildiigii gibi yay parametresi hesabi oldukca zor oldugu igin egrilerin

karakterizasyonlari, destek fonksiyonlar: yardimiyla da ifade edilebilir.

Teorem 3.4.1:

2*(s) | y*(s) _ 1
E 2 + 2 zlacf—ﬁ

olmak tizere elipsin destek fonksiyonu A yardimiyla Oklidiyen egriligi
k= ch®

olarak hesaplanir (Kim, D and Kim, Y.H. 2007).

ispat:

FE nin konum vektorii olsun ve

205) — (P10), 1),

a? b2

E nin normal yoniindeki vektor olsun. Z(s) vektoriiniin tiirevi,

seklindedir. Burada

olarak hesaplayabiliriz.

Destek fonksiyonu;



seklinde olmak iizere,

20— (F1) V),

bulunur.
Teget vektorii ve normal vektorii birbirine dik oldugundan (7'(s), N(s)) = 1 dir.
Oklidiyen egrilik x = (T"(s), N(s)) seklinde tanimhidir. Bu esitlikte gerekli diizen-

lemeler yapilirsa,

bulunur.
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Aym sekilde destek fonksiyonu yardimiyla hiberboliin egriligi

ve paraboliin egriligi

bulunur.
3.4.2 Destek fonksiyonu ile afin egrilik hesabi

Konik yaylar icin destek fonksiyonlar: yardimiyla Oklidiyen egrilikleri yukarida hesa-
planmistir. Burada afin ve Oklidiyen egrilikler arasinda buldugumuz bagmtida

destek fonksiyonu yerine yazilarak afin egrilikle ilgili bazi sonuclar verilecektir.

9x* — 5 (K*) 4 3K

8
Ok 3

Elips ve hiperboller i¢cin Oklidiyen egrilik x = ch?, ¢ € R olarak tanimlanmistir.

Burada tiirevler alinirsa,

£ = 3ch®h
io— 3¢ {Qh <h)2+ﬁh2]

bulunur.

~ 9x* =5 (R?) + 3K

k
Ok 5

denkleminde yerine yazilarak;

N\ 2 .
B3 _ 343 <h> + 831
hig?

=2
3

b —

, t=c
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elde edilir.Dolayisiyla,

elips icin
N\ 2 .
p* =36 (R) + %k > 0
hiperbol ic¢in

N\ 2 .
18— 343 (h) 4B <0

bulunur.

Paraboller icin Oklidiyen egrilikleri

- —D
=ch™3 ¢c= —
k=ch™”, c 3
olarak tanimlanmistir. Burada tiirevler alinirsa
fo= —3ch*h
.\ 2 ..
io= —3c [—4h‘5 (7) +hh‘4]

bulunur.

denkleminde yerine yazilarak;

O\ 2 .
1 — 34 (h) _ 3550,
k(s) = has2

elde edilir.
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Paraboller i¢in £(s) = 0 oldugundan

N\ 2
1— 34 (h) _ B3R5 =0

seklindedir.

Bu boéliimde tanimlanan destek fonksiyonun geometrik yorumu ise; regiiler birim
hizli bir diizlem egrisinin, teget vektoriiniin orjinden ne kadar uzaklastigin1 hesapla-
mamiza yardimci olmasidir. Boylece uzun iglemler yapmadan egrinin egriligini

destek fonksiyonu yardimiyla kolayca hesaplayabiliriz.
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4. UZAYDA EGRILER

4.1 Oklid Uzay Egriler

Tanim 4.1.1 (Oklidiyen Uzay Egri): E° 3 — boyutlu Oklid uzaymnda ve I, R
nin bir acik araligh olmak tizere, o : I C R — E? doniistimii diferensiyellenebilir ise

o (I) ciimlesine E? uzay1 icinde bir Oklidiyen uzay egri denir (Hacisalihoglu 1998).

Tanim 4.1.2 (Oklidiyen Uzay Egrinin Egriligi): Uzayda o regiiler bir egri

olsun. k : I — R olmak {izere a egrisinin egriligi;

i) t € I yay parametresi olmak iizere k = ||& (¢) ||,

6 () A a(u)|

la(w)]?

ii) u € I yay parametresi degilse kK =

olarak tanimlanir (Hacisalihoglu 1998).

Not 4.1.1: «a: (a,b) — E? regiiler egri olsun.

i) k =0 <= «, bir dogrudur

ii) 7 =0 <= a, bir diizlemsel egiridir.

iii) k = sabit > 0 ve 7 = 0 <= « egrisi bir gemberdir.

iv) kK = sabit > 0 ve 7 = sabit <= « egrisi bir dairesel helistir.

v) — = sabit <= « egrisi bir silindirik helistir (Yiice 2013).

=1
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Tanim 4.1.3 ((")klid Uzay1 Frenet-Serret Formiilleri): Uzayda « regiiler birim
izl bir egri olsun. T(t) = & (¢), o nm birim teget vektorii, N() birim normal
vektorii ve B—(t)) birim binormal vektorii olmak iizere; ;(t) — k(t)N(t) seklindedir
ve {T(t), N(t), B—(zf)> } sistemi ortonormal bir sistemdir.

i) t € I yay parametresi olmak iizere a egrisi igin,

olmak tizere {?(zﬁ), ﬁ(t), B(t)} egrinin Frenet 3-ayakhsidur.

ii) u € I yay parametresi degilse « egrisi igin,

L a)

Tl = Ta
N(@w) = BAT (u)
- _a(u)ANd(u)
Blu) = Jayaam]

— — —
olmak tizere {1 (u), N (u), B(u)} egrinin Frenet 3-ayaklisidir.

. —
« egrisinin Oklid uzay Frenet-Serret catisi &« = T' olmak {izere;

- —

T = kN

- —

N = —kT +7B

- —

B = —7tN

olarak tanimlanir.

i —
T 0 k 0 T
— —
N |=| -k 0 7 N
- —
B 0O -7 0 B

- = =

Burada det [T, N, B] = 1 ve tiirevler Oklidiyen yay parametresine almmustir.
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Tanim 4.1.4 ((")klid Uzay1 Frenet Diizlemleri): R? uzayimnda birim hizh regiiler

a : I — R3 egrisinin Frenet vektor alanlar1 T, N, B olsun.

i) {T'(s), N(s)} tarafindan gerilen diizleme, «(s) noktasindaki oskiilator diizlem

denir.

ii) {T'(s), B(s)} tarafindan gerilen diizleme, a(s) noktasindaki rektifiyan diizlem

denir.

iii) {B(s), N(s)} tarafindan gerilen diizleme, «(s) noktasindaki normal diizlem

denir.

a : I — R3? birim hizh regiiler bir Oklid uzay egri olsun. Burada sy € I olmak iizere
egrinin «(sg) noktasimin komsgulugunda, Frenet diizlemlerini inceleyecegiz.

a(s) egrisinin, a(sg) noktasindaki Oklidiyen egriligini # ve Oklidiyen torsiyonun 7
ile gosterelim. « fonksiyonun sy noktasi komsulugunda Taylor acilimi h = s — s

olmak {iizere yazilirsa,

2 3
a(s) —alsg) = ha(sy) + aé)’z(so) + %62(30) + ..
h? h?
= hT-I—g(liN)-I—g (N — k* 4+ KTB) + ...
h2 3
= T+ gliN + am’B

bulunur. Burada a(s) — «a(sg) vektorii, a(sg) noktasindan «(s) noktasina giden vek-
tordr.
a(s) — a(sg) vektoriiniin {7, N, B} ortonormal ¢atisina gore bilegenlerine x,y, z
denirse;

2 h3

h
a(s) —a(sg) = hT + o1 (kN) + yHTB
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esitligine gore yaklagik olarak

xr=nh
B2
yzafi
h3
z:glw

yazilabilir.

4.2 Afin Uzay Egriler

R3 nin standart hacim formu determinantla belirlenir. = = (21, 2, 23), ¥y = (Y1, Y2, ¥3),

z = (21, 22, 23) € R? icin,

1 X9 I3
det[z,y,2] = |y v w3
Z1 k92 Z3

= X1Y223 T ToYs321 + T3Y122 — T3Y122 — TaY123 — T1Y322

dir.

Bu boliimde hacim koruyan afin doniigiimler grubu altinda uzayda invaryant kalan
egrilerin ozelliklerini inceleyegiz. Hacim koruyan afin déniigiimler grubu SL(3,R)

ve R? nin 6teleme grubu tarafindan iiretilen gruptur.

Y=AX +a

Burada X,Y € R3, A € SL(3,R), a € R? gekildedir.
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Tanim 4.2.1 (Afin Uzay Egri):

a: I CR—R?

regiiler bir egri olsun. Eger

da d*a d®a )
det %(r), W(r), %(r) #0,Vrelise

« egrisine afin uzay egrisi denir (Hu 2012).

Tanim 4.2.2 (Afin Uzay Egri Yay Paramatresi):

a:ICR—R?

regiiler bir egri olsun.

do d*a B
det %(S%@(S)?@(S) =1

ise s ye afin uzay yay parametresi denir (Hu 2012).

s afin yay parametresi, u herhangi bir parametre olmak {izere,

do _ dadu
ds  duds

o  dPa <du)2 do d?u

ds? ~ du? \ds)  duds®

ds3 ~ dud

o - -7

Ba  Ba (du\® Ao dudu N da d*u
du? ds? ds = du ds3

seklindedir. Burada s nin afin yay parametresi olabilmesi i¢in

det [@/(s),a"(s),a"(s)] =1
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olmalidir. Buradan afin yay parametresi fonksiyonu ug € I igin,

1
o P 6

s:/u:det {j—i(u),w(u)%(u) du

seklinde hesaplanabilir.
Tanim 4.2.3 (Afin Uzay Egrinin Egriligi):
a:ICR—R?
uzay egrisinin afin egriligi
k(s) = det [a/(s),a" (s), " (s)]
olarak tanimlamir (Santalé 1946).
Tanim 4.2.4 (Afin Uzay Egrinin Torsiyonu):
a:ICR—R?
uzay egrisinin afin torsiyonu
To(s) = —det [ (s), & (s), o™ (s)]
olarak tanimlanir (Santalé 1946).
det [o/(s),a”(s),a” (s)] =1 esitliginin tiirevini alinirsa,

a"'(8) + Ta(8)d (s) + k(s)a"(s) =0

olarak bulunur.
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Ornek 4.1: a(u) = (u, $u?, tu®) egrisini ele alalm.

Sekil 4.1 ¢ afin uzay egrisi

Tirevleri alinirsa,

! 1 2
o(u) = (Lu, U )
a’(u) = (0,1,u)
a”(w) = (0,0,1)

a”(w) = (0,0,0)

bulunur. Afin yay parametresi hesaplanirsa,

s = /det’a,(u),a”(u),&’”(u)Gdu
uo

1
, 1 u %UZ 0
= / 01 wu du
uo
0 0 1

s = 1 elde edilir. ¢(s), afin yay parametresi ile parametrelendirilmis bir birim hizh

afin uzay egridir.

34



©(s) egrisinin afin egriligi,
k(s) = —det[a"(s),a”(s),a™(s)]

01 s
= —10 0 1
000

k(s) = 0 bulunur.

¢(s) egrisinin afin torsiyonu ise,

To(s) = det[d/(s),a”(s),a™(s)]
1 s %82
= 0 0 1
00 O

To(s) = 0 bulunur.

Tanim 4.2.5 (Afin Uzay Frenet-Serret Formiilleri): Uzayda afin yay paramet-
resine gore tiirevler alinarak afin teget vektor ¢ = o, afin normal vektor 7 = o” ve

afin binormal vektor b = o yardimiyla o/ = * olmak iizere afin cati;

—
! 1 —
t = o =n
- " 7
n = o' =b
/ " / 1
b = o = —14a — ko

seklinde tanimlanir.
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Burada ,

det [o/(s), " (s),a"(s)] =1

dir (Santal6 1946).

— —
t 0 1 0 t
n|l=10 0 1 w
l;’ -7 —k 0 [;

Burada det [?, , I;] = 1 ve tiirevler afin yay parametresine gore alinmigtir.

Tanim 4.2.5 (Afin Uzayinda Frenet Diizlemleri): Afin uzayda birim hizhi

a : I — R3 egrisinin Frenet vektorleri ¢, n, b olsun.

i) {t(s),n(s)} tarafindan gerilen diizleme, «(s) noktasindaki oskiilator diizlem

denir.

ii) {t(s),b(s)} tarafindan gerilen diizleme, «(s) noktasindaki rektifiyan diizlem

denir.

iii) {b(s),n(s)} tarafindan gerilen diizleme, «(s) noktasindaki normal diizlem

denir.

a : I — R? birim hizh regiiler bir afin uzay egrisi olsun. Burada sy € I olmak tizere

egrinin «(sg) noktast komsulugunda, Frenet diizlemlerini inceleyecegiz.
a(s) egrisinin, a(sy) noktasindaki afin egriligini k£ ve afin egriligini 7, ile gosterelim.

a fonksiyonun sy noktasi komgulugunda Taylor acilimi h = s — sy olmak iizere

yazilirsa,
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1 1 1 1 1
a(s) —also) = (s— 170‘84 - 57;35)0/(30) + (532 — Eks‘l - a(k' + 74)8°)
S ! !
o (s0) + (583 — 5'55)0/”(5 )+
1 1 1 1
= (s— Zras‘l — 57;35)25 + (252 Il{:s4 — ﬁ(k, + T4)s)n +
1
(533 - 5lks5)b +
1 1 1 1
> (s— 4‘Ta54 — 57;35)t + (282 — Iks‘L - g(k’ + Ta)s")n +
1 1
(583 — 514385)17

bulunur. Burada «(s) — a(sg) vektorii, a(sg) noktasimndan «(s) noktasma giden

vektordiir.

a(s)—a(sg) vektoriiniin {¢, n, b} ortonormal gatisina gore bilesenlerine x, y, z denirse;

1 1 1 1 1 1 1
a(s)—a(sg) = (S—I7a84—5T;85)t+(582—Ik84—§(k,+7a)85)n+<583—akSS)b
esitligine gore yaklagik olarak

_ Loy 1,5
T=5—17Tas = TS
_ 1 2 1 4 1 / 5
y=58 - Eks — §<k +Ta)s
1 1
Zz = (583 — a]{?SS)

yazilabilir.

4.3 Uzayda Afin Egriler ile Oklid Egriler Arasindaki Iligki

4.3.1 Afin ile Oklid yay parametresi arasindaki iligki

Uzayda bir a(t) = v(s(t)) egrisi alahm. ¢, Oklid yay parametresi ve s, afin yay
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da

a
parametresi olmak iizere; & = e Oklid yay parametresine gore tiirev ve o/ = T
s

H
afin yay parametresine gore tiirev olsun. & = T ve o/ = T esitliklerinden,

—)
T
-
N=-xT +78 pdet(T,N,B) =1
-
B

ve
det(t,n,b) =1

seklinde elde edilir. Boliim 3.3.1 deki afin ile Oklid yay parametresi arasinda bulunan

ds 1
2 3
7 (%)

bagmtisi uzayda da gegerlidir (Ghosh 1978).
4.3.2 Uzayda afin ile Oklid Frenet-Serret ¢atilar1 arasindaki iligki

Uzayda bir a(t) = v(s(t)) egrisi alahm. ¢, Oklid yay parametresi ve s, afin yay
. N . doo ) o . da
parametresi olmak iizere; & = T OKklid yay parametresine gore tiirev ve o = I
s

afin yay parametresine gore tiirev olsun. Boliim 3.3.2 de

1
T = (W3¢ (4.1)
1 5 _1
N = g(n)*3/~k7+(n) 37
seklinde hesaplanmigtir. N = 3 (k) 3 k&t + (k) 3 1 denkleminin tiirevi alinirsa,
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bulunur. (4.1) deki denklemler kullanilarak,

1 5 _8 1 _5
—/{(/{)37—!—7?) = <—§n_3 (R)2+§m_3i{)?+?
5 _8 1 _5 4
1B = <—§/e_3 (k) + 5/4;_3/'{+ K3) T+

elde edilir. Buradan uzayda Oklid binormal vektorii ile afin binormal vektorii arasin-

daki gecis,

seklinde hesaplanir. Catilar arasindaki gecis matrisi ise agagidaki gibidir:

i) Oklid catidan afin catiya gecis matrisi,

1
T K3 0 0 7
- 1 s 1

N | = g/{ 3K k3 0 Tt
- 5,—5 /N2, 1,-2 2 1 1 -
B —sk 3 (A) + 3R 3k+R3 )T 0 T b

olup,

T = (w37

N = % (H)_g AT+ (F&)_% n

B = (—gﬁ_g (k) + %ﬂ_gk + m%) U+ b
seklindedir.

ii) Afin ¢atidan Oklid catiya gecis matrisi,

T K3 0 0 ?
1 5 1

| = —gﬁf?’ﬁ; k3 0 N)

N 5.-3(:02  1,.-2: -

b (511 (k) KTk — Ii) 0 7 B
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olup,

sl
Il
|
~
w
z
|

>
I
N
| ot
=N
&
S
S—
(3]
|

seklindedir.

4.4 Afin Uzay Egrilerin Karakterizasyonlari

Afin uzay egrilerini karakterize etmek icin,

det [o/(s), " (s),a"(s)] =1

denkleminin tiirevini alirsak,

a"(s) + k(s)a"(s) + 1o/ (s) =0 (4.2)
denklemini elde ederiz.
a/(s) 0 1 0 a'(s)
d
s o’ (s) = 0 0 1 a’(s) (4.3)
a”(s) —Ta(s) —k(s) O a(s)
A 5 d

Afin uzay egrilerinin temel teoremine gore, afin egrilikler R3deki afin doéniisiimler
altinda belirlenebilir. Asagida (4.2) denklemindeki baglangi¢ deger probleminin
¢oziimii yardimiyla sabit egrilikli egriler elde edilir. Bu egrileri bulmak icin agagidaki

onerme kullanilacaktir.
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Onerme 4.4.1 (Shengjin’ in Formiilii):
ar® +br* +cx+d=0, (a,b,c,d € R, a #0)

tek degerli kiibik denklemi igin,

A=1V*—3ac
B = bc —9ad
C =c*—3bd
esitlikleri tanimlanarak
A = B*>—4AC

hesaplanirsa agagidaki ¢oziimler elde edilir:

(1) Eger A= B =0 ise denklemin kokleri,

seklinde elde edilir.

(2) Eger A = B? — 4AC = 0 ise denklemin kokleri,

b m B
—_ —— — _ — = — A
1 a +m, Ta s 5 (m 1 75 0)

seklinde elde edilir.

(3) Eger A = B? — 4AC > 0 ise denklemin kokleri,

R T A C T iD),

o 3a
—2b+ /U1 + vz £ V3
To = T3 =

6a
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ve

(yl,y2 — Ab+ 37“ <—B VB = 4AC>>

seklinde elde edilir.

(4) Eger A = B?> — 4AC < 0 ise denklemin kokleri,

—b— \/zcosg
3a

I =

B —b—i—\/Z(cosg:I:\/gsing)
N 3a

To = T3

ve

2Ab — 3aB
20/A3

0 = arccost, t = A>0 —1<t<l1

seklinde elde edilir.

Shengjin’ in formiiliinii kullanilarak (4.3) denklemindeki €2 katsayilar matrisinin

ozdegerlerini hesaplamak icin,

A -1 0
IM—=Ql=| 0 X —1|=XN+EA+7,=0 (4.4)
—To —k A

tek degigkenli kiibik denklem olan (4.4) denkleminde a = 1,b=0,c=k, d = —7,

degerleri elde edilir. Bulunan bu degerler yerine yazilirsa

= b —3ac= -3k (4.5)
= bc—9ad = -97,
C = ¢ —3bd=F

olarak hesaplanir.
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(4.5) denkleminde hesaplanan bu degerler kullanilarak,

A = B*—4AC (4.6)

= 8172 4+ 12k°

seklinde ifade edilebilir (Hu 2012).

Yukarida bulunan degerlerin sonucu olarak asagidaki teoremi yazabiliriz:

Teorem 4.4.1: Sabit afin egrilikli ve sabit afin torsiyonlu bir nondegenere afin uzay

egrisi «, agagidaki egitliklerden birine egdegerdir:

(1) A2+ B? =0 ise « egrisi,

seklinde bulunur.

(2) A2+ B?#0ve A = B? —4AC = 0 ise « egrisi,

seklinde bulunur.

(8) A2+ B*#0ve A = B2 —4AC > 0 ise « egrisi,

k2 (—/{:%s, sin (/{:%5) , COS (k%s» ,eger 7, =0

6720157 6(01+02)s7 6(01702)3, eger Ta ?é 0

a(s) =

20109 (902 + 03) (03 + 02)
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)| 3 (9Ta + /128§ 8173) )| 3 (9Ta ~ 12 8173)

o= 2 - 2

| =

NARE (97’a + /1283 +81Tg) ) 3 (9Ta - m)

09 = —

6 2 9

seklinde bulunur.

(4) A2+ B?#£0ve A = B> —4AC < 0 ise « egrisi,

—k? (— (—/{:)% s, sinh <—k%s) ,cosh (—k%s>> ,eger 7, =0

a(s) =

- - - - 6720'157 6(01+02)s’ 6(01702)5, eger Ta 7& 0
40105 (907 — 03) (0] — 03)

1 1 2 2
oL = g\/—3/%:(303(5arccos(37%(—3/743)2))
1 27 3
gy = ./_]{;sin(garccos(;Ta(—3k)_2))

seklinde bulunur (Hu 2012).

Ispat: Shengjin in formiilii kullamlarak bu dért durum incelenirse:

(1) A2 + B? = 0 durumunda k = 7, = 0 olarak hesaplanir. Bu kosulda (4.4)

denkleminin kokleri,

seklinde elde edilir. Bu kokler yardimiyla (4.4) diferensiyel denkleminin temel ¢oziim-
leri 1, s ve s*> bulunur. Bu temel ¢oziimler kullanilarak (4.4) diferensiyel denkleminin

¢Ozimi,
o/ (s) = ¢ + ca5 + c357, ¢;(i = 1,2,3) Rde sabit vektorler

seklinde yazabiliriz. s parametresinin, afin yay parametre olabilmesi i¢in
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det [o/(s),a”(s),a” (s)] = 1 olmalidir. o/(s) esitliginin tiirevleri alinirsa,

o(s) = ¢+ cas+c3s®
a’(s) = ca+2c3s
a”(s) = 2¢

1
bulunur. Burada ¢y = (0, 0, 0), ¢; = (1, 0, 0), co = (0, 1, 0), c3 = <O, 0, 5)

. 1 .
segilerek det[cy, co, c3] = 3 bulunur ve s afin yay parametresi olur.

Boylece A% + B? = 0 durumunda afin egriyi,

Sekil 4.2 k, 7, = 0 igin afin uzay egrisi
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3T,
2

2
3
(2) A2+ B? #£0ve A = B> —4AC = 0 durumunda k = — ( ) < 0 olarak

hesaplanir. Bu kosulda (4.4) denkleminin kokleri,

M=X=0, \3=—20,0= <?>é

seklinde elde edilir. Bu kokler yardimiyla (4.4) diferensiyel denkleminin temel ¢oziim-
leri €7%, se’® ve e 2°° bulunur. Bu temel ¢oziimler kullamlarak (4.4) diferensiyel

denkleminin ¢6ziimii,
o/ (8) = c1€7% + cp5€” + e3¢ 275 ¢i(i = 1,2,3) R*de sabit vektorler

seklinde olur. s parametresinin, afin yay parametre olabilmesi i¢in

det [o/(s),a”(s),a” (s)] = 1 olmalidir. Tiirevler alinirsa,

A (s) = c1e7° + cpse” + cze ¢
o'(s) = 107 + ¢y (€7 + s0€°°) — 20c5e” 2"
o"(s) = 1077 + 3 (20€7° + s0%€”°) + 4o cze >

bulunur. Burada ¢y = (0, 0, 0), ¢; = (0, 0, 0), co = (0, 7, 0), c3 = (O, 0, - )

Y 90-4

1
segilerek det[cy, co, c3] = ) bulunur ve s afin yay parametresi olur. Boylece
o

A%+ B2 #0ve A = B2 — 4AC = 0 durumunda afin egriyi,

seklinde elde edebiliriz. Bu egrinin grafigi asagidaki gibi ¢izilebilir.
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200000

4G 0000

E00000

Sekil 4.3 £ < 0 ve 7, > 0 igin afin uzay egrisi

(8) A2+ B?#0ve A = B> — 4AC > 0 durumunda (4.4) denkleminin kokleri,

)\1 = —2(717 )\2 =01 +i0’2, )\3 =01 —iUg

TEE (97’a + /12K ¢ 8173) ) 3 (97’a ~ /125 ¢ 8173)

T 6 2 " 2

VARE (9¢a + /1285 1 8173) | 3 <9ra ~ 12 8173)

72 = 4 2 2

seklinde bulunur. Buradan (4.4) diferensiyel denkleminin temel ¢oziimleri e=271%

€715 cos(0gs) ve €718 sin(oys) olarak elde edilir. Burada temel ¢oziimler kullanilarak

(4.4) diferensiyel denkleminin ¢oziimiinii,

47



A/ (8) = cre 27 ¥ 4cpe”' cos(098) +e3e” sin(0a5), ¢;(i = 1,2,3) R3de sabit vektorler

seklinde yazabiliriz. s parametresinin, afin yay parametre olabilmesi i¢in

det [o/(s),a”(s),a”(s)] = 1 olmahdur.

(a) 7, = 0 durumunda, o; = 0 ve det[cy, 2, c3] = k=2 olarak hesaplanir. Burada

co = (0,0,0), c1 = (—k%,0,0), ez = (0,k%,0), ¢ = <0, 0, — k—%)

secilerek s afin yay parametre olur. Boylece A% + B? # 0 ve A = B? — 4AC > 0

durumunda afin egriyi,

a(s) = <k2 (—k%s,sin <k%s> , COS (k%s))> + co

seklinde elde edebiliriz. Bu egrinin grafigi asagidaki gibi ¢izilebilir.

2000

100

- 100

-2004

Sekil 4.4 k£ > 0 ve 7, = 0 igin afin uzay egrisi
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1

—5——v— buluruz. Burada
(90’1+02)0'2

(b) 7, # 0 durumunda, o1 # 0 ve det[cy, ¢, c3] =

1

,0,0), co =(0,09,01), c3=1(0, 01, —0O
720 T oD (0T 1oy 0 = o), =0 o1, —0)

Cop = (0,0,0), C1 = (

secersek s afin yay parametre olur. Boylece A% + B% # 0 ve A = B? — 4AC > 0
durumunda afin egriyi,

1

— —2018 (o1+02)s _(01—02)s
= e , € , € + ¢
20109 (902 + 03) (03 + 03) 0

a(s)

seklinde elde edebiliriz. Bu egrinin grafigi asagidaki gibi ¢izilebilir.

Sekil 4.5 & > 0 ve 7, > 0 i¢in afin uzay egrisi
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(4) A2 + B*#0 ve A = B?> — 4AC < 0 durumunda (4.4) denkleminin kokleri,

M = =201, Ay=01+02, \g=01—02
1 1 27 _3
o1 = g\/—?)kcos(g arccos(?Ta(—Sk:) 2))
1 2
oy = \/—ksin(garccos(;m(—i%k)g))
27 _3
ko< 0, S (=3k) 2 e (-1,1)

olarak hesaplanabilir. Buradan (4.4) diferensiyel denkleminin temel ¢6ziimleri e 2715,

el71192)s ye ¢(91-92)s hylunur. Bu diferensiyel denklemin ¢oziimi,
o/ (s) = cre 2 4 Coel@1102)8 | (op(01—02)s ci(i = 1,2,3) R*de sabit vektorler

olarak hesaplanir. s parametresinin, afin yay parametre olabilmesi igin

det [o/(s),a”(s),a”(s)] = 1 olmahdur.

(a) 7, = 0 durumunda, o1 =0, 09 = k ve det[cy, c2, c3] = %k’% olarak hesaplanir.
Burada ¢y = (0,0,0), c; = (0, 1 (—k:)fé . (—k)’%), o <0, 1 (_k)*% , —1 (—k‘)fé>
secilerek s afin yay parametre olur. Boylece A? + B2 # 0 ve A = B> —4AC <0

durumunda afin egriyi,
a(s) = <—k2 (— (—k:)% s, sinh (—k%s> , cosh (—k%3)>> + ¢

seklinde elde edebiliriz. Bu egrinin grafigi asagidaki gibi ¢izilebilir.
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o

o

=0,
= -1
=0.5
-0, d
0.5
LR e B i e g 1

“EODE 08 9.

-

Sekil 4.6 k£ < 0 ve 7, = 0 i¢in afin uzay egrisi

(b) 7, # 0 durumunda

o1+ 09 #0, 01 — 0y # 0 ve detey, ca, c3] = m olarak hesaplanir. Burada

Co = (O, 0, 0), C1 = (0, (0'1 + 0'2) y 0), Co = (0, 0, (0'1 — 0'2)), C3 = <202(Ug_901%><0%_03)7 O, 0)

secilerek s, afin yay parametre olur. Boylece A2 + B? £ 0 ve A = B? —4AC <0

durumunda afin egriyi,
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1

(40102 (907 — 03) (0 — 03)

OZ(S) _ 6—20'157 6(01—5—02)57 6(01—02)8) + ¢

seklinde elde edebiliriz. Bu egrinin grafigi asagidaki gibi ¢izilebilir.

Sekil 4.7 k < 0 ve 7, # 0 igin afin uzay egrisi

Boylece teoremin ispatini bitirebiliriz (Hu 2012).

Sabit Afin egrilik ve sabit afin torsiyonun k # 0 ve 7, # 0 durumlarina gore grafikleri

cizilirse,
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i) k> 0 ve 7, > 0 durumunda,

- 100

og

200
400
600

200

Sekil 4.8 k> 0 ve 7, > 0 i¢in afin uzay egrisi

seklinde elde edilir.
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ii) k < 0 ve 7, < 0 durumunda,

Sekil 4.9 £ < 0 ve 7, < 0 i¢in afin uzay egrisi

seklinde elde edilir.
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iii) 7, < 0 < k durumunda,

=8

Sekil 4.10 7, < 0 < k icin afin uzay egrisi

seklinde elde edilir.

%)




iv) k < 0 < 7,durumunda,

400003

& 00 000D

BDODO0 D

Sekil 4.11 k < 0 < 7, icin afin uzay egrisi

seklinde elde edilir (Nadjafikhah and Shirayeh 2011).
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu tez galigmasinda; Afin Diferensiyel Geometride Egriler Teorisinin, afin doniigiim-
ler grubu altinda incelenmesidir. Egriler diizlemde ve uzayda iki kisimda incelen-
mistir. Ayrica afin 1-manifoldlarin egri oldugu incelenmistir. Ayrica egrilerin karak-
terizasyonlar: hakkinda destek fonksiyolar:1 kullanilarak yeni bagintilar verilmistir.
Afin Diferensiyel Geometride egriler konusu eski bir konudur fakat hala bu konu
hakkinda calismalar yapilmaktadir. Giiniimiizdeki teknolojinin temeli afin doniigiim-
ler kullanilir. Bu bakimdan bu tez ¢aligmasi bu konuda caliganlar i¢in 6nemli bir

kaynak olacaktir.
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