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1. GİRİŞ 

Evrendeki pek çok fiziksel olgu ve olay, daha iyi anlaşılıp yorumlanabilmesi için 

matematiksel modellerle ifade edilmiştir. Uygulamalı alanda çalışan bilim adamları 

fiziksel olayların matematiksel modellemesi üzerinde çalışarak doğadaki bir çok fiziksel 

olayı adi ve kısmi diferansiyel denklemler ile açıklamışlardır. Dolayısıyla bu 

modellerden ortaya çıkan diferansiyel denklemlerin analitik, yaklaşık ve nümerik 

çözümlerini hesaplamak, modele karşılık gelen fiziksel olgu ve olayı daha iyi anlamak 

ve yorumlamak açısından oldukça önemlidir. Ancak ortaya çıkan diferansiyel 

denklemlerin çözümleri için analitik yöntemlerin uygun olmaması araştırmacıları 

yaklaşık ve sayısal çözüm yöntemlerini kullanmaya yönlendirmektedir. Bunun yanında 

günümüzde artan işlemci hızı ile birlikte bilgisayar kullanımının yaygınlaşması 

sayesinde bilgisayar algoritmalarını ve sayısal yöntemlerin ilgi odağı haline getirmiştir. 

Bilgisayar algoritmaları yardımı ile daha hızlı bir şekilde ve daha az hata ile çözüme 

ulaşmak mümkün olmaktadır (Atkinson ve Han, 2005; Wazwaz, 2010; Liao, 2012). 

Son yıllarda literatürde diferansiyel denklemlerin çözümlerinde yaygın olarak 

kullanılan sayısal yöntemlerden bazıları, diferansiyel dönüşüm yöntemi (DTM) (Zhou, 

1986), varyasyonel iterasyon yöntemi (VIM) (He, 1999), indirgenmiş diferansiyel 

dönüşüm yöntemi (RDTM) (Keskin ve Oturanc, 2009), homotopi analiz yöntemi 

(HAM) (Liao, 1992) şeklinde sıralanabilir. 

Bu çalışmada n-boyutlu ve yüksek mertebeden kısmi diferansiyel denklemler için 

aşağıdaki test problemleri ele alınmıştır. 

3-boyutlu ve ikinci mertebeden Zakharov Kuznetsov (ZK) denklemi,  
2( ) 0t x xu auu u+ + ∇ =  

şeklinde ifade edilmektedir. Burada 2 2 2
x y∇ = ∂ + ∂  laplasyendir. Bu denklemin açık hali, 

( ) 0t x xx yy xu auu u u+ + + =  

biçiminde ifade edilmektedir. ZK denkleminin başka bir tipi olan 3-boyutlu ve üçüncü 

mertebeden ZK(m,m) denklemi, 

( ) ( ) ( ) 0,m m m
t x xxx yyxu a u b u k u+ + + = , , 0a b k >  

şeklinde ifade edilmektedir (Zakharov ve Kuznetsov, 1974; Munro ve Parkes, 2000; 

Wazwaz, 2005; Inc, 2007). 

2-boyutlu ve dördüncü mertebeden Kuramoto-Sivashinsky (KS) denklemi, 

0t x xx xxxxu uu u uγ λ+ + + =  
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olarak ifade edilmektedir (Sivashinsky, 1977; Sivashinsky, 1980; Porshokouhi ve 

Ghanbari, 2011; Kurulay ve ark., 2013). 

Ele alınan bu problemlerden ilk olarak 3-boyutlu ve üçüncü mertebeden ZK 

denkleminin RDTM ve VIM ile yaklaşık çözümü elde edildi. Elde edilen yaklaşık 

çözümler ve yöntemlerin çözüm hızları karşılaştırıldı. Bunun için ZK(2,2) ve ZK(3,3) 

denklemi olmak üzere iki farklı ZK kısmi diferansiyel denklemi ele alındı.  İkinci olarak 

2-boyutlu ve dördüncü mertebeden KS denkleminin RDTM, HAM ve VIM yardımıyla 

yaklaşık çözümü elde edildi. Elde edilen yaklaşık çözümler karşılaştırıldı. Bunun için 

iki farklı KS kısmi diferansiyel denklemi ele alındı. Hesaplamalar yapılırken Maple ve 

Mathematica yazılım programları kullanıldı. 
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2. KAYNAK ARAŞTIRMASI 

Bu bölümde, tez çalışmasında kullanılan DTM, RDTM, VIM ve HAM olmak 

üzere yöntemlerin tarihsel gelişim sürecinden ve literatürde yapılan çalışmalardan söz 

edilecektir.  

DTM ilk olarak Zhou (1986) tarafından elektrik devre analizinde ortaya çıkan 

lineer ve lineer olmayan diferansiyel denklemlerin çözümünde kullanılmıştır. Bu 

yöntemle lineer ve lineer olmayan, adi ve kısmi diferansiyel denklemler basit bir 

dönüşüm ile cebirsel denklemlere indirgenebilmektedir.  

Chen ve Ho (1996), çalışmasında DTM bir özdeğer problemine uygulanarak 

özdeğer problemini fark denklemleri sistemine dönüştürülmüş, özdeğer ve 

özfonksiyonları elde edilmiştir. Elde edilen sonuçlar literatürde var olan diğer 

yöntemlerin sonuçlarıyla uyumlu olduğu gösterilmiştir.  

Chen ve Liu (1998), çalışmasında DTM lineer olmayan ısı iletimi problemlerine 

uygulanmıştır.  

Yu ve Chen (1998), çalışmasında lineer olmayan üçüncü mertebeden Blasius 

denklemi DTM yardımı ile çözülmüştür. 

DTM, Chen ve Ho (1999) tarafından kısmi diferansiyel denklemlere genişletilerek 

2-boyutlu DTM olarak literatüre kazandırılmıştır. 2-boyutlu DTM sayesinde sabit ve 

değişken katsayılı kısmi diferansiyel denklemlerin çözülebilmesi sağlanmıştır.  

Jang ve ark. (2000), çalışmasında lineer ve lineer olmayan başlangıç değer 

problemleri için uyarlamalı şebeke adımına dayalı sabit şebeke adımı tekniğini, DTM 

ile birlikte kullanılarak DTM iyileştirilmiştir. Burada elde edilen sonuçlar 4. merteben 

Runge-Kutta yöntemiyle karşılaştırılarak, DTM ile elde edilen çözümlerin iyi sonuçlar 

verdiği gösterilmiştir.  

Jang ve ark. (2001), çalışmasında 2-boyutlu DTM kullanılmıştır. Eliptik tipten 

Poisson denklemi, hiperbolik tipten dalga denklemi ile sınır şartında süreksizlik olan 

parabolik tipten tek-boyutlu sabit olmayan ısı iletim denklemi gibi lineer kısmi 

diferansiyel denklemler ve hiperbolik tipten lineer olmayan denklemler çözülerek kapalı 

formda tam çözümler elde edilmiştir.  

Ayaz (2003), tarafından 2-boyutlu DTM ile ilgili bazı yeni teoremler verilmiştir. 

Verilen teoremler yardımıyla lineer ve lineer olmayan kısmi türevli başlangıç değer 

problemlerine diferansiyel dönüşüm uygulanarak tam çözümler elde edilmiştir.  

Ayaz (2004b), çalışmasında ise 3-boyutlu diferansiyel dönüşüm kavramı 

tanımlanmıştır. Literatüre yeni dönüşüm formülleri eklenerek lineer ve lineer olmayan 
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kısmi diferansiyel denklem sistemleri çözülmüştür. Elde edilen sonuçlar tam ve ADM 

çözümleriyle karşılaştırılmıştır.  

Ayaz (2004a), çalışmasında indeksi 1 olan değişken katsayılı lineer diferansiyel 

cebirsel denklemlere DTM uygulamış ve seri çözümler elde edilmiştir. Elde edilen seri 

çözümler tam çözümlerle karşılaştırılmıştır.  

Ayaz ve Oturanc (2004), çalışmasında Burgers denkleminin yaklaşık çözümü 

DTM ile elde edilmiştir.  

Chen ve Ju (2004), çalışmasında sonlu farklar yöntemiyle DTM beraber 

kullanılarak bir problem çözülmüştür. 

Kurnaz ve ark. (2005), çalışmasında kısmi diferansiyel denklemler için n-boyutlu 

DTM yeni teoremlerle tanıtılmıştır. Bu yöntemle bazı lineer ve lineer olmayan 

problemler için yaklaşık çözümler elde edilmiştir.  

Arikoglu ve Ozkol (2005), çalışmasında integro diferansiyel denklemlerin DTM 

ile çözülebilmesi için gerekli olan teoremler verilmiştir. Lineer ve lineer olmayan 

integro diferansiyel denklemler için verilen sınır değer problemleri çözülmüştür. Bu 

çözümler literatürdeki başka yöntemlerle karşılaştırılarak DTM ile elde edilen seri 

çözümlerin daha iyi sonuçlar verdiği gösterilmiştir. 

Bildik ve Konuralp (2006), çalışmasında farklı tip kısmi diferansiyel denklemlerin 

yaklaşık çözümleri VIM, DTM ve ADM yardımı ile elde edilmiş ve kıyaslanmıştır.  

Keskin ve ark. (2007), çalışmasında DTM ile pantograf denklemleri ele alınarak 

çözülmüştür.  

Keskin ve Oturanc (2008), çalışmasında lineer olmayan fonksiyonlar için yeni 

diferansiyel dönüşüm verilmiştir. Bunun ışığında Emden Fowler diferansiyel denklemi 

çözülmüştür.  

Odibat (2008), çalışmasında, lineer ve lineer olmayan ayrılabilir çekirdekli 

Volterra integral denklemi DTM ile seri çözümü elde edilmiş ve denklemlerin tam 

çözümleri ile kıyaslamıştır.  

Islam ve ark. (2009), çalışmasında 12. mertebeden özel bir sınır değer problemi 

DTM yardımı ile çözülmüştür.  

Biazar ve Eslami (2010), çalışmasında Telgraf denklemi DTM kullanılarak 

çözülmüş ve örnekler ile desteklenmiştir.  

Yaghoobi ve Torabi (2011), çalışmasında iki tane lineer olmayan ısı transfer 

problemi DTM ile çözülmüştür. Elde edilen sonuçlar VIM ve homotopi pertürbasyon 

yöntemi (HPM) sonuçlarıyla kıyaslanmıştır.  
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Ganji ve ark. (2012), çalışmasında kalabalık trafikte yavaş ilerleme problemine 

(Jamming geçiş problemine)  karşılık gelen lineer olmayan problemi DTM ile çözmüş 

ve 4. mertebeden Runge-Kutta yöntemiyle elde edilen analitik sonuçlarla 

karşılaştırılmıştır.  

Abazari ve Kılıcman (2014), çalışmasında gecikmeli tipten integro diferansiyel 

denklemlerin uygulaması, DTM üzerinden verilmiştir. 

 

RDTM ilk olarak 2009 yılında Keskin ve Oturanc (2009) tarafından tanıtılmıştır. 

Kısmi diferansiyel denklemlerinin yaklaşık çözümlerini elde etmek için kullanılan bu 

yöntem DTM’den yola çıkılarak elde edilmiştir. Bu çalışmada, Üç farklı başlangıç 

değer problemi ele alınmıştır. 

Keskin ve Oturanc (2010a), çalışmasında RDTM ile genelleştirilmiş KdV 

denklemi çözülmüştür. Bununla ilgili üç tane uygulama verilmiştir. Bu uygulamadan 

ilkinde analitik çözüm elde edilmiştir. İkincisinde elde edilen yaklaşık çözüm analitik 

çözüm ile kıyaslanmıştır. Son uygulamada ise elde edilen yaklaşık çözüm, analitik ve 

VIM çözümleri ile karşılaştırılmıştır. 

Keskin ve Oturanc (2010c), çalışmasında lineer ve lineer olmayan dalga denklemi 

RDTM ile çözülmüştür. Elde edilen çözümler analitik ve VIM çözümleri ile 

karşılaştırılmıştır. 

Keskin ve Oturanc (2010d), çalışmasında homojen ve homojen olmayan gaz 

dinamik kısmi diferansiyel denklemi RDTM ile çözülmüştür. Elde edilen sonuçlar 

analitik çözümler ile aynı olduğu görülmüştür. 

Keskin ve Oturanc (2010b), çalışmasında Regularized Long Wave (RLW) kısmi 

diferansiyel denklemine RDTM uygulanmıştır. Elde edilen sonuçlar literatürde var olan 

analitik sonuçlar ile karşılaştırılmıştır. 

Cenesiz ve ark. (2010), çalışmasında lineer olamayan K(m,n) tipindeki kısmi 

diferansiyel denklemin RDTM ile yaklaşık çözümleri bulunmuştur. Burada K(2,2) ve 

K(3,3) denklemleri özel olarak incelenmiştir.  Elde edilen sonuçlar analitik çözümler ile 

bir uyum içinde olduğu gösterilmiştir. 

Taha (2011), çalışmasında değişken katsayılı kısmi diferansiyel denklemleri için 

RDTM’nin bir uygulaması verilmiştir. 

Taghizadeh ve ark. (2011), çalışmasında bir dalga denklemi olan lineer olmayan 

Wu-Zhang kısmi diferansiyel denkleminin yaklaşık çözümü RDTM kullanılarak elde 

edilmiştir. 
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Hesam ve ark. (2012), çalışmasında RDTM, Fornberg-Whitham tipindeki kısmi 

diferansiyel denklemine uygulanmış ve bu denklemin yaklaşık çözümü elde edilmiştir. 

Abazari ve Soltanalizadeh (2012), çalışmasında sığ su dalgaları teorisinde ve 

magneto–akustik dalga, plazma dalgaları gibi birçok fiziksel olayların modellenmesinde 

önemli bir rol oynayan Kawahara ve modifiye edilmiş Kawahara denklemi ele 

alınmıştır. Bu denklem RDTM ile çözülmüş ve literatürde var olan analitik çözüm ile 

karşılaştırılmıştır. 

İbiş ve Bayram (2012), çalışmasında farklı tipteki lineer olmayan evolüsyon 

denklemlerden Korteweg–de Vries Burgers' (KdVB) denklemi, Drinefel’d–Sokolov–

Wilson denklemi, Coupled Burgers' denklemi ve modifiye edilmiş Burgers' denklemi 

ele alınmıştır. Bu denklemlerin yaklaşık çözümleri RDTM kullanılarak bulunmuştur. 

Elde edilen sonuçlar analitik çözümler ile karşılaştırılmıştır. 

Yıldırım ve ark. (2012), çalışmasında Fisher’s denklemi, genelleştirilmiş Fisher’s 

denklemi ve lineer olmayan difüzyon tipindeki Fisher’s denkleminin RDTM yardımıyla 

yaklaşık çözümleri elde edilmiştir. Burada elde edilen sonuçların HPM ve ADM’den 

daha etkili ve kolay olduğu gösterilmiştir.  

Abazari ve Abazari (2012), çalışmasında genelleştirilmiş Hirota–Satsuma coupled 

KdV denkleminin DTM ve RDTM ile yaklaşık çözümü araştırılmıştır. Elde edilen 

sonuçlar hem kendi arasında hem de analitik sonuçlar ile karşılaştırılarak RDTM’nin 

daha kullanışlı olduğu gösterilmiştir. 

Saravanan ve Magesh (2013), çalışmasında Newell–Whitehead–Segel kısmi 

diferansiyel denklemi RDTM ve ADM ile çözülmüş ve yöntemler çözümlerin  grafiğe 

aktarılmasıyla karşılaştırılmıştır. Bunun sonucunda RDTM’nin ADM’ye göre daha 

avantajlı olduğu gösterilmiştir. 

Rawashdeh (2013), çalışmasında lineer olmayan Biyoloji ve Fizik’de karşılaşılan  

Fitzhugh-Nagumo kısmi diferansiyel denklemi, RDTM kullanılarak çözülmüştür. Elde 

edilen sonuçlar analitik çözüm ile karşılaştırılmış ve RDTM’nin lineer olmayan 

denklemler için kullanışlı olduğu gösterilmiştir. 

Al-Amr (2014), çalışmasında genelleştirilmiş Drinfeld–Sokolov denklemi ve 

Kaup–Kupershmidt denklemi olmak üzere iki farklı lineer olmayan probleme RDTM 

uygulanmıştır. 

Srivastava ve ark. (2014), çalışmasında (1+n)-boyutlu Burgers' denklemi RDTM 

ile yaklaşık çözümü bulunmuştur. Elde edilen sonuçların literatürde daha önce ADM, 

HPM ve VIM çözümleri ile aynı olduğu gösterilmiştir. 
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Acan ve Keskin (2015b), çalışmasında 3-boyutlu ve üçüncü mertebeden ZK (n,n) 

denkleminin yaklaşık çözümü RDTM kullanılarak incelenmiştir. Bunun ile ilgili 

ZK(2,2) ve ZK(3,3) olmak üzere iki uygulama yapılmıştır. Elde edilen sonuçlar analitik 

sonuçlar ile karşılaştırılmıştır. 

Acan ve Keskin (2015a), çalışmasında 2-boyutlu ve dördüncü mertebeden KS 

denkleminin yaklaşık çözümü RDTM kullanılarak incelenmiştir. Bunun ile ilgili iki 

uygulama yapılmıştır. Elde edilen sonuçlar analitik sonuçlar ile karşılaştırılmıştır. 

Acan ve Keskin (2016), çalışmasında 3-boyutlu ve üçüncü mertebeden ZK kısmi 

diferansiyel denklemi RDTM ve VIM ile yaklaşık çözümü elde edilmiştir. Elde edilen 

yaklaşık çözümler ve yöntemlerin çözüm hızları karşılaştırılmıştır.  

 

VIM ilk olarak 1997 yılında He (1997a) tarafından tanıtılmıştır. Bu yöntem, 

Inokuti ve ark. (1978) tarafından kuantum mekaniğindeki problemleri çözmek için 

kullanılan Lagrange çarpanı yönteminden yola çıkılarak elde edilmiştir. He (1997a), 

çalışmasında yöntemin ana hatları lineer olmayan iki adi diferansiyel denklem üzerinde 

gösterilmiş, yöntem kısmi diferansiyel denklemlere genişletmiştir. Elde edilen sonuçları 

ADM ile karşılaştırılmıştır.  

He (1997b), çalışmasında VIM, gecikmeli diferansiyel denklem ile ifade edilen 

bir popülasyon büyüme modeline uygulanmıştır.  

He (1998a), çalışmasında VIM, lineer adi diferansiyel denklem, lineer olmayan 

adi diferansiyel denklem ve lineer olmayan kısmi diferansiyel denklem üzerinde 

uygularken Lagrange çarpanının nasıl bulunacağına dair bazı ayrıntılar verilmiştir. Daha 

sonra bu yöntem 2-boyutlu bir akışı modelleyen denkleme uygulanmış ve daha önce 

ADM ile elde edilen analitik çözüme yakınsayan seri çözümü yerine direkt olarak 

analitik çözüm elde edilmiştir. Ayrıca VIM kesirli türevli diferansiyel denklemlere 

uygulanmıştır. 

He (1998b), çalışmasında VIM, lineer olmayan diferansiyel denklemlere 

uygulanmış ve bununla ilgili uygulamalar yapılmıştır. Elde edilen sonuçlar daha önce 

ADM ile elde edilen sonuçlarla aynı olduğu gösterilmiştir. 

He (1999), çalışmasında VIM, literatürde olan beş farklı lineer olmayan probleme 

uygulanmıştır. Burada Lagrange çarpanının seçimindeki öneminden bahsedilmiş, bu 

çarpanın doğru seçiminin özellikle lineer problemler için daha hızlı bir şekilde analitik 

çözüme yakınsayan ardışık yaklaşımlar ortaya koyacağı bir örnekle gösterilmiştir. 

Lagrange çarpanı seçimin problemdeki lineer olmayan terimlerin kısıtlanmış 
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varyasyonlar olarak ele alınması ile daha doğru yapılabileceği vurgulanmıştır. Bu 

şekilde lineer olmayan problemler için de Lagrange çarpanının nasıl seçilmesi gerektiği 

anlatılmıştır. ADM ile teorik bir karşılaştırma yapılmış ve çalışmanın sonuç bölümünde 

de yöntemin bazı özellikleri bahsedilmiştir. 

He (2000), çalışmasında VIM, otonom diferansiyel denklem sistemlerin 

çözümünde kullanılmıştır. Çalışmada yöntemin avantaj sağlayan yanlarından 

bahsedilmiştir. İlk olarak İterasyonun yapıldığı düzeltme fonksiyonları, en iyi şekilde 

varyasyonel teori ile belirlenen Lagrange çarpanları aracılığıyla oluşturulabileceği, 

özellikle düzeltme fonksiyonunda kısıtlanmış varyasyonların uygulanması bu çarpanı 

belirlemeyi daha kolay hale getirilebileceği vurgulanmıştır. Başlangıç yaklaşımı, uygun 

bilinmeyen sabitler ile keyfi olarak seçilebileceği söylenmiştir. Bu yöntem yoluyla elde 

edilen yaklaşımlar yalnızca küçük parametreler için değil büyük parametreler için de 

geçerli olabileceği ifade edilmiştir. 

Liu (2004), çalışmasında VIM, lineer olmayan elektrokimyasal sistemlere 

uygulanmıştır. 

Abdou ve Soliman (2005), çalışmasında VIM, Burger’s ve coupled Burger’s 

denklemlerin çözümünün elde edilmesinde kullanılmıştır. Elde edilen çözümler 

ADM’nin çözümleri ile karşılaştırılmış ve VIM’in avantajları ortaya koyulmuştur. 

Bildik ve Konuralp (2006), çalışmasında lineer olmayan diferansiyel denklemler 

için VIM, DTM ve ADM uygulanmış ve bazı örnekler verilmiştir. Elde dilen sonuçlar 

doğrultusunda VIM’in diğer iki yönteme göre uygunluğu vurgulanmıştır. 

Momani ve ark. (2006), çalışmasında lineer olmayan bir sınır değer probleminin 

analitik ve yaklaşık çözümlerini bulmak için VIM kullanılmıştır. ADM ile 

karşılaştırmalar yapılmış ve bazı problemlerde ADM’nin bazı problemlerde ise VIM’in 

daha iyi sonuçlar verdiği ifade edilmiştir. 

Yusufoglu (2007), çalışmasında Klein-Gordon denkleminin kompakt ve kompakt 

olmayan yapıların konstrüksiyonu için VIM kullanılmıştır. Burada Klein-Gordon 

denklemi için kompakt ve solitary çözümler elde edilmiştir. Elde edilen sonuçlar ADM 

ile karşılaştırılmış ve VIM’in daha kullanışlı olduğu söylenmiştir. 

Wazwaz (2007), çalışmasında VIM, lineer ve lineer olmayan kısmi diferansiyel 

denklem sistemlerinin çözümünde kullanılmıştır. Amaç, VIM’in lineer olmayan 

terimleri dönüştürmede kullanılacak dönüşümlere gereksinim duymaksızın 

hesaplamaların boyutlarını düşürme özelliğini ve Lagrange çarpanının seçimiyle hızlı 

yakınsayan ardışık yaklaşımların elde edilebileceğini göstermek olduğu ifade edilmiştir. 
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Yusufoğlu ve Erbaş (2008), çalışmasında lineer olmayan bir diferansiyel denklem 

sistemi ile ifade edilen değişken katsayılı av-avcı problemine VIM uygulanmıştır. Farklı 

iterasyon sayıları ile elde edilen sonuçlar modifiye edilmiş ADM ve HPM sonuçlarıyla 

karşılaştırılmıştır. 

Geng ve ark. (2009), çalışmasında VIM’in bir modifikasyonu olan piecewise 

(parçalı) VIM tanıtılmıştır. Bu yöntem Riccati diferansiyel denklemin çözümünde 

kullanılmıştır. Klasik yöntem ile başlangıç noktası civarında iyi sonuçlar alınırken 

yöntemin bu modifikasyonunun daha geniş aralıklarda da iyi sonuçlar verdiği 

gösterilmiştir. Çözüm aralığı n eşit parçaya bölündükten sonra her bir alt aralıkta 

iterasyon formülü kullanılarak elde edilen fonksiyondan bir sonraki alt aralıkta karşılık 

gelen ilk nokta için bir başlangıç yaklaşımı elde edilmesi şeklinde adım adım işlem 

devam ettirilmiştir. Bulunan sonuçlarla grafik üzerinde yöntemin klasik hali ve 

modifiye edilmiş hali karşılaştırılmıştır.  

Goh ve ark. (2009), çalışmasında kemirgenlerden bulaşan bir tür virüs salgını 

modelin bir popülasyondaki hareketliliğini incelemek için VIM kullanılmıştır. Elde 

edilen sonuçlar klasik Runge-Kutta yönteminin sonuçlarıyla karşılaştırılmıştır. Buradan  

elde edilen değerler belirli koşullar altında salgının yayılım davranışı üzerine bazı 

tespitler yapma imkânı sağlamıştır. 

Kıymaz ve Cetinkaya (2010), çalışmasında değişken katsayılı lineer olmayan 

diferansiyel denklemlerin büyük bir sınıfı için VIM kullanılarak yaklaşık analitik 

çözümler elde edilmiş ve bazı örnekler ile desteklenmiştir. 

Odibat (2010), çalışmasında VIM’e alternatif bir yaklaşım getirilerek, hata 

tahmini ve yakınsaklıkla ilgili yeterli koşullar tespit edilmiştir. Farklı diferansiyel 

denklemler üzerinde tam çözüme yakınsayan iterasyon formülleri özetlenmiştir.  

Abdel-Salam ve Al-Khaled (2012), çalışmasında bazı optimizasyon 

problemlerinin analitik çözümleri VIM yardımıyla elde edilmiştir. Bunu yaparken 

düzeltme fonksiyonları bulmada Euler denklemleri ile birlikte Lagrange çarpanı 

kullanılmıştır.  

Jafari (2014), çalışmasında lineer olmayan bir sınıf denklemler üzerinde VIM ile 

ardışık yaklaşım yöntemi karşılaştırılmıştır. 

Chang (2016), çalışmasında difüzyon denklemleri için VIM’in yakınsaklığı 

incelenmiştir. 
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HAM ilk olarak 1992 yılında Liao (1992) tarafından doktora tezinde tanıtılmıştır. 

Burada lineer olmayan denklemlere uygulanmıştır. Adi ve kısmi diferansiyel 

denklemlerin yaklaşık çözümlerini elde etmek için kullanılan bu yöntem literatürde bir 

çok çalışmada kullanılmıştır.  

Liao (1997), çalışmasında HAM’ın ana fikri kısaca tanıtılmıştır. Pertürbasyon 

yönteminden farkı belirtilerek, yöntemin etkinliğini göstermek için örnek problemlere 

uygulamıştır. 

Liao ve Chwang (1998), çalışmasında HAM, lineer olmayan problemlere 

uygulanmıştır. Burada tek dereceli freedom sistemlerin salınımları için iki tane peryot 

formülü verilmiş ve bunlar ile ilgili dört örnek uygulaması yapılmıştır. 

Liao ve Campo (2002), çalışmasında yarı-sonsuz bir plaka üzerinde, bir laminer 

viskoz akış için sıcaklık dağılımlarının analitik yaklaşık çözümü için HAM 

uygulanmıştır. 

Liao (2003) tarafından HAM, “Beyond perturbation: introduction to the 

homotopy analysis method” adıyla kitaplaştırılmıştır. 

Liao (2004), çalışmasında tipik lineer olmayan problemler için HAM daha da 

geliştirilmiş ve sistematik hale getirilerek iki kural tanıtılmıştır. Elde edilen yaklaşık 

çözüm, analitik sonuçlarla iyi bir uyum sağladığı gösterilmiştir. 

He (2004), çalışmasında HAM’ın özel bir hali olan HPM ve HAM 

karşılaştırılmıştır. HPM’nin daha güçlü olduğunu göstermiştir. 

Sun (2005), çalışmasında HAM, Klein-Gordon denklemi ile ifade edilen lineer 

olmayan gezen dalga problemine uygulanmıştır. 

Abbasbandy (2006), çalışmasında HAM, ısı transferi denklemlerine uygulanmış 

elde edilen sonuçlar HPM ve pertürbasyon yöntemi sonuçlarıyla karşılaştırılmıştır. 

Abbasbandy (2007), çalışmasında genelleştirilmiş Hirota-Satsuma coupled KdV 

denklemi bir analitik yöntem olan HAM ile çözmüştür. Elde edilen sonuçlar ADM 

sonuçlarıyla karşılaştırılmıştır. 

Tan ve Abbasbandy (2008), çalışmasında kuadratik Riccati diferansiyel denklemi 

HAM’la çözülmüş ve sonuçlar  HPM, ADM ve analitik çözümle karşılaştırılarak 

verilmiştir. 

Rashidi ve ark. (2009), çalışmasında Burger and regularized long wave (RLW) 

denklemleri HAM yardımıyla yaklaşık çözümleri bulunmuştur. Elde edilen yaklaşık 

çözümler HPM çözümleri ile karşılaştırılmıştır.  
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Abbasbandy (2010), çalışmasında HAM, Kawahara denkleminin gezen-dalga 

çözümlerinin bir ailesini bulmak için kullanılmıştır. Üstel bir seri olarak elde edilen 

yaklaşık çözüm makul bir hata ile verilmiştir. 

Hassan ve El‐Tawil (2011), çalışmasında HAM yüksek mertebeden lineer 

olmayan problemlere uygulanmış ve örnekler ile desteklenmiştir. 

Rashidi ve ark. (2012), çalışmasında HAM, ısı transferi ile gözenekli ortam içinde 

bir dönen disk üzerinde sürekli akışın yaklaşık analitik çözümlerini elde etmek için 

uygulanmıştır. Elde edilen seri çözümlerin yakınsaması analiz edilmiştir. Elde edilen 

çözümlerin geçerliliği 4. mertebeden Runge-Kutta yöntemiyle karşılaştırılmıştır. 

Guerrero ve ark. (2013), çalışmasında sabit bir popülasyonda sigara içme 

alışkanlığın yayılmasının dinamik modelinin bir yaklaşık analitik çözümünü elde etmek 

için HAM kullanılmış ve sonuçlar grafiklerle verilmiştir. 

Jafarian ve ark. (2014), çalışmasında coupled Ramani denklemleri, HAM 

yardımıyla çözülmüş ve analitik çözümlerle karşılaştırarak arasında iyi bir uyum olduğu 

gösterilmiştir. 

Shayganmanesh (2015), çalışmasında HAM ve HPM İntegral denklem sistemlerin 

çözümünde kullanılmış ve HPM, HAM’ın bir özel durumu olduğu gösterilmiştir. 
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3. SAYISAL YÖNTEMLER 

Bu bölümde problemlerimizin çözümü için kullanacağımız yöntemler verilecektir. 

 

3.1. Diferansiyel Dönüşüm Yöntemi 

Diferansiyel dönüşüm yöntemi (DTM) ilk olarak 1986 yılında Zhou (1986) 

tarafından tanıtıldı. Daha sonra birçok yazar bu yönteme katkı sağlayarak yeni özellikler 

kazandırmışlardır. Bu yöntem, adi ve kısmi diferansiyel denklemlerin yaklaşık 

çözümlerini elde etmek için kullanılmaktadır. DTM, tek-boyutlu, 2-boyutlu, n-boyutlu 

DTM ve lineer olmayan fonksiyonların dönüşüm karşılığı olarak dört başlık altında ele 

alınabilir. Bu yöntem Pukhov (1986); Zhou (1986); Chen ve Ho (1996); Chen ve Liu 

(1998); Chen ve Ho (1999); Ayaz (2003; 2004b; 2004a); Ayaz ve Oturanc (2004); Chen 

ve Ju (2004); Arikoglu ve Ozkol (2005); Kurnaz ve ark. (2005); Arikoglu ve Ozkol 

(2006b; 2006a); Keskin ve Oturanc (2008); Keskin (2010); Sakar (2012) tarafından 

yapılan çalışmalarından derlenerek aşağıdaki gibi verilebilir. 

 

3.1.1. Tek-Boyutlu Diferansiyel Dönüşüm Yöntemi 

Tek değişkenli ( )u t  fonksiyonunun diferansiyel dönüşüm fonksiyonu ( )U k  

olmak üzere, ( )u t  nin tek-boyutlu diferansiyel dönüşümü,  

0

1( ) ( ) ,
!

k

k
t

dU k u t k
k dt

=

 
= ∈ 

 
                                            (3.1) 

olarak tanımlanır (Zhou, 1986). ( )U k  dönüşüm fonksiyonunun diferansiyel ters 

dönüşüm fonksiyonu, 

0
( ) ( ) k

k
u t U k t

∞

=

=∑                                                        (3.2) 

şeklinde tanımlanır (Zhou, 1986). (3.1) ve (3.2) eşitlikleri dikkate alındığında  

0 0

1( ) ( )
!

k
k

k
k t

du t u t t
k dt

∞

= =

 
=  

 
∑                                                        (3.3) 

ifadesi elde edilir (Zhou, 1986). Yukarıdaki (3.1) ve (3.2) eşitlikleri kullanılarak tek-

boyutlu diferansiyel dönüşümü için aşağıdaki teoremler verilebilir. 
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Teorem 3.1. (Zhou, 1986)  

Tek değişkenli ( ),  ( )u t v t  ve ( )w t fonksiyonlarını ele alalım. Sırasıyla ( ),  ( )U k V k  

ve ( )W k  verilen fonksiyonların diferansiyel dönüşüm fonksiyonları olsun. O halde, 

c∈ olmak üzere, 

(i) ( ) ( ) ( )u t v t w t= ±  ise ( ) ( ) ( )U k V k W k= ±  olur. 

(ii) ( ) ( )u t cv t= ise ( ) ( )U k cV k=  olur.  

(iii) w(x)= ( ) ( )du t v t
dt

=  ise ( ) ( 1) ( 1)U k k V k= + +  olur. 

(iv) ( ) ( ) ( )u t v t w t=  ise 
0

( ) ( ) ( )
k

s
U k V s W k s

=

= −∑ olur. 

İspat: Bu teoremin ispatı için Zhou (1986) çalışmasına bakılabilir. 

 

Teorem 3.2. (Chen ve Ho, 1996) 

Tek değişkenli ( )u t ve ( )v t  fonksiyonlarını ele alalım. Sırasıyla ( )U k  ve ( )V k  

verilen fonksiyonların diferansiyel dönüşüm fonksiyonları olsun. O halde 

 ve s q∈ olmak üzere  

(i) ( )( )
s

s

d v tu t
dt

=  ise ( )!( ) ( )
!

k sU k V k s
k
+

= +  olur. 

(ii) ( ) qu t t=  ise ( ) ( )U k k qδ= −  olur. Burada 
1,

( )
0,  

k q
k q

aksi halde
δ

=
− = 


 dir. 

İspat: Bu teoremin ispatı için Chen ve Ho (1996) çalışmasına bakılabilir. 

 

3.1.2. 2-Boyutlu Diferansiyel Dönüşüm Yöntemi 

İki değişkenli ( , )u x t  fonksiyonunun diferansiyel dönüşüm fonksiyonu ( ),U k h  

olmak üzere, ( , )u x t  nin 2-boyutlu diferansiyel dönüşümü,  

0
0

1( , ) ( , )
! !

k h

k h
x x
t t

U k h u x t
k h x t

+

=
=

 ∂
=  ∂ ∂ 

                                                                               (3.4) 

olarak tanımlanır (Chen ve Ho, 1999). ( ),U k h  dönüşüm fonksiyonunun diferansiyel 

ters dönüşüm fonksiyonu  

0 0
0 0

( , ) ( , )( ) ( )k h

k h
u x t U k h x x t t

∞ ∞

= =

= − −∑∑                                                                         (3.5) 
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ile tanımlanır (Chen ve Ho, 1999). (3.4) ve (3.5) eşitlikleri dikkate alındığında  

0
0

0 0
0 0

1( , ) ( , ) ( ) ( )
! !

k h
k h

k h
x xk h
t t

u x t u x t x x t t
k h x t

+∞ ∞

== =
=

 ∂
= − − ∂ ∂ 
∑∑                                              (3.6) 

ifadesi elde edilir (Chen ve Ho, 1999). Yukarıdaki (3.4) ve (3.5) eşitlikleri kullanılarak 

2-boyutlu diferansiyel dönüşümü için aşağıdaki teoremler verilebilir. 

 

Teorem 3.3.(Chen ve Ho, 1999)  

İki değişkenli ( ) ( ),  ,  ,u x t v x t  ve ( ),w x t  fonksiyonlarını ele alalım. Sırasıyla 

( ) ( ), ,  ,k hU V k h  ve ( ),W k h  verilen fonksiyonların diferansiyel dönüşüm 

fonksiyonları olsun. O halde c∈ olmak üzere; 

(i) ( ) ( ) ( ), , ,u x t v x t w x t= ± ise ( ) ( ) ( ), , ,k h W k hU V k h= ± olur. 

(ii) ( )( ), ,u x t cv x t=  ise ( )( ), ,U k h cV k h=  olur. 

(iii) ( )( , ,) vx t x tu
x

=
∂
∂

 ise ( ) ( )1 ), 1,(U Vk h k k h= + +  olur. 

(iv) ( )( , ,) vx t x tu
t

=
∂
∂

 ise ( ) ( )1 ), , 1(U Vk h h k h= + +  olur. 

İspat: Bu teoremin ispatı için Chen ve Ho (1999) çalışmasına bakılabilir. 

 

Teorem 3.4. (Chen ve Ho, 1999) 

İki değişkenli ( ) ( ),  ,  ,u x t v x t  ve ( ),w x t  fonksiyonlarını ele alalım. Sırasıyla 

( ) ( ), ,  ,k hU V k h  ve ( ),W k h  verilen fonksiyonların diferansiyel dönüşüm 

fonksiyonları olsun. O halde ,  ,  ,  p q r s∈ olmak üzere; 

(i) ( , )( ),
r s

r s

v x tt
x

xu
t

+∂
∂ ∂

=  ise ( ) ( )!( )!, ,
! !

( )k r h sk h k r h sU
k h

V+ +
= + +  olur. 

(ii) ( )( ) (, , ) ,u x t v x t w x t=  ise ( )
0 0

( , ( ,, ) )
k h

r s
U V r h s W k r sk h

= =

− −=∑∑  olur. 

(iii) ( ), p qu x t x t=  ise ( ), ( , )k h kU p h qδ= − −  olur.  

Burada 
1,         

( , )
0,      

k p ve h q için
k p h q

aksi halde
δ

= =
− − = 


 dir. 

İspat: Bu teoremin ispatı için Chen ve Ho (1999) çalışmasına bakılabilir. 
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3.1.3. n-Boyutlu Diferansiyel Dönüşüm Yöntemi 

n değişkenli ( )1 2, ,..., nu x x x  fonksiyonun diferansiyel dönüşümü,  

1 2

11 2
2

...
1 2

1 2 0
01 2 1 2

0

( , ,..., )1( , ,..., )
! !... ! ...

n

n

n

k k k
n

n xkk k
xn n

x

u x x xU k k k
k k k x x x

+ + +

=
=

=

 ∂
=  ∂ ∂ ∂ 



                                         (3.7) 

şeklinde tanımlanır (Kurnaz ve ark., 2005). 1 2, ,...,( )nU k k k  dönüşüm fonksiyonunun 

diferansiyel ters dönüşüm fonksiyonu  

1 2

1 2

1 2 1 2 1 2
0 0 0

( , ,..., ) ... ( , ,..., ) ... n

n

kk k
n n n

k k k
u x x x U k k k  x x x

∞ ∞ ∞

= = =

= ∑∑ ∑                                             (3.8) 

biçiminde tanımlanır (Kurnaz ve ark., 2005). (3.7) ve (3.8) eşitlikleri dikkate 

alındığında, 

1 2
1 2

1 2 1
1 2 2

...
1 2

1 2 1 200 0 0 1 2 1 2 0
0

( , ,..., )1( , ,..., ) ... ...
! !... ! ...

n
n

n
n

n

k k k
kk kn

n nkk k xk k k n n x
x

u x x xu x x x x x x
k k k x x x

+ + +∞ ∞ ∞

=
= = = =

=

 ∂
=  ∂ ∂ ∂ 
∑∑ ∑    (3.9) 

ifadesi elde edilir (Kurnaz ve ark., 2005). Yukarıdaki (3.7) ve (3.8) eşitlikleri 

kullanılarak n-boyutlu diferansiyel dönüşümü için aşağıdaki teorem verilebilir. 

 

Teorem 3.5. (Kurnaz ve ark., 2005) 

n değişkenli ( ) ( )1 2 1 2, ,...,  , ,...,  ,n nu x x x v x x x  ve ( )1 2, ,..., nw x x x fonksiyonlarını 

ele alalım. Sırasıyla 1 2 1 2,  ( , ,..., ) ( , ,..., )n nU k k k k k kV  ve 1 2( , ,..., )nW k k k  verilen 

fonksiyonların diferansiyel dönüşüm fonksiyonları olsun. O halde c∈  ve 

her 1,2,3,...,i n=  için ir ∈ olmak üzere, 

(i) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2, ,..., , ,..., , ,...,n n nu x x x v x x x w x x x= ±  ise 

1 2 1 2 1 2( , ,..., ) ( , ,..., ) ( , ,..., )n n nV WU k k k k k k k k k= ±  olur. 

(ii) ( ) ( )1 2 1 2, ,..., , ,...,n nu x x x cv x x x=  ise 1 2 1 2( , ,..., ) ( , ,..., )n nU c k kVk k k k=  olur. 

(iii) ( ) ( )1 2
1 2

1

, ,...,
, ,..., n

n

v x x x
x x xu

x
=
∂

∂
 ise 

( )1 2 1 1 21( , ,..., ) ( 1, ,..., )n nU k k k k V k k k= + +  olur. 
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(iv) ( ) ( )1 2
1 2

1 2
1 2

, ,...,
, ,...,

...n n

n

n

n
n

r

r

r

r

r

r
n

x x x
x x x

x x
v

x
u

+ + +

=
∂ ∂ ∂

∂ 

 ise 

1 1 2 2
1 2

1 2
1 2 1 2

( )!( )! ( )!
! !

( , ,..., ) ( ,
!

,..., )n n
n

n
n nU k k rk r k r r rk k V r

k k k
k k k++ +

= + + +  

olur.  

İspat: Bu teoremin ispatı için Kurnaz ve ark. (2005) çalışmasına bakılabilir. 

 

3.1.4. Lineer Olmayan Fonksiyonların Dönüşüm Karşılığı 

Üç değişkenli ( ), ,u x y t  fonksiyonunun dönüşüm fonksiyonu ( ), ,U k h s  olmak 

üzere lineer olmayan ( ), ,Nu x y t ’nin 3-boyutlu diferansiyel dönüşümü, 

0
0

0

00 0 0

1

0

2

0

1( , , ) ( )
! ! !

1( , , ) ( , , )
!

, ,. .,

! !

.
k h s

k h s x
y
t

k h s

k h s xk h

s

y
t

n

k h

s

N k h s Nu
k h s

N k h s N U k h s
k

x x x

x y t
h s

+ +

=
=
=

+ + ∞ ∞ ∞

=
= = = =

=

 ∂
=  ∂ ∂ ∂ 

 ∂  =   ∂ ∂ ∂   
∑∑∑

 

olarak tanımlanır. 

3-boyutlu lineer olmayan fonksiyonların diferansiyel dönüşümünü veren Maple 

kodu Tablo-3.1 deki gibi ilk kez verilebilir. 

 

Tablo-3.1. 3-boyutlu lineer olmayan fonksiyonlar için diferansiyel dönüşümü veren maple kodu. 
Fonksiyon  Maple Kodu 

( , , )Nu x y t  

restart; 
NF:=Nu(x,y,t): #Lineer Olmayan Fonksiyonu 
m:=1:       #Mertebe 
u[x,y,t]:=sum(sum(sum(u[k,l,p]* 
x^k*y^l*t^p,k=0..m),l=0..m),p=0..m): 
NF[x,y,t]:=subs(Nu(x,y,t)=u[x,y,t],NF): 
s:=expand(NF[x,y,t],x,y,t): 
vt:=unapply(s,x,y,t): 
for i from 0 by 1 while i <= m do 
for j from 0 by 1 while j <= m do 
for h from 0 by 1 while h <= m do 
a[i,j,h]:=D[1$i,2$j,3$h] 
(vt)(0,0,0)/i!/j!/h!: 
print(a[i,j,h],A[i,j,h]):#Dönüşüm Fonksiyonu 
od:od:od: 
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3-boyutlu lineer olmayan bazı fonksiyonların diferansiyel dönüşüm karşılıkları 

Tablo-3.2 deki gibi verilebilir. 

 

Tablo-3.2. 3-boyutlu lineer olmayan bazı fonksiyonlar için diferansiyel dönüşüm tablosu. 
Fonksiyon  Diferansiyel Dönüşüm Karşılığı 

( , , ) ( , , )mNu x y t u x y t=  

1

1

2 2 1

2

1

(0,0,0) (0,0,0)
(0,0,1) (0,0,0) (0,0,1)
(0,1,0) (0,0,0) (0,1,0)
(0,1,1) (0,0,0) (0,0,1) (0,1,0) (0,0,0) (0,1,1)

(0,0,0) (0,0,1) (0,1,0)
(1,0,0) (0,0,0) (1,0,0)
(1,0,1

m

m

m

m m

m

m

N U
N mU U
N mU U
N m U U U mU U

mU U U
N mU U
N

−

−

− −

−

−

=

=

=

= + −

=
2 2 1

2

2 2 1

2

3 3

) (0,0,0) (0,0,1) (1,0,0) (0,0,0) (1,0,1)
(0,0,0) (0,0,1) (1,0,0)

(1,1,0) (0,0,0) (0,1,0) (1,0,0) (0,0,0) (1,1,0)
(0,0,0) (0,1,0) (1,0,0)

(1,1,1) (0,0,0) (0,1,0)

m m

m

m m

m

m

m U U U mU U
mU U U

N m U U U mU U
mU U U

N m U U U

− −

−

− −

−

−

= + −

= + −

= 2 2

2 3

(0,0,1) (1,0,0) (0,0,0)
(0,0,1) (1,1,0) 3 (0,0,0) (0,0,1) (0,1,0)

m

m

U m U
U U m U U U

−

−

+ ×

− +

 

( )( , , ) sin ( , , )Nu x y t u x y t=  

( )
( )
( )
( ) ( )
( )
( ) ( )

(0,0,0) sin (0,0,0)

(0,0,1) cos (0,0,0) (0,0,1)

(0,1,0) cos (0,0,0) (0,1,0)

(0,1,1) cos (0,0,0) (0,1,1) sin (0,0,0) (0,1,0) (0,0,1)

(1,0,0) cos (0,0,0) (1,0,0)

(1,0,1) cos (0,0,0) (1,0,1) sin (0,0,0)

N U

N U U

N U U

N U U U U U

N U U

N U U U

=

=

=

= −

=

= −

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

(1,0,0) (0,0,1)

(1,1,0) cos (0,0,0) (1,1,0) sin (0,0,0) (1,0,0) (0,1,0)

(1,1,1) sin (0,0,0) (1,0,0) (0,1,1) cos (0,0,0)

(1,0,0) (0,1,0) sin (0,0,0) (1,1,0) (0,0,1)

sin (0,0,0) (0,1,0) (1,0,1) cos (

U U

N U U U U U

N U U U U

U U U U U

U U U U

= −

= − − ×

−

− + ( )0,0,0) (1,1,1)U

 

( , , )( , , ) u x y tNu x y t e=  
( )

( )

(0,0,0)

(0,0,0)

(0,0,0)

(0,0,0)

(0,0,0)

(0,0,0)

(0,0,0)

(0,0,0)
(0,0,1) (0,0,1)
(0,1,0) (0,1,0)
(0,1,1) (0,1,0) (0,0,1) (0,1,1)

(1,0,0) (1,0,0)
(1,0,1) (1,0,0) (0,0,1) (1,0,1)

(1,1,0)

U

U

U

U

U

U

U

N e
N e U
N e U
N e U U U

N e U
N e U U U

N e

=

=

=

= +

=

= +

= ( )
(0,0,0)

(1,0,0) (0,1,0) (1,1,0)

(1,0,0) (0,1,0) (0,0,1) (1,1,0) (0,0,1)
(1,1,1)

(0,1,0) (1,0,1) (1,0,0) (0,1,1) (1,1,1)
U

U U U

U U U U U
N e

U U U U U

+

+ 
=  + + + 
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3.2. İndirgenmiş Diferansiyel Dönüşüm Yöntemi 

İndirgenmiş diferansiyel dönüşüm yöntemi (RDTM) ilk olarak 2009 yılında 

Keskin ve Oturanc (2009) tarafından tanıtılmıştır. Kısmi diferansiyel denklemleri 

yaklaşık çözümlerini elde etmek için kullanılan bu yöntem, DTM’den yola çıkılarak 

elde edilmiştir. RDTM, 2-boyutlu, n-boyutlu RDTM ve lineer olmayan fonksiyonlar 

için dönüşüm karşılığı olarak üç başlık altında ele alınabilir. Bu yöntem Keskin ve 

Oturanc (2009); Cenesiz ve ark. (2010); Keskin (2010); Keskin ve Oturanc (2010c; 

2010b; 2010d); Keskin ve Oturanc (2010a) tarafından yapılan çalışmalarından 

derlenerek aşağıdaki gibi verilebilir. 

 

3.2.1. 2-Boyutlu İndirgenmiş Diferansiyel Dönüşüm Yöntemi 

İki değişkenli ( , )u x t  fonksiyonunun t  boyunca hesaplanacak çözümün 

indirgenmiş diferansiyel dönüşümü, 

( )
0

1 ( , ) ,
!

k

k k
t

U x u x t k
k t

=

 ∂
= ∈ ∂ 

                                                                             (3.10) 

olarak tanımlanır (Keskin ve Oturanc, 2009). ( )kU x  nin t  boyunca indirgenmiş 

diferansiyel dönüşüm fonksiyonunun tersi, 

( ) ( )
0

, k
k

k
u x t U x t

∞

=

=∑                                                                                                   (3.11) 

olarak tanımlanır (Keskin ve Oturanc, 2009). (3.11) ve (3.12) eşitlikleri birlikte ele 

alınırsa, 

( )
0 0

1, ( , )
!

k
k

k
k t

u x t u x t t
k t

∞

= =

 ∂
=  ∂ 
∑                                                                                 (3.12) 

ifadesi elde edilir (Keskin ve Oturanc, 2009). Yukarıdaki (3.10) ve (3.11) eşitlikleri 

kullanılarak indirgenmiş diferansiyel dönüşümü için aşağıdaki teoremler verilebilir. 

 

Teorem 3.6. (Keskin ve Oturanc, 2009) 

İki değişkenli ( , ),  ( , )u x t v x t  ve ( , )w x t  fonksiyonlarını ele alalım. Sırasıyla 

( ),  ( )k kU x V x  ve ( )kW x  verilen fonksiyonların t  boyunca indirgenmiş diferansiyel 

dönüşüm fonksiyonları olsun. O halde c∈ olmak üzere  

(i) ( , ) ( , ) ( , )u x t v x t w x t= ±  ise ( ) ( ) ( )k k kU x V x W x= ±  olur. 

(ii) ( , ) ( , )u x t cv x t=  ise ( ) ( )k kU x cV x=  olur. 
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(iii) ( , ) ( , )u x t v x t
t
∂

=
∂

 ise ( ) 1( ) 1 ( )k kU x k V x+= +  olur. 

İspat: Bu teoremin ispatı için Keskin ve Oturanc (2009) çalışmasına bakılabilir. 

 

Teorem 3.7. (Keskin ve Oturanc, 2009) 

İki değişkenli ( , ),  ( , )u x t v x t  ve ( , )w x t  fonksiyonlarını ele alalım. Sırasıyla 

( ),  ( )k kU x V x  ve ( )kW x verilen fonksiyonların t  boyunca indirgenmiş diferansiyel 

dönüşüm fonksiyonları olsun. O halde c∈  ve ,  s q∈ olmak üzere  

(i) ( , ) ( , )
s

su x t v x t
t
∂

=
∂

 ise ( )!( ) ( )
!k k s

k s
U x V x

k +

+
=  olur. 

(ii) ( , ) ( , ) ( , )u x t v x t w x t=  ise 
0 0

( ) ( ) W ( ) ( ) ( )
k k

k s k s s k s
s s

U x V x x W x V x− −
= =

= =∑ ∑  olur. 

(iii) ( , ) ( )qu x t t f x=  ise ( )( ) ( )kU x k q f xδ= − olur. Burada ( )f x  analitik 

fonsiyon ve ( )
1,       
0,     

k q
k q

aksi halde
δ

=
− = 


 dir. 

İspat: Bu teoremin ispatı için Keskin ve Oturanc (2009) çalışmasına bakılabilir. 

 

Uyarı 3.1. 

Benzer şekilde x  boyunca da RDTM’nin  tanım ve teoremleri elde edilebilir. 

 

3.2.2. n-Boyutlu İndirgenmiş Diferansiyel Dönüşüm Yöntemi 

n değişkenli ( )1 2, ,..., nu x x x  fonksiyonunun indirgenmiş diferansiyel dönüşüm 

fonksiyonu 2 ,...,( )k nU x x  olmak üzere, ( )1 2, ,..., nu x x x  nin 1x  boyunca hesaplanacak 

çözümün indirgenmiş diferansiyel dönüşümü, 

( ) ( )
1 0

2 1 2
1

1
!

,..., , ,...,n n

k

k
x

k x x x x xu
x

U
k

=

 ∂
=  ∂ 

                                                              (3.13) 

olarak tanımlanır (Keskin, 2010). ( )2 ,...,k nxU x  nin 1x  boyunca indirgenmiş 

diferansiyel dönüşüm fonksiyonunun tersi, 

( ) ( )1 2 2 1
0

, ,..., ,...,n
k

k
k

nx x x x x xu U
∞

=

=∑                                                                          (3.14) 

olarak tanımlanır (Keskin, 2010). (3.13) ve (3.14) eşitlikleri birlikte ele alınırsa, 
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( )
1

1 2
0 0

1
1

, ,... ,, 1 ( )
!n

x

k
k

k
k

u ux x x x
x

x t
k

∞

= =

 ∂
=  ∂ 
∑                                                                 (3.15) 

ifadesi elde edilir (Keskin, 2010). Yukarıdaki (3.10) ve (3.11) eşitlikleri kullanılarak 

indirgenmiş diferansiyel dönüşüm için aşağıdaki teoremler verilebilir. 

 

Teorem 3.8. (Keskin, 2010)  

n değişkenli 1 2 1 2( ),  , ,..., , ,...,( )n nx x x x x xu v  ve 1 2, ,...,( )nw x x x  fonksiyonlarını ele 

alalım. Sırasıyla 2 2( ),  (,. ).., ,...,k kn nx x x xU V  ve 2 ,...,( )k nW x x verilen fonksiyonların 1x  

boyunca indirgenmiş diferansiyel dönüşüm fonksiyonları olsun. O halde c∈ olmak 

üzere 

(i) 1 2 1 2 1 2, ,..., , ,( ) ( )..., , ,...,( )n n nu v wx x x x x x x x x= ±  ise 

2 2 2,..., ,..., ,...,( ) ( ) ( )n nk nk kU V Wx x x x x x= ±  olur. 

(ii) 1 2 1 2, ,..., , ,...( ) ,( )n nu c x xvx x x x=  ise  

2 2,...( ) ( ), ,...,n nk kU c xVx x x=  olur. 

(iii) 1 2 1 2
1

, ,...,( ) ( ), ,...,n nu x xvx x x x
x
∂

=
∂

 ise  

( )2 21( ) 1, ( )..., ,...,n nk kU k Vx x x x+= +  olur. 

 

Teorem 3.9. (Keskin, 2010) 

n değişkenli 1 2 1 2( ),  , ,..., , ,...,( )n nx x x x x xu v  ve 1 2, ,...,( )nw x x x  fonksiyonlarını ele 

alalım. Sırasıyla 2 2( ),  (,. ).., ,...,k kn nx x x xU V  ve 2 ,...,( )k nW x x verilen fonksiyonların 1x  

boyunca indirgenmiş diferansiyel dönüşüm fonksiyonları olsun. O halde c∈  ve 

,  s q∈  olmak üzere 

(i) 1 2 1 2
1

, ,..., , ,...,( ) ( )
s

n s nu x xvx x x x
x
∂

=
∂

 ise  

( )
2 2

!
( ) ( )

!
,..., ,...,k k sn n

k s
U V

k
x x x x+

+
=  olur, 

(ii) 1 2 1 2 1 2, ,..., , ,( ) ( ) (..., , . ),. .,n n nx x x xu v xwx x x x=  ise 

2
0 0

2 2 2 2,..., ,..., ,..., ,...,( ) ( ) W ( ) ( ,...,) ( )n n n n n

k k

k s k s s k s
s s

U V W Vx x x x x x x x x x− −
= =

= =∑ ∑
 olur. 
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(iii) 1 2 1 2, ,..., ,..( ) ).,(n
q

nu xfx x x x x= ise 

( )2 2,...( ) ( ), ,...,n nkU k xq fx x xδ= − olur. Burada 2 ,..( )., nxf x  analitik 

fonsiyon ve ( )
1,       
0,     

k q
k q

aksi halde
δ

=
− = 


 dir. 

 
3.2.3. Lineer Olmayan Fonksiyonların Dönüşüm Karşılığı 

n değişkenli 1 2, ,...,( )nu x x x  fonksiyon olmak üzere, lineer olmayan 

1 2, ,...,( )nx x xNu ’nin 1x  boyunca hesaplanacak çözümünün n-boyutlu indirgenmiş 

diferansiyel dönüşümü, 

1

1

2 1 2
1

2 2 1
1

0

0 0

,..., , ,...,

,.

1( ) ( )
!

1( ) ( )
!

.., ,...,

k

k k

k

k kk

n n
x

k
n n

k x

N Nu
k

N N

x x x x x
x

x U
k

x x x x
x

=

∞

= =

 ∂
=  ∂ 

 ∂  =   ∂   
∑

 

olarak tanımlanır. 

n-boyutlu lineer olmayan fonksiyonların 1x  boyunca indirgenmiş diferansiyel 

dönüşümünü veren Maple kodu Tablo-3.3 deki gibi verilebilir. 

 

Tablo-3.3. n-boyutlu lineer olmayan fonksiyonlar için 1x  boyunca indirgenmiş diferansiyel dönüşümü 
veren maple kodu. 
Fonksiyon  Maple Kodu 

1 2 ,..( .,, )nx x xNu  

restart: 
NF:=Nu(x1,x2,...,xn): #Lineer olmayan Fonk. 
m:=3: #Mertebe 
u[x1]:=sum(u[b]*x1^b,b=0..m): 
NF[x1]:=subs(Nu(x1,x2,...,xn)=u[x1],NF): 
s:=expand(NF[x1],x1): 
dx1:=unapply(s,x1): 
for i from 0  to m do  
nn[i]:=((D@@i)(dx1)(0)/i!): 
print(N[i],nn[i]): #Dönüşüm Fonk. 
od: 
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n-boyutlu lineer olmayan bazı fonksiyonların 1x  boyunca indirgenmiş diferansiyel 

dönüşüm karşılıkları Tablo-3.4 deki gibi verilebilir. 

 

Tablo-3.4. n-boyutlu lineer olmayan bazı fonksiyonlar için 1x  boyunca indirgenmiş diferansiyel 
dönüşüm tablosu.  
Fonksiyon  İndirgenmiş Diferansiyel Dönüşüm Karşılığı 

1 2 1 2, ,...( ) ( ), , ,...,m
n nN x xux x x xu =  

0 0
1

1 0 1

2 2
2 0 1

1
0 2

3
3 0

2 2

2 2 2

2 2 2

2 2

2 2 1

,..., ,...,

,..., ,..., ,...,

,..., ,...,

( ) ( )

( ) ( ) ( )
1( ) ( 1) ( ) ( )
2

( ) ( )
1( ) ( 1

,...,

,..., ,...,

,.. )( 2) ( )
6

., ,...,

n n

n n n

n n n

n n

m

n

m

m

m
n

m

x x x x

x x x x x x

x x x

N U

N mU U

N m m U U

mU U

N m m m

x x x

x x x x

x x xU Ux

−

−

−

−

=

=

= −

+

= − − 3

2
0 2 1

1
0 3

2

2 2 2

2 2

,...,

,..., ,..., ,...,

,..., ,..

( )

( 1) ( ) ( ) (

),

)

.( ) (

n

n n n

n

m

m
n

x x

x x x x x x

x

m m U

x

U U

xU U xm

−

−

+ −

+

 

( )1 2 1( ) cos ( ), ,..., ,...,n nxu xuxN x x=  

0 0

1 0 1

2 0 2

2 2

2 2 2

2 2 2

2 2

2 20 2

2
0 1

3 3

,..., ,...,
,..., ,..., ,...,
,

( ) cos( ( ))
( ) sin( ( )) ( )
( ) sin( ( )) ( )

1
.

cos( ( )) ( )
2

.., ,..., ,...,

,..., ,...,

,..., ,...
!

( ) sin( ( )) (, ,.

n n

n n n

n n n

n n

n n

x x x x
x x x x x x
x x x

N U
N U U
N U U

U U

N

x x x

x x x x

x x x xU U x

=
= −
= −

−

= −

0 2 1

3
0 1

2 2 2

2 2

..,
,..., ,..., ,

)
cos( ( )) ( ) ( )
1 sin(

...,

,..., ,..( )) ( ),
3!

.

n

n n n

n n

x
x x x x x x

x xUx

U U U

U x

−

+

 

1 2, ,...( ),
1 2, , . ). .( , nx x x

n
uN ex x xu =  

2

2

2

0

0

0

,...,
2

,...,
2 2

,...,
2

( )
0

( )
1 1

( )2
2 2 1

3 1

3 3
2 1

2 2

2 2

2
2 2

,...,

,..., ,...,

,..., ,..., ,...,

,..., ,...,
,...,

,...

( )

( ) ( )
1( ) ( ) ( )
2!

( ) ( )
( ) 1( ) (,

3!
,

n

n

n

x x
n

x x
n n

x x
n n n

n n

n
n

U

U

U

N e

N U e

N U U

x x

x x x x

x x x x x x

x x x x
x x

x

e

U U
N

xU xU

=

=

 = + 
 

+ ×
=

+
20 ( ),...,

..., )
nx x

n

U

x
e

 
 
  
 

 

1 2 1, ,...,( ) ln( ( )),...,n nN xux x x xu =  

0 0

1
1

0
2

2 2

2

2 22 1
2

2 2

2 2 2
2

2 2

2 2
0 0

3 2 1
3 2

0 0

,..., ,...,

,...,

,..., ,.

( ) ln( ( ))

..,
,...,

,..., ,...,
,..., ,..., ,...,

,

( )( )
( )

(

...,
,..., ,

) ( )1( )
( ) 2 ( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) (

n n

n

n n
n

n n

n n n
n

n

x x x x

x x

x x x x
x x

x

N U
U xN
U x

x x x
x x x x x x

x x

U U
N

U U
U

x x x
U U

N
U U

=

=

= −

= −

3
1
3
0

2

2

...,

,...,
,...,

)

( )1
3 ( )

n

n

n

x

x x
x

U
xU

+
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3.3. Varyasyonel İterasyon Yöntemi 

Varyasyonel iterasyon yöntemi (VIM) ilk olarak 1997 yılında He (1997a) 

tarafından tanıtıldı.  Bu yöntem, Inokuti ve ark. (1978) tarafından kuantum 

mekaniğindeki problemleri çözmek için kullanılan Lagrange çarpanı yönteminden yola 

çıkılarak elde edilen bir yöntemdir. Adi ve kısmi diferansiyel denklemlerinin yaklaşık 

çözümlerini elde etmek için kullanılan bu yöntem, Inokuti ve ark. (1978); He (1997a; 

1999; 2000); Karaoğlu (2013) tarafından yapılan çalışmalarından derlenerek aşağıdaki 

gibi verilebilir. 

Lineer olmayan  

1 2 1 2 1 2( , , , ) ( , , , ) ( , , , )n n nLu x x x Nu x x x g x x x+ =                                                  (3.16) 

kısmi diferansiyel denklemini ele alalım. Burada L  lineer, N  lineer olmayan kısmı 

göstermektedir. Bu denklem için VIM 

1
2

1 1 2 1 2 20

2

( , , , )
( , , , ) ( , , , ) ( ) ( , , , )

( , , , )

m n
x

m n m n m n

n

Lu s x x
u x x x u x x x s Nu s x x s

g s x x
λ+

+ 
 = + − ∂ 
 
 

∫



  



                    (3.17) 

formundaki varyasyon fonksiyonu kurulur (He, 1997a; 2000). Burada λ , Lagrange 

çarpanı olup varyasyon teorisinden hareketle kısmi integral ve mu  sınırlanmış 

varyasyon dikkate alınarak hesaplanabilir (Inokuti ve ark., 1978; He, 1997a; 1999; 

2000). Daha ayrıntılı olarak λ  çarpanının bulunması kısmi integrasyon,  

2 2 2

2

2 2 22

2

( ) ( , , , ) ( ) ( , , , ) ( ) ( , , , ) ,

( ) ( , , , ) ( ) ( , , , ) ( ) ( , , , )

( ) ( , , , ) ,

m n m n m n

m n m n m n

m n

s u s x x s s u s x x s u s x x ds
s

s u s x x s s u s x x s u s x x
s s

s u s x x ds

λ λ λ

λ λ λ

λ

∂ ′∂ = −
∂
∂ ∂ ′∂ = −
∂ ∂

′′+

∫ ∫

∫
∫

  

  





          (3.18) 

denklemleri ile elde edilir. Bulunan λ  değerine göre varyasyon fonksiyonu yeniden 

düzenlenerek aranan çözüm fonksiyonu için rekürans bağıntısı oluşturulur. Başlangıç 

koşulu olarak verilen fonksiyon 0u  olarak seçilerek mu  terimleri için yaklaşımlar elde 

edilmiş olur. Son olarak çözüm fonksiyonu, 

1 2 1 2( , , , ) lim ( , , , )n m nm
u x x x u x x x

→∞
=                                                                          (3.19) 

eşitliğinden elde edilir. 
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3.4. Homotopi Analiz Yöntemi 

Homotopi Analiz yöntemi (HAM) ilk olarak 1992 yılında Liao (1992) tarafından 

doktora tezinde tanıtılmıştır. Adi ve kısmi diferansiyel denklemlerinin yaklaşık 

çözümlerini elde etmek için kullanılan bu yöntem Liao (1992; 1997; 2003; 2004; 2009; 

2012) tarafından yapılan çalışmalarından derlenerek aşağıdaki gibi verilebilir. 

HAM’ı tanıtmak için, Lineer olmayan  

1 2[ ( , , , )] 0nN u x x x =                                                                                                 (3.20) 

kısmi diferansiyel denklemini ele alalım. Burada N  lineer olmayan bir operatör, 

1 2, , , nx x x  bağımsız değişkenler ve 1 2( , , , )nu x x x  bilinmeyen bir fonksiyondur. Liao 

(1992; 2003; 2012) tarafından verilen sıfırıncı mertebeden deformasyon denklemi, 

1 2
1 2 1 2

0 1 2

( , , , ; )
( 1) ( , , , ) [ ( , , , ; )]

( , , , )
n

n n
n

x x x q
q L qhH x x x N x x x q

u x x x
φ

φ
− 

− = 
 



 



                   (3.21) 

şeklindedir. Burada [0,1]q∈  bir gömme parametresi, 0h ≠  yardımcı parametre, 

1 2( , , , ) 0nH x x x ≠  yardımcı fonksiyon, L  lineer operatör, 1 2( , , , ; )nx x x qφ   

bilinmeyen bir fonksiyon ve 0 1 2( , , , ),nu x x x  1 2( , , , )nu x x x  nun bir başlangıç 

tahminidir. 0q =  ve 1q =  için; 

1 2 0 1 2 1 2 1 2( , , , ;0) ( , , , ) ve ( , , , ;1) ( , , , )n n n nx x x u x x x x x x u x x xφ φ= =                    (3.22) 

sağlanır. Böylelikle 0q =  dan 1q =  e değiştikçe 1 2( , , , ; )nx x x qφ   fonksiyonu 

0 1 2( , , , ),nu x x x  başlangıç tahmininden 1 2( , , , )nu x x x  çözümüne doğru değişir. q  ya 

göre 1 2( , , , ; )nx x x qφ   fonksiyonunun Taylor açılımı yapılırsa 

1 2 0 1 2 1 2
1

( , , , ; ) ( , , , ) ( , , , ) m
n n m n

m
x x x q u x x x u x x x qφ

+∞

=

= +∑                                        (3.23) 

olur. Burada  

1 2
1 2

0

( , , , ; )1( , , , )
!

m
n

m n m
q

x x x qu x x x
m q

φ

=

∂
=

∂


                                                             (3.24) 

şeklindedir. Eğer lineer operatör, başlangıç tahmini, h  yardımcı parametresi ve 

yardımcı fonksiyonu yeterince düzgün seçilirse (3.23) serisi 1q =  için 

1 2 0 1 2 1 2
1

( , , , ) ( , , , ) ( , , , )n n m n
m

u x x x u x x x u x x x
+∞

=

= +∑                                               (3.25) 

olur. 
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{ }1 2 0 1 2 1 1 2 1 2( , , , ) ( , , , ), ( , , , ),..., ( , , , )m n n n m nu x x x u x x x u x x x u x x x=


                     (3.26) 

tanımlansın. (3.21) eşitliğinde q  gömme parametresine göre m  kez türev alınır, daha 

sonra 1q =  yazılırsa ve son olarak !m  sayısına bölünürse m inci mertebeden 

deformasyon denklemi, 

( )1 2
1 2 1 1 2

1 1 2

( , , , )
( , , , ) ( , , , )

( , , , )
m n

n m m n
m m n

u x x x
L hH x x x R u x x x

u x x xχ −
−

− 
= 

 





 



                          (3.27) 

olarak elde edilir. Burada  
1

1 2
1 1 2 1

0

[ ( , , , ; )]1( ( , , , ))
( 1)!

m
n

m m n m
q

N x x x qR u x x x
m q

φ−

− −
=

∂
=

− ∂





                                    (3.28) 

ve 

0,    1
1,    1m

m
m

χ
≤

=  >
                                                                                                         (3.29) 

dir. (3.27) denkleminde her iki tarafın 1L−  ters operatörü altında görüntüsü alınarak 

1 2( , , , )m nu x x x ( 0)m ≥ orijinal problemden gelen lineer sınır koşullarına bağlı olarak 

hesaplanır (Liao, 2003; 2012). Bu hesaplamalar sonucu 

1 2 1 2
0

( , , , ) ( , , , )
P

n m n
m

u x x x u x x x
=

= ∑                                                                         (3.30) 

elde edilir. Son olarak P →∞  alındığında çözüm fonksiyonu elde edilir. 
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4. UYGULAMALAR 

Bu bölümde üçüncü bölümde verilen yöntemlerin n-boyutlu ve yüksek 

mertebeden kısmi diferansiyel denklemler için uygulaması yapılacaktır. Yapılan 

uygulamaların üzerinde yöntemler karşılaştırılacaktır. Bütün hesaplamalar Intel® 

Core(TM) i5-2430M CPU @ 2.40GHz ve 4.00 GB RAM özellikli bilgisayar ile yapıldı. 

Uygulamalar iki alt bölümde aşağıdaki gibi verilebilir. 

 

4.1. 3-Boyutlu ve Üçüncü Mertebeden Zakharov–Kuznetsov Denklemi 

Bu alt bölümde 3-boyutlu ve üçüncü mertebeden iki farklı Zakharov–Kuznetsov 

(ZK) denkleminin RDTM ve VIM ile yaklaşık çözümü elde edildi. Maple ve 

Mathematica programları kullanılarak yöntemler ile elde edilen yaklaşık çözümler ve 

yöntemlerin çözüm hızı karşılaştırıldı.  

 

Problem 4.1.1 

3-boyutlu ve üçüncü mertebeden ZK(2,2) denklemini başlangıç şartı ile beraber  

2 2 21 1( ) ( ) ( ) 0,
8 8t x xxx yyxu u u u+ + + =                                       (4.1) 

24( , ,0) sinh ( )
3

u x y x yλ= +                                                     (4.2) 

ele alalım (Inc, 2007; Acan ve Keskin, 2016). Bu başlangıç değer probleminin analitik 
çözümü 

24( , , ) sinh ( )
3

u x y t x y tλ λ= + −                                       (4.3) 

şeklinde verilmektedir (Inc, 2007). Bu problemin RDTM ve VIM yardımıyla çözümleri 

aşağıdaki gibi verilebilir: 

 

ZK(2,2) denkleminin RDTM ile çözümü: 

RDTM dikkate alındığında (4.1) de ZK(2,2) denkleminin indirgenmiş diferansiyel 

dönüşümü, 

0
3

1 3
0

3

2
0

( , ) ( , )

1 1( , ) ( , ) ( , )
( 1) 8

1 ( , ) ( , )
8

k

k r r
r

k

k k r r
r

k

k r r
r

U x y U x y
x

U x y U x y U x y
k x

U x y U x y
y x

−
=

+ −
=

−
=

 ∂
 ∂ 
 ∂

= − + 
+ ∂ 

 ∂
+ 

∂ ∂ 

∑

∑

∑

                      (4.4)
 

şeklinde elde edilir. Burada kU ’lar indirgenmiş dönüşüm fonksiyonlarıdır. (4.2) 

başlangıç şartından  
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2
0

4( , ) sinh ( )
3

U x y x yλ= +                                        (4.5) 
yazılabilir. (4.5) ifadesi (4.4) iterasyonu içinde yerine yazıplıp devam ettirilirse 

2

1
2sinh( )cosh( )(10cosh ( ) 732( , )

9
),x y x y x yU x y λ

+ + + −= −                                   (4.6) 

6
2

4

2

3

(1200cosh ( ) 2080cosh ( )

968cosh ( ) 79),

64( , )
27

x y x y

x y

U x y λ
+ −

+ + −

= +
                                   (4.7) 

6
3

4 2

4

sinh( )cosh( )(23800cosh ( )

42900cosh ( ) 22665cosh

4096( , )
243

( ) 3142)

U x x y xy y x y

x y x y

λ
+ + +

+ −+−

= −

+
                   (4.8) 

ifadeleri elde edilir. Aranan yaklaşık çözüm 
3

3
0

( , , ) ( , ) k
k

k
u x y t U x y t

=

=∑                                        (4.9) 

formundadır. (4.5)-(4.8) ifadeleri (4.9) içinde yerine yazılırsa  

6

4 2 3

6 4

2

3

2

4

3

2

sinh( )cosh( )(23800cosh ( )

42900cosh ( ) 22665cosh ( ) 3142)

                 (1200cosh ( ) 2080cosh (

4096(

)

968cosh ( ) 79)

, , )
243

64
27

32
9

sinh( )

               

u x y t x y x y x y

x y x y t

x y x y

x y t x y

λ

λ

λ

= + + +

− + + −

+ + − +

+ −+ − + ×

−

+



2 2    cosh( )(10c 4 sinh (osh ) )7)
3

(x y x xy t yλ+ + +− +

                  (4.10) 

3. iterasyon ile ZK(2,2) başlangıç değer probleminin RDTM ile yaklaşık çözümü elde 

edilir. 

 

ZK(2,2) denkleminin VIM ile çözümü:  

VIM dikkate alındığında (4.1) de ZK(2,2) denklemi için doğrulama fonksiyoneli 
2

1 3 2 3 2
0

3 2

( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , )
( , , ) ( , , )1 1

8 8

n n
t

n n
n n

u x y u x y
xu x y t u x y t d

u x y u x y
x y x

t t
t t

t t+

 ∂ ∂
+ ∂ ∂ = −  

∂ ∂ + +
 ∂ ∂ ∂ 

∫                   (4.11) 

şeklinde elde edilir. (4.2) başlangıç şartından 
2

0
4( , y, ) ( , y,0) sinh ( )
3

u x t u x x yλ= = +                      (4.12) 

yazılabilir. (4.12) ifadesi (4.11) iterasyonu içinde yerine yazılıp devam ettirilirse 
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( )2 3
1

2

sinh( ) 80cosh ( ) 56cos4( , )
9

h( )

4 sinh ( ),
3

x y x y xu t

x y

t yx λ

λ

+ − + + +

+ +

=
                                         (4.13) 

7
3

52

3

4

340480sinh( )cosh( )
3481600sinh( )cosh ( )

,
5836800sinh( )cosh ( )
2810880sinh( )cosh

4( , )
2 3

( )

4

x y x y
x y x y

t
x y x y
x

u x t

y x y

λ

 
 
 = −  
  
 

− + +

+ + +
+

− + +

+ + +



                               (4.14) 

9

13

11

3

15

8

3

216832430571520000cosh ( )sinh( )
188468533657600000cosh ( )sinh( )
282685285072896000cosh ( )sinh( )

 +1817174343680000c4( ,
osh ( )sinh( )

5042560040960
)

413343 0000cosh ( )

x y x y
x y x y
x y x y

x y x y
x y

u x t λ

− + +

− + +

+ + +

+ +

+ +
= − 7

7

5

sinh( )
50575389491200sinh( )cosh( )
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19121568114278400cosh ( )sinh( )
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+ 
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 − + + 
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               (4.15) 

3. iterasyon ile ZK(2,2) başlangıç değer probleminin VIM ile yaklaşık çözümü elde 

edilir. Şimdi elde ettiğimiz sonuçları tablosal ve grafiksel olarak ele alalım. 

 

ZK(2,2) kısmi diferansiyel denkleminin, RDTM ve VIM ile yaklaşık çözümleri 

elde edildi. Her iki yöntem için de üç iterasyon uygulandı. Hesaplamalarda RDTM’nin 

yaklaşık çözümü 0,047 sn, VIM’in yaklaşık çözümü 0,328 sn zaman aldı. Elde edilen 

yaklaşık çözüm, literatürde var olan analitik çözüm ve bu çözümler arasındaki mutlak 

hata analizi Şekil-4.1 ve Tablo-4.1’deki gibi verilebilir. 
 

 



 29 

 

0,1
0,0001

0 1
0 1

t

x
y

λ
=
=
≤ ≤
≤ ≤

 

 

  

 

(a) (b) (c) 

 

 

(d) (e) 
Şekil-4.1. (a) ZK(2,2) denkleminin analitik çözümü, (b) ZK(2,2) denkleminin RDTM çözümü, (c) ZK(2,2) denkleminin VIM çözümü,  
(d) RDTM çözümü ile analitik çözüm arasındaki mutlak hata, (e) VIM çözümü ile analitik çözüm arasındaki mutlak hata. 
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Tablo-4.1. ZK(2,2) denklemi için 3. iterasyon ile yaklaşık ve analitik çözümlerin karşılaştırılması. ( 0,001λ = ) 

x  y  t  Analitik  
Çözüm 

RDTM  
Çözüm 

VIM  
Çözüm 

RDTM’nin  
Mutlak Hatası 

VIM’nin  
Mutlak Hatası 

0.0   0.0    0.00000000000005  0.00000000000090  0.00000000000090  120.900000 10−×  120.900000 10−×  
0.0  0.5   0.00003620224186  0.0000361815180  0.0000361815179  70.207241 10−×  70.207241 10−×  
0.0  1.0   0.0001841367078  0.0001839302192  0.0001839302191 60.2064889 10−×  60.2064889 10−×  
0.5  0.0   0.00003620224186  0.0000361815180  0.0000361815179  70.207241 10−×  70.207241 10−×  
0.5  0.5  0.2  0.0001841367078  0.0001839302192  0.0001839302191 60.2064889 10−×  60.2064889 10−×  
0.5  1.0   0.0006044840856  0.0006028025823  0.0006028025833  50.16815035 10−×  50.16815024 10−×  
1.0  0.0   0.0001841367078  0.0001839302192  0.0001839302191 60.2064889 10−×  60.2064889 10−×  
1.0  0.5   0.0006044840856  0.0006028025823  0.0006028025833  50.16815035 10−×  50.16815024 10−×  
1.0  1.0   0.001753809417  0.001741101068  0.001741101237  40.12708350 10−×  40.127081795 10−×  
0.0   0.0    0.00000000000012  0.0000000000019  0.0000000000019  110.190000 10−×  110.190000 10−×  
0.0  0.5   0.00003620067502  0.0000361696074  0.00003616960749  70.310676 10−×  70.310676 10−×  
0.0  1.0   0.0001841318725  0.0001838226047  0.0001838226047  60.3092675 10−×  60.3092675 10−×  
0.5  0.0   0.00003620067502  0.0000361696074  0.00003616960749  70.310676 10−×  70.310676 10−×  
0.5  0.5  0.3  0.0001841318725  0.0001838226047  0.0001838226047  60.3092675 10−×  60.3092675 10−×  
0.5  1.0   0.0006044707294  0.0006019584203  0.0006019584259  50.2512309 10−×  50.251230934 10−×  
1.0  0.0   0.0001841318725  0.0001838226047  0.0001838226047  60.3092675 10−×  60.3092675 10−×  
1.0  0.5   0.0006044707294  0.0006019584203  0.0006019584259  50.2512309 10−×  50.251230934 10−×  
1.0  1.0   0.001753773033  0.001734903389  0.001734904240  40.18869644 10−×  40.18868793 10−×  

Yöntemlerin ZK(2,2) denkleminin çözümündeki hesaplama süresi: RDTM : 0,047 sn 
VIM : 0,328 sn 
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Problem 4.1.2. 

Bir diğer problemimiz olan 3-boyutlu ve üçüncü mertebeden ZK(3,3) denklemini 

başlangıç şartı ile beraber  
3 3 3( ) 2( ) 2( ) 0,t x xxx yyxu u u u+ + + =                                    (4.16) 

3( , ,0) sinh
2 6

x yu x y λ + =  
 

                                                  (4.17)
 

ele alalım (Inc, 2007; Acan ve Keskin, 2016). Bu başlangıç değer problemin analitik 

çözümü 

3( , , ) sinh
2 6

x y tu x y t λλ + − =  
 

                                   (4.18) 

şeklinde verilmektedir (Inc, 2007). Bu problemin RDTM ve VIM yardımıyla çözümleri 

aşağıdaki gibi verilebilir: 

 

ZK(3,3) denkleminin RDTM ile çözümü: 

RDTM dikkate alındığında (4.16) da ZK(3,3) denkleminin indirgenmiş 

diferansiyel dönüşümü, 

0 0
3

1 3
0 0

3

2
0 0

( , ) ( , ) ( , )

1( , ) 2 ( , ) ( , ) ( , )
( 1)

2 ( , ) ( , ) ( , )

k s

k s s r r
s r

k s

k k s s r r
s r

k s

k s s r r
s r

U x y U x y U x y
x

U x y U x y U x y U x y
k x

U x y U x y U x y
y x

− −
= =

+ − −
= =

− −
= =

 ∂
 ∂ 
 ∂

= − + 
+ ∂ 

 ∂
+ 

∂ ∂ 

∑∑

∑∑

∑∑

                  (4.19) 

şeklinde elde edilir. Burada kU ’lar indirgenmiş dönüşüm fonksiyonlarıdır. (4.17) 

başlangıç şartından  

0
3( , ) sinh
2 6

x yU x y λ + =  
 

                                                  (4.20) 

yazılabilir. (15) ifadesi (14) iterasyonu içinde yerine yazıp devam ettirirsek 
3 3

1
3( , ) cosh 9cosh 8 ,
8 6 6

x y x yU x y λ +  +    = − −        
                   (4.21) 

4

2
2

2

765cosh
63( , ) sinh ,

64 6
729cosh 91

6

x y
x yU x y

x y
λ

 +  
  +    =   +   − +  
  

                   (4.22) 
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4

6
7

3

2

382293cosh
6

188181cosh1( , ) cosh 6
256 6

234468cosh
6

39851

x y

x y
x yU x y

x y
λ

 +  −     
 + ++   = −      + +  

  
 − 

                               (4.23) 

ifadeleri elde edilir. Aranan yaklaşık çözüm 
3

3
0

( , , ) ( , ) k
k

k
u x y t U x y t

=

=∑                                     (4.24) 

formundadır. (4.20)-(4.23) ifadeleri (4.24) içinde yerine yazılırsa  

3
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=
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t
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+−
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+ ++
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                               (4.25) 

3. iterasyon ile ZK(3,3) başlangıç değer probleminin RDTM ile yaklaşık çözümü elde 

edilir. 

 

ZK(3,3) denkleminin VIM ile çözümü:  

VIM dikkate alındığında (4.16) de ZK(3,3) denklemi için doğrulama fonksiyoneli 
3

1 3 3 3 3
0

3 2

( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , )
( , , ) ( , , )2 2

n n
t

n n
n n

u x y u x y
xu x y t u x y t d

u x y u x y
x y x

t t
t t

t t+

 ∂ ∂
+ ∂ ∂ = −  

∂ ∂ + +
 ∂ ∂ ∂ 

∫                   (4.26) 

şeklinde elde edilir. (4.17) başlangıç şartından 

0
3( , y, ) ( , y,0) sinh
2 6

x yu x t u x λ + = =  
 

                     (4.27) 

yazılabilir. (4.27) ifadesi (4.26) iterasyonu içinde yerine yazılıp devam ettirilirse 

 



 33 

2

1
2

39
6

cosh
h ,

cos

3 3( , , ) sin
h

8 2 6
8

6

x y
x yu x y t t

x y

λ
λ λ

λ

 + 
  + = − +
 +

 
 

− 


   
 


 


 



                   (4.28) 
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                 (4.29) 
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2 25 13( , , ) co8604486490532792625 h
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x yu x y

x y
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                            (4.30) 

3. iterasyon ile ZK(3,3) başlangıç değer probleminin VIM ile yaklaşık çözümü elde 

edilir.  

ZK(3,3) kısmi diferansiyel denklemi, RDTM ve VIM ile yaklaşık çözümleri elde 

edildi. Her iki yöntem için de üç iterasyon uygulandı. Hesaplamalarda RDTM’nin 

yaklaşık çözümü 0,171 sn, VIM’in yaklaşık çözümü 3,463 sn zaman aldı. Elde edilen 

yaklaşık çözüm, literatürde var olan analitik çözüm ve bu çözümler arasındaki mutlak 

hata analizi Şekil-4.2 ve Tablo-4.2’deki gibi verilebilir. 
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(a) (b) (c) 

  

(d) (e) 
Şekil-4.2. (a) ZK(3,3) denkleminin analitik çözümü, (b) ZK(3,3) denkleminin RDTM çözümü, (c) ZK(3,3) denkleminin VIM çözümü, 
(d) RDTM çözümü ile analitik çözüm arasındaki mutlak hata, (e) VIM çözümü ile analitik çözüm arasındaki mutlak hata. 
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 Tablo-4.2.  ZK(3,3) denklemi için 3. iterasyon ile yaklaşık ve analitik çözümlerin karşılaştırılması. ( 0,001λ = ) 

x  y  t  Analitik 
Çözüm 

RDTM  
Çözüm 

VIM  
 Çözüm 

RDTM’nin  
Mutlak Hatası 

VIM’nin  
Mutlak Hatası 

0.0   0.0    0.0000000500000−  0.0000000000750−  0.0000000000750−  70.4992500001 10−×  70.4992500001 10−×  
0.0  0.5   0.0001250945526  0.0001251446462  0.0001251446462  70.500936 10−×  70.500936 10−×  
0.0  1.0   0.0002511083202  0.0002511589208  0.0002511589208  70.506006 10−×  70.506006 10−×  
0.5  0.0   0.0001250945526  0.0001251446462  0.0001251446462  70.500936 10−×  70.500936 10−×  
0.5  0.5  0.2  0.0002511083202  0.0002511589208  0.0002511589208  70.506006 10−×  70.506006 10−×  
0.5  1.0   0.0003788669048  0.0003789183534  0.0003789183534  70.514486 10−×  70.514486 10−×  
1.0  0.0   0.0002511083202  0.0002511589208  0.0002511589208  70.506006 10−×  70.506006 10−×  
1.0  0.5   0.0003788669048  0.0003789183534  0.0003789183534  70.514486 10−×  70.514486 10−×  
1.0  1.0   0.0005092580328  0.0005093106746  0.0005093106746  70.526418 10−×  70.526418 10−×  
0.0   0.0    0.00000007500000−  0.00000000001125−  0.00000000001125−  70.7488750003 10−×  70.7488750003 10−×  
0.0  0.5   0.0001250694658  0.0001251446062  0.0001251446062  70.751404 10−×  70.7514040001 10−×  
0.0  1.0   0.0002510829723  0.0002511588732  0.0002511588732  70.759008 10−×  70.7590080004 10−×  
0.5  0.0   0.0001250694658  0.0001251446062  0.0001251446062  70.751404 10−×  70.7514040001 10−×  
0.5  0.5  0.3  0.0002510829723  0.0002511588732  0.0002511588732  70.759008 10−×  70.7590080004 10−×  
0.5  1.0   0.0003788411198  0.0003789182925  0.0003789182925  70.771728 10−×  70.7717280009 10−×  
1.0  0.0   0.0002510829723  0.0002511588732  0.0002511588732  70.759008 10−×  70.7590080004 10−×  
1.0  0.5   0.0003788411198  0.0003789182925  0.0003789182925  70.771728 10−×  70.7717280009 10−×  
1.0  1.0   0.0005092316313  0.0005093105939  0.0005093105939  70.789627 10−×  70.7896270020 10−×  

Yöntemlerin ZK(3,3) denkleminin çözümündeki hesaplama süresi: RDTM : 0,171 sn 
VIM : 3,463 sn 
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4.2. 2-Boyutlu ve Dördüncü Mertebeden Kuramoto-Sivashinsky Denklemi 

Bu alt bölümde 2-boyutlu ve dördüncü mertebeden iki farklı Kuramoto-

Sivashinsky (KS) denkleminin RDTM, HAM ve VIM yardımıyla yaklaşık çözümleri 

elde edildi. Maple ve Mathematica programları kullanılarak yöntemler ile elde edilen 

yaklaşık çözümler karşılaştırıldı. 

 

Problem 4.2.1. 

2-boyutlu ve dördüncü mertebeden KS denklemini başlangıç şartı ile beraber  

0t x xx xxxxu uu u u+ + + =                                                                 (4.31) 

( )( ) ( )( )( )3
0 0

5 11( ,0) 11tanh 9 tanh
19 19

u x x x x xα β β= + − − −                (4.32) 

şeklinde ele alalım (Porshokouhi ve Ghanbari, 2011; Kurulay ve ark., 2013). Bu 

başlangıç değer probleminin analitik çözümü 

( )( ) ( )( )( )3
0 0

5 11( , ) 11tanh 9 tanh
19 19

u x t x t x x t xα β α β α= + − − − − −     (4.33) 

şeklinde verilmektedir (Porshokouhi ve Ghanbari, 2011; Kurulay ve ark., 2013). Bu 

problemin RDTM, HAM ve VIM yardımıyla çözümleri aşağıdaki gibi verilebilir. 

 

KS denkleminin RDTM ile çözümü: 

RDTM dikkate alındığında (4.31) de KS denklemi için indirgenmiş diferansiyel 

dönüşümü,  
2 4

1 2 4
0

( ) ( ) ( )( 1) ( ) ( )
k

k k r
k k r

r

U x U x U xk U x U x
x x x+ −

=

 
 
 

∂ ∂ ∂+ = − − −
∂ ∂ ∂∑        (4.34) 

şeklinde elde edilir. Burada kU ’lar indirgenmiş dönüşüm fonksiyonlarıdır. (4.32) 

başlangıç şartından  

( )( ) ( )( )( )3
0 0 0

5 11( ) 11tanh 9 tanh
19 19

U x x x x xα β β= + − − −                (4.35) 

yazılabilir. (4.35) ifadesi (3.34) iterasyonu içinde yerine yazılıp devam ettirilirse 
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    (4.36) 
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   (4.37) 

ifadeleri elde edilir. Aranan yaklaşık çözüm 
2

2
0

( , ) ( ) k
k

k
u x t U x t

=

=∑                                                       (4.38) 

formundadır. (4.35)-(4.37) ifadeleri (4.38) içinde yerine yazılırsa  
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            (4.39) 

2. iterasyon ile KS başlangıç değer probleminin RDTM ile yaklaşık çözümü elde edilir. 

 

KS denkleminin VIM ile çözümü: 

VIM dikkate alındığında (4.31) de KS denklemi için doğrulama fonksiyoneli 
2 4

1 2 4
0

( , ) ( , ) ( , ) ( , )( , ) ( , ) ( , )
t

n n n n
n n n

u x u x u x u xu x t u x t u x d
x x x

t t t tt t
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 ∂ ∂ ∂ ∂
= − + + + ∂ ∂ ∂ ∂ 

∫    (4.40) 

şeklinde elde edilir. (4.32) başlangıç şartından 

( )( ) ( )( )( )3
0 0 0

5 11( , ) ( ,0) 11tanh 9 tanh
19 19

u x t u x x x x xα β β= = + − − −     (4.41) 

yazılabilir. (4.41) ifadesi (4.40) iterasyonu içinde yerine yazılıp devam ettirilirse 
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( )( )
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                   (4.43) 

2. iterasyon ile KS başlangıç değer probleminin VIM ile yaklaşık çözümü elde edilir. 

 

KS denkleminin HAM ile çözümü: 

HAM dikkate alındığında başlangıç yaklaşımı 

( )( ) ( )( )( )3
0 0 0

5 11( , ) ( ,0) 11tanh 9 tanh
19 19

u x t u x x x x xα β β= = + − − −     (4.44) 

ve c  integral sabiti olmak üzere [ ] 0L c =  özelliğini sağlayan lineer operatör 

( , ; )[ ( , ; )] x t qL x t q
t

φφ ∂
=

∂
                                (4.45) 

şeklinde seçilir. 1L− ters operatörü  

1

0

(.) (.)
t

L dt− = ∫                                  (4.46) 

olur. (4.31) de KS denkleminden lineer olmayan operatör 

( , ; )[ ( , ; )] ( ( , ; ))( ( , ; )) ( ( , ; )) ( ( , ; ))x xx xxxx
x t qN x t q x t q x t q x t q x t q

t
φφ φ φ φ φ∂

= + + +
∂

   (4.47) 

olur. Yukarıdaki HAM daki tanımı kullanarak sıfırıncı mertebe deformasyon denklemi  

0(1 ) [ ( , ; ) ( , )] ( , ) [ ( , ; )] 0q L x t q u x t qhH x t N x t qφ φ− − + =                 (4.48) 

biçiminde elde edilir. Burada h  sıfırdan farklı yardımcı parametredir. 

0( , ;0) ( , ),  ( , ;1) ( , )x t u x t x t u x tφ φ= =                                          (4.49) 

eşitlikleri vardır. Bunun yanında m inci mertebeden deformasyon denklemi 

1 1[ ( , ; ) ( , )] ( , ) ( ),  1m m m mL u x t q u x t hH x t R u m− −− χ = ≥


       (4.50) 
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biçiminde yazılabilir. Burada 

1 0 1{ ( , ), ( , ),..., ( , )}m nu u x t u x t u x t− =


                   (4.51) 

ve 

( )
1

1 1 1 1 1
0

( ) ( ( , )) ( ) ( ) ( )
m

m m t k m k x m xx m xxxx
k

R u u x t u u u u
−

− − − − − −
=

= + + +∑


     (4.52) 

dir. Böylece 1m ≥  için (4.50) m inci mertebeden deformasyon denkleminin çözümü  
1

1 1( , ) ( , ) ( , ) [ ( )]m m m mu x t u x t hH x t L R uχ −
− −= +



        (4.53) 

olur. (4.44) başlangıç yaklaşımı ve (4.53) denkleminden 

( )( )
( )( )

3
0

0
0

11tanh5 11( , ) ( ,0)
19 19 9 tanh

x x
u x t u x

x x

β
α

β

 −
 = = +
 − − 

                           (4.54) 

( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

4
0

2
02

0 2 4
1 07

0 2 2
0

2

4cosh

11cosh
60 209 sinh

( , ) 16 cosh
361cosh

224 cosh

330

x x

x x
x x

u x t x x t
x x

x x

β

β
β β

β β
β

β β

β

 − +
 
 − − +
 − +

= + − + 
− +  

− − + 
  + 

    (4.55) 

( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

2 4
0

82
00 2

2 11 2 4
0 0

2 6
0

660 cosh

8cosh60 209 sinh
( , )

361cosh 32 cosh

448 cosh

x x

x xx x
u x t t

x x x x

x x

β β

ββ β
β β β

β β

 − +
 
 + − +− +

=  
− + + − + 

  − − + + 

   (4.56) 

elde edilir. Taylor açılımının  

0 1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , )u x t u x t u x t u x t= + + +                                 (4.57) 

ilk üç terimini kullanarak 

( )( ) ( )( )( )
0 1 2

3
0 0

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

5 11          = 11tanh 9 tanh
19 19

u x t u x t u x t u x t

x x x xα β β

≈ + +

+ − − − +
    (4.58) 

2. iterasyon ile KS başlangıç değer probleminin HAM ile yaklaşık çözümü elde edilir.  

Elde edilen yaklaşık çözüm, literatürde var olan analitik çözüm ve bu çözümler 

arasındaki mutlak hata analizi Şekil-4.3, Şekil-4.4 ve Şekil-4.5’deki gibi verilebilir. 
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(a) 2. iterasyonla yaklaşık ve analitik çözümlerin grafikleri. (b) 2. iterasyonla yaklaşık çözümler ile analitik çözüm arasındaki mutlak hatalar. 
Şekil-4.3. (4.31) de KS denklemi için 2. iterasyon ile çözümler ve mutlak hata grafikleri. 0.1,  0.1,α β= = 0 75,  0 ve 0 100.x x t= − = ≤ ≤  
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(a) 2. iterasyonla yaklaşık ve analitik çözümlerin grafikleri. (b) 2. iterasyonla yaklaşık çözümler ile analitik çözüm arasındaki mutlak hatalar. 
Şekil-4.4. (4.31) de KS denklemi için 2. iterasyon ile çözümler ve mutlak hata grafikleri. 0.1,  0.1,α β= = 0 75,  5 ve 0 100.x x t= − = ≤ ≤  
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(a) 2. iterasyonla yaklaşık ve analitik çözümlerin grafikleri. (b) 2. iterasyonla yaklaşık çözümler ile analitik çözüm arasındaki mutlak hatalar. 
Şekil-4.5. (4.31) de KS denklemi için 2. iterasyon ile çözümler ve mutlak hata grafikleri. 0.1,  0.1,α β= = 0 75,  10 ve 0 100.x x t= − = ≤ ≤  
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Problem 4.2.2. 

Bir diğer problemimiz olan 2-boyutlu ve dördüncü mertebeden KS denklemi 

başlangıç şartı ile beraber  

0,t x xx xxxxu uu u u+ − + =                     (4.59) 

( )( ) ( )( )( )3
0 0

15( ,0) tanh 3tanh
19 19

u x x x x xα β β= + − − −      (4.60) 

şeklinde ele alalım (Porshokouhi ve Ghanbari, 2011). Bu başlangıç değer probleminin 

analitik çözümü 

( )( ) ( )( )( )3
0 0

5( , ) tanh 3tanh
19 19

u x t x t x x t xα β α β α= + − − − − −     (4.61) 

şeklinde verilmektedir (Porshokouhi ve Ghanbari, 2011). Bu problemin RDTM, HAM 

ve VIM yardımıyla çözümleri aşağıdaki gibi verilebilir. 

 

KS denkleminin RDTM ile çözümü: 

RDTM dikkate alındığında (4.59) de KS denklemi için indirgenmiş diferansiyel 

dönüşümü, 
2 4

1 2 4
0

( ) ( ) ( )( 1) ( ) ( )
k

k k r
k k r

r

U x U x U xk U x U x
x x x

γ λ+ −
=

 
 
 

∂ ∂ ∂+ = − −
∂ ∂ ∂∑      (4.62) 

şeklinde elde edilir. Burada kU ’lar indirgenmiş dönüşüm fonksiyonlarıdır. (4.60) 

başlangıç şartından  

( )( ) ( )( )( )3
0 0 0

15( ) tanh 3tanh
19 19

U x x x x xα β β= + − − −      (4.63) 

yazılabilir. (4.63) ifadesi (4.64) iterasyonu içinde yerine yazılıp devam ettirilirse 

( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

2
02

0 2 2
1 07

0 2

cosh
180 19 sinh

( ) 16 cosh ,
361cosh

30

x x
x x

U x x x
x x

β
β β

β β
β

β

 − − +
 − +
 = + − +

− +  
 − 

    (4.64) 
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( )( )
( )( )

( )( )
( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

( )( )
( )( )
( )( )

2 4
0

2 2
0

2 6
0

6
04

0 4
2 011

0 4 6
0

4 4
0

4 2
0

2

1560 cosh

1680 cosh

256 cosh

8cosh
180 19 sinh

( ) 15cosh
361 osh

2048 cosh

31920 cosh

97440 cosh

75600

x x

x x

x x

x x
x x

U x x x
c x x

x x

x x

x x

β β

β β

β β

β
β β

β
β

β β

β β

β β

β

 − +

− − +

− − +

+ − +

− + 
= − − − +− + 

+ − +
− − +
+ − +
−


















    (4.65) 

ifadeleri elde edilir. Aranan yaklaşık çözüm 
2

2
0

( , ) ( ) k
k

k
u x t U x t

=

=∑        (4.66) 

formundadır. (4.63)-(4.65) ifadeleri (4.66) da yerlerine yazılırsa  

( )( ) ( )( )( )

( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

3
2 0 0

2
02

0 2 2
07

0 2

15( , ) tanh 3tanh
19 19

cosh
180 19 sinh

16 cosh
361cosh

30

u x t x x x x

x x
x x

x x t
x x

α β β

β
β β

β β
β

β

= + − − −

 − − +
 − +
 + + − + +

− +  
 − 





   (4.67) 

2. iterasyon ile KS başlangıç değer probleminin RDTM ile yaklaşık çözümü elde edilir. 

 
KS denkleminin VIM ile çözümü: 

VIM dikkate alındığında (4.59) da KS denklemi için doğrulama fonksiyoneli 
2 4

1 2 4
0

( , ) ( , ) ( , ) ( , )( , ) ( , ) ( , )
t

n n n n
n n n

u x u x u x u xu x t u x t u x d
x x x

t t t tt t
t+

 ∂ ∂ ∂ ∂
= − + − + ∂ ∂ ∂ ∂ 

∫    (4.68) 

şeklinde elde edilir. (4.60) başlangıç şartından 

( )( ) ( )( )( )3
0 0 0

15( , ) ( ,0) tanh 3tanh
19 19

u x t u x x x x xα β β= = + − − −     (4.69) 

yazılabilir. (4.69) ifadesi (4.68) iterasyonu içinde yerine yazılıp devam ettirilirse 

( )( )

( )( )
( )( )
( )( )

( )( )

0

7
0

1 7
0 0

6
0

675 sinh

6859 cosh1( , )
6859cosh 570 19 sinh

cosh

t x x

x x
u x t

x x x x

x x

β β

α β

β β

β

 − +
 
 + − +
 =

− +  + − + ×
 
 − + + 

                          (4.70) 
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( )( )

( )( )
( )( )

( )( ) ( )( )
( )( )

( )( )

6 2
0

6
015

0 8 2 6
2 0 0

8 2
0

4
0

39409070400 19 sinh

cosh 2285726083200 19
cosh

( , ) sinh cosh
47045881

1773408168000 19 sinh

cosh

t x x

x x
x x

u x t t x x x x

t x x

x x

β β

β
β

β β β

β β

β

−

 − + ×
 
 − + − ×
 − − +
 = − + − +
 
 + − + ×
 
 − + + 

  (4.71) 

2. iterasyon ile KS başlangıç değer probleminin VIM ile yaklaşık çözümü elde edilir. 

 

KS denkleminin HAM ile çözümü: 

HAM dikkate alındığında başlangıç yaklaşımı 

( )( ) ( )( )( )3
0 0 0

15( , ) ( ,0) tanh 3tanh
19 19

u x t u x x x x xα β β= = + − − −     (4.72) 

ve c  integral sabiti olmak üzere [ ] 0L c =  özelliğini sağlayan lineer operatör 

( , ; )[ ( , ; )] x t qL x t q
t

φφ ∂
=

∂
                                (4.73) 

şeklinde seçilir. 1L− ters operatörü  

1

0

(.) (.)
t

L dt− = ∫                                                        (4.74) 

olur. (4.59) de KS denkleminden lineer olmayan operatör 

( , ; )[ ( , ; )] ( ( , ; ))( ( , ; )) ( ( , ; )) ( ( , ; ))x xx xxxx
x t qN x t q x t q x t q x t q x t q

t
φφ φ φ φ φ∂

= + − +
∂

   (4.75) 

yazılabilir. Yukarıdaki HAM’daki tanımı kullanarak sıfırıncı mertebe deformasyon 

denklemi  

0(1 ) [ ( , ; ) ( , )] ( , ) [ ( , ; )] 0q L x t q u x t qhH x t N x t qφ φ− − + =       (4.76) 
biçiminde elde edilir. Burada h  sıfırdan farklı yardımcı parametredir. 

0( , ;0) ( , ),  ( , ;1) ( , )x t u x t x t u x tφ φ= =                    (4.77) 
eşitlikleri vardır. Bunun yanında m-inci mertebeden deformasyon denklemi 

1 1[ ( , ; ) ( , )] ( , ) ( ),  1m m m mL u x t q u x t hH x t R u m− −− χ = ≥


       (4.78) 

biçiminde yazılabilir. Burada 

1 0 1{ ( , ), ( , ),..., ( , )}m nu u x t u x t u x t− =


         (4.79) 
ve 

( )
1

1 1 1 1 1
0

( ) ( ( , )) ( ) ( ) ( )
m

m m t k m k x m xx m xxxx
k

R u u x t u u u u
−

− − − − − −
=

= + − +∑


     (4.80) 

dir. Böylece 1m ≥  için (4.78) m-inci mertebeden deformasyon denkleminin çözümü  
1

1 1( , ) ( , ) ( , ) [ ( )].m m m mu x t u x t hH x t L R uχ −
− −= +



      (4.81) 
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olur. (4.72) başlangıç yaklaşımı ve (4.81) denkleminden 

( )( ) ( )( )( )3
0 0 0

15( , ) ( ,0) tanh 3tanh
19 19

u x t u x x x x xα β β= = + − − −     (4.82) 

( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

2
02

0 2 2
1 07

0 2

cosh
180 19 sinh

( , ) 16 cosh
361cosh

30

x x
x x

u x t x x t
x x

β
β β

β β
β

β

 − − +
 − − +
 = + − +

− +  
 − 

    (4.83) 

( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

( )( )

2 4
02

0 2 6 2
2 011

0 6
0

60 cosh
180 19 sinh

( , ) 32 cosh
361cosh

2cosh

x x
x x

u x t x x t
x x

x x

β β
β β

β β
β

β

 − − +
 − +
 = + − +

− +  
 − − + + 

    (4.84) 

elde edilir.  

0 1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , )u x t u x t u x t u x t= + + +                                 (4.85) 

Taylor açılımının ilk üç terimini kullanarak 
 

( )( ) ( )( )( )
0 1 2

3
0 0

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
15          = tanh 3tanh

19 19

u x t u x t u x t u x t

x x x xα β β

≈ + +

+ − − − +
                 (4.86) 

2. iterasyon ile KS başlangıç değer probleminin HAM ile yaklaşık çözümü elde edilir. 

Elde edilen yaklaşık çözüm, literatürde var olan analitik çözüm ve bu çözümler 

arasındaki mutlak hata analizi Şekil-4.6’daki gibi verilebilir. 
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(a) 2. iterasyonla yaklaşık ve analitik çözümlerin grafikleri. (b) 2. iterasyonla yaklaşık çözümler ile analitik çözüm arasındaki mutlak hatalar. 
Şekil-4.6. (4.59) deki KS denklemi için 2. iterasyon ile çözümler ve mutlak hata grafikleri. 1,  0.15,α β= = 0 10,  0 ve 0 50.x x t= − = ≤ ≤  
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5. SONUÇLAR VE ÖNERİLER 

Bu tez çalışmasında n-boyutlu ve yüksek mertebeden kısmi diferansiyel 

denklemlerinin yaklaşık çözümleri ele alınmıştır. Bu yaklaşık çözümler elde edilirken 

RDTM, VIM ve HAM kullanılmıştır. 

n-boyutlu ve yüksek mertebeden kısmi diferansiyel denklemlerin çözümleri 

incelenirken 3-boyutlu ve üçüncü mertebeden Zakharov–Kuznetsov (ZK) denklemi ve 

2-boyutlu ve dördüncü mertebeden Kuramoto-Sivashinsky (KS) denklemi test problemi 

olarak seçilmiştir. Hesaplamalarda Intel® Core(TM) i5-2430M CPU @ 2.40GHz ve 

4.00 GB RAM özellikli bilgisayar ve yazılım programları olarak  Maple 15 ve 

Mathematica 10 kullanılmıştır. 

ZK ve KS denklemleri, RDTM ile yaklaşık çözümünün hesaplanması ilk defa bu 

çalışmada yapılmıştır (Acan ve Keskin, 2015b; 2015a).  

İlk olarak, RDTM ve VIM yardımı ile iki farklı 3-boyutlu ve üçüncü mertebeden 

ZK(2,2) ve ZK(3,3) kısmi diferansiyel denkleminin yaklaşık çözümü üç iterasyon 

kullanılarak hesaplandı. Elde edilen çözümler, tablolar ve grafikler ile analiz edildi. 

Tablo-4.1, Tablo-4.2, Şekil-4.1 ve Şekil-4.2 sonuçları bize RDTM ve VIM’in ZK(2,2) 

test problemi için maksimum 410−  mutlak hata ile ZK(3,3) test problemi için maksimum 
710−  mutlak hata ile sonuç verdiğini gösterdi. Fakat RDTM’nin algoritması daha basit 

olduğundan bilgisayardaki işlem yükü açısından VIM’e göre ZK(2,2) test problemi için 

yaklaşık olarak 7 kat, ZK(3,3) test problemi için yaklaşık olarak 20 kat daha hızlı sonuç 

vermektedir. 

İkinci olarak, RDTM, VIM ve HAM yardımı ile iki farklı 2-boyutlu ve dördüncü 

mertebeden KS kısmi diferansiyel denkleminin yaklaşık çözümü iki iterasyon 

kullanılarak hesaplandı. Elde edilen çözümler, grafikler ile analiz edildi. Şekil-4.3, 

Şekil-4.4, Şekil-4.5 ve Şekil-4.6 sonuçları bize RDTM’nin, VIM ve HAM’a göre daha 

iyi bir mutlak hata ile sonuç verdiğini gösterdi. 

Sonuç olarak, RDTM’nin VIM ve HAM’a göre algoritmasının daha basit olması ve 

bilgisayarda daha hızlı sonuç vermesi açısından n-boyutlu ve yüksek mertebeden kısmi 

diferansiyel denklemlerin çözümünde daha uyumlu, basit, kullanışlı ve etkili olduğu 

görüldü. 
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