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OZET

YUKSEK LISANS TEZI

SERBEST GRUPLAR VE OTOMORFiZMALARI

Esma KANGAL

Selcuk Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dal
Damisman: Prof. Dr. Ahmet Sinan CEVIK
2016, 66 Sayfa
Jiiri
Prof. Dr. Ahmet Sinan CEVIK

Yrd. Doc. Dr. Nihat AKGUNES
Yrd. Dog. Dr. Ziibeyde ULUKOK

Bu tez birinci boliim olan giris kismi diginda 5 ana boliimden olugmaktadir.

Ikinci boliimde temel bilgiler olarak serbest grup, grup sunusu, gruplarin otomor-

fizma gruplari, grup genisleme kavramlari, karar verme problemleri ve Serre acisindan

yonlii graflarin tanimi verilmistir.

Uglincii boliimde, bir serbest grubun otomorfizma grubunun iiretecleri Nielsen meto-

du tamtilarak elde edilmigtir. Daha sonra bu grubun kelime probleminin ¢oziilebilirligini

arastirmak i¢in iki tiir sunug tanitilmistir. Buna ek olarak ranki 2 olan bir serbest grubun

otomorfizma grubunun, bazi sonlu ve sonsuz devirli gruplarin yari-direkt ¢carpim ve serbest

carpimlarinin bir kombinasyonuna izomorf oldugu gosterilmis ve bu izomorfizma yardimiy-

la kelime probleminin ¢oziilebilir oldugu sonucu elde edilmisgtir.

Dordiincii boliimde, ilk olarak bazi cebirsel yapilarin kelime problemi igin algo-

ritma olusturmayi saglayan yeniden yazma metodunun tanimi ve temel bilgileri verilmisgtir.

Daha sonra tezimizin ana sonucu olarak ranki n olan bir serbest grubun otomorfizma grubu-

nun kelime probleminin ¢6ziilebilirligi bizim tarafimizdan elde edilmistir.
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Besinci boliimde, grup teoride 6nemli bir yeri olan Bass-Serre teorisi {izerinde
durulmugtur. Bunun i¢in sirasiyla etki kavrami, agaclar ile birlestirilmis serbest ¢arpim
ve agaclar ile HNN-genislemesi arasindaki iligki agciklanmigtir. Buna ek olarak graflarin ve
gruplarin grafinin temel grubu tanitilmisgtir.

Son boliimde ise genel bir degerlendirme yapilmistir.

Anahtar Kelimeler: Bass-Serre teorisi, kelime problemi, graflarin temel grubu,
gruplarin grafi, gruplarin grafinin temel grubu, serbest grup, serbest grubun otomorfizma

grubu, yeniden yazma sistemi.



ABSTRACT

Ms.C. THESIS

FREE GROUPS AND THEIR AUTOMORPHISMS

Esma KANGAL

THE GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCE OF
SELCUK UNIVERSITY
THE DEGREE OF MASTER OF SCIENCE / DOCTOR OF PHILOSOPHY
IN MATHEMATICS

Advisor: Prof. Dr. Ahmet Sinan CEVIK

2016, 66 Pages

Jury
Prof. Dr. Ahmet Sinan CEVIK
Yrd. Doc. Dr. Nihat AKGUNES
Yrd. Dog. Dr. Ziibeyde ULUKOK

This thesis consists of five main chapters except introduction part.

In the second chapter, a presentation of a group, an automorphism group of a group,
the group-extensions, decision problems and the definition of the graph in the sense of Serre
are given as fundamentals.

In the third chapter, we introduce Nielsen method which create a generating system
for a free group, so the generators of the automorphism group of a free group are obtained.
Additionally, in order to show the solvability of word problem for this automorphism group,
we give two distinct presentations. Then, it is showed that the automorphism group of a
free group with rank two is isomorphic a combination of the semi-direct product and the
free product of some cyclic groups (finite and infinite). By using this isomorphism, the
solvability of word problem for this group is obtained.

In the fourth chapter, at the beginning the definition and some fundamentals of

the rewriting system is given, because this system provide to find an algorithm for word
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problem of some algebraic structures. Then we obtain main result of this thesis that the
word problem for the automorphism group of a free group with finite rank n has solvable
word problem .

In the fifth part, we discourse Bass-Serre theory having great importance in group
theory. To do that, we explain group acting on some structures, the relations between trees
and amalgamated free products and also trees and HNN-extension. Additionally, we give
the definitions for the fundamental groups of a graph and a graph of groups.

In the final chapter, we summarize the results which are obtained from previous
chapters.

Anahtar Kelimeler: automorphism group of a free group, free group, fundamental
group of a graph, graph of groups, fundamental group of graph of groups, Bass-Serre theory,

rewring system, word problem.
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SIMGELER VE KISALTMALAR
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‘P sunusuna bagli olarak grubun birimi
‘Psunusunun temsil ettigi grup

normal kapanis

G grubunun otomorfizma grubu

G grubunun i¢ otomorfizma grubu

G grubunun dis otomorfizma grubu

H ve K gruplarinin yari-direkt ¢carpimi

H ve K gruplarinin serbest carpimi

H ve K gruplarinin birlestirilmis serbest carpimi
G grubunun HNN-geniglemesi

e kenarinin baglangi¢ noktasi

e kenarinin bitis noktasi

e kenarinin tersi

X grafinin nokta kiimesi

X grafinin kenar kiimesi

G grubunun S iirete¢ kiimesine gore Cayley grafi

indirgeme sistemi
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>n uzunluk-sozliik siralamasi

>0 agirlik-sozliik siralamast
X* 1,, bos kelimesi ile beraber X kiimesindeki sembollerle

olusturulan en az bir uzunluklu kelimelerin kiimesi

1Ny 1. ve j. bagitilarin kesisimi
O(x) x in yoriingesi
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Xiii



1. GIRIS

Bu tezin igerigi serbest gruplar ve bunlarin otomorfizma gruplar iizerinde
elde edilen sonuclardan olusmaktadir. Ozellikle dordiincii boliimde bu tezin orji-
nal sonucu olan sonlu iirete¢li bir serbest grubun kelime probleminin ¢oziilebilirligi
bu gruplar temsil eden sunuglar kullanilarak bizim tarafimizdan gosterilmistir. Bu
tezde kullanacagimiz grup sunuslarinin temeli Nielsen (1917) c¢alismasina dayan-
maktadir, yazar bu ¢alismada topolojiksel olarak denk olan 6z-fonksiyonlarin (self
mapping) siniflarinin bir grup olusturdugunu ve bu grubun torusun temel grubunun
(diger bir deyisle iki iiretecli bir serbest grubun) otomorfizma grubuna izomorf
oldugunu gostermistir. Daha sonra Nielsen (1918) n iiretegli bir serbest grubun
otomorfizma grubunun iireteclerini elde etmistir. Ayni sonug Stouff (1888) ve Vogt-
mann (2002) calismalarinda bahsedilmis olmasina ragmen Nielsen’in bu ¢alismada
yapmis oldugu ispat ilk yapilan tam cebirsel ispattir. Nielsen (1921) bir serbest
grubun sonlu iiretegli alt gruplarimi arastirmak icin bu ¢alismalarinda kullanmig
oldugu metodu gelistirmis ve 6nemli bagka sonuclarin elde edilmesine olanak sagla-
mustir. Federer ve Jonsson (1950) calismasinda elde edilen bu sonuglardan biri her
serbest grubun sonlu iiretecli alt grubunun da serbest olmasi, digeri ise sonlu iiretecli
serbest grubun bir Hopfian grup olmasidir.

Ranki n > 3 olan bir serbest grubun otomorfizma grubunun sunusu Nielsen
(1924) calismasinda elde edilmistir. Yillar sonra McCool (1974), McCool (1975a)
ve McCool (1975b) calismalarinda bir serbest grubun otomorfizma grubu i¢in Niel-
sen’in bulmus oldugu sunusa denk sonlu bir grup sunusu yeni bir metodla elde
edilmistir. Bunun yanisira Neumann (1933) ve Armstrong ve ark. (2008) gibi bazi
caligmalarda farkl iirete¢ sistemleri kullanilarak yeni sunuslar bulunmustur.

Yukarida bahsedilen kelime probleminin kaynagi 1911°e kadar dayanmak-
tadir. Dehn (1911) en az iki tiire sahip olan kompakt ¢okkatlilarin (manifold)
temel gruplarimi ¢aligirken verilen uzaylar homotopi denk ve verilen yollar ho-
motopik iken bu yollarin bir noktaya daraltilabilir (contractible) olup olmadigina
karar veren bir algoritmanin varlig: ile ilgilenmistir. Grup teori terimlerinde ke-

lime problemi olarak karsimiza ¢ikan bu problem matematiksel mantik veya algo-
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ritmalar teorisinde bulunmayan ¢oziilemeyen problemlerin ilk 6rneklerinden biri-
sidir, bu sonu¢ Novikov (1955) calismasinda kelime problemi ¢oziilemeyen sonlu
sunuglu gruplarin var oldugunun gosterilmesi ile elde edilmistir. Bdylece bir grubun
coziilebilir kelime problemine sahip olup olmadigini arastirmak onemli calisma
alanlarindan biri haline gelmistir. Bu caligma alaninda kelime probleminin ¢oziilebi-
lirligini veren algoritmalarin elde edilmesini saglayan Grobner-Shirshov taban meto-
du (Bokut ve Chen, 2014) ve yeniden yazma sistemi metodu (Book ve Otto, 1993)
gibi baz1 yontemler kullanilabilmektedir. Ornegin Cin monoidinin kelime problemi-
nin ¢oziilebiliriligi gosterilirken Chen ve Qiu (2008) Grébner-Shirshov taban meto-
dunu, Karpuz (2010) yeniden yazma sistemi metodunu kullanmistir. Ayrica Karpuz
ve Cevik (2012a), Karpuz ve Cevik (2012b), Karpuz ve ark. (2015), Kocapinar
ve ark. (2012),Yunus ve ark. (2015) kaynaklar1t bu metodlarin kullanildig1 diger
calismalara 6rnek verilebilir. Ayrica bir serbest grubun otomorfizma grubunun ke-
lime probleminin ¢oziilebilirligini gosteren Schleimer (2006) calismasinda poli-
nomsal zaman algoritmasinin varliginin elde edilmesi gibi veya Dokovic (1983)
calismasinda bir grubun kelime problemi ¢6ziilebilir olan gruplarin uygun bir genis-
lemesine izomorf oldugunun gosterilmesi yardimiyla Alt Boliim 3.4’te bulunan
sonug gibi bu problem i¢in ¢6ziim veren farkli yontemler de bulunmaktadir.

Yukarida bahsedilen Dehn (1911) ¢alismasi temel gruplari aslinda bir serbest
grup olan bazi uzaylarin var oldugunu ifade ediyor. Bu durumda bir grubun yapisinin
anlagilmasinda serbest gruplar ¢ok biiylik bir oneme sahip oldugundan bazi 6zel
uzaylarin temel gruplarn iizerinde ¢alismak oldukca kullanigh olmaktadir. Ayrica
uzaylar ailesinin elemanlar1 olan graflar Ahmady ve ark. (2014), Arezoomand ve
Taeri (2015), Ates ve Cevik (2008) calismalarindaki gibi baz1 yapilarin cebirsel
ozelliklerinin incelenmesine yardimci olmaktadir. Bu baglamda Bass-Serre teorisi-
nin graf tabanl yapilarin temel gruplar iizerinde insa edildigi Serre (1980) calisma-
sinda gosterilmigtir. Bu teori ayrica Bogopolski (2008) ve Baumslag (1993) gibi
kaynaklarda da ele alinmistir.

Bu tezde kullanilan temel bilgiler Baumslag ve Charles III (1994), Cevik
(2014b), Barwise (1982), Cevik (2014a), Cohen (1989), Lyndon ve Schupp (2001),
Magnus ve ark. (2004), Lyndon ve Schupp (2001) ve Rotman (1995) kaynaklarindan

faydalanilarak verilmisgtir.



2. TEMEL BILGILER

2.1. Giris

Calismamizin bu boliimii genel itibariyle tezin diger boliimlerinde ortak an-
lamda kullanilacak ifadeleri agiklamaya yonelik olacaktir. Ilk olarak Alt Boliim
2.2’de tezin ana konusunu olusturan serbest gruplar tanitilacaktir. Daha sonra bir
grubun yapist hakkinda detayl bilgilere ulasilmasinda arag¢ olarak kullanilan sunusg
kavranu tizerinde durulacak (Alt Boliim 2.3) ve bir grup sunusundan ayni grubun
farkli bir sunusunu elde etmeyi saglayan Tietze doniigiimleri agiklanacaktir (Alt
Boliim 2.4). Ayrica bir grubun otomorfizmalarindan bahsedilerek, otomorfizmalar
grubuyla alakali temel bilgiler Alt Boliim 2.5°de verilecektir.

Bu c¢aligmanin iiciincii ve besinci boliimlerinde kullanilacak olan baz1 grup
genisleme kavramlar tanitilacaktir (Alt Boliim 2.6). Bunlara ek olarak karar verme
problemleri baglig1 altinda (Alt Boliim 2.7) dordiincii boliimde asil hedefimiz olan
kelime problemi agiklanacaktir. Ayrica Alt Boliim 2.8’de tezimizin beginci boliimiin-
de Bass-Serre teorisinin esas teoreminin elde edilmesinde yap1 tas1 olarak kulanilan

Ozel bir graf tanitilacaktir.

2.2. Serbest Gruplar

Serbest gruplar, iiretegler ve bagintilar ile temsil edilen gruplar iizerinde
caligma alani olarak tanitabilecegimiz birlestirilmis grup teorisi i¢in olduk¢a 6nemli-
dir (Lyndon ve Schupp, 2001). Bunun sebebi, asagida Onerme 2.3 ile ifade edile-
cek sonuca gore, sonlu veya sonsuz her grubun bir serbest grubun boliim grubuna
izomorf olmasidir. Dolayisiyla, calismamiza serbest grubun tanim ve 6zelliklerini
inceleyerek baslayacagiz.

X bostan farkli bir kiime olmak iizere, bu kiimenin elemanlarina birebir

karsilik gelen ve € X elemanlarinin tersleri olarak adlandiracagimiz elemanlar-



dan olugan kiimeyi X ! = {z71; € X} ile gosterelim. Burada X* = X U X~
olmak kaydiyla, X* kiimesinin her bir elemam harf olarak adlandirilir. Ayrica

neN,z; € X, =21 (1 <i<n)igin,

w=x]'xP - (2.1)

ifadesine kelime ad1 verilir. Eger n = 0 ise w kelimesine bos kelime (1,,), ayrica
n =0veyan > 0iken¢; = +1 (1 < i < n) ise w kelimesine pozitif kelime denir.

Bununla beraber herhangi bir w kelimesinin fersi

-1 _ —€ —€n—1 —€1
w=x, ", | T (2.2)

ile gosterilir.
(2.1) de verilen bir w kelimesi icin bu kelimenin uzunlugu tanim itibariyle
icindeki harflerin sayisidir ve I(w) notasyonuyla gosterilir. Bununla beraber w nun

icindeki herhangi bir z harfinin uzunlugu [, (w) = Z |€;| olup, 6zel olarak w bos

bir kelimeyse [,,(w) = 0 dir.

X lizerinde (2.1) de tamimlandig1 gibi w ve u iki kelime olmak iizere ara-
larinda wu ile gosterecegimiz ve w dan sonra u kelimesinin ardisik olarak yazilmasi
seklinde ifade edecegimiz bir islem tanimlanabilecektir. Asil itibariyle bu bir ikili
islem olup, bu ikili iglem altinda X {izerindeki tiim pozitif kelimelerin kiimesi birim
eleman 1,, olan ve X™ ile gosterilen bir serbest monoid tanimlar.

X den elde edilen kelimelerin kiimesi tizerinde
(I) z°x~° (e = £1) formundaki ters harf ¢iftlerinin silinmesi,
(I™1) 22 (e = &1) formundaki ters harf giftlerinin eklenmesi

islemleri tanimlansin. Bu iglemler araciligiyla herhangi w ve w’ kelimeleri igin,
w ~ w' <= aralarinda sonlu sayida (I)* islemleri uygulanabilir

kural1 ile verilen ~ bagintis1 tanimlansin. Bu bagint1 bir denklik bagintist olup, w
ve w’ kelimelerine birbirine serbest olarak denktir denir.

Genel bir yaklagimla, w kelimesini i¢eren serbest denklik sinifi [w] ile gosteri-
lir. X iizerindeki kelimelerin tiim serbest denklik siniflarinin kiimesi F'(X') olsun.

F(X) iizerinde iyi tammh [w][u] = [wu] islemi tanimlanabilir. F'(X) bu islem



altinda bir gruptur ve serbest grup olarak adlandirilir (Johnson, 1997). Ayrica her-
hangi bir karisikliga yol agmadikca bazi durumlarda X {izerindeki bir w kelimesinin

[w] serbest denklik sinifi igin w yazilabilecegini belirtmeliyiz.

2.2.1. F(X) serbest grubunun o6zellikleri

Asagida serbest gruplarin bazi 6zellikleri detayl bir sekilde ac¢iklanacaktir.
a) I'(X) serbest grubu X, = {[z]; 2 € X} kiimesi ile iiretilir.

X tizerinde bir w = ('3 - - - x5 kelimesi
[w] = [y faz?] - - [a3] =[] o] - - ]

seklinde X kiimesinin elemanlar1 ve bu elemanlarin terslerinin bir ¢arpimi olarak
yazilabildiginden X kiimesi F'(X') grubunun iirete¢ kiimesi olarak elde edilir. Buna
ek olarak X kiimesine F'(X) serbest grubunun tabani denir ve X iirete¢ kiimesinin

eleman sayisina rank (|.X|) ad1 verilir.
b) Evrensel doniisiim ozelligi

Teorem 2.1 (Cohen, 1989) G sonsuz bir grup ve 6y : X — G bir fonksiyon olsun.
Bu durumda 6 : F(X) — G seklinde tanmimlanan ve 0 fonksiyonunun geniglemesi

olan tek bir grup homomorfizmast vardtr.

Not 2.2 Dikkat edilirse yukaridaki teoremde G grubu sonsuz mertebeli alinmistur.
Ciinkii sonlu olma durumunda ilgili & homomorfizmasun elde edilememe ihtimali
vardir. Bununla birlikte, daha onceden de belirtildigi gibi, her grubun bir serbest
grubun homomorfik goriintiisii oldugu bilinmektedir. Dolayistyla G' grubunun sonlu
olma durumunda Teorem 2.1 sonucunda tanimlanan 8 homomorfizmast 6, fonksiyo-

nuna bakilmaksizin direkt olarak aranir.

Asagida verilen 6nermenin ispatinda Teorem 2.1 kullanilacaktir.
¢) Her grup bir serbest grubun boliim grubuna izomorftur.

Onerme 2.3 (Lyndon ve Schupp, 2001) Sonlu veya sonsuz iiretecli her grup, bir
serbest grubun homomorfik goriintiisiidiir. Ozel olarak n iiretecli her grup ranki n

olan bir serbest grubun boliim grubuna izomorftur.



Ispat A iirete¢ kiimesi olmak iizere G bir grup olsun. A kiimesinin her bir ele-
maninin bire bir karsihigi olan X = {z, : a € A} kiimesi segilsin. Bu durumda
o : X = G, x, — akurali ile verilen bir fonksiyon var olup, bu fonksiyon Teo-
rem 2.1°den tek bir ¢ : F(X) — G homomorfizmasina genisletilebilir. Boylece
A C Im(¢) oldugundan Im(¢) = G elde edilir.

Bu sonug kullanilarak birinci izomorfizma teoreminden G = F(X )/ Ker(¢)

sonucuna ulagilir.
d) Normal form teoremi

X tlizerinde tanimlanan u, w ve v kelimeri i¢in w’ = uwwv ise w ya w’ niin
bir alt kelimesi denir. X iizerindeki bir kelime 2z~ (x € X, e = +1) formunda
alt kelimeler icermiyorsa indirgenmis kelime olarak adlandirilir. Buna ek olarak, bir

€1 €2

w = zfzZ x5 (n > 0,z; € X, ¢, = £1,1 < i < n) kelimesi indirgenmis ve

x}t # xr ise devirsel indirgenmis olarak adlandirilir.

Teorem 2.4 (Cohen, 1989) F(X) serbest grubunun elemant olan her bir denklik

swinifinda tek bir indirgenmis kelime vardir.

Yukaridaki teorem bir sonraki alt boliimde verecegimiz grup sunuslarinin

elde edilmesi acisindan olduk¢a 6nemlidir
e) Ranklar esit olan serbest gruplar izomorftur.

Yukarida verilen tigiincii 6zellik gbz Oniine alindiginda, gruplar arasindaki
bir izomorfizmanin arastirilmasinda serbest gruplar arasindaki iliskiyi gdsteren asagi-

daki 6nerme Onemli bir aractir.

Onerme 2.5 (Lyndon ve Schupp, 2001) F(X) = F(Y) olmasi icin gerek ve yeter

sart | X| = |Y| esitliginin saglanmasidr.
f) Bir serbest grubun merkezi

Z(.) herhangi bir grubun merkezini gostermek iizere, serbest gruplarin ranki

ile bu gruplarin merkezi arasinda asagidaki sonug verilebilir.

Onerme 2.6 |X| > 1 iken Z(F (X)) = {1} oldugu elde edilir.



2.3. Grup Sunuslan

Grup teorinin en 6nemli unsurlarindan biri olan sunug kavrami, bir cebirsel
yapinin bir¢ok 6zelligi hakkinda bilgi vermekle beraber, bu cebirsel yapi ile ilgili
bircok problemin ¢oziimiine de 151k tutmaktadir. Bu problemlerden biri Max Dehn
tarafindan literatiire kazandirilan kelime problemidir (Alt Boliim 2.7). Bu baglamda
tezimizin ana konusu olan bir serbest grubun otomorfizma grubunun kelime prob-
lemi bu gruplarin sunuglari tizerinde inceleneceginden bu boliimde sunus kavramina
yonelik bilgiler verilecektir.

X bir kiime olsun ve bu kiime iizerindeki devirsel indirgenmis kelimelerden

olusan bostan farkl bir kiime R olarak tanimlansin. Bu durumda,
P =(X;R)

gosterimine bir grup sunugu denir. Burada X ve R sirasiyla iiretec¢ kiimesi ve baginti
kiimesi olarak adlandirilir. Eger iirete¢ kiimesi ve bagint1 kiimesi sonlu ise P ye
sonlu sunus denir.

‘P sunusu ile temsil edilen bir grubu tanimlamak i¢in X den elde edilen

kelimeler iizerinde (I) ve (I™1) operasyonlarina ek olarak

(IT) w kelimesinin i¢inde 7 (r € R,e = +1) alt kelimesi varsa bu alt kelimenin

silinmesi,

(II"') w kelimesinde herhangi bir posizyona r¢ (r € R, e = +1) kelimesinin ek-

lenmesi

operasyonlar1 kullanilmaktadir.

X kiimesi tizerinde taniml1 w, ve wsy kelimeleri i¢in w; kelimesinden sonlu
sayida (I)*'ve (I)*! islemlerinin uygulanmasi ile wy kelimesi elde ediliyorsa w;
ve wy kelimelerine P sunusuna gore denk kelimeler denir ve bu denklik w; ~p wy
ile gosterilir. Bu baginti X den elde edilen tiim kelimelerin kiimesi iizerinde bir
denklik bagintis1 olup, bu baginti1 sonucu olusan w kelimesini iceren denklik sinifi

genellikle [w]p ile gosterilir. Bu denklik siniflart iizerinde iyi tanimli

[’w1]7>[w2}7> = [wle]p

carpma iglemi tanimlanabilir. Tiim denklik siniflarinin kiimesi bu ¢arpma islemi

altinda birim eleman1 [1]p olan bir grup olusturur ve bu grup G(P) ile gosterilir.
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G = G(P) ise G grubu P ile sunuluyor denir. N = {[r] : » € R} kiimesi

bu grubun normal kapanisi olsun. Boylece asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 2.7 (Johnson, 1997) G(P) = F(X)/N dir.

Sunugu verilen bir grup ile bilinen bir grup arasindaki homomorfizmanin

arastirtlmasinda agagida verilen lemma cok kullanighdir.

Lemma 2.8 (Johnson, 1997) G(P) = (X|R) sunusu verilsin ve H bir grup olsun.
0 : X — H, v — hy (hy € H) fonksiyonunun 6 : G(P) — H, [z] — h,
homomorfizmasina genislemesi icin gerek ve yeter sartVr € X ve Vr € R icinr de

her bir x yerine 0'(x) yazilmast sonucu 1 € H elde edilmesidir.

2.4. Tietze Doniisiimleri

Herhangi bir G’ grubunun birden ¢ok sunus ile temsil edilebilecegi gercegi
bilinmektedir (Magnus ve ark., 2004). Gruplarin sunuglar1 yardimiyla elde edilen
etkililik, p-Cockcroft gibi cebirsel ozellikler diisiiniildiigiinde, birbirinden farkli
sunuglar iizerinde islem yapmak onemli bir yere sahiptir. Dolayisiyla bu sunuglari
birbirine doniistiirebilen Tietze doniisiimleri de grup teoride olduk¢a 6nemlidir.

Ayrica bir G grubunun kelime probleminin ¢oziilebilirligini gosteren algo-
ritmanin elde edilmesinde G' grubunun farkli sunuslari {izerinde islem yapmak (Alt
Boliim 2.7) kolaylik acisindan farklilik gosterebilmektedir. Bu durum bir grubun
birden fazla sunusa sahip olmasini arastirmacilar i¢cin 6nemli bir avantaja doniistiir-
mektedir. Bu tiir bir avantaj tezimizin dordiincii boliimiinde ana teoremimizi elde et-
meye yonelik kullanilacaktir. Asagida bize bu avantaj1 saglayan Tietze doniistimleri
tanimlanmustir.

Herhangi bir G’ grubunun
P = (X; R)

sunugunu goz Oniine alalim. G grubunun diger sunuglarini elde etmeyi saglayan

Tietze doniisiimleri, sirasiyla,

(T1) R bagint1 kiimesinin elemanlarindan tiiretilen (elde edilebilen) herhangi bir r

kelimesinin, R kiimesine eklenmesi,



(T2) Herhangi bir r € R elemani, bagint1 kiimesinin diger elemanlarindan tiiretili-

yorsa bu r elemaninin R bagint1 kiimesinden silinmesi,

(T3) w ¢ X olmak iizere, X iizerinde tanimli bir w kelimesi i¢in iirete¢ kiimesine

yeni bir a semboliiniin ve bagint1 kiimesine a = w bagintisinin eklenmesi,

(T4) a € X icin bagint1 kiimesi a = w seklinde bir elemana sahip olmak iizere,
irete¢ kiimesinden a iireteci ve bagint1 kiimesinden a = w bagintisi silinerek,
geriye kalan diger bagintilarda a iireteci bulunuyorsa bunlarin w kelimesi ile

yer degistirilmesi

seklinde tamimlamir. Bu doniisiimler, bir sunusa uygulanmasi esnasinda — ile sem-

bolize edilmektedir.

Teorem 2.9 (Magnus ve ark., 2004) P; ve P, sunuslarinin ayni grubu tammla-
malart icin gerek ve yeter sart Py sunusuna sonlu sayida (T1), (T2), (T3), (T4)

operasyonlarimin uygulanmasiyla ‘P, sunusunun elde edilmesidir.
Ornek 2.10 (Magnus ve ark., 2004) Verilen iki
7)1 = <a7 b7 & b2,(bC)2> ve P2 = <xuy72;y27z2>

sunusunun aslinda izomorf bir grup tamimladiklari, Tietze doniisiimleri aractligryla

asagidaki gibi gosterilir:

(a,b,c 8%, (b0)2) 2 (a,b,¢,2,2 B2, (be)* @ = a, 2 = be)
T1&Td (b,c,x,z ;b2 (bc)?,c=b"12)
L (b, 2 117, 2%)

T1&T?2
—=" (z,y, 2592, 22).

2.5. Otomorfizma Grubu

Otomorfizma kavrami1 matematigin graf teori, lineer cebir, topoloji gibi farkli
dallarinda karsimiza ¢ikmakla beraber bu kavram iizerinde grup teori alaninda bir
cok calisma yapilmistir (Nielsen, 1924; Armstrong ve ark., 2008; Bridson ve Vogt-
mann, 2003; Levitt, 2009; Vogtmann, 2002). Ayrica bu kavram vasitasiyla yeni ce-
birsel yapilar insa edilmistir. Ornegin otomorfizmalar yari-direkt carpim gibi bir cok

grup-genisleme yapilarinin elde edilmesinde etkili bir ara¢ olarak kullanilmaktadir
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(Alt Boliim 2.6.1). Bu boliimde bir grubun otomorfizmalari ile beraber otomorfizma
grubunun tanim1 ve yapist hakkinda bazi bilgiler verilecektir, bu materyallerle ilgili
daha detayl bilgiler Rotman (1995) kaynagindan elde edilebilir.

Bir (G grubundan yine kendi iistiine olan birebir ve 6rten homomorfizmaya
otomorfizma denir. Bu grubun tiim otomorfizmalarinin kiimesi bileske islemi altinda
bir grup olup, G grubunun otomorfizma grubu olarak adlandirilir ve Aut(G) ile
gosterilir. Aslinda bu grup G grubunun elemanlarinin permiitasyon grubu S nin
bir alt grubudur.

Gnin¢ : G - G, v — grg (g € G) seklinde tammlanan otomor-
fizmalarina i¢ otomorfizma denir. Bir G grubunun i¢ otomorfizmalarinin kiimesi
bileske islemi altinda i¢ otomorfizma grubu (Inn(G)) olarak adlandirilan bir grup-
tur. Bununla birlikte Aut(G) nin i¢ otomorfizma olmayan her elemani ise dig oto-

morfizma olarak adlandirilir.

Onerme 2.11 (Rotman, 1995) Herhangi bir G grubu icin,
G/Z(G) = Inn(G) ve Inn(G)<Aut(G)
daima dogrudur.
Yukarida verilen sonu¢ Onerme 3.9’in ispatinda kullanilacaktr.

Ispat Asagida verilen 1) homomorfizmasimin ¢ekirdegi Ker(¢)) olarak gosterilsin.
Y G — Inn(G), g = 1, dyle ki 1),(x) = gxg~' olarak tanimlansin.

Vo190 (1) = 1027(9192) ™" = 19295 97" = (g, 0 y,)(x) esitliinden
elde edilen ©(g192) = Vg, 4, = Vg, © 1, sonucu ¢ nin bir homomorfizma oldugunu

gosterir.

Vg € Ker(y) <= 1, = birim otomorfizma
< Yy(z) =grgt =z (Vo € G)
= gr=u1x9

< Vg€ Z(G)
sonucu Ker(¢) = Z(G) oldugu goriiliir. Bu sonu¢ goz 6niine alindiginda birinci

izomorfizma teoreminden G/ Z(G) = Inn(G) oldugu elde edilir.
¢(x) = a olmak iizere Vi, € Inn(G) ve V¢ € Aut(G) igin
0~ (2) = dy(a) = d(gag™)
= ¢(9)d(a)o™"(9)
= ¢(g)zd~"(g)
= Yg(g) ()
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oldugundan ¢),¢0~' € Inn(G) elde edilli. Boylece Inn(G) i¢ otomorfizmalar

grubu Aut(G) otomorfizma grubunun normal alt grubudur.
Teorem 2.11 sonucu Aut(G)/Inn(G) bolim grubunun varligindan bahsedilir,

bu grup G nin dis otomorfizma grubu (Out(G)) olarak adlandirilir.

Sonug 2.12 (Rotman, 1995) G bir abelyan grup olsun. Bu durumda G nin tiim
otomorfizmalart bir i¢ otomorfizmadir. Béylece Out(G) = Aut(G)/Inn(G) = {1}
elde edilir.

Klein-4 ve 6 mertebeli permiitasyon grubu sirastyla K ve S3 sembolleri ile
gosterilsin.
Ornek 2.13 (Rotman, 1995) K, ve Ss gruplarimin otomorfizma gruplart icin daima
Aut(K4) = S5 = Aut(Ss)
saglanr.
Bu ornekten izomorf olmayan gruplarin otomorfizma gruplarinin izomorf

olabilecegi sonucu ¢ikarilr.

Ornek 2.14 (Rotman, 1995) G =< z > sonsuz mertebeli devirli grup olmak iizere
¢ € Aut(Q) ise ¢(x) bu grubun bir iiretecidir. G grubunun iirete¢leri sadece x ve

2~ oldugundan G grubunun iki otomorfizmasi vardir. Bu durumda
Aut(Z) = Aut(G) = Zs
sonucu elde edilir.

Bu 6rnek sonsuz mertebeli bir grubun otomorfizma grubunun sonlu merte-
beli olabilecegini gdstermektedir.

Otomorfizma gruplarimin grup genislemeleri i¢in 6neminden yukarida bahse-
dilmisti. Asagidaki boliimde ingasinda otomorfizmalarin ara¢ olarak kullanildigi

yari-direkt carpima ek olarak bazi grup genisleme kavramlari tanitilacaktir.

2.6. Grup Genislemeleri

Grup genisleme kavrami verilen gruplardan bu gruplari iceren daha genis bir
grup elde etme metodu olarak diisiiniilebilir. Bu boliimde Cevik (2014b), Bogopol-
ski (2008), Johnson (1997) ve Lyndon ve Schupp (2001) kaynaklar1 kullanilarak
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sirastyla yari-direkt ¢carpim , serbest carpim, birlestirilmis serbest carpim ve HNN-

genigleme-si olarak adlandirilan grup genislemeleri iizerinde durulacaktir .

2.6.1. Yari-direkt carpim

H ve K grup olmak iizere 6 : H — K, h — 6, (0, € Aut(K) bir homo-
morfizma olsun. Ayrica G = {(h,k) : h € H,k € K} seklinde tanimlanan bir G

kiimesi iyi tanimli

(ha, k1) (ha, ka) = (hihg, Op, (k1)k2)

ikili islemi altinda bir grup olusturur. Bu gruba, K nin A ile olan yar1 direk ¢arpim

grubu denir ve G = K ¢ H seklinde gosterilir.
Lemma 2.15 (Johnson, 1997) H ve K gruplari sirastyla
y—k,(yeY), x—a,(rveX)
doniistimleri altinda
Pu=(;S) ve Px=(X;R)
sunuglarryla temsil edilsin. Bu durumda G = H xy K yari-direkt carpim grubu
P=(,X;S RT)

sunuguna sahiptir, oyle ki T = {yz\ a7y € Yo € X} ve Ay, sembolii ile

0., (ky) € H elemamint Y iizerinde temsil eden bir kelime gisterilmektedir.

2.6.2. Serbest carpim

H ve K gruplarinin serbest ¢arpim grubunu tanimlamak i¢in ilk olarak bu
gruplarin izomorfik kopyalari diigiiniilerek # N K = {1} olarak kabul edilecektir.
1 <i<mnigng € (HUK)— {1} ve g;, g;4+1 ardigik harfleri ayn1 grubun
eleman1 olmamak iizere ¢,¢s - - - g, formundaki ifadelerin kiimesi G ile gosterilsin.

Bu kiime i¢cinde n = O icin 1 € G've 1.x = x.1 = x olarak kabul edilsin. Buna gore
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G kiimesinin = = ¢19s - g, Ve y = hihg -+ hy, (m,n > 1) seklinde tanimlanan
elemanlarinin arasinda
g1 Ggnhi - Ay gn € H hy € K veyag, € K, hy; € H ise,
TY=19 g1 Gn12ho- - hp; gn,h1 € Hveya g,,h; € K ve z = g,hy # 1ise,
91 Gn-1ha- - hm;  gn,h1 € H veya g,, hy € K ve g,h; = 1ise,

carpimi tanimlansin. G kiimesi bu islem altinda bir grup olup, aslinda H ve K

gruplarinin serbest carpum grubu olarak adlandirilir ve H * K olarak gosterilir.

Teorem 2.16 (Bogopolski, 2008) X N'Y = 0 olmak iizere H ve K gruplan
strasiyla

PH: <X,R> ve PK: <Y,S>
sunuglarina sahip olsun. Bu durumda G = H x K grubunun sunusu
Pe=(X,Y; R,S)

olarak tamimlanir.

2.6.3. Birlestirilmis serbest carpim

H ve K iki farkli grup iken A < H ve B < K olsun. Ayrica bu alt
gruplar arasinda bir ¢ : A — B izomorfizmasi tanimli olsun. ¢ izomorfizmasi
aracilifiyla A ve B alt gruplarinin 6zdeglestirilmesi (amalgamated) ile olusan H ve
K mn birlestirilmis serbest carpim grubu aslinda H x K serbest carpim grubunun,
{¢(a)a™! | a € A} kiimesinin normal kapanis1 ile elde edilen béliim grubudur. Elde
edilen yeni boliim grubu genellikle H x4—p K veya H x4 K ile gosterilir. Buna ek

olarak H ve K gruplarinin sunuslari sirasiyla
Pu=(X;R) ve Prg=(Y;5)
olmak iizere G = H x4_p K birlestirilmig serbest carpim grubu Va € A igin
Pe=(X,Y; R, S,a=¢(a))

sunusu ile temsil edilir.
Bir birlestirilmis serbest ¢arpim grubu icin her elemaninin tek bir normal

forma sahip oldugu Bogopolski (2008) ve Lyndon ve Schupp (2001) kaynaklarindan
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elde edilen bilgiler 1s181nda asagida ifade edilecektir. Bunun i¢in ilk olarak A nin
H icindeki sag kosetlerinin bir temsilci sistemi 74 ve B nin H icindeki sag koset-
lerinin bir temsilci sistemi 7g olarak tanimlansin. Ayrica A ve B kosetleri 1 ile tem-
sil edilsin. Budurumdaz € A (B)veZ € T4 (I5) olmak lizere herx € H*4_p K

eleman tek bir sekilde + = zZ formunda yazilabilir.

Teorem 2.17 (Bogopolski, 2008) Herhangi birVf € H xs_p K eleman
1) xo € Aveya xg € B,
2)i>liginz; € Ta — {1} veyax; € Tp — {1},

3) x;, xiy1 terimleri farkli temsilci sistemlerine ait olmasi,

sartlart saglanmak iizere tek bir sekilde f = xgx; - - - x,, olarak yazilabilir.

Bu sonug Alt Boliim 5.3’de verilen Teorem 5.15’1in ispatinda ara adim olarak

kullanilacaktir.

2.6.4. HNN-genislemesi

G bir grup olmak iizere A, B < G alt gruplart i¢in bir ¢ : A — B izomorfiz-
masi tanimli olsun. < ¢ > sonsuz devirli grup ve {t 'at(¢(a)) '|a € A} kiimesinin
normal kapanist N olmak iizere G grubunun A, B alt gruplarina ve ¢ izomorfiz-
masina gore HNN-genislemesi tanimi itibariyle Gx < t > carpim grubunun N
normal kapanisi ile olan boliim grubudur. Genellikle G, olarak gosterilen bu grup
icin G ye taban, t ye sabit harf ve A, B ye iliskilendirilmis alt gruplar denir.

G grubunun sunusu (X|R) olmak iizere bu grubun HNN-genislemesi G,

grubunun sunusu Va € A igin
(X, t|R,t " at = ¢(a))

seklinde tanimlanmaktadir.

G'x, grubunun her elemani i¢in tek bir normal formun varli1 asagida Bo-
gopolski (2008) ve Lyndon ve Schupp (2001) kaynaklarindan faydalanilarak ifade
edilecektir. Bir onceki alt boliimdekine benzer olarak A ve B iligkilendirilmis alt
gruplarinin G icindeki sag kosetlerinin bir temsilci sistemi sirasiyla 7y ve T ile

gosterilsin. A ve B kosetleri yine 1 ile temsil edilsin.
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Teorem 2.18 (Bogopolski, 2008) Her x € Gx, elemani, g; € G (0 < i < n) ve

e = £1 olmak tizere
1) g0 € G,
2) ¢, = —1ise g; € Ty,
3) ¢, =1iseqg; € Tp,

4) tt™° sekilde ters ciftlerinin olmamast,

sartlarint saglayan tek bir x = gyt g - - - t g,, temsiline sahiptir.

Bu sonug¢ Alt Boliim 5.4°de ifade edilen Teorem 5.18’in ispatinda yardimci

bir unsur olarak kullanilmaktadir.

2.7. Karar Verme Problemleri

Max Dehn tarafindan 1911°de ii¢c temel karar verme problemi Kelime prob-
lemi, eslenik problemi ve izomorfizma problemi isimleriyle literatiire kazandirilmis-
tir. Bu problemler (X; R) sunusuna sahip bir G grubu igin, sirasiyla agagidaki gibi
ifade edilebilir:

1) X iizerinde tanimli herhangi bir w kelimesinin G grubunun birim elemanini
temsil edip etmedigine (veya herhangi iki kelimenin ayni1 elemani temsil edip

etmedigine) sonlu adimda karar verilmesi,

ii) X tlizerinde tanimli herhangi iki w; ve ws kelimelerinin G' grubunun eslenik

elemanlar1 olup olmadigina karar verilmesi,

iii) Yukarida verilen sunustan farkli bir sunusa sahip olan herhangi bir G’ grubunun

GG grubuna izomorf olup olmadigina sonlu adimda karar verilmesidir.

Genel anlamda, yukarida belirtilen karar verme problemlerinin herhangi
bir grupta saglanmasi (veya ¢oziilebilir olmasi) problemine ¢alismak, énemli bir
takim teoremleri literatiire kazandirmistir. Bununla beraber grup cebirsel yapisi
icin, ¢coziilebilir eslenik problemi aslinda ¢oziilebilir kelime problemini gerektirmek-
tedir. Ancak bu gerektirme monoid veya yarigruplar icin kesinlikle dogru degildir.
Bu bilgilerle birlikte ¢oziilebilir olmayan yapilarin varliginin aranmasi ve bunlarin
siniflandirilmasi yine iistiinde ¢alisilan konulardandir. Bu konuyla ilgili en temel ve

onemli sonug asagida verilmistir:
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Teorem 2.19 (Rotman, 1995) (Novikov-Boone-Britton) Kelime problemi ¢oziileme-

yven sonlu sunugslu gruplar vardir.

Kelime problemi ¢oziilebilir gruplara 6rnekler su sekildedir: Sonlu gruplar
(Baumslag ve Charles III, 1994), en fazla bir bagintili sunusa sahip gruplar, sonlu
tiretecli ve her a ve b iirete¢ sembolii ¢ifti icin ab = ba bagintisini iceren sunuglarin
temsil ettigi gruplar verilebilir (Magnus ve ark., 2004). Bununla beraber kelime
problemi serbest gruplar i¢in de ¢oziilebilirdir ve bu pozitif sonucu veren algoritma

asagida verilmistir (Rotman, 1995).

Ornek 2.20 (Rotman, 1995) (x, 25, 23, - - - , 2,; 0) sunugslu bir serbest grup icin,

1) l(w) = 0 veya 1 ise iigiincii adima geginiz. [(w) > 2 ise v;x; " veya x; ',
Sformundaki ilk komsu harflerin altint ¢iziniz; eger bu sekilde bir ¢ift yoksa son iki
harfin altim ¢iziniz; ikinci adima geginiz,

2) Aln ¢izilmis harf cifti v;x; U veya liis Ya; formunda ise bu ¢ifti siliniz ve
birinci adima geciniz ; aksi takdirde iiciincii adima geciniz ,

3) Kelime bog ise w = 1 yazimiz ; kelime bos degilse w # 1 yaziniz,

adimlarindan olusan algoritma kelime probleminin ¢oziilebilirligini gostermektedir.

2.8. Graflar

Bir graf noktalardan ve her biri bu noktalar1 veya sadece noktanin kendisini
birlestiren ve kenar olarak adlandirilan ¢izgiler toplulugundan olugur. Matematik-
sel ifadesiyle bir X grafi V(X) nokta kiimesi ve £(X) kenar kiimesinden olusan
geometrik bir yapidir.

Fizik, kimya, biyoloji gibi bilim dallarinda bazi problemlerin matematik-
sel temsili olarak kullanilan graflar, sadece bu bilim dallar1 i¢in degil matematigin
alt dallarinda bir ¢cok probleme cevap bulabilmek icin de bir ara¢ olarak kullanilir.
Bunun nedeni biiyiik bir yapi lizerinde ¢alisirken, graflarin daha dar (islem yapmasi
daha kolay) bir alanda ¢alisma yapilmasina olanak saglamasindan kaynaklanmak-
tadir. Bundan dolayi cebirsel yapilarin sahip oldugu 6zellikleri saptamak icin graflar
kullanilabilmektedir (Ates ve Cevik, 2008; Ahmady ve ark., 2014;Arezoomand ve

Taeri, 2015). Bu baglamda tezimizin besinci boliimiinde tanitilacak olan Bass-Serre
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(Serre, 1980) teorisinin elde edilmesinde de asagida tanimi verilecek olan yonlii

graflar kullanilmaktadir.

2.8.1. Serre acisindan yonlii graflar

Bir X grafi icin noktalar kiimesi X, kenarlar kiimesi X! ile gosterilip, bu
kiimeler {izerinde asagidaki fonksiyonlar tanimli olmalidir:

a: X! — X (Kenarlar1 baglangi¢ noktasina tasiyan fonksiyon)

w : X' — X (Kenarlar bitis noktasina tagtyan fonksiyon)

X5 X' (ee X'igine = e, € # e, ale) = w(e) ve ale) = w(e)
olacak sekilde e — ¢ kurali ile tammlanan fonksiyon), dyle ki herhangi bir ¢ € X!
kenart i¢in a(e) ve w(e) noktalar sirasiyla baslangi¢ noktasi ve bitis noktast olarak
adlandirilir.

Bir X grafinin kargilikli olarak birbirinin tersi olan her bir {e,é} kenar
ciftinden sadece biri se¢ilirse bu grafa yonlendirilmis graf denir. Ayrica secilen ke-
nar pozitif yonlii digeri de negatif yonlii kenar olmak iizere pozitif yonlii kenarlarin
kiimesi X , negatif yonlii kenarlarin kiimesi X! ile gosterilir ve X kiimesi X
grafinin bir yonlendirilmesi olarak adlandirilir.

w(e;) = alej1) (i =1,2,---n — 1) olacak sekilde X grafinin kenarlarinin
p = e1,es,- e, dizisine a(e;) ile baglayan ve w(e,,) ile biten yol denir. X grafinin
herhangi bir v noktasi, baslangi¢ ve bitis noktast v olan 0 uzunluklu (dejenere)

yol olarak kabul edilir. Ayrica p = ejep---e, yolu i¢in p~! = €,6,_; - €28,

olup, bir dejenere yol i¢in p = p~!

sonucu elde edilir. Bir p yolu dejenere veya
p = ejes---e, yoluigin e # €; (1 < i < n) ise p ye indirgenmis yol denir.
Ayrica bir p yolunun baglangi¢ ve bitis noktast ayniysa kapali yol olarak adlandirilir.

Bir X grafinda herhangi u ve v noktasi arasinda « dan v ye bir yol var ise
bu grafa baglantili graf denir. Bunun yanisira bu grafta baslangic ve bitis noktasi
harig, noktalar1 ve kenarlar1 hi¢ tekrarlanmadan olusan kapali yol devir ve hi¢ devir
icermeyen baglantili graf aga¢ olarak adlandirilir. Bu tanimdan bir agagta herhangi
u ve v noktalar1 arasinda tek bir indirgenmis yolun var oldugu soylenebilir. Boylece

bir graf lizerinde en biiyiik alt aga¢ secilerek herhangi iki nokta arasinda tek bir

indirgenmis yol elde edilir. Asagida verilen onerme bu olanag1 saglamaktadir.

Onerme 2.21 (Serre, 1980) Baglantili X grafimin en biiyiik alt agact T olsun. Bu
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durumda T agact X grafinin tiim noktalarin icerir.

Buraya kadar yonlii bir grafin temel unsurlar1 ve tanimlari tizerinde durulmus-
tur. Ancak Bass-Serre teorisinin esas teoreminin ifade edilmesinde (Boliim 4) kiigiik
bir ara¢ olarak kullanilan, gruplar arasinda iglemi koruyan homomorfizmalar gibi
graflar arasinda kenarlar1 koruyan ve morfizma olarak adlandirilan bir fonksiyon
tezin anlagilirh@ini arttirmak i¢in tanitilmalidir. Buna gore bir p : X — Y morfiz-

mast; X° ve X! kiimelerinden Y° ve Y'! kiimelerine noktalar1 noktalara, kenarlari

kenarlara tastyan, p(a(e)) = a(p(e)), p(w(e)) = w(p(e)), p(€) = p(e) kosullarini
saglayan bir fonksiyondur. Ayrica p morfizmasi birebir ve orten ise izomorfizma ve
bir grafin kendi iistiine olan izomorfizmasiysa ofomorfizma olarak adlandirilir.

2 € X noktasmin star: baglangic noktasi = olan tiim kenarlarin kiimesi olup,
bu kiimenin eleman sayist x noktasinin derecesine (deg(z)) esittir. Buna ek olarak
p : X — Y bir morfizma olmak iizere Vx € X igin p|5tar($) : X — Y birebir

(Orten) ise p ye yerel birebir (Orten) denir.

2.8.2. Cayley grafi

Cayley grafim1 tanitmak icin ilk olarak bu grafi da kapsayan daha genel bir
grafin tanimi verilecektir.

G bir grup ve S C G olmak iizere nokta kiimesi GG nin elemanlari, pozitif
yonlii kenarlarinin kiimesi G x S ve bir (g,s) € G x S kenari i¢in a((g,s)) = g
ve w((g, s)) = gs sartlarin1 saglayan graf I'(G,S) ile gosterilsin. Bununla birlikte
(g, s) kenarmnin tersi (gs, s1) olarak kabul edilsin, ancak burada s~' elemani G nin

elemani olarak degil sembol olarak diisiiniilecektir.

Onerme 2.22 (Bogopolski, 2008) I'(G, S) grafinin baglantli olmast icin gerek ve

yeter sart S nin iirete¢ kiimesi olmasidir.

Ispat (=) I'(G, S) grafi baglantiliysa herhangi bir g € G icin 1 den g ye bir yol
vardir. Boylece G nin tiim elemanlar1 ['(G, S) grafinin kenarlarinin etiketlerinden
tiretildiginden S kiimesinin bu grubun iirete¢ kiimesi oldugu sonucuna varilr.

(<) S iiretec kiimesi ise her g1, go € G i¢in g; den go ye bir yol vardir. O
halde I'(G, S) grafi baglantilidir.
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Tanim 2.23 Bogopolski, 2008(Cayley Grafi) G' bir grup ve S bu grubun iirete¢
kiimesi olsun. Bu durumda 1'(G,S) grafina Cayley grafi denir ve Cay(G,S) ile

gosterilir.
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3. BIR SERBEST GRUBUN OTOMORFiZMA GRUBU

3.1. Giris

Bu boliimde Aut(F;,) grubunun iki tiir sunugu Nielsen (1924); Armstrong
ve ark. (2008) caligmalarina bagh olarak tanitilacaktir. Ayrica Aut(F,) grubunun
hangi tiir gruplarin bir genislemesi oldugu ve buna bagli olarak bu grubun kelime

problemi iizerinde durulacaktir.

3.2. Nielsen Metodu

Bir serbest grup icin yeni lirete¢ sistemleri olusturmay1 saglayan Nielsen
metodu, bir serbest grubun otomorfizma grubunun iireteclerinin de elde edilmesini

saglamaktadir.

Tanim 3.1 (Johnson, 1997) F(X) serbest grubunun U = {uy,ug, -+ ,u,} sonlu

stralt alt kiimesi tizerinde 1 < n ve i # k olmak iizere

NO) wu; = e (birim) ise u; nin silinmesi ve u;, nin sabit birakilmast,

N1) w; yerine u;l nin yazilmasi ve uy nin sabit birakilmasi,

N2) w; yerine u;u; (i # j) nin yazilmast ve uy, mn sabit birakilmast,

N3) w; ile u; (i # j) nin yerlerinin degistirilmesi ve u;, mn sabit birakilmast,
seklinde tanmimlanan islemler elemanter Nielsen doniigiimii olarak adlandirilir.

Elemanter Nielsen doniigiimlerinin sonlu bir dizisine Nielsen doniisiimii de-
nir. Eger bu sonlu dizi hi¢ (NO) icermiyorsa diizenli Nielsen doniisiimii olarak ad-

landirilir.

Teorem 3.2 (Johnson, 1997) Diizenli Nielsen doniisiimleri bir grup olusturur.
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Not 3.3 Yukaridaki teoremde ifade edilen diizenli Nielsen doniisiimlerinin olustur-
dugu bu grup, u; (1 < i < n) sembolleri tarafindan iiretilen bir serbest grubun

otomorfizma grubudur.

Bu tez boyunca ranki n olan bir serbest grup F), ve otomorfizma grubu

Aut(F,) ile gosterilsin.

3.3. Aut(F,) Otomorfizma Grubunun Sunusu

Bir serbest grubun otomorfizma grubu bir ¢cok grup teorisyeninin dikkatini
ceken dnemli bir calisma alamidir. Ornegin, 1924 yilinda bir serbest grubun oto-
morfizma grubu i¢in ilk sunus bulunmusg (Nielsen, 1924), bunun yanisira Neumann
(1933), McCool (1974) ve Armstrong ve ark. (2008) gibi ¢alismalarda Aut(F,,) i¢in
birbirinden farkli sunuglar elde edilmistir. Nielsen (1924) ve McCool (1974) son-
suz mertebeli iiretecler kullanirken, Neumann (1933) sadece en fazla n mertebeli
tiretegleri kullanmigtir. Armstrong ve ark. (2008) ¢alismasinda verilen sunusun en
onemli 6zelligiyse iireteclerinin 2 mertebeli olmasidir. Dérdiincii bolimde Aut(F,,)
icin kelime probleminin aragtirilmasi, Nielsen (1924) ve Armstrong ve ark. (2008)
calismalarinda elde edilen sunuslar iizerinde olacaktir. Bu yiizden asagida sirasiyla
bu sunuslar tanitilacaktir.

Bu boliim boyunca z; (1 < i < n) sembolleri F,, grubunun serbest iiretegleri
olmak {izere, ¢, k alt indisleri 1,2, --- ,n dizisindeki farkli tamsayilar1 gostersin,
ayrica j(# i, k) ile sembolize edilen alt indis 1, 2, - - - , n dizisindeki tiim tamsayilar1

gosteren bir degisken olsun.

3.3.1. Birinci tiir sunus

Boliim 3.2°de tanimlanan elemanter Nielsen doniisiimlerine karsilik gelen
Aut(F,) in elemanter otomorfizmalart
) ) -1
Oik *Xi — T, Tl —7 Ti, Xyg — Zj, Ti Xy — X, T —> Tg, Tj — Zj,

Uik : Ty = TiTp, Ty — Tg, Tj — T, Vik @ Ti = TRy, Ty — T, Tj — T
seklinde tanimlanmaktadir. Ayrica bu otomorfizmalarin, Aut(F,,) grubunun tireteg-

leri oldugu Magnus ve ark. (2004) ¢alismasinda ifade edilmektedir.
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o0;,, otomorfizmalar1 F;, serbest grubunun lireteglerinin permiitasyon grubu

Sy, simetrik grubunu iretir. Buna ek olarak o, ve 7; elemanter otomorfizmalari

genisletilmis simetrik grup adi verilen €2,, grubunun {iretecleridir.

Asagidaki teoremde kullanilan (); ;, notasyonunun hem U; ;, hem de V; ;, y1

ayr1 ayri temsil ettigi kabul edilsin. Ayrica ¢ = +1 ve farkli harfler birbirine esit

olmayan sayilari temsil etsin.

Teorem 3.4 (Nielsen, 1924) Aut(F,

fizmalari tarafindan iiretilir ve Aut(F,

23 Vkvkz zleklE:
24
25)

U;

1) oig = Ok,
3) 0ikOrs = OrsTik,
5) 17 =
7) TjOik = OikT;,
9) Qik0ors = 0, sQik,
11) 0:kQik = Qk.iCik,
13) 0:,jQri = Qk, ;045
15) VixmiUip = 7,
17) UiV Vik = T0is
19) Qi1 Qi = QuiQik,
21) Ui Vig = VilUi,ka
22) Ui U U I;l = Uj,
)
) U

—€
k’Vkl i kaz =
—1 —€ __ —€

V Kk Uk,lVi,kUk,l = Vz‘,l

1y

2y

kelime denklemlerinden olusur.

w) grubu o; ., 7, U; i, ve Vi i elemanter otomor-

) grubunun bagintilar

2
4
6
8
10) Qixtr =

12) 05,;Qix =

)
)
14) QipmiQix =
16) U, ;70 kVig = Uk,i:
)
) U

) 07

) O kOkyr = O0ir0ik = OkrOir,
) TiTe = TETi,

) Uz kTZUzk = Tk,

Ter k>

Qj,kai,jv

18 Q’L le m Ql,in,ka

20) Ui Vi = VirUig,

o —€T7. € —1
- Uk:,l UZ,kUk,le‘,k )
€ __ —€1/ € -1
Vi,l - Vk,l V;,kvk,lvi,k )

—€ _ —err—1y/€
[ Vk,l Ui,k Vk,lUiJﬂ

—ey/—177€
Uk,l ‘/i,k Uk’,l‘/;:lﬂ

Asagidaki sonu¢ Teorem 3.4 den elde edilmistir.

Sonug 3.5 ,, grubunun iiretegleri o; j; ve T; olmak iizere bagintilar

1
3
)

) = Ok,

) OikOrs = Or Ok,
)T =

7) 0ikTj = TiOik,

kelime denklemlerinden olusur.

2
4
6
8

) o

) OikOkyr = O0ip0ik = OkrOir,
)T = TkT;,

)Uz kTiOik = Tk,
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3.3.2. ikinci tiir sunus

N x — Ty w, vy — 3y, T — xp, (k> 2) seklinde tammlanan bir
otomorfizma olsun. Bu otomorfizmanin iirete¢ olarak bulundugu Aut(F,) in diger

sunuslar1 asagidaki teorem ve sonuglarda ifade edilmistir.

Teorem 3.6 (Armstrong ve ark., 2008) Ranki n > 4 olan bir serbest grubun oto-
morfizma grubu Aut(Fn) in iiretecleri ), ve n dir. Baginti kiimesi (2, grubunun

bagintilarina ek olarak

=1, 2) (o12m)* =1,

3) (nm)? =1 (i >2), 4) (noiy)* =1, j > 2),
5) ((nm)*m)? = 1, 6) (1 o1,37an012)"* = 1,
7) 0191 013T2n 019(0230 01 372m)? = 1, 8) (01,402,3m)* = 1,

kelime denklemlerinden olusur.

Sonug 3.7 (Armstrong ve ark., 2008) Aut(F3) grubu Q3 ve 1 ile iiretilir. Bu grubun

baginti kiimesi 23 grubunun bagintilart ve

)n*=1, 2) (o12m) = 1,
3) (n7s)* =1, 4) (nm)°m)* =1,
5) (7701,37'27701,2)4 =1, 6) (01,402,377>4 =1,

7) o1,2m 01,372n 01,2(02,3m01 3720)* = 1,

kelime denklemlerinden olusur.

Sonug 3.8 (Armstrong ve ark., 2008) Aut(Fy) grubu Qs and n ile iiretilir.  Bu

grubun baginti kiimesi €)o grubunun bagintilar: ve

=1, 2) (o12n)° =1,
3) (n73)* = 4) (nm)°m)* =1,

kelime denklemlerinden olusur.

Alt Boliim 3.3.1 ve Alt Boliim 3.3.2’lerden anlagilacagi tizere Nielsen (1924)
calismasinda bulunan sunusun iirete¢ ve baginti kiimesinin elemanlarinin sayisi
oldukca fazlayken Armstrong ve ark. (2008)’de verilen sunus oldukca az sayida
iretec ve bagintilara sahiptir. Ayrica bu sunusun formu n > 4 i¢in daha 6nce be-

lirtilen genisletilmis simetrik grup €2,, in biiyiikliigiine baghdir. Bdylece baginti
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sayisinin az olmasi bu sunus iizerinde Aut(F},) in tam yeniden yazma sisteminin

elde edilmesini 6nemli 6l¢iide kolaylastiracaktir (Boliim 4).
34. Aut(Fy) Grubunun Yapisi

Bu alt boliimde esas amacimiz, Aut(F;) grubunun ¢oziilebilir kelime prob-
lemine sahip oldugunu ifade ve ispat etmektir.

Ikinci boliimde (Alt Boliim 2.3) belirtildigi iizere, verilen bir grubun ¢oziile-
bilir kelime problemine sahip oldugunun gosterilebilmesi i¢in ilk olarak bu grubun
en ideal sunusunun elde edilmesi gerekmektedir. Bu baglamda, Aut(F3) grubunun
istenilen sunusu Dokovic (1983) calismasinda ifade ve ispat edilmistir. Bu calismada
otomorfizma gruplariyla ilgili elde edilen sunug, Alt Boliim 2.3’de verdigimiz grup
sunuglarindan daha farkli bir formatta elde edilmis olup, yukarida belirttigimiz en
ideal forma daha yakin niteliktedir. Dolayisiyla kelime probleminin ¢oziimiine
yonelik, daha faydali bir formattadir.

Amacimiza ulagabilmek icin yukarida belirttigimiz sunusu detayli olarak

asagidaki sekilde inceleyebiliriz. Bunun icin siradaki sonu¢ 6nemlidir.

Onerme 3.9 (Dokovic, 1983) I, serbest grubunun otomorfizma grubu icin
Aut(F) = ((z +7) % (Zy *Zg)) 2 (Zy X1 Zo)
izomorfizmasi daima vardir.
Onerme 3.9’in ispatim1 asagidaki sekilde yapabiliriz:

Ispat Iki iiretecli bir serbest grup, ii¢ mertebeli iki devirli grubun serbest ¢arpim

grubu ve 8 mertebeli D, dihedral grubu sirasiyla
Fo=72+7Z=(x,y;, ), ZsxZ3= <a,b; =10 = 1>,
Dy =74 X7y = <c,d;c4 =d* = (cd)?® = 1>
sunusglari ile temsil edilsin.
Alt Boliim 3.2°de ifade edilen Nielsen doniisiimleri kullanilarak F3 nin oto-

morfizmalari elde edilebilir. Sirali bir {z1, x9, - - - ,, } kiimesi lizerinde N7 Nielsen

doniisiimiiniin uygulanmasi = sembolii ile gosterilsin. Bu durumda

N3 N2 N1 _ _
(z,y) = (y,2) = (yzx,z) = (7 'y~ !, 2)

N3 N1 _ N2 _ _
(z,y) = (y,2) = (y o) = (y Lay™)
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doniistimleri sonucu
a: z—alyl, y—a
B: =y, y—ayt
kurallari ile verilen F5 grubunun otomorfizmalar: elde edilir.
Gerekli islemler yapildiginda o® = 32 = 1 oldugu goriiliir. Boylece a — «
ve b — [ kurallar ile verilen 6 : Zs3 * Z3 — Aut(F>) homomorfizmasi Lemma

2.8’den elde edilir. Bu # homomorfizmasina karsilik gelen yari-direkt ¢arpim grubu
H = FQ X (Zg * Z3)

Lemma 2.15°den z, y, a, b ile iiretilir ve

a=0=1,axa =2y, ayat =z, bab =y, byb Tt =2yt (3.1)

bagintilarina sahiptir.
H grubunun D, grubu ile yari-direkt ¢arpim grubunu olusturmak i¢in bir
¢ : Dy — Aut(H) homomorfizmasinin tanimlanmasi gereklidir. Bunun i¢in ilk

olarak H nin

v ox—=yt, y—oz, a—b b za 3.2)

§: z—vy, y—z, a—ylal, b—ob! (3.3)

seklinde tanimlanan « ve § otomorfizmalarina sahip oldugu gosterilecektir.
Lemma 2.8’in sonucu olarak,

y(a’) =% =1,

L=aya~tlz ' =1

v(03) = (za)® = ayra’y = ayra™'y = aya~ta~

y(aza lyz) = by oy = by lybt =11
Yaya™la™) =bebly =y~ ly =1

y(bxb™ly = zay a7 e) = xaa e =1

1

Y(byb~tyz™') = raza'x vy = zavaTly = xx7t =1

oldugundan ~ bir homomorfizmadir. « homomorfizmasinin bire bir ve Ortenligi
icin {x,y~',b,za} mn H igin bir iirete¢ kiimesi oldugunu gostermek yeterlidir.
{z,y, a, b} ile iiretilen her bir kelime z yerine x, y yerine (y~')~!, b yerine b ve a
yerine 1~ 'xa yazilarak elde edilebilir. Oyleyse {z,y ™', b, za} kiimesi H nin iireteg
kiimesi oldugundan v homomorfizmas1 A nin bir otomorfizmasidir. Benzer sekilde

0 fonksiyonunun H nin bir otomorfizmasi oldugu gosterilebilir.
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(3.2) ve (3.3)’de verilen v ve § otomorfizmalari igin 4 = §% = (70)? =
1 esitligi saglanir. Buna bagh olarak ¢ : Dy — Aut(H), ¢ — yved — §
homomorfizmas: vardir ( Lemma 2.8). H grubunun D, dihedral grubu ile yari-

direkt carpim grubu
G=H Xy D4 = (FQ Ao (Zg *Zg)) b I% D4

seklinde tanimlansin. Bu durumda Lemma 2.15 sonucu G nin iiretegleri z, y, a, b, ¢, d

olup, bagint1 kiimesi H ve D, iin bagintilarina ek olarak

cbe™! = za, (3.4

ded =y, dad =y 'a™t, dbd=0>b"", 3.5)

kelime denklemlerinden olusur.

¢ : G — Aut(F;) kanonikal homomorfizma olsun, dyle ki ¢, : t — ztz™*
olmak iizere z — ¢, kurali ile verilen ¢ nin F; ile kisitlanist ¢| g, : Fo» — Aut(Fy)
bir homomorfizmadir.

(3.1), (3.4) ve (3.5)’de verilen bagintilar kullanilarak Vg € G ve Vf € F;
icin gfg~! € F, oldugu sonucuna ulasilir, kisacast I, < G dir. Ayrica Teorem
2.11°de verilen sonug kullanilarak Z(F3) = {1} oldugu i¢in Inn(Fy) = F; oldugu
kolaylikla goriiliir. Boylece ¢|r, homomorfizmasinin Inn(Fy) iizerine birebir ve
orten oldugu elde edilir. Bu yiizden G = G/ F; icin ¢ : G — Out(F;) indiiklenmis
fonksiyonunun izomorfizma olmasi, ¢ homomorfizmasinin da bir izomorfizma oldu-
gu gercegini verdiginden, ispata ¢ nin izomorfizma oldugu gosterilerek devam edile-
cektir. Buispatigin, Out(Fy) = G'L(2,Z) oldugu bilindiginden (Lyndon ve Schupp,
2001) ¢ : G — GL(2,Z) nin izomorfizma oldugunu gostermek yeterlidir. Bunun
icin ilk olarak asagida G ve GL(2,7Z) gruplarmin sunuslar ifade edilecektir.

G grubunun sunusu kullanilarak G nin sunusu

(a,be,d ; @ =P =c=d=()?=1, cac'=>b dbc'=a,
dad=a™"', dbd=>b"")
olarak elde edilir. Bu sunus iizerinde Tietze doniisiimleri yapilarak (bagintilarda a

olan yere ébé~! yaz ve a y1 iirete¢ kiimesinden sil)
(be,d ; P=c'=d=(cd)?=1 ¢cbc?=b, d=1, (debc')*=1,
(bd)? =1)
seklinde G icin yeni bir sunus olusturulur.
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G L(2,7Z) grubunun sunusu ise Lyndon ve Schupp (2001) ¢alismasinda
(A,B,C; A° = (AC)* = (BC)* = A’B*=1),

. -1 0 —1 01
oyleki A = , B = ,C = olarak tanimlanmustir.
1 1 1 0 10

0 1 - 0 1 - 0 1
(d
-1 -1 -1 0 10

kurallar1 altinda bir homomorfizma oldugu gostermek oldukca kolaydir (Lemma

2.8). Buna benzer olarak
v :GL(2,Z) -G, A—b®, B—c' C—d
kurallart ile verilen 1) fonksiyonu
P(A%) = (be*)° = et =1,
Y(ACAQC) = beedb?*d = bedebe*d = bdeSbe>d = bdebe*d = bdbe*d = bdbd = 1,
Y(BCOBC) = ¢ tdeld =1,

Y(A3B?) = be?be*be*e ! = bPet =

esitliklerini sagladigindan bir homomorfizmadir. Ayrica ¢ homomorfizmasinin bire-
bir ve orten oldugunu gostermek icin 1 o ¢ ve ¢ o ¢ bileske fonksiyonlarinin birim

fonksiyon oldugunu gostermek yeterlidir. Buna gore

oldugundan dolay1 1o = id esitligi elde edilir. Benzer sekilde po1) = idg L(2,(2))
oldugu gosterilebilir. Boylece G =2 Out(F}), diger bir deyisle

G = (F2 X (Zg*Zg)) X D4 Aut(Fg)
sonucu elde edilir.

Asagidaki lemma Aut(F3) i¢in daha basit bir sunusun elde edilmesinde kul-

lanilacaktir.
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Lemma 3.10 (Dokovic, 1983) K iiretecleri u, v, w ve bagintilar

P = vt = w? = (vw)? = vViurwuw = [uvu,v?] =1

olan bir grup iken w — a, v — ¢, w — d kurallar altinda f : K — G bir

izomorfizmadir.

Ispat Lemma 2.8 sonucu

fd) = =1, fh=c=1,
f@) =@ =1 fuuf = (@d? = 1
(
(

2

viuv?wuw) = cactdad = cbcdad = rac*dad = xayta?

=gzt =1,

f
1.-1,-1

f([uvu,v?]) = acac’*a e ra e = acach~ta"te?

=ayatz7t=1
esitlikleri saglandig1 i¢in f bir homomorfizmadir. Ayni sekilde

r—vuwiut, oy — (ww)?, a—u, b—owt, c—wv, d—w

kurallart ile verilen g : G — K bir homomorfizmadir. Bu fonksiyonlarin bilegkeleri

fog=1dgvego f =idg oldugu icin f bir izomorfizmadir.

Sonug 3.11 (Dokovic, 1983) ¢ = v|g, ve & = §|g, olsun. O halde Aut(Fy) grubu,
iretecleri o, €, & ve bagintilart o = ¢! = €2 = (e£)? = ae*¢al = [aea, ] =1

kelime denklemleri olan bir sunusa sahiptir.

Ispat Teorem 3.9 ve Lemma 3.10 sonucu u — o, v — €, w — & olarak tanimlanan

¢po f: K — Aut(F) bir izomorfizmadir.

Daha once Alt Boliim 2.7°da sonlu gruplar veya serbest gruplar gibi bazi
gruplarin ¢oziilebilir kelime problemine sahip oldugunu ifade etmistik, ancak bu
alt bolimde Aut(F») nin kelime probleminin ¢oziilebilir oldugunu gostermek igin,
bu tiir gruplarin (kelime problemi ¢oziilebilen gruplarin) genislemeleri icin de ke-
lime probleminin arastirilmasi gerekmektedir. Asagida verilen lemmalar bu konuda

gerekli bilgiyi bize sunmaktadir.

Lemma 3.12 (Baumslag ve Charles 111, 1994) H ve K coziilebilir kelime prob-
lemine sahip iki grup olsun. O halde H x K serbest carpim grubunun kelime prob-

lemi ¢oziilebilirdir.
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Lemma 3.13 H ve K coziilebilir kelime problemine sahip iki grup ise H x K yari-

direkt carpim grubunun kelime problemi ¢oziilebilirdir.

Ispat H grubu c¢oziilebilir kelime problemine sahip oldugu i¢in & € H elemaniin
1y birim elemanina esit olup olmadigina karar veren bir algoritma vardir. Bu al-
goritma A; olarak adlandirilsin. Ayni durum K grubu i¢in de gecerli oldugundan
kelime probleminin ¢oziilebilirligini veren bir A, algoritmasi vardir.

H x K yari-direkt carpim grubunun her elemani h € H ve k € K igin (h, k)
sirali ikililerinden olusmaktadir (Alt B6liim 2.6.1). O halde (h, k) € H x K igin

1. h € H igin A; algoritmast

a. h = 1 kararii veriyorsa ikinci adima geciniz,

b. h # 1 karari veriyorsa ii¢iincii adima geciniz,
2. k € K igin A, algoritmasi

a. k = 1 kararin1 veriyorsa dordiincii adima geg¢iniz,

b. k # 1 kararini veriyorsa iiclincii adima geginiz,
3. h # 1veyak # 1 karart verildiginden dolay1 (h, k) # (1g, 1x) yazinz,
4. h =1 ve k = 1 karar verildiginden dolay1 (h, k) = (15, 1x) yaziniz,

adimlarina sahip algoritma ile herhangi (h, k) € H x K elemaniin birim elemana
esit olup olmadigina karar verilebilir. Boylece H x K yari-direkt ¢carpim grubunun

kelime problemi ¢oziilebilirdir.

Onerme 3.9, Lemma 3.12, Lemma 3.13 ve Sonuc 3.11 kullanilarak asagida verilen

sonug elde edilir.

Sonuc 3.14 [ki iiretecli bir serbest grubun otomorfizma grubu Aut(Fy) ¢oziilebilir

kelime problemine sahiptir.
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4. AUT(Fy) GRUBUNUN KELIME PROBLEMI

4.1. Giris

Schleimer (2006) serbest gruplarin otomorfizma grubunun kelime problemi-
nin polinomsal zaman ¢6ziimiine sahip oldugunu gostermistir. Bununla birlikte bu
boliimdeki amacimiz, ranki n olan bir serbest grubun otomorfizma grubu Aut(F},)
in kelime probleminin coziilebilir oldugunu farkli bir metodla gostermektir. Bu
amaca yonelik Alt Bolim 4.2°de pozitif kelime yeniden yazma sistemi metodu
tanitilacaktir (Book ve Otto, 1993). Daha sonra Alt Bolim 4.3’de Aut(F,) igin
Sonug 3.5, Teorem 3.6, Sonu¢ 3.7 ve Sonu¢ 3.8’de verilen sunuslar tizerinde Ti-
etze doniisiimleri yapilarak elde edilen yeni sunusun tam yeniden yazma sistem-
ine ve bunun bir sonucu olarak ¢oziilebilir kelime problemine sahip oldugu bizim

tarafimizdan gosterilecektir.
4.2. Yeniden Yazma Sistemi

Bu alt boliimde ilk olarak yeniden yazma soyut manada diisiiniilecek ve
yeniden yazma bagintilarinin sahip olmasi gereken ozellikleri aciklamak icin ikili
bagintiya sahip olan nesnelerin kiimesi iizerinde durulacaktir. Ayrica “elmas kurali,
noetherian” gibi terimler tanimlanacaktir. Daha sonra pozitif kelime yeniden yazma
sistemi ile ilgili bilgiler verilecek, bu sistem iizerinde normal formu elde edebilmek

icin gereken sartlar tanitilacaktir.
4.2.1. Soyut indirgeme sistemleri

B nesnelerin bir kiimesi ve — bir ikili bagint1 olsun. —~! gdsterimi —

bagintisinin tersini ve o sembolii bagintilarin bileske islemini gostersin. Ayrica bazi
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notasyonlar

(a) —° birim bagnti,

(b) —»"=—0—=""1(n>0),

(€) =*=U,>0 =" ve == U,s0 27
d) <=—U—"1

(e) Y birim bagint,

) <= 0,1 (n>0),

(g) <= Upso ve <" = U,>o <™

olarak kabul edilsin.

Yukarida verilen —* bagintis1 yansima ve geciskenlik 6zelligine sahiptir ve
<, bagintis1 B iizerinde bir denklik bagintisidir. Aslinda bu baginti — bagintisini
iceren en kiiciik denklik bagintisidir.

B nesnelerin bir kiimesi ve B iizerinde bir ikili bagintt — olsun. Buna gore
— bagmtist indirgeme bagintisi ve S = (B, —) yapist indirgeme sistemi olarak
adlandirlir. Ayrica z € B i¢in z — y olacak sekilde bir y € B yoksa x nesnesine
indirgenemez denir; aksi takdirde x nesnesi indirgenebilirdir.

(B, —) indirgeme sisteminde z,y € B olmak iizere = nesnesinin y nesne-
sine denk olmasi i¢in & «<+* y sart1 saglanmalidir. Buna gore z,y € B icin x <>* y
sart1 saglaniyor ve y indirgenemez ise y nesnesine x in normal formu denir.

B deki her nesne i¢in tek bir normal form bulunsun. Bu durumda her x, y €
Bigin z +* y olmasi i¢in gerek ve yeter sart = ve y nesnelerinin normal formlarinin
birbirine esit olmasidir. Buna ek olarak, her w € B i¢in [w] denklik sinifi i¢inde tek
bir normal form bulmayi1 saglayan bir algoritmanin varlig1, iki nesnenin birbirine
esit olup olmadigina karar veren bir algoritmanin varligina isaret eder, yani kelime
probleminin ¢oziilebilir oldugunu gosterir.

Simdi tek bir normal formun varligini1 garanti eden durumlar ele alinacaktir.

Buna gére S = (B, —) bir indirgeme sistemi i¢in,

(a) Her w,z,y € Bicin w —* x ve w —* y indirgemeleri var iken z —* 2 ve
y —* z indirgemeleri olacak sekilde bir z € B var ise S indirgeme sistemi

elmas kuralini saglar denir;
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(b) Her w,x,y € B icin, w — z ve w — y indirgemeleri var iken x —* 2z ve
y —* z indirgemeleri olacak sekilde bir z € B varsa S indirgeme sistemi

verel olarak elmas kuralini saglar denir;

(¢) ©; = x;41 (Vo > 0) indirgemeleri olacak sekilde x(, 1, - sonsuz dizisi

yoksa — bagintisi noetherian olarak adlandirilir;

(d) S sistemi elmas kuralin1 saglayan noetherian bir indirgeme sistemi ise fam

indirgeme sistemi olarak adlandirilir.

Sekil 4.1. Elmas kurali ve yerel elmas kurah

Sonug 4.1 (Book ve Otto, 1993) Elmas kuralimi saglayan bir S = (B, —) indirgeme

sistemi icin |x] (Vx € B) denklik sinifi en fazla bir normal form igerir.

Lemma 4.2 (Book ve Otto, 1993) (B, —) indirgeme sisteminin — bagintist noethe-

rian ise her x € B icin [x] denklik sinifi bir normal forma sahiptir.

Teorem 4.3 (Book ve Otto, 1993) S = (B, —) bir indirgeme sistemi ve — bagintisi
noetherian olsun. Bu durumda S nin elmas kuralimt saglayan sistem olmasi igin

gerek ve yeter sart S nin yerel olarak elmas kuralini saglamasidir.

Teorem 4.4 (Book ve Otto, 1993) S = (B, —) tam indirgeme sistemi ise her x €

B i¢in [x| denklik sinifi tek bir normal forma sahiptir.

4.2.2. Pozitif kelimeler icin yeniden yazma sistemi

Grup, monoid ve yar1 gruplarin kelime problemini incelemek icin pozi-

tif kelime yeniden yazma sistemi kullanilmaktadir. Bu sistemi tanitmak i¢in bazi
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tanimlara ihtiya¢ duyulacaktir. Buna gore Alt Boliim 2.2’de tanimlandig1 gibi sem-
bollerin bir kiimesi olan herhangi bir X kiimesi i¢in z 29 -z, (z; € X) pozi-
tif kelime olarak adlandirilir. Bos pozitif kelime ile beraber X in tiim sembol-
lerinden olusan pozitif kelimelerin kiimesi X* ile gosterilir. Boylece X* aslinda
bos kelimesi birim eleman1 simgeleyen X tarafindan tiretilen bir monoiddir. Burada
X kiimesi alfabe olarak adlandirilir. Daha 6nce kelimenin uzunlugu [(w) olarak
tanimladigimiz uzunluk fonksiyonu pozitif kelimeler icin de gecerlidir (Alt Boliim

2.2).

Tamm 4.5 (Book ve Otto, 1993) X bir alfabe olsun. X iizerindeki R yeniden yaz-
ma sistemi X* x X* kiimesinin bir alt kiimesidir. Her bir (r1,r2) € R elemam
yeniden yazma kurali olarak adlandirili.  Bir R yeniden yazma sistemi i¢cin X*
lizerinde bir tek-adim indirgeme bagintist ” u,v € X* olmak iizere uw — g v olmasi
icin gerek ve yeter sart bazi v,y € X* kelimeleri icin w = xryy, v = xryy olacak
sekilde (r1,m2) € R elemanimin var olmasidir” seklinde tammlansin. X* iizerinde
R yeniden yazma sistemini kullanarak olusturdugumuz —7, indirgeme bagintisi — g
bagintisimin yansimali gecisken kapanisidir (yani — g nin sonlu adimda bileske

islemidir).

Buna gore R kiimesi, X iizerinde bir pozitif kelime yeniden yazma sistemi
ise (X*, —g) bir indirgeme sistemidir. Bir R pozitif kelime yeniden yazma sis-
temi diisiiniildiigiinde nesnelerin kiimesi sonlu bir X alfabesi i¢in X* kiimesidir
ve X* lizerindeki ikili baginti —p dir. Bu yiizden siklikla bir indirgeme sistemi

diisiintildiigiinde (X*, —g) yerine sadece R kullanilacaktir.

4.2.3. Normal form icin gerekli siralama

Alt Boliim 4.2.1°de elmas kuralin1 ve noetherian olma 6zelliklerini saglayan
herhangi bir indirgeme sisteminde her nesnenin tek bir normal forma sahip oldugu
belirtilmisti. Bu boliimde indirgeme bagintisi noetherian olan pozitif kelime yeniden
yazma sistemi aracilifi ile elde edilen algoritma ilizerinde durulacaktir. Bu algoritma
bir x pozitif kelimesi icin x+ —* & olacak sekilde indirgenemez z pozitif kelimesini
hesaplayacaktir. Bu yiizden bu algoritma i¢in indirgeme bagintisinin noetherian ol-

mas1 ¢ok onemlidir. Asagida indirgeme bagintisinin noetherian olmasini saglayacak
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olan bir teknik tizerinde durulacaktir.

X* lizerinde ikili bir > bagintisi, yansima 0zelligine sahip olmayan, anti-
simetrik ve geciskenlik 6zelligini saglayan bir bagint1 ise kati kismi siralama olarak
adlandirilir. Bir > bagintis1 kat1 kismi siralama ise ve her z,y € X* i¢cin z > vy,
x =1y, y > x durumlarindan biri saglaniyorsa lineer siralamadir. Ayrica > bagintisi
her u,v,z,y € X" i¢in u > v iken xuy > zvy ise kabul edilebilir olarak ad-
landirilir. Asagida X* iizerinde kabul edilebilir kismi siralama 6rnekleri verilmistir.

X ={ay,a9, -+ ,a,} olsun.

(a) {(z) > l(y) iken z > y olsun. Bu sekilde tanimlanan siralama X * tizerindeki

uzunluk siralamasi olarak adlandirilir.

(b) w : X — NT her bir harfi bir pozitif tam sayu ile iligkilendiren bir fonksiyon
olsun. w fonksiyonunu kullanarak agirlik siralamasim w(z) > w(y) ise
x > y seklinde tanimlariz. Burada w fonksiyonu X* dan N ye w(e) = 0

ve w(za;) = w(x) +w(a;) (xr € X*) olarak tanimlanan fonksiyondur.

©) w,v,z€ X*,1 <4,7 <nvei > jolmak lizere v = ua;v ve y = ua;z ise
T >1ep Y Veya x = yz iken bos olmayan z dizisi var ise © >, y olsun. Bu

sekilde tanimlanan siralama sozliik siralamasi olarak adlandirilir.

(d) Uzunluk siralamasi ve sozliik siralamasinin {(z) > [(y) iken x >, y veya
[(x) = I(y) iken & >, y ise © >; y olacak sekilde beraber kullanildigi

siralamaya uzunluk-sozliik siralamast denir.

Agirlik siralamasi ve sozliik siralamasi da uzunluk-sozliik siralamasindaki
gibi beraber kullanilirsa agirlik-sozliik siralamast >, elde edilir.

Yukaridaki tiim bagintilar X* {izerinde kabul edilebilir kismi siralamalardir.
Ayrica uzunluk ve agirlik siralamasi lineer degildir ancak sozliik siralamasi, uzunluk-
sozliik ve agirlik-sozliik siralamalart lineerdir.

X* lizerinde > bagmtis1 kat1 kismi siralama olsun. zg > z; > x5 > -+
formunda sonsuz bir zincir yoksa bu siralamaya iyi yapili siralama denir. Eger >
bagntis lineer ve iyi-yapili siralama ise iyi-siralama olarak adlandirilir. Ornegin
uzunluk ve agirlik siralamasi iyi-yapili siralamadir. Bununla birlikte her dizi sonlu
uzunluga veya sonlu agirliga sahip oldugu i¢in uzunluk-sozlikk ve agirlik-sozliik

siralamalar 1yi siralamalardir. Ayrica X birden fazla harf icerirse sozliik siralamasi
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iyl yapili bir siralama degildir, bunun nedenii as >, G102 >jer Q10102 ey
o > LAy >ep @Y Ay >0, - -+ sonsuz azalan dizisinin var olmasidir.
Kabul edilebilir 1yi-yapili siralamalarla alakali aciklamada bulunulmasinin

nedeni asagidaki sonuctur.

Teorem 4.6 (Book ve Otto, 1993) X iizerinde R bir pozitif kelime yeniden yazma

sistemi olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler birbirine denktir:
(a) — g indirgeme bagntisi noetheriandur.

(b) Her bir (r1,13) € R icin | > ry olacak sekilde X* iizerinde kabul edilebilir

iyi-yaptli kismi stralama vardir.

Bu teoremden de anlagilacag iizere noetherian bir yeniden yazma sistemi
elde edilmek isteniyorsa X * lizerinde kabul edilebilir iyi-yapili kismi siralama segil-
melidir. Bu bilgiler 1s181nda gerekli siralama se¢ildiginde elmas kuralin1 ve noethe-
rian olma durumunu saglayan bir pozitif kelime yazma sistemi i¢in her kelime icin

tek bir normal form vardir, boylece Teorem 4.4 den asagidaki lemma elde edilir.

Lemma 4.7 X iizerinde bir yeniden yazma sistemi R olmak iizere (X*, —p) in-
dirgeme sistemi ( R yeniden yazma sistemi) tam ise X * icindeki her bir pozitif kelime
icin tek bir normal form vardir. Bu yiizden — g indirgeme bagintist altinda X* icin

kelime problemi ¢oziilebilirdir.

Tim bu bilgilerin 15181 altinda Aut(F,,) grubunun tam yeniden yazma sistemine

sahip oldugu bir sonraki alt boliimde gosterilecektir.

4.3. Aut(F,) Otomorfizma Grubunun Tam Yeniden Yazma

Sistemi

Dérdiincii boliimiin amact Alt Boliim 3.1 de Aut(F,,) in kelime probleminin
coziilebilir oldugunu gostermek olarak belirtilmisti. Bu alt boliimde amacimiza
Alt Boliim 3.3.2°de verilen Aut(F),) in sunuslari kullanilarak ulagilacaktir. Bu
sunugun iireteglerin mertebesinin 2 olmasi, bu iireteglerin ve bagintilarin sayisinin
onemli ol¢iide az olmast Aut(F,) grubu i¢in tam yeniden yazma sistemi bulmay1

kolaylastiracaktir.
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Ik olarak bu sunuslarda €, alt grubunun bagmtilar1 yer aldigindan bu alt
grup lizerinde Tietze doniisiimleri uygulanarak bagintilarin daha az sayida buna
bagli olarak kesismelerin saysinin da oldukca az olmasi saglanacaktir. O halde €2,
grubunun Sonug 3.5’de verilen sunusu iizerinde her oy, ; (k > ©) yerine 0, . (i < k)
yazilmas, iirete¢ kiimesinden o, ; lireteglerinin ¢ikarilmasi ve oy, ; = 0, 5, bagintisinin
silinmesi seklinde tanimlanan Tietze doniisiimiinii (Alt Boliim 2.4) uygulayalim. Bu

doniislimiin etkilerini her baginti i¢in asagida adim adim gosterelim:
1. 07, = ligin
(@) i <kiseol, =1 <k),
(b) i > kise oy, =1 (k <1i).
Genel olarak bu doniisiim sonucu olusan yeni bagintinin ai =10 < k)
oldugu elde edilir.
2. 0jk0rs = 0504 i¢in

(a) @ < kise,
1. 7 < S1S€ 0,05 = Oy 50 ks
. 7> 518€ 0, 4,05, = 05,0 i,
(b) 2 > kise,
1. 7 < 81S€ 0,05 = Op 5Ok )
. 7> 51S€ 0,05, = 05,0k -
Bu bagmti i¢in genel olarak 0,0, = 0,50, (1 < k) (r < s) (i < 1)

bagintis1 elde edilir.
3. OikOky = 030 = Ok 04 iGIN
@ @ <k <rise o, 0k, = 0i,0ix = Ok, Oip
(b) r <k <iise0ki0nk = 0,i0ki = Ork0rs,
(c) 1 >kvek <rise

1. © <T1S€ 0 i0ky = 0ir0ki = Ok rOir,

1. © > 1rise 00k, = 04i0k; = OkyOris
(d) 2 < kvek > rise
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1. ¢ <T11iSe 0y k0, = 0ir0i ) = O Oir,

. © > rise 0,10, = 0r;0; ) = OpO0r.
Bu bagmtinin genel hali 0; 0%, = 0,0, = 0p,0, (1 < k < r) dir.
4. Tj0; = 0;T; i¢in

(@) i < kise 1ok = 0, 4Tj,

(b) 1 > kise 704, = 04,T;,
Olusan yeni bagintinin genel hali 7,0, , = 0,7, (i < k) dir.
5. 05 kTi0; ) = Tj i¢in
(@) @ < kise 0,704 = Ths
(b) i > kise 0y ;TiOk; = T.
Genel olarak o, 7,0, = 7 (i < k) olur.

Ayrica 7;7;, = 7, 7; bagintisi lizerinde T2 Tietze doniistimii sonucu bu baginti-
ya denk 7,7, = 7,7 (i > k) bagintisi elde edilir.
Boylece €2, alt grubu icin gerekli Tietze doniisiimleri uygulandiktan sonra

asagidaki sonug elde edilir.

Lemma 4.8 (), alt grubu 1 < i,k < n ve i, k indisleri birbirinden farkli olmak

lizere olmak iizere o; . (i < k) ve 7; ile iiretilir ve bu grubun bagintilar

1) o} 2) 0 kOrs = 0rs0i g (1 < k) (1 < s),
3) OikOky = 0ip0ip (0 <k <r1), 4) 0,10k, = 0k,0i, (1 <k <7T),
5) 0irOik = Okr0ip (1 <k <7T), 6) 0ik0ir = 00k, (1 < k <7),

7) 0ik0ir = 0,0 (1 < k <7), 8) 0irOkyr = Ok,0ip (i <k <T),
9) 72 10) 713 = i (i > k),

11) 015 = Tj05 8 (i < k), 12) 0,1 = T 00 (1 < k),

13) 0,1 = 00 x (i < k),
kelime denklemlerinden olusur.

Buna ek olarak bulunacak olan kesigmelerin sayisinin daha az olmasi i¢in
Aut(F,) in Alt Boliim 3.3.2’de verilen sunusu iizerinde T1 ve T2 Tietze dontigiimleri

(2.4)’e uygulanarak
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1. n7? = 1 bagintisi i¢in 7, = 17,
2. (noix)* =1 (i, k > 2) bagntist i¢in o 4n = no, i (i, k > 2),
3. ((n1)%*m2)? = 1 bagntsi igin 72 (71n)? = (n71)%72,
4. (no137m012)* = 1 bagmusi igin (o 2nm0 3n)* = 1,
5. 0120 01372n 012(0230 0137m)* = 1 bagmtisi igin
01,21 T2 01,3 1) 02,301 ,3NTe 01310231 013721 = 1,
6. (0140231)* = 1 bagintist i¢in (09 307 4m)* =1

bagintilar1 elde edilir.

Bu doniisiimlerle beraber Lemma 4.3 kullanilarak asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 4.9 Aut(F,) (n > 4) grubunun iirete¢ kiimesi 1 < i, k,r,j < n ve farkli
harfle temsil edilen indisler birbirlerinden farkli olmak iizere o,y (i < k), 7; ve n

den olusur ve bagintilari

1) a 2) 0ik0rs = 0ps0i g (1 < k) (r <s) (i <),
3) OikOky = Oipoig (1 < k <T), 4) 0,k Opyr = Opr0iy (1 < k <T),
5) 0irOif = Opr0ip (1 < k <7T), 6) 0ik0ir = 00k, (1 < k <7),
7) 0ik0iy = Op0ip (1 < k <), 8) 0i Oy = Op,oip (1 <k <7),
9) 72 =1, 10) e = mems (1 > k),
11) 0y 15 = Tj05 (1 < k), 12) 041 = 1 00 (1 < k),
13) 01k = Tioi g (i < k), 14) n?
15) (o12m)* =1, 16) im = nm; (i > 2),
oikn = noig (i, k> 2), 18) 7o(Tin)? = (n71)* 72,

kelime denklemlerinden olusur.

Yukarida verilen sunug P,, (n > 4) sunusu olarak adlandirilsin.

Teorem 4.10 P,, sunusu ile verilen bir serbest grubun otomorfizma grubunun sade-

ce bagintilarindan olugan yeniden yazma sistemi tamdir.
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ispat Uretegler arasindaki siralama 019 > 013 > -+ > 01, > 023 > 024 >
Cee > 09 > 0 > O(ne1)m > Tn > Tp—1 > -+ > 71 > 1 olsun. 1-13 arasindaki
kurallarin ayn1 zamanda sonlu genisletilmis simetrik grubunun (Alt Boliim 3.3.1)
bagintilar1 oldugu biliniyor. Bu durumda bir sonlu grubun her eleman: belli bir
siralamaya gore bir kelimeye indirgeneceginden 1-13 arasindaki bagintilarin bir-
biri ile olan kesigsmelerinin elmas kuralin1 sagladigi asikardir. Bu ylizden bazi
kesismeler i¢cin elmas kuralinin saglandigini ve noetherian oldugunu gdostermek
yeterlidir.

1ﬁ2:w:ai2’kar75, 1ﬂ122w:0§7k7}',

2N2:w = 0;10,50pq, 2MN4:W=0;10,505m,

3N1L:w = 0;,04,7;, 4N12:w = 0;,04,T

kesigmelerinin indirgenme durumlarin inceleyelim.

Ors
1.1N2:w=07,0rs =

9

2
0ikO0r Ok — Or,s0; i — Ors

T
2. 1ﬂ12:w:03k7}-—>

)
2
O kTkO ik — TiO; — 17

3. 2N 2 kesisimi i¢in ii¢c durum vardir:

a. 1, k, p, q birbirinden farkli ise

Or,s0ikOpq — Ors0pqOik —7 OpqOrsTik
2N2:w=0;,0,50p4 —

Oi,k0p,qOr,s = Op,q0ikOr,s = Op,qOrsTik
b. k = q,, p birbirinden farkli ise

0r,s0ikOpk —* OrsOpkTip —7 OpkOrsOip
2N2:w =010, 0p) —

0i,kOp,kOr,s = Opk0ipOr,s =+ OpkOr,s0ip
c. k = p, 1, q birbirinden farkl ise

0r,s0i,kOk,q —7 Or,s0k,q0i,q —7 Ok,qOrs0iq
2N2:w=0;,0,504q —

0ikOk,qOr,s —7 Ok,q0i,q0r;s —7 Ok,qO0r,s0iq

Ors0ikOsm — OrsOsm0ik — Os,mOrm0ik
4. 2N4:w = 0,40,505m —
05 kOsmOrm — Os,m0i,kOrm — Os,mOrm0ik

5. 3N 11 i¢in iki durum vardir:
a. j #iise
OigOikTj = Oy OigTj =" TjOk Oy

3N11:w=0;,0,,7; —
OikTjOky —2 TjO; kOky —2 TjOk rOj
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b. j =iise
OOk Ti — Ok rOipTi =" ThOkrOip
3N11:w=0;,04,T;i — ,
OikTiOky — TkOi kOk,r — TkOk,rOir

OkrOirTk — OkrTkOjGr — TrOkrOi,r

Y

6. 4N12: w = 0; 10k, Tk —
O kTrOkr — TrO0i,kOk,r — TrOkyrOir

1-13 arasindaki bagintilar ile 14-21 arasindaki bagintilarin kesigsmelerinden

bazilari

1N15:w= 01,2(01,277)37
1ﬂl7:w:aikn (i,k > 2),
1N 19w = 0 yn7a0o131(01,20T201,37)°,
1N20: w = 0},n Ty 013 1) 02,301 30T2 01,3102,37) O1,3721),
1N21:w= 0273(02,301,477)47
4N17:w = o ,01,m (k,7 > 2),
4N21:w= 01,2(027301,477)47
12N16 : w = oy ,mm (i > 2),
12N18:w = 0'2,197'2(7_177)2
seklindedir. Diger durumlarda yapilacak indirgemeler, bu kesismelerdekine ben-

zerdir. Simdi bu kesigsmeler i¢in elmas kuralin1 ve Noetherian olma durumunu in-

celeyelim.

1. 1N15: w = 0y2(012n)? igin

n(oran)?* ) (o12m)?® =1
01,2 0'%72 —1
2. 1N17:w = 0},n igin

n

Y

OikN0ik — 7701'2,;4; —n
3. 1N19: w = 01 2(012nm013n)* i¢in

. NT201,31(01 207201 31)° 012072013001, 217201 3m)° — 1
w =

01,2 0fy — 1

)

oy 2 . .
4. 1N20:w = 0197 T2 01,3 1) 02,301,31)T2 01,31)02,37) 01,3T27) 1¢1N
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. 11 T2 01,317 023013772 01,31)02,37) 01,3727]
w

01,2
01,21 T2 013 1) 02301 37NT2 01310237 01,3721 — 1

05,2 — 1
5.1N21:w= 0'2’3(0'2730'17477)4 1911'1

o1.40(023014m)3 (02301.4n)* — 1
w — =

023 035 — 1

6. 4N 17 i¢in iki durum vardir:

a. 1 =1,21se
Okr0irT]
4N17:w = 0,40k, —
O kTOkr

Y

2
03 kOkrOirT] — Uk,rUz',qﬂ? — Nok,r

2
O3 kN0k,r — NOk,r
b. i > 2ise

OkrOirT) — Ok,rMN0;r — NOkrOir
4N17:w = 0, ,0%,m —

0 kNO0k,yr = NO; kO —> N0k 0;
7.4N21:w= 0172(027301747’»4 191n

3 * 3
N 027301,301,477(02,301,477) — 02,303,401,377(02,301,477)
w

01,2

9

3 2 3
01,202,303,401,37](02,301,477) —* 02,303,401,47](02,301,477) —"1
0%72 — 1
8. 12N16 : w = o ,7M igin
TkOi kT — TENOik — NTEO k
w —

O ,kNTi — NO; kTy —> NTO; k
9. 12N18:w = O—Z,kTQ(TlT])2 1g1n

2
TkO2,k(T1N)° = ThT1O2,kNT1Y
w —
02k

2

02 kTkT102xNT11) — ToT105 ;NT11) —*1

2
Oy — 1
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14-21 arasindaki bagintilarin 14-21 arasindaki bagintilarla kesismelerinden

bazilarini inceleyelim:

15N15:w= (01,277)57

15119 : w = (01.9n)(01.20720130)*,

15N20:w = (01,277)37’201,37702,301,3777'201,37702,377 01,3727,
16N 14 :w = 702,

17N 14w = oim?,

18N 14 : w = mymnmn?,

19N14:w = (01,2777‘201,377)301,2777201,3772~

2
g
. ].5 ﬂ ]_5 LW = (0‘17277)5 ( 1,277> ’

(01,27]>2
15N 19 : w = (01.9m)2(01.977m901,37) *icin

7201 30(01 207201 37)° (o1omm013n)* — 1
w — =

(01,277)2 (01,277)3 — 1

Y

. 15020 1 w = (01.97)>71201 302,301 3N T201 3709 37 01 3T21 — igin

T201,3702301,31T201 370231 01,3727

2
(01,277)
9
01,217201,3102,301,31T201,3702,37) 01,3721 — 1

(o12m)% = 1

Nt — 27_1'—>7—i
L16N14:w=1n*— 1 7 ,
Ti

2
O kN — Oik — 04k

17ﬂl4zw:0i7kn2—> NoukT 7 10 ‘ ,
Oik

)

2 51
18N 14w = nmnnn? — 1 .
ToT1NT1 m(min)? — 1

L19N14 i w = (01,2777201,377)301,2777201,3772 i¢in
n 772 — 1
w — =

(01,2777'201,377)301,27]7'201,3 (01,2777'201,37])4 — 1

Ranki n > 4 olan bir serbest grubun otomorfizma grubunun tam yeniden

yazma sistemini elde etmek icin yapilan Tietze doniisiimlerini (Alt Boliim 2.4) ayni
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sekilde Sonug 3.7 ve Sonug 3.8°de verilen Aut(F3) ve Aut(F») nin sunuglarina da

uygulanir ve sirasiyla asagidaki sunusglar elde edilir.

Sonug 4.11 Aut(F3) otomorfizma grubunun sunusu Ps icin (1 < i,k < 3) olmak

lizere {0, ., T;, N} iirete¢ kiimesini olugturur ve baginti kiimesi

1) o7, 2) 012093 = 013012,

3) 01,2023 = 023013, 4)013012—023013,

5) 012013 = 013023, 6)012013—023012,

7) 013093 = 023012, 8) 17 =

9) i = Ty (1> k), 10) 0y 75 = Tj0i % (1 < k),

11) 0,41 = Toip (i < k), 12) 05416 = 100 (0 < k),

13) 7 14) (o1.0m) = 1,

15) m3n = 073, 16) m2(711)* = (n71)*72,

17) (01 2NT207, 377) 1, 18) 01,27 T2 013 1) 02301,37T2 01,3710237) 01,3727 = 1,

elemanlarindan olugur.
Sonug 4.12 Aut(F3) otomorfizma grubunun sunusu Py icin {014, T1, 79,1} lireteg
kiimesini olusturur ve bagint kiimesi

1)0%,2 =1, 2) 7'12 =1, 3)7'22 =1, 4)01,27'1 = T201,2,
5)01,272 = T101,2, 6)7271 = T17T2, 7)772 =1, 8)01,27701,2 = 101,27,
9)7a(rin)® = (1)1,

elemanlarindan olusur.

Teorem 4.13 P, ve P sunuslari ile verilen Aut(Fy) ve Aut(F3) gruplart sadece

bagintilarindan olusan tam yeniden yazma sistemlerine sahiptir.
Ispat Teorem 4.10’iin ispatina benzerdir.

Teorem 4.10 ve Teorem 4.13 sonucu P,, (n > 2) nin elemanlarinin normal

formu icin asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonug 4.14 Herw € Aut(F,) (n > 2) kelimesi icin normal form N (w) ile gosterilsin.
ki+1 < I{JZ veya ki+1 = k’z iken Tig1 <15

olmak iizere

€m.

Y0102 o @3 L gm e —
Aj=nlm'n? -1, crkl’Tla,wJ,chksnr3 oy s, (6;,6, =10,1)
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olarak kabul edilsin. Bu durumda W; (1 < i < r) alt kelimeleri indirgenmis olmak

lizere normal form
N(w) = W1 AW, AaW3As--- WA,
olarak tanimlanir.
Boylece Lemma 4.7 ve Sonug 4.14’ten asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 4.15 P,, sunusuna sahip olan n (n > 2) iiretecli bir serbest grubun oto-

morfizma grubunun kelime problemi ¢oziilebilirdir.

Not 4.16 Ornek 2.14’te sonsuz devirli bir grubun otomorfizma grubunun Z, ye
izomorf oldugu bahsedilmisti. Bu durumda bir iiretecli serbest grubun otomor-
fizma grubu Zo grubuna izomorf oldugundan sonlu bir grup olup, kelime problemi

coziilebilirdir.
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5. BASS-SERRE TEORISI

5.1. Giris

Bir grubun yapisimi anlamak icin uygun bir geometrik obje lizerine grup
etkisi caligmak cebirde olduk¢a Onemlidir. Bass-Serre teorisi bu yaklagimla temel-
lendirildiginden ve grup teoride 6nemli bir yeri olan birlestirilmis serbest ¢arpim
ve HNN-genislemesi yapilarina evrensel bir noktadan bakmay1 sagladigindan bu
alanda yapilacak olan ¢alismalara onemli katkilarda bulunmaktadir.

Bu boliimde asil amacimiz, graflar lizerine etki eden gruplarin yapis1 hakkin-
da bilgi veren Bass-Serre teorisini daha detayl olarak incelemektir (Serre, 1980;
Bogopolski, 2008). Bu baglamda Bass-Serre teorisinin esas teoremini elde etme
(Alt Boliim 5.7) amacina yonelik temel yap1 taglari sirasiyla tanitilacak ve aciklana-
caktir. Ilk olarak bu alt boliimde bir grubun sirasiyla kiime iizerine ve buna baglh
olarak graf iizerine etkisi tamtilacaktir. Daha sonra Alt Boliim 5.2°de agaclar ve
serbest gruplar arasindaki iligski incelenecek ayrica Nielsen-Schreier Teoremi ispat
edilecektir. Bunlara ek olarak iki grubun birlestirilmis serbest carpim grubunun
veya bir grubun HNN-geniglemesinin etki ettigi agacglarin varligi sirasiyla Alt Bolim
5.3 ve Alt Bolim 5.4°de ifade edilecektir. Alt Bolim 5.5°de gruplarin grafi ve
bunlarin temel gruplarina (Alt Boliim 5.6) geciste ara bir adim olarak kullanilan

graflarin temel grubu iizerinde durulacaktir.

5.1.1. Kiimeler iistiinde etki kavrami

Bass-Serre teorisinin agaclara etki eden gruplarin yapisi hakkinda bilgiler
verdigi yukarida belirtilmigti. Bir grubun graflara etkisinden bahsedilmeden 6nce
temel olarak bir grubun kiime iizerine etkisi aciklanmalidir. Bu nedenle ilk olarak
asagida bir grubun kiime {izerine etkisinin tanimi ve bazi temel bilgiler verilecektir

(Cevik, 2014b).
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Tanim 5.1 (Cevik, 2014b) M = () bir kiime ve G bir grup olsun. G grubunun M
kiimesi iizerine (soldan) etki etmesi icin gerek ve yeter sart G x M — M seklinde

tamimlanacak olan fonksiyonun asagidaki sartlart saglamasidir:

(E0) Vg € G ve Vm € M icin, g.m elemaninin bir anlami (karsiligr) vardir.
(E1) Vg € GveVm € M igcin g.om € M dir.

(E2) Yg1,90 € GveVm € M icin (g1g2).m = g1.(go-m) esitligi saglanr.

(E3) Vm € M icin, 1.m = m dir.

Not 5.2 G grubunun M kiimesi iizerindeki sagdan etkisi Tanim 5.1 dekine ben-
zer olarak (m,g) — (m).g = mg kurali altinda tammlanacak M x G — M
fonksiyonunun, ¥g,, g2 € G ve Vm € M igin, m.g € G, m.(g192) = (mgi1)gs ve

m.1lg = m sartlarint saglamasi olarak verilir.

Ornek 5.3 (Cevik, 2014b) Her G grubu kendi iistiine eslenik olma islemi ile etki
eder. Bunun anlami, bir G grubunun kendi iistiine eslenik etkisi, Vg, m € G icin,

g.m = gmg ! olarak tanimlanur.
(E0, E1) G bir grup oldugu icin g.m = gmg~' € G dir.
(E2) Vg1,92,m € G icin
(9192)-m = (9192)m(9192) ™" = g1gomgsy ' g7 " = g1.(g2mgy ") = g1.(g2-m)
(E3) Vm € G igin, 1¢.m = lgmlc_;1 = m dir.

Ornek 5.4 (Cevik, 2014b) G herhangi bir grup, H < G ve M kiimesi H nin G
icindeki tiim sol kosetlerinin kiimesi olsun. G grubunun M kiimesi iizerine etkisi,

Vg, m € G igin gmH ¢carpim ile tamimlanir.

G grubu bir M kiimesi iizerine etki etsin.
ufv <= dg € G oyleki gu =v

kural1 ile tanimlanan bagint1 bir denklik bagintisidir.
Bir m € M elemaninin 8 —denklik sinift G grubunun M kiimesi tizerindeki

etkisi altinda elde edilen m elemaninin yoriingelerinin kiimesi olarak adlandirilir ve
O(m) = {g-m;g € G}
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olarak gosterilir. Ayrica m € M igin
stabg(m) ={g € G;gm=m} C G
kiimesine m elemaninin G i¢indeki sabitleyicisi denir.

Onerme 5.5 (Cevik, 2014a) Her bir m € G elemam icin stabg(m) < G elde
edilir.

5.1.2. Bir grubun bir graf iizerine etkisi

Bu boliim boyunca kullanilacak olan graflar aksi belirtilmedik¢e Alt Bolim

2.8’de tamimlanan yonlii graflar olarak diistiniilecektir.

Tamim 5.6 (Bogopolski, 2008) X bir graf olmak tizere G grubunun X grafina etki
etmesi icin Vg € G ve e € X' icin asagidaki sartlarin saglanmasi gerekmektedir:
ega(e) = a(ge),
°gé = 7.
oG grubu X° ve X! kiimeleri iizerine (soldan) etki eder:

G grubu X grafi iizerine etki eden bir grup olmak iizere, Ve € X! kenari
ve g € G elemant igin ge # ¢ ise G grubu X grafi lizerine kenarlarda inversiyon
olmadan etki ediyor denir. Ayrica Vv € X° noktasi ve agikar olmayan Vg € G
elemant icin gv # v ise bu etkiye serbest denir.

Bir onceki alt boliimde gruplarin kiimeler iizerine etkisi sonucu elde edilen
yoriinge kiimesi agiklanmisti. Buna benzer olarak GG grubu X grafi iizerine ke-
narlarda inversiyon olmadan etki eden bir grup olmak iizere z € X° U X! i¢in
O(x) = {gz; g € G} kiimesi x in bu etkiye gore yoriingesini ifade eder.

G\ X béliim grafi noktalari v € X i¢in O(v) ve kenarlari e € X i¢in O(e)

olan, ayrica

e gu = «afe) olacak sekilde g € G varise O(v) noktast O(e) kenarinin baglangi¢

noktasi,
e O(e) kenarmin tersi O(e),

sartlarini saglayan yonlii graftir.
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p: X — G\ X, pxr) = Ox) (r € X°U X?) fonksiyonu graflarin
bir morfizmasidir (Alt Bolim 2.8) ve projeksiyon olarak adlandirilir. Bolim grafi
G \ X in bir y noktasi veya kenari i¢in y nin p fonksiyonuna gore herhangi bir

Oongoriintiisti y nin ozel ongoriintiisii olarak adlandirilir.

Not 5.7 G/ X béliim grafimin bir kenari e olmak iizere o(e) nin dzel ongoriintiisii v

olsun. Bu durumda baglangi¢ noktast v olan e nin bir ozel ongoriintiisii vardir.

Onerme 5.8 (Serre, 1980) G grubu X grafi iizerine kenarlarda inversiyon olmadan
etki etsin. G\ X grafimn T" alt agacticin p|r : T — T' izomorfizma olacak sekilde

X iginde bir T' alt agact vardr.

Ispat 7" alt agaci icine bire bir iz diisiimii olan X icindeki tiim alt agaglarin kiimesi
diisiiniilsiin. Kapsama bagintis1 diisiiniildiigiinde bu kiime kismi siralidir ve eleman-
larimin artan zinciri bir {ist sinira sahiptir. Zorn’un Lemmasindan (Barwise, 1982)
bu kiimenin bir 7" en biiyilik elemanina sahip oldugunu sdyleyebiliriz. Bu durumda
p(T) = T’ oldugunu ispatlamak yeterlidir. p(7") # 7" olarak kabul edilsin bu du-
rumda baslangi¢ noktas1 p(7") i¢inde ve bitis noktasi 7" — p(T") de olan bir ¢’ kenar1
vardir. O halde Not 5.7°den 7" alt agacina baska kenarlar eklenir, bu durum 7' nin

en biiyiik agac olmasi ile ¢elisir. Boylece p(T") = T" elde edilir.

Onerme 5.8’de ifade edilen T alt agact 7" alt agacinin X icindeki ozel
ongoriintiisii olarak adlandirilir.

Bunun yanisira Alt B6liim 2.8.2°de bir GG grubunun S kiimesine gore I'(G, S)
grafinin kenarlar (g,t) (g € G,t € S) olarak tammlanmigti. Bu grafin bir (g, t)
kenarmnin etiketi ¢ olsun. Buna gore G grubu I'(G, S) grafi iizerine g € G igin ¢
noktasini gg’ noktasina, (¢’, t) kenarini (g¢’, t) kenarina tasiyacak sekilde etki eder.

Bu etki serbest ve kenarlarda inversiyon olmayan bir etkidir.

Ornek 5.9 G =< t > grubu 4 mertebeli bir devirli grup olmak iizere Cay(G, {t})
grafi asagida soldaki sekilde gibidir. Bu grafa t' elemanimn etkisi sonucu olusan

graf asagida sagdaki sekilde gosterilmigtir.

Bu sekillerden G nin her bir elemaninin bu grafa etkisi sonucu grafin yine
kendisinin yani grafin herhangi bir otomorfizmast altindaki goriintiisiiniin elde edil-

digi anlasilmaktadir. Yani G den Aut(Cay(G, < t >)) ye bir homomorfizma elde
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1 t t’L ti-‘rl

t3 t2 ti+3 ti—i—?

Sekil 5.1.

edilmektedir. Bu durumda Baumslag (1993) kaynaginda verilen "bir G grubundan
bir grafin otomorfizmalarvun grubuna bir homomorfizma var ise G bu grafa etki
ediyor denir ” gercegi kullamilarak G nin Cay(G, S) grafina etki ettigini soylenir.
Ayrica bu sonu¢ Tanim 5.6°de tamimlanan graflar iizerine grup etkisine gore
asagidaki gibi gosterilebilir:
Cay(G, < t >) nin her bir kenart ¢ = (g,t) (a(e) = g,w(e) = gt ve

e = (gt,t™1)) icin

esitlikleri saglamir. Ayrica G grubu kendi iizerine G x G — G, (g,s) — gs
seklinde etki eder. Bu durumda Cay(G,< t >) grafimin noktalart G grubunun
elemanlart oldugu icin G grubu Cayley grafinin nokta kiimesi tizerine asikar olarak
etki etmektedir. Ayrica her bir e = (g,t) kenart icin t' € G elemanimin bu kenara
etkisi sonucu elde edilent'.e = t'.(g,t) = (t'g,t) kenart yine G nin Cayley grafinin
kenar kiimesinin elemanmidir. O halde G grubu Cay(G, < t >) nin kenar kiimesine

etki etmektedir. Biylece G grubu Cay(G, < t >) grafina etki ediyor denir.

5.2. Agaclar ve Serbest Gruplar

Bu boliimde bir serbest grubun herhangi bir alt grubunun da bir serbest grup
oldugunu ifade eden Nielsen-Schreier teoremi ispat edilecektir. Bu ispatta agaclar
tizerine olan etki kullanilir. Bu teknik yine agaclar iizerine etki eden gruplarin Bass-
Serre teorisine onciiliik etmistir. ilk olarak Nielsen-Schreier Teoreminin ispatinda

kullanilacak olan asagidaki onerme ve teoremi ifade edelim.

Onerme 5.10 (Serre, 1980) G bir grup ve S C G olsun. Bu durumda T'(G, S)
grafimin (Alt Boliim 2.8.2) agac olmast icin gerek ve yeter sart G nin S ile iiretilen

bir serbest grup olmasudtr.
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Ispat ¢ = (g,t) kenarmnin etiketini s(¢) = t olarak tanimlansin. Bu durumda
w(e) = a(e)s(e) ve herhangi ejes - - - €, yoluicin w(e,) = aler)s(er)s(es) - - - s(ep)
olur.

(<=) S kiimesi ile iiretilen bir serbest grup G olsun. Boylece Not 2.22’den
I'(G,S) = Cay(G,5) grafi baglantulidir. I'(G,S) = Cay(G, S) nin i¢inde bir
ejes - - - e, kapali indirgenmis yolu var olsun. Bu durumda w(e,,) = a(e;) oldugun-
dan s(ej)s(ez) -+ -s(e,) = 1 elde edilir. S kiimesi G nin bir taban1 oldugu igin
s(e;) = s(e;p1)”! olacak sekilde bir i indeksi var oldugu i¢in ¢; = ¢, esitligi
elde edilir. Bu durum eje; - - - e, in indirgenmis yol olmasi ile ¢elisir. O zaman
I'G,S) = Cay(G,S) baglantili ve i¢inde hi¢ indirgenmis kapali yol bulundur-
mayan bir graf, diger bir deyisle agactir.

(=) I'(G, S) bir aga¢ olsun. Buna gore ['(G, S) baglantili olup, Not 2.22
sonucu .S bu grubun iirete¢ kiimesidir. Boylece I'(G, S) = Cay(G, S) oldugu elde
edilir. G’ grubunun bagintilar1 bu grubun Cayley grafinda devir seklinde olacagi icin,
G nin iirete¢ elemanlart arasinda hi¢ baginti yoktur. Boylece bu grubun bir serbest

grup oldugu sonucuna ulagilir.

Sonug 5.11 (Bogopolski, 2008) Herhangi bir serbest grup bir agag tizerine serbest

olarak ve kenarlarda inversiyon olmadan etki eder.

Ispat Ureteg kiimesi S olan bir G serbest grubu Cay(G, S) iizerine soldan carpma
ile etki eder. Ayrica herhangi bir v € Cay(G, S) noktasi i¢in gv = v esitligi sonucu
g = 1 elde edildiginden bu etki serbesttir. Simdi o(e) = vq, w(e) = vy olmak iizere
ge = e esitligini saglayan bir ¢ € G ve e € Cay(G, S) var olsun. Bu durumda
gu1 = Vg, guy = vy Ve v1$(e) = vy oldugundan gv;s(e) = v elde edilir, ancak bu
durum G grubunun hi¢ baginti icermemesi ile ¢elisir. Bu yiizden G bir agag iizerine
kenarlarda inversiyon olmadan etki eder.

O halde Onerme 5.10’ten Cay(G, S) grafi bir agactir. Boylece bir serbest

grup bir agag lizerine serbest olarak ve kenarlarda inversiyon olmadan etki eder.
Bu ¢ikarimin tersi de dogrudur ve asagidaki teoremde ifade edilmektedir.

Teorem 5.12 (Bogopolski, 2008) G grubu bir X agaci iizerine serbest sekilde ve
kenarlarda inversiyon olmadan etki etsin. Bu durumda G grubu bir serbest grup

ve rankt G \ X boliim grafinin (yine bu grafin herhangi bir yonlendirmesi icin)
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en biiyiik alt agacina gore pozitif yonlendirilmis kenarlarinn sayisina esittir. Ozel

olarak G \ X sonlu ise ranki

rank(G) = [(G\ X)| = [(G\ X)°| +1

formiilii ile hesaplanir.

Sonug 5.13 (Serre, 1980) (Nielsen-Schreier Teoremi) Bir serbest grubun herhangi

bir alt grubu serbesttir.

Ispat G grubu iiretec kiimesi S olan bir serbest grup olsun, Sonug 5.11°den G grubu
Cay(G, S) agaci lizerine serbest olarak ve kenarlarda inversiyon olmadan etki eder.
Bu durumda herhangi bir H < G alt grubu da bu agag iizerine kenarlarda inversiyon

olmadan serbestce etki etmektedir. Boylece Teorem 5.12°den H grubu serbesttir.

Teorem 5.14 (Serre, 1980) (Schreier Formiilii) Sonlu rankli olan bir serbest grup
G ve H grubu G nin n sonlu indeksli alt grubu olsun. Bu durumda asagidaki esitlik

saglanir:

rank(H) — 1 = n(rank(G) — 1).

5.3. Agaclar ve Birlestirilmis Serbest Carpim

Bu boliimde agaglar ve birlestirilmis serbest carpim arasindaki iligki a¢iklana-
caktir. Bunun igin ilk olarak bazi gosterimler ve tanimlar ifade edilecektir. G
bir grup ve H < G olmak iizere G/H ile H nin G i¢indeki tiim sol kosetlerinin
kiimesini gosterelim.

Asagidaki teoremde segment olarak adlandirilan iki nokta ve ortak ters ke-
narlardan olugan baglantili bir graf kullanilacaktir. Ayrica bu teorem ve ispati icin

Bogopolski (2008) ¢alismasinin yanisira Baumslag (1993)’den faydalanilmigtir.

Teorem 5.15 (Bogopolski, 2008) G = G x4 G5 olsun. G grubunun kenarlarda
inversiyon olmadan etki ettigi ve G | X béliim grafi bir segment olan X agact vardur.
Buna ek olarak bu segmentin X grafi icinde bir o6zel ongoriintiisii, noktalarinin

sabitleyicileri G| ve G, kenarimin sabitleyicisi A olan bir segmenttir.
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Ispat Nokta kiimesi X° = G/G; U G/G> ve kenar kiimesi X! = G/A olan,
a(gA) = gGy, w(gA) = gG, sartlarini saglayan bir X grafi icin T’ sembolii nok-
talar1 GGy, G5 ve pozitif yonli kenar1 A olan X grafi iginde bir segment olsun. Bu
durumda G grubu X grafi iizerine soldan carpma ile etki eder.

Ik olarak X grafimin baglantili oldugunu gosterilecektir. Bunun igin her-
hangi bir fG; € G/G ve gGo € G/G45 noktalar arasinda bir yolun var oldugunu
gostermek yeterlidir. a;, o; € Gy ve b;, 5; € G5 olmak lizere f = a1byashs - - - an by,
ve g = a1 81905 - - - i By, Olsun.

Asagida verilen Sekil 4.2 herhangi fG; ve gG5 noktalari arasinda bir yolun

var oldugunu gostermektedir, bunun sonucu olarak X grafi baglantilidir.

Cblblagbg SR amme1 a1b1a262 e amGQ a1b1a2b2 OO bm_1G1
| l
Gy
&, |
| | |
a1 frag - 0B Go afiag o1 Br—1Gy a1fiag - an1Go
Sekil 5.2.

Son olarak X grafinin hi¢ devir icermedigi gosterilecektir. O halde X i¢inde
ejey - - - e, kapali yolu var olsun ve G nin i¢inden alinan z; elemani i¢in a(e;) =
x1G1 = (7 olarak kabul edilsin. Bu durumda e;qe; - - - e, yolu kapali kabul edildigi
icin w(e,) = a(e;) = G; olmalidir. Komsu noktalar farkli alt gruplarin koset-
leri oldugu igin n ¢ift say1 olmak zorundadir ve buna bagli olarak a(e;) = z1Ga,
ales) = x1y1Gh, -+, alen) = T1Y1 - - - TnjaYn 2 oOlacak sekilde z; € Gi — A ve
y; € Go — A elemanlar1 vardir. Bu durumda w(e,) = a(e;) = G; oldugundan
T1Y1 - - Tpy2Yns2G1 = Gy ve buna bagh olarak x1y, - - - 2,2y, /2 € G elde edilir.
Ancak bu durum birlestirilmis serbest carpimin normal formunun tekligi ile celis-
mektedir. O halde X grafi i¢inde hi¢ devir icermeyen baglantili bir graf kisacasi bir

agactir.

Not 5.16 gG noktasinin derecesi |Gy : Al ve stabg(9G1) = gG1g~! olarak elde

edilir ve gG5 formundaki noktalar icin de benzer durumlar gecerlidir.
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Yukarida tanimlanan X grafinin boliim grafi baglangi¢ ve bitis noktas1 Gy
ve (G5 olan A kenarindan olusur. Bu kenarin bir 6zel 6n goriintiisii yine baglangi¢
ve bitis noktast GG; ve G5 olan A kenaridir. Bu noktalarin ve kenarin sabitleyicileri
Not 5.16’den stabg(G1) = Gy, stabg(Gy) = Go ve boylece stabg(A) = A olarak
elde edilir.

Teorem 5.17 (Bogopolski, 2008) G grubu bir X agaci iizerine G/ X béliim grafi
bir segment olacak sekilde kenarlarda inversiyon olmadan etki etsin. Bu segmentin
X icinde herhangi bir ozel ongoriintiisiinii T ile gosterelim. Bu ozel ongoriintiiniin
noktalart P, () ve kenari e olmak iizere sirasiyla Gp, Gg ve G. bu noktalarin ve
kenarin sabitleyicileri olsun. Bu durumda ¢ : Gp xq, Gg — G homomorfizmasi

G p ve G tizerinde birim fonksiyon olan bir izomorfizmadir.

Ispat ilk olarak G = (Gp, G) oldugu gosterilecektir. G/ = (Gp, Gg) ve G' < G
oldugu kabul edilsin. Bu durumda G'.T ve (G — G’).T ayriktir. Bu durum daha
ayrintili olarak su sekilde aciklanabilir. P ve () noktalar1 G’ grubunun etkisi altinda
denk olmadi@i i¢in ¢’ € G’ ve g € G — G’ olmak lizere ¢’ P = gQ ve ¢Q = gP
olamaz. R € {P,Q} olmak iizere ¢’ R = gR esitligi g € ¢’ Gr C G’ nii isaret ettigi
icin bu esitlik de imkansizdir. X bir aga¢ bu yiizden iki bostan farkli alt graflarin
birlesimi olamayacagindan bu bir celiskidir.

¢ nin birebir oldugunu elde etmek icin ardisik terimler g; € Gp — G, veya
gi+1 € Gg — G, olmak tizere g, gp—19n—2 - - - gog1 7# 1(n > 2) oldugunu gostermek
yeterlidir. Genelleme bozulmadan g, € Gp — G, olarak ve 6zellikle d(Q, g:Q) =
2 olarak kabul edilsin. Bu yiizden g; in P noktasi ¢evresinde bir donme olarak
X agaci lizerine etki ettigi diisiiniilsiin. Bu donme P ve () noktalarindan gecen
herhangi bir indirgenmis yolu P ve g; () noktalarindan gecen indirgenmis yola tasir.
Benzer olarak g, elemani X agaci iizerine () noktasinin ¢evresinde donme olarak
etki etsin. Bunlar1 kullanarak 7 ¢ift sayisi i¢in d(Q, g; - - - 9291Q) = i veya i tek
sayisticin d(Q, g; - - - 921 @) = i+1 oldugu ispatlanir. Bu yiizden g, g,—1--- g1 # 1
(n > 2) dir.
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5.4. Agaclar ve HNN-genislemesi

Bu boliimde agaclara etki eden gruplarin HNN-genislemesi ile baglantisi
tizerinde durulacaktir. Bu iligki bir nokta ve birbirlerinin tersi olan iki kenardan

olusan ve dongii olarak adlandirilan graf aracilig1 ile gosterilmektedir.

Teorem 5.18 (Bogopolski, 2008) Bir ¢ : A — B izomorfizmast araciligi ile A ve

B gruplart H grubunun birbirine izomorf alt gruplart olmak iizere
G = (H, t|t 'at = p(a),a € A)

grubu H nin bir HNN-genislemesi olsun. Bu durumda G/ X boliim grafi bir dongii
olacak sekilde G grubunun kenarlarda inversiyon olmadan etki ettigi bir X agaci
vardir. Dahast noktalarinin ve kenarlarmmin G grubundaki sabitleyicileri sirastyla

H ve tHt ! olan X grafi icinde bir Y segmenti vardur.

Ispat X° = G/H, X! = G/A, a(gA) = gH, w(gA) = gtH olacak sekilde bir
X grafi diisiiniilsiin. Noktalar1 H, tH ve pozitif yonlii kenar1 A olan X icinde bir
segment Y olsun. G grubu bu sekilde tanimlanan X grafi lizerine soldan ¢arpma ile

etki eder. Ispat1 Teorem 5.15in ispat1 ile benzerdir.

Teorem 5.19 (Bogopolski, 2008) G grubu bir X agact iizerine Y = G /X boliim
grafi dongii olacak sekilde kenarlarda inversiyon olmadan etki etsin. X icinde her-
hangi bir segment Y icin bu segmentin noktalar1 P, () ve kenarlari e, € olsun. Ayrica
Gp,Gg ve G, = (¢ swrastyla bu noktalarin ve kenarlarin G grubu igindeki sabit-
leyicilerini gostersin. Buna ek olarak () = x P olacak sekilde herhangi bir x € G
var olsun (béylece orbg(P) = orbg(Q) olur). Ayrica G = 7Gx olmak iizere
0 Ge = Gu, g — x tgx kuralll bir izomorfizma olsun. Bu durumda G < Gp
icin,

<G’p,t|t_1at = ¢(a),a € Ge> — G,

doniisiimii G p tizerinde birim fonksiyon olan ve t yi x e tasiyan bir izomorfizmadir.

Ispat ispati Teorem 5.17’iin ispat: ile benzerdir.

54



5.5. Bir Grafin Temel Grubu

X baglantili bir graf ve taban noktas1 x olsun. Bu graf iizerinde x nok-
tasinda baglayan ve biten tiim yollarin kiimesi P(X,x) ile gosterilsin. Bu du-
rumda bu kiimenin herhangi iki elemant p = ejeq--- ¢, ve ¢ = €lel--- €/, yol-
larinin ¢arpimlart pg = ejey - - - exeiey - - €l yine P(X, x) kiimesinin i¢indedir.
Bu ¢arpma iglemi altinda P(X,z) kiimesi x dejenere yolu birim eleman olarak
kabul edilen bir monoid tanimlar. Bununla birlikte bir X grafi en az bir kenar
iceriyorsa P (X, x) kiimesi bu ¢arpma altinda bir grup degildir. Ama bu durum
€1 €i€EE 11" €y V€ €1 - €611 €y Yyollart esit alinarak gelistirilebilir. Bu
kiime iizerinde bu yollarin denk kabul edilmesini saglayacak bir baginti su sekilde
tanimlanabilir. py,ps € P(X,z) i¢in p; = py olmasi i¢in gerek ve yeter sart
pe yolunun p; yolundan eé (e € X) alt yollarinin silinmesi veya eklenmesi ile
elde edilebilir olmasidir. Ozel olarak iki yol birbirine denk ise bunlara homotopik
denir. Ayrica bu bagint1 bir denklik bagintisidir ve bu baginti sonucu olusan denk-
lik siniflarina homotopi sinifi denir ve [p)] ile gosterilir. Bu yiizden P (X, x) kiimesi
denklik (homotopi) simiflarina ayrilir. Simdi [p] ve [g] denklik smiflar1 arasinda
[p].lg] = [pq| ¢arpimint tanimlayalim. Bu ¢arpim iyi tanimhdir ve her bir denk-
lik sinifinin iginde tek bir indirgenmis yol vardir. P(X,x) in denklik siniflarinin
kiimesi bu carpim altinda bir grup olup, bu gruba X grafinin x noktasina gore esas

grubu denir ve 71 (X, x) ile gosterilir.

Not 5.20 1. Yukaridakilere benzer olarak X grafi icinde herhangi kapalt ol-
mast zorunlu olmayan bir p yolu icin de homotopi sinifi [p| tanimlanabilir.
Ayrica daha once X grafi iizerindeki p,q yollari icin p nin bitis noktasi q
nun baslan-gi¢ noktasi ile ayni olmast durumunda p, q yollar iizerinde bir
carpum tamumla-mistik, bunu kullanarak [p| ve |q| denklik suuiflart arasinda
da [pllq] = [pq] carpuimi tamimlanabilir. Béyle bir kismi ¢carpum altinda
X grafimin tiim yollarimin denklik siniflarimin kiimesi bu ¢arpim altinda bir

grupoid tammlar. Bu grupoide X grafinin temel grupoidi denir.

2. x1 noktast X in bir diger noktast olsun. Bu durumda 7, (X, x) den m (X, x1)
grubuna bir izomorfizma vardir ve bu izomorfizma q yolu x den x, e sabit bir

yol olmak iizere [p| — [qpq™*] olarak tamimlanir:
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Asagidaki teorem baglantili bir X grafinin temel grubunun bir serbest grup
oldugunu gosterecektir. Bunun i¢in ilk olarak X in i¢inde bir 7" en biiyiik agacini
secelim. Boylece herhangi bir v € X noktas1 icin 7" agaci iizerinde  noktasindan
v noktasina tek bir indirgenmis yol vardir. Bu indirgenmis yol p, ile gosterilmek

-1

lizere her bir e € X! kenan icin , p, = Pac€Pyy(e) yolu tanimlansin. Buna gore

[pe] = [pe] ! oldugu asikar olarak elde edilir.

Teorem 5.21 X bir baglantili graf. T bu grafin en biiyiik agaci ve x € X° olsun.
Bu durumda X kiimesi X in bir yonlendirmesi olmak iizere w1 (X, x) temel grubu

irete¢ kiimesi S = {[p.]|e € X} — T} olan bir serbest gruptur.

Ispat F iireteg kiimesi {z.;e € X + — T} olan bir serbest grup olsun. Bu durumda
O F — m(X,z), ®([z.]) = pe izomorfizmasinin varligini gostermek yeterli ola-
caktir. Teorem?2.1’den ® nin homomorfizma oldugu soylenir. Bu homomorfizmanin
izomorfizma oldugunu gostermek icin tersini bulmak yeterlidir, yani ¥ o & = idp,
® oV = idy, (x4 olacak sekilde ¥ : 7 (X, z) — F homomorfizmasi bulunmalidur.

Bunun i¢in
Yp:X o F ealleeT), e[z (ee XL —T), e— [z (€ X} —T)

olsun. Bu etiketlemeyi kullanarak herhangi bir p yolu i¢in p deki her e kenarmin

yerine 1 (e) nin yazilmasi sonucu ¢(p) elde edilsin. Boylece
U:m(X,z) = F, Ulp| =9(p)
doniistimiiniin homomorfizma oldugu Teorem?2.1’den elde edilir.
® o U(p.) = D(¢(pa,ep,,))) = P(Lz]1) = pe

Vo Qz] =W(p) = w(paeep;(le)) = 1z.]1 = [z]
olmasi sonucu ¥ o @ = idp ve ® o ¥ = id, (x) elde edilir bu durum @ nin bir

1izomorfizma oldugunu gostermektedir.

5.6. Gruplarin Grafi ve Bunlarin Temel Gruplan

Bu boliimde birlestirilmis serbest carpim ve HNN-genislemesinin genelleme-

st olan gruplarin grafinin temel grubu tanimlanacaktir.
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Tanim 5.22 (Bogopolski, 2008) Y baglantili bir graf olmak iizere (G,Y") gruplarin
grafi, noktalart Vv € Y icin G, nokta gruplari, kenarlari Ve € Y icin G, kenar
gruplari olan ve Ve € Y icin o, : G. — Go(e) monomorfizmasina ayrica G, = G

esitligine sahip olan grafa gruplarin grafi denir.

Bu tanimdan da anlagilacag: iizere oz : Gz — G ) monomorfizmas: da
gruplarin grafinin bir 6gesidir. Ayrica a; = w, oldugu asikar olan bu monomor-
fizma w, : G. — G () olarak kullanilabilir.

Asagida (G,Y) gruplarin grafinin temel grubu, ilk 6nce bir noktaya gore
sonra da en biiyiik alt agaca gore tanimlanacak ve bu gruplarin birbirine izomorf
oldugu gosterilecektir. Bunun icin oncelikle yeni bir notasyon tanitalim. F(G,Y)
notasyonu tiim G, nokta gruplari ile {¢.|e € Y} tabanli bir serbest grubun serbest
carpiminin {t; ' (g)t.(w(e)) ™!, tots (e € Y, g € G.)} kiimesinin normal kapanist

ile olan boliim grubunu ifade etsin.

Tanim 5.23 (Bogopolski, 2008) (G,Y') gruplarin bir grafi ve Y grafimin bir nok-
tast P olsun. (G,Y') gruplarin grafimin P noktasina gore m(G,Y, P) temel grubu
F(G,Y) nin bir alt grubudur. Baslangi¢ noktast P olan eyey - - - e, yolu Y de kapal
bir yol ve gy € Gp, gi € Gu(e,) (1 < i < n) olmak iizere 7 (G,Y, P) temel grubu
tammu itibariyle F(G,Y') grubunun gote, gite, - - - te, gn formundaki elemanlarindan

olusur.

Gruplarin grafinin temel grubunun en biiyiik alt agaca gore tanimi agagida

verilecektir.

Tanim 5.24 (Bogopolski, 2008) (G,Y) gruplarin bir grafi olsun ve Y grafinin en
biiyiik alt agact T olsun. (G,Y') gruplarin grafimin T agacina gore m,(G,Y,T)
temel grubu F(G,Y) grubunun {t. (e € T")} kiimesinin normal kapanist ile boliim

grubudur.

Teorem 5.25 (Bogopolski, 2008) (G,Y') gruplarin bir grafi, Y grafimin bir noktast
P ve en biiyiik alt agact T olsun. p : F(G,Y) — m(G,Y,T) kanonikal homo-
morfizmasimun 71(G,Y, P) alt grubu ile kisitlamgi m1(G,Y, T) iizerine bir izomor-

fizmadir.

Ispat P noktasindan farkli herhangi bir v € Y noktas1 i¢in 7 agaci iizerinde P den

v ye tek bir indirgenmis eje; - - - e, yolu vardir. F/(G,Y") grubunun bu yola kargilik
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gelen ., t., - - - t, eleman: v, ile gosterilsin ve yp = 1 olsun. Simdi m(G,Y,T)

grubunun iireteg kiimesinden 7 (G, Y, P) grubuna g — 7,97, (g9 € G,,v € Y?)

—1
w(e

Ve te = Ya(e)leVu(e) (e € Y'!) kurallar altinda bir ¢’ fonksiyonu tanimlansin. Bu
durumda bu ¢’ fonksiyonunun ¢ : 7 (G,Y,T) — m(G,Y, P) homomorfizmasina
genigleyebilecegini gostermek ve gop ve poq homomorfizmalarinin birim oldugunu

gostermek yeterlidir.
Bu teoremden asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 5.26 (Bogopolski, 2008) Herhangi bir P noktasina ve herhangi bir T' agaci-
na gore (G, Y, P) ve (G, Y, T) temel gruplari izomorftur.

5.7. Bass-Serre Teorisinin Esas Teoremi

Bu boliimde graflara etki eden gruplarin yapisinin HNN-genislemesi ve birlesti-
rilmis serbest carpimin genellemesi oldugu gosterilecektir.
p: X — Y fonksiyonu X agacindan Y baglantili grafina bir morfizma ve T’

agac1 Y grafinin en biiyiik alt agaci olsun.

e T'CY,
e Y! — T kiimesindeki her bir kenarin baglangic ve bitis noktasi T da,

e p fonksiyonu 7" y1 7 iizerine ayrica V! —T" kiimesini Y'! —T" iizerine izomorf
olacak sekilde tagiyor,
ise X agacinin (f, }7) alt agag ciftine (T, Y') graflarn ¢iftinin dzel éngoriintiisii

denir.

Herhangi bir v € Y°(= T°) noktas1 i¢in, 7 bu noktanin 7° daki 6ngériintiisii

ve herhangi bir e € Y'! kenari igin € bu kenarin V! deki Oongoriintiisii olsun.

Teorem 5.27 (Bogopolski, 2008) (G,Y) graflarin grubunun T' en biiyiik alt agaci-
na gore temel grubu G = m(G,Y,T) olsun. O halde G/X =Y ve X agacimn
noktalarimin ve kenarlarimin sabitleyicileri sirasiyla G, (v € Y?°) ve a.(G,) (e €
YY) gruplaruun G icindeki kanonikal goriintiilerine eslenik olacak sekilde G grubu
bir X agact iizerine kenarlarda inversiyon olmadan etki eder.

Dahast bu etkiye kargilik gelen p : X — Y projeksiyonu icin
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1) Herhangi v € T° noktasinin (baslangi¢c noktasi T° de olan herhangi ¢ € y!

kenarimin) sabitleyicisi G, ye (a.(G.)) esit olacak sekilde,

2) Eger ¢ € Y kenarun bitis noktasi T da degilse, t7* bu noktayt T° icine
tasiyacak sekilde,
(T,Y) ¢iftinin bir (T,Y') 6zel éngériintiisii vardr.

Ispat Bu teoremin ispat1 Teorem 5.15 ve Teorem 5.18’in ispatlarina benzerdir. Bu
ylizden sadece X, TveY graflar1 ve G nin X iizerine etkisi tanimlanacaktir. Her-
hangi bir v € Y noktas1 igin G,, grubunun G grubundaki kanonikal goriintiisiine
ve e € Y kenari i¢in G, gruplarinin o (G,) alt grubunun kanonikal goriintiilerine
esit oldugu kabul edilsin.

X grafimin nokta kiimesi X° = U,cyoG/G,, ve pozitif yonlii kenarlarinin
kiimesi X} = Ueev} G /G, olarak tanimlansin (burada tiim birlesimler ayrik ve tiim
kosetler sol kosettir). Ayrica a(gGe) = gGa(e), w(gGe) = gteGuie), (9 € G),
(e € Y!) olsun. Boylece G grubu X grafi iizerine soldan ¢arpma ile etki eder.

Yukarida tanimlanan X grafinin ¢gGG,, noktasinin derecesi ise

Yo G, Gl

e€star(v)CY0
esitligi yardimiyla bulunur.
T agacinin 6zel Ongoriintiisii T icin nokta kiimesi TO = Uyero G, ve pozitif
yonlii kenarlarinin kiimesi f}r = Ueer? G, dir.
Y grafi T nin noktalarina ve kenarlarina ek olarak teGw(e) noktalarindan, G

(e € Y! — T1) kenarlarindan ve bunlarin terslerinden olusur.

Tanim 5.28 (Bogopolski, 2008) Bir G grubu bir X agact iizerine kenarlarda in-
versiyon olmadan etki etsin. Y = G /X boliim grafi, p : X — Y kanonikal pro-
Jjeksiyon, Y nin en biiyiik alt agact T ve (T.,Y) ciftinin ézel ongoriintiisii (i 17)
olsun.

Simdi (G,Y) gruplarin grafi asagidaki gibi tamumlansin. 'Y grafimin her
bir noktasi veya kenar i¢in G, grubu y ye karsilik gelen y ozel ongoriintiisiiniin
stabe (7)) sabitleyicisine esitlensin. w(¢) ¢ T° olan her bir e € Y' — TV igin

w(e) = tow(e) olacak sekilde rastgele t. € G elemant segilsin ve t; = t; ! olsun.

Her bir e € Y igin w, : Ge — Gy(e) gomme fonksiyonu asagidaki sekilde
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tanmimlanir:
g;w(e) € TVise

t gt w(@) e YO —T°

we(g) =

Teorem 5.29 (Bogopolski, 2008) (Bass-Serre Teorisinin Esas Teoremi) G' grubu
bir X agacina kenarlarda inversiyon olmadan etki etsin. Bu durumda Tanim 5.28’de
ifade edildigi gibi G grubundan gruplarin grafi (G,Y') nin temel grubu 7 (G,Y,T)
lizerine bir kanonikal izomorfizma vardir. Bu izomorfizma stabg(V) — G, (v € Y?)

birim izomorfizmaswun bir genislemesidir ve e € Y — T icin t, yi t, ye tagir.

Ispat Teorem 5.17 ve Teorem 5.19’mn ispatina benzerdir.
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6. SONUCLAR VE ONERILER

Tez alt1 boliimde toplanmis olup asagidaki sonuglar elde edilmistir.

Birinci boliim tezin igerigi ve elde edilen sonuglarin kisaca anlatildig lit-
eratiir 6zeti niteligindedir.

Tezin ikinci boliimiinde serbest gruplarin tanimi ve yapisi, bu gruplarin diger
gruplar ile olan iligkisi ve buna bagl olarak grup sunuglari tanitilmistir. Ayrica tezin
ana konusu olan kelime problemi ve diger boliimlerde arac olarak kullanilan temel
tanim ve teoremler aciklanmistir.

Ugiincii boliimde bir serbest grubun otomorfizma grubunun iireteg sistemi-
nin Nielsen metodu kullanilarak elde edildigi ifade edilmis, bu gruplar i¢in iki tiir
sunug tanitilmigtir.  Ayrica Aut(F») grubu igin kelime probleminin ¢oziilebilirligi
dordiincii boliimde kullanilan yontemden farkl bir sekilde gosterilmistir.

Doérdiincii boliimde Aut(F;,) grubunun kelime probleminin ¢6ziilebilir oldu-
gu yeniden yazma sistemi metodu araciliiyla bizim tarafimizdan gosterilmistir.

Besinci boliimde ise grup teori i¢in Onemli bir yere sahip olan Bass-Serre

teorisi gerekli temel bilgiler 1s181nda agiklanmagtir.
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