SELCUK
UNIVERSITESI

T.C.
SELCUK UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

YUKSEK MERTEBEDEN FARK DENKLEM
SISTEMLERININ COZUMLERININ
HAREKETI
Ramazan CAKIROGLU
YUKSEK LiSANS TEZIi

Matematik Anabilim Dah

Agustos-2019
KONYA
Her Hakki Sakhdir



TEZ KABUL VE ONAYI

Ramazan CAKIROGLU tarafindan hazirlanan “YUKSEK MERTEBEDEN
FARK DENKLEM SISTEMLERININ COZUMLERININ HAREKETI” adli tez
calismasi1Q.) /X /2/Starihinde agagidaki jiiri tarafindan oy birligi / ‘oeeoking ile Selguk
Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisi Matematik Anabilim Dali’'nda YUKSEK LISANS
TEZI olarak kabul edilmistir.

Jiiri Uyeleri

Baskan
Prof. Dr. Mete KALYONCU

Danigsman
Prof. Dr. Kemal AYDIN

Uye
Dr. Ogr. Uyesi Haldun Alparslan PEKER

Yukaridaki sonucu onaylarim.

Prof. Dr. Mustafa YILMAZ
FBE Miidiirii



TEZ BiLDiRiMi

Bu tezdeki biitiin bilgilerin etik davranis ve akademik kurallar cergevesinde elde
edildigini ve tez yazim kurallarma uygun olarak hazirlanan bu ¢aligmada bana ait

olmayan her tiirlii ifade ve bilginin kaynagina eksiksiz atif yapildigin bildiririm.

DECLARATION PAGE

I hereby declare that all information in this document has been obtained and
presented in accordance with academic rules and ethical conduct. I also declare that, as
required by these rules and conduct, I have fully cited and referenced all material and

results that are not original to this work.

Ramazan CAKIROGLU




OZET

YUKSEK LiSANS TEZi

YUKSEK MERTEBEDEN FARK DENKLEM SiSTEMLERININ
COZUMLERININ HAREKETI

Ramazan CAKIROGLU

Selcuk Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damisman: Prof. Dr. Kemal AYDIN
2019, 82+ vii Sayfa
Jiiri
Prof. Dr. Kemal AYDIN

_ Prof. Dr. Mete KALYONCU
Dr. Ogr. Uyesi Haldun Alparslan PEKER

Bu calismada, yiiksek mertebeden fark denklem sistemlerinin ¢6ziimlerinin hareketinin Schur

kararli ve salimimli olup olmadigi durumlar incelenmistir. Bu kapsamda, fark denklemlerin Schur kararl

ve salimimli oldugu durumlarin bozunumu, fark sistemlerin 6z degerler yardimiyla Schur kararlilig: ile

o(A) parametresi ile Schur kararliligi arasindaki kalite farki, fark sistemlerin hem Schur kararli hem

salmimli olmasi i¢in yeni bir kriter arayisi, fark sistemlerin optimum salinimliligi ile pratik salinimlilik ve

salmmliligin siirekliligi, yiiksek mertebeden fark sistemlerin hem Schur kararli hem salmmimli olup

olamayacag1 ile ilgili sonuglar elde edilmistir. Ayrica, elde edilen sonuglar niimerik o6rneklerle

desteklenmis ve literatiirdeki sonuglarla karsilastirilmastir.
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In this study, whether the behavior of solutions of high order difference equations systems is
Schur stable and oscillating is investigated. In this context, obtained the perturbation of the situations
Schur stable and oscillating of difference equations, the difference in quality between Schur stability with
the eigenvalues of and Schur stability with parameter w(4), the search for a new criterion for the
difference systems to be both Schur stable and oscillating, optimum oscillation of difference systems,
practical oscillation continuity of the oscillations, results of whether high order difference systems can be
both Schur stable and oscillating. In addition, the results were supported with numerical examples and

compared with the results in the literature.
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1. GIRIS

Fark denklemleri teorisinde elde edilen pek ¢ok sonu¢ hemen hemen bunlara
karsilik gelen diferensiyel denklemlerin ayrik benzeridir. Bununla birlikte, fark
denklemler teorisi, karsilik gelen diferensiyel denklemler teorisinden daha zengindir.
Ornegin, birinci mertebeden bir diferensiyel denklemin benzeri olan bir fark denklemi
"ghost" ¢coziimlere veya kaotik yoriingelere sahip olabilmesine ragmen bu durum ancak

yiiksek mertebeden diferensiyel denklemler i¢in s6z konusudur (Stimiirken, 2007).

Fark denklemleri teorisinin uygulamalari, kararlilik analizinde ve kontrol
teorisinde ¢oOziimlerin hareketinin analizinde, biyolojide canli popiilasyon sayisinin
arastirilmasinda, ekonomide borsa hareketlerinin izlenmesinde, tip biliminde hiicre

hareketlerinin incelenmesinde ve bir ¢ok bilim dalinda kullanilmaktadir.

Son yillarda fark denklemlerin ¢oziimlerinin davranisi iizerine; ozellikle, 1-
cOzlimlerin kararhilik ozellikleri, 2- ¢oziimlerin salmimlilik 6zellikleri iizerine cok

sayida calismalar yapilmaktadir.

Bir problemin ¢o6ziimiiniin hareketini tahmin etmek ve teorik olarak degisik
etkilere ne kadar maruz kaldiginda hala yapismi, karakterini korudugunu bilmek
uygulama alanlarinda 6nemli avantajlar saglamaktadir. Problemin giris elemanlarinda
ne kadar bir degisim yapildiginda problemin yapisinin degismedigini, hangi sartlarda
karakterinin korundugunun 6nceden bilinmesi uygulamada kaos olusma riskini ortadan

kaldirr.

Verilen problemin “etkilere verecegi tepkinin sorgulanmasi ve yapisini
degistirmeyen etkilerin  gartlarimin  belirlenmesi” hassasiyet problemi olarak
adlandirilmaktadir. Bir problemin hassasiyetinin, yani ne kadar dayanikli oldugunun
bilinmesi, problemin yapisi degismeden girdilerinde uygun degisimler yapilmasina
imkan saglar. Problemin hassasiyeti, problemin dayanikliliginin 6l¢iisiiniin belirlenmesi
olarak da degerlendirilebilir. Problemin tiiriine gore; sonugta para, is gilicli, zaman veya
can kayiplar1 ile karsilasmamak i¢in problemi ¢6zmeden verilen sistemin dayaniklilig

onceden bilinmelidir (Duman, 2008).



1.1. Literatiir Ozeti ve Problemin Tanitimi

Fark denklemlerin ¢oziimlerinin hareketi literatiirde salinimlilik (oscillation)
olarak karsimiza c¢ikmaktadir. Salinimlilik sayesinde bir fark denklemin ¢oziimiiniin
nasil bir harekete sahip oldugunu ve bu harekete etki edecek olan dis etkilerin ¢oziimiin
hareketini ne sekilde degisime ugratacagini, bozunuma sokacagini gérmek miimkiindiir.
Fark denklemlerin salmimliligi ile ilgili literatiirde bircok c¢aligma yapilmistir. Bu

calismalara gore salinimliligi kisaca tanitacak olursak; her »e N i¢in

yl7yl‘l+k < O

olacak sekilde bir keNvar ise {v,} dizisi salmmhdir denir. Ayrica, {y,} dizisi
sonunda sabit isaretli ise salinimli olmayandir denir (Agarwal ve ark., 2000; Cakiroglu,

2017).

Literatiirde karsimiza cikan diger bir kavram ise fark sistemlerin asimtotik
kararlilig1r (Schur kararliligl) dwr. Schur kararlilik sayesinde bir fark sistemin tam
cOziimiinii hesaplamadan ¢Oziimiin dinamigi hakkinda bazi1 bilgiler elde etmek
miimkiindiir. Yine fark sistemlerin Schur kararliligi ile ilgili de literatiirde bircok
calisma yapilmistir. Bu ¢alismalara gore de Schur kararliligi kisaca tanitacak olursak;

AeM,(R), a; N boyutlu reel vektdr ve ny bir tam say1 olmak iizere;

x(n+1)= Ax(n), x(n,)=a, n>n,
baslangi¢-deger problemi ve x(n) bu problemin ¢éziimii olsun. Her >0 i¢in en az bir
5 =65(g) sayis1 varsa Oyle ki y(n+1) = Ay(n) sisteminin || y(no)—a||<5 sartini1 saglayan y(n)
¢oziimii icin |y(n)—x(n)|<&n>n, saglanirsa bu taktirde baslangig-deger probleminin
x(n) ¢oziimiine fark kararlidir denir. Eger bu problemin x(n) ¢6ziimii i¢in;

a) Coziim fark kararl,

b) y(n+1)=Ay(n) sisteminin biitiin ¢oziimleri igin |x(n)—y(n)| >0,n—00

ifadeleri dogru ise baslangic-deger probleminin x(n) ¢oziimiine asimtotik fark kararlidir

(Schur kararlidir) denir (Bulgak ve Akin, 1998; Cakiroglu, 2017).

Fark denklemlerin salmimliligi ve Schur kararliligi {izerine ¢esitli calismalar

yapilmis ve sonuclar elde edilmistir lakin fark sistemlerin saliimlilik ve Schur



kararliligmin birlikte saglandigi veya saglanmadigi durumlar {izerine c¢aligmalar

yapilmamaistir.
Bu calismada;

o Fark denklemlerin hem Schur kararli hem salmimli oldugu sartlar
incelenmis ve bu sartlarin bozunuma ugramasi sonucu ¢oziimiin hareketinin nasil
davrandig incelenmis,

o Fark sistemlerin hem Schur kararli hem salinimli oldugu sartlar fark
denklemlerin hem Schur kararli hem salinimli oldugu sartlar ile iliskilendirilmis ve
0z deger probleminin kotii konulmuslugu izah edilmis,

o Fark sistemlerin Schur kararliligini 6z degerler yardimiyla ve o(4)

parametresi yardimiyla tespit edip iki durum arasindaki kalite farki incelenmis,

o Fark sistemlerin hem Schur kararliligi hem salinimliligi i¢in yeni bir
kriter arastirilmis ve sonuclar elde edilmis,

o Oz degerler ve parametreler arasindaki bagmti anlatilmis ve
parametrelere bagl sonuglar elde edilmis,

o Fark sistemlerin salmimlilifi i¢in optimum bdlge arastirilmis ve

salinimlilik i¢in bir parametre verilmeye calisilmas,

o Fark sistemlerin saliimliliginin stirekliligi arastirilmis ve sonuglar elde
edilmis,
. Yiksek mertebeden fark sistemlerin hem Schur kararliligi hem

salmimlilig1 arastirilmis ve hem Schur kararliligm hem salinimliligim saglanip

saglanmadigi izah edilmistir.

1.2. Tezin Yapisi
Bu tez ¢alismasi 6 boliimden olusmaktadir.
1. boliimde; problemin tanitimi ve problemin literatiir 6zeti verilmistir.

2. boliimde; fark denklemlerin hem Schur kararliligi hem salinimlilig1 i¢in
sonuglar verilmis ve bozunumlari ile ilgili incelemeler yapilmistir.

3. boliimde; fark denklemlerden sistemlere gecis anlatilmig, 6z deger problemi
ile Schur kararhlik parametresi a)(A) arasindaki kalite farki incelenmis ve salinimlilik

icin yeni bir kriter arastirilmstir.



4. boliimde; fark sistemlerin optimum salinimlilig1 incelenmis ve pratik

salinimlilik ile miitkemmel durum i¢in bir parametre tanitilmistir.
5. boliimde; fark sistemlerin salmimliligmin siirekliligi icin sonuglar verilmistir.

6. boliimde; yiiksek mertebeden fark denklemlerin hem Schur kararli hem

salinimli olup olmayacagi durumlar arastirilmistir



2. FARK DENKLEMLERIN HEM SCHUR KARARLILIGI HEM
SALINIMLILIGI

Bu boliimde, birinci mertebeden ve ikinci mertebeden fark denklemlerin hem

Schur kararliligini hem salimimliligini saglayan sonuglar verilmistir.

2.1. Birinci Mertebeden Fark Denklemlerin Hem Schur Kararhhg Hem

Salimmmhihg:

acR (veya aeC)ve {x(n)} reel sayilarin bir dizisi olmak tizere

x(n+1)=ax(n), n=n,=0

X(I’ZO)ZXO

2.1)

fark denklemini ele alalim. Burada, aeR veya aeC olabilecegi i¢cin simdilik
yapacagimiz c¢alismalarda « e R i¢in bu fark denklemini ele alacagiz ve a e Cigin ise
ilerleyen caligmalarda yeri geldiginde deginecegiz. a,beR (veya a,beC) ve { y(n)} reel

sayilarin bir dizisi olmak tizere (2.1) denkleminin bozunumu (pertiirbesi) olan

y(n+1)=(a+b)y(n), n=n,>0

2.2
V() =, (2.2)

fark denklemini ele alalim. Burada da (2.1) denkleminde oldugu gibi a,b€Ricin bu
denklemi ele alacagiz. (2.1) denkleminin genel ¢Ozimi x(n)=d""x, ve (2.2)
denkleminin genel ¢ozimii y(n)=(a+b)"" y,dir (Akin ve Bulgak,1998; Elaydi, 2005;
Bereketoglu, 2012). Yapacagimiz caligmalarda kolaylik saglamasi agisindan (2.1)
denkleminin baslangic degerini x(0)=1 ve (2.2) denkleminin baslangic degerini
»(0)=1 olarak ele alacagiz. Dolayisiyla bu baslangic degerlerine gore (2.1) denkleminin
genel ¢oziimii x(n)=d" ve (2.2) denkleminin genel ¢oziimii y(n)=(a+b)" olur.
Simdi, (2.1) denklemi icin asagidaki teoremi verelim (Elaydi, 2005).

Teorem 2.1.

i. (2.1) denkleminin tiim ¢oziimlerinin salinimli olmasi i¢in gerek ve yeter sart

karakteristik denkleminin pozitif reel koke sahip olmamasi (a<0 )dir.



ii.  (2.1) denkleminin tiim ¢6ziimlerinin asimtotik kararl olmasi i¢in gerek ve yeter

sart |a| <1 olmasidir.

Uyan 2.1. Literatiirde asimtotik kararlilik kavrami yerine Schur kararliik kavrami

kullanilmaktadir (Duman, 2008). Bu calisma boyunca Schur kararlilik kavrami

kullanilacaktir.

Not 2.1. Teorem 2.1."e gore; (2.1) denkleminin hem Schur kararli hem salinimlilig1 i¢in

gerek ve yeter sart —~1<a <0 olmasidir.

Problemimiz, (2.1) denkleminin hem Schur kararliliginin hem de salinimliliginin

durumda (2.2) denkleminin de

saglandig1

salmimliliginin hangi sartlar altinda nasil saglandigidir. Bunun i¢in asagidaki kritigi

verecegiz.

hem Schur kararliliginn hem de

Kritik 2.1. (2.1) denklemi hem Schur kararli hem salinimli (-7 <a<0) olmak tizere

-1-a<b<-a

esitsizligini saglayan b i¢in (2.2) denklemi hem Schur kararli hem de salinimlidir.

Simdi, bu verilenlere gore -/ <a<0 araligindaki degerler icin b yi inceleyelim:

o= ign —1(~L)<pef-L
2 2 2

1
2

1

=-——<b<—
2

elde edilir. Buna gore#h :é,(i:1,2,...,4) ve « =1, a,=10, B, =-1, B,=10lmak {lizere

xela,a,] ve y€[B,B,] araliklarina gére asagidaki tabloyu verelim:

b a+b Coziimiin Hareketi b a+b Coziimiin Hareketi
b 1 ’ N Salinimli fakat Schur b Ay _ Salinimli degil fakat
- 2 -1 kararl1 degil - 2 0 Schur kararli
Salinimlilik belli bir

1 1
—+h -0.8 Sahmrgll}llluli ?{Z;Lrg?kta ve ——h -0.2 aralikta artmakta ve

2 2 Schur kararli

1 Salinimlilik sifira dogru 1 Salimmhilik artmakta ve
—+h, —-0.6 yaklagmakta ve Schur ——h, -0.4

2 K 2 Schur kararli

ararli

1 Salimimlilik gittikce 1 Salinimlilik tim
——+h, -0.4 kaybolmakta ve Schur ——h 0.6 noktalarda belirgin ve

2 kararl 2 Schur kararlt




1 Salmimlilik ¢ok az bir 1 Salmimlilik artarak
—+h, -0.2 aralikta goziikmekte ve ——h, —0.8 | devam etmekte ve Schur
2 Schur kararli 2 kararli
- . + Iinimlilik her noktada
1 Salmimli degil fakat 1 Sa.
b—>| = - g -— *
( 2) 0 Schur kararli b— ( 2) -1 esit fakat Schur kararl

degil

1 .. . . .
Tablo 2.1. a = -5 igin g +5 degerleri ve (2.2) denkleminin b araligma gore ¢dziimiin hareketi.

Tablo 2.1.’e gore asagida verecegimiz grafikler incelendiginde b ye bulundugu

aralikta sol ve sag uclara dogru degerler verdik¢e (2.2) denkleminin salmimliligmin ne

sekilde degisime ugradig goriilecektir.

Uyar 2.2. Tablo 2.1.‘de a+b degerlerinin 17 ve 0" olmasi, ¢dziimiin limitinin 1 e sagdan
yaklagtigii lakin 1 olamayacagini ve 0 a soldan yaklastigmi lakin 0 olamayacagin

gostermektedir. 1 ve 0 olamamasi ise hem Schur kararli hem salmimlilif1 bozacagi

icindir.

Not 2.2. (2.2) denkleminin ¢6ziimii bir dizi oldugundan noktalarin hareketinin
salmimliligi ve Schur kararliligi incelenmektedir. Dolayisiyla asagida verecegimiz

grafikler Lineer Enterpolasyon yardimiyla dizi noktalar1 birlestirilmis olarak Graph

Version 4.3 programu ile ¢izilmistir.

Sekil 2.1. ¢ =-0.5ve —-0.5<5 <0.5igin X 6[1,10] ve ¥ E[—l,l] araliklarina gore elde edilen
a+b lerin bir grafikte gdsterimi.



1 s 2 25 3 35 4 45 5 B 6 6.5 7 75 3 8.5 9 95 0 105

Sekil 2.2. ¢ =-0.5ve —-0.5<5 <0.5i¢in X 6[1,10] ve ¥ E[—l,l] araliklarina gore elde edilen
a+b lerin Kiibik Spline Enterpolasyon yardimiyla bir grafikte gosterimi.

Kritik 2.1. de verilen -I-a<b<-a sartma gore b—(-1-a) iken (2.2)
denkleminin salmimlilig1 -1 e dogru artmakta ve »=-1-4 oldugunda salinimlilik iki
deger arasinda gidip gelmekte lakin Schur kararlilik bozulmaktadir; b —(-a) iken (2.2)

denkleminin salimimliligi 0 a dogru azalmakta ve »=-s oldugunda salinimlilik
kaybolmakta lakin Schur kararlhilik bozulmamaktadir; Bu islemler -/<a<0 araligimdan

alimacak tiim a degerleri i¢in ayn1 sekilde saglanmis olacaktir.

Birinci mertebeden fark denklemleri icin yapmis oldugumuz calismayr simdi

ikinci mertebeden fark denklemleri icin yapmaya ¢alisacagiz.

2.2. Reel Koklii Ikinci Mertebeden Fark Denklemlerin Hem Schur Kararlihg Hem

Salimmmhihg:

Karakteristik denkleminin kdkleri 7,7 € R olan
x(n+2)—(r; +r,)x(n+1)+r.1x(n) =0 (2.3)
fark denklemini ele alalim. Bu fark denklem (Elaydi, 2005) deki

y(n+2)+py(n+1)+p,y(n)=0 2.9



fark denkleminde p=—(r+5). p,=rr, p,p,eR oldugu goz oniine almarak elde
edilmistir. (2.3) denkleminin genel ¢oziimii ¢,c,eR olmak iizere x(n)=cr"+cn" dir
(Elaydi, 2005).

Karakteristik denkleminin kokleri 7,7 € Rolmak iizere (2.3) denkleminin

bozunumu olan

y(n+2)—=(7+5) y(n+1)+77Ay(n) =0 (2.5)
fark denklemini ele alalim. Burada; 7#=r+h ,7=r+h ve h,h,eR dir. (2.5)
denkleminin genel ¢oziimii ¢,c,eR olmak iizere y(n)=c#'+c,5" dir (Elaydi, 2005).
Yapacagimiz caligmalarda kolaylik saglamasi i¢in ¢ =c,=1 olarak kabul edecegiz.
Dolayisiyla (2.3) denkleminin genel ¢oziimii x(n)=r"+n" ve (2.5) denkleminin genel
¢oziimii y(n)=7"+7" olur.

Simdji, (2.3) denklemi i¢in asagidaki teoremi verelim (Elaydi, 2005).

Teorem 2.2.

i. (2.3) denkleminin tiim ¢oziimlerinin salinimli olmasi i¢in gerek ve yeter sart
karakteristik denkleminin pozitif reel koke sahip olmamasi (7, <0) dir.
ii.  (2.3) denkleminin tiim ¢6ziimlerinin asimtotik kararli olmasi i¢in gerek ve yeter

sart [r,|<1 olmasidir.

Uyan 2.2. Literatiirde, Teorem 2.2. ii. sartina Spektral Kriter denilmektedir. Ayrica,
asimtotik kararlilik kavrami yerine de Schur kararlilik kavrami kullanilmaktadir. Bu

calisma boyunca da Spektral Kriter ve Schur kararlilik ifadeleri kullanilacaktir.

Not 2.3. Teorem 2.2.’ye gore; (2.3) denkleminin hem Schur kararliligi hem de

salmimlilig1 i¢in gerek ve yeter sart —1<r,r, <0 olmasidir.

Problemimiz, (2.3) denkleminin hem Schur kararliliginin hem de salinimliliginin
saglandigt durumda (2.5) denkleminin de hem Schur kararliiginm hem de
salmimliliginin hangi sartlar altinda nasil saglandigidir. Bunun i¢in oncelikle (Elaydi,

2005) deki tanim1 ve Teorem 2.2."ye gore asagidaki kritigi verelim.

n

Tamm 2.1. (2.3) denkleminin karakteristik kokleri r,neR ve x(n)=r"  x(n)=n

lineer bagimsiz ¢éziimler olmak tizere |r1| >|V2| ise x, (n) baskin (dominant) ¢oziim ve r;
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baskin (dominant) karakteristik kok olarak adlandirilir. Aksi takdirde, x,(n) baskin
(dominant) ¢oziim ve r, baskin (dominant) karakteristik kok olarak adlandirilir (Elaydi,
2005).

Buna gore (2.3) denkleminin genel ¢oziimii x(n)=r"+r" olmak iizere |r1|>|r2|

olsun. O halde

5 7.

olup

<1 dir. Buradan n—o iken ( J —0 dir. Dolayisiyla limx(n)=limr" olur

; "
(Elaydi, 2005).
Kritik 2.2. (2.3) denklemi hem Schur kararli hem salinimli (-1<#,r, <0) olmak tlizere

—l-r<h<-n,-l-r,<h, <-n

esitsizliklerini saglayan #; ve h, icin (2.5) denklemi de hem Schur kararli hem

salmimlidir.

Simdi, bu verilenlere gore (-1<r,r, <0) araligmndaki degerler i¢in 4; ve h, yi

inceleyelim:
1 .. 1 1 1
=—— g —1-| —= |<h<—|—=|=>——=<h<=
==y isin -1-(—3 |<h <3>3 <
1 .. 1 1 2 1
=——1¢In —1—-| —= |[<h <—| = |=>—=<h <=
A [3) : (3) 303

elde edilir. Buna gore 4:%,(:’:1,2 ..... 9) ve =1, a,=10, B =-1, B, =1 olmak iizere

xela, o] ve ye[pB.B,] araliklarma gore asagidaki tabloyu verelim:

—fan Baskin
h, A=n+h h, h,=r,+h, y( n) =hi+h Genel (Dominant)
Coziimii Coziim

N I 6 N N GRS R FCRES)

2+l 0.9 1 201 | y(n)=(~0.9) +(<0.1)" | y(n)=(-09)
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ath |08 | Sk |02 | ()= (08) +(-02) | x(n)=(-08)
L) 0.7 %—13 =03 | y(n)=(-07)"+(-03)" | y(n)=(-0.7)
) 0.6 %—14 =04 | y(n)=(-0.6)"+(-04)" | y(n)=(-0.6)
L) 0.5 %—ls 0.5 | y(n)=(-0.5)"+(-05)" | y(n)=(-05)"
_%w 0.4 3k 0.6 | y(n)=(-04)"+(-0.6)" | y(n)=(-0.6)"
Lo | s 3 0.7 | p(n)=(-03)' +(-07)" | y(n)=(-0.7)
L) 0.2 %—lg 0.8 | y(n)=(-0.2)"+(-0.8)" | y(n)=(-08)’
L | o 3 0.9 | y(n)=(=01)"+(-0.9)" | y(n)=(-09)
B - Gj 0 hy > (—%j -1 y(m)=(07) +(=17)" | y(m)=(-1)

1 . . . .
Tablo 2.2. 1, = 5 ve 7, = 3 icin 7, =r+h ve r,=r, +h, degerleri ile (2.5) denkleminin genel

ve baskin (dominant) ¢6ziimii.

Tablo 2.2.’ye gore asagida verecegimiz grafikler incelendiginde 4; ve h, ye
bulundugu araliklarda sol ve sag uclara dogru degerler verdikge (2.5) denkleminin hem

Schur kararliliginin hem salinimliliginin ne sekilde degisime ugradig1 goriilecektir.

Not 2.4. (2.5) denkleminin ¢oziimii bir dizi oldugundan noktalarin hareketinin Schur
kararlilig1 incelenmektedir. Dolayisiyla asagida verecegimiz grafikler Lineer
Enterpolasyon yardimiyla dizi noktalar1 birlestirilmis olarak Graph Version 4.3

programu ile ¢izilmistir.
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Yao=CD'n

YoC0.90n
YO8
Y07y 'n
BRI
Y05y 'n

s

Sekil 2.3. 5, =—0.5 ve r, =-0.3333333333 i¢in x€[110], y€[-11] araliklarina gore elde edilen

y(n) = 1;1” -H;z” nin baskin (dominant) ¢dziimlerinin bir grafikte gdsterimi.

Yao=CD'n

YoC0.90n
YEGo8)n
Y07y 'n
BRI
Y05y 'n

s

Sekil 2.4. , =—0.5 ve r, =-0.3333333333 igin x€[110], y€[-11] araliklarina gére elde edilen

y(n) = 1;1” -H;z” nin baskin (dominant) ¢ézlimlerinin Kiibik Spline Enterpolasyon yardimiyla bir grafikte gdsterimi.

(2.3) denkleminin Teorem 2.2.”ye gore hem Schur kararliligi hem salinimlilig
ile ilgili verilen sartlardan yola ¢ikarak (2.5) denkleminin de hem Schur kararliligt hem
salinimliligin1 veren kritik goriilmiis ve bu kritik yardimiyla da hedef problemimize

ulagilmistir.
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Simdi, ikinci mertebeden fark denklemlerin karakteristik koklerini reel kabul
ederek yapmis oldugumuz islemleri, karakteristik kdklerini karmasik (kompleks) kabul

ederek incelemeye ¢alisacagiz.

2.3. Karmasik Koklii ikinci Mertebeden Fark Denklemlerin Hem Schur

Kararhihg Hem Salinimhihg:

Karakteristik denkleminin kokleri 7,7, € C olan
x(n+2)—(r; +1, ) x(n+1)+r.1x(n) =0 (2.6)

fark denklemini ele alalim. Burada; r=a+iB,n,=a-iB,8#0 dir. Bu fark denklem

(Elaydi, 2005) deki

y(n+2)—py(n+1)+p, y(n)=0 2.7)
fark denkleminde p, =—(r1 +r2), p,=r.r,, p,p,€C oldugu géz Oniine almarak elde
edilmistir. (2.6) denkleminin genel ¢oziimii

r=ya’ +ﬁ2,9:arctan[£j , a,beR
a

olmak uzere
x(n) =ar" cos(nH—b)
dir (Elaydi, 2005).

Karakteristik denkleminin kokleri 7,7 eColmak iizere (2.6) denkleminin

bozunumu olan
y(n+2)—(f1 +f2)y(n+l)+fl.fzy(n)=0 (2.8)

fark denklemini ele alalim. Burada; #=x+iy olmak lizere

>

=1 +h:(a+x)+i(,3+y)=o?+i[3 =1, +h=(a+x)—i(,3+y)=o?—i,[3

dir. (2.8) denkleminin genel ¢6ziimii x,y € R i¢gin

f:\/(a+x)2 +(B+y) .0 :arctan[iizj,(ﬁ+y)¢oya,beR

olmak tizere
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y(n)=ar" cos(né—b)

dir (Elaydi, 2005). Yapacagimiz caligmalarda kolaylik saglamasi icin a=1, b=0 olarak

kabul edecegiz. Dolayisiyla (2.6) denkleminin genel ¢oziimii x(n)=r"cos(nf) ve (2.8)

denkleminin genel ¢oziimii y(n)=7" cos(né) olur.

Uyan 2.3. Burada dikkat edilirse || =|r,|=r=ya’ + * dir.

Kosiniis fonksiyonu salmimli oldugu icin (2.6) denkleminin genel ¢oziimii olan
x(n) salinimhidir. Ancak, eslenik karakteristik koklerin (karmasik koklerin) konumuna

bagli olarak 3 farkli durumda x(n) ¢oziimii salinimlidir:

1. r<1 1ise r, birim diskin icinde olup x(n) c¢coziimii sifira yakimsayarak

1,2
salmimhidir;

2. r=1 1se r

., birim diskin tizerinde olup x(n) ¢Ozimii sabit biiyiiklikte
salmimhidir;

3. r>1ise 5, birim diskin disinda olup x(n) ¢oziimii artan biiyiiklikte salinimlidir
(Elaydi,2005).

Not 2.5. Teorem 2.2.” de gegen ve literatiirde Spektral Kriter diye bilinen |r;,|=r <1 nin

ayni zamanda karmasik sayilar i¢in de kullanildigini, dolayisiyla reel sayilar i¢in mutlak
deger kavrami olan ifadenin karmasik sayilar i¢in modii/ kavrami oldugunu biliyoruz.
Buna gore, Spektral Kriter ve karmasik sayilar i¢in verdigimiz yukaridaki 3 farkh
durum g6z oniinde bulundurulursa (2.6) denkleminin ¢oziimiiniin hem Schur kararl

hem salinimli olmas igin gerek ve yeter sart |r,,|=r <1 olmasidur.

Simdi, (2.6) denkleminin salmimliligmin saglandigi durumda (2.8) denkleminin
de salmimliligmin saglandigr durumlar1 gosteren kiimeleri verip sema halinde

gosterelim:
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K'(a.B):(i=123)

i=1 icin =2 icin

i=3 icin

K' (e )= {(x.0)|(x+ ) +(y+ BY <1 K (o) =|(x0)|(x+ ) +(v+ B) =1

v

E =]
K (@ p)={(xy)|x+a) +(r+ ) >1f :
| é
(x,y) ek’ (Ot,ﬂ) icin (x J/) €K3(Ot ﬁ) i¢in x y EK OC ﬂ icin
(2.8) denklemi hem (2.8) denklemi salimmli (2.8) denklemi saliniml
salinimli hem Schur fakat kararsizdir. ve kararhdir.
kararhdir.

Sema 2.1. K' (OC, ﬁ);(i =1, 2,3) i¢in (2.8) denkleminin salinimliligini veren kiimeler.

Simdiki problemimiz, (2.6) denkleminin hem Schur kararliliginin hem de
salmimliliginin saglandigi durumda (2.8) denkleminin de hem Schur kararliliginin hem
de salinimhiliginin hangi sartlar altinda saglandigmi incelemek ve c¢oziimiin nasil
hareket ettigini gormektir. Bunun i¢in Not 2.5.’¢ ve Sema 2.1.’e gore asagidaki kritigi

verecegiz.

Kritik 2.3. (2.6) denklemi hem Schur kararli hem salmimli (Jr;,| = <1) olmak iizere

K' (e 8)={(x.0)|(x+ ) +(y+ BY <1 2.9)
kiimesinden alinan (x,y) ler i¢cin (2.8) denklemi de hem Schur kararli hem salinimlidir.

Simdi, bu verilenlere gdre (|n,|=r<1) degerleri i¢in (xy)eK' (af) vyi
inceleyelim:

% =0.5+0.5i, r,=0.5-0.5i icin a=0.5,=0.5 oldugundan

K'(05,0.5)={(x.)|(x+05) + (v +0.5) <1
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elde edilir. Burada, asagida sekli verilen merkezi M(—0.5-0.5) olan birim disk bélgesi

olusur:

0.41

6702 % % %%
R R
R RRRRRILIILILRD
RIS
BRILILIIIILRN
B RIRIRIKIKI
O 0000 020 020 020003000305
£ IRRIRELIIIIIIRRS

B RRIRIILIRRIKKS

| R IRIRIIRIKILIKIKS
0 £ RRLRLRRRRRRKRKS
IR

R SRIRIIRIRIKNN
BRI
P IIRIRILILIKN
K IR
IR IR
R I SR IRIRIRIKS
I I IR
B IRRIRRIIRHRIKIIKRK]
K RIRIKIK
2 SIRIIRIRIKIKIKS
O RRIIRIKIKR
G RIIRIRIKS
RIS
R RIRIIRIIRIKRKS

0.24

041

-0.64+

-0.8+

<
QL 9006909 %%
00002090 909090909.9.0 90 0959999
0000000000690 %6 0000909099690 %%
0000026209090 %696%6%090%9%:%% %
D G0 09.959.9.9.9.9:9:9:9.9:9 <
R -S09.0.9-¢ 0

24 22 2 18 -l6 -4 -l2 -1 08 06

04 -02 0 02 04 06 08 ] 12

&mﬂ25.4=05+oﬁ,5=05—05immemcamalKmuspj):«myﬂu+05f+(y+oﬂz<Q

kiimenin (birim diskin) grafigi.

Not 2.6. Kritik 2.3.’e gore; hem Schur kararli hem salmimli olan denklemin bozunum
denkleminin, hem Schur kararliligi hem salinimlilig1 i¢in bir birim disk (kiime) elde

edildigi goriilmektedir. Bu birim diskin (kiimenin) i¢inden alinacak her bir

(x,y)eK'(a B) igin bozunum denklemi hem Schur kararli hem salinimli olacaktir.

(x,y)eK'(a B) noktalari ile ilgili islemlere gegmeden &nce olusabilecek farkli

K'(a, ) birim diskleri (kiimeleri) gosterelim:

> rn=a,+iB, n=a,-if, icin a, :%,ﬂj =%;(j=1,2 ..... 9) olmak  Tlizere

K@ f)={(x)

(x+a, )2 +(y+8, )2 < 1} birim  disklerin  grafikleri asagida

verilmistir.



0.5

-0.54+

-2.5

0.54

-0.5

-2.5

St

X

s
&
Yavas

X >
> X
RS
S
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.
G002
g)(‘+0.2)A2+%0.2)A2<1
KRAXEZ S
ANA X ANA 7
(0 2047241
RS
AN
<
AR AR
. -+ ., <
(07721057077 22
(:30.8Y 2 yH0.8)2<1
F A A
(052092
M(0.1-0.1)
M(02-02)
M(03.-03)
M(04,-04)
M(0.5-03)
M(0.6.-0.6)
M(07.-0.7)
M(08-08)
M(09.-0.9)

\ds

25 2 15 -1 0.5 0 05 i s 2

25 3 35 4 45

Sekil 2.5-a. r,=a, +iff,, r,=a,—if,i¢in @, =%,ﬁj =L;(j=1,2,...,9) olmak iizere

1

0

K (e )={(x7)

> n=a,+if;, n=a,

(x +a, )2 + ( y+B, )2 < 1} birim disklerin bir grafikte gosterimi.

-ip,  i¢in aj=—$,ﬁj=—$;(j=1,2,...,9) olmak iizere

K (e )=|(52)

(x+a, )2 +(y+8, )2 < 1} birim disklerin  grafikleri asagida

verilmistir.
SEZXZTRN FRRARA
SRR (0]
 [SRRERK (DY LIIY L]
V(148 9999990 0.9.9.9.9.9, x0,6)2+Hy-0.6)2<1
P K 308K XX X XX (0 SG02
g 0“’0‘0_@?@9‘0‘0’0‘0‘0’% (0.8 2+(3-0.8Y2<1
X g X X X XK XX > (x-0.9)°2+(y-0.9)°2<1
AR e e
KX g ND3:0:1) X 9% ? 2,0.
A7 e
RIEI R RS 40.
AT Ve ivaravar— M(0.5.0.5)
Ao, 7 Mosoo
) M(©.7.07)
M(08.0.8)
M(0.9.09)
2‘ 5 ‘2 1‘ 5 ‘1 0}.5 (‘) 0‘5 i 1‘5 2‘ 2‘5 :‘3 3}.5 é‘i 4‘5 ’
Sekil 2.5-b. 1, =a, +if,, r,=a,-if;i¢in a, =—%,ﬂj =—%;(j =1,2,...,9) olmak iizere

K (c.p)={ ()

(x +a, )2 + ( y+B, )2 < 1} birim disklerin bir grafikte gosterimi.
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> rn=a,+iB, n=a,-if, icin a, :—%,ﬂj :%,~(j:1,2,...,9) olmak  Tlizere

(x+a, )2 +(y+ ﬂj)z < 1} birim disklerin grafikleri asagida verilmistir.

K(x)={(x.)

Ty (x-0.1Y2+(y+0.1)°2<1
(0.2 2+{y+0.2y°2<1
e
RO 00652
(0,372 (yH0.37°2<1
(0.6)2+Hy+0.6)°2<1
X 0.7Y 2y 0.7 2<1
Exf),g{azfgﬁ){;zf]
e TS
ML) S
M(0.2,-0.2

M(0.3.-0.3)

M(0.4,-0.4

M(0.5.-0.5

M(0.6,-0.6
M(0.7,-0.7
M(0.8,-0.8
M(0.9,-0.9

\ds

Sekil 2.5-c. r, =, +if,, r,=a,~if;i¢in a, =—%,ﬂj =%;(j =1,2,...,9) olmak tizere

K'(a.B)= {(x, W|x+a, ) +(v+8,) < 1} birim disklerin bir grafikte gosterimi.

> rn=a,+iB, n=a,-if, icin a, :%,ﬂj :—%,~(j:1,2,...,9) olmak  lizere

K‘(a,ﬂ):{(x,y) (x+aj)2+(y+ﬁj)2<l} birim  disklerin  grafikleri asagida

verilmistir.



0.5

-0.54+

=25

‘ ; 2
CHXHHHRIK
EXXES

S
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+0.1)"2+(y-0.1)"2<1
OOl
S{*O.Z)A2+§X-O.2)A2<]
KX KKK >
(+0.3)°2+(y-0.3°2<1
A
(xH0.4727(y-0.4y°2<1
05y 0 32
(0060 27(y-0.6y°21
+0.7)"2+(y-0.7)"2<1
O ZODT2G
(G0.8)'21070.8) 251
+0.9)"2+(y-0.9)"2<1
CSQRXRIAE
M(-0.1,0.1
M(-0.2,0.2
M(-0.3,0.3

M(-0.4,0.4
M(-0.5,0.5
M(-0.6,0.6
M(-0.7,0.7
M(-0.8,0.8
M(-0.9,0.9

\ds

25 2 15 J 0.5 0 05 i s 2 25 3 35

‘ ‘
4 45

Sekil 2.5-d. r; =, +if,, r, =, —iB, icin @, =%,ﬁj =—%;( j=12....9) olmak iizere

K'(a.p)= {(x,y)|(x +a, )2 + (y + )2 < 1} birim disklerin bir grafikte gdsterimi.

Asagida Sekil 2.5-e.’de ise, Sekil 2.5-a,b,c,d’de elde ettigimiz merkezi farkli

olan birim diskler bir grafikte gosterilmistir. Bu grafikler bir kural iizerine elde edildigi

gibi bir kuraldan bagimsiz olarak da merkezi farkli birim diskler seklinde elde edilebilir

ki burada anlatilmak istenen de budur. Ayrica, Sekil-2.5°1 ele alarak gosterecegimiz

{izere, bu birim disklerin her birinin iginden almabilecek (xy)€K'(a.fB) noktalari igin

(2.8) denklemi hem Schur kararli hem salinimli olacaktir.

ay

0.54

-0.5

=25

ot
S
3RS
LS
S
5

3K
3
QRS

N

CRXK XA

\ds

Sekil 2.5-e. , =a, +if,, r, =a,—if,i¢in Sekil 2.5-a,b,c,d.’de elde edilen

1

K'(a,p)= {(x,y)|(x +a, )2 + (y + B, )2 < 1} birim disklerin bir grafikte gdsterimi.
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Simdi; Sekil-2.5’te elde edilen merkezi M(-0.5,-0.5) olan birim diskin i¢cinden

alacagimiz  (x.y)eK'(a.f8) noktalart igin, (2.8) denkleminin genel ¢dziimiiniin

hareketinin hem Schur kararli hem salmimli oldugunu gosteren grafikleri verecegiz.

Bunun i¢in Sekil 2.5.°e gore z, =$,(i=1,2...,5) ve x, =1,x,=10,y,=-1,y, =1 olmak lizere

xe[x,x,] ve y€[y,»| araliklarina gore degerleri gosteren asagidaki tabloyu verelim:

(0)=(z—5) | i=(@+)+i(e+n) | A=(a+x)=i(B+y) | i=flarxy+(B+r) é:arctan[%]
(z,—2) 0.6+i0.4 0.6-i0.4 0,7211102551 33,690067526
(22,—22) 0.7+i0.3 0.7-i0.3 0,7615773106 23,1985905136
(z—2) 0.8+i0.2 0.8-i0.2 0,8246211251 14,0362434679
(24,—24) 0.9+10.1 0.9-1i0.1 0,9055385138 6,3401917459
(z5—2) 1+i0 1-i0 1 0

Tablo 2.3. r,=0.5+0.5i, ,=0.5-0.5/ i¢in 7, =(a +x)+i(f+y) >/, =(a+x)-i(B+y) Ve

2 :\/(oc+x)2 +(ﬂ+y)2,é :arctan[

B+y
a+x

j degerleri.

Tablo 2.3.’e gore elde ettigimiz asagidaki grafikler incelendiginde merkezi

M(-0.5,-0.5) olan birim diskin iginden alman (x,y)eK'(e.f) noktalarma gére (2.8)

denkleminin hem Schur kararliligmin hem salinimliliginin ne sekilde degisime ugradigi

goriilecektir.
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Sekil 2.6. 1, =0.5+0.5i, r, =0.5-0.5i igin x€[110], y€[-11] araliklarina gére elde edilen

y(n) =" cos(né) lerin Kiibik Spline Enterpolasyon yardimiyla bir grafikte gdsterimi.

Simdi, (2.6) denkleminin bozunumu olan (2.8) denkleminin bozunumunu ve

elde edilecek olan yeni bozunum denklemin de bozunumunu alip bu islemleri

tekrarlayarak elde edilebilecek bozunum denklemlerini verelim ve bunlarla olusabilecek

hem Schur kararlilig1 hem salinimlilig1 saglayan birim diskleri gostermeye ¢aligalim.

2.4. Karmasik Koklii ikinci Mertebeden Fark Denklemlerin Ardisik Bozunum

Denklemleri

Karakteristik denkleminin kokleri 7,7 eC olmak tizere (2.8) denkleminin

bozunumu olan
P(n+2)—= (7 +5) §(n+1)+7 73(n) =0

fark denklemini ele alalim. Burada; #=x+y olmak {lizere

= +h:(02+x)+i(ﬁ+y):o?+iﬂ~ ,72:f2+h:(o2+x)—i(ﬁ+y):o?—iﬂ

t
>

dir. (2.10) denkleminin genel ¢6zimii x,y R i¢in

7 :\/(d vx) +(B+y) 6 =tan [@j,(ﬁw) #0

a+x

(2.10)



22

olmak iizere
F(n) =" cos(nd)
dir.
Simdi, (2.8) denkleminin bozunumu olan (2.10) denkleminin hem Schur
kararliligr hem salimimliligr i¢in Kritik 2.3.te oldugu gibi bir kiime (birim disk) elde

edilecektir. Bu kiimeyi verip elde edilecek olan birim disk ile Kritik 2.3.’te elde edilen

birim diski birlikte gosterecegiz.

Kritik 2.4. (2.8) denklemi hem Schur kararli hem salinimli olmak iizere

k‘(d,ﬁ)={(x,y)

(x+d) +(v+f) <1} @.11)

kiimesinden alinan (x,y) ler i¢cin (2.10) denklemi de hem Schur kararli hem salimimlidir.

A

Simdi, bu verilenlere gore (|,|=r<1) degerleri icin (vy)eK'(dB) yi
inceleyelim:

5 =0.5+0.5i, r,=0.5-0.5i icin a=0.5,=0.5 oldugundan

k‘(d,ﬁ)={(x,y)

(x+a)’ +(y+ﬁﬁ)2 <1}
[2'(0{ +x,,3+y) :{(x,y)‘(x+(a +x))2 +(y+(ﬁ+y))2 <1}
K (0.5+x,0.5+y) ={(x,y)‘(x+(0.5+x))2 +(y+(0.5+y))2 <1}

K' (O.5+)c,0.5+y):{()c,y)‘(x+x+0.5)2 +(y+y+0.5)2 <1}

elde edilir. Burada, merkezi degisen ve hem Schur kararliligi hem salmimlilig
saglanan Sekil 2.5.’te elde edilen birim diskten kiiclik yeni bir birim disk bolgesi

asagida verildigi gibi olusur:
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Sekil 2.7. 1, =0.5+0.5i, r, =0.5-0.5i icin elde edilen
k%05+m05+y)=ﬂmymx+x+aﬂﬁqy+y+o$2<thwmn®mmdmmmgmﬁg.

Simdi, (2.6) denkleminin bozunumu olan (2.8) denklemi ile olusan Sekil
2.5.’teki birim disk bdlgesi ve (2.8) denkleminin bozunumu olan (2.10) denklemi ile

olusan Sekil 2.7.’deki birim disk bolgesini birlikte gosteren grafigi verelim:

+0.5)" 2+H(y+0.5)"2<1

A A
+x+0.5) 2+ .5)M2<
g)(()g( X)X(&Y)F( ))( X

M(0.5-03)
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Sekil 2.8. 1 =0.5+0.5i, r, =0.5-0.5i icin elde edilen Sekil 2.5. ve Sekil 2.7.’nin bir grafikte gosterimi.
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Sekil 2.8.°de goriildiigii gibi (2.6) denkleminin bozunumunu bozunuma

ugrattigimizda, (2.6) denkleminin bozunumundan elde edilen hem Schur kararliligi hem
salimimliligi, iginden almabilecek (xy)€K'(a.p) ile saglayan birim disk bdlgesinden
daha kiigiik (veya dar) bir birim disk bolgesi elde edilebilecegi gorilmiistiir. Ayni
sekilde bu yeni birim disk bdlgesinin i¢inden alinabilecek (x, y)el%'(o?, ,B) ile de hem
Schur kararlilik hem salimimlilik saglanmis olacaktir. Cilinkii Sekil 2.7.’de gosterilen bu
yeni birim disk bolgesi Sekil 2.5.’te elde ettigimiz birim disk bolgesinin i¢inde bir bolge
olarak elde edilmistir ve Sekil 2.8.’de de bu agik bir sekilde gosterilmistir.

Simdi, (2.6) denkleminin bozunumu islemini birbirini bozunum ede ede belli bir

yere kadar tekrarlayalim ve bu arka arkaya yapilan igslemleri bir tablo halinde gdsterip

grafiklerini ¢izelim:

Denklem Bozunum Denklem

Tablo 2.4. r, =0.5+0.5{, , =0.5—-0.5{ olmak iizere verilen denklemler ve bozunum denklemleri.
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h=xzy Olmak Uzere Bozunum Denklemlerin

Bozunuma Ugrayan Karakteristik Kokler Birim Disk Bolgesi

F=rth=(a+x)+i(B+y)=a+ip, NP N N
1. Fo=r+h=(a+x)—i(B+y)=d-if K (a,ﬂ)—{(x,y)(xm) +(y+ ) <1}

=1 +h=(a i(B+y)=a+ip, o 2
N }: }:+ (OlA-i-X)-H(ﬁA‘f‘y) 0‘~+lﬁ~ K‘(d,ﬂ)={(x,y)(x+d)2+(y+ﬁ) <1}
2=r2+h=(a+x)—i(ﬁ+y)=a—iﬁ

X
I

N
+

=
I

(d+x)+i(ﬁ~+y)=&+iﬁ, o
* h=h+h=(a+x)-i(f+y)=a-ip K'( ’ﬂ)_{( y)

(x+o?)2+(y+ﬁ)2 <1}

+h=(o?+x)+i([§+y)=o7+iﬁ_, o
< _2=“+h=(o“e+x)—i(ﬁ+y)=o7_iﬁ— K( "B)—{( 7)

(x+a) +(y+ﬁ)2 <1}

S}

+h=(@+x)-i(f+y)=da-ip K‘(dﬁ)z{(x,y)(X+d)2+(y+ﬁ)2<1}

(@B e)=aif |
6. i”z:}?2+h:(d+x)—i(ﬂ+y):d_l./~3~ K(a,ﬂ)—{(x,y)

(x+o'i)2+(y+ﬁ')2 <1}

.r.].:.r].+h:(d+x)+i(/'3'+y):éi'+i/'?', .
” 'V'z'='V;+h=(d+x)—i(/.3.+Y):&'—i/é' 3 (a’ﬂ)_{(x’y)

(x+d')2+(y+ﬁ)2 <1}

Fah=(&+x)+i(f+y)=a+ip, .
5 L =i +h=(a+x)-i(f+y)=a-ip o ’ﬂ)_{( )

=)
[
[
S
+

=

)

(x+o?)2+(y+ﬁ)2 <1}

N

Nt
I

ﬁ+h=(&+x)+i(ﬁ+y)=&+iﬁ, S
> +h=(0?+x)—i(ﬁ+y)=é?—iﬁ K( ’ﬂ)_{( ?)

(x+é?)2+(y+,§)2 <1}

o
1]

Tablo 2.5. Tablo 2.4.’te verilen bozunum denklemlerin karakteristik kdkleri ve birim disk bolgeleri.

Simdi ise Tablo 2.4. ve Tablo 2.5.’1 g6z Oniine alarak, elde edilen birim disk

bolgelerini bir sekilde asagida gosterecegiz:
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Sekil 2.9. Tablo 2.4. ve Tablo 2.5.’te elde edilen bozunum denklemlerin olusturdugu birim

disk bolgelerinin bir grafikte gdsterimi.

Sekil 2.9.’da goriildiigii tizere bir denklemi bozunuma ugratip bozunumlarmi da

arka arkaya bozunuma ugrattigimizda olusan birim disklerin merkezleri ile birlikte

caplar1 da degismekle beraber elde edilen her diskin i¢inden alinacak olan (x,y) ler icin

hem Schur kararlilik hem saliimlilik saglanmis olacaktir.

(2.6) denkleminin (Elaydi,2005) de verilen 3 farkli duruma ve Spektral

Kriter’ine gore hem Schur kararli hem salinnmli olmasindan yola ¢ikarak (2.6)

denkleminin bozunumu olan (2.8) denkleminin de hem Schur kararli hem salinimli

oldugu sart1 veren kritik ortaya ¢ikmis ve bu kritik yardimiyla hedeflenen probleme

ulagilmistir.

Simdi, ikinci mertebeden bir fark denklemini matris formatinda yazip sistem

haline getirerek calismalarimizi fark denklem sistemleri lizerinden gergeklestirelim.

Bunun i¢cin 6nce N.mertebeden bir fark denklemini N-boyutlu lineer sistemle

gosterecegiz.
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3. FARK DENKLEM SiSTEMLERININ HEM SCHUR KARARLILIGI HEM
SALINIMLILIGI

Bu bolimde, fark denklem sistemlerinin hem Schur kararliligt hem

salmimliligini saglayan sonuclar verilmistir.

3.1. N. Mertebeden Fark Denkleminin N-Boyutlu Lineer Sistemle Gosterilisi
[n,,n ] araliginda tanimli N. mertebeden, homojen, sabit katsayili
y(n + N)+ ply(n + N - 1)+ pzy(n +N —2)+... + prly(n + 1)+ pNy(n): 0 (31)

lineer fark denklemini ele alalim. Bu denklem i¢in

y(n)=y(n)

y(n +1) =y, (n)

y(n+N—l)=yN (n)

olsun. Bu halde (3.1) denklemini

Vy(n+1)=y,(n
........................ (3.2)
Y- (”+1) =y (n)
yN(n+1) ==—Px (n)_p}vflyz (7’1)_“-_]?2}/]\],] (n)_ply}v (I’Z)
seklinde N-boyutlu bir fark sistemi olarak yazabiliriz. (3.2) sistemini de
0 0 0 y,(n)
0 0 0 ¥, (n)
A= sv(n)=|
0 0 0 1 Yy (n)
~Pn  ~Pna P, —Dh YN (I’l)
olmak iizere
y(n+1):Ay(n) 3.3)

matris-vektor seklinde yazabiliriz (Akin ve Bulgak, 1998). Verilen bu N. merteben fark
denkleminin birinci mertebeden sisteme doniisiimiinii, ¥ =2 i¢in diisiinerek daha once
vermis oldugumuz (2.3) ikinci mertebeden fark denklemini fark sistemi halinde

gosterelim ve ¢aligmalarimizi bu doniisiim sistemi ile siirdiirelim.
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3.2. iki-Boyutlu Birinci Mertebeden Fark Denklem Sistemlerinin Hem Schur

Kararhih@ Hem Salinimhihg:

(2.3) denklemi (3.3) sistemine gore yazarsak,

2 )]

olmak tizere
y(n+1)=Ay(n) (3.4)

seklinde elde edilir. Bu verilenlere gore (2.3) denkleminin karakteristik kokleri olan
r.r, € R, ayn1 zamanda (3.4) denklem sisteminin 4 (4)=7 €R:A,(A4)=r, €R karakteristik
denkleminin kokleri (6z degerleri) olur. O halde, (2.3) denklemi i¢in yapmis oldugumuz

calismalar (3.4) denklem sistemi i¢in de saglanmis olacaktir.

Simdi, ikinci mertebeden fark denklemleri i¢in yapmis oldugumuz g¢alismalar1
(3.4) fark denklem sistemine uyarlayalim. (2.3) denkleminin Schur kararliligi ve
salmimlilig1 i¢in verdigimiz Teorem 2.2.°yi (3.4) denklem sistemi i¢in diisiinecek

olursak;

1. iki-Boyutlu Sistemde Schur Kararhhk: (3.4) denklem sisteminin Schur kararli
olmasi igin gerek ve yeter sart |4,(4)[<1 olmasidir. Bu kritere literatiirde Spektral
Kriter denildigini daha once sdylemistik (Akin ve Bulgak, 1998; Elaydi, 2005; Duman,
2008).

2. iki-Boyutlu Sistemde Salimimlihk: (3.4) denklem sisteminin salmimli olmasi igin

gerek ve yeter sart 4,(4)<0 olmasidir (Elaydi, 2005).

3. Iki-Boyutlu Sistemde Hem Schur Kararhhik Hem Salimmmhhk: (3.4) denklem
sisteminin hem Schur kararli hem salmmmli olmast icin gerek ve yeter sart —1<24,(4)<0
olmasidir.

Simdi ise yukaridaki fark denklem sistemi ile ilgili islemlere benzer sekilde,
(3.4) sisteminin bozunumu olan fark denklem sistemini verecegiz ve yaptigimiz

islemleri, elde edecegimiz yeni sistem iizerine uygulayacagiz. Bunun icin de (2.3)

denkleminin bozunumu olan (2.5) denklemini goz dniine alacagiz.

(2.5) denklemini (3.3) sistemine gore yazarsak,
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0 1 . 3 xl(n) L -
B_(—f].fz f]+f2j ’ x(n)_[xz(n)j s h=RtR =040
olmak uzere

x(n+1)=Bx(n) 3.5)

seklinde elde edilir. Burada B=4+A olup AeM,(R) dir. Elde ettigimiz (3.5) sistemi

(3.4) sisteminin bozunumudur. Bu verilenlere gore (2.5) denkleminin karakteristik

kokleri olan 7,7 € R, ayn1 zamanda (3.5) denklem sisteminin 2, (B)=7 e R; 2,(B)=/ e R

karakteristik denkleminin kokleri (6z degerleri) olur. Yani;
M(B)=F=r+h=4(4)+h(A);, A (B)=h=r+h=2,(4)+h,(A)

dir. Burada; %,(A), AeM,(R) nin karakteristik denkleminin kokleri (6z degerleri) dir.

O halde, (2.5) denklemi i¢in yapmis oldugumuz caligmalar (3.5) denklemi icin de

saglanmis olacaktir.

Buna gore, (2.3) fark denkleminin bozunumu olan (2.5) fark denklemi i¢in elde
ettigimiz Schur kararlilik, salinimlilik ve hem Schur kararlilik hem salmimlilik
kritiklerinden yola c¢ikarak (3.4) sisteminin bozunumu olan (3.5) sisteminin Schur

kararlilik, salimimmlilik ve hem Schur kararlilik hem salinimlilik sartlarini verebiliriz.

1. iki-Boyutlu Bozunum Sisteminde Schur Kararhlik: (3.4) sistemi Schur kararli

(|42 (4)| <1) olmak iizere
A (A) <h(8)<1-3(4) , A (4)<h (&) <1-A,(4)
esitsizliklerini saglayan 4;(A) ve h(A) igin (3.5) sistemi de Schur kararhdir.

2. iki-Boyutlu Bozunum Sisteminde Salimimhhk: (3.4) sistemi salmimli (4,(4)<0)

olmak iizere
h(A)<=A4(4) , B(A)<=%(4)
esitsizliklerini saglayan /4;(A) ve h(A) i¢in (3.5) sistemi de salinimhidir.

3. iki-Boyutlu Bozunum Sisteminde Hem Schur Kararhik Hem Sahmimhhk: (3.4)

sistemi hem Schur kararli hem salmmmli (-1<4,,(4)<0) olmak tizere

=2 (A) <k (8) <=4 (4) , A=A (4) < (A) <4 (4)
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esitsizliklerini saglayan 4;(A) ve hy(A) igin (3.5) sistemi de hem Schur kararli hem

salmimlidir.

Buraya kadar olan kisimda fark denklemden fark sisteme gecis anlatilmis ve 6z
degerler yardimiyla Schur kararhilik, salinimlilik ve hem Schur kararlilik hem
salmimlilik kavramlar1 izah edilmistir. Bundan sonraki kisimda 6z deger probleminin
kot konulmus bir problem oldugu anlatilarak Schur kararliligi veren bir parametrenin
varlig1 aciklanmis ve 6z degerler yardimiyla Schur kararlilik ile parametreye bagli

Schur kararlilik karsilastirilarak hangisinin daha kaliteli oldugu incelenmistir.

3.3. Kotii Konulmus Problem ve Lyapunov Teoremi

Herhangi bir 4 kare matrisinin karakteristik denkleminin koklerini (6z
degerlerini) hesaplama veya yerini tahmin etme problemi kolay bir problem degildir.
Simetrik 4 matrisinin 6z degerlerinin hesaplanmasi probleminin iyi konulmus problem
oldugu bilinmektedir. Genel durumda bu problem kétii konulmus bir problemdir. Yani,
matrisin elemanlarindaki kiiclik degisikliklere karsilik 6z degerlerinde biiyiik degisiklik
olabilmektedir. Matris elemanlarindaki degisiklik o kadar kii¢iik olabilir ki matrisin
bilgisayardaki temsiline etki etmez. Fakat bu degisiklik A matrisinin Schur kararliligini

etkileyebilir. Mesela

0.5 10 0
0 05 0
A(U: ..
© 0 = 05

bicimindeki N boyutlu @ - parametreli 4, matrisi,
det(A,-A1)=(0.5-2)" £10""w
karakteristik denklemine sahiptir. ©=0 i¢gin 4o matrisinin 0z degerleri

%(4)=05(i=12..,N) dir. Eger w=10"",N=101 i¢in 4

[, mMatrisinin  biitiin 6z

degerleri A(4,.,)=15 olur. Buradan,

[ =4 =107 = |2( 4,0 )= 2(4)] =1
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oldugu goriiliir. Bu 6rnek Ostrowski’ye aittir. Boylece Schur kararli olan 4y matrisinin

elemanlarinda yapilan 10"% kadar bir degisim, matrisi Schur kararli olmayan A

matrisine doniistiirmektedir.

Oz deger problemi iyi konulmus bir problem olmadigindan Schur kararlilig
tespit icin Spektral Kriter yerine, Schur kararliligi karakterize eden bir lineer cebirsel
denklemin ¢6ziimii yardimiyla hesaplanan parametreleri kullanmak daha kullanishdir

(Akim ve Bulgak, 1998; Duman, 2008).

Simdi, yukarida bahsettigimiz parametreler icin gerekli Lyapunov teoremini

verecegiz.

Teorem 3.1. (Lyapunov Teoremi): Verilen bir 4 matrisinin (veya y(n+1)=4y(n)

sisteminin y(7)=0 asikar ¢dziimiiniin) Schur kararli olmasi igin gerek ve yeter sart
AHA-H+I=0 (3.6)

Lyapunov fark matris denkleminin

H=3(4) 4" H=H >0

k=0
¢Ozlimiiniin olmasidir (bak.; Akin ve Bulgak, 1998; Duman, 2008; Aydm ve ark., 2016).

Lyapunov fark denklemini saglayan H=H">0 pozitif tanimli A matrisi varsa

o(4)=|

fonksiyoneline 4 matrisinin Schur kararlilik parametresi ya da Schur kararliliginin

, aksi halde (A4)=x olarak secilir. Bu sekilde tanimlanan o(4) matris

kalitesini gosteren parametre denir (Bulgakov ve Godunov, 1988; Akin ve Bulgak,

1998; Bulgak, 1999; Duman, 2008).

Benzer sekilde, Teorem 3.1.°e gore, bir 4 matrisinin bozunumu olan B matrisi

icin de Schur kararlilik gerek ve yeter sartini verebiliriz.
Kritik 3.1. (Bozunum Lyapunov Teoremi) Bir A matrisi (veya y(n+1) = Ay(n)
sisteminin y(n)=0 asikar ¢oziimii) Schur kararli olmak {izere

B'XB-X+1=0

Lyapunov fark matris denkleminin

X:i(B*)kB",X:X* >0

k=0
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¢oziimii var ise B matrisi (veya x(n+1)=Bx(n) sisteminin x(n)=0 asikar ¢oziimii) de
Schur kararhdir. Burada; B=A+A olup AeM,(R) dir. Lyapunov fark denklemini
saglayan X =X">0 pozitif tanimli X matrisi varsa o (B)=w(4+A)=|x| , aksi halde
w(B)=w(4+A)=wx olarak secilir.

Simdi, 6z degerlerden ve Teorem 3.1.°den yola ¢ikarak Schur kararlhilig:

inceleyecegiz ve iki durumu birbiriyle karsilastirarak hangi durumun daha kaliteli

oldugunu gosterecegiz.

Iki-boyutlu bozunum sisteminde hem Schur kararhlik hem salimlilik sartina

gore,

A (A)| <1 0z degerleri i¢in 4;(A) ve hx(A) yi inceleyelim:

1

Oz degerleri &(A):—%,@(A):%olan A= ? 1 matrisi i¢in

4 2
1 1

_1_£_5j<h1(A)<1_(_%j:>_§<h1(A)<%

3

_1_£5j<hz(A)<1_(%j:_5<hz(A)<%

elde edilir. Buna gore s, :é,(z‘ =1,2,..,9) olmak tizere asagidaki tabloyu verelim:

_ _ o(B)=a(A+A)
n(a) | AE=AARE) |y | AE ARG | | gl g x)
h)-(-3) o S
2 -1 n)-(-3) -1 323385 | B=| | | o(B)<e
-0.8 1
1 3 B =
2+ 0.8 s 0.8 3.23385 {o —O.8j 38.9812
-0.6 1
1 3 B =
St 0.6 S, 0.6 3.23385 {o —0.6j 7.13552
-0.4 1
1 3 B =
-3t 0.4 S 0.4 3.23385 {o —0.4] 3.29995
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02 1
B =
—%+s4 -0.2 —%+s4 -0.2 3.23385 ( 0 —o.zj 2.25594
! 0 3 0 3.23385 g=[ ! 2
—5+S5 _5+s5 . = 0 0
! 0.2 3 0.2 303385 | B0 ] 2.25594
—5+S6 . —5+S6 . . = 0 0.2 .
! 0.4 3 0.4 303385 | Bt ] 3.29995
—5-}- A\ . —5-}- A\ . . = 0 04 .
! 0.6 3 0.6 303385 | B0 ] 7.13552
—5+ Sg . —5+ Sg . . = 0 0.6 .
! 0.8 3 0.8 303385 | B=| 0] 38.9812
_5+s9 . _5+s9 . . = 0 0.8 .
m(a)-(3) W)~ (5] P
2 I 2 I 3.23385 B= o o B) <o

Tablo 3.1-a. &(A)z—%,%(/l)z%igin A(B)=4(A)+h(A) ve 4,(B)=4(A4)+h(A) 6z degerleri, B=A+A

matrisleri ve @(4)=|H| ,@(B)=aw(A+A)=|X]| parametre degerleri.

Tablo 3.1-a.’da 6z degerleri verilen bir 4 matrisinin bozunumu olan B matrisinin
0z degerleri elde edilmis ve Lyapunov teoremine gore A matrisinin @(4) parametresi ile
A matrisinin bozunumu olan B matrisinin @(B) parametresi elde edilmistir. Bu tablodaki
verilerin elde edilme amaci, 6z degerler yardimiyla sistemin Schur kararliligmi ve
Lyapunov teoremi ile elde edilen parametreler yardimiyla sistemin Schur kararliligmi

tespit edip iki durum arasindaki kalite farkini incelemektir.

Goriildigi tizere, 6z degerler yardimiyla bir sistemin Schur kararliliginin kalitesi
hakkinda bir fikir sahibi olamazken Lyapunov teoremi ile elde edilen parametreler

yardimiyla Schur kararliligin kalitesi hakkinda yorum yapabiliyoruz. Tablo 3.1-a
incelendiginde, 6z degerler 4,(4)" —>-1 ve 4,(4) —1 iken Schur kararliligmn kalitesi
dismekte 2,,(4)— oiken ise Schur kararlihigm kalitesi yiikselmektedir. Bu ise bize

parametrelerin Schur kararhilik i¢cin ne kadar 6nem arz ettigini gostermektedir.
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Uyan 3.1. Tablo 3.1-a.’da elde edilen 6z degerlerle sonsuz tane B matrisi yazilabilir.
Ayni sekilde 4 matrisini, sonsuz tane A matrisi ile bozunuma ugratarak Tablo 3.1-
a.’daki gibi 6z degerler veya farkli 6z degerler elde edilebilir. Dolayisiyla farkli 6z
degerlerle de yine sonsuz tane B matrisi yazilabilir. Buna baglh olarak farkli o(B)

degerleri de elde edilebilir.

Tablo 3.1-a.’da /;(A), hx(A) degerleri ve s, =—,(i=12,...,9) ile elde ettigimiz A, (B)

W | ~

0z degerlerinden baska 0z degerler de elde edilebilir. Simdi, s[:é,(z’ =12,..,9)yi

kullanmadan /4,(A), hx(A) deger araligindan rastgele degerler alarak Tablo 3.1-a.’da elde

ettigimiz ifadeleri gosteren yeni bir tablo verelim:

B)=A(A)+h(A A B)=w(A+A
w(a) | AB=AAAEO) | B(A) | 3y g iyen(s) | o()-1e B=A+A o(r)zele)
0.25 0.75 0.75 0.25 3.23385 | B= 075 5.09294
. . . —VU. . - O _0.25 .
P s . -0.625 1
-0.125 -0.625 e 0.125 3.23385 Lo 0.125 3.07324
0 0.5 1 0.5 3.23385 B= 051 4.5425
. - . . - O _0.5 .
0.5 0 0.25 0.25 3.23385 B= o 1 2.13333
. —VU. . . - O 0.25 .
0.25 0.25 —0.125 0.375 303385 | = 0P ! 2.24262
‘ ‘ ‘ : L0 0375 ‘
-0.375 1
0.125 -0.375 0 0.5 3.23385 B { o o 5] 2.49623
1 0.5 0.125 0.625 3.23385 B= 05 1 6.01887
‘ ‘ ‘ : Lo 0625 ‘
0.375 0.125 0.25 0.75 3.23385 | B= 01251 4.21387
. . . . . - O 0.75 .
025 1
0.75 0.25 0.2 0.7 3.23385 B { 0 o 7] 4.96638

1

Tablo 3.1-b. , (A)z—%,ﬂ,z(/l)z—igin “farkl’ A, (B) =4 (A4)+h(A) ve 4,(B)=24,(A4)+h(A) 6z degerleri,

2
B=A+Amatrisleri ve o(A) =||H|| ,0(B)=0(A+A)= ”X" parametre degerleri.
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Tablo 3.1-b. incelendiginde, 6z degerler degistikce parametre degerlerinin

degistigi, dolayisiyla Schur kararlilik kalitesinin de degisime ugradigi goriilmektedir.

Simdi, Tablo 3.1-a.’da elde ettigimiz 6z degerlerle farkli B matrislerini ele alarak

o(B) degerlerini gosteren tabloyu verelim:

a=-5 i¢in a =1 icin a =2 icin a =3 icin
A (B), 2.(B) . o) | ofB) | oB) o(B)
degeri degeri degeri degeri
-1 «a
-1 -1 B, =
2] a ( O _1] o0 o0 0 o0
0.8 «
-0.8 -08 B, ={ 0 -0 8] 882.633 38.9812 144.457 320.216
0.6 «
-0.6, —0.6 B, ={ 0 -0 6} 131.674 7.13552 22.7201 48.6644
-04 «
-04, -04 B, ={ 0 -0 4] 50.2824 3.29995 9.1799 18.9674
-0.2 «a
-02, -0.2 B, ={ 0 -0 2] 30.469 2.25594 5.78336 11.661
0 o
B, = 2 2 1
0,0 B (O Oj 6 5 0
02 «o
02 02 B, ={ 0 0 2] 30.469 2.25594 5.78336 11.661
04 «o
04, 04 B, ={ 0 0 4] 50.2824 3.29995 9.1799 18.9674
0.6 «o
0.6, 0.6 B, ={ 0 0 6] 131.674 7.13552 22.7201 48.6644
0.8 «
0.8, 08 B, ={ 0 0 8] 882.633 38.9812 144.457 320.216
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1
11 B“:(O ‘fj o o o o

Tablo 3.1-c. Tablo 3.1-a.’da elde edilen ﬂu (B) 0z degerlerine gore farkli B matrisleri ve CO(B) parametre
degerleri.
Tablo 3.1-c.’de ayn1 6z degerlere sahip farkli matrislerin parametre degerlerinin

de farkli oldugu ve buna baglh olarak Schur kararhilik kalitesinin de degistigi

0.2

goriilmektedir. Ornegin; tabloda 6z degerleri 4,(B)=02 olan B, :( 0 Oazj matrisini

inceledigimizde, « =-5,1,2,3 icin parametre degerleri degismekte dolayisiyla Schur

kararliligin kalitesi 6z degerleri ayni, farkli matrisler i¢cin farkli olmaktadir. Ayrica, yine

0.2 C e AT . <
B“:(O Oazj matrisini inceledigimizde a—>o iken @—>o oldugu ve Schur

kararliligin kalitesinin bu yonde diistiigli goriilmektedir.

Uyan 3.2. Yukarida yapmis oldugumuz islemlerde matris bozunumundan bahsederken
aslinda, 6z degerler bozunuma ugratilmis ve bu bozunum f{izerinden sonuglar elde
edilmistir. Dolayisiyla, 6z degerlerin bozunuma ugratilmasi ile sonuglar elde edildigi
gibi matrislerin dogrudan bozunuma ugratilmasiyla da benzer sonuglar elde

edilebilecegine dikkat edilmelidir.

Not 3.1. Tablo 3.1-a,b,c.’de elde ettigimiz @(A4).w(B) parametre degerleri ‘MVC 1.0-

Matrix Vector Calculator’ programiyla hesaplanmistir. Simdi, bu parametrelerin nasil

hesaplandigini kisaca agiklamaya ¢alisacagiz.

3.4. MVC 1.0-Matrix Vector Calculator Programm

Programda oOncelikle, boyutunu ve elemanlarmi kendimiz belirleyerek bir 4
matrisi  giriyoruz. Sonra, QdaStab (100000,4,H,Omega,Error) fonksiyonunu
“Worksheet’ denilen Calisma Alani’na yaziyoruz. Burada; o =100.000 -pratik Schur
kararlilik parametresi olup verilen deger o >1 olmak iizere istenildigi kadar alnabilir.
A-boyutunu ve elemanmi kendimizin belirledigi matris, - Lyapunov fark matris
denklemi A'HA-H+I=01n ¢dziimi olan pozitif tanimli H=H" >0 matrisi, Omega-

Schur kararlilik parametresi (sart sayis1) olan (4) parametre degeri, Error- hata

oranidir. Fonksiyonu yazdiktan sonra ekranda fonksiyonun sonucu, hata orani, Schur
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kararlilik parametre degeri ve pozitif tanimli / matrisi hesaplanmig olarak karsimiza
¢ikacaktir. Eger fonksiyonun sonucu ‘true’ ise @(4) <@ olup matris Schur kararli bolge
igerisindedir; eger ‘false’ ise ®(4)>® olup matris Schur kararli bolge disindadir. Daha
sonra, fonksiyonun sonucuna gore Lyapunov Teoremi’nden yola ¢ikarak ‘true’ olan
durumda &(4)=|H| , ‘false’ olan durumda ise@(4)=o olarak aliyoruz. Simdi, bu

islemleri daha 1y1 anlayabilmek i¢in bir 6rnek verelim:

Ornek 3.1. » =10’ ve 4= (O(')S Ol6j olmak tizere programda 4 matrisi girilip

QdaStab(100000, 4, H,Omega, Error)

yazilirsa

Function QdaStab result = true

Error = 1.11022e-16

Omega = 5.64206

r_ 1.33333, 0.952381
0.952381, 5.43155

elde edilir. Goriildiigii iizere fonksiyonun sonucu ‘true’ oldugu igin @(A4)=|H|=>5.64206

olur. Eger fonksiyonun sonucu ‘false” olsaydi @(4)=o olacakt1 (Bulgak, 2001).
Simdi ise iki-boyutlu birinci mertebeden fark denklem sistemleri i¢in verdigimiz
Schur kararhilik, salinimlilik sartlarmi N-boyutlu birinci mertebeden fark denklem

sistemleri i¢in verecegiz ve hem Schur kararlilik hem salinimlilik i¢in yeni bir kriter

arayigina girecegiz.

3.5. N-Boyutlu Birinci Mertebeden Fark Denklem Sistemlerinin Hem Schur

Kararhhg Hem Salimmlihg I¢in Kriter Bulunmas:

A, N boyutlu sabit katsayili karesel bir matris (4eM,(R)) olmak tizere

y(n+1)=Ay(n) 3.7

sistemini ele alalim. Bu sistemin 6z degerleri 4, (4)€G (j=12...N) olmak iizere,

i. (3.7) denklem sisteminin Schur kararli olmasi i¢in gerek ve yeter sart

|/lj(A)|<1, (j=12...N) (1. Fark Lyapunov Yontemi-Spektral Kriter) olmasidir
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(Akin ve Bulgak, 1998; Elaydi, 2005; Duman, 2008; Aydin ve Duman, 2011;
Aydm ve Duman, 2014).

ii. (3.7) denklem sisteminin salinimli olmasi i¢in gerek ve yeter sart

2(A)=a, *if;, (j=12...N) olmak iizere
a. p =0 iken 4(4)=q, <0, (j=12...,N)olmasidur.
b. B, =0 iken;

v a, #01se sistemi ¢Ozlimil r =/’ + B}, 0 :arctgn[&} abeR, (j=12..N)

a;
olmak iizere y(n)=ar"cos(n0—b) olup kosiniis fonksiyonu salmimli

oldugu i¢in sistem de salinimhdir.

vioa,=0 ise sistemin ¢Ozimii
r=|g|. Q:L%Hm, ker, abeR, (j=12..N) olmak lizere

y(n)=ar" cos(nd—b) olup kosiniis fonksiyonu salmimli oldugu igin sistem

de salinimlidir.
Ancak, eslenik karakteristik koklerin (karmasik koklerin) konumuna

bagl olarak 3 farkli durumda sistemin ¢6ziimii salinimlidir:

1. r<1ise A(4), (j=12..N) birim diskin i¢inde olup y(n) ¢dziimii
sifira yakinsayarak salinimlhdir;

2. r=1 ise A(4), (j=12..N)birim diskin {izerinde olup y(n)
¢Ozlimii sabit biiyiikliikkte salinimlidir;

3. r>1 ise A(4), (j=12...N) birim diskin diginda olup y(n)

¢Ozlimii artan biiyiikliikkte salinimhidir (Elaydi, 2005; Goldberg, 1958).

Simdi; i1.’de bahsi gegen, sistemin salmimliligini saglayan y(n) ¢6ziimiiniin nasil

elde edildigini izah edelim:

Not 3.2. A4, N=2 boyutlu sabit katsayil1 karesel bir matris (4eM,(R)) olmak tizere 6z

degerleri 4 (A)=a+iB, 4,(A)=a—-iB olan

y(n+1) = Ay(n)

sistemini ele alalim. Bu sistemin genel ¢ozlimiiniin
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y(n)zcl(a+iﬂ)lz +c, (a—iﬁ)”; C,,C, cR

oldugunu biliyoruz. Hatirlarsak karmagik diizlemdeki (o) noktast a+if karmagik

sayisina karsilik geliyordu. Buna gore kutupsal koordinatlarda

a=rcosf, B=rsind, r=yo’+p>, 0= arctgn[ﬁj
o
olur. Dolayisiyla
y(n) = (rcos@ +ir sin 9)” +c, (rcos@ —irsin@)’7
=c, (r” cos(n0)+ir" sin(n@)) +c, (r” cos(n0)—ir" sin(n@))
=r" [(cl +¢,)cos(nd)+i(c, —cz)sin(ne)}

olup ¢ =¢, +¢, ve a,=i(¢—¢,)olmak {izere
y(n)=r" [al cos(nb)+a, sin(n@)]

elde edilir. Simdi,

. a
cosb = sinb = =
al

a a

—_—t —z,b:arctgn{ J
2 2 2 2

\a” +a, \a” +a,

kabul edelim. O halde

y(n)=r" [al cos(nb)+a, sin(n@)}
=r"\a’ +a,’ [cosbcos(n@)+sinbsin(n9)}
=r"\Ja’ +a,’ cos(nd—b)

=ar" cos(n9 - b)

elde edilir. Burada a =./a’+a,> ve b=arctgn [&j oldugundan a,b€ R olur (Elaydi, 2005;
a

1

Goldberg, 1958).
Boylece ii.’deki salinimlilig1 saglayan sistemin genel ¢6ziimii agiklanmustir.

Simdi ise aciklamis oldugumuz salimimlilig1 saglayan sistemin genel ¢oziimiinii

bir 6rnek iizerine uygulamaya caligalim:

Ornek 3.1-a. 4, 2 boyutlu sabit katsayili karesel bir matris (4eM,(R)) olmak iizere 6z

degerleri A (A4)=—1+i, A,(4)=—1-i olan

y(n+1) = Ay(n)
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sistemini ele alalim. Bu sistemin genel ¢oziimii
y(n)=c (-1+i) +¢,(-1-i)"; ¢.c,e R
olur. Buradan Not 3.2.”ye gore
y(n)=a 2" cos [%n —bj

elde edilir. Burada abeR oldugundan birden fazla genel ¢6ziim vardr fakat bu
coziimlerin hareketleri ayn1 olmakla beraber biiyiikliikleri arasinda farkliliklar vardir.

Buna gore a=1, b=1 alirsak
n RV
y(n)zx/i cos[Tn—lj

olur. Kosiniis fonksiyonu salmimli oldugu i¢in sistemin ¢6ziimii salinimli olacaktir.

Bunu asagida verecegimiz grafikte gorebiliriz:

Ty

| | | | | | | | | | | | | | | | |
1 s 2 25 3 35 4 45 5 55 6 6.5 7 75 3 8.5 9 95 10

n 3
Sekil 3.1-a. y(n)=+2" cos [Tﬂn —1) ¢oziimiiniin grafigi.

Benzer sekilde eger a =1, b=0alirsak

y(n)=+2" cos[%n—lj
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olur. Kosiniis fonksiyonu salimimli oldugu i¢in sistemin ¢ozlimii yine salinimli olacaktir.

Bunu da asagida verecegimiz grafikte gorebiliriz:

) e,

1 s 2 25 3 35 4 45 5 55 6 6.5 7 75 3 8.5 9 95 10

" (3
Sekil 3.1-b. y(n)=+2 cos[fnj coziimiiniin grafigi.

Sekil 3.1-a. ve Sekil 3.1-b. karsilastirildiginda, denklem sisteminin ¢éziimlerinin
hareketi ayn1 olmakla beraber biiyiikliikleri arasinda farkliliklar vardir. Dolayisiyla bu,
¢cOziimiin hareketini bozmayacagi i¢cin a,be R yi yapacagimiz islemlerde keyfi olarak

alabiliriz.

Simdiki hedefimiz fark denklem sistemlerinin salmimliligini saglayan yeni bir
kriter bulmak oldugundan diferensiyel denklem sistemlerini ve diferensiyel denklem
sistemleri i¢in bilinen asimtotik (Hurwitz) kararlilik sartin1 verecegiz. Daha sonra bu iki
sistemi Orneklerden iizerinden karsilastirarak fark denklem sistemlerinin hem Schur

kararliligmi hem salinimliligini saglayan bir sart elde edecegiz.

3.6. N-Boyutlu Birinci Mertebeden Diferensiyel Denklem Sistemleri ve Hurwitz

Kararhhk

A, N boyutlu sabit katsayili karesel bir matris (4eM,(R)) olmak iizere 6z

degerleri 4,(4)eC, (j=12...,N) olan
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%x(t) — Ax(t) (3.8)

diferensiyel denklem sistemini ele alalim. Bu sistemin genel ¢oziimii
x(t)=ce™ +c,” +..+ce™; ¢,¢pcy €R 3.9
dir (Akm O., 2008).
(3.8) sisteminin asimtotik kararli olmas1 i¢in gerek ve yeter sart

Re(/lj(A))<0, (j=12...N) (1. Lyapunov Yéntemi-Spektral Kriter)

olmasidir (Akin ve Bulgak, 1998; Elaydi, 2005; Duman, 2008). Literatiirde lineer
diferensiyel denklem sistemlerinin asimtotik kararliligi yerine Hurwitz kararhilik

kavrami kullanilmaktadir (Duman, 2008).

Simdi, yukarida fark denklem sistemleri i¢in yaptigimiz genel ¢6ziim diizenleme

islemini ve Ornek 3.1-a.’y1 (3.9) genel ¢6ziimiindeki karsiligin1 verelim:

A, N=2 boyutlu sabit katsayil1 karesel bir matris (4eM,(R)) olmak iizere 6z

degerleri A ,(4)=a+ifeC olan

< x(1)=4x(1)
diferensiyel denklem sistemini ele alalim. Bu sistemin genel ¢6ziimii
x(t)=ce” +ce; ¢.c,eR
dir. O halde Not 3.2.’ye benzer sekilde
x(t)=e"[(c +c,)cos(Bt)+(c, —c,)sin(pt) ]
olup ¢, =¢, +¢, ve a,=i(¢—c,) olmak {izere
x(t)=e"[ a, cos(Bt)+a,sin(Bt)]

elde edilir. Simdi,

a .
' sinb =

a a
— — = =, b :arctgn[—zJ
\a” +a, \a” +a, a

cosb =

kabul edelim. O halde

x(t)=ae" cos(Pt-b)
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elde edilir. Burada a =/a’+a,> ve b=arctgn [&j oldugundan a,b€ R olur.
a

1

Simdi ise Ornek 3.1-a.’da fark denklem sistemleri iizerine yaptigimiz alistrmay1

diferensiyel denklem sistemleri i¢in yapalim ve ikisini karsilagtiralim:
Ornek 3.1-b. 4, 2 boyutlu sabit katsayil karesel bir matris (4eM,(R)) olmak iizere 6z
degerleri 4 (A4)=—1+i, ,(A4)=—1-i olan

%x(r) — Ax(t)

diferensiyel denklem sistemini ele alalim. Bu sistemin genel ¢6ziimii yukarida

yaptigimiz diizenlemelere gore
x(t)=ae” cos(t—b); abeR
dir. Burada a,b€ R oldugundan a=1, =0 alirsak
x(t)=e"cos(t)

olur. Benzer sekilde kosiniis fonksiyonu salinimli oldugu i¢in sistemin ¢éziimii salimiml

olacaktir. Bunu yine asagida verecegimiz grafikte gorebiliriz:

T+ x® x(t)=e" (-t)*cos(t)

0.25+

-0.1

1 s 2 25 3 35 4 45 5 B 6 65 7 75 3 8’5 9 95

Sekil 3.1-c. X(l) =e’ COS(l ) ¢Oziimiiniin grafigi.

Ornek 3.1-a. ve Ornek 3.1-b.’nin_karsilastirilmasi: Bu iki ornekte goriildiigii iizere

Ornek 3.1-a.’da ele aldigimiz fark denklem sisteminin 6z degerleri ile Ornek 3.1-b.’de
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ele aldigimiz diferensiyel denklem sisteminin 6z degerleri icin Re(ﬂm2 (A)) =-1 dir. Buna

gore de bu iki sistemin ¢oziimleri salinimli olmaktadir. Ayrica, ele alinan fark denklem

sisteminin 6z degerleri |4,,(4)[<1 sartim saglamadigindan Schur karar degildir; ve
diferensiyel denklem sisteminin 6z degerleri Re(/va(A))<O sartint sagladigindan

Hurwitz kararhdir.

Ornek 3.2-a. 4, 2 boyutlu sabit katsayili karesel bir matris (4 M, (R)) olmak iizere 6z

degerleri 4 (A4) =i, 4,(4)=— olan
y(n+1)=Ay(n)

sistemini ele alalim. Bu sistemin genel ¢6ziimii »=1, 0 :% olmak iizere

al” cos [En — bj
2

olup a=1, b=0 almirsa

¥(n) =c0s(%nj

olur. Bu ¢6zlimiin hareketini gosteren grafigi verelim:

Ty

Sekil 3.2-a. =1, 0 =% olmak iizere y (n) = r” cos (n6 ) ¢oziimiiniin grafigi.
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Ornek 3.2-b. 4, 2 boyutlu sabit katsayili karesel bir matris (4eM,(R)) olmak iizere 6z
degerleri 4 (A4)=i, 4,(4)=— olan

%x(r) — Ax(t)

diferensiyel denklem sistemini ele alalim. Bu sistemin genel ¢6zimii
x(t) =ae’ cos(t—b),' abeR
olup a=1, b=0 alirsak
x(t) =e’ cos(t)

olur. Benzer sekilde kosiniis fonksiyonu saliimli oldugu i¢in sistemin ¢6zimii salmiml

olacaktir. Bunu yine asagida verecegimiz grafikte gorebiliriz:

1 1's 2 25 3 35 4 45 5 B 6 6.5 7 75 3 85 9 95

Sekil 3.2-b. x(1)=cos(t) ¢éziimiiniin grafigi.

Ornek 3.2-a. ve Ornek 3.2-b.’nin karsilastirilmasi: Bu iki 6rnekte de goriildiigii iizere

Ornek 3.2-a.’da ele aldigimiz fark denklem sisteminin 6z degerleri ile Ornek 3.2-b.’de
ele aldigimiz diferensiyel denklem sisteminin 6z degerleri i¢in Re(/va(A)) =0 dir. Buna
gore de bu iki sistemin ¢oziimleri salinimli olmaktadir. Ayrica, ele alinan fark denklem

sisteminin 6z degerleri |4,,(4)[<1 sartim saglamadigindan Schur karar degildir; ve
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diferensiyel denklem sisteminin 6z degerleri Re(4, (A)) <0 sartin1 saglamadigindan
Hurwitz kararh degildir.
Ornek 3.3-a. 4, 2 boyutlu sabit katsayili karesel bir matris (4eM,(R)) olmak iizere 6z

degerleri 4 (A4)=0.5+0.5i, 4,(4)=0.5-0.5i olan
y(n+1)=Ay(n)

sistemini ele alalim. Bu sistemin genel ¢6ziimii » :g, 9:% olmak tizere

ar" cos(nH—b)
olup a=1, b=0 almirsa
y(n) =r"cos (n@)

olur. Bu ¢6zlimiin hareketini gosteren grafigi verelim:

Ty

0.8+
0.6+
0,47—..’"..
02+

...........................................
............................

B
_0.44

-0.64+

-0.8+

V2

Sekil 3.3-a. r =7, 0 =% olmak tizere y (n) = r" cos (n0 ) ¢Oziimiiniin grafigi.

Ornek 3.3-b. 4, 2 boyutlu sabit katsayil karesel bir matris (4eM,(R)) olmak iizere 6z

degerleri 4(A4)=0.5+0.5i, 4,(4)=0.5-0.5i olan

< x(1)=4x(1)

diferensiyel denklem sistemini ele alalim. Bu sistemin genel ¢6ziimii
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x(t) =ae™ cas(O.St—b); abeR
olup a=1, b=0 alirsak
x(t) =& cos(O.St)

olur. Benzer sekilde kosiniis fonksiyonu salinimli oldugu i¢in sistemin ¢6zimii saliniml

olacaktir. Bunu yine asagida verecegimiz grafikte gorebiliriz:

T x® x(t)=e"(0.5t)*cos(0.5t)

404
30+

20+

2204

=301

-40+

-50

| | | | | | | | | | | | | | | |
1 s 2 25 3 35 4 45 5 55 6 6.5 7 75 3 8.5 9 95 10

Sekil 3.3-b. x()=€"" cos(0.5¢) ¢sziimiinin grafii.

Ornek 3.3-a. ve Ornek 3.3-b.’nin karsilastirilmasi: Bu iki 6rnekte de goriildiigii iizere

Ornek 3.3-a.’da ele aldigimiz fark denklem sisteminin 6z degerleri ile Ornek 3.3-b.’de

ele aldigimiz diferensiyel denklem sisteminin 6z degerleri icin 0<Re(/11v2(A))<1 dir.

Buna gore de bu iki sistemin ¢oziimleri salinimli olmaktadir. Ayrica, ele alman fark

denklem sisteminin 6z degerleri |4,,(4)/<1 sartim sagladigindan Schur kararlidir; ve
diferensiyel denklem sisteminin 6z degerleri Re(/va(A))<0 sartin1 saglamadigindan
Hurwitz kararh degildir.

Ornek 3.4-a. 4, 2 boyutlu sabit katsayili karesel bir matris (4eM,(R)) olmak iizere 6z

degerleri 4 (A4)=-0.5+0.5i, ,(4)=-05-0.5i olan

y(n+1) = Ay(n)
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sistemini ele alalim. Bu sistemin genel ¢6ziimii » :g, ="

= olmak tizere

ar" cos(nH—b)
olup a=1, b=0 almirsa
y(n) =r"cos (n@)

olur. Bu ¢6zlimiin hareketini gosteren grafigi verelim:

Ty
2.5¢
pas
1514
14+
0.5
............................
....................................
o+ e T et T B ttrteeeneeeereeess@eiinaseeasssesennss® "
........ o .
0.5¢"
14
1514
24
254
®
n
-3 t t t t t } t t t } t t t } t t t H
1 1.5 2 2.5 3 35 4 4.5 5 55 6 6.5 7 7.5 8 8.5 9 9.5 10

2 3 .
Sekil 3.4-a. r =§, 0 :Tﬂ olmak tizere y (n) = r" cos (n® ) ¢Oziimiiniin grafigi.

Ornek 3.4-b. 4, 2 boyutlu sabit katsayili karesel bir matris (4eM,(R)) olmak iizere 6z

degerleri 4 (A4)=-0.5+0.5i, ,(4)=-05-0.5i olan

diferensiyel denklem sistemini ele alalim. Bu sistemin genel ¢6ziimii
x(t)=ae* cos(0.5t—b); a,beR
olup a=1, b=0 alirsak

x(¢t)=e™" cos(0.5¢)
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olur. Benzer sekilde kosiniis fonksiyonu salinimli oldugu i¢in sistemin ¢éziimii salinimli

olacaktir. Bunu yine asagida verecegimiz grafikte gorebiliriz:

-

x(®) X(t)=e(-0.5t)*cos(0.5t)
0.08+
0.06+
0.04+
0.02+
ol
-0.024
-0.04+4
-0.061
-0.081

t

-0.1 t t } } } } } } } } } } } } y } } } } { } } } } >

0 2 4 6 & 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48

Sekil 3.4-b. x(1) =¢ ™ cos(0.5¢) ¢oziimiiniin grafigi.

Ornek 3.4-a. ve Ornek 3.4-b.’nin karsilastirilmasi: Bu iki 6rnekte de goriildiigii iizere

Ornek 3.4-a.’da ele aldigimiz fark denklem sisteminin 6z degerleri ile Ornek 3.4-b.’de

ele aldigimiz diferensiyel denklem sisteminin 6z degerleri igin —1<Re(/11v2(A))<O dir.

Buna gore de bu iki sistemin ¢oziimleri salinimli olmaktadir. Ayrica, ele alman fark

denklem sisteminin 6z degerleri |4,,(4)/<1 sartim sagladigindan Schur kararlidir; ve
diferensiyel denklem sisteminin 6z degerleri Re(/va(A))<O sartint sagladigindan

Hurwitz kararhdir.
Inceledigimiz bu drneklere gore asagidaki sonug ve sekil elde edilir:
Sonug 3.1. (3.7) fark denklem sistemi Schur kararh (|4, (4)/<1, (j=12..N)) olmak
iizere ayni zamanda (3.8) diferensiyel denklem sisteminin 6z degerleri
Re(2,(4))<0, (j=12,..N)
sartin1 sagliyorsa yani Hurwitz kararli ise, olusacak iki bolgenin kesisim bolgesini
saglayan

~1<Re(,(4))<0, (j=12....N)
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sartina gore (3.7) fark denklem sistemi salinimlidir (Sunday, 2018) (Sekil 3.5.).

Sonug 3.1.°1 daha agik ve sade olarak ifade etmek maksadiyla asagidaki lemmay1

verelim:
Lemma 3.1. 4eM,(R) ve 8z degerleri 4,(4)=a, +if;, (j=12...N) olan Schur kararli
y(n+1)=Ay(n)
fark denklem sistemi
AelX |1 (X)=a,+iB,, a;<0, a+ B <1| < M,(R)
olmak iizere salinimlidir.

Ispat: Lemma 3.1.in ispat1 fark denklem sistemleri ve diferensiyel denklem

sistemlerinin Spektral Kriterlerinin (1. Lyapunov Yontemi) ispatindan asikardir.

y Hem Schur Kararli Hem Salnml Olan Bélge
NN NN N N N N NN

‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
18 -l6  -l4 -2 02 0.4 0.6 038 ] 12 14 16 1.8

Sekil 3.5. Ae{X |4, (X)=a, +if;, a, <0, &>+ B <1} < M, (R)olmak iizere

hem Schur kararli hem salinimli olan bolge.

Simdi, (3.7) fark denklem sisteminin Schur kararliliginin kalitesi ile (3.8)
diferensiyel denklem sisteminin Hurwitz kararliliginin kalitesini veren parametreleri

gosterip Schur kararlilik, Hurwitz kararlhilik ve salmimlilik i¢in verdigimiz 6z degerler
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ile ilgili 6zelligi bu parametrelerle iligkilendirecegiz. Bunun icin daha o6nce de

verdigimiz Fark Lyapunov Teoremini burada tekrar verecegiz.

3.7. Schur Kararhlk ve Hurwitz kararhihk i¢cin Oz degerler ve Parametreler

Arasindaki Baginti
Daha 6nce verdigimiz Teorem 3.1.°e gore;

Lyapunov fark denklemini saglayan H=H >0 pozitif tanimli H matrisi varsa

o(4)=|

fonksiyoneline 4 matrisinin Schur kararlilik parametresi ya da Schur kararliliginin

, aksi halde @(4)=c olarak segilir. Bu sekilde tanimlanan @(A4) matris

kalitesini gosteren parametre denir (Bulgakov ve Godunov, 1988; Akin ve Bulgak,

1998; Bulgak, 1999; Duman, 2008).
", 1 den biiyiik bir say1 (o ">1) olmak iizere @(4)<@" esitsizligi saglaniyorsa
A matrisi pratik Schur kararli (@ -Schur kararli) matris olarak adlandirilir, o(A)>w ise

A matrisine @ -Schur kararsiz matris denir (Bulgakov, 1980; Akin ve Bulgak, 1998;
Bulgak, 1999; Duman, 2008; Aydin ve Duman, 2011; Aydin ve Duman, 2014; Aydin ve
ark., 2016; Duman ve ark., 2018).

Ayrica, 4=0 matrisi alinirsa Lyapunov fark denkleminin ¢oziimii H=/ olur ki

o(A4)=1 elde edilir. Bu durum (3.7) sisteminin Schur kararhlig1 igin Miikemmel Durum

olarak adlandirilir. Buradan o(4)=|H||>1 oldugu agiktir (Duman, 2008).

(3.7) fark denklem sisteminin Schur kararli olmasi i¢in gerek ve yeter sartin

|/lj(A)|<1, (j=12...N) olmast ile Teorem 3.1.’deki Schur kararlilik parametresinin

a)(A) <00 olmasi birbirine denktir; yani,

(|2, (4) <1 (j=12...N)) & (aH=H*>O 3A*HA—H+I=9 & (o(4)<)(3.10)
A Y

1. Fark Lyapunov Yontemi-Spektral Kriter 2. Fark Lyapunov Y6ntemi

dir.
Simdi de fark denklem sistemlerinin salmimlilig1 i¢in diferensiyel denklem

sistemlerinin Hurwitz kararliliginin kalitesini veren parametreyi verecegiz. Daha 6nce 1.

Lyapunov Yontemi-Spektral Kriter olarak verdigimiz 6z degerlere baghh Hurwitz
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kararhilik sartin1 simdi verecegimiz bu parametre ile iliskilendirecegiz. Hurwitz
kararliligi vermemizdeki maksat, Schur kararli fark denklem sistemlerinin ayni

zamanda salinimli oldugunu gosteren bir sonuca ulagmaktir.

Teorem 3.2. (Lyapunov Teoremi) (3.8) diferensiyel denklem sisteminin Hurwitz kararh
olmasi i¢in gerek ve yeter sart

AH+HA+I=0

Lyapunov matris denkleminin

H= fe”“e”‘dt, H=H" >0

0

¢Ozlimiiniin olmasidir (2. Lyapunov Yontemi) (Bulgakov, 1980; Bulgakov, 1995; Aydmn,
1995; Bulgak, 1999).

Lyapunov matris denklemini saglayan H=H >0 pozitif tanimli H matrisi varsa

w(4)=2| 4|

fonksiyoneline A matrisinin Hurwitz kararlilik parametresi ya da Hurwitz kararliliginin

, aksi halde x(4)=o olarak segilir. Bu sekilde tanimlanan &(A4) matris

kalitesini gosteren parametre denir (Bulgakov, 1980; Bulgakov, 1995; Aydin, 1995).
x", 1 den bilyiik bir say1 (x ">1) olmak iizere x(4)<x" esitsizligi saglaniyorsa A
matrisi pratik Hurwitz kararl (K*—Hurwitz kararli) matris olarak adlandirilir. x(A)>x"

ise A matrisine & -Hurwitz kararsiz matris denir (Bulgakov, 1995; Duman ve Aydin,

2017).

Ayrica, A=-I matrisi alinirsa Lyapunov denkleminin ¢6ziimii 2H =7 olur ki
k(A4)=1 elde edilir. Bu durum (3.8) sisteminin Hurwitz kararliig: icin Miikemmel

Durum olarak adlandirilir (Bulgakov, 1995).

(3.8) diferensiyel denklem sisteminin Hurwitz kararli olmas1 i¢in gerek ve yeter

sartin Re(/lj(A))<0, (j=12...N) olmast ile Teorem 3.2.’deki Hurwitz kararlilik

parametresinin K(A) <00 olmas1 birbirine denktir; yani,

=

Re(4,(4)) <0, (jzl,Z,...,NL) o (&H=H*>O 3A*H+HA+I=/O) & (x(4)<0)(3.11)
'

1. Lyapunov Yontemi-Spektral Kriter 2. Lyapunov Yontemi
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dir.
Buna gore (3.10) ve (3.11) denkligi gbz Oniine alindiginda, Sonug 3.1.’de bahsi

gecen hem Schur kararlilik hem salinimlilik sarti i¢in olusan bolge, Teorem 3.1. ve

Teorem 3.2.’deki parametreler ile iliskilendirilebilir. Bunu asagidaki kritik ile verelim:

Kritik 3.2. (3.7) fark denklem sisteminin salinimli olmas1 i¢in
Ae{4 | o(4)<ofn]4 | K(4) <]

olmas: yeterlidir.

Simdi, fark denklem sistemlerinin hem Schur kararli hem salinimli olmas1 i¢in

elde ettigimiz birbirine denk sonuclar1 bir arada verecegiz.

3.8. Fark Denklem Sistemlerini Hem Schur Kararlh Hem Salinnmh Kilan Denk

Sonuclar

(3.7) fark denklem sistemi i¢in

[y

. (3.7) fark sistemi Schur kararli ve (3.8) diferensiyel sistemi Hurwitz kararl ise;

(]

.« ()<l (j=12..N)(1. F.LY.) ve Re(4,(4))<0, (j=12...N)(I.L.Y.) ise;
3. AHA-H+I=0,3H=H >0(2. F.L.Y) ve AH+HA+I=0,3H=H >0(2. L.Y.)
1se;
4. o(Ad)<o ve k(A4)<® ise
(3.7) fark denklem sistemi salinimhidir. Burada 1., 2., 3., 4. sartlar1 birbirine denktir.

Bunu bir de sema ile asagida gosterelim:
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(3.7) fark denklem sistemi (y(n+1)= Ay (n))

A matrisi igin

4,(4) <1 (j=12..N) Re(2,(4))<0, (j=12....N)
” l.nFark Lyapunov Yélr{t;i’]?su;l;\;ral
Yontemi-Spektral Kriter
Kriter &l e
AHA-H+1=0,3H=H >0 AH+HA+1=0,3H=H >0
2 Lyapunov
Y ontemi
w(A) <00 Kk(A4)<oo

\. J
Y

(3.7) fark denklem sistemi hem Schur kararli
hem salinimlidir.

Sema 3.1. (3.7) fark denklem sisteminin ( y(n+1)= Ay(n)) hem Schur kararli hem salinimli olmast igin elde edilen

birbirine denk sonuglar.
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Simdi, Sonu¢ 3.1.’de verilen 6z degerlere bagli salimmlilik sart1 ile Kritik
3.2.’de verilen parametrelere bagli salimimlilik sartinin ayni olup olmadigini gérmek

icin drnekler verelim ve salinimlilig1 da sekiller iizerinden gdsterelim:

-04 0

Ornek 3.5. A:(
0 -0.6

j olmak iizere y(n+1)=Ay(n) fark denklem sistemini ele

alalim. Bu sistem icin

a)(A) =1.5625<x ve K‘(A) =15<w

oldugundan Kritik 3.2.°deki sart saglanir ve bu sistem salmimli olur. Ayrica
2, =-0.4, 1,=-0.6 oldugundan Sonu¢ 3.1.’deki sartta saglanmis olur ve buradan da
sistemin salinimli oldugu goriiliir. O halde salinimlilig1 gostermek icin asagidaki sekli

verelim. Burada; ¢,c, e R oldugu i¢in ¢, =¢, =1 olarak alinmustir.

PS
y(m) —c1(-0.6)"
y(no%c]( 0(,)6) n
0.8+
0.6+
0.4+
0.2+
°
o
[ o . ° o
-0.2¢4 .
_0.44
-0.6:
-0.81
n
-1 t t t t + t + t t } + t + t + t t H
1 1.5 2 2.5 3 35 4 4.5 5 5.5 6 6.5 7 7.5 8 8.5 9 9.5 10

Sekil 3.6. Ornek 3.5.’teki sistemin salmmliligin gosteren y(n) =c (—0.6)'z baskin (dominant)

¢Ozlimiin grafigi.

Ornek 3.6. A:(_(())'l Ol9j olmak iizere y(n+1)=Ay(n) fark denklem sistemini ele

alalim. Bu sistem icin
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o 4)=5.26316 <0 ve K 4) =0

olup Kritik 3.2.°deki sart saglanmadigindan sistem salinimhi degildir. Ayrica
2,=-0.1, 4, =0.9 oldugundan Sonu¢ 3.1.’teki sartta saglanmamis olur ve buradan da
sistemin salinimli olmadigi goriiliir. O halde salinimliligin olmadigmi gostermek i¢in

asagidaki sekli verelim. Burada; c,,c, e R oldugu i¢in ¢, =c, =1 olarak alinmistur.

1T @)

0.94-..

08+ ‘

0.74

0.6

0.54

TNNL LT
0.31

0.24

0.14

n
N

| ‘ | ‘ | : | ‘ ‘ | | ‘ ‘ | ‘ | | |
1 s 2 25 3 35 4 45 S B 6 65 7 75 3 8’5 9 95 10

Sekil 3.7. Ornek 3.6."daki sistemin salinimli olmadigint gdsteren y(n) = ¢, (0.9)" baskin (dominant)

¢Ozlimiin grafigi.

Ornek 3.5. ve Ornek 3.6.’da goriildiigii iizere Sonug 3.1. ve Kritik 3.2.’de verilen
sartlar denk olup salinimlilik i¢in bu sartlardan herhangi biri kullanilabilir.
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4. FARK DENKLEM SiSTEMLERININ OPTIMUM SALINIMLILIGI

Bu boéliimde, fark denklem sistemlerinin pratik Schur kararliligi ve miikemmel
durumu ile diferensiyel denklem sistemlerinin pratik Hurwitz kararliligi ve miikkemmel
durumunu incelemek tizere Ornekler verilmis ve buradan yola ¢ikarak fark denklem
sistemlerinin salmimlilig: i¢in de pratik salinimlilik ve miikemmel durumu gosteren bir

parametre elde edip edilemeyecegi incelenmistir.

4.1. Optimum Salimimhhk

Simdi, Ornekler iizerinden Schur kararliligin ve Hurwitz kararliligin hangi
durumlarda bozulup bozulmadigini inceleyecegiz ve buna bagh olarak da salinimlilik

icin optimum bir bdlge tayin etmeye calisacagiz.

Ornek 4.1. A:(_%g 0

8) olmak iizere y(n+1)=Ay(n) fark denklem sistemini ele

alalim. Bu sistem icin

o 4)=5.26316<0 ve k(A)=1.125<o0

oldugundan Kritik 3.2.°deki sart saglanir ve bu sistem salmimli olur. Ayrica
2,=-0.9, 1, =-0.8 oldugundan Sonu¢ 3.1.’deki sartta saglanmis olur ve buradan da
sistemin salinimli oldugu goriliir. O halde salinimlilig1 gostermek icin asagidaki sekli

verelim. Burada; ¢,c, e R oldugu i¢in ¢, =¢, =1 olarak alinmustur.
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¢Ozlimiin grafigi.

alalim. Bu sistem i¢in

o A4)=50.2513< ve k(4) =1.0102 <0
oldugundan Kritik 3.2.’deki sart saglanir ve bu sistem salmimli olur. Ayrica

2, =-0.99, 4, =-0.99 oldugundan Sonu¢ 3.1.’deki sartta saglanmis olur ve buradan da

sistemin salinimli oldugu goriiliir. O halde salinimlilig1 gostermek icin asagidaki sekli

verelim. Burada; ¢,c, e R oldugu i¢in ¢, =¢, =1 olarak alinmustur.

Ty

0.81
0.6+
0.41

0.24

024
-0.4+ :
061 ;

08

n
Y
nd

Sekil 4.2. Ornek 4.2.’deki sistemin salinimli oldugunu gésteren y(n) =c (—0.99)” baskin (dominant)
¢Ozlimiin grafigi.
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-0.1 0

Ornek 4.3. A:( 0 2] olmak iizere y(n+1)=Ay(n) fark denklem sistemini ele

alalim. Bu sistem icin
o(A)=1.04167 <0 ve k(A4)=2<o0

oldugundan Kritik 3.2.°deki sart saglanir ve bu sistem salmimli olur. Ayrica

2, =-0.1, 2, =-0.2 oldugundan Sonu¢ 3.1.’deki sartta saglanmis olur ve buradan da

sistemin salinimli oldugu goriiliir. O halde salinimlilig1 gostermek icin asagidaki sekli

verelim. Burada; ¢,c, e R oldugu i¢in ¢, =¢, =1 olarak alinmustur.

Ty

0.81
0.6+
0.41

0.24

024"
-0.41
-0.64

-0.8+

Sekil 4.3. Ornek 4.3.’teki sistemin salinimli oldugunu gésteren y(n) = ¢, (—0.2)" baskin (dominant)
¢Ozlimiin grafigi.

-0.01 0

Ornek 4.4. 4 :(
0 —0.001

j olmak iizere y(n+1)=Ay(n) fark denklem sistemini ele

alalim. Bu sistem icin

a)(A) =1.0001<® ve K‘(A) =10<
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oldugundan Kritik 3.2.’deki sart saglanir ve bu sistem salmimli olur. Ayrica
2,=-0.01, 4, =-0.01 oldugundan Sonu¢ 3.1.’deki sartta saglanmis olur ve buradan da
sistemin salinimli oldugu goriiliir. O halde salinimlilig1 gostermek icin asagidaki sekli
verelim. Burada; ¢,,c, e R oldugu i¢in ¢, =c, =1 olarak alinmistir.

1T @)
0.14

0.08+

0.06+

0.04

0.02+

-0.024

-0.041

-0.061

-0.081

-0.1

Sekil 4.4. Ornek 4.4.’teki sistemin salinimli oldugunu gésteren y(n) = ¢, (—0.01)" baskin (dominant)
¢Ozlimiin grafigi.

-05 0

Ornek 4.5. 4 :(
0 -0.5

j olmak iizere y(n+1)=Ay(n) fark denklem sistemini ele

alalim. Bu sistem icin
w(A)=1.33333<00 vek(A4)=1<o0

oldugundan Kritik 3.2.°deki sart saglanir ve bu sistem salmimli olur. Ayrica
2,=-0.5, 1, =-0.5 oldugundan Sonu¢ 3.1.’deki sartta saglanmis olur ve buradan da
sistemin salinimli oldugu goriiliir. O halde salinimlilig1 gostermek icin asagidaki sekli

verelim. Burada; ¢,c, e R oldugu i¢in ¢, =¢, =1 olarak alinmustur.
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Ps
y(m) —c1(-0.5)"
y(n.%cl( O,.S) n
.
0.24
0.14
.
.
0 o hd . .
.
-0.14
)
-0.24
-0.3+
-0.44
n
0.3 1 s
1 1.5 2 2.5 3 35 4 4.5 5 55 6 6.5 7 7.5 8 8.5 9 9.5 10

Sekil 4.5. Ornek 4.5.’teki sistemin salinimli oldugunu gdsteren y(n) = ¢, (—0.5)" baskin

(dominant) ¢ozlimiin grafigi.

Yukarida verilen 6rneklerde gorildigii iizere, 6z degerler Sekil 3.5.’teki hem

Schur kararli hem salmimli bélgenin icinden olmak iizere sola dogru yaklastikca

(4, —>-1) Schur kararlihk bozulmakta ve Schur kararlilign kalitesi diismektedir; saga
dogru yaklastikca (4, —0) ise Hurwitz kararhhik bozulmakta ve Hurwitz kararliligin

kalitesi diismektedir. Bu Orneklerin sekilleri incelendiginde ise fark denklem

sistemlerinin salimimliligr 4, —-1 dogru artmakta 4, -0 dogru ise azalmaktadir. Buna

gore fark denklem sistemlerinin salmimliligin1 garanti eden ve kalitesini belirleyen bir
parametre ile milkemmel durum tayin edebiliriz. Bunu bir baglik altinda bir kritik ile

verelim.

4.2. Pratik Salinimhihik

Kritik 4.1. (3.7) fark denklem sistemi igin ®(4) <o ve (3.8) diferensiyel sistemi igin

K(A) <o olmak iizere
y(a)(A),K(A),A) < o0

ise (3.7) sistemi salinimlz;
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y(o(4).x(4),4)=o0

ise (3.7) sistemi salmimsiz denir. Bu sekilde tanimlanan y(w(4)x(4),4) matris

fonksiyoneline 4 matrisinin salimimlilik parametresi ya da salvmmliligin kalitesini

gosteren parametre denir.
y*, 1.5 ten biiyiik bir say1 (y ">1.5) olmak iizere y(4)<y" esitsizligi saglaniyorsa
A matrisi pratik salinimll (y*—salznzmlz) matris olarak adlandmilir. y(4)>y" ise A4

matrisine y -salinimsiz matris denir.

Ayrica, A:—%I matrisi alinirsa bu durum (3.7) fark denklem sisteminin
salmimliliginin miikemmel durumu olarak adlandirilir.

Pratik salimimh (y"-salmmmli) olan bélgeyi sekil iizerinden gosterecek olursak

asagidaki gibi bir daire dilimi elde edilir:

y Hem Schur Kararh Hem Salmmh Olan Bolge
L NN N N N N N\
Pratk Salmmb Bolge
S S S S S S S S S S
(:0.5,0)

oo o

\

4 X
P S S T S S S T S S S S S T
/ 0.1 02 03 04 05 0.6 07 08 09 1 11 12 13 14 15 1.6 1.7 1.8 19

P S S N
19 -18-17-16-15-14-13-12-11 |

Sekil 4.6. y "> 1.5 olmak lizere 7/(14) < 7/* esitsizligini saglayan pratik salinimli olan bolge.

Uyan 4.1. Fark denklem sistemlerinin salmimliliginin optimumlugu incelenmis ve
netice itibariyle pratik salimimli olan bir parametre ve bolge tayin edilmistir. Dikkat
edilirse tayin edilen parametre Schur kararlilik ve Hurwitz kararlilik parametrelerine
bagl kalmistir. Bu iki parametreden bagimsiz da bir parametre elde edilebilecegi goz

ard1 edilmemelidir.
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5. FARK DENKLEM SiSTEMLERININ SALINIMLILIGININ SUREKLILIiK
TEOREMLERI

Bu boliimde, birinci mertebeden fark denklem sistemleri ve diferensiyel
denklem sistemlerinin siireklilik teoremlerini ele alip salmimlilign siirekliligi

incelenmistir.

5.1. Fark Denklem Sistemlerinin Siireklilik Teoremleri ve Ust Sinir1

ABeM,(R) olmak iizere (3.7) fark denklem sisteminin bozunum sistemi olan

y(n+1)=(A4+B)y(n) (5.1

sistemini ele alalim. Buna gore literatiirde siireklilik teoremleri olarak bilinen teoremleri

verelim:

14
IOa)(A)

Teorem 5.1. (3.7) sistemi Schur kararli (w(4)<=) ve 6= olmak tizere

|8 <4,

sartin1 saglayan herhangi bir B bozunum matrisi i¢in 4+B matrisi ((5.1) sistemi) Schur

kararhidir ve

|a)(A+B) —a)(A)| <4e? (A)ﬂ

]
esitsizligi dogrudur (Bulgakov, 1995; Akin ve Bulgak, 1998; Duman, 2008).

. . 1
Teorem 5.2. (3.7) sistemi Schur kararli (@(4)<w) ve 3, =———— olmak iizere

2007 (4)

|8 <2,

sartin1 saglayan herhangi bir B bozunum matrisi i¢in 4+B matrisi ((5.1) sistemi) Schur

kararhidir ve
5

[o(4+B)-o(4)| <50 (4]

esitsizligi dogrudur (Bulgakov ve Godunov, 1988; Bulgak, 1999; Duman, 2008; Aydin
ve Duman, 2011).
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Teorem 5.3 (3.7) sistemi Schur kararli (o(4) <) ve &, = olmak tizere

1
67w (A)
|B] <5,

sartin1 saglayan herhangi bir B bozunum matrisi i¢in 4+B matrisi ((5.1) sistemi) Schur

kararhdir ve
[o(4+ B)=o(4) < 20" (4)(2] 4] + | B])] 8]
esitsizligi dogrudur (Bulgak, 1999; Aydin ve Duman, 2011; Aydin ve Duman, 2014).

Fark denklem sistemlerinin salinimliligmin siirekliligi i¢in verdigimiz bu
siireklilik teoremlerinden bizim i¢in gerekli olan en biiyiik list smira sahip olandir.
Ciinkii en biiyiik iist sinira gore Schur kararhilik siirekli olursa diger simirlar i¢in de
stirekli olacaktir. Bunun i¢in asagidaki kritigi verelim:

4]

itik 5.1. (3.7) si i 6=
Kritik 5.1. (3.7) sistemi Schur kararli (o(4) <) ve 9 100(4)°

olmak uzere
|B| <6 =max{3,,6,,5,)

sartin1 saglayan herhangi bir B bozunum matrisi i¢in 4+B matrisi ((5.1) sistemi) Schur

kararhdir.

5.2. Diferensiyel Denklem Sistemlerinin Siireklilik Teoremleri ve Ust Smin

Diferensiyel denklem sistemini ve siireklilik teoremlerini vermemizdeki amag,
fark denklem sistemlerinin salmimliligmin siirekliligi i¢indir.
ABeM,(R) olmak iizere (3.8) diferensiyel denklem sisteminin bozunum sistemi

olan

L x(1)=(4+8)x(1 (5.2)

sistemini ele alalim. Buna gore literatiirde stireklilik teoremleri olarak bilinen teoremleri

verelim:

4]
lSK(A)

Teorem 5.4. (3.8) sistemi Hurwitz kararh (x(4) <) ve A, = olmak iizere
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Y

sartin1 saglayan herhangi bir B bozunum matrisi icin 4+B matrisi ((5.2) sistemi)
Hurwitz kararlidir ve

|ic(A+B)—x(4)| <2.1x° (A)H

esitsizligi dogrudur (Bulgakov, 1995; Aydin, 1995).

A
Teorem 5.5. (3.8) sistemi Hurwitz kararli (x(4) <) ve A, =% olmak tizere

8] <A,
sartin1 saglayan herhangi bir B bozunum matrisi icin 4+B matrisi ((5.2) sistemi)
Hurwitz kararlidir ve

e gy <K+ 18])
(4 B) < L Bl (4)

esitsizligi dogrudur (Duman veAydin, 2017).

Benzer sekilde, fark denklem sistemlerinin salmimhiligmnin stirekliligi igin
verdigimiz bu siireklilik teoremlerinden bizim i¢in gerekli olan yine en biiyiik {ist sinira
sahip olandir. Ciinkii en biiyiik iist sinira gore Hurwitz kararlilik siirekli olursa diger

sinirlar i¢in de siirekli olacaktir. Bunun i¢in de asagidaki kritigi verelim:

A A
N -

itik 5.2. (3.8) si i i A=
Kritik 5.2. (3.8) sistemi Hurwitz kararli (x(4)<o)ve A, I5k(4)’ <(4)

uzere
B <A =max{A.A}
sartin1 saglayan herhangi bir B bozunum matrisi i¢in 4+B matrisi ((5.2) sistemi)
Hurwitz kararhdir.
5.3. Salimimhihgin Siirekliligi

Simdi, Schur kararhilik ve Hurwitz kararlilik i¢in verdigimiz bu teoremlerin

salinimlilik i¢in olan sonuglarini verelim:

Sonug 5.1. (3.7) sistemi salinimli (yani; 4 e{A | w(A) <oo} m{A | x(A) <oo} ) olmak tizere
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Be{B||B|<s|n{B||B|<A}

sartin1 saglayan herhangi bir B bozunum matrisi icin 4+B matrisi ((5.1) sistemi)

salmimlidir.

Sonug 5.1.°1 daha agik ve sade olarak ifade etmek maksadiyla asagidaki lemmay1

verelim:

Lemma 5.1. (3.7) sistemi saliniml (yani; 4 e{A | w(A) <oo} m{A | x(A) <oo} ) olmak tizere

i 100)(A)>K‘(A) icin ||B||< 1(’)2()1(411) ,
ii.  100(4)<x(4) icin |B|< 1‘:;2/)1)’

sartlar1 saglaniyorsa herhangi bir B bozunum matrisi i¢in 4A+B matrisi ((5.1) sistemi)

salmimlidir.

Ispat: Lemma 5.1.in ispat1 fark denklem sistemleri ve diferensiyel denklem
sistemlerinin siireklilik teoremi olan Teorem 5.1. ve Teorem 5.5.’in ispatindan asikardir.

Soyle ki;

A A Al
||B||<% . 10|lo(”A) <% ise x(A4)<10w(A) olur. (*)
) iken ) A||
||B||£M |4 < ” ise 100(4) < x(A) olur. (**)
K‘(A) K‘(A) lOw(A)

Buna gore, (*) ve (**)’den

K(4)
10w

100)(A)>K‘(A) iken ||B||<

S
A
=

\

10w A)

4 .14
re(4)

k(A4) 100(A4)

10w( A)<x(A) iken |B|< olup |B] < oldugu

goriiliir. Boylece Lemma 5.1. ispatlanmus olur.

Lemma 5.1. ile ayn1 anlama gelen asagidaki lemmayi da verebiliriz:

Lemma 5.2. (3.7) sistemi saliniml (yani; 4 e{A | w(A) <oo} m{A | x(A) <oo} ) olmak tizere
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151<6, 0 min| A1
100(A4) «(A4)
sartin1 saglayan herhangi bir B bozunum matrisi icin 4+B matrisi ((5.1) sistemi)

salmimlidir.

Ispat: Lemma 5.2.°nin ispat1 fark denklem sistemleri ve diferensiyel denklem
sistemlerinin siireklilik teoremi olan Teorem 5.1. ve Teorem 5.5.’in ispatindan agikardir

ve Lemma 5.1.’1in ispat1 ile aynidir.

Not 5.1. Fark denklem sisteminin salinimliligmin siirekliligi i¢in verilen Sonug 5.1.,

Lemma 5.1. ve Lemma 5.2.’deki sartlar birbirine denktir.
Simdi, Sonug 5.1.’1 bir 6rnek {izerinden irdeleyelim:

-05 0

Ornek 5.1. A:(
0 -0.1

j olmak iizere salmmmli y(n+1)=Ay(n) fark denklem

sistemini ele alalim. Bu sistem salmimli oldugu icin o(A4)=1.33333< ve x(A4)=5<c

—0.02 0

dir. Simdi ise bu sistemin bozunumu olan B:( 0 0.03

j olmak tizere

y(n+1)=(A4+B)y(n) sistemini ele alalm. Sonug 5.1.’deki sarttan

|B] <ﬂ: 0.03<0.0375000938 ve |B] A =0.03<0.1
lOa)(A) K‘(A)

oldugu goriiliir. Dolayistyla Sonug 5.1.’den B bozunum matrisi i¢in 4+B matrisinin de

salmimli oldugu goriiliir.

Simdi, siireklilik teoremi ile buldugumuz bozunum sisteminin salinimliligini 6z

degerlerinden yola ¢ikarak Sonug 3.1.’deki sarta gore sekil tizerinden gosterelim:

A+B:(_O(')52 —()013] olmak iizere y(n+1)=(A4+B)y(n) bozunum sisteminin 6z

degerleri 4 =-0.52,4,=-0.13 olup Sonug 3.1.°deki —1<Re(4,)<0 sartin1 sagladigindan
sistem salnimlidir ve genel ¢6zimii y(n)=c¢ (-0.52)" +¢,(-0.13)" olup y(n)=c¢ (-0.52)'

baskin (dominant) ¢0ziime gore ¢oziimiin hareketini gosteren grafik ise asagidaki

gibidir. Burada; ¢,c, € R oldugundan ¢, =¢, =1 olarak alinmistir.
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0.8+
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0.4+
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»0,47—::"
S0.6+

-0.8+
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Sekil 5.1. B bozunum sisteminin salinimliligini gosteren y(n) =c (—0.52)” baskin

(dominant) ¢6ziimiin grafigi.

Ornek 5.1.’de goriildiigii iizere Sonug 5.1.°de verilen salmimmlilik sart1 saglandig
gibi ayni zamanda Sonu¢ 3.1.°de verilen salinnmlilik sarti da saglanmis ve sekil
iizerinden salinimlilik goriilmiistiir.

-0.01 0

Ornek 5.2. A:(
0 -0.02

j olmak iizere salmimli y(n+1)=4y(n) fark denklem

sistemini ele alalim. Bu sistem salinimli oldugu igin ®(4)=1.0004<c0 ve &(A)=2<o0

dir. Simdi ise bu sistemin bozunumu olan B :((l) 0 1] olmak iizere y(n+1)=(A4+B)y(n)

sistemini ele alalim. Sonug 5.1.’deki sarttan

||B||<ﬂ:>l{0.0019992003 ve ||B||<M:>1{<0.01
lOa)(A) K‘(A)
oldugu goriiliir. Dolayistyla Sonug 5.1.’den B bozunum matrisi i¢in 4+B matrisinin de

salmimli olmadig1 goriiliir.

Simdi, siireklilik teoremi ile buldugumuz bozunum sisteminin salmimh
olmayisin1 6z degerlerinden yola ¢ikarak Sonug¢ 3.1.°deki sarta gore sekil {izerinden
gosterelim:

0.99 0

A+B=
( 0 -0.12

j olmak iizere y(n+1)=(4+B)y(n) bozunum sisteminin &z

degerleri 4 =0.99,4, =—0.12 olup Sonug 3.1.’deki —1<Re(4,,) <0 sartin1 saglamadigindan
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sistem salinim degildir ve genel ¢oziimil y(n)=c (0.99)" +¢,(-0.12)" olup y(n)=c (0.99)"

baskin (dominant) ¢0ziime gore ¢oziimiin hareketini gosteren grafik ise asagidaki

gibidir. Burada; ¢,c, e R oldugundan ¢, =¢, =1 olarak alinmistir.

0.994-...

oosf e
097+ T

0961 T

095+ h

0.941+

0.93+

0.921+

0914+

0.9

1 s 2 25 3 35 4 45 3 B 6 6.5 7 75 3 8’5 9 95 10

Sekil 5.2. B bozunum sisteminin salinimli olmadigini gdsteren y(n) =c (0.99)” baskin

(dominant) ¢dzlimiin grafigi.

Ornek 5.2.°de goriildiigii iizere Sonu¢ 5.1.°de verilen salinimlilik sart:
saglanmazken ayni zamanda Sonu¢ 3.1.’de verilen salinimlilik sart1 da saglanmamuas,

dolayisiyla sekil iizerinde salmimli bir hareket goriilmemistir.
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6. YUKSEK MERTEBEDEN FARK DENKLEM SIiSTEMLERININ HEM
SCHUR KARARLILIGI HEM SALINIMLILIGI

Bu boliimde, yiiksek mertebeden fark denklem sistemleri ve diferensiyel
denklem sistemleri ele alinmig ve drnekler {izerinden yiiksek mertebeden fark denklem
sistemlerinin hem Schur kararli hem salinimli oldugu durumlarin varligi incelenerek bir

sonuca ulagmaya calisilmistir.

6.1. ikinci Mertebeden Fark Denklem Sistemlerinin Hem Schur Kararhhg Hem

Salimmmhihg:

A, N boyutlu sabit katsayili karesel bir matris (4eM, (R)) olmak tizere

y(n+2)=Ay(n) (6.1)

sistemini ele alalim. Ikinci mertebeden (6.1) sistemi,

olan birinci mertebeden
z(n+l) =Cz(n) (6.2)
sistemine denktir (Duman ve ark., 2018).

Benzer sekilde; 4, N boyutlu sabit katsayili karesel bir matris (4e M, (R)) olmak

uzere

d2
ar’

x(1) = Ax() (6.3)

sistemini ele alalim. Ikinci mertebeden (6.3) sistemi,

olmak tlizere
Z2()=Cz(r) (6.4

sistemine denktir (Apostol, 1975).
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Not 6.1. (6.1) ve (6.3) sisteminin 6z degerleri 4,,4,,...,4, ise (6.2) ve (6.4) sisteminin 6z
degerleri +/4 ,+\4,,...£4, dir (Apostol, 1975).

Bu iki sistemi ele alarak Ornekler iizerinden hem Schur kararliligi hem

salmimlilig1 inceleyelim:

Ornek 6.1. A:(_O'S : jolmak tizere y(n+2)=4y(n)fark denklem sistemini ele

0 -0.6

alalim. Bu sistem

satIREv

olmak tizere
z(n+1) =Cz(n)

2

sistemine denktir. Benzer sekilde ayni matris igin Fx(r) = Ax(¢) diferensiyel denklem
t

sistemini ele alalim. Bu sistem de

olmak tizere

4 ()=cz()

dt

Sistemine denktir. Oz degerler yardimiyla inceleme yapacak olursak, 4 matrisinin 6z

degerleri 4, =-0.5, 4, =-0.6 iken C matrisinin 6z degerleri Not 6.1.’e gore

+ 2 =+J-0.5=+J0.5i = 2,,
+J2, =+J-0.6 =+0.6i = 4,
dir. Buna gore Sonug 3.1.’e gore —1<Re(2,(4))<0, (j=3,4,56) sarti saglanmadigindan

y(n+2)=Ay(n) fark denklem sistemi salimimli degildir. Dolayistyla ikinci mertebeden

fark denklem sistemi reel 6z degerlere sahipken salmimli olmayacagi i¢in ikinci

mertebeden fark denklem sistemi hem Schur kararli hem salinimli olmayacaktir.
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Ornek 6.2. 4 :(

Bu sistem

olmak tizere
z(n+1) =Cz(n)

2

sistemine denktir. Benzer sekilde ayn1 matris i¢in Fx(t) =
t

sistemini ele alalim. Bu sistem de

olmak tizere

d

“2(r) = Cs(1)

72

12j olmak {izere y(n+2)=Ay(n)fark denklem sistemini ele alalim.

Ax(t) diferensiyel denklem

sistemine denktir. Oz degerler yardimiyla inceleme yapacak olursak, 4 matrisinin 6z

degerleri 4, =-1+i, 4, =-1-i iken C matrisinin 6z degerleri Not 6.1.’e gbre

7 =i =2 (-1+i) = (\/_e jy

olur. Buradan

)

300 V2 e
w, = 2’]% _ [\/Eei[lJrzlmjj 2 _ (‘/Eei[%#m]; k _ O,l

olmak tizere

3
w, =42¢ ¥ =42 (cos—+lsm—j 2(0.3826834324+i0.9238795325)

AL
w =32e ¥ =42 (cos%+ isin%j = 4/2(~0.3826834324 -0.9238795325)

elde edilir. Ayni1 sekilde,

s\
22, =+o1—i = +(-1-i) :i(\/zeuj
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olur. Buradan

olmak tizere

£i
t,=42e % =42 (cos%r +isin%[j = 4/2(-0.3826834324 +i0.9238795325)

RELS
=32 % =42 (cosl%’ﬂ isinl%rj = 4/2(0.3826834324 - i0.9238795325)

elde edilir. Buna gore Sonug¢ 3.1.e gdre —l<Re(w,(4).z(4))<0, (j=01) sarti

saglanmadigmndan y(n+2)=Ay(n) fark denklem sistemi salmimli degildir. Dolayisiyla

ikinci mertebeden fark denklem sistemi karmasik 6z degerlere sahipken de salinimli
olmayacagi i¢in ikinci mertebeden fark denklem sistemi hem Schur kararli hem

salinimli olmayacaktir.

Bu ornekleri géz oniine aldigimizda (6.2) sisteminin 6z degerlerinin
~1<Re(,(4))<0, (j=12....N)

sartin1 saglamadig1 goriilmektedir. Buna gore asagidaki sonug elde edilir.
Sonug 6.1. (6.1) fark denklem sistemi Schur kararh |2, (4)[<1, (j=12...,N) olmak iizere
(6.2) fark denklem sistemi salinimli degildir.

Sonug 6.1.°e gore ikinci mertebeden fark denklem sistemleri bu sarta gore hem

Schur kararli hem salinimli olmayacaktir.

Simdi de ti¢lincii mertebeden fark denklem sistemlerini ve diferensiyel denklem
sistemlerini ele alalim ve Ornekler {izerinden {i¢iincii mertebeden fark denklem
sistemlerinin hem Schur kararli hem salinimli oldugu durumlarin varligini inceleyerek

bir sonuca ulagsmaya ¢alisalim.

6.2. Uciincii Mertebeden Fark Denklem Sistemlerinin Hem Schur Kararhhg Hem

Salimmmhihg:

A, N boyutlu sabit katsayili karesel bir matris (4e M, (R)) olmak tizere

y(n+3)=A4y(n) (6.5)
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sistemini ele alalim. Ugiincii mertebeden (6.5) sistemi,

2(n)= y{n(z)l) ,c:(z (’)]

y(n+2)
olan birinci mertebeden
z(n+1)=Cz(n) (6.6)
sistemine denktir (Duman ve ark., 2018).

Benzer sekilde; 4, N boyutlu sabit katsayili karesel bir matris (4e M, (R)) olmak

uzere

d3

e (r) = dx(2) (6.7)

sistemini ele alalim. Ugiincii mertebeden (6.7) sistemi,

x(t)
d
o0 | o0 )
4t
dr*
olmak tlizere
< 2(1)=c2(1) (6.8)

sistemine denktir (Apostol, 1975).
Not 6.2. (6.5) ve (6.7) sisteminin 0z degerleri 4,,4,,...,4, ise (6.6) ve (6.8) sisteminin 6z

degerleri 3~24,34,,...3[-4, dir.

Bu iki sistemi ele alarak Ornekler iizerinden hem Schur kararliligi hem

salmimlilig1 inceleyelim:

Ornek 6.3. A:%olmak tizere y(n+3)=Ay(n)fark denklem sistemini ele alalim. Bu

sistem



olmak tizere
z(n+1) =Cz(n)

3
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sistemine denktir. Benzer sekilde ayni matris i¢in Fx(t):Ax(t) diferensiyel denklem
%

sistemini ele alalim. Bu sistem de

dx(t)
IRERCE R
(1) %x(t) C (A oj

olmak tizere

%z(t)zCz(t)

sistemine denktir. Oz degerler yardimiyla inceleme yapacak olursak, 4 matrisinin 6z

degerleri 4 :% iken C matrisinin 6z degerleri Not 6.2.’ye gore

olur. Buradan

olmak tizere

olup

PRI Ll(cos% + isin%j L (0.5+10.8660254038)

o

1 S . SmY)_ 1 :
Ai=—re? =— COSTHSMT =—+(0.5-i0.8660254038)

o
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elde edilir. Buna gore Sonug 3.1°e gore -l1<Re(4,(4))<0, (j=3456) sarti

saglanmadigindan y(n+3)=Ay(n) fark denklem sistemi salmimli degildir. Dolayisiyla

iclincii mertebeden fark denklem sistemi reel 6z degerlere sahipken saliniml
olmayacag1 i¢in t¢lincii mertebeden fark denklem sistemi hem Schur kararli hem

salinimli olmayacaktir.

Ornek 6.4. 4 :( 0 12] olmak iizere y(n+3)=Ay(n)fark denklem sistemini ele alalim.

Bu sistem

olmak tizere
z(n+1) =Cz(n)

3

sistemine denktir. Benzer sekilde ayni matris i¢in %x(t):Ax(t) diferensiyel denklem
=

sistemini ele alalim. Bu sistem de
d
9 (s 0 I
Z(t): dIX() ’C:(A Oj

olmak tizere

4 ()=cz()

dt

sistemine denktir. Oz degerler yardimiyla inceleme yapacak olursak, 4 matrisinin 6z

degerleri 4, =-1+i, 4, =—1-i iken C matrisinin 6z degerleri Not 6.2.’ye gore
1 LAV
- ()

olur. Buradan

] (Zew)YS (m)
sk=(—z])4={ﬁe : ] =2e'? 2 k=012
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olmak iizere
ax
so=32e 12 = Q/E(cos%+ isin%J = §/2(0.2588190451 +i0.9659258263)
iz 157 157
s, =%2e 2 =f/i(cosvﬂ'sin?}=9/5(—0.7071067812—i0.7071067812)

237

s,=%2¢ 2 =42 (coszf—;+ isinzf—zﬂj = §/2(0.9659258263 - i0.2588190451)

elde edilir. Ayni1 sekilde,

olur. Buradan

olmak iizere
po=42e" =42 (cos%+ ism%J = §/2(0.9659258263 +i0.2588190451)

o
p=%2e" = Q/E(cos?—;+ isin?—’z’J = {/2(~0.7071067812 +i0.7071067812)

RV

p,=%2e 12 =2 (coslf—2ﬂ+ isinlf—;J = 4/2(~0.2588190451-0.9659258263)

elde edilir. Buna gore Sonu¢ 3.1.’¢ gdre -l1<Re(s,(4).p,(4))<0, (j=012) sart

saglanmadigindan y(n+3)=Ay(n) fark denklem sistemi salmimli degildir. Dolayisiyla

iiclincii mertebeden fark denklem sistemi karmasik 6z degerlere sahipken de saliniml
olmayacag1 i¢in tglincii mertebeden fark denklem sistemi hem Schur kararli hem

salinimli olmayacaktir.

Bu o6rnekleri géz Oniine aldigimizda (6.6) sisteminin 6z degerlerinin

~1<Re(,(4))<0, (j=12....N)

sartin1 saglamadig1 goriilmektedir. Buna gore asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 6.2. (6.5) fark denklem sistemi Schur kararh |2, (4)[<1, (j=12...,N) olmak iizere

(6.6) fark denklem sistemi salinimli degildir.
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Sonug 6.2.ye gore ligiincli mertebeden fark denklem sistemleri bu sarta gore

hem Schur kararli hem salinimli olmayacaktir.

Sonug¢ 6.3. Sonug 6.1. ve Sonug 6.2. g6z Oniine alindiginda daha yiiksek mertebeden
fark denklem sistemlerinin de hem Schur kararhiligi hem salinimliligi, Sonu¢ 3.1.°de
verilen sartlara gore saglanmamis olacaktir. Buna gore, N. mertebeden

y(n+N)=Ay(n), N>1 bir fark denklem sisteminin hem Schur kararlligi hem

salinimlilig1 Sonug 3.1.’teki sartlara gore bulunmamaktadir.
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7. SONUC VE DEGERLENDIRME

Bir problemin ¢6ziimiiniin hareketini tahmin etmek ve teorik olarak degisik
etkilere ne kadar maruz kaldiginda hala yapismi, karakterini korudugunu bilmek
uygulama alanlarinda 6nemli avantajlar saglamaktadir. Bu tez ¢alismasinin ana amaci
da literatiirde bir problemin ¢dziimiiniin hareketini veren Schur kararlilik ve salinimlilik
kavramlarmin birlikte saglandigi durumlar1 incelemek ve sonuclar elde etmektir. Elde

edilen sonugclar1 ana hatlariyla verecek olursak;

— fark sistemlerin hem Schur kararli hem salinimli oldugu gerek ve yeter sartlar,

— karmasik koklii fark sistemlerin ardisik bozunumlarinin hem Schur kararli hem
salmimli oldugunu gosteren uygulamalar,

— hem Schur kararli hem salmimlilig1 gésteren bolge,

— Schur kararhilik i¢in 6z deger probleminin kotii konulmus olmasindan yola
cikarak @ parametresinin kullanimi yaninda salinnmlilik i¢in de Hurwitz
kararlilik parametresi olan x parametresini kullanarak fark sistemlerin hem
Schur kararli hem salinimli oldugunu parametrelere bagli veren sonuglar,

— fark denklem sistemlerini hem Schur kararli hem salinimli kilan denk sonuglar,

— fark sistemlerin pratik salinimliligi icin @ ve xk  parametresine baglh ¥
parametresi ve buna bagli optimum bir bélgenin tayini,

— sistemlerin Schur kararlilik ve Hurwitz kararliligmin siireklilik teoremlerini
kullanarak salmimliligin stirekliligini veren sonuglar,

— yiksek mertebeden fark sistemlerin hem Schur kararli hem salinimliligmmin

saglanip saglanmadigini veren sonuglar,

elde edilmistir.
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